ALGEBRA

Periodo | 2022-11

Practico 8

Ej. 1 Escribir los siguientes nimeros complejos en la forma x + iy y dibujarlos en el plano.

(a) (34 2i)(3 —2i) (©) —137z —5+2i (i) (1—4)
(b) (2 + 3i)(5 + i) 37 +i 113 G) 1- 1
15 276\ o (f) —85 e e
(c) 169 169" (5 +127) (13 + 162)(1 + 3i) (k) (20 -1) (E + ﬁ)
(1 + 44)(1 — 4i) (g) ' —¢* +1 ( 2+i\°
(d) m (h) 42023 _ ;2022 4 ;2021 1) 6i—(1—20)
Ej. 2 Sean z, z; y z2 en C. Probar que:
(a) 2=~z (8) |21 22| = |21] |22]-
(b) it e=z+7% (h) [2] = [Re(2)] y |2] = [Jm(z)]
(c) ZiZ2 =71 %2 (i) z+Z = 2Re(z).
(d) Iz = || G) 2z —Zz = 2iJm(z).
(e) 2Z = |2 (k) Si z es una raiz n-ésima de la unidad, entonces z
(f) Si z# 0, entonces 27! = #2 también lo es.
Ej. 3 (Desigualdad triangular) Sean w y z nimeros complejos. Probar que
w4 2| < Jw| + 2],
y la igualdad se da si y sélo si w = r - z para algin nimero real » > 0. En general, sean 21, 2o, ..., 2,
nimeros complejos. Probar
k| < Z |2k
k=1
Ej. 4 Sean w y z nimeros complejos. Entonces
llwl = 2] < |w = 2|
Ej. 5 Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
(a) Si z1, 22 € R son tales que 27 + 22 = 0, entonces 2; = z3 = 0.
(b) Si 21, 22 € C son tales que 27 + 25 = 0, entonces 21 = 25 = 0.
Ej. 6 (Opcional) Simplificar las siguientes expresiones:
(a) arccos(cos(2m)) (d) cos(arcsin(12/13) + arcsin(4/5))
(b) sin(arcsin(sin(—m/6)) + ) (e) arcsin(4/5) 4 arccos(1/+/50)
(c) arctan(tan(5m/4)) (f) arctan(v/2) — arctan(1/+/2)
Ej. 7 (Opcional) Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas:
(a) tan(z) = cos(z) (d) arctan(28/x) = arcsin(1/(12 — z))
(b) sin(z) — cos(z) = 3 (e) arcsin(x) = arctan(2z)
(c) 2cos?(x) + sin(x) = 1 (f) 2arcsin(x) = arcsin(3z/4)
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Ej. 8 (Opcional) Abril y Pedro estdn haciendo mediciones con dos teodolitos electrénicos comprados por la FaMAF.
Ambos quieren usar dichos instrumentos para dar la altura aproximada de uno de los quebrachos blancos de ciudad
universitaria. Para hacer esto, Abril ha calibrado su teodolito a una altura de (1—21 = % 3) metros y ha medido un éngulo
de elevacién de & rad con respecto al punto més alto del arbol. Posteriormente, Pedro ha caminado desde la posicién de
Abril hacfa el drbol unos (4v/3 + 1) metros sobre la misma linea recta que forma Abril con el Arbol. El ha graduado su
teodolito a la misma altura del instrumento usado por Abril y ha medido un dngulo de elevacién de 7 rad con respecto

al mismo punto en el drbol considerado en las mediciones de Abril. ;Cuél es la altura aproximada del drbol?

Ej. 9 (Opcional) Un observador estd en la cima de una montafia la cual tiene una altura de 5 kilometros sobre el nivel
del mar. Desde alli mide un angulo de depresién %7‘(‘ radianes al horizonte del océano. Estimar el radio de la Tierra.

Ej. 10 (Opcional) [Space Math @ NASA: “Solving Trigonometric Equations”] Astrénomos quieren encontrar regiones de
formacidén estelar jévenes en el Brazo Espiral de Perseo de la Via Ldctea. Ellos pueden solo obtener imagenes 6pticas de
objetos dentro de 10000 afios luz del Sol. Si el Brazo Espiral de Perseo estd localizado a 35000 anos luz del centro de la
Via Lactea y la distancia del Sol al centro galdctico es 27000 anos luz, jcuédles son los dos dngulos de longitud galdcticos,
0, y 02, en los cuales ellos pueden buscar para encontrar estos objetos?

Ej. 11 Determinar el médulo y el argumento principal de los siguientes ntimeros complejos:

(a) 65+ 72i (d) —1—/3i Lo 2 o
(b) V3 —i (e) cos(im)+isin(in) ® 143 (&) -2 -2
(c) —1+41 (h) z = (V3 -1)S.
(i) (14 cos(f) +isin(d))~1,0<6 <. (j) sin(9) —isin(6), 3 < 6 < 2F.

El valor de sin y cos de algunos angulos puede expresarse en términos de la operacion raiz cuadrada y las cuatro
operaciones aritméticas elementales. Tales angulos estan relacionados con dngulos centrales de poligonos regulares que
pueden construirse con regla y compas (ver Teorema de Gauss-Wantzel). Se puede consultar algunos de estos valores en
Wikipedia: Trigonometric constants expressed in real radicals.

Ej. 12 Dibujar en el plano complejo los siguientes conjuntos:

(a) {zeC|z=1=z} (e) {z€C||z—1i =2} (i) {z€eC|-1<Re(z) <1y |z <2}
(b) {z€C 2= 1) @) {zeC| 52 = 2) () {zeC|2< -1+ <3)
(c) {ze C|3Re(z) —1=2Im(z)} (g) {z€C||z+3|+|z— 3| = 10} (k) {zeC||Arg(z—1i)| < 7/6}
@) {zeC|lz—1/ = [z [} ) (2eC| sz —2) () {z € C | |Argliz + 1)| = 7/3}

Ej. 13 Sea z un complejo no nulo. Recordar que se define el argumento principal de z, denotado por Arg(z), como el
tnico dngulo 6 en el intervalo (—m, 7| tal que z = |z|(cos(#) + isin(d)). Recordar también que, dado n € N, se define la
raiz n-ésima principal de z, denotada por {/z, como el nimero complejo {/|z[(cos(Arg(z)/n) + isin(Arg(z)/n)). Dar
ejemplos de que no necesariamente es verdad que {/zw es igual a ¥z Yw.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Trigonometric_constants_expressed_in_real_radicals

Ej. 14 Probar, usando completacion del cuadrado, que las soluciones de la ecuacién cuadratica az? + bz + ¢ = 0 donde
a, b, ¢ son nimeros complejos y a # 0 son dadas por la férmule cuadrdtica: z = (—b £+ v/b? — 4ac)/(2a).

Ej. 15 Resolver las siguientes ecuaciones escribiendo cada una de las soluciones en la forma polar 7 (cos(6) + isin(d)),
con # € [0,27), y en forma cartesiana a + bi, con a, b € R, sin que a y b estén escritos en términos de senos y cosenos.

(a) 22=1—3 (e) 22=4-3i (i) 224+322+9=0
(b) 222 +22+13=0 (f) 23 =8i G) 2*+iz2+2=0
(c) 222 —(2+5i)2—2+i=0 (g) 28 =—i+1. (k) 24 +22+1=0
(d) 22 —4iz—4—-2i=0 (h) 24 —6—-6i=0 1) 22 +25+1=0.
[Hint: Notar sin($7) = sin(37 — 37), sin(§7) = sin(3 )]

Ej. 16 Dar todas las soluciones de la ecuacién 2% + (=4 + 2i)22 — 1 = 0 en forma cartesiana

I Ej. 17 Sea c un ntimero real en el intervalo [—1,1]. Mostrar que las soluciones de la ecuacién z? — 2cz + 1 = 0 tienen
médulo 1.

Ej. 18 Encontrar todos los z € C tales que

(a) iz + 27 =1+2i (c) iz2+z271 =0 (e) V22 = —2
(b) z=7% (d) 2* + 221 —4) =0 (f) V2/Z = z/|2|.

Ej. 19 (Opcional)

(a) Sea # un angulo y R : R? — R? la funcién que a un punto p = (x,%) le asigna el punto R(p) que es la rotacién de
p al rededor del origen con dngulo 6. Si p = (z,y), verificar que la férmula de la funcién R estd dada por

R(z,y) = (cos(f)x — sin()y, sin(f)x + cos(0)y).

(b) Qué significado tiene multiplicar complejos? Sea z = cos()+isin(f). Mostrar que multiplicar un niimero complejo
w por z es rotar a w en el plano complejo un angulo 0 al rededor del origen.

Ej. 20 (Opcional) Usando las herramientas algebraicas que ofrecen los ndmeros complejos junto con su médulo, demostrar
los siguientes resultados de Geometria plana:

1. (Ley de Coseno o Teorema de Al-Kashi) Sean w y z ntimeros complejos en el plano complejo los cuales forman un
tridngulo con el origen del plano, o. Entonces

lw — 2|2 es igual a |w|? + |z|* — 2|w]||2| cos(8)
donde 8 es el angulo del tridngulo formado por los segmentos ow y 0z.

2. (Teorema de Apolonio) En todo tridngulo la suma de los cuadrados de dos lados cualesquiera es igual a la mitad
del cuadrado del tercer lado més el doble del cuadrado de su mediana correspondiente.

c/2 cl2

Practico 8

Algebra I




Versién para imprimir
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3.
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11.

Escribir los siguientes niimeros complejos en la forma x + iy y dibujarlos en el plano.

(a) (3+2i)(3 — 2i) () 1370 —5+2 (i) (1=t

(b) (2 + 34)(5 + 74) 37+1 g T3 () 1= 51

(c) (1(1555) — % ) (54 129) (f) (1133 n %62’)(1 + 30) (k) (2 —1)? (1 )
. : i3 — 9 41

(d) (1+4i)(1 — 49) ((% 42023 _ {5022 + 42021 ) (61 2(-1H21 )

(2~ 5i)(2 + 50)

Sean z, z1 y 29 en C. Probar que:

(a) z= (8) |21 22| = [21] [22].

(b) 21 +Zz =Z+% (h) |2 = [Re(2)] v |2] = [Jm(2)|

(c) Zize=7 %2 (1) z4+7Z = 2'9%(2).

(d) [z = || () z =% =2iJm(z).

(e) 2z = |z|? (k) Si z es una raiz n-ésima de la unidad, entonces Z también lo
(f) Si z # 0, entonces 271 = %2 es.

(Desigualdad triangular) Sean w y z ntimeros complejos. Probar que
w+ 2] < |w| + |z],

y la igualdad se da si y sélo si w = r - z para algiin ntimero real » > 0. En general, sean z1, 22, ..., 2z, nimeros complejos.
Probar

n

§Z|Zk|-

k=1

n
D

k=1

Sean w y z numeros complejos. Entonces
lw] = 2] < Jw — 2|

Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) Si 21, 22 € R son tales que z? + 22 = 0, entonces 2; = 29 = 0.
(b) Si 21, 22 € C son tales que z7 + 23 = 0, entonces 21 = 23 = 0.

(Opcional) Simplificar las siguientes expresiones:

o
—_

cos(arcsin(12/13) + arcsin(4/5))
arcsin(4/5) + arccos(1/4/50)
arctan(y/2) — arctan(1/v/2)

(a) arccos(cos(2m)) (
(b) sin(arcsin(sin(—7n/6)) + )
(c) arctan(tan(bmw/4))

—~
- @

(Opcional) Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas:

(a) tan(x) = cos(x) (d) arctan(28/x) = arcsin(1/(12 — z))
(b) sin(z) — cos(z) = 3 e) arcsin(z) = arctan(2x)
(c) 2cos?(x) + sin(x) = 1 (f) 2arcsin(x) = arcsin(3xz/4)

. (Opcional) Abril y Pedro estdn haciendo mediciones con dos teodolitos electrénicos comprados por la FAMAF. Ambos quieren

usar dichos instrumentos para dar la altura aproximada de uno de los quebrachos blancos de ciudad universitaria. Para hacer
esto, Abril ha calibrado su teodolito a una altura de (— — § 3) metros y ha medido un dngulo de elevacién de § rad con respecto
al punto mas alto del drbol. Posteriormente, Pedro ha cammado desde la posicién de Abril hacfa el &rbol unos (4v/3 + 1) metros
sobre la misma linea recta que forma Abril con el Arbol. El ha graduado su teodolito a la misma altura del instrumento usado
por Abril y ha medido un dngulo de elevacién de 7 rad con respecto al mismo punto en el 4rbol considerado en las mediciones

de Abril. ;Cudl es la altura aproximada del arbol?

. (Opcional) Un observador estd en la cima de una montana la cual tiene una altura de 5 kilometros sobre el nivel del mar. Desde

alli mide un angulo de depresién %WTF radianes al horizonte del océano. Estimar el radio de la Tierra.

(Opcional) [Space Math @ NASA: “Solving Trigonometric Equations”] Astrénomos quieren encontrar regiones de formacién
estelar jévenes en el Brazo Espiral de Perseo de la Via Ldctea. Ellos pueden solo obtener imagenes épticas de objetos dentro de
10000 anos luz del Sol. Si el Brazo Espiral de Perseo esté localizado a 35000 anos luz del centro de la Via Lactea y la distancia
del Sol al centro galactico es 27000 afnos luz, jcudles son los dos dngulos de longitud galdcticos, 61 y 62, en los cuales ellos
pueden buscar para encontrar estos objetos?

Determinar el médulo y el argumento principal de los siguientes ntimeros complejos:
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— 11— 3 _ —2—2i
(b) v3 @ 1mvs 0 2= (Va- .

Q
o
wn
PN
=
S~—
~.
w
@
=
—~
o
S~—

—_
_|_
=
<.
—
=
N
Il

(i) (14 cos(f) +isin())~1, 0<6 <. (j) sin(f) —isin(9), T <0 < &

El valor de sin y cos de algunos dngulos puede expresarse en términos de la operacién raiz cuadrada y las cuatro operaciones
aritmeéticas elementales. Tales dangulos estan relacionados con dngulos centrales de poligonos regulares que pueden construirse
con regla y compas (ver Teorema de Gauss-Wantzel). Se puede consultar algunos de estos valores en Wikipedia: Trigonometric
constants expressed in real radicals.

Dibujar en el plano complejo los siguientes conjuntos:

(a) {zeC|z=12z} (e) {zeC||z—1 =2} (i) {zreC|-1<Re(z) <1y 2| <2}
(b) {zeC|zz=1} (f) {Ze((j”;g\_z} () {zeCl|2<|z—1+4+1i] <3}
(c) {ze C|3Re(z) —1=2Im(z)} (g) {zeC||z+3|+|z— 3| =10} (k) {zeC||Arg(z—1)| < 7/6}
(d) {zeC||lz—1]=|z—1i|} (h) {zreC|2+7=2) () {zeC||Arg(iz+1)| =7/3}

Sea z un complejo no nulo. Recordar que se define el argumento principal de z, denotado por Arg(z), como el tinico dngulo 6 en
el intervalo (—m, 7] tal que z = |z|(cos(f) + isin(#)). Recordar también que, dado n € N, se define la raiz n-ésima principal de
z, denotada por {/z, como el nimero complejo {/|z|(cos(Arg(z)/n)+isin(Arg(z)/n)). Dar ejemplos de que no necesariamente

es verdad que {/zw es igual a {/z Yw.

Probar, usando completacion del cuadrado, que las soluciones de la ecuacién cuadrética az? + bz + ¢ = 0 donde a, b, c son
ndmeros complejos y a # 0 son dadas por la férmula cuadrdtica: z = (—b £ vb? — 4ac)/(2a).

Resolver las siguientes ecuaciones escribiendo cada una de las soluciones en la forma polar r (cos(6) + isin(d)), con 6 € [0, 27),
y en forma cartesiana a + bi, con a, b € R, sin que a y b estén escritos en términos de senos y cosenos.

(a) 22=1—1 (e) 22=4-3i (i) 24 +3224+9=0
(b) 222 +224+13=0 (f) 23 =8i G) z*+iz2+2=0
(c) 222 —(2+5i)z—2+i=0 (g) 22 =—i+1. (k) 2 +22+1=0
(d) 22 —4iz—4-2i=0 (h) 2 —6—-6i=0 1) 212 +25+1=0.

5m) =sin(37 — $7), sin(g7) = sin(37)]

[Hint: Notar sin(:5
Dar todas las soluciones de la ecuacién z4 + (—4 + 2i)2? — 1 = 0 en forma cartesiana
Sea ¢ un ntimero real en el intervalo [—1,1]. Mostrar que las soluciones de la ecuacién z? — 2cz + 1 = 0 tienen médulo 1.

Encontrar todos los z € C tales que

(a) iz 427 =1+ 2 (c) iz2 +7Z271 =0 (e) V22 =—
(b) z=7° (d) Z* 4 |2|22(1 —i) =0 () V2/Z=z/|z|.
(Opcional)

(a) Sea 6 un dngulo y R : R? — R? la funcién que a un punto p = (x,y) le asigna el punto R(p) que es la rotacién de p al
rededor del origen con dngulo 6. Si p = (x,y), verificar que la férmula de la funcién R estd dada por

R(z,y) = (cos(f)x — sin()y, sin(f)x + cos(9)y).

(b) {Qué significado tiene multiplicar complejos? Sea z = cos(f) + isin(f). Mostrar que multiplicar un ndmero complejo w
por z es rotar a w en el plano complejo un dangulo 6 al rededor del origen.

(Opcional) Usando las herramientas algebraicas que ofrecen los niimeros complejos junto con su médulo, demostrar los siguientes
resultados de Geometria plana:

(a) (Ley de Coseno o Teorema de Al-Kashi) Sean w y z ntimeros complejos en el plano complejo los cuales forman un tridngulo
con el origen del plano, o. Entonces

|w — z|* es igual a |w|? + |2|* — 2|w||z| cos(8)

donde @ es el angulo del tridngulo formado por los segmentos ow y 0z.

(b) (Teorema de Apolonio) En todo tridngulo la suma de los cuadrados de dos lados cualesquiera es igual a la mitad del
cuadrado del tercer lado mas el doble del cuadrado de su mediana correspondiente.



