GEOMETRIA SUPERIOR

Perfodo | 2023-1I

Practico 2

Ej. 1 Sea M una variedad diferenciable, I un intervalo en R y v : I — M una curva diferenciable. La
velocidad de v en el instante ¢t € I, que se denota por 7' (¢) , es por definicién el vector tangente que satisface
Y (f)= & |0 f (v (t+s)) para toda funcién diferenciable definida en un entorno abierto de v (¢) en M.

e Mostrar que efectivamente ' (t) € Ty M.

e Probar que 7' (t) = (dv), (% ’t) € Ty)yM, donde %L € T;R es el vector tangente a R en t asociado
al sistema coordenado canénico (R,id = s).

e Mostrar que si (U, ¢ = (z1,...,%,)) es un sistema coordenado de M alrededor de v (0) y (¢po~y) (t) =

(r1(t),...,rs (t)) para t préximos a cero, entonces
YO =30 2
n=1 Oz; 7(0)

e Mostrar que para todop € M y todo v € T,,M se cumple que v = ¢’ (0) para alguna curva diferenciable
oen M con o (0) =p.

Ej. 2 Sea  la proyeccién canénica de S? al proyectivo RP?. Mostrar que la funcién f : RP? — R est4 bien
definida por f(m(x,y,2)) = 2%y2 y es diferenciable. Probar que v(f) = 0 para todo v € T,r(LO’O)RIP’Q.

Ej. 3 Sean M y N variedades diferenciables, y sean 1 : M X N — M y w9 : M x N — N las proyecciones
canodnicas. Considerar en M x N la estructura diferenciable producto.

e Mostrar que una funcién f de una variedad diferenciable en M x N es diferenciable si y sélo si 7y o f
y 73 o f lo son.

e Fijamos p € M y g € N. Se definen iy : M — M x N por iq(p') = (p/,q), e i, andlogamente.
Se definen también las aplicaciones F' : T,M x TyN — T{;, 4)(M x N) por

F(X,Y)(f) = X(f oig) + Y (f 0ip),
y G :Tpq(M x N)— T,M x TyN por
G(v) = (dm1(v), dma(v)).

Mostrar que el conjunto de llegada de F' es de hecho T{;, )(M x N). Probar que G'o F' = id 1, prx1, N
y deducir de alli que F'y G son isomorfimos.

Ej. 4 Sea (R3,id = (z,vy, z)) el sistema coordenado canénico de R3. Encontrar otro sistema coordenado
(RS, o= (&m, C)) con x = £ pero tal que %|0 = 8%‘0' De hecho, usualmente abusamos de la notacién no

escribiendo a cudl sistema coordenado corresponde un vector tangente coordenado dado. Cuando eso no
esta claro por el contexto, como en este caso, conviene indicarlo, por ejemplo con un supraindice,

5%
o O

aid
dx

0

Ej. 5

e Sean M, N variedades suaves y F' : M — N una funcién suave, con M conexa. Probar que (dF), :
TyM — Tp) N es la transformacién nula para todo p € M si y solo si F' es una funcién constante.

e Sea M variedad suave y f € C>°(M). Probar que un mdzimo local de f es un punto critico de f; es
decir (df), es la transformacién nula.
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Ej. 6 Para cada uno de los vectores tangentes del plano, dar su representacién en términos de coordenadas polares en el
semiplano derecho, {p = (z,y) € R? : z > 0}

o Xlp=af| +uf) o Yip=of| —vd| o 2y =@+

Ej. 7 Sea M el semiplano superior {(w,y) ER? |y > O} con coordenadas candnicas (x,y) y sea b : M — (0,00) X (

)

0,
el sistema coordenado tal que ¢~ (r,0) = (r cos,rsenf). Escribir el vector tangente r% en la base canénica {ai a@}

Ej. 8 X, = (v* — uQ)%‘ — QHU%‘ el cual esta escrito en términos de las cordenadas de la proyeccién estereografica
p

desde el polo sur s. Escribir a X, en términos de las coordenadas de la proyeccién estereografica desde el polo norte n.

Ej. 9 Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Mostrar que F : V — T,V, F (v) (f) = %}Of(p—ktv) para
f € C*= (p), es un isomorfismo de espacios vectoriales. En particular, V' y T,V son naturalmente isomorfos.

Ej. 10 Mostrar que la inclusién ¢ : S? — R? es suave. Dado p € S? con segunda coordenada negativa, hallar la matriz de
(de), con respecto a las bases { 5= av} y la base canénica de R?, donde ¢; = (u,v).

Ej. 11 Considerar en la esfera S la estructura diferenciable usual. Sea i : S” — R"*! la inclusién y sea p =
(P1;- -, Pn+1) € S™ con ppy1 > 0.

e Considerar en la esfera el sistema coordenado (U:[H, ¢:§+1 = (1, ... ,xn)) y en R"*! el sistema coordenado usual.
Hallar la matriz de (di)p en las bases asociadas a esos sistemas coordenados.

e Mostrar que el espacio tangente a la esfera en p es el ortogonal a p. Mas precisamente:

n+1 n+1
(di) (TpS™) = {Zazayl ZaipizO, aieR}

=1 =1

Ej. 12 (Opcional) Sea S? vista como la esfera unidad de C? y sea S? vista como la esfera de Riemann (la compactificacion
de C). Considerar la fibracion de Hopf w :S* — S? dada por f(z1,22) = 22/21. Probar que 7 es diferenciable y calcular
la diferencial en los puntos (1,0), (z,0), (0,1) y (0,2).

Ej. 13 (Opcional) Sean U, := {[z,y, 2] € RP?: 2 # 0} y @, : U, C RP? — R? definida por [z,y, 2] = (u1,v1) = (¥, 2),
y andlogamente considere (Uy, ¢y) con ¢y ([z,y, 2]) = (uz,v2) = ({, Z). Dado p en Uy, sea

z 0

T 0vy

y 9

p:
xaulp

p

un vector tangente. Si ¢ € U, N Uy, escribir X, en las coordenadas dadas por (Uy, ¢y).

Ej. 14
e Dar explicitamente una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {S! — {(1,0)},S* — {(=1,0)}} de S'.

e Sea {U,} un cubrimiento abierto de una variedad diferenciable. Mostrar que existe un refinamiento localmente
finito {V,,} tal que V,, C U, para todo .
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Ej. 15 (Opcional) Probar que la funcién f : R — R definida por

e /% siz>0,
0 six <0,

fla) =
es de clase C*°, pero no coincide con su serie de Taylor en ningin intervalo abierto que contiene a cero.
[Hint:

e Si g es continua en cero y lim, o+ ¢’ (x) = ¢, entonces, por la regla de L’'Hopital, ¢/, (0) existe y vale £ (recordar
que las funciones derivadas no son necesariamente continuas).

e Mostrar por induccién que para todo k € N existe un polinomio py (x) tal que fik) (x) = e~'/*p; (1/x) para todo
x> 0]

Ej. 16 Sea M una variedad diferenciable. Mostrar que M admite una estructura riemanniana, es decir, que existe una
asignacion suave de productos internos en los espacios tangentes a los puntos de M. Mas precisamente, una aplicacion
B que a cada punto p € M le asigna un producto interno B, en T,,M, de tal forma que si (U, (z1,...,2,)) es un sistema

coordenado de M, entonces se cumple que la funcién de U en R dada por p — B, <(£) , (%) > es diferenciable
‘/p 7/p

para todo 4, j. ;C6émo se definirfa la longitud de una curva diferenciable « : [0,1] — M?
[Hint: Usar particiones de la unidad.]

Ej. 17 (Opcional) Probar que toda variedad diferenciable compacta M puede ser “metida” en un RY: ie. existen N € N
y una funcién suave F : M — RY que es inyectiva con diferencial inyectiva en todas partes y es un homeomorfismo sobre
su imagen (F(M) tiene la topologia relativa de RYV).

[Hint: Sea {(Ug,¢r : Ux — Vi CR™)}7_, un atlas finito de M y sea {p}7_, una particién de la unidad subordinada a
tal atlas. Para cada abierto U; considere la funcién h; : M — R™ definida como h;(z) = p;(x)p;(x) si z € U; 6 cero en
otro caso, y pensar en la funcién z — (p1(x),. .., ps(x), hi(x),..., hs(z))]

Ej. 18 (Opcional) Sea M una variedad suave, A y B subconjunto cerrados y disjuntos de M.

e Probar que existe una funcién no negativa suave g4 : M — R tal que gzl(()) =A

e (Lema de Urysohn suave) Mostrar que existe f € C>(M) tal que f(x) € [0,1] para todoz € My f~1(0) = Ay
F1(1) = B.
[Hint: Sea g4 y gp las funciones obtenidas del ejercicio anterior aplicado a A y B y considerar f :=ga/(94 + 9B)]-

Ej. 19 (Opcional) Pruebe que toda variedad suave M admite una funcién f € C*(M) que es propia; es decir, tal que
la imagen inversa de conjuntos compactos son conjuntos compactos.

Ej. 20 Mostrar que si f : M — N es una funcion diferenciable, entonces df : TM — T'N es diferenciable.

Ej. 21
e Probar que T'S' es difeomorfo a S' x R.

e Dar estructura de variedad diferenciable al conjunto de rectas orientadas en el espacio euclideo R™. Comparar con
el respectivo ejercicio del préctico 1.
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Versién para imprimir

1.

10.

C Xy = (2 —u?) 2

Sea M una variedad diferenciable, I un intervalo en R y v : I — M una curva diferenciable. La velocidad de y en el
instante ¢ € I, que se denota por v/ (), es por definicién el vector tangente que satisface 7/ () (f) = & |0 f(y(t+s9)
para toda funcién diferenciable definida en un entorno abierto de v (¢) en M.

e Mostrar que efectivamente ~' (t) €

e Probar que 7/ (¢ ) ( | ) € T (t)M donde | € T;R es el vector tangente a R en ¢ asociado al sistema
coordenado candnico (R 1d = s).

e Mostrar quesi (U, ¢ = (21, ...,2,)) es un sistema coordenado de M alrededor de v (0) y (¢poy) (t) = (r1 (), ..., 70 (1))

para t préximos a cero, entonces
n
0
/! /
0) = 7 (0
7 (0) =307 (0) -

n=1

~(0)

e Mostrar que para todo p € M y todo v € T,M se cumple que v = ¢’ (0) para alguna curva diferenciable o en M
con o (0) = p.

. Sea 7 la proyeccién canénica de S? al proyectivo RP?. Mostrar que la funcién f : RP? — R est4 bien definida por

f(n(z,y,2)) = 2%yz y es diferenciable. Probar que v(f) = 0 para todo v € Tﬂ(l’o,o)RPQ.

. Sean M y N variedades diferenciables, y sean 71 : M x N — M y m : M x N — N las proyecciones candnicas.

Considerar en M x N la estructura diferenciable producto.

e Mostrar que una funcién f de una variedad diferenciable en M x N es diferenciable si y sélo si my 0 fy moo f
lo son.

e Fijamos pe M y ¢ € N. Se definen iy : M — M x N por i4(p') = (', q), e i, andlogamente.
Se definen también las aplicaciones I : T,M x TyN — T(,, oy(M x N) por

FX,Y)(f) = X(foiq) +Y(foip),
y G :Tpq (M x N)— T,M x TyN por
G(v) = (dm1(v), dma(v)).

Mostrar que el conjunto de llegada de F' es de hecho T(pyq)(M x N). Probar que Go F = id T,MxT,N Y deducir
de alli que F' y G son isomorfimos.

. Sea (R%,id = (z,y,2)) el sistema coordenado canénico de R?®. Encontrar otro sistema coordenado (R3,¢ = (£,7,())

con z = § pero tal que - | o 85‘ De hecho, usualmente abusamos de la notacién no escribiendo a cudl sistema

coordenado corresponde un vector tangente coordenado dado. Cuando eso no estd claro por el contexto, como en
este caso, conviene indicarlo, por ejemplo con un supraindice,

aid

o?
orl,s o

e Sean M, N variedades suaves y F : M — N una funcién suave, con M conexa. Probar que (dF), : T,M —
TrpyN es la transformacién nula para todo p € M si y solo si F' es una funcién constante.

e Sea M variedad suave y f € C*>°(M). Probar que un mdzimo local de f es un punto critico de f; es decir (df),
es la transformacién nula.

. Para cada uno de los vectores tangentes del plano, dar su representacién en términos de coordenadas polares en el

semiplano derecho, {p = (z,y) € R? : 2 > 0}

9

. X, —l—ya—y‘p « Vlp=2f|

— g v ¢ Zly= @ +17) 5

Sea M el semiplano superior {(:c, y) ER? |y > 0} con coordenadas candnicas (x,y) y sea ¥ : M — (0,00) x (0,7) el

sistema coordenado tal que ¢y~ (r,0) = (r cos §,rsenf). Escribir el vector tangente r% en la base canénica {%, 8% }

a0l — 2uv%‘ el cual estd escrito en términos de las cordenadas de la proyeccion estereografica desde
P

el polo sur s. Escribir a X, en términos de las coordenadas de la proyeccién estereografica desde el polo norte n.

. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Mostrar que F' : V — T,V, F (v) (f) = %|Of (p+tv) para f €

C> (p), es un isomorfismo de espacios vectoriales. En particular, V' y T,V son naturalmente isomorfos.

Mostrar que la inclusién ¢ : S? — R3 es suave. Dado p € S? con segunda coordenada negativa, hallar la matriz de
(de), con respecto a las bases {@, Q} y la base canénica de R?, donde ¢, = (u,v).
p ou’ dv 2



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

Considerar en la esfera S™ la estructura diferenciable usual. Sea i : S — R™*! la inclusién y sea p = (P1,---yPnt1) €
S™ con pp41 > 0.

e Considerar en la esfera el sistema coordenado (U;{H,qﬁflﬂ = (z1,... ,xn)) y en R"*! el sistema coordenado
usual. Hallar la matriz de (dz’)p en las bases asociadas a esos sistemas coordenados.

e Mostrar que el espacio tangente a la esfera en p es el ortogonal a p. Mas precisamente:

n+1 a n+1
(dl)p (Tpsn) e {Zalayl . Z a;p; = 0, a; S R}
=1

L)

(Opcional) Sea S? vista como la esfera unidad de C? y sea S? vista como la esfera de Riemann (la compactificacién
de C). Considerar la fibracién de Hopf m : S* — S? dada por f(z1,22) = 22/21. Probar que 7 es diferenciable y
calcular la diferencial en los puntos (1,0), (¢,0), (0,1) y (0,2).

(Opcional) Sean U, := {[z,y,2] € RP* : 2 # 0} y ¢, : U, € RP* — R? definida por [z,y,2] = (u1,v1) = (£,2), ¥
andlogamente considere (Uy,¢y) con ¢y([z,y,2]) = (uz,v2) = (§,2). Dado p en Uy, sea

ga
x ¥y 90| 20
Pz duy » x Ovy »

un vector tangente. Si ¢ € U, N Uy, escribir X, en las coordenadas dadas por (Uy, ¢y).

e Dar explicitamente una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {S* — {(1,0)},S! — {(—1,0)}} de S*.

e Sea {U,} un cubrimiento abierto de una variedad diferenciable. Mostrar que existe un refinamiento localmente
finito {V,} tal que V,, C U, para todo a.

(Opcional) Probar que la funcién f : R — R definida por

e /T gix>0,
f(x)_{o siz <0,

es de clase C*, pero no coincide con su serie de Taylor en ningin intervalo abierto que contiene a cero.
[Hint:

e Si g es continua en cero y lim,_,o+ ¢’ (x) = ¢, entonces, por la regla de L’'Hopital, ¢/, (0) existe y vale ¢ (recordar
que las funciones derivadas no son necesariamente continuas).

e Mostrar por induccién que para todo k € N existe un polinomio pi () tal que fik) (z) = e~ Y/*py (1/2) para
todo x > 0.]

Sea M una variedad diferenciable. Mostrar que M admite una estructura riemanniana, es decir, que existe una
asignacién suave de productos internos en los espacios tangentes a los puntos de M. Mas precisamente, una aplicacion
B que a cada punto p € M le asigna un producto interno By, en T,M, de tal forma que si (U, (z1,...,2,)) es un

sistema coordenado de M, entonces se cumple que la funcién de U en R dada por p — B, (( 0 ) , ( 0 ) ) es
P P

Bz 3z,
diferenciable para todo %, j. ;Cémo se definiria la longitud de una curva diferenciable a : [0,1] — M?
[Hint: Usar particiones de la unidad.]

(Opcional) Probar que toda variedad diferenciable compacta M puede ser “metida” en un RY; i.e. existen N € N
y una funcién suave F : M — RY que es inyectiva con diferencial inyectiva en todas partes y es un homeomorfismo
sobre su imagen (F (M) tiene la topologia relativa de RY).

[Hint: Sea {(Uk, ¢r : Uy — Vi CR™)}7_| un atlas finito de M y sea {py };_, una particién de la unidad subordinada
a tal atlas. Para cada abierto U; considere la funcién h; : M — R™ definida como h;(x) = p;(z)pi(z) si x € U; 6 cero
en otro caso, y pensar en la funcién x — (p1(z), ..., ps(z), hi(z), ..., hs(x))]

(Opcional) Sea M una variedad suave, A y B subconjunto cerrados y disjuntos de M.

e Probar que existe una funcién no negativa suave g4 : M — R tal que ng(O) =A

e (Lema de Urysohn suave) Mostrar que existe f € C>(M) tal que f(z) € [0,1] para todo z € M y f~1(0) = A
y f71(1) =B.
[Hint: Sea g4 y gp las funciones obtenidas del ejercicio anterior aplicado a A y By considerar f := ga/(ga+98)].

(Opcional) Pruebe que toda variedad suave M admite una funcién f € C°°(M) que es propia; es decir, tal que la
imagen inversa de conjuntos compactos son conjuntos compactos.

Mostrar que si f : M — N es una funcién diferenciable, entonces df : TM — TN es diferenciable.

e Probar que T'S' es difeomorfo a S* x R.

e Dar estructura de variedad diferenciable al conjunto de rectas orientadas en el espacio euclideo R™. Comparar
con el respectivo ejercicio del préactico 1.



