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Introducción

Las presentes notas nacen de un curso de teoría de categorías que M. M. ha dictado en el
año 2022 en FAMAF. El propósito de estas notas es introducir a estudiantes de doctorado y a
jóvenes investigadores interesados en el estudio de las categorías tensoriales finitas. Iniciar este
camino implica recopilar resultados sobre categorías abelianas finitas, los cuales se encuentran
dispersos en la literatura. Uno de los objetivos de este apunte es presentar dichas herramientas
y resultados de manera unificada y accesible.

No se pretende ser completamente exhaustivo en todos los temas de categorías. Nos hemos
concentrado en las categorías sujetas a ciertas condiciones de finitud. Si se ha intentado ser
autocontenido, ilustrando con ejemplos cada parte de la teoría. El lector puede encontrar en
los libros de C. Walton [35] demostraciones expandidas y más contenido relevante al tema.

Muchos de los resultados, ejercicios y demostraciones han sido tomadas del libro [24] y de
los trabajos científicos de K. Shimizu, [27], [28], [29] , [30] y [31]. El libro de S. MacLane [21]
por supuesto es una fuente que se utiliza todo el tiempo. Muchas demostraciones de la sección
del producto tensorial de Deligne están inspiradas en el trabajo de investigación [8]. También
hemos tomado material e inspiración de los trabajos de J. Fuchs, G. Schaumann y C. Schweigert
[12], [13], [14].
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1. Categorías, funtores y transformaciones naturales

Las categorías sugieren una particular perspectiva para el estudio de objetos matemáticos,
basándose en entender las relaciones (los morfismos) que hay entre ellos. Los funtores, que
traspasan objetos matemáticos de un tipo a objetos de otro tipo, tienen una gran utilidad. El
concepto de categoría fue introducido en el año 1945 por Samuel Eilenberg y Saunders Mac
Lane en un trabajo sobre topología algebraica.

A continuación se presenta la definición de categoría y se exhiben ejemplos.

Definición 1.1. Una categoría C consiste de
• una colección de objetos Ob(C);
• para cada par de objetos X,Y ∈ C una colección de flechas o morfismos HomC(X,Y ).

Se verifican los siguientes axiomas:
• para cada objeto X ∈ Ob(C) existe un morfismo distinguido en HomC(X,X) denotado

por idX y llamado la identidad;
• para todo X,Y, Z ∈ Ob(C) existe una operación

◦ : HomC(Y, Z)× HomC(X,Y )→ HomC(X,Z),

llamada la composición, tal que es unitaria, es decir que para todo f ∈ HomC(X,Y )

id Y ◦ f = f = f ◦ idX ,

y es asociativa, es decir que para todo f ∈ HomC(X,Y ), h ∈ HomC(Y, Z), g ∈ HomC(U,X)
se cumple que

h ◦ (f ◦ g) = (h ◦ f) ◦ g.

Definición 1.2. Una subcategoría D de C es una categoría tal que Ob(D) ⊆ Ob(C) y para todo
X,Y ∈ Ob(D) se tiene que HomD(X,Y ) ⊆ HomC(X,Y ). Las composiciones de los morfismos
de D son las composiciones como morfismos en C. Se dice que D es una subcategoría plena de
C si D es una subcategoría tal que HomD(X,Y ) = HomC(X,Y ) para todo X,Y ∈ Ob(D).

1.1. Ejemplos de categorías.
1. La categoría Set es la categoría cuyos objetos son conjuntos y los morfismos entre dos

conjuntos son las funciones entre dichos conjuntos. Para cada conjunto X el morfismo
idX es la identidad de X. La composición de morfismos es la composición de funciones.

2. La categoría Grp es aquella categoría cuyos objetos son los grupos y los morfismos entre
dos grupos son los morfismos de grupos.

3. La categoría Ab es la subcategoría plena de Grp que consiste de grupos abelianos.
4. Si k es un cuerpo denotaremos por Vect k la categoría cuyos objetos son los espacios

vectoriales y los morfismos son las transformaciones lineales. Por vect k denotaremos la
subcategoría plena de Vect k cuyos objetos son los espacios vectoriales de dimensión finita
sobre k.
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5. Sea G un grupo. Definimos la categoría CatG que posee un único objeto P . Además
Hom(P, P ) = G y la composición ◦ : Hom(P, P ) × Hom(P, P ) → Hom(P, P ) coincide
con el producto del grupo G. Es decir g ◦ h = gh. Notar que id P = 1, la identidad del
grupo G.

6. Sea C una categoría. Denotaremos por Cop a la categoría cuyos objetos son los mismos
que los objetos de C y tal que para cada X,Y ∈ Ob(C) el espacio de morfismos de esta
nueva categoría está definido por

HomCop(X,Y ) = HomC(Y,X).

Si f ∈ HomCop(X,Y ) y g ∈ HomCop(Y, Z), es decir que f : Y → X, g : Z → Y entonces
la composición en Cop está dada por

g ◦op f = f ◦ g.
La categoría Cop es llamada la categoría opuesta de C. Si X,Y son objetos de C, y

f : X → Y es un morfismo, vamos a denotar por X, al objeto X pero visto como objeto
de Cop. Similarmente, vamos a denotar por f : Y → X al morfismo f pero visto como
morfismo en Cop.

7. Vamos a denotar por Ring a la categoría cuyos objetos son los anillos con unidad. El
espacio de morfismos entre dos anillos será el conjunto de morfismos de anillos entre ellos.

8. Si k es un cuerpo denotaremos por Alg k la categoría cuyos objetos son las k-álgebras.
Los morfismos son los morfismos de k-álgebras. Si A,B son dos álgebras el espacio de
morfismos se denotará por Alg (A,B).

9. Si R es un anillo se denotará por RMod (respectivamente ModR ) la categoría cuyos
objetos son los R-módulos a izquierda (respectivamente a derecha). Los morfismos son
los morfismos de R-módulos.

10. Si R,S son anillos, se denotará por RModS la categoría cuyos objetos son los (R,S)-
bimódulos.

11. Si A es una k-álgebra se denotará por AMod, respectivamente ModA, la categoría cuyos
objetos son los espacios vectoriales munidos de una acción lineal que lo hace un A-módulos
a izquierda, respectivamente a derecha. Las categorías Amod,modA son las subcategorías
plenas de AMod, respectivamente ModA, que consisten de aquellos módulos de dimensión
finita sobre k. Análogamente se definen las categorías AModA y AmodA

12. La categoría Top es aquella cuyos objetos son espacios topológicos y los morfismos entre
dos espacios son las funciones continuas.

13. Si C,D son dos categorías, vamos a denotar a C × D la siguiente categoría. Los objetos
son pares (X,A) donde X es un objeto de C y A es un objeto de D. Si (X,A), (X ′, A′)
son dos objetos, entonces el espacio de morfismos entre ellos se define:

HomC×D((X,A), (X
′, A′)) = {(f, f ′) : f ∈ HomC(X,X

′), g ∈ HomD(A,A
′)}.

La composición de morfismos es coordenada a coordenada.
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14. Sea k un cuerpo y G un grupo finito. Vamos a denotar por vect G a la categoría de
k-espacios vectoriales de dimensión finita equipados con una G-graduación; es decir es-
pacios vectoriales V = ⊕g∈GVg. Los morfismos son aquellas transformaciones lineales que
preservan la graduación; es decir f : ⊕g∈GVg → ⊕g∈GWg tales que f(Vg) ⊆ Wg para todo
g ∈ G.

15. Sea k un cuerpo y G un grupo finito. Vamos a denotar por YD(G) a la categoría de
k-espacios vectoriales de dimensión finita equipados con una G-graduación V = ⊕g∈GVg
que además poseen una acción de G a izquierda

. : G× V → V

y se verifica que si g, h ∈ G, v ∈ Vh, entonces
g . v ∈ Vghg−1 .

Esta categoría se denomina los módulos de Yetter-Drinfeld sobre kG. Más generalmente
es posible definirla para cualquier álgebra de Hopf H.

16. La categoría de complejos de cadena. Sea R un anillo conmutativo con unidad. La ca-
tegoría de complejos de R-módulos tiene por objetos a los R-módulos Z-graduados. Es
decir R-módulos C = ⊕n∈ZCn munidos de un endomorfismo de R-módulos d : C → C
de grado −1 ; es decir que

d(Cn) ⊆ Cn−1, para todo n ∈ Z
tal que d2 = 0. Usualmente se dice que el par (C, d) es una cadena. Un morfismo entre
cadenas (C, d), (C ′, d′) es un morfismo de R-módulos f : C → C ′ de grado cero tal que
d′ ◦ f = f ◦ d. Denotaremos esta categoría por Chain(R).

17. La categoría de N -complejos de cadena. Sea R un anillo conmutativo con unidad y
N ∈ N, N ≥ 2. La categoría ChainN(R) es la categoría de pares (C, d), como en el
ejemplo anterior, salvo que se satisface que dN = 0.

Definición 1.3. Un morfismo f : X → Y en una categoría se dice un isomorfismo si existe
g : Y → X tal que f ◦ g = id Y y g ◦ f = idX . Un objeto X se dice isomorfo a otro objeto Y si
existe un isomorfismo f : X → Y . En tal caso se denotará X ' Y .
Definición 1.4. Sea C una categoría y f : X → Y un morfismo. Se dice que f es un mono-
morfismo si para todo par de morfismos g, h : Z → X tales que f ◦ g = f ◦ h entonces g = h.
En otras palabras, f es monomorfismo cuando se lo puede cancelar a izquierda.

Análogamente, se dice que f es un epimorfismo si para todo par de morfismos g, h : Y → Z
tales que g ◦ f = h ◦ f entonces g = h. Es decir, si se puede cancelar f a derecha.
Observación 1.5. Sea f : X → Y un morfismo. f es un monomorfismo si y sólo si la función

HomC(Z,X)→ HomC(Z, Y ), β 7→ f ◦ β,
es inyectiva para todo Z ∈ Ob(C). Análogamente, f es un epimorfismo si y sólo si la función

HomC(Y, Z)→ HomC(X,Z), β 7→ β ◦ f,
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es inyectiva para todo Z ∈ Ob(C).

Puede suceder que un morfismo sea un monomorfismo y epimorfismo sin que sea un iso-
morfismo. Por ejemplo, en la categoría Ring , la inclusión Z ↪→ Q es un monomorfismo y un
epimorfismo, sin ser un isomorfismo.

En lo siguiente, se introducirá la noción de morfismo entre dos categorías. Esto es una aplica-
ción entre objetos y una aplicación entre morfismos que preserva la estructura de las categorías.

Definición 1.6. Sean C,D dos categorías. Un funtor F : C → D consiste de dos funciones:
una función F : Ob(C)→ Ob(D) que asigna a cada objeto X de C un objeto F (X) de D;
para cada par de objetos X,Y ∈ Ob(C), una función

F : HomC(X,Y )→ HomD(F (X), F (Y ))

que asigna a cada morfismo f : X → Y un morfismo F (f) : F (X)→ F (Y ),
tal que se verifica lo siguiente:

F (idX) = id F (X), F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g),

para todo objeto X ∈ Ob(C) y para todo par de morfismos f, g de C que se puedan componer.

La definición de funtor anterior es lo que se conoce como funtor covariante. Un funtor se dice
contravariante si satisface todos los axiomas de funtor excepto que F (f ◦g) = F (g)◦F (f) para
todo par de morfismos f, g de C que se puedan componer. Usualmente cuando se haga referencia
a un funtor se estará refiriendo a un funtor covariante, a menos que se indique explícitamente
que es contravariante.

Notar que dos funtores covariantes F : C → D, G : D → E pueden componerse en G◦F : C → E
vía la regla

(G ◦ F )(X) = G(F (X)), (G ◦ F )(f) = G(F (f)).

1.2. Ejemplos de funtores.
1. Toda categoría C posee el funtor identidad Id C : C → C tal que Id C(X) = X para todo
X ∈ Ob(C) y Id C(f) = f para todo morfismo f .

2. Si F : C → D es un funtor contravariante entonces se puede definir un funtor F op : Cop →
D como sigue: F op(X) = F (X) y F op(f) = F (f) para todo objeto X de C y para todo
morfismo f de C. Resulta que F op es un funtor covariante.

3. Si F : C → D es un funtor (covariante), entonces se puede definir otro funtor (covariante)
F op : Cop → Dop como

F (X) = F (X), F (f) = F (f),

para todo objeto X y todo morfismo f .
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4. Sea F : Grp → Set el funtor tal que F (G) = G y F (f) = f , para todo grupo G y
todo morfismo de grupo f . Al funtor F se lo llama el funtor de olvido porque olvida la
estructura de grupo.

5. Sea k un cuerpo y A una k-álgebra. Otro funtor de olvido es el funtor F : AMod→ Vect k,
donde se olvida de la estructura de A-módulo, es decir, olvida la acción del álgebra A.

6. Sea C una categoría localmente pequeña (ver definición 1.21) y X ∈ Ob(C). Entonces se
definen los funtores

LX , : C → Set, RX : Cop → Set

como sigue. Si Y ∈ Ob(C) entonces LX(Y ) = HomC(X,Y ) y RX(Y ) = HomC(Y,X).
Además si f : Y → Z es un morfismo, entonces LX(f) : HomC(X,Y ) → HomC(X,Z),
LX(f)(α) = f ◦α para todo α ∈ HomC(X,Y ) y RX(f) : HomC(Z,X)→ HomC(Y,X) está
definida por RX(f)(β) = β ◦ f para todo β ∈ HomC(Z,X). También se puede considerar
el funtor

HomC(−,−) : Cop × C → Set .

Queda como ejercicio definirlo y demostrar que es un funtor.
7. Se define el funtor D : Vect k → Vect k como D(V ) = V ∗∗. Si f : V → W es una

transformación lineal entonces D(f) : V ∗∗ → W ∗∗ es la doble transpuesta de f .
8. Se denota por T : Vect k → Algk al funtor dado como sigue. Si V es un espacio vectorial

entonces T (V ) = ⊕0≤nV
⊗n denota el álgebra tensorial de V . Si f : V → W es una trans-

formación lineal entonces T (f) : T (V )→ T (W ) es el morfismo de álgebras determinado
por

T (f)(v1⊗ . . .⊗vm) = f(v1)⊗ . . .⊗f(vm).

9. El funtor tomar unidades U : Alg k → Grp, que a cada k-algebra A lo envía en
U(A) = A× = {a ∈ A : a es invertible}.

10. Si X es un espacio topológico entonces se denota por C(X) al conjunto de funciones
continuas f : X → R. El conjunto C(X) posee una estructura natural de R-álgebra: si
f, g ∈ C(X) entonces se define

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (λ · f)(x) = λf(x), (f.g)(x) = f(x)g(x),

para todo x ∈ X, λ ∈ R.
Si Y es otro espacio topológico y φ : X → Y es una función continua, entonces

C(φ) : C(Y ) → C(X) es el morfismo de álgebras dado por C(φ)(f) = f ◦ φ. No es
complicado demostrar que esto define un funtor C : Topop → Alg R.

11. El funtor tomar primitivos P : Hopfk → Liek. Aquí Hopfk es la categoría de álgebras
de Hopf sobre k y Liek es la categoría de álgebras de Lie sobre k. Para cada álgebra de
Hopf H

P(H) = {h ∈ H : ∆(h) = h⊗1 + 1⊗h}.
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12. Si G es un grupo finito y k un cuerpo, recordar la categoría de módulos de Yetter-Drinfeld
sobre kG, denotada por YD(G). Se tiene un funtor de olvido

U : YD(G)→ Rep (kG), V 7→ V,

que se queda únicamente con la estructura de G-módulo en V (aquí Rep (kG) es la
categoría de representaciones del álgebra kG). Más generalmente, se tiene un funtor de
olvido U : Rep (D(H)) → Rep (H), donde H es un álgebra de Hopf y D(H) es el doble
de Drinfeld de H.

13. Sean C,D categorías. Sea X ∈ D un objeto. Este objeto determina el funtor constante
X : C → D que envía cualquier objeto en X y cualquier morfismo en idX . Este funtor, a
su vez, determina el funtor

∆ : D → Fun(C,D),

que manda un objeto en el funtor constante. Ver Definición

No toda aplicación de objetos entre categorías es funtorial, como lo muestra el siguiente
ejercicio.

Ejercicio 1.7. Demostrar que la aplicación Grp → Ab, que envía un grupo G en su centro
Z(G) no puede constituirse en un funtor.

Definición 1.8. Si F,G : C → D son dos funtores, una transformación natural µ : F → G
es una colección de morfismos {µX : F (X) → G(X) : X ∈ Ob(C)} tal que para todo par de
objetos X,Y ∈ Ob(C) y para cada morfismo f : X → Y se satisface que el diagrama

F (X)

F (f)

��

µX // G(X)

G(f)

��
F (Y ) µY

// G(Y ),

es conmutativo. Esto significa que

G(f)µX = µY F (f).

Se dice que una transformación natural µ : F → G es un isomorfismo natural si para todo
X ∈ Ob(C) los morfismos µX : F (X)→ G(X) son isomorfismos. En este caso se dice que F es
equivalente a G y se lo denota por F ∼ G.

Definición 1.9. Dados dos funtores F,G : C → D, se denota por Nat (F,G) a la colección de
todas las transformaciones naturales de F a G.

Definición 1.10. Se dice que dos categorías C y D son equivalentes, y denota C ' D, si existen
funtores F : C → D, G : D → C tales que F ◦ G ∼ Id D, G ◦ F ∼ Id C. En tal caso se dice que
los funtores F y G dan una equivalencia de categorías.
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Definición 1.11. Sean C y D dos categorías, F,G,H : C → D tres funtores y µ : F → G, ν :
G → H dos transformaciones naturales. Se define la composición vertical de transformaciones
naturales µ, ν como la composición

F (X)
µX−−→ G(X)

νX−→ H(X).

Esto es
ν ◦ µ : F → H, (ν ◦ µ)X = νX ◦ µX

para todo X ∈ Ob(C).

Definición 1.12. Sean C, D y E categorías, F,G : C → D, J,H : D → E funtores y η : F → G,
ν : J → H transformaciones naturales. Se define la composición horizontal de transformaciones
naturales como la composición

J ◦ F (X)
J(ηX)−−−→ J ◦G(X)

νG(X)−−−→ H ◦G(X).

Esto es
ν ◦ η : J ◦ F → H ◦G, (ν ◦ η)X = νG(X) ◦ J(ηX)

para todo X ∈ C.

Si C yD son categorías, se denotará por Fun(C,D) a la categoría cuyos objetos son los funtores
F : C → D. Dados F,G : C → D, el espacio de morfismos es el conjunto de transformaciones
naturales Nat (F,G). Se denotará Fun(C, C) = End (C).

Además, si J : D → A es otro funtor, se denota por J(µ) : J ◦F → J ◦G a la transformación
natural dada por

J(µ)X = J(µX), para todo X ∈ Ob(C).

Ejercicio 1.13 (La dualidad de Pontryagin). Sea CAb la categoría de grupos topológicos
abelianos compactos. Sea P : CAb → Abop el funtor P (G) = Ĝ. Aquí, Ĝ denota el espacio de
homomorfismos continuos de grupo de G al círculo R/Z. Usando la dualidad de Pontryagin,
demostrar que este funtor es una equivalencia de categorías.

Ejercicio 1.14. Sea k un cuerpo, C una k-coálgebra y consideremos el funtor de olvido U :
ModC → Vectk. Demostrar que existen isomorfismos naturales

Homk(C, V ) ' Nat (U ,U⊗kV ).

Definición 1.15. Sea F : C → D un funtor.
1. Se dice que F es fiel si para todo par de objetos X,Y ∈ C el morfismo

F : HomC(X,Y )→ HomD(F (X), F (Y ))

es inyectivo.
2. Se dice que F es pleno si para todo par de objetos X,Y ∈ C el morfismo

F : HomC(X,Y )→ HomD(F (X), F (Y ))

es suryectivo.
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3. Se dice que F es esencialmente suryectivo si para todo A ∈ D existe un X ∈ C tal que
F (X) ' A.

4. Se dice que F es una incrustación (en inglés, embedding) si F es fiel e inyectivo en objetos.
Ejercicio 1.16. Sea F : C → D un funtor fiel y pleno. Entonces refleja y crea isomorfismos.

1. Si F (f) es un isomorfismo, entonces f es un isomorfismo.
2. Si F (X) ' F (Y ) entonces X ' Y .

El siguiente resultado da una caracterización sobre las equivalencias de categorías. Para su
demostración se asumirá el axioma de elección.
Teorema 1.17. Sean C,D categorías y F : C → D un funtor. Son equivalentes:

1. F es una equivalencia de categorías.
2. F es fiel, pleno y esencialmente suryectivo.

Demostración. La demostración de que (1) implica (2) queda como ejercicio. Se va a probar
(2) implica (1). Usando que F es esencialmente suryectivo y el axioma de elección, para cada
A ∈ D se puede elegir un objeto G(A) ∈ C y un isomorfismo eA : F (G(A)) → A. Lo que se
quiere ahora es ensamblar la aplicación A 7→ G(A) en un funtor, de tal forma que e resulte una
transformación natural.

Para cada par de objetos A,B ∈ D y para cada morfismo f : A→ B existe un único morfismo
f̂ : F (G(A))→ F (G(B)) que hace que el diagrama

F (G(A))

f̂
��

eA // A

f

��
F (G(B)) eB

// B

sea conmutativo. Como F es fiel y pleno, existe un único morfismo g : G(A) → G(B) tal que
F (g) = f̂ . Se va a denotar g = G(f). Esta forma de elegir los morfismos hace que e : F◦G→ Id D
sea una transformación natural. Queda como ejercicio demostrar que G en efecto es un funtor
y que e resulta un isomorfismo natural. □
Definición 1.18. Sea C una categoría. Un esqueleto S de C es una subcategoría plena de C
donde todo objeto de C es isomorfo a un único objeto de S. Usualmente se denota por Sk(C).
Una categoría se dice esquelética si ella misma es un esqueleto.

El siguiente resultado muestra que el esqueleto de una categoría Sk(C) es único salvo equi-
valencia. La demostración de dicho resultado es inmediato usando el Teorema 1.17.
Lema 1.19. Sea C una categoría y S un esqueleto de C. El funtor inclusión K : S → C es una
equivalencia de categorías. □
Ejercicio 1.20. Sea k un cuerpo. La categoría de matricesMatrk es la categoría conOb(Matrk) =
N0, los naturales unión el cero. Para cada par de objetos n,m ∈ N0 el espacio de morfismos
entre n y m es el espacio vectorial de matrices Mn,m(k) de tamaño n ×m con coeficientes en
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el cuerpo k. La composición de morfismos es el producto de matrices. Demostrar que la cate-
goría Matrk es esquelética. Más aún, esta categoría es el esqueleto de la categoría de espacios
vectoriales sobre k de dimensión finita.
Definición 1.21. Sea C una categoría.

Se dice que C es localmente pequeña, si para todo par de objetos X,Y , el espacio de
morfismos HomC(X,Y ) es un conjunto.
Se dice que C es pequeña, si C es localmente pequeña y Ob(C) es un conjunto.
Se dice que C es esencialmente pequeña, si C es equivalente a una categoría pequeña.

Una categoría C es esencialmente pequeña si y solo si su esqueleto es una categoría pequeña.
En particular la categoría de espacios vectoriales de dimensión finita es esencialmente pequeña.
Más generalmente, si A es una k-álgebra de dimensión finita, la categoría de A-módulos de
dimensión finita, Amod , es esencialmente pequeña.
1.3. Objetos iniciales y terminales. Sea C una categoría.
Definición 1.22. Un objeto ∅ ∈ C es llamado un objeto inicial si para todo objeto X ∈ C
existe un único morfismo ∅→ X, es decir que el cardinal de HomC(∅, X) es 1.

Dualmente, un objeto terminal es un objeto τ ∈ C tal que el cardinal de HomC(X, τ ) es 1
para todo X ∈ C.
Ejemplo 1.23. • El conjunto vacío es un objeto inicial en la categoría de conjuntos Set.
• El grupo trivial {1} es un objeto inicial y terminal en la categoría de grupos.
• Los enteros Z son un objeto inicial en la categoría Ring de anillos.
• Si R es un anillo, entonces el R-módulo nulo es un objeto inicial y terminal en RMod.

El siguiente resultado se deja como ejercicio:
Lema 1.24. En una categoría los objetos iniciales y terminales, si existen, son únicos salvo
isomorfismos. □
Ejercicio 1.25. Sea Cat la categoría que tiene por objetos a las categorías pequeñas. En este
caso, Hom(C,D) = Fun(C,D). Mostrar que la categoría 1 que tiene un solo objeto y un solo
morfismo, es un objeto terminal en Cat.
Ejercicio 1.26. Mostrar que un morfismo f : X → Y donde X es terminal e Y es inicial, debe
ser un isomorfismo.
1.4. Subobjetos y cocientes. Sea C una categoría.
Definición 1.27. Dos monomorfismos ι1 : X1 → X y ι2 : X2 → X se dicen equivalentes si
existe un isomorfismo u : X1 → X2 que hace que el diagrama

X1
u //

ι1   B
BB

BB
BB

X2

ι2~~||
||
||
|

X
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sea conmutativo.

Definición 1.28. Un subobjeto de X es una clase de equivalencia de monomorfismos a X. Si
X,Y son dos objetos, se denota X ⊆ Y si X es un subobjeto de Y .

Definición 1.29. Dos epimorfismos q1 : X → X1, q2 : X → X2 son equivalentes si existe un
isomorfismo u : X1 → X2 que hace que el diagrama

X
q1 //

q2   A
AA

AA
AA

A X1

u}}||
||
||
||

X2

sea conmutativo.

Definición 1.30. Un cociente de X es una clase de equivalencia de epimorfismos desde X. Un
subcociente de un objeto X es un cociente de un subobjeto de X.

1.5. Productos y coproductos. Sea C una categoría y X1, X2 objetos en C.

Definición 1.31. Una terna (P, π1, π2) se dice el producto de X1 y X2 si
• P es un objeto de C;
• πi : P → Xi, i = 1, 2 son morfismos;
• si Y es otro objeto y existen morfismos pi : Y → Xi, i = 1, 2 entonces existe un único

morfismo p : Y → P tal que πi ◦ p = pi, i = 1, 2.

Si el producto de dos objetos X1, X2 existe, se lo denotará por X1 ×X2, omitiendo mención
de los morfismos πi. Los morfismos πi se llaman usualmente las proyecciones canónicas.

Lema 1.32. Si el producto de dos objetos X1, X2 existe es único salvo isomorfismo.

Demostración. Sean (P, π1, π2), (P ′, π′
1, π

′
2) dos productos de X1, X2. Como P es producto en-

tonces existe un morfismo f : P ′ → P tal que πi◦f = π′
i, i = 1, 2. A su vez, como P ′ es producto

entonces existe g : P → P ′ tal que π′
i ◦ g = πi, i = 1, 2. Se va a demostrar que f ◦ g = id P . Se

tiene que
πi ◦ (f ◦ g) = π′

i ◦ g = πi.

Por la unicidad en la definición de producto debe ser que f ◦ g = id P . Análogamente se
demuestra que g ◦ f = id P ′ . □
Definición 1.33. Un coproducto de X1, X2 es una terna (Q, ι1, ι2) donde
• Q es un objeto de C;
• ιi : Xi → Q, i = 1, 2 son morfismos;
• si Y es otro objeto y existen morfismos ai : Xi → Y , i = 1, 2 entonces existe un único

morfismo q : Q→ Y tal que q ◦ ιi = ai, i = 1, 2.

El coproducto de dos objetos X1, X2 se denotará por X1 qX2.
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Lema 1.34. Sea C una categoría y A,B objetos en C. Las siguientes afirmaciones se verifican.
(i) El coproducto de dos objetos es único salvo isomorfismo.
(ii) Si el coproducto entre A y B existe, entonces para todo Z ∈ C existe una biyección

HomC(A,Z)× HomC(B,Z) ' HomC(AqB,Z)
(iii) Si el coproducto existe para todo par de objetos, entonces esto define un funtor

q : C × C → C.
□

Es posible generalizar las definiciones de producto y coproducto al caso infinito. Sea J un
conjunto arbitrario. Para cada j ∈ J , sea Xj ∈ C un objeto. El coproducto de los Xj es un
objeto qj∈JXj equipado de morfismos

ιj : Xj → qj∈JXj

universales con esta propiedad. Es decir, si fj : Xj → Y son morfismos, entonces existe un
único f : qj∈JXj → Y tal que

f ◦ ιj = fj,

para todo j ∈ J .
Ejercicio 1.35. Supongamos que C admite coproducto para toda familia de objetos indexada
por un conjunto J . Generalizar el Lema 1.34 al caso de un coproducto infinito de tipo J .
1.6. Ecualizadores y coecualizadores. Sea C una categoría y f, g : X → Y dos morfismos.
Definición 1.36. El coecualizador del par (f, g) es un morfismo c : Y → Z tal que
• c ◦ f = c ◦ g;
• Si h : Y → W es un morfismo tal que h ◦ f = h ◦ g entonces existe un único morfismo
u : Z → W tal que u ◦ c = h.

Análogamente, el ecualizador del par (f, g) es un morfismo e : Z → X tal que
• f ◦ e = g ◦ e;
• Si h : W → X es un morfismo tal que f ◦ h = g ◦ h entonces existe un único morfismo
u : W → Z tal que e ◦ u = h.

Ejercicio 1.37. Demostrar que el coecualizador y el ecualizador, si existen, son únicos salvo
isomorfismo.
Ejercicio 1.38. Decidir si las categorías Grp, V ectk, Ring y Set poseen (co)ecualizadores.
Ejercicio 1.39. Demostrar que el coecualizador (respectivamente el ecualizador) si existe, es
un epimorfismo (respectivamente un monomorfismo).
Ejercicio 1.40. Sea (C,∆) una k-coálgebra y M un C-comódulo con estructura dada por
ρ :M →M⊗kC. Demostrar que el ecualizador del par de morfismos

M⊗kC
id⊗∆ //

ρ⊗id
// M⊗kC⊗kC
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es ρ :M →M⊗kC.

1.7. Pushouts y Pullbacks. Sean f : Z → X y g : Z → Y dos morfismos.

Definición 1.41. El pushout del par (f , g) consiste de un objeto P y morfismos ι1 : X → P ,
ι2 : Y → P tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Z
f //

g

��

X

ι1
��

Y ι2
// P,

y es universal con respecto a esta propiedad. Es decir que, si (D, h, k) es otra terna tal que
h ◦ f = k ◦ g entonces existe un único morfismo u : P → D tal que el diagrama

D

X ι1
//

h

33

P

u

??~~~~~~~~~~~

Z

f

OO

g
// Y

ι2

O O k

JJ

es conmutativo.

Queda como ejercicio para el lector definir la noción dual de pullback.

Ejercicio 1.42. Sea C una categoría con objeto inicial, que posee coproductos y coecualizadores.
Demostrar que en C existen los pushouts de todo par de morfismos.

Ejercicio 1.43. Sean C, D categorías y F,G : C → D funtores.
1. Demostrar que un morfismo f : X → Y es un monomorfismo si y sólo si el diagrama

X
idX //

idX
��

X

f
��

X
f

// Y,

es un pullback para el par (f, f).
2. Se asume que D posee pullbacks para todo par de morfismos (f, g). Demostrar que una

transformación natural α : F → G es un monomorfismo si y sólo si αX : F (X)→ G(X)
es un monomorfismo para todo X ∈ C.

3. Enunciar un resultado análogo al anterior para epimorfismos de transformaciones natu-
rales.
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1.8. Objetos proyectivos e inyectivos. Sea C una categoría.

Definición 1.44. Un objeto P ∈ Ob(C) se dice proyectivo si para todo epimorfismo π :M → N
de C y para todo f : P → N existe un morfismo g : P →M que hace que el diagrama

P
g

~~~~
~~
~~
~~ f

  @
@@

@@
@@

@

M π
// N,

sea conmutativo.

Definición 1.45. Un objetoQ ∈ Ob(C) se dice inyectivo si para todo monomorfismo ι :M → N
de C y para todo f :M → Q existe un morfismo g : N → Q que hace que el diagrama

M
ι //

f   A
AA

AA
AA

A N

g~~}}
}}
}}
}}

Q,

sea conmutativo.

Ejercicio 1.46. Sea Q un objeto inyectivo y M un objeto munido de morfismos π : Q → M ,
ι :M → Q tales que π ◦ ι = idM . Demostrar que M es inyectivo. Enunciar un resultado similar
para objetos proyectivos.

Definición 1.47. Una categoría C se dice que posee suficientes proyectivos si para todo objeto
X de C existe un objeto proyectivo P y un epimorfismo P → X.

Ejercicio 1.48. Si R es un anillo, demostrar que la categoría de R-módulos posee suficientes
proyectivos.

Ejercicio 1.49. Demostrar que la propiedad de ser proyectivo es estable bajo equivalencias de
categorías.

Ejercicio 1.50. Si k es un cuerpo, demostrar que todo objeto en vect k es proyectivo.

Ejercicio 1.51. Determinar los objetos proyectivos e inyectivos en la categoría de grupos
abelianos finitos.

1.9. El cubrimiento proyectivo y la cápsula inyectiva. Sea C una categoría.

Definición 1.52. • Un morfismo f : M → N en C se dice superfluo si es un epimorfismo
y para todo morfismo g : L→M tal que f ◦ g es epimorfismo entonces g es epimorfismo.
• Un cubrimiento proyectivo de un objeto M de C es un par (P, f) donde f : P → M es

superfluo y P es un objeto proyectivo.

Se va a denotar por (P (M), f) al cubrimiento proyectivo de M . A veces se dejará implícita
la función f .
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Observación 1.53. No en toda categoría existe el cubrimiento proyectivo.
Definición 1.54. • Un morfismo f : M → N en C se dice esencial si es un monomor-

fismo y para todo morfismo g : N → L tal que g ◦ f es monomorfismo, entonces g es
monomorfismo.
• Una cápsula inyectiva de un objeto M de C es un par (E, q), donde q :M → E es esencial

y E es un objeto inyectivo.
Se denotará por (E(M), q) a la cápsula inyectiva de M .

Ejercicio 1.55. Si R es un anillo, todo objeto en RMod posee cápsula inyectiva y cubrimiento
proyectivo.
Lema 1.56. Si el cubrimiento proyectivo (respectivamente la cápsula inyectiva) de un objeto
existe, es único salvo isomorfismo. □
1.10. La categoría coma. En esta sección se mostrará una construcción muy interesante y
muy utilizada. Esta construcción nos servirá más adelante.

Sea C una categoría y X ∈ C un objeto. Se define la categoría coma (X ↓ C) como la categoría
que tiene por objetos pares (f, Y ) donde Y ∈ C es un objeto y f : X → Y es un morfismo en
C. Si (f, Y ), (f̃ , Ỹ ) son dos objetos, entonces un morfismo h : (f, Y ) → (f̃ , Ỹ ) es un morfismo
h : Y → Ỹ en C tal que h ◦ f = f̃ .
Ejercicio 1.57. Sea K es un anillo conmutativo con unidad y CRing es la categoría de ani-
llos conmutativos. Demostrar que (K ↓ CRing) es equivalente a la categoría de K-álgebras
conmutativas.

Existen diversos tipos de categorías coma. La siguiente será de utilidad en secciones poste-
riores. Sea F : C → D un funtor y X ∈ D. La categoría (X ↓ F ) tiene como objetos los pares
(f, Y ) donde Y ∈ C y f : X → F (Y ) es un morfismo en D. Si (f, Y ), (f̃ , Ỹ ) son dos objetos,
entonces un morfismo h : (f, Y )→ (f̃ , Ỹ ) es un morfismo h : Y → Ỹ en C tal que F (h)◦f = f̃ .
Notar que (X ↓ C) = (X, Id C).

Observar que se tiene un funtor de olvido
U : (X ↓ F )→ C, U(f, Y ) = Y, U(h) = h.

Ejercicio 1.58. Definir la categoría coma (F ↓ G) donde F : C → E , G : D → E .
1.11. Ejercicios.

1. Demostrar que en la categoría de grupos abelianos divisibles, el morfismo canónico π :
Q→ Q/Z es un monomorfismo.

2. Demostrar que en la categoría de anillos la inclusión Z → Q es un epimorfismo que no
es suryectivo.

3. Demostrar que si k es un cuerpo, un epimorfismo p : k→ R en la categoría de anillos es
necesariamente un isomorfismo. Ver [32].

4. Demostrar que el coproducto de dos objetos es único salvo isomorfismo.
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5. Decidir si las siguientes categorías poseen productos y coproductos (finitos e infinitos):
Set, vect k,Vect k y CommRings

6. Sea A una k-álgebra. Considerar el funtor de olvido F : AMod → Vectk. Demostrar que
Nat (F, F ) posee una estructura de k-álgebra y que existe un isomorfismo de k-álgebras
A ' Nat (F, F ).

7. Sea C una categoría y X,Y ∈ C. Demostrar que LX ' LY si y sólo si X ' Y .
8. Sea C una categoría y X,Y objetos de C. Demostrar que el coproducto de X e Y existe

si y sólo si el funtor

F : C → Set, F (Z) = HomC(X,Z)× HomC(Y, Z)

es representable.
9. Demostrar que existe una equivalencia de categorías Matrk ' Sk(vectk).

10. Demostrar que la dualidad D : vect k → vect k, D(V ) = V ∗, es un funtor (contravariante)
y que es una equivalencia de categorías. Demostrar que D◦D ' Id . Es cierto que D ' Id ?

11. Demostrar que en las categorías Set, Top y Ab los (co)ecualizadores siempre existen.
12. Determinar cuales de los siguientes funtores son fieles, plenos o esencialmente suryectivos:

• El funtor inclusión Ab→ Grp.
• El funtor de olvido Ring → Ab.
• El funtor tomar unidades (−)× : Ring → Grp, donde si R es un anillo, R× es

R× = {r ∈ R : ∃s ∈ R : rs = 1}

13. Sea J una categoría pequeña y C localmente pequeña. Demostrar que la categoría Fun(J, C)
es localmente pequeña.

2. Adjunciones y representabilidad

Si C es una categoría localmente pequeña, se define

(2.1) LX : C → Set, LX(Y ) = HomC(X,Y ) para todo Y ∈ C.

En este caso, se dice que LX está representado por X. Un funtor se dice representable si es
naturalmente equivalente a un funtor representado por un objeto. La misma noción se utiliza
para funtores de la forma C → Grp, C → Ab o C → Vect k. Notar que en los últimos casos,
HomAb, HomVect k

son grupos abelianos, y en ciertos casos pueden tener estructura de espacio
vectorial.

Uno de los lemas elementales más importantes y utilizados en teoría de categorías es el lema
de Yoneda.

Lema 2.1 (Yoneda). Sea F : C → Set un funtor y X ∈ C. El conjunto de transformaciones
naturales de LX a F está en biyección con el conjunto F (X) via la función

φ : Nat(LX , F )→ F (X), φ(ν) = νX(idX).
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Demostración. Recordar que una transformación natural ν ∈ Nat(LX , F ) es una colección de
morfismos {νY : Hom(X,Y )→ F (Y )|Y ∈ C} tal que para todo Z, Y ∈ C y para todo morfismo
f : Z → Y se verifica que el siguiente diagrama es conmutativo:

HomC(X,Z)

LX(f)

��

νZ // F (Z)

F (f)

��
HomC(X,Y ) νY

// F (Y )

En particular, si se toma Z = X y f : X → Y cualquier morfismo obtenemos
νY ◦ LX(f) = F (f) ◦ νX ,

y aplicando esta identidad a idX y usando que LX(f)(idX) = f se obtiene que
νY (f) = F (f)(νX(idX)).

Se define ψ : F (X)→ Nat(LX , F ) como la función determinada por
ψ(x) : LX → F, ψ(x)Y (f) = F (f)(x),

para todo x ∈ F (X), f ∈ HomC(X,Y ), Y ∈ C. Para ver que las funciones ψ, φ son mutuamente
inversas, calculamos dadas ν ∈ Nat (LX , F ); x ∈ F (X),

[(ψφ)Y (ν)](f) = F (f)(φ(ν)) = F (f)(νX(idX)) = νY (f ◦ idX) = νY (f).

Por otro lado,
(φψ)(x) = ψ(x)X(idX) = F (idX)(x) = id F (X)(x) = x.

□
Uno de las consecuencias más utilizadas del Lema de Yoneda permite caracterizar todas

las transformaciones naturales entre dos funtores representables LX , LY , X, Y ∈ C. Notar que
tenemos una biyección

Nat (LX , LY ) ' LY (X) = Hom(Y,X).

Es decir, una transformación natural α : LX → LY viene dada por composición por un (¡único!)
morfismo α̂ : Y → X, de modo que α(f) = f ◦ α̂.

Ejercicio 2.2. [Embedding de Yoneda] Demostrar que si C es una categoría localmente pequeña
entonces el funtor

L : Cop → Fun(C, Set),
X 7→ LX ,

es fielmente pleno.

Observación 2.3. Por el Ejercicio 2.2, L crea isomorfismos, lo cual puede formularse como
sigue: Si X,Y son dos objetos tales que Hom(X,Z) ' Hom(Y, Z) para todo Z ∈ C, entonces
X ' Y .
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Ejemplo 2.4. 1. El funtor de olvido U : Grp→ Set está representado por Z, es decir que
está representado por el grupo libre generado por un elemento.

2. El funtor de olvido U : Ring → Set está representado por Z[x], el anillo libre generado
por un elemento.

3. Recordemos que Ab denota la categoría de grupos abelianos. Sea Pn : Ab→ Set el funtor
producto de n-copias,

P (G) = G× · · ·×︸ ︷︷ ︸
n−veces

G,

está representado por el grupo libre de n generadores, es decir por Zn.
4. Sean V,W espacios vectoriales sobre un cuerpo k. Se define el funtor

BilV,W : Vect k → Vect k

BilV,W (U) = {f : V ×W → U : f es k-bilineal }.
El funtor BilV,W está representado por V⊗kW .

2.1. Esquemas de grupos. Si k es un cuerpo, se denota por CAk la categoría de k-álgebras
conmutativas. Dada H ∈ CAk, Spec(H) : CAk → Set denota el funtor dado por

Spec(H)(A) = Alg (H,A), para toda A ∈ CAk.

Es decir que Spec(H) = LH . Si A,B ∈ CAk y f : A→ B es un morfismo de álgebras entonces
Spec(H)(f) : Alg (H,A)→ Alg (H,B) se define por

Spec(H)(f)(α) = f ◦ α, para todo α ∈ Alg (H,A).

Definición 2.5. Un funtor X : CAk → Set es un esquema afín si es representable, i.e si
X ' Spec(H) para algún álgebra conmutativa H.

Ejemplo 2.6. 1. Para n ∈ N el funtor Afn : CAk → Set dado por Afn(A) = An.
Este funtor es un esquema afín ya que An ' Alg (k[X1, . . . , Xn], A). Luego Afn =
Spec(k[X1, . . . , Xn]).

2. Sea S3 : CAk → Set el funtor dado como sigue. Si A ∈ CAk entonces
S3(A) = {(a, b, c) ∈ A3 : a2 + b2 + c2 = 1}.

Para cada morfismo f : A→ B entre dos álgebras se define S3(f) : S3(A)→ S3(B) por
S3(f)(a, b, c) = (f(a), f(b), f(c)), para todo (a, b, c) ∈ S3(A).

El funtor S3 es un esquema afín. En efecto se puede demostrar que para toda A ∈ CAk
existe un isomorfismo natural

S3(A) ' Alg (k[x, y, z]/(x2 + y2 + z2 − 1), A).

Definición 2.7. Si X : CAk → Set es un funtor, se va a denotar por k[X] el álgebra de
funciones de X:

k[X] = Nat (X,Af1).
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En efecto, el espacio k[X] es un álgebra con producto, suma y acción de k dada como sigue.
Si µ, η : X → Af1 y λ ∈ k, A ∈ CAk

(µη)A(x) = µA(x)ηA(x), (µ+ η)A(x) = µA(x) + ηA(x), (λ.η)A(x) = λ(ηA(x)),

para todo x ∈ X(A).

Dados X,Y : CAk → Set funtores, se define X×Y : CAk → Set vía (X×Y )(A) = X(A)×Y (A)
para todo A ∈ CAk, y para f : A → B un morfismo de álgebras se define (X × Y )(f) =
X(f)× Y (f).

Lema 2.8. Si X = Spec(H), Y = Spec(H ′) entonces X × Y = Spec(H⊗kH
′).

Demostración. Se debe demostrar que para toda A ∈ CAk existe una biyección
Alg (H,A)× Alg (H ′, A) ' Alg (H⊗kH

′, A).

Se define
φ : Alg (H,A)× Alg (H ′, A)→ Alg (H⊗kH

′, A),

φ(α, β)(x⊗y) = α(x)β(y)

para todo α ∈ Alg (H,A), β ∈ Alg (H ′, A), x ∈ H, y ∈ H ′. Claramente φ(α, β) es un morfismo
de álgebras. Se define

ψ : Alg (H⊗kH
′, A)→ Alg (H,A)× Alg (H ′, A),

ψ(γ) = (γ(−⊗1), γ(1⊗−)),
para todo γ ∈ Alg (H⊗kH

′, A). □
Definición 2.9. Un esquema de grupos es un funtor X : CAk → Grp tal que compuesto
con el funtor de olvido Grp→ Set es un esquema afín.

Ejemplo 2.10 (El grupo trivial). El funtor U : CAk → Grp, U(A) = {1} que asigna a
cualquier álgebra A el grupo trivial es un esquema de grupos. En este caso es fácil ver que
U ' Spec(k).

Ejemplo 2.11 (El esquema afín). Para n ∈ N el funtor Afn : CAk → Set dado por Afn(A) =
An es un esquema de grupos donde se considera a An con la estructura de grupo dada por la
suma.

Ejemplo 2.12 (El grupo de raíces m-esimas). Sea m ∈ N, se define Gm : CAk → Grp,
como

Gm(A) = {a ∈ A : am = 1}.
En este caso Gm ' Spec(k[x]/(xm − 1)). La estructura de grupo de Gm(A) es con el producto
del álgebra A.

Ejemplo 2.13 (El esquema de matrices inversibles). Sea n ∈ N. Se define el funtor
GLn : CAk → Grp definido por:

GLn(A) = {B ∈Mn(A) : B es inversible }.
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Ejemplo 2.14 (El grupo circular). El grupo circular S1 : CAk → Grp definido por
S1(A) = {(a, b) ∈ A× A : a2 + b2 = 1}

La estructura de grupo en S1(A) es: (a, b) ∗ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc), para todo a, b ∈ A.
Ejercicio 2.15. Demostrar que el funtor S1 es un esquema de grupos.

La demostración de la siguiente proposición queda como ejercicio.
Proposición 2.16. Sean X,Y : CAk → Set funtores y η : X → Y una transformación natural.
Las siguientes afirmaciones se satisfacen.

1. Si X,Y son esquemas afines (de grupos) entonces X ×Y es un esquema afín (de grupo).
2. Existe un isomorfismo de álgebras k[X × Y ] ' k[X]⊗kk[Y ].
3. Existe un isomorfismo de álgebras k[Spec(H)] ' H.
4. η induce un morfismo de álgebras η∗ : k[Y ]→ k[X].
5. Si U es el esquema de grupo trivial entonces k[U ] ' k. □

Si X : CAk → Grp es un esquema de grupos entonces tenemos transformaciones naturales
m : X ×X → X, u : U → X,

donde para toda álgebra A la función mA es el producto del grupo X(A) y uA es el elemento
unidad.
Lema 2.17. En efecto m y u son transformaciones naturales.
Demostración. Sea f : A → B un morfismo de álgebras. Se debe demostrar que X(f) ◦mA =
mB◦(X×X)(f). Pero como (X×X)(f) = X(f)×X(f) la igualdadX(f)◦mA = mB◦(X×X)(f)
se traduce a que el morfismo X(f) es de grupos, lo cual vale ya que X es un esquema de grupos.
Análogamente se demuestra que u es una transformación natural. □

Sea G un grupo. Se va a denotar por Gop el grupo opuesto, es decir el grupo cuyo producto
está definido por:

g · h = hg, para todo g, h ∈ G.
Cada vez que tenemos un morfismo de grupos f : G → H esto induce un morfismo de grupos
f : Gop → Hop. Para cualquier grupo G la inversión S : G→ G, g 7→ g−1 no es un morfismo de
grupos salvo cuando G es Abeliano. No obstante, es un morfismo S : G→ Gop.

Sea X : CAk → Grp un esquema de grupos. Se define Xop : CAk → Grp como el esquema
dado por

Xop(A) = X(A)op, X(f) = f,

para toda álgebra A y todo morfismo de álgebras f . La inversión de grupos produce una
transformación natural S : X → Xop determinada por

SA : X(A)→ Xop(A), A ∈ CAk,

donde cada SA es la inversión de grupo.
Proposición 2.18. Sea X : CAk → Grp un esquema de grupos. Entonces el espacio k[X] es
un álgebra de Hopf.
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2.2. Adjunciones.

Definición 2.19. Sean C y D dos categorías. Una adjunción de C a D es una terna (F,G, φ)
donde F : C → D, G : D → C son funtores y se tienen isomorfismos

φX,Y : HomD(F (X), Y )
'−−→ HomC(X,G(Y )),

naturales en X ∈ C y en Y ∈ D.

Notar que en la definición anterior se están considerando los funtores

Cop ×D F×Id−−−−→ Dop ×D HomD(−,−)−−−−−−−−→ Set,

Cop ×D Id×G−−−−→ Cop × C HomC(−,−)−−−−−−−−→ Set,

y φ : HomD(−,−)◦(F×Id )→ HomC(−,−)◦(Id×G) es un isomorfismo natural. La naturalidad
de φ implica que para todo par de morfismos f : U → X, g : Y → V el diagrama

(2.2) HomD(F (X), Y )

α 7→g αF (f)
��

ϕX,Y // HomC(X,G(Y ))

β 7→G(g)β f
��

HomD(F (U), V )
ϕU,V

// HomC(U,G(V )),

es conmutativo.
Si (F,G, φ) es una adjunción, se dice que F es adjunto a izquierda de G y que G es adjunto

a derecha de F .

Lema 2.20. Los funtores adjuntos a derecha o a izquierda de un funtor dado son únicos salvo
equivalencia.

Demostración. Sea F : C → D un funtor y sean (F,G, φ), (F,G′, φ′) adjunciones. Se demostrará
que G ' G′.

Por hipótesis, los funtores HomC(−,−) ◦ (Id ×G), HomC(−,−) ◦ (Id ×G′) son equivalentes.
Entonces existe un isomorfismo natural

αX,Y : HomC(X,G(Y ))→ HomC(X,G
′(Y )), X ∈ C, Y ∈ D.

definido por αX,Y = φ′
X,Y φ

−1
X,Y . Se define ψY : G(Y )→ G′(Y ) como ψY = αG(Y ),Y (id G(Y )) para

todo Y ∈ D. Se deduce de (2.2) que ψ es una transformación natural. Queda como ejercicio
demostrar que ψ es un isomorfismo. □
Teorema 2.21. Sean F : C → D, G : D → C funtores. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. (F,G, φ) es una adjunción.
2. Existen transformaciones naturales e : F ◦G→ Id D, c : Id C → G ◦ F tales que

(2.3) id G(Y ) = G(eY ) ◦ cG(Y ), eF (X) ◦ F (cX) = id F (X)

para todo Y ∈ D, X ∈ C.
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Demostración. Se probará (1) implica (2). Para todo Y ∈ D, X ∈ C se definen

eY = φ−1
G(Y ),Y (id G(Y )), cX = φX,F (X)(id F (X)).

Sea f : F (X)→ Y un morfismo en D. Por la naturalidad de φ se sabe que el diagrama

(2.4) HomD(F (X), F (X))

α 7→f α
��

ϕX,F (X) // HomC(X,GF (X))

β 7→G(f)β
��

HomD(F (X), Y )
ϕX,Y // HomC(X,G(Y ))

es conmutativo. En particular se tiene que

G(f) ◦ cX = φX,Y (f).

Tomando f = eY se tiene que id G(Y ) = G(eY ) ◦ cG(Y ). La identidad eF (X) ◦ F (cX) = id F (X) se
demuestra de forma similar. La demostración de la naturalidad de e y c queda como ejercicio.

Ahora se quiere probar que (2) implica (1). Para todo X ∈ C, Y ∈ D se definen

φX,Y : HomD(F (X), Y )→ HomC(X,G(Y )), φX,Y (α) = G(α)cX ,

φ̃X,Y : HomC(X,G(Y ))→ HomD(F (X), Y ), φ̃X,Y (β) = eY F (β).

Queda como ejercicio para el lector verificar que φ es una transformación natural en ambas
variables y que φ̃ es el inverso de φ. □

Usualmente las transformaciones e, c se llaman, respectivamente, la counidad y la unidad de
la adjunción.

El siguiente es un ejercicio técnico, pero que será utilizado más adelante.

Ejercicio 2.22. Sean (F,G) : C → D, (F ′, G′) : C ′ → D′ dos adjunciones con unidades y
counidades u, c y u′, c′, respectivamente. Asumir que existen funtores L : C → C ′, K : D → D′

que hacen los diagramas

D K−−−→ D′

G

y yG′

C L−−−→ C ′

F

y yF ′

D K−−−→ D′

conmutativos. Demostrar que L(u) = u′L si y solo si c′K = K(c).



CATEGORÍAS ABELIANAS k-LINEALES FINITAS 25

2.3. Ejemplos de adjunciones. Queda como ejercicio para el lector el demostrar que los
siguientes pares de funtores son adjunciones.

1. El funtor de olvido F : Ab → Grp es adjunto a derecha de U : Grp → Ab dado por
U(G) = G/[G,G], para todo grupo G.

2. Sea R un anillo. El funtor de olvido F : RMod → Ab es adjunto a derecha de L : Ab →
RMod, L(A) = R⊗ZA, para todo grupo abeliano A.

3. Sea k un cuerpo. El funtor de olvido F : Alg k → Vect k es adjunto a derecha del funtor
T : Vect k → Alg k tal que para todo espacio vectorial V , T (V ) = ⊕n∈N0V

⊗n es el álgebra
tensorial.

4. Sea Comk la categoría de k-álgebras conmutativas. Es decir que Comk es la subcategoría
plena de Alg k cuyos objetos son las álgebras conmutativas. El funtor de olvido F :
Comk → Vect k es adjunto a derecha del funtor S : Vect k → Comk, donde para todo
espacio vectorial V , S(V ) es el álgebra simétrica. Recordar que el álgebra simétrica de V
es el cociente del álgebra tensorial T (V ) por el ideal bilátero generado por los elementos
v⊗w − w⊗v para todo v, w ∈ V .

5. Sea k un cuerpo y Liek la categoría de k-álgebras de Lie. Sea F : Alg k → Liek el funtor
dado como sigue: para toda álgebra A, el espacio F (A) = A tiene estructura de álgebra
de Lie en A dada por el conmutador, i.e el corchete [ , ] : A× A→ A está dado por

[a, b] = ab− ba, para todo a, b ∈ A.
El funtor F es adjunto a derecha del funtor U : Liek → Alg k, donde para toda álgebra de
Lie g el funtor U(g) es el álgebra universal. Es decir que U(g) es el cociente del álgebra
tensorial T (g) por el ideal bilátero generado por elementos de la forma [v, w]−v⊗w+w⊗v,
para todo v, w ∈ g.

6. Sea CHaus la subcategoría plena de los espacios topológicos Top , que consiste de aquellos
espacios que son compactos y Hausdorff. Recodar que la compactificación de Stone-
Cech de un espacio topológico X es un espacio compacto Hausdorff β(X) munido de un
morfismo continuo ι : X → β(X) que es universal; es decir si K es otro espacio topológico
compacto Hausdorff y f : X → K es un morfismo continuo, entonces existe un único
morfismo β(f) : β(X)→ K tal que ι ◦ β(f) = f . Resulta que la aplicación

β : Top → CHaus

es funtorial y es un adjunto a izquierda del funtor inclusión CHaus ↪→ Top .

Ejercicio 2.23. Sean R,S anillos con unidad, y sea M un (R,S)-bimódulo. Demostrar que el
funtor

M⊗S− : SMod→ RMod

es adjunto a izquierda del funtor
HomR(M,−) : RMod→ SMod.
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Ejercicio 2.24. Sean C,D categorías y F : C → D un funtor con adjunto a derecha R : D → C.
Demostrar que el funtor

Fun(F,R) : Fun(C, C)→ Fun(D,D),
Fun(F,R)(H) = F ◦H ◦R,

posee un adjunto a derecha dado por
Fun(R,F ) : Fun(D,D)→ Fun(C, C).

El siguiente ejercicio muestra cómo la existencia de los adjuntos, a derecha e izquierda, de
los funtores dados por tensorear a derecha o izquierda por un objeto, está relacionada con la
existencia de objetos duales.

Ejercicio 2.25. Sea G un grupo finito, k un cuerpo y X ∈ kGmod . Sea X∗ el espacio vectorial
dual, con acción de G dada por:

(g · f)(x) = f(g−1 · x),

para todo g ∈ G, f ∈ X∗, x ∈ X. Sean
RX , LX : kGmod → kGmod ,

RX(Y ) = Y⊗kX, LX(Y ) = X⊗kY.

Demostrar que el funtor LX∗ es adjunto a derecha de RX y que RX∗ es adjunto a derecha de
LX . Este ejercicio sigue válido para cualquier álgebra de Hopf de dimensión finita, utilizando
la antípoda y el inverso de la antípoda, para darle estructura a los espacios duales.

El siguiente resultado técnico muestra la utilidad de considerar la categoría coma para cuando
se precise construir adjuntos de un funtor dado.

Proposición 2.26. Sean C,D categorías y G : D → C un funtor. Asumir que para todo X ∈ C
la categoría coma (X ↓ G) posee un objeto inicial. Entonces G posee un adjunto a izquierda.

Demostración. Se tiene que definir entonces un funtor F : C → D que sea un adjunto a izquierda
de G. Sea (f, Y ) el objeto inicial de la categoría coma (X ↓ G), entonces se define F (X) = Y .
Esto define una aplicación entre objetos de ambas categorías. Para que sea funtorial, se debe
también asociarle una aplicación entre morfismos que sea compatible con la composición.

Sean X, X̃ dos objetos en C y h : X → X̃ un morfismo en C. Sean (f, Y ), (f̃ , Ỹ ) los objetos
iniciales de las categorías coma (X ↓ G) y (X̃ ↓ G), respectivamente. Como f̃ ◦ h : X → G(Ỹ ),
es decir que (f̃ ◦ h, Ỹ ) es un objeto en la categoría coma (X ↓ G), por ser objeto inicial, existe
un único morfismo

φ : (f, Y )→ (f̃ ◦ h, Ỹ ).

Se define entonces F (h) = φ. Observar que, como φ es morfismo es la categoría coma, se cumple
que

G(φ) ◦ f = f̃ ◦ h.
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Claramente, si h = id entonces F (h) = id . Sean

X
h−→ X̃

h′−−→ X ′

morfismos componibles en C. Se quiere ver que se cumple que F (h ◦ h′) = F (h) ◦ F (h′). Sean
(f, Y ), (f̃ , Ỹ ), (f ′, Y ′) los objetos iniciales de las categorías coma (X ↓ G) y (X̃ ↓ G), (X ′ ↓ G),
respectivamente. Se tiene un diagrama conmutativo

(2.5) X

f

��

h // X̃
h′ //

f̃
��

X ′

f ′

��
G(Y )

G(ϕ)
// G(Ỹ )

G(ϕ′)
// G(Y ′),

Lo cual demustra que φ ◦ φ′ es un morfismo en la categoría coma. Por unicidad, debe ser que
F (h ◦ h′) = F (h) ◦ F (h′). Ahora se debe mostrar que, para todo X ∈ C, A ∈ D, existe una
biyección

HomC(X,G(A)) ' HomD(F (X), A).

Pero esto es claro, pues si (f, Y ) es el objeto inicial de la catergoría coma (X ↓ G), entonces
F (X) = Y , y si h : X → G(A) entonces existe un único morfismo φ : (f, Y )→ (h,A). Es decir
que φ : Y = F (X)→ A, y la correspondencia h 7→ φ es biyectiva. □

Ejercicio 2.27. Sean A,B k-álgebras asociativas y φ : A → B un morfismo de álgebras.
Demostrar que este morfismo induce un funtor Resϕ : BMod → AMod restricción. Demostrar
que este funtor es una equivalencia de categorías si y solo si el morfismo φ es un isomorfismo
de álgebras.

2.4. Ejercicios.
1. Recordemos la notación del Ejemplo 2.4 (4).

Sean V,W espacios vectoriales sobre un cuerpo k. Demostrar que existen isomorfismos
naturales canónicos

BilV,W ' BilW,V .

Este isomorfismo induce, usando el ejercicio anterior, un isomorfismo canónico V⊗kW '
W⊗kV .

(i)(ii) Usando la misma idea del punto anterior, demostrar que existen isomorfismos canó-
nicos

(V⊗kW )⊗kU ' V⊗k(W⊗kU).

2. Sea C una categoría y X,Y objetos de C. Demostrar que el coproducto de X e Y existe
si y sólo si el funtor

F : C → Set, F (Z) = HomC(X,Z)× HomC(Y, Z)

es representable.
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3. Sean A,B anillos asociativos con unidad. Sea C un (B,A)-bimódulo. Demostrar que los
funtores

C⊗A− : AMod→ BMod, HomB(C,−) : BMod→ AMod

forman una adjunción.
4. Sean F : C → D, G : D → C funtores, tales que (F,G) es una adjunción con e : F ◦G→

Id , u : Id → G ◦ F . Demostrar que G es fiel si y sólo si eX es un epimorfismo para todo
X ∈ D. Similarmente, F es fiel si y solo si uX es monomorfismo para todo X ∈ C.

5. Sea Cats la categoría de categorías localmente pequeñas. Sea Obj : Cats → Set el funtor
que envía una categoría C al conjunto de sus objetos. Posee Obj adjuntos ?

6. Sean F : C → D, H : D → A funtores. Asumir que ambos funtores poseen adjuntos a
derecha G : D → C y D : A → D, respectivamente. Demostrar que H ◦ F posee adjunto
a derecha G ◦D.

7. Demostrar que toda equivalencia de categorías posee un adjunto a derecha e izquierda.
Recíprocamente, si un funtor posee un adjunto a izquierda con unidad y counidad de la
adjunción que son isomorfismos, entonces es una equivalencia.

3. Límites y Colímites

En los capítulos anteriores se definieron algunos objetos fundamentales en Teoría de Catego-
rías, como productos, pullbacks, (co)ecualizadores, entre otros. Dichos objetos se caracterizan
por poseer una propiedad universal que los hace únicos salvo isomorfismo.

En este capítulo veremos como estas construcciones pueden obtenerse como ciertos límites
o colímites de diagramas adecuados en una categoría. Este punto de vista permite relacio-
nar adjunciones, funtores representables, y propiedades universales de manera más abstracta.
También se presentan ejemplos para facilitar la comprensión de las definiciones.

Definición 3.1. Sea J una categoría pequeña. Un diagrama de forma J en C es un funtor
F : J → C. Se dice que J indexa el diagrama, como en la siguiente figura.

i //

$$II
II

II
II

II
II

II j

��

F (i) //

''NN
NNN

NNN
NNN

NN
F (j)

��
k

F7→ F (k) C.

Definición 3.2. Sean C y J categorías, donde J es pequeña. Recordemos que para X ∈ C
tenemos un funtor constante ∆X : J → C. Esto a su vez define un funtor ∆ : C → Fun(J, C),
con ∆(X) = ∆X . Un morfismo f : X → Y induce una transformación natural ∆X → ∆Y que
tiene cada componente igual a f .
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Definición 3.3. Sea C una categoría, J una categoría pequeña y sea F : J → C un funtor. Un
cono sobre F es un par (C, f) donde

(i) C es un objeto en C,
(ii) f : ∆C → F es una transformación natural,

por lo que para todo u : i→ j en J el diagrama

(3.1) F (i)
F (u)

// F (j)

C,

fi

aaCCCCCCCC fj

=={{{{{{{{

es conmutativo.

Definición 3.4. Sea F : J → C un funtor. Un límite inverso (o límite) de F es un cono
(L, p) sobre F con la propiedad de que para cualquier otro cono (N, f) sobre F existe un único
morfismo h : N → L tal que el diagrama

(3.2) N
h //

fj " "E
EE

EE
EE

E L

pj}}zz
zz
zz
zz

F (j),

sea conmutativo para todo j ∈ J . Los morfismos pj son llamados proyecciones del límite y,
usualmente, L se denota lim←−F o ĺımF .

Un límite junto con su propiedad universal puede ser representado en un único diagrama
como sigue. Si u : i→ j es un morfismo en J , entonces

(3.3) F (i)
F (u)

// F (j)

L
fi

aaCCCCCCCC fj

==zzzzzzzz

N

pj

II

pi

UU

h

OO

Existe la noción dual de cono (y por lo tanto, la noción dual de límite).

Definición 3.5. Sean C una categoría, J una categoría pequeña y sea F : J → C un funtor.
Un cono bajo F (o cocono) es un cono sobre F : Jop → Cop. Esto es, un par (E, u) donde

(i) E es un objeto de C,
(ii) u : F → ∆E es una transformación natural
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O sea, para todo morfismo v : i→ j en J el diagrama

(3.4) F (i)
F (v)

//

ui !!C
CC

CC
CC

C
F (j)

uj}}zz
zz
zz
zz

E,

es conmutativo.

Definición 3.6. Sea F : J → C un funtor. Un límite directo (o colímite) es un límite de
F : Jop → Cop. Esto es un cocono (C, t) con la propiedad de que para cualquier otro cocono
(E, u) sobre F existe un único morfismo k : C → E tal que el diagrama

(3.5) C
k // E

F (j),

tj

bbDDDDDDDD uj

<<zzzzzzzz

es conmutativo para todo j ∈ J . Los morfismos uj son llamados inclusiones del colímite y,
usualmente, C se denota lim−→F o colim F .

Un colímite junto con su propiedad universal puede ser representado en un único diagrama
como sigue. Si v : i→ j es un morfismo en J , entonces

(3.6) F (i)
F (v)

//

ti !!D
DD

DD
DD

D

ui

��

F (j)

tj||zz
zz
zz
zz

uj

��

C

k
��
E.

Ejemplo 3.7. Sea J = {1, 2} la categoría que tiene dos objetos con sus respectivas identidades.
Un funtor F : J → C elige dos objetos de C. Podemos describir un límite para este funtor como
sigue: es un objeto P con dos morfismos πi : P → F (i), i = 1, 2; tal que si E ∈ C tiene
morfismos pi : E → F (i), entonces existe único l : E → P tal que pi = πil, i = 1, 2. Es decir,
P es un producto para F (1), F (2).

El Ejemplo anterior puede generalizarse al caso infinito, donde Πj∈JXj = lim←−F y
F : J → C asigna F (j) = Xj, y la categoría J cumple

Hom(i, j) =

{
0, i 6= j,

idi, i = j.
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Ejercicio 3.8. Sea C una categoría y f, g : X → Y dos morfismos. Sea J la categoría que posee
dos objetos {1, 2} y entre ellos hay solo dos morfismos:

1 ⇒ 2.

Sea F : J → C el único funtor tal que F (1) = X, F (2) = Y y tal que envía los dos morfismos
de J a f y g. Entonces lim←−F , si existe, es un ecualizador de f y g. En otras palabras, todo
ecualizador es el límite de un funtor indexado por la categoría de dos objetos y dos morfismos
paralelos distintos.
Ejercicio 3.9. Sea C una categoría y f, g morfismos en C. Encontrar una categoría J y un
funtor F : J → C tal que su límite y colímite sea el pushout y pullback de f y g, de manera
análoga al Ejemplo anterior.
Observación 3.10 (Los conos y coconos forman categorías). Si J, C son categorías (J pequeña)
y ∆ : C → Fun(J, C) los conos sobre F forman la categoría coma (∆ ↓ F ) y la categoría de
coconos es la categoría coma (F ↓ ∆). En este sentido, morfismos de conos son morfismos entre
los objetos que conmutan con las proyecciones. Además, el límite de F es un objeto terminal
de (∆ ↓ F ) y el colímite es un objeto inicial de (F ↓ ∆).
Ejercicio 3.11. Sea J una categoría con objeto inicial I. Demostrar que si F : J → C es un
funtor entonces lim←−F ' F (I). Enunciar un resultado dual para colímites.
Ejercicio 3.12. (a) Sean J una categoría pequeña y C localmente pequeña. Sea F : J → C

un funtor. Si para cada X ∈ C, se denota por Cono(X,F ) la clase de conos de la forma
(X, ν) para F , entonces Cono(X,F ) es un conjunto.

(b) Demostrar que la aplicación X 7→ Cono(X,F ) puede ser extendida a un funtor
Cono(−, F ) : Cop → Set.

(c) Demostrar que el límite lim←−F existe si y sólo si el funtor Cono(−, F ) es representable.
Ejercicio 3.13. Sean J, C categorías y F,G : J → C funtores. Demostrar que si α : F → G
es una transformación natural, esta induce un morfismo α̂ : lim←−F → lim←−G, si dichos límites
existen.

(i) Si en C existen todos los límites de forma J lo anterior induce un funtor ĺım : Fun(J, C)→
C.

(ii) El funtor ĺım es adjunto a derecha del funtor ∆ : C → Fun(J, C). Enunciar un resultado
dual para colímites.

Definición 3.14. Una categoría C se dice completa (respectivamente cocompleta) si posee todos
los límites pequeños, es decir si J es una categoría pequeña y F : J → C es un funtor, el límite
lim←−F existe (respectivamente el colímite lim−→F existe).

Si un funtor F : J → Set posee límite, por el Ejercicio 3.12 se sabe que este objeto representa
al funtor cono Cono(−, F ), por lo tanto, para todo conjunto X se debería satisfacer que

Set(X, lim←−F ) ' Cono(X,F ).
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En particular, si se toma el conjunto X = {1} formado por un único elemento, se debería
satisfacer que

lim←−F ' Set({1}, lim←−F ) ' Cono({1}, F ).
Se usará esta observación para demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.15. La categoría Set es completa.

Demostración. Sea J una categoría pequeña y F : J → Set un funtor. Se define
lim←−F = Cono({1}, F ) = {ν = (νj)j∈J : νj ∈ F (j) y ∀f : i→ j, F (f)(νi) = νj}.

Como Obj(J) es un conjunto, se puede ver que lim←−F es efectivamente un conjunto. Se define
también

λi : lim←−F → F (i),

λi(ν) = νi, i ∈ J.
Es evidente por la definición que (lim←−F, λ) es un cono. Se verá que cumple con la propiedad
universal del límite. Sea (X,µ) un cono para F . Se debe demostrar que existe una única función
h : X → lim←−F tal que el diagrama

(3.7) X
h //

µi

  B
BB

BB
BB

BB
lim←−F

λi

{{xx
xx
xx
xx

F (i)

es conmutativo. Se define h : X → F (i) como h(x)i = µi(x), para todo x ∈ X. Por construcción
se satisface (3.7). □
Teorema 3.16. Sea C una categoría que posee ecualizadores y productos pequeños (respectiva-
mente finitos) entonces C posee límites pequeños (respectivamente finitos).

Demostración. Sea J una categoría pequeña y sea H : J → C un funtor. Se va a demostrar
que existe lim←−H. Para cada morfismo α : X → Y de la categoría J , se denotará dom(α) = X,
codom(α) = Y . Se define

P = Πj∈Obj(J)H(j), Q = Πα∈Morf(J)H(codom(α)),

con respectivas proyecciones
πj : P → H(j), pα : Q→ H(codom(α)).

Como πcodom(α) : P → H(codom(α)), por la propiedad universal del producto existe un único
morfismo f : P → Q tal que el diagrama

(3.8) P
f //

πcodom(α) %%LL
LLL

LLL
LLL

Q

pαyyrrr
rrr

rrr
rr

H(codom(α))
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es conmutativo. Análogamente, se define g : P → Q tal que
pα ◦ g = H(α) ◦ πdom(α).

Sea k : L→ P el ecualizador del par (f, g). Este objeto está munido de morfismos
λj : L→ H(j), λj = πj ◦ k.

Se afirma entonces que (L, λ) = lim←−H. Primero se ve que (L, λ) es un cono. Sea h : i → j un
morfismo en la categoría J . Entonces

H(h) ◦ λi = H(h) ◦ πi ◦ k = ph ◦ g ◦ k = ph ◦ f ◦ k = πj ◦ k.
La primera igualdad es por la definición de λ, la segunda por la definición de g, la tercera se
debe a que k es el ecualizador entre f y g, y la última igualdad se debe a la definición de f .
Ahora, sea (D, ν) otro cono sobre H, es decir que se tienen morfismos νi : D → H(i). Entonces
existe un único morfismo β : D → P tal que

πj ◦ β = νj

para todo j ∈ J . Se tiene que
pα ◦ f ◦ β = πcodom(α) ◦ β = νcodom(α),

pα ◦ g ◦ β = H(α) ◦ πdom(α) ◦ β = H(α) ◦ νdom(α).

Como (D, ν) es un cono, pα◦f ◦β = pα◦g◦β, para todo α morfismo en J . Entonces f ◦β = g◦β.
Por ser L el ecualizador de f y g, existe un morfismo e : D → L tal que β = k◦e. La verificación
λi ◦ e = νi es inmediata. □

Se puede utilizar el Teorema anterior para probar el siguiente Corolario:

Corolario 3.17. Para una categoría C, son equivalentes:
(i) C posee ecualizadores y productos finitos,
(ii) C posee objeto terminal y pullbacks,
(iii) C admite todos los límites finitos (estos son, aquellos indexados por una categoría J con

finitos objetos y finitos morfismos).
□

Ejemplo 3.18. La categoría de anillos Ring posee ecualizadores y productos pequeños y, por
lo tanto, posee límites pequeños. En particular, sea ω la categoría cuyos objetos son los números
naturales, con morfismos no triviales dados por

· · · → 4→ 3→ 2→ 1.

La categoría ω es pequeña. Sea F : ω → Ring el funtor dado por
F (n) = Z/(pn).

Para cada morfismo no trivial n + 1 → n, el funtor F lo envía a la proyección canónica
Z/(pn+1) ↠ Z/(pn). Entonces el límite lim←−F existe y son los enteros p-ádicos.

El siguiente resultado será de utilidad más adelante.
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Lema 3.19. Sean C,D categorías tales que D posee (co)límites de forma J . Entonces la categoría
Fun(C,D) también posee (co)límites de forma J .

Demostración. Sea D : J → Fun(C,D) un funtor. Se demostrará que existe el colímite lim−→D.
Para todo X ∈ C sea DX : J → D el funtor

DX(j) = D(j)(X).

Como D posee colímites de forma J , se puede considerar
(LX , λ

X
j ) = lim−→DX .

Se va a ver que la aplicación X 7→ LX es funtorial; es decir que se puede definir un funtor
L : C → D, L(X) = LX . Sea f : X → Y un morfismo en C, entonces el par (LY , λ

Y
j ◦D(j)(f))

es un cocono para DX . Luego, existe un único morfismo Lf : LX → LY tal que
Lf ◦ λXj = λYj ◦D(j)(f)

para todo j ∈ J . Por la unicidad del morfismo se deduce que Lid = id , Lf◦g = Lf ◦Lg, es decir
L es un funtor. Se demostrará entonces que L = lim−→D.

Sea (H,µj) un cocono para D. Observar que µj : D → H es una transformación natural para
todo j ∈ J . Es decir, para todo X ∈ C se tienen morfismos

(µj)X : D(j)(X)→ H(X)

Se puede comprobar que (H(X), (µj)X) es un cocono para DX , para todo X ∈ C. Por lo tanto,
existe un único morfismo αX : LX → H(X) tal que

(µj)X = αX ◦ λXj .
Utilizando la unicidad de α se puede demostrar que en efecto α es una transformación natural.

□

Definición 3.20. Sea F : C → D un funtor y J una categoría.
1. Se dice que F preserva límites de forma J si dado H : J → C un funtor cuyo cono (D,λ)

es el límite lim←−H entonces (F (D), F (λ)) es el límite lim←−(F ◦H).

2. Se dice que F refleja límites de forma J si dado H : J → C un funtor y un cono (D,λ)
tal que lim←−(F ◦H) = (F (D), F (λ)), entonces lim←−H = (D,λ).

3. Se dice que F crea límites de forma J si dadoH : J → C un funtor y un cono (M, ν) tal que
es el límite de lim←−(F ◦H), entonces existe un cono (D,λ) tal que (F (D), F (λ)) ' (M, ν)
y (D,λ) = lim←−H.

Ejercicio 3.21 (Hom preserva límites). Sean J una categoría pequeña y C localmente pequeña.
Si F : J → C es un funtor cuyo límite lim←−F existe, entonces para todo X ∈ C el límite
lim←−HomC(X,F (−)) existe y hay un isomorfismo

HomC(X, lim←−F ) ' lim←−HomC(X,F (−)).



CATEGORÍAS ABELIANAS k-LINEALES FINITAS 35

Análogamente, si existe lim−→F , entonces para todo X existe un isomorfismo

HomC(lim−→F,X) ' lim←−HomC(F,X).

En el siguiente teorema se demostrará que los funtores adjuntos a derecha preservan límites.

Teorema 3.22. Sea G : D → C un funtor con adjunto a izquierda F : C → D. Entonces G
preserva límites.

Demostración. Sea H : J → D un funtor cuyo límite es lim←−H = (D,λ). Ahora, sea (C, ν) un
cono sobre G ◦H. Es decir que se tiene una familia de morfismos

νj : C → G(H(j)).

Sean µj : F (C)→ H(j) los morfismos que corresponden a los νj bajo la biyección
HomD(F (C), H(j))→ HomC(C,G(H(j))).

Resulta que (F (C), µ) es un cono. Por la definición de límite, existe un morfismo φ : F (C)→ D
tal que λj◦φ = µj, para todo j. Sea φ̄ : C → G(D) el morfismo que corresponde bajo la biyección

HomD(F (C), D)→ HomC(C,G(D)).

Entonces G(λj) ◦ φ̄ = νj. □

Ejercicio 3.23. Demostrar que una equivalencia de categorías preserva, refleja y crea límites
que existen en su dominio y codominio.

Proposición 3.24. Sean C, D categorías. Asumir que D posee todos los límites de forma J y
que G : D → C preserva límites de forma J . Entonces

1. Para todo objeto X ∈ C, la categoría coma (X ↓ G) tiene límites de forma J .
2. Para todo objeto X ∈ C, el funtor de olvido U : (X ↓ G)→ D crea límites de forma J .

Demostración. Sea F : J → (X ↓ G) un funtor. Se va a ver que su límite existe. Como D posee
límites de forma J , entonces el funtor U ◦F : J → D tiene límite. Sea (L, λ) = lim←−U ◦F , donde
para todo j ∈ J se tiene que λj : L → U(F (j)) son morfismos en D. Como G preserva límites
de forma J , entonces

lim←−G ◦ U ◦ F = (G(L), G(λ)).

Como para todo objeto j ∈ J , se tiene que F (j) ∈ (X ↓ G), entonces F (j) = (fj, Yj), donde
Yj ∈ D y fj : X → G(Yj) es un morfismo en C. Notar que (X, (fj)j∈J) es un cono sobre el funtor
G◦U ◦F . Luego, por la propiedad universal del límite, existe un único morfismo φ : X → G(L)
que hace conmutar el diagrama

(3.9) X
ϕ //

fj ""D
DD

DD
DD

DD
G(L)

G(λj){{vvv
vv
vv
vv

G(Yj)
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El par (L, φ) es un objeto en (X ↓ G). Se afirma que

lim←−F = ((L, φ), λ).

En efecto, la conmutatividad del diagrama (3.9) implica que los morfismos

λj : (L, φ)→ F (j),

son morfismos en la categoría (X ↓ G). Que el objeto ((L, φ), λ) es un cono sobre F se deduce
de que (L, λ) es un cono sobre U ◦ F . Ahora, sea (A,ψ) un objeto en (X ↓ G) y ((A,ψ), ν)
un cono sobre F . En particular, (A, ν) es un cono sobre U ◦ F , y como (L, λ) = lim←−U ◦ F , se
deduce que existe un único morfismo α : A→ L tal que el diagrama

(3.10) A
α //

νj   @
@@

@@
@@

@ L

λj~~~~
~~
~~
~~

Yj,

es conmutativo para todo j ∈ J . Se debe demostrar que α : (A,ψ)→ (L, φ) es un morfismo en
(X ↓ G); es decir se debe comprobar que

G(α) ◦ ψ = φ.

Como los νj son morfismos en (X ↓ G) se debe cumplir que

(3.11) G(νj) ◦ ψ = fj,

para todo j ∈ J . Luego

(3.12) G(λj) ◦G(α) ◦ ψ = G(νj) ◦ ψ = fj = G(λj) ◦ φ.

La primera igualdad se deduce del diagrama (3.10), la segunda igualdad por (3.11) y la tercera
igualdad por la conmutatividad del diagrama (3.9). Por la unicidad del límite debe ser que φ y
G(α) ◦ ψ sean iguales. Esta misma demostración implica que U crea límites. □

La demostración del siguiente resultado queda como tarea para el lector.

Proposición 3.25. Sea F : C → Fun(A,B) un funtor. Para todo A ∈ A se define FA : C → B,
FA(X) = F (X)(A). Entonces si todos los límites lim←−FA existen, la aplicación A 7→ lim←−FA es
funtorial y coincide con el límite lim←−F . □

3.1. Ejercicios.
1. Demostrar que un objeto I en una categoría C es inicial si y sólo si I es el límite del

functor identidad Id : C → C.
2. Sea J una categoría pequeña. Demostrar que una categoría C admite todos los límites

indexados por J si y solo si el funtor constante ∆ : C → Fun(J, C) posee un adjunto a
derecha. Ver el ejercicio 3.13.

3. Demostrar que toda equivalencia de categorías preserva, refleja y crea (co)límites.
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4. (a) Sea J una categoría pequeña y C localmente pequeña. Sea F : J → C un funtor. Si
para cada X ∈ C, denotamos por Cono(X,F ) la clase de conos de la forma (X, ν)
para F , entonces Cono(X,F ) es un conjunto.

(b) Demostrar que la aplicación X 7→ Cono(X,F ) puede ser extendida a un funtor

Cono(−, F ) : Cop → Set.

(c) Demostrar que el límite existe lim←−F si y sólo si el funtor Cono(−, F ) es representable.
5. Demostrar que una categoría con coproductos y coecualizadores es cocompleta.
6. Demostrar que la categoría de espacios topológicos es completa y cocompleta.
7. Demostrar que una categoría que posee pullbacks y un objeto terminal es completa.
8. Demostrar que un funtor fiel y pleno refleja límites y colímites presentes en su codominio.
9. Demostrar que el funtor identidad Id : C → C en una categoría C admite límite si y solo

si C posee un objeto inicial.
10. Demostrar que si C posee pullbacks y objeto terminal, entonces C es completa.

4. Ends y Coends

En esta sección introduciremos una herramienta muy poderosa en teoría de categorías; los
ends y coends. Ambos conceptos tienen la fuerza de poder guardar información global de la
categoría.

Sean C, D dos categorías y S, T : Cop × C → D dos funtores. Una transformación dinatural
d : S

..−→ T entre los funtores S, T : Cop × C → D es una colección de morfismos en D

dX : S(X,X)→ T (X,X), X ∈ C,

tal que para todo f : X → Y en C se satisface

(4.1) T (idX , f) ◦ dX ◦ S(f, idX) = T (f, id Y ) ◦ dY ◦ S(id Y , f).

Definición 4.1. Un end para S es un par (E, p) donde
un objeto E ∈ D;
una transformación dinatural p : E ..−→ S;

(Aquí el objeto E es considerado como el funtor constante)tal que se satisface la siguiente
propiedad universal. Para cualquier par (D, d) que consiste de un objeto D ∈ D y una trans-
formación dinatural d : D

..−→ S, existe un único morfismo h : D → E en D tal que

dX = pX ◦ h, para todo X ∈ C.

Un coend para S es la noción dual del end. Es decir, que consiste de un par (C, π) donde
un objeto C ∈ D;
una transformación dinatural π : S

..−→ C,
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tal que se satisface la siguiente propiedad universal. Para todo par (B, t), donde B ∈ D es un
objeto y t : S ..−→ B una transformación dinatural, existe un único morfismo h : C → B tal que

h ◦ πX = tX , para todo X ∈ C.
El (co)end de un funtor es único salvo isomorfismo. Dicho resultado queda de ejercicio para

el lector.

Lema 4.2. Sea S : Cop × C → D un funtor y sean (E, π), (Ẽ, π̃) dos ends para S. Entonces
existe un único isomomorfismo θ : E → Ẽ tal que

π̃X ◦ θ = πX ,

para todo X ∈ C. □
Un resultado análogo también es cierto para coends. El end y coend, se denotarán, respecti-

vamente, como ∫
X∈C

S(X,X) and
∫ X∈C

S(X,X).

En los siguientes ejemplos se mostrará como el (co)end codifica información global de la
categoría. Sean C,D dos categorías localmente pequeñas, y F,G : C → D dos funtores. Se
define

S : Cop × C → Set, S(X,Y ) = HomD(F (X), G(Y )).

Observar que el funtor S evaluado en morfismos f :M →M ′, g : N → N ′ en C es
HomD(F (f), G(g))(α) = G(g) ◦ α ◦ F (f),

para toda α ∈ HomD(F (M), G(N)).

Lema 4.3. Sean C,D categorías y F,G : C → D dos funtores. Existe un isomorfismo

(4.2)
∫
X∈C

HomD(F (X), G(X)) ' Nat (F,G).

Demostración. Para todo X ∈ C, se define πX : Nat (F,G)→ HomD(F (X), G(X)) por πX(α) =
αX . Sigue inmediatamente que π es una transformación dinatural. Sea E un conjunto equipado
con una transformación dinatural ξX : E → HomD(F (X), G(X)). Se define h : E → Nat (F,G)
como sigue. Para todo v ∈ E, X ∈ C, h(v)X = ξX(v). Por definición h es única satisfaciendo
π ◦ h = ξ, y se puede comprobar que h(v) es natural. □

Teorema 4.4. Sean C,D dos categorías y S, S̃ : Cop × C → D dos funtores.
(i) Asumir que los ends

∫
X∈C S(X,X),

∫
X∈C S̃(X,X) existen con dinaturales asociadas π y

π̃, respectivamente. Sea γ : S → S̃ una transformación natural. Entonces existe un único
morfismo γ̂ :

∫
X∈C S(X,X)→

∫
X∈C S̃(X,X) tal que
π̃X γ̂ = γ(X,X)πX ,

para todo X ∈ C.



CATEGORÍAS ABELIANAS k-LINEALES FINITAS 39

(ii) Si F : D → D′ es un funtor que posee un adjunto a izquierda entonces existe un isomor-
fismo

F
( ∫

X∈C
S(X,X)

)
'

∫
X∈C

F ◦ S(X,X).

(iii) Si Φ : C ′ → C es una equivalencia de categorías, entonces existe un isomorfismo∫
X∈C

S(X,X) '
∫
X∈C′

S(Φ(X),Φ(X)).

Demostración. (i). El morfismo γX,XπX :
∫
X∈C S(X,X) → S̃(X,X) es una transformación

dinatural. Por lo tanto, por la propiedad universal del end, existe un único morfismo γ̂ :∫
X∈C S(X,X)→

∫
X∈C S̃(X,X) con la propiedad deseada.

(ii). Asumir que (G,F ) es una adjunción con unidad u : Id :→ F ◦G y counidad e : G ◦F →
Id . Las transformaciones F (πX) : F

( ∫
X∈C S(X,X)

)
→ F ◦ S(X,X) son dinaturales. Sean

λX : E → F ◦ S(X,X) transformaciones dinaturales. Entonces la composición

G(E)
G(λX)−−−→ G ◦ F ◦ S(X,X)

eS(X,X)−−−−→ S(X,X),

es dinatural. Entonces, por la propiedad universal del end se tiene que existe un morfismo
h : G(E)→

∫
X∈C S(X,X) tal que

πX ◦ h = eS(X,X) ◦G(λX).
Entonces se tiene que

F (πX)F (h)uE = F (eS(X,X))F (G(λX))uE = F (eS(X,X))uF (S(X,X))λX = λX

La segunda igualdad se debe a la naturalidad de la transformación c y la tercera sigue de (2.3).
Luego F (h)uE cumple lo pedido.

(iii). Si πX :
∫
X∈C S(X,X) → S(X,X) son las dinaturales asociadas al end, entonces, se

define
π̂Y = πΦ(Y ),

para todo Y ∈ C ′. Se puede comprobar que π̂ son dinaturales y satisfacen la propiedad universal
del end. □

Por supuesto que los resultados del Teorema también tienen su versión para coends. Se deja
como tarea enunciarlos y demostrarlos. La demostración del siguiente resultado queda como un
buen ejercicio para el lector.

Lema 4.5. [5, Lemma 3.9] Sean C,A,D categorías y (F : C → D, G : D → C) una adjunción,
y S : Dop × C → A, S̃ : Cop × D → A funtores. Bajo la hipótesis de que uno de los (co)end
exista, el otro también existe, y existen isomorfismos∫ A∈C

S(F (A), A) '
∫ B∈D

S(B,G(B)),
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A∈C

S̃(A,F (A)) '
∫
B∈D

S̃(G(B), B).

□
Ejercicio 4.6. Sea C una categoría tensorial rígida y A una categoría abeliana. Sea S : Cop ×
C → A un funtor. Existe un isomorfismo

(4.3)
∫ X∈C

S(X∗, X) '
∫ X∈C

S(X, ∗X).

4.1. Ejemplos de (co)ends. En lo que sigue k denotará un cuerpo. Sea
T : vect op

k × vect k → vect k,

T (V,W ) = W⊗kV
∗.

Proposición 4.7. Existe un isomorfismo

k '
∫ V ∈vect k

T (V, V ).

Demostración. Para cada V ∈ vect k se define
trV : V⊗kV

∗ → k,
la traza. Es decir que

trV (w⊗α) = α(w),

para todo w⊗α ∈ V⊗kV
∗. Queda como tarea para el lector comprobar que tr : T → k es una

transformación dinatural.
Sea E un espacio vectorial de dimensión finita equipado de dinaturales πV : V⊗kV

∗ → E. Se
debe demostrar que existe un morfismo lineal φ : k→ E tal que πV = φ◦ trV . La dinaturalidad
de π implica que para toda transformación lineal f : V → W se satisface que
(4.4) πV (id V⊗f ∗) = πW (f⊗idW ∗).

Se define πk = φ : k→ E. Sea W un espacio vectorial y w ∈ W , α ∈ W ∗. Entonces la ecuación
(4.4) aplicada a la transformación lineal γw : k→ W , γw(1) = w implica que

πW (γw⊗idW ∗) = πk(id k⊗γ∗w).
Evaluando el lado derecho de esta igualdad en (1⊗g), donde g ∈ W ∗, se obtiene

g(w)πk(1⊗1) = φ ◦ trW (w⊗g).
Evaluando el lado izquierdo en (1⊗g), se obtiene πW (w⊗g). De lo cual se deduce que πW =
φ ◦ trW . □
Observación 4.8. Los ends y coends no solamente constan de un objeto, sino que también
resultan importantes sus respectivas dinaturales. El ejemplo de coend de la Proposición anterior
muestra que el coend del funtor T codifica todas las trazas de espacios vectoriales. Esta es una
característica muy importante de este ejemplo particular.
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Se presenta otro ejemplo. Sea A una k-álgebra. Se define el funtor
S : Amod op × Amod → vect k, S(V,W ) = Homk(V,W ).

Observar que si V,W ∈ Amod y f : V → W es un morfismo de A-módulos, entonces
S(id V , f) : Homk(V, V )→ Homk(V,W ), α 7→ f ◦ α,

S(f, idW ) : Homk(W,W )→ Homk(V,W ), α 7→ α ◦ f.
El siguiente resultado sintetiza como se puede recuperar al álgebra A solamente conociendo
la estructura de su categoría de representaciones. Dicho resultado se asemeja al Teorema de
Peter-Weyl para grupos topológicos compactos.

Proposición 4.9. Existe un isomorfismo de espacios vectoriales

A '
∫
V ∈Amod

S(V, V ).

Demostración. Sea V ∈ Amod . Se define
dV : A→ End k(V ), dV (a)(v) = a · v.

Se quiere probar que d es una transformación dinatural. Sea f : V → W un morfismo de
A-módulos. Entonces

(f ◦ dV (a))(v) = f(a · v) = a · f(v) = dW (a)(f(v)).

Por lo tanto, f ◦dV (a) = dW (a)◦f y d es dinatural. Ahora sea E un k-espacio vectorial munido
de una transformación dinatural λV : E → End k(V ). La dinaturalidad implica que, para todo
morfismo de A-módulos f : V → W , se tiene que para todo e ∈ E
(4.5) f ◦ λV (e) = λW (e) ◦ f.
En particular, si V es un A-módulo y v ∈ V , se puede definir fv : A → V , fv(a) = a · v.
Entonces (4.5) dice que

λA(e)(1) · v = λV (e),

para todo e ∈ E. Entonces, si se define h : E → A, h(e) = λA(e)(1), se satisface que dV ◦ h =
λV . □

Es posible dar una estructura de álgebra al espacio
∫
V ∈Amod Homk(V, V ) de una forma

canónica, de tal forma que el isomorfismo de la Proposición 4.9 sea un isomorfismo de álgebras.

4.2. (Co)ends como límites. En esta sección se verá como los (co)ends pueden ser vistos
como límites de ciertos funtores.

Sea C una categoría. Se define la categoría Ĉ cuyos objetos son símbolos X̂, f̂ donde X es
un objeto de C y f es un morfismo en C. Además de las identidades, los morfismos en Ĉ son
definidos de la siguiente forma. Para cada morfismo f : X → Y hay dos morfismos en Ĉ:

X̂ → f̂ ← Ŷ .
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La definición de la composición se define de forma trivial ya que las únicas composiciones se
dan con las identidades.

Sea S : Cop × C → A un funtor. Se define entonces Ŝ : Ĉ → A de la siguiente forma. Si X,Y
son objetos y f : X → Y es un morfismo en C, entonces:

Ŝ(X̂) = S(X,X), Ŝ(f̂) = S(X,Y ),

y
Ŝ(X̂ → f̂) = S(f, idX), Ŝ(f̂ ← Ŷ ) = S(id Y , f).

Lema 4.10. Las siguientes nociones son equivalentes:
conos (A, ν) sobre Ŝ;
transformaciones dinaturales πX : A→ S(X,X).

□
El siguiente Teorema sigue inmediatamente del Lema anterior.

Teorema 4.11. Sea S : Cop×C → A un funtor y Ŝ : Ĉ → A el asociado. Si alguno de los dos,
ya sea el end

∫
X∈C S(X,X) o el límite lim←− Ŝ existen el otro también existe, y hay un isomorfismo∫

X∈C
S(X,X) ' lim←− Ŝ.

El siguiente Corolario sigue del Teorema anterior y de observar que si C es pequeña, entonces
Ĉ también lo es.
Corolario 4.12. Si C es una categoría pequeña y A una categoría completa entonces todo
funtor S : Cop × C → A posee un end. □
4.3. (Co)ends con parámetros y Fubbini. Sean C,A,B categorías, S : Cop × C →
Fun(A,B) un funtor. Supongamos que existe

∫
X∈C S ∈ Fun(A,B)

Por otro lado, para todo A ∈ A se define
SA : Cop × C → B,

SA(X,Y ) = S(X,Y )(A).

Proposición 4.13. Asumir que para todo A ∈ A existe el end
∫
X∈C SA ∈ B. La aplicación

A 7→
∫
X∈C SA define un funtor A → B que coincide con el end

∫
X∈C S.

Demostración. Para cada objeto A ∈ A, sean πAX :
∫
X∈C SA

..−→ S(X,X)(A) las transformaciones
dinaturales correspondientes. Se define Ω : A → B, Ω(A) =

∫
X∈C SA. Veamos que Ω es un funtor.

Dados A,B objetos en A y f : A→ B un morfismo, existe una transformación natural
γf : SA → SB,

(γf )(X,Y ) = S(X,Y )(f).

Por el Teorema 4.4 (i) existe un morfismo γ̂f :
∫
X∈C SA →

∫
X∈C SB tal que

(4.6) πBX γ̂f = (γf )(X,X)π
A
X .
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Se define entonces Ω(f) = γ̂f . Se va a ver que si f : A→ B, g : B → C son morfismos, entonces
Ω(g ◦ f) = Ω(g) ◦ Ω(f). Por un lado se tiene que

πCXΩ(g ◦ f) = (γg◦f )(X,X)π
A
X = (γf )(X,X)(γg)(X,X)π

A
X .

La primera igualdad sigue de (4.6). Por otro lado
πCX [Ω(g) ◦ Ω(f)] = (γg)(X,X)π

B
XΩ(f) = (γg)(X,X)(γf )(X,X)π

A
X .

Las dos primeras igualdades siguen de (4.6). Por la unicidad de la propiedad universal del end
se deduce que Ω(g ◦ f) = Ω(g)◦Ω(f). Ahora se quiere ver que el funtor Ω es isomorfo a

∫
X∈C S.

Para ello se mostrará que existen dinaturales sobre Ω que satisfacen la propiedad universal.
Para X ∈ C se define

λX : Ω→ S(X,X),

(λX)A = πAX .

Queda como ejercicio para el lector verificar que λ es dinatural. Sea E ∈ Fun(A,B) un funtor
que viene equipado de dinaturales µX : E

..−→ S(X,X). Observar que µX son transformaciones
naturales. Para todo A ∈ A se tiene que (µX)A : E(A) → S(X,X)(A) son transformaciones
dinaturales. Por lo tanto, existe un morfismo hA : E(A)→

∫
X∈C SA tal que

(4.7) πAX ◦ hA = (µX)A.

Se define h : E → Ω, hA = hA. La demostración finaliza una vez que se muestre que h es una
transformación natural, ya que por construcción se satisface que λX ◦ h = µX .

Sean A,B ∈ A y f : A→ B un morfismo. Se debe comprobar que
γ̂fh

A = hBE(f).

Aplicando πBX al lado izquierdo se obtiene:
πBX γ̂fh

A = (γf )(X,X)π
A
Xh

A = (γf )(X,X)(µX)A = (µX)BE(f)

= πBXh
BE(f).

La primera igualdad se debe a (4.6), la segunda a (4.7), la tercera igualdad es la naturalidad
de µX y la cuarta igualdad sigue nuevamente de (4.7). Por la unicidad del end se tiene que
γ̂fh

A = hBE(f). □
Teorema 4.14. Sean C,P y A categorías junto a un funtor

S : Pop × P × Cop × C → A.
Si para todo par de objetos P,Q ∈ P el end∫

X∈C
S(P,Q,X,X)

existe, y tiene transformaciones dinaturales

λ
(P,Q)
X :

∫
X∈C

S(P,Q,X,X)→ S(P,Q,X,X),
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es funtorial en Pop×P → A. Además, S puede ser considerado como un funtor S : (P×C)op×
(P × C)→ A. Existe un isomorfismo

θ :

∫
(P,X)∈P×C

S →
∫
P∈P

∫
X∈C

S(P, P,X,X)

tal que
λ
(P,P )
X ◦ πP ◦ θ = α(P,X).

Aquí α(P,X) :
∫
(P,X)∈P×C S → S(P,X, P,X) y πP :

∫
P∈P

∫
X∈C S(P, P,X,X)→

∫
X∈C S(P, P,X,X)

son las dinaturales asociadas a los end respectivos.

Demostración. Se sabe que para todo (P,Q) la aplicación

(P,Q) 7→
∫
X∈C

S(P,Q,X,X)

define un funtor, que se denotará por Ω : Pop × P → A. Las transformaciones∫
P∈P

∫
X∈C

S(P, P,X,X)
πP−→

∫
X∈C

S(P, P,X,X)
λ
(P,P )
X−−−→ S(P, P,X,X)

son dinaturales. Sea E ∈ A un objeto munido de dinaturales µ(P,X) : E → S(P, P,X,X).
Se debe demostrar que existe un único morfismo h : E →

∫
P∈P

∫
X∈C S(P, P,X,X) tal que

λ
(P,P )
X ◦ πP ◦ h = µ(P,X).
Para cada Q ∈ P fijo, las transformaciones µ(Q,X) : E → S(Q,Q,X,X) son transformacio-

nes dinaturales para el funtor S(Q,Q,−,−). Entonces existe un único morfismo hQ : E →∫
X∈C S(Q,Q,X,X) = Ω(Q,Q) tal que

λ
(Q,Q)
X ◦ hQ = µ(Q,X).

Si se demostrara que hQ son transformaciones dinaturales para el funtor Ω, entonces existe un
único morfismo ξ : E →

∫
P∈P

∫
X∈C S(P, P,X,X) tal que πP ◦ ξ = hP para todo P ∈ P . Y esto

concluye la demostración.
Antes de demostrar que hQ son transformaciones dinaturales para el funtor Ω, recordar como

es este funtor evaluado en morfismos. Si P, P ′, Q,Q′ son objetos en P entonces existe una
transformación natural asociada

β(f,g) : S(P
′, Q,−,−)→ S(P,Q′,−,−)

(β(f,g))(X,Y ) = S(f, g, idX , idX).

Entonces existe un único morfismo Ω(f, g) : Ω(P ′, Q) → Ω(P,Q′) tal que para todo X ∈ C se
tiene
(4.8) λ

(P,Q′)
X Ω(f, g) = S(f, g, idX , idX)λ

(P ′,Q)
X .

Entonces, si f : P → P ′ es un morfismo en P , se tiene que

λ
(P,P ′)
X Ω(id P , f)h

P = S(id P , f, idX , idX)λ
(P,P )
X hP = S(id P , f, idX , idX)µ(P,X).
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Por otro lado
λ
(P,P ′)
X Ω(f, id P ′)hP

′
= S(f, id P ′ , idX , idX)λ

(P ′,P ′)
X hP

′
= S(f, id P ′ , idX , idX)µ(P ′,X).

La dinaturalidad de µ implica que

λ
(P,P ′)
X Ω(id P , f)h

P = λ
(P,P ′)
X Ω(f, id P ′)hP

′
,

de lo cual se deduce que Ω(id P , f)h
P = Ω(f, id P ′)hP

′ . Así h es una transformación dinatural.
□

4.4. Ejercicios.
1. Calcular el (co)end del funtor Id C : Cop × C → Cop × C.
2. Sea S : Cop × C → A un funtor. Podemos considerar el funtor Sop : Cop × C → Aop dado

por
Sop(X,Y ) = S(Y,X).

Demostrar que existe un isomorfismo∫
X∈C

S '
∫ X∈Cop

Sop.

3. Sea F : Cop×C → Πn
i=1Ai, donde Ai es una categoría con objeto inicial y final, para todo

i. Sean πi : Πn
i=1Ai → Ai los funtores de proyección. Mostrar que si

∫ C
πi ◦F existe para

todo i, entonces

(

∫ C

π1 ◦ F, . . . ,
∫ C

πn ◦ F ) ∈ Πn
i=1Ai

es un coend para F .
4. Demostrar que vale la recíproca del Lema 4.5: Si los isomorfismos∫ A∈C

S(F (A), A) '
∫ B∈D

S(B,G(B))

son naturales, entonces F,G forman una adjunción.

5. Mónadas y Comonadas

En varios resultados se presenta una categoría C y su categoría de álgebras en C dada por
AlgC. Se tiene un funtor de olvido U : AlgC → C y un funtor libre F : C → AlgC. En ciertas
situaciones se puede reconstruir la categoría AlgC a partir de estos dos funtores.

Básicamente una mónada y una comónada, en una categoría C, son un álgebra y una coálgebra
en la categoría tensorial de endofuntores End (C).

Definición 5.1. Una mónada es una terna (T, µ, u), donde
• T : C → C es un funtor;
• µ : T ◦ T → T , u : Id C → T son transformaciones naturales
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tales que los siguientes diagramas son conmutativos

(5.1) T ◦ T ◦ T
id T ◦µ

��

µ◦id T // T ◦ T
µ
��

T ◦ T µ
// T

(5.2) T
uT //

= ��?
??

??
??

? T ◦ T

µ
||xx
xx
xx
xx
x

T,

(5.3) T
T (u)

//

=   @
@@

@@
@@

T ◦ T

µ
{{xx
xx
xx
xx
x

T.

Dada una mónada T en C, se define la categoría CT de T -módulos como la categoría cuyos
objetos son pares (M, s), donde M es un objeto de C, s : T (M)→ M es un morfismo en C tal
que

(5.4) s ◦ T (s) = s ◦ µM , s ◦ uM = idM .

Si (M, s), (N, t) son dos objetos en CT , un morfismo en CT es f : (M, s) → (N, t) donde
f :M → N es un morfismo en C tal que el diagrama

(5.5) T (M)

s

��

T (f)
// T (N)

t
��

M
f

// N,

es conmutativo.

El siguiente ejercicio es una generalización del hecho que si A es un anillo y M es un A-
módulo con estructura dada por ρ : A⊗M → M , entonces ρ es un suryectivo. Claramente se
deduce de la existencia de la unidad en A.

Ejercicio 5.2. Si (X, s) ∈ CT , demostrar que s es un epimorfismo.

Lema 5.3. Sea (T, µ, u) una mónada para C. El funtor de olvido U : CT → C, U(M, s) = M
posee un adjunto a izquierda dado por el funtor libre L : C → CT , L(M) = (T (M), µM). Además
U es fiel.
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Demostración. Es inmediato verificar que L(M) = (T (M), µM) es un objeto en CT . En efecto,
la ecuación (5.4) se deduce de (5.1). Ahora se quiere ver que (L,U) es una adjunción. Si
(M, s) ∈ CT y X ∈ C, se define

φ : HomCT (L(X), (M, s))→ HomC(X,U(M, s)),

ψ : HomC(X,U(M, s))→ HomCT (L(X), (M, s))

como
φ(f) = f ◦ uX , ψ(g) = s ◦ T (g).

Se quiere ver que estas funciones determinan un isomorfismo. Sea f ∈ HomCT (L(X), (M, s)),
entonces

ψ(φ(f)) = s ◦ T (f) ◦ T (u) = f ◦ µX ◦ T (u) = f.

La segunda igualdad se debe a que f es un morfismo de T -módulos, y la tercera igualdad sigue
de (5.3). Si g ∈ HomC(X,U(M, s)) entonces

φ(ψ(g)) = s ◦ T (g) ◦ uX = s ◦ uM ◦ g = g.

La segunda igualdad es por la naturalidad de u y la tercera se debe a (5.4). □

Una comónada es la versión dual de una mónada. Más precisamente, una comónada en C es
una mónada en Cop. Queda como ejercicio completar la siguiente definición.

Definición 5.4. Una comónada en una categoría C es una terna (U,∆, ε), donde
• U : C → C es un funtor;
• ∆ : U → U ◦ U , ε : U → Id C son transformaciones naturales

tales que satisfacen ciertos axiomas.

Si (U,∆, ε) : C → C es una comónada, entonces se puede definir la categoría CU de comódulos
sobre U de la siguiente forma. Un objeto de CU es un par (X, t) donde X ∈ C y t : X → U(X)
es un morfismo tal que

(5.6) U(t) ◦ t = ∆X ◦ t, εX ◦ t = idX .

5.1. Algunos ejemplos. Toda álgebra asociativa A da lugar a una mónada en vect k. Se
define TA : vect k → vect k, TA(V ) = A⊗kV . El producto de la mónada µ : TA ◦ TA → TA está
dado como sigue. Si V es un k-espacio vectorial, entonces

µV : A⊗kA⊗kV → A⊗kV,

µV (a⊗b⊗v) = ab⊗v,
para todo v ∈ V , a, b ∈ A.

Ejercicio 5.5. Demostrar que existe una equivalencia de categorías (vect k)
TA ' Amod .
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Existen ejemplos que no provienen de álgebras asociativas. Si k es un cuerpo, G es un grupo
finito y ω : G×G×G→ k× es un 3-cociclo normalizado, es decir que

ω(g, h, f)ω(g, hf, l)ω(h, f, l) = ω(gh, f, l)ω(g, h, fl),

para todo g, h, f, l ∈ G. Sean F ⊆ G un subgrupo y ψ : F × F → k× una función tal que
ψ(g, 1) = 1 = ψ(1, g), para todo g ∈ F , y tal que

dψ ω|F×F×F = 1.

Se define T : vect G → vect G como sigue. Recordar que vect G es la categoría de espacios
vectoriales G-graduados. Para todo V ∈ vect G, T (V ) = kF⊗kV . Para todo V ∈ vect G se
define el producto

µV : kF⊗kkF⊗kV → kF⊗kV,

µV (f⊗g⊗v) = ψ(f, g)ω(f, g, l)fg⊗v,
para todo v ∈ Vl, f, g ∈ F , l ∈ G. La unidad uV : V → kF⊗kV se define por uV (v) = 1⊗v.

Este ejemplo no se construye a partir de álgebras asociativas. Sin embargo, puede entenderse
como una mónada que es el producto tensorial con un álgebra en una cierta categoría tensorial.
5.2. (Co)Mónadas y módulos de Yetter-Drinfeld. En esta sección se verán ejemplos de
mónadas y comónadas construidas a partir de ciertos ends. Resulta que los comódulos sobre
dicha comónada es equivalente a la categoría YD(G) de módulos de Yetter-Drinfeld sobre un
grupo finito G.

Sean G un grupo finito y k un cuerpo. Para cada objeto V ∈ Rep (kG) = C se tiene un funtor
SV : Cop × C → C,

SV (X,Y ) = X∗⊗kV⊗kY.

Entonces se puede definir un endofuntor T : C → C:

V 7→ T (V ) =

∫
X∈C

X∗⊗kV⊗kX.

Se van a denotar por
πVX : T (V )

..−→ X∗⊗kV⊗kX

a las transformaciones dinaturales asociadas a este end. Notar que si f : V → W es un morfismo
en Rep (kG), entonces T (f) es el único morfismo tal que el diagrama

(5.7) T (V )

πV
X

��

T (f)
// T (W )

πW
X

��
X∗⊗kV⊗kX id ⊗f⊗id

// X∗⊗kW⊗kX

es conmutativo.
Proposición 5.6. Existen morfismos naturales δV : T (V )→ T (V )2, εV : T (V )→ V que hacen
de T una comónada sobre Rep (kG).
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Demostración. Sea C = Rep (kG), y denotamos ⊗ = ⊗k. Si X ∈ C, se puede definir εV :
T (V )→ V , como εV = πVk . Para la comultiplicación, notemos que

T 2(V ) =

∫
Y

Y ∗⊗T (V )⊗Y =

∫
Y

Y ∗⊗
( ∫

X

X∗⊗V⊗X
)
⊗Y.

Dado Y ∈ C, sabemos que el funtor Y ∗⊗−⊗Y : C → C tiene un adjunto a izquierda. Se sigue
del Teorema 4.4 (ii) que

(5.8) Y ∗⊗
( ∫

X

X∗⊗V⊗X
)
⊗Y '

∫
X

Y ∗⊗X∗⊗V⊗X⊗Y.

Más aún, los isomorfismos son naturales en Y y dicho Teorema dice que podemos considerar
las transformaciones dinaturales para el lado derecho como id Y ∗⊗πVX⊗id Y .
Tomando el coend para Y en (5.8) y usando el Teorema 4.14, obtenemos un isomorfismo∫
(X,Y )

Y ∗⊗X∗⊗V⊗X⊗Y '
∫
Y

∫
X

Y ∗⊗X∗⊗V⊗X⊗Y '
∫
Y

Y ∗⊗
( ∫

X

X∗⊗V⊗X
)
⊗Y = T 2(V ),

y por lo tanto elegimos como transformaciones dinaturales (id Y ∗⊗πVX⊗id Y )π
T (V )
Y : T 2(V ) →

Y ∗⊗X∗⊗V⊗X⊗Y . Notar que, dado V , los morfismos
πX⊗Y : T (V )→ Y ∗⊗X∗⊗V⊗X⊗Y,

forman una transformación dinatural. Luego, existe un único δV : T (V )→ T 2(V ) tal que

(id Y ∗⊗πVX⊗id Y )π
T (V )
Y δV = πVX⊗Y .

Es un chequeo inmediato ver que δ forma una transformación natural. Chequeamos el axioma de
comónada δT (V )◦δV = T (δV )◦δV post-componiendo con (id Z∗⊗(id Y ∗⊗πVX⊗id Y )π

T (V )
Y ⊗id Z)π

T 2(V )
Z

para obtener

(id Z∗⊗(id Y ∗⊗πVX⊗id Y )π
T (V )
Y ⊗id Z)π

T 2(V )
Z [δT (V )δV ] =(id Z∗⊗Y ∗⊗πVX⊗id Y⊗Z)π

T (V )
Y⊗ZδV

=πX⊗Y⊗Z ,

donde aplicamos dos veces la definición de δ. Por otro lado,

(id Z∗⊗(id Y ∗⊗πVX⊗id Y )π
T (V )
Y ⊗id Z)π

T 2(V )
Z [T (δV )δV ] =

(id Z∗⊗(id Y ∗⊗πVX⊗id Y )π
T (V )
Y ⊗id Z)(id Z∗⊗δV⊗id Z)π

T (V )
Z δV =

(id Z∗⊗πVX⊗Y⊗id Z)π
T (V )
Z δV =

πVX⊗Y⊗Z .

La primera igualdad vale por la definición de T (δV ), y la segunda y tercera valen por respecti-
vas aplicaciones de δ. Cancelando los monomorfismos correspondientes obtenemos la igualdad
deseada. Las ecuaciones T (εV ) ◦ δV = id T (V ) = εT (V ) ◦ δV se demuestran con un argumento
similar.

□
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Recordar la categoría YD(G) de módulos de Yetter-Drinfeld sobreG, presentada en la Sección
1.1. La demostración del siguiente resultado puede encontrarse en [27].

Proposición 5.7. Existe una equivalencia de categorías

Rep (kG)T ' YD(G).

□

Observación 5.8. La comónada anterior se denomina la comónada central de Hopf de
Rep (G). Los resultados anteriores pueden ser generalizados para cualquier álgebra de Hopf de
dimensión finita, es decir se construye una comónada T : Rep (H) → Rep (H) y se prueba
Rep (H)T ' Rep (D(H)), donde D(H) es el doble de Drinfeld de H.
Sobre una categoría tensorial finita C, la comónada de Hopf provee una equivalencia CT ' Z(C),
donde esta última categoría es el Centro de Drinfeld de C.
La comónada central es, en efecto, una mónada de Hopf. Esta estructura extra en la mónada
le confiere a Rep (G)T una estructura monoidal tal que la equivalencia de la Proposición 5.7 es
una equivalencia tensorial.

5.3. Mónadas que provienen de adjunciones. Sea (F,G) una adjunción, donde F : C →
D. Sean u : Id → G ◦ F , c : F ◦ G → Id la unidad y counidad de la adjunción. Se define
T = G ◦ F : C → C. Al funtor T le daremos estructura de mónada de la siguiente forma.

El producto µ : T ◦ T → T está dado por

µX = G(cF (X)) : G(F (G(F (X))))→ G(F (X)).

La unidad de la mónada está dada por u.
Análogamente, S = F ◦G : D → D es una comónada con δY = F (cG(Y )) y counidad c.

Lema 5.9. (T, µ, η) es una mónada.

La mónada del Lema anterior se denomina la mónada asociada a la adjunción (F,G).

Teorema 5.10. Sea (F,G) : C → D una adjunción y T = G ◦ F : C → C la mónada asociada
a la adjunción. Entonces existe un único funtor K : D → CT tal que

(5.9) U ◦K = G, K ◦ F = L.

Aquí U : CT → C es el funtor de olvido y L : C → CT el funtor libre.

Demostración. Sean u y c la unidad y counidad de la adjunción, respectivamente. Se va a definir
K(X) = (G(X), sX), donde sX : T (G(X))→ G(X) es sX = G(cX), para todo X ∈ D. Además,
K(f) = G(f) para todo morfismo f en D. K(X) es un objeto en CT ; la ecuación (5.4) se sigue
de la naturalidad de c.

Por definfición de K, las igualdades (5.9) son inmediatas. Debemos demostrar que la estructu-
ra de T -módulo de K(X) queda únivocamente determinada. Se tiene un diagrama conmutativo
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de funtores
D K−−−→ CT

G

y yU

C Id−−−→ C

F

y yL

D K−−−→ CT .
Como las adjunciones (F,G) y (L,U) tienen la misma unidad, por el Ejercicio 2.22 se tiene

que, si c′ es la counidad de la adjunción (L,U), entonces
K(cX) = c′K(X).

Se asume entonces que K(X) = (G(X), h), donde h : T (G(X)) → G(X) es la estructura de
T -módulo. Por definición de la counidad de (L,U) se sabe que c′(G(X),h) = h, pero por otro lado
c′(G(X),h) = K(cX) = G(cX). Luego, h = G(cX). □
Definición 5.11. Si el funtor de comparación K dado en el Teorema 5.10 es una equivalencia,
se dice que la adjunción (F,G) es mónadica.
Ejercicio 5.12. Sea U : Top → Set el funtor de olvido. Demostrar que el funtor F : Set →
Top , F(X) = X con la topología discreta es un adjunto a derecha. Observar que T = U ◦ F :
Set→ Set es la identidad y, por lo tanto, SetT = Set. Así la adjunción (U ,F) no es monádica.

El siguiente resultado indica cuando una adjunción es monádica. Para ello, se necesitan antes
algunas definiciones.
Definición 5.13. Si f, g : X → Y son morfismos, un split coecualizador del par f, g es una
terna (e, t, s) donde e : Y → Z es tal que

e ◦ f = e ◦ g,
y s : Z → Y , t : Y → X satisfacen

e ◦ s = id Z , s ◦ e = g ◦ t, f ◦ t = id Y .

Un coecualizador absoluto del par f, g es un coecualizador que es preservado por cualquier
funtor; es decir que si F : A → B es un funtor, f, g : X → Y morfismos en A con coecualizador
e : Y → Z, entonces F (e) es un coecualizador de F (f) y F (g).

Observar que un split coecualizador es un coecualizador. En efecto, asumir que f, g : X → Y
son morfismos y e : Y → Z un split coecualizador. Sea h : Y → Z ′ otro morfismo tal que
h ◦ f = h ◦ g. Entonces el morfismo h ◦ s : Z → Z ′ satisface que

h ◦ s ◦ e = h ◦ g ◦ t = h ◦ f ◦ t = h.

Ejemplo 5.14. Sea T : C → C una mónada con producto µ : T 2 → T y unidad u : Id → T .
Si (X, s) es un objeto en CT , entonces el morfismo s : T (X)→ X es un split coecualizador del
par T (s), µX .
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La siguiente definición va a ser requerida para el próximo teorema.

Definición 5.15. Se dice que un funtor F : A → B crea coecualizadores para el par de
morfismos f, g : X → Y en A, si para todo coecualizador q : F (Y ) → Z de F (f), F (g) existe
un único objeto U ∈ A y un único morfismo φ : Y → U tal que
• φ resulta el coecualizador del par f, g;
• existe un isomorfismo ψ : F (U)→ Z tal que ψF (φ) = q.

Teorema 5.16 (de monadicidad de Beck). Sea (F,G) : C → D una adjunción con unidad
u : Id → G ◦ F, counidad c : F ◦ G → Id . Sea T = G ◦ F : C → C la mónada asociada a la
adjunción con producto µ : T 2 → T . Son equivalentes:

1. La adjunción (F,G) es monádica, es decir, el funtor de comparación K : D → CT es una
equivalencia de categorías.

2. El funtor G : D → C crea coecualizadores para todo par de morfismos f, g para los cuales
G(f) y G(g) poseen un coecualizador absoluto.

3. El funtor G : D → C crea coecualizadores para todo par de morfismos f, g para los cuales
G(f) y G(g) poseen un split coecualizador.

Demostración. (2) =⇒ (3). Es inmediato ya que todo split coecualizador es un coecualizador
absoluto.

Se va a ver que (1) =⇒ (2). Como K es una equivalencia, se va a identificar al funtor G con
el funtor de olvido U : CT → C y a F con el funtor libre L : C → CT . Sean d0, d1 : (X, s)→ (Y, t)
morfismos en CT tales que d0, d1 : X → Y poseen un coecualizador absoluto e : Y → Z. Para
ver que U crea un coecualizador lo único que se debe demostrar es que existe un morfismo
m : T (Z)→ Z tal que (Z,m) ∈ CT , que e : (Y, t)→ (Z,m) es un morfismo en CT y que este es
el coecualizador de d0, d1 en CT .

Como d0, d1 son morfismos en CT , se tiene que el diagrama

T (X)

s

��

T (di) // T (Y )

t
��

X
di

// Y,

conmuta, para i = 0, 1. Entonces
e ◦ t ◦ T (d0) = e ◦ t ◦ T (d1).

Como e es un coecualizador absoluto, T (e) es el coecualizador del par T (d0), T (d1). Entonces
existe un morfismo m : T (Z)→ Z tal que el diagrama

(5.10) T (Y )

t
��

T (e)
// T (Z)

m

��
Y e

// Z
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es conmutativo. Luego,
(5.11) T (m)T 2(e) = T (e)T (t).

Se deduce entonces que
mT (m)T 2(e) = mT (e)T (t) = etT (t) = etµY

= mT (e)µY = mµZT
2(e).

La primera igualdad es (5.11), la segunda se debe al diagrama (5.10), la tercera igualdad se
debe a que (Y, t) ∈ CT , la cuarta nuevamente por el diagrama (5.10), y la quinta igualdad por
la naturalidad de µ. Como e es un coecualizador absoluto, entonces T 2(e) es un coecualizador
y, por lo tanto, un epimorfismo. Luego, mT (m) = mµZ . Así, (Z,m) ∈ CT y, por construcción,
e : (Y, t)→ (Z,m) es un morfismo en CT . Falta ver que e es el coecualizador en CT .

Sea f : (Y, t)→ (U, r) un morfismo en CT tal que fd0 = fd1. Como e es un coecualizador en
C entonces existe un morfismo f ′ : Z → U en C tal que f = f ′e. Se tiene que comprobar que
f ′ es un morfismo en CT . Para ello, se debe comprobar que f ′m = rT (f ′). Como T (e) es un
epimorfismo, basta con verificar que
(5.12) f ′mT (e) = rT (f ′)T (e).

El lado izquierdo de (5.12) es entonces igual a
f ′mT (e) = f ′et = ft = rT (f).

La primera igualdad es por el diagrama (5.10), la segunda igualdad se debe a que f = f ′e, y la
tercera sigue de que f es morfismo en CT . El lado derecho de (5.12) es igual a

rT (f ′)T (e) = rT (f ′e) = rT (f).

Ahora se va a ver que (3) =⇒ (1). Para completar la demostración se debe construir un
funtor K : CT → D equipado de isomorfismos naturales

K ◦K ' Id CT , K ◦K ' Id D.

Sea (X, s) un objeto en CT . Por el Ejemplo 5.14, los morfismos
GF (s), G(cF (X)) : GFGF (X)→ GF (X),

tienen a s : GF (X)→ X como un split coecualizador. Entonces, como G crea coecualizadores,
existe un objeto K(X, s) ∈ D equipado de un único morfismo

φX : F (X)→ K(X, s),

que es el coecualizador de F (s) y cF (X). Además, existe un isomorfismo

ψX : G(K(X, s))→ X,

tal que ψXG(φX) = s. Ver la Definición 5.15. Ahora se debe definir K sobre morfismos. Sea
f : (X, s)→ (Y, t) un morfismo en CT . Esto implica que fs = tGF (f), de lo cual se deduce que
(5.13) F (f)F (s) = F (t)FGF (f).
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Si φY : F (Y )→ K(Y, t) es el coecualizador construido anteriormente, entonces

φY F (t) = φY cF (Y ).

Lo cual implica que
φY F (t)FGF (f) = φY cF (Y )FGF (f),

y, como consecuencia,

φY F (f)F (s) = φY F (t)FGF (f) = φY cF (Y )FGF (f) = φY F (f)cF (X).

La primera igualdad es (5.13) y la tercera es la naturalidad de c. Por la propiedad universal del
coecualizador, esto implica que existe un morfismo K(f) : K(X, s)→ K(Y, t) tal que

K(f)φX = φY F (f).

Queda como ejercicio comprobar que esta forma de asignar f 7→ K(f) es funtorial.
Los isomorfismos ψX : G(K(X, s)) → X son los que darán la equivalencia K ◦ K ' Id .

Primero se va a ver que en efecto son morfismos en CT y que son naturales. Si (X, s) ∈ CT
entonces

[ψXG(cK(X,s))]GFG(φX) = ψXG(cK(X,s)FG(φX)) = ψXG(φXcF (X)) = sG(cF (X))

= sGF (s)

= sGF (ψXG(φX))

= [sGF (ψX)]GFG(φX).

Donde usamos naturalidad de c, definición de ψX , la propiedad de coecualizador de s y nueva-
mente la definición de ψX . Como s es un epimorfismo entonces G(φX) es epimorfismo y, por lo
tanto, GFG(φX) es también un epimorfismo. Luego se deduce que

ψXG(cK(X,s)) = sGF (ψX),

lo cual comprueba que ψX son mofismos en la categoría CT . La naturalidad de ψ queda como
ejercicio.

Ahora se va a ver que existen isomorfismos K ◦ K ' Id . Sea D ∈ D. Primero se observa
que G(cD) es un split coecualizador del par GFG(cD), G(cFG(D)). Entonces, como G crea
coecualizadores, debe ser que cD es un coecualizador del par FG(cD), cFG(D). Luego, existe un
único isomorfismo entre D ' K(G(D)), lo cual implica que K ◦K ' Id . □

5.4. Ejercicios.
1. Sea R un anillo con unidad y U : RMod → Set el funtor de olvido. Este funtor tiene un

adjunto a izquierdo y esta adjunción define una mónada TR : Set→ Set.
(a) Demostrar que TR(X) = {f : X → R : f es 6= 0 en finitos x ∈ X}.
(b) Se tiene una equivalencia de categorías SetTR ' RMod.
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6. Categorías Abelianas

Sea C una categoría. Para comenzar se introducirá la noción de categoría aditivia para luego
llegar a la noción de categoría abeliana.

Definición 6.1. Un objecto Z ∈ C se llama un objeto cero u objeto nulo si es un objeto inicial
y terminal, es decir, si para todo X ∈ C existen únicos morfismos φX : X → Z, ψX : Z → X.
Esto es si HomC(X,Z) = {φX}, HomC(Z,X) = {ψX} para todo X ∈ C.

Observar que si Z es un objeto cero entonces φZ = ψZ = id Z . Además, ψX es un monomor-
fismo y φX es un epimorfismo. En particular, el objeto nulo es subobjeto de todo objeto.

Lema 6.2. Si C posee un objeto cero, este es único salvo isomorfismo.

Demostración. Sean Z,Z ′ dos objetos ceros de C. Entonces, usando el hecho de que Z ′ es objeto
cero, existen morfismos φZ : Z → Z ′, ψZ : Z ′ → Z. Luego, el morfismo φZ ◦ ψZ : Z ′ → Z ′ debe
ser la identidad id ′

Z . Análogamente se demuestra que ψZ ◦ φZ = id Z . □

Definición 6.3. Un objeto X en una categoría C con objeto nulo se dice simple si los únicos
subojetos son el nulo y X.

Ejemplo 6.4. En la categoría Grp el grupo trivial 1 = {1} es un objeto cero.

Ejercicio 6.5. Demostrar que la categoría Set no posee objetos cero.

Ejercicio 6.6. Sea F : C → D una equivalencia de categorías. Si Z es un objeto cero de C
entonces F (Z) es un objeto cero de D.

Definición 6.7. Sea C una categoría con objeto cero Z. Para todo X,Y ∈ Ob(C) se define
0XY : X → Y al morfismo

X
ϕX

~~~~
~~
~~
~~ 0XY

  A
AA

AA
AA

A

Z
ψY // Y.

El morfismo 0XY se llama el morfismo nulo. A veces simplemente se lo denotará por 0 : X → Y .

Ejercicio 6.8. Demostrar que el morfismo nulo 0XY : X → Y no depende del objeto cero Z de
la categoría.

Proposición 6.9. Sea C una categoría con objeto cero y A,B,C,D ∈ Ob(C) y f ∈ HomC(B,C).

f ◦ 0AB = 0AC , 0CD ◦ f = 0BD.

□
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6.1. Núcleos y conúcleos. Sea C una categoría con objeto cero, X,Y ∈ Ob(C) y f ∈
HomC(X,Y ).

Definición 6.10. Un núcleo de un morfismo es el ecualizador entre el morfismo y el morfismo
nulo. Es decir, el núcleo de f es un par (K, k) donde K = Ker f ∈ Ob(C) es un objeto y
k : K → X un morfismo tal que f ◦k = 0KY . Además, es universal con respecto a esta propiedad;
es decir que si (K ′, k′) es otro par donde K ′ ∈ Ob(C) y k′ : K ′ → X es otro morfismo tal que
f ◦ k′ = 0K

′
Y , entonces existe un único morfismo u : K ′ → Ker f tal que k ◦ u = k′.

Ejercicio 6.11. Demostrar que si existe el núcleo de un morfismo, este es único salvo isomor-
fismo.

Lema 6.12. Sea f : X → Y un morfismo y k : Ker f → X un núcleo. Entonces k es un
monomorfismo.

Demostración. Sean g, h : U → Ker f morfismos tales que kg = kh. Entonces f ◦ (kh) =
0KY ◦ h = 0UY . Por la definición de núcleo, existe un morfismo u : U → Ker f tal que ku = kh.
Como kg = kh, la unicidad implica que u = g = h.

□

Definición 6.13. Un conúcleo de un morfismo es el coecualizador entre el morfismo y el mor-
fismo nulo. Es decir, el conúcleo de f es un par (Q, q) donde Q = coKer f ∈ Ob(C) y q : Y → Q
es un morfismo tal que q ◦ f = 0, y es universal con respecto a esta propiedad. Es decir, que si
(Q′, q′) es otro par donde Q′ ∈ Ob(C) y q′ : Y → Q es otro morfismo tal que q′ ◦ f = 0 entonces
existe un único morfismo u : coKer f → Q tal que q′ = u ◦ q.

Ejercicio 6.14. Demostrar que el conúcleo de un morfismo es único salvo isomorfismo y que,
además, es un epimorfismo.

Ejercicio 6.15. Dados X,Y objetos. Calcular Ker 0YX y coKer 0YX . Demostrar que un morfismo
es un monomorfismo (respectivamente un epimorfismo) si y solo si su núcleo (respectivamente
conúcleo) es cero.

Ejercicio 6.16. Sea R un anillo y M,N dos R-módulos a izquierda. Si f : M → N es un
morfismo de R-módulos, demostrar que Ker f = {m ∈M : f(m) = 0} y coKer f = N/Im(f).

Definición 6.17. Sea ι : X → Y un monomorfismo. Demostrar que si el conúcleo de ι existe,
este no depende de la clase de equivalencia de X como subobjeto de Y . En particular, si X ⊆ Y
es un subobjeto, se puede definir Y/X como el conúcleo de ι.

Ejercicio 6.18. Sea R un anillo conmutativo con unidad y N ∈ N, 2 ≤ N . Decidir si las
categorías Chain(R) y ChainN(R) poseen objetos nulos, núcleos y conúcleos.

Definición 6.19. Una categoría C se dice aditiva si
• C posee un objeto cero;
• para cada par de objetos X,Y de C el conjunto HomC(X,Y ) es un grupo abeliano;
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• la composición de morfismos es bilineal, es decir que para todo f, f ′ : X → Y , g, g′ : Y →
Z se tiene que

g ◦ (f + f ′) = g ◦ f + g ◦ f ′, (g + g′) ◦ f = g ◦ f + g′ ◦ f.
• Para todo par de objetos de C, existe el producto entre ellos.

Observación 6.20. En una categoría aditiva, el producto de dos objetos X1, X2 es además un
coproducto. Más aún, es una suma directa. Es decir, una colección (Z, p1, p2, i1, i2) tal que
• pj : Z → Xi, ij : Xj → Z, j = 1, 2 son morfismos;
• se satisface que

p1 ◦ i1 = idX1 , p2 ◦ i2 = idX2 , i1 ◦ p1 + i2 ◦ p2 = id Z .

Si tomamos Z = X1 × X2, como Z es un producto y se tienen morfismos id : X1 → X1,
0 : X1 → X2, entonces existe ι1 : X1 → Z. El morfismo ι2 se define de forma similar, y los
axiomas de suma directa se satisfacen.
En una categoría aditiva, se denota el producto de X,Y como X ⊕ Y .

Definición 6.21. Sean C,D dos categorías aditivas. Un funtor F : C → D se dice aditivo si
para todo par de morfismos f, g : X → Y en C se tiene que

F (f + g) = F (f) + F (g).

Ejercicio 6.22. Sean C,D dos categorías aditivas y F : C → D un funtor aditivo. Entonces
para X,Y ∈ C se cumple

F (X ⊕ Y ) ' F (X)⊕ F (Y ).

Deducir que si I es un conjunto finito y Xi son objetos en C para todo i ∈ I, entonces
F (⊕i∈IXi) ' ⊕i∈IF (Xi).

Ejemplo 6.23. 1. Dado un anillo R, las categorías RMod, ModR y RModR son aditivas.
2. La categoría Ab es aditiva.
3. Si C,D son categorías, donde D es aditiva, entonces la categoría Fun(C,D) es una cate-

goría aditiva. En efecto, el objeto nulo es el funtor 0 : C → D tal que 0(X) = 0 para todo
X ∈ C. Si F,G : C → D son dos funtores, el conjunto Nat (F,G) es un grupo abeliano
con la suma definida punto a punto: Si η, µ ∈ Nat (F,G) entonces (η + µ)X = ηX + µX
para todo X ∈ C.

4. Si C,D son categorías aditivas entonces C × D es aditiva.

Ejercicio 6.24. Si R es un anillo conmutativo y 2 ≤ N ∈ N, demostrar que las categorías
Chain(R), ChainN(R) son aditivas.

Ejercicio 6.25. Sea C una categoría aditiva y sea D una subcategoría plena aditiva de C. Para
todo par de objetos X,Y ∈ C se denota por D(X,Y ) al conjunto de morfismos f : X → Y en
C tales que existe Z ∈ D y morfismos g : X → Z, h : Z → Y tal que f = h ◦ g.

1. Demostrar que D(X,Y ) es un subgrupo de HomC(X,Y ).
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2. Se define la categoría C/D cuyos objetos son los mismos objetos de C. Para cada par de
objetos X,Y ∈ C se define el espacio de morfismos

HomC/D(X,Y ) = HomC(X,Y )/D(X,Y ).

Demostrar que C/D está bien definida y que es una categoría aditiva.
Ahora se va a definir el concepto principal de esta sección: las categorías abelianas.
Las categorías Abelianas fueron introducidas por Alexander Grothendieck en 1957 con la

intención de unificar la teoría de cohomología de sheaves y la teoría de cohomología de gru-
pos. Las propiedades deseables de las categorías abelianas permitieron amplias aplicaciones a
geometría algebraica y álgebra homológica. Dos años antes habían sido definidas de manera
independiente por David Buchsbaum con el nombre de categorías exactas.
Definición 6.26. Una categoría C se dice abeliana si:
• C es una categoría aditiva;
• todo morfismo en C posee núcleos y conúcleos;
• todo monomorfismo es el núcleo de algún morfismo y todo epimorfismo es el conúcleo

ded algún morfismo.
Algunos ejemplos de categorías abelianas son:
1. La categoría Ab de grupos abelianos.
2. Si R es un anillo entonces las categorías RMod,ModR, Rmod,modR son Abelianas.
3. Si C,D son categorías Abelianas entonces Cop y C × D son Abelianas.
4. Si R es un anillo conmutativo y 2 ≤ N ∈ N, entonces las categorías Chain(R) y

ChainN(R) son Abelianas.
La demostración de que las categorías mencionadas anteriormente son Abelianas queda como
ejercicio.
Lema 6.27. Si A es una categoría abeliana entonces la categoría Fun(D,A) es Abeliana.
Observación 6.28. De ahora en más, si C,D son categorías Abelianas, se denotará a C × D
como C ⊕ D.
Lema 6.29. Sea C una categoría Abeliana. Todo epimorfismo en C es el conúcleo de su núcleo.
Dualmente, todo monomorfismo en C es el núcleo de su conúcleo.
Demostración. Sea f : X → Y un monomorfismo y p : Y → coKer f → X su núcleo. Por los
axiomas de categoría Abeliana existe un morfismo g : Y → Z tal que f = ker g. Como g◦f = 0,
por la universalidad de k, se tiene que existe un morfismo φ : coKer f → Z tal que g = φ ◦ p.
Se demostrará que f = Ker p.

Se sabe que p ◦ f = 0. Sea a : A→ Y un morfismo tal que p ◦ a = 0. Entonces
g ◦ a = φ ◦ p ◦ a = 0.

Como f = Ker g, por la universalidad del conúcleo, existe un morfismo l : A → X tal que
f ◦ l = a. □
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Proposición 6.30. Sea C una categoría Abeliana y f : X → Y un morfismo. Sea k : Ker f → X
el núcleo de f y q : Y → coKer f el conúcleo. Si c : X → coKer k es el conúcleo de k y
d : Ker q → Y es el núcleo de q, entonces existe un único morfismo φ : coKer k → Ker q que
hace que el diagrama

(6.1) X

c
��

f // Y

coKer k
ϕ

// Ker q
d

OO

sea conmutativo.

Demostración. Como f ◦k = 0, por la propiedad universal del conúcleo, existe h : coKer k → Y
tal que f = h ◦ c. Como q ◦ f = 0 entonces q ◦ h ◦ c = 0, y como c es un epimorfismo debe
ser que q ◦ h = 0. Por la propiedad universal del núcleo, se tiene que existe un único morfismo
φ : coKer k → Ker q tal que d ◦ φ = h.

□
La demostración del siguiente resultado es un ejercicio.

Proposición 6.31. Sea C una categoría Abeliana y f : X → Y un morfismo. Entonces el mor-
fismo φ de la Proposición 6.30 es un isomorfismo. En particular, Ker (coKer f) ' coKer (Ker f).
Entonces el morfismo f puede escribirse como

f = d ◦ c,
donde c es un epimorfismo y d un monomorfismo. □
Corolario 6.32. Un morfismo f : X → Y en una categoría Abeliana es un isomorfismo si y
sólo si es un monomorfismo y epimorfismo.

Demostración. Se asume que f es monomorfismo y epimorfismo. Por la Proposición 6.30 se
sabe que f = d ◦ φ ◦ c. Como f es monomorfismo, entonces c = id . Como f es epimorfismo,
d = id . Por lo tanto, f = φ y, por la Proposición 6.31, f es un isomorfismo. □

6.2. Sucesiones exactas, funtores exactos.

Definición 6.33. Sea C una categoría aditiva y f : X → Y un morfismo. Se define la imagen
y la coimagen de f como Imf = Ker (coKer f) y coImf = coKer (Ker f), respectivamente.

Ejercicio 6.34. En una categoría abeliana, un morfismo f : X → Y es un epimorfismo si y
sólo si Imf = Y .

Sea C una categoría aditiva y f : X → Y , g : Y → Z morfismos en C. Se dice que la sucesión

(S) X
f−−→ Y

g−−→ Z

es exacta en Y si Imf ' Ker g como subobjetos de Y .



60 BORTOLUSSI, MOMBELLI, PRIOLETTA

Se dice que la sucesión (S) se escinde si existe un morfismo ι : Z → Y tal que g ◦ ι = id Z .
Una sucesión exacta corta es una sucesión

0 −→ X
f−−→ Z

g−−→ Y −→ 0.

que es exacta en X,Y y Z. En este caso particular f es un monomorfismo y g un epimorfismo.

Ejercicio 6.35. Sean X1, X2 objetos en C y (X1⊕X2, p1, p2, i1, i2) una suma directa. La sucesión

0 −→ X1
i1−−→ X1 ⊕X2

p2−−→ X2 −→ 0

es exacta y se escinde.

Definición 6.36. Sean C,D categorías abelianas. Un funtor F : C → D aditivo se dice exacto
a izquierda si para toda sucesión exacta 0→ X

f−→ Y
g−→ Z, la sucesión

0→ F (X)
F (f)−−→ F (Y )

F (g)−−→ F (Z),

es exacta. Análogamente es exacto a derecha si la sucesión

F (X)
F (f)−−→ F (Y )

F (g)−−→ F (Z)→ 0,

es exacta. F se dice exacto si es exacto a izquierda y a derecha.

Observar que un funtor exacto a izquierda preserva monomorfismos y uno exacto a derecha
preserva epimorfismos.

Ejercicio 6.37. Sean C,D categorías abelianas y F : C → D un funtor aditivo. Probar que
F es exacto a izquierda si y solo si para todo f : X → Y, KerF (f) ' F (Ker f). Enunciar y
demostrar un resultado análogo para funtores exactos a derecha.

Definición 6.38. Sean C,D categorías aditivas. Se denotará por Rex (C,D) y Lex (C,D) a
las subcategorías plenas de Fun(C,D) que consisten de funtores aditivos exactos a derecha y,
respectivamente, exactos a izquierda.

Ejercicio 6.39. Si C,D son categorías aditivas y F,G : C → D son dos funtores exactos (a
derecha, izquierda respectivamente) entonces F ⊕G : C → D, (F ⊕G)(X) = F (X)⊕G(X) es
exacto (a derecha, izquierda respectivamente).

Ejercicio 6.40. Sea C una categoría abeliana. Demostrar que para todo X ∈ C el funtor
HomC(X,−) : C → Ab es exacto a izquierda.

Ejercicio 6.41. Sean C,D categorías abelianas, F : C → D un funtor exacto y tal que si X ∈ C
es un objeto no nulo, entonces F (X) es no nulo. Demostrar que F es fiel.

Con la ayuda de mónadas sobre categorías se pueden construir nuevos ejemplos de categorías
abelianas.

Proposición 6.42. Sea C una categoría abeliana y sea T : C → C una mónada tal que como
funtor es aditivo y exacto a derecha. Entonces la categoría CT es abeliana.
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Demostración. Describimos brevemente la estructura aditiva de CT . El objeto cero es 0 ∈ C con
el morfismo cero asociado. Como T es aditivo, por Ejercicio 6.22 existen isomorfismos ϕX,Y :
T (X⊕Y ) ' T (X)⊕T (Y ) para todos X,Y ∈ C. Entonces definimos (X, r)⊕(Y, t) = (X⊕Y, s).
s resulta la composición s = (r ⊕ t)ϕX,Y : T (X ⊕ Y ) → X ⊕ Y , la cual da una estructura de
T -módulo a X ⊕ Y .
No es difícil ver que la categoría CT admite núcleos. Veamos que existen los conúcleos. Dado
f : (X, r) → (Y, t), tenemos que T (coKer f) = coKerT (f) en C, por exactitud a derecha de
T . Podemos elegir a T (p) : T (Y ) → T (coKer f) como morfismo con propiedad universal de
conúcleo. Notar que

p ◦ t ◦ T (f) = p ◦ f ◦ r = 0.

Por definición de conúcleo para T (f), existe β : T (coKer f)→ coKer f tal que β ◦ T (p) = p ◦ t.
Esta ecuación dice que β es un morfismo en CT si probamos que (coKer f, β) ∈ CT . Notamos
que

(β ◦ T (β)) ◦ T 2(p) = β ◦ T (p) ◦ T (t) = p ◦ t ◦ T (t) = p ◦ t ◦ µY ,
donde aplicamos dos veces la definición de β y la condición de T -módulo para Y . Por otro lado,

β ◦ µcoKer f ◦ T
2(p) = β ◦ T (p) ◦ µY = p ◦ t ◦ µY ,

usamos naturalidad de µ y definición de β. Como T preserva epimorfismos, T 2(p) es epimorfismo
y en particular cancelable a derecha. Luego (coKer f, β) ∈ CT .
Por último, si q : (Y, t) → (E, l) es un morfismo con q ◦ f = 0, existe único v : Q → E con
q = v◦p. Resta probar que v ∈ CT . Esto se sigue de la siguiente cuenta donde post-componemos
con T (p) (el cual es epimorfismo):

l ◦ T (v) ◦ T (p) = l ◦ T (q) = q ◦ t = v ◦ p ◦ t = v ◦ β ◦ T (p).
□

Proposición 6.43. Sean C,D categorías abelianas y F : C → D, G : D → C funtores aditivos
tales que (F,G) es una adjunción. Entonces F es exacto a derecha y G es exacto a izquierda.

Demostración. Por el Ejercicio 6.37, basta probar que G preserva núcleos y sumas directas. Sea
f : X → Y un morfismo en C con núcleo Ker f = k : K → X, y veamos Ker (G(f)) ' G(Ker f).

Sean c : F ◦ G → Id D, u : Id C → G ◦ F la counidad y unidad de la adjunción (F,G). Ver
Teorema 2.21 . Sea h : B → G(X) un morfismo tal que G(f)h = 0. Se denota por ĥ = cXF (h).
Entonces

fĥ = fcXF (h) = cY F (G(f))F (h) = cY F (G(f)h) = 0.

La segunda igualdad se debe a la naturalidad de c. Por lo tanto, como k es el núcleo de f , existe
un morfismo β : F (B)→ K tal que ĥ = kβ. Se define α = G(β)uB. Entonces se tiene que

G(k)α = G(k)G(β)uB = G(ĥ)uB = G(cX)G(F (h))uB = G(cX)uG(X)h = h.

La tercera igualdad se debe a la definición de ĥ, la cuarta a la naturalidad de u y la última
igualdad se debe a (2.3). La demostración de que G preserva sumas directas es similar. □
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Como toda equivalencia de categorías posee adjunto a izquierda y derecha, el siguiente re-
sultado es consecuencia inmediata de la Proposición anterior.

Corolario 6.44. Todo funtor que es una equivalencia de categorías es exacto. □
Proposición 6.45. Sean C,D categorías abelianas y G : D → C un funtor aditivo exacto a
izquierda. Entonces G preserva límites finitos. Si además G preserva productos de forma J
entonces G preserva límites de forma J . □

Introducimos el grupo de Grothendieck de una categoría aditiva C.

Definición 6.46. Sea C una categoría aditiva. Se denota por F (C) el grupo abeliano libre
generado por las clases de isomorfismo de objetos de C. Si X es un objeto, se va a denotar
por [X] a su clase de isomorfismo. El subgrupo R(C) de F (C) es el subgrupo generado por los
elementos [Z]− [X]− [Y ] cada vez que existe una sucesión exacta

0 −→ X −→ Z −→ Y −→ 0.

Se define el grupo de Grothendieck G0(C) como el cociente F (C)/R(C). La clase de un objeto [X]
en G0(C) se denotará 〈X〉. En particular, para todo X,Y ∈ C se tiene que 〈X⊕Y 〉 = 〈X〉+〈Y 〉
en G0(C).

Resulta que el grupo de Grothendieck es un invariante de categorías, es decir que no depende
de la clase de equivalencia de la categoría en cuestión.

Lema 6.47. Sean C,D categorías aditivas y F : C → D un funtor. Entonces:
1. F es exacto si y sólo si para toda sucesión exacta corta

0 −→ X
f−−→ Y

g−−→ Z −→ 0

la sucesión
0 −→ F (X)

F (f)−−−−→ F (Y )
F (g)−−−−→ F (Z) −→ 0

es exacta.
2. Si F es exacto, entonces induce un homomorfismo de grupos abelianos [F ] : G0(C) →
G0(D).

Demostración. La primera parte del Lema sigue inmediatamente de la definición de funtor
exacto. Se define [F ] : G0(C) → G0(D) por [F ](〈X〉) = 〈F (X)〉 para todo X ∈ C. La buena
definición de [F ] se deduce del primer enunciado del Lema.

□
Ejercicio 6.48. Sea C una categoría aditiva. El funtor representación H : Cop → Fun(C, Ab),
H(X)(Y ) = HomC(X,Y ), es exacto a izquierda. (Notar que una sucesión exacta a izquierda en
Cop es una sucesión exacta a derecha en C).

Proposición 6.49. Sea C una categoría abeliana. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. P ∈ Ob(C) es un objeto proyectivo.
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2. Toda sucesión exacta
0 −→ X

f−−→ Y
g−−→ P −→ 0

se escinde.
3. El funtor HomC(P,−) : C → Ab es exacto. □

La demostración de este resultado es similar a la demostración para categorías de módulos
sobre un anillo, por lo cual queda como ejercicio.
Proposición 6.50. Sea C una categoría abeliana. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Q ∈ Ob(C) es un objeto inyectivo.
2. Toda sucesión exacta

0 −→ Q
f−−→ X

g−−→ Y −→ 0

se escinde.
3. El funtor HomC(−, Q) : C → Ab es exacto. □

La siguiente Proposición fue tomada de [19].
Proposición 6.51. Sean F,G : A → B funtores aditivos entre categorías abelianas. Sea Proj(A)
la subcategoría plena de objetos proyectivos de A. Si A tiene suficientes proyectivos y F es exacto
a derecha, entonces toda transformación natural {αP : F (P ) → G(P )}P∈Proj(A) se extiende de
forma única a una transformación natural α : F → G.
Demostración. Sea X ∈ A y p : P → X un epimorfismo, donde P es proyectivo. Como A es
abeliana, p = coKer (Ker (p)). Sea q : Q→ Ker p un epimorfismo. Es inmediato comprobar que
p = coKer (ιq), donde ι : Ker p→ P . Notar que

G(p)αPF (ιq) = G(p)G(ιq)αQ = G(0)G(q)αQ = 0.

Como F es exacto a derecha, coKerF (ιq) = F (coKer ιq) = F (p), luego existe αX : F (X) →
G(X) tal que αXF (p) = G(p)αP . Veamos que no depende del epimorfismo elegido. Sea p′ :
P ′ → X otro epimorfismo y α′

X : F (X) → G(X) el morfismo inducido. Como P es proyectivo
y p′ es epimorfismo, existe s : P → P ′ tal que p = p′ ◦ s. Calculamos ahora

α′
XF (p) = αXF (p

′)F (s) = G(p′)αP ′F (s) = G(p′)G(s)αP = G(p)αP = αXF (p).

Cancelando F (p) (que es epimorfismo por exactitud a derecha de F ) obtenemos αX = α′
X .

Notar que esto prueba además que α se extiende de manera única.
Resta probar que α es natural. Sea f : X → Y un morfismo y αX , αY inducidos por p : P →
X, q : Q→ Y respectivamente. Por proyectividad de P , existe un morfismo l : P → Q que hace
que el diagrama

P

f◦p
��

l

����
��
��
��

Q q
// Y // 0,
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es conmutativo. Es suficiente ahora calcular

[αY F (f)]F (p) = αY F (q)F (l) = G(q)αQF (l) = G(q)G(l)αP = G(f)G(p)αP = [G(f)αX ]F (p).

Cancelando el epimorfismo F (p), obtenemos el axioma de naturalidad. □

El siguiente resultado será útil más adelante.

Proposición 6.52. Sean C,D categorías abelianas. Sea (F,U) : C → D una adjunción de
funtores aditivos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El funtor U es fiel;
(ii) Si c : F ◦U → Id es la counidad de la adjunción, se verifica que cX es epimorfismo para

todo X ∈ D.
Si además de cumplir con alguna condición de las anteriores el funtor U es exacto, entonces U
refleja isomorfismos.

Demostración. Se va a probar que (ii) ⇒ (i). Sea f : X → Y un morfismo en D tal que
U(f) = 0. La naturalidad de c implica que el diagrama

F (U(X))

F (U(f))

��

cX // X

f

��
F (U(Y ))

cY // X

es conmutativo. Por lo tanto, f ◦ cX = 0. Como cX es un epimorfismo, entonces f = 0.
Ahora se va a probar que (i) ⇒ (ii). Sea X ∈ D y sea q = coKer (cX) : X → Q. Se quiere

ver que q = 0. Como q ◦ cX = 0, entonces U(q) ◦ U(cX) = 0. Sea u : Id → U ◦ F la unidad de
la adjunción. Por (2.3) se tiene que

id U(X) = U(cX)uU(X).

Por lo tanto, U(q)U(cX)uU(X) = U(q) = 0. Como U es fiel, entonces q = 0.
Ahora se asumirá que ambas condiciones (i), (ii) se satisfacen y que el funtor U es exacto.

Sea f : X → Y un morfismo tal que U(f) es un isomorfismo. Sean k = Ker (f) : K → X y
q = coKer (f) : Y → Q el núcleo y conúcleo, respectivamente. Se va a ver que k = 0 y que
q = 0. Como U(f) es un isomorfismo, entonces

0 = KerU(f) = U(k).

La segunda igualdad se debe a que U es exacto. Análogamente, se tiene que U(q) = 0. Como
U es fiel, entonces k = 0 y q = 0. □

Proposición 6.53. Sea C una categoría abeliana y sea (T, µ, u) : C → C una mónada tal que
como funtor es aditivo y exacto a derecha. Entonces el funtor de olvido U : CT → C es un funtor
exacto y fiel.
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Demostración. Sean (M, s), (N, t) objetos en CT y sea f : (M, s)→ (N, t) un morfismo en CT .
Sea k = ker f : (K, r)→ (M, s) el núcleo de f . Se va a demostrar que k : K → M es el núcleo
de f en C. Claramente f ◦ k = 0. Sea q : Q→M un morfismo en C tal que f ◦ q = 0. Se puede
demostrar que

s ◦ T (q) : (T (Q), µQ)→ (M, s)

es un morfismo en CT . Además,
f ◦ s ◦ T (q) = t ◦ T (f) ◦ T (q) = 0.

La primera igualdad se debe a que f es un morfismo en CT . Como k es el núcleo de f en CT ,
existe un morfismo g : T (Q) → K tal que k ◦ g = s ◦ T (q). Se define h = g ◦ uQ : Q → K.
Entonces

k ◦ h = k ◦ g ◦ uQ = s ◦ T (q) ◦ uQ = s ◦ uM ◦ q = q.

La tercera igualdad se debe a la naturalidad de u y la cuarta es (5.4). Así U(ker f) = kerU(f).
Como el conúcleo de un morfismo en CT se construye, en la Proposición 6.42, usando el

conúcleo de C, entonces U preserva conúcleos también. □
El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 5.16 de monadicidad de Beck.

Proposición 6.54. Sea (F,G) : C → D una adjunción tal que G es exacto a derecha y fiel,
entonces la adjunción (F,G) es mónadica. □
6.3. La longitud de un objeto. Sea C una categoría Abeliana.

Definición 6.55. Sea X un objeto de C.
• Una filtración finita de X es una sucesión de subobjetos

0 = Xn ⊆ Xn−1 ⊆ · · · ⊆ X1 ⊆ X0 = X.

• Una serie de composición de X es una filtración finita de X
0 = Xn ⊆ Xn−1 ⊆ · · · ⊆ X1 ⊆ X0 = X

tal que los objetos Xi/Xi+1 son simples para todo i = 0, . . . , n− 1. Ver Definición 6.17 para la
definición de cociente. Los objetos simples Xi/Xi+1 se llaman los factores de composición de X.
Si S es un objeto simple, la multiplicidad de S en X es la cantidad de i tal que S ' Xi/Xi+1.
Se denotará a ese número por [X : S].

La demostración de la siguiente proposición queda como ejercicio para el lector.

Proposición 6.56. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. El objeto X posee una serie de composición

0 = X0 ⊆ X1 ⊆ · · · ⊆ Xn−1 ⊆ Xn = X.

2. Existe un número natural n tal que para cualquier sucesión 0 = Xm ⊂ Xm−1 ⊂ · · · ⊂
X1 ⊂ X0 = X se tiene que m ≤ n. Es decir, X es artiniano.

3. Cualquier sucesión decreciente · · · ⊂ Xn−1 ⊂ · · · ⊂ X1 ⊂ X0 = X y creciente X ⊆ X1 ⊆
X2 ⊆ . . . se estabiliza. Es decir, X es noetheriano. □
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Definición 6.57. Si cualquiera de las condiciones de la proposición anterior se satisface, se
dice que X es de longitud finita y n es su longitud.

Teorema 6.58. (Teorema de Jordan-Hölder) Sea X un objeto de longitud finita. Cualquier
filtración finita de X puede ser extendida a una serie de composición. Dos series de composición
tienen a un objeto simple dado con la misma multiplicidad. □
Proposición 6.59. Sea C una categoría Abeliana donde todo objeto es de longitud finita. Sea
S el conjunto de clases de isomorfismo de objetos simples. Entonces el grupo de Grothendieck
G0(C) es el grupo libre generado por S.
Demostración. Para todo objeto simple S se denota por 1S al elemento del grupo libre ZS que
tiene un 1 en la componente S y 0 en las demás. Se define φ : ZS → G0(C) y ψ : G0(C) → ZS

como sigue. Para cada objeto simple S

φ(1S) =< S >, ψ(< M >) =
∑
S∈S

[M : S]1S.

Observar que se puede definir el entero [M : S] ya que todo objeto tiene longitud finita. El
morfismo ψ es aditivo y claramente φ es suryectivo. Se puede observar que ψ◦φ = id evaluando
en 1S para objetos simples S. Esto demuestra que φ es inyectiva. □

La demostración del siguiente resultado queda como ejercicio.

Proposición 6.60. Sean C,D categorías abelianas, U : C → D un funtor que preserva mo-
nomorfismos y refleja isomorfismos. Si todo objeto en D es de longitud finita, entonces todo
objeto en C es de longitud finita. □
6.4. Ejercicios.

1. Si X no es un objeto nulo en una categoría aditiva, entonces idX 6= 0XX
2. Sean C,D categorías abelianas y F : C → D un funtor aditivo. Demostrar que si F es fiel

entonces F refleja sucesiones exactas.
3. Si C es una categoría abeliana y X ∈ C es un objeto de longitud finita, entonces la

cantidad de clases de isomorfismos de objetos simples S que son subobjetos de X es
finita.

4. Si X,Y son objetos en una categoría aditiva y se tiene un monomorfismo ι : Y → X.
Demostrar que si ι = 0 entonces Y = 0.

5. Sean F : C → D, G : D → C funtores aditivos tales que existen isomorfismos naturales
F ◦G ' Id , G ◦ F ' Id . Entonces F y G son exactos

6. Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Demostrar que para todo V ∈ Rep (kG) los funtores
−⊗kV, V⊗k− : Rep (kG)→ Rep (kG),

son exactos. El mismo resultado sigue válido si reemplazamos kG por un álgebra de Hopf
H de dimensión finita.

7. Sean R,S anillos con unidad, y sea M un (R,S)-bimódulo. Demostrar que el funtor
M⊗S− : SMod→ RMod
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es exacto a derecha.
8. Demostrar que todo funtor exacto a derecha o izquierda es aditivo.
9. Demostrar que la categoría de grupos Grp no es Abeliana con los núcleos y conúcleos

usuales.

7. Los teoremas de Eilenberg-Watts

En esta sección se recordarán los resultados de Eilenberg y Watts, en los cuales describen
ciertos funtores entre categorías de módulos. Ver [10], [36]. Una buena referencia es también el
trabajo [18].

Teorema 7.1. Sean A,B anillos. Sea F : AMod → BMod un funtor exacto a derecha que
preserva sumas directas (de índices arbitrarios). Entonces F (A) es un (B,A)-bimódulo y existe
un isomorfismo natural

F ' F (A)⊗A − .

Demostración. Si M ∈ AMod y m ∈M , se denota por
rMm : A→M, rMm (a) = a ·m.

El morfismo rMm pertenece a la categoría AMod. Entonces F (rMm ) : F (A) → F (M). Utilizando
estos morfismos se puede definir una acción a derecha de A sobre F (A) como sigue:

x / a := F (rAa )(x),

para todo x ∈ F (A), a ∈ A. Como rAab = rAb ◦ rAa entonces / define una acción. Se puede
comprobar además que F (A) es un (B,A)-bimódulo.

Por otro lado, se puede comprobar que las funciones
F (A)×M → F (M), (x,m) 7→ F (rMm )(x),

son A-bilineales y, por lo tanto, determinan un morfismo
ψM : F (A)⊗AM → F (M).

No es difícil verificar que ψM son transformaciones naturales. Se va mostrar que son isomor-
fismos. Como ψA es un isomorfismo, entonces, como F preserva sumas directas, ψL es un
isomorfismo para todo A-módulo libre L. Aquí se está usando que F preserva sumas directas.
Ahora sea M un A-módulo arbitrario. Entonces existe una sucesión exacta corta

0→ R→ L→M → 0

donde L es un A-módulo libre. Como el funtor F es exacto a derecha y F (A)⊗A− también es
exacto a derecha, se tienen dos sucesiones exactas cortas

F (A)⊗AR F (A)⊗AL F (A)⊗AM 0

F (R) F (L) F (M) 0.

ψR ψL ψM
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Como ψL es un isomorfismo entonces ψM es un epimorfismo. Rastreando a través del diagrama
y usando que ψR es un epimorfismo sigue que ψM es un monomorfismo. □

El siguiente resultado se deduce de la demostración del teorema anterior.

Corolario 7.2. Sean k un cuerpo y A,B k-álgebras de dimensión finita. Sea F : Amod →
Bmod un funtor aditivo k-lineal exacto a derecha. Entonces F (A) es un (B,A)-bimódulo y
existe un isomorfismo natural

F ' F (A)⊗A − .
□

Existe una versión dual del teorema anterior. Para su demostración ver [36].

Teorema 7.3. Sean A,B anillos. Sea F : ModA → ModB un funtor exacto a izquierda que
preserva productos directos (de índices arbitrarios). Entonces existe un (B,A)-bimódulo X y
existe un isomorfismo natural

F ' HomA(X,−).
□

Ejercicio 7.4. Sean A,B k-álgebras de dimensión finita. Demostrar que existe una equivalencia
de categorías

Rex (Amod , Bmod ) ' Bmod A.

8. Categorías Abelianas k-lineales finitas

Definición 8.1. Sea k un cuerpo. Una categoría abeliana C se dice k-lineal si HomC(X,Y ) es
un k-espacio vectorial para todo par de objetos X,Y y la composición es k-bilineal.

Una categoría Abeliana k-lineal C se dice finita si
(a) Todo objeto de C posee longitud finita;
(b) dimk(HomC(X,Y )) <∞ para todo X,Y ∈ C;
(c) todo objeto simple de C posee cubrimiento proyectivo;
(d) la cantidad de clases de isomorfismos de objetos simples es finita.

Definición 8.2. Si C,D son categorías abelianas k-lineales, se dice que un funtor F : C → D es
k-lineal si es aditivo y para todoX,Y ∈ C, los morfismos F : HomC(X,Y )→ HomD(F (X), F (Y ))
son transformaciones lineales.

Ejemplo 8.3. Si k es un cuerpo. La categoría vect k de k-espacios vectoriales de dimensión
finita es finita.

Lema 8.4. Sea C una categoría abeliana k-lineal finita. Sean {Si} un conjunto finito de clases
de isomorfismos de objetos simples y Pi sus cubrimientos proyectivos. Si se define P = ⊕iPi,
entonces el funtor

HomC(P,−) : C → vect k,

es exacto y fiel.
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Demostración. Como P es proyectivo, entonces HomC(P,−) es exacto. Se va a ver por induc-
ción en la longitud de Y que si Y 6= 0 entonces HomC(P, Y ) 6= 0. Si Y es simple entonces
HomC(P, Y ) 6= 0. Si Y no es simple, entonces existe una sucesión exacta corta

0→ X → Y → S → 0,

donde S es simple y la longitud de X es estrictamente menor a la longitud de Y . Luego, se
tiene una sucesión exacta corta

0→ HomC(P,X)→ HomC(P, Y )→ HomC(P, S)→ 0.

Por inducción, HomC(P,X) 6= 0 y como HomC(P, S) 6= 0 se debe cumplir que HomC(P, Y ) 6=
0. □
Teorema 8.5. Sea R un anillo con unidad, y M ∈ RMod. Entonces HomR(P,−) : RMod→ Ab
preserva límites finitos. Más aún, si M es finitamente generado, entonces HomR(M,−) preserva
límites pequeños.

Demostración. Como HomR(P,−) es exacto a izquierda, preserva productos finitos y ecualiza-
dores, luego preserva límites finitos.
Para la segunda parte, probamos el caso donde M es finitamente presentado. Sea
(8.1) Rq −→ Rn −→M −→ 0,

una sucesión exacta, con n, q ∈ N (existe pues M es finitamente presentado).
Recordemos que para m ∈ N, A ∈ RMod, vale que HomR(R

m, A) ' Πm
i=1A := Am como gru-

pos abelianos. Usemos esto para ver que HomR(R
m,−)preserva límites: sabemos que preserva

ecualizadores, y si (Mj)j∈J es un conjunto posiblemente infinito de R-módulos, entonces

HomR(R
m,

∏
j∈J

Mj) '
(∏
j∈J

Mj

)m '∏
j∈J

Mm
j '

∏
j∈J

HomR(R
m,Mj).

En particular vale para m = q,m = n. Sea ahora I una categoría pequeña y F : I →
RMod un funtor que admite límite. Por definición de límite, tenemos un mapa canónico ϕ :
HomR(P, lim←−F (i)) → lim←−HomR(P, F (i)). Aplicando HomR(−, lim−→F (i)) a la sucesión exacta
dada en 8.1, obtenemos un diagrama conmutativo

HomR(P, lim←−F (i))
//

φ

��

HomR(R
n, lim←−F (i))

//

'
��

HomR(R
q, lim←−F (i))

//

'
��

0

��
lim←−HomR(P, F (i)) // lim←−HomR(R

n, F (i)) // lim←−HomR(R
q, F (i)) // 0,

con filas exactas. Como todos los morfismos verticales (salvo ϕ) son isomorfismos, por el Lema
de los 4, ϕ es un isomorfismo. □
Proposición 8.6. Sean C,D categorías abelianas k-lineales. Sea (F,U) : C → D una adjunción,
donde los funtores F,U son aditivos k-lineales. Asumir que U es exacto y fiel. Si C es una
categoría finita, entonces D también es finita.
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Demostración. Como el funtor U es fiel, los espacios vectoriales HomD(X,Y ) son subespacios
de HomC(U(X), U(Y )), que son de dimensión finita. Como además U es exacto, por la Propo-
sición 6.52 se sabe que U refleja isomorfismos. Por lo tanto, U preserva cadenas estrictamente
decrecientes de subobjetos, ver Ejercicio 6.60. Luego, todo objeto en D es de longitud finita.
Se probará que D posee suficientes proyectivos. Sea X ∈ D y P ∈ C un objeto proyectivo con
un epimorfismo p : P ↠ U(X). Como F es adjunto a izquierda, por la Proposición 6.43 F
preserva epimorfismos. Como U es fiel, por la Proposición 6.52 resulta que si e : F ◦U → Id es
la counidad de la adjunción, entonces eX es un epimorfismo. Luego, la composición

F (P )
F (p)−−→ F (U(X))

eX−→ X

es un epimorfismo. Además,
HomC(P,U(−)) ' HomD(F (P ),−)

es exacto. Por lo tanto, F (P ) es proyectivo. Así D posee suficientes proyectivos.
Falta demostrar que D posee una cantidad finita de clases de isomorfismos de objetos simples.

Sea {Si}ni=1 un conjunto de representantes de clases de isomorfismos de objetos simples de C.
Se define W = ⊕ni=1Si.

Se afirma que para todo objeto no nulo X ∈ D existe un morfismo no nulo F (W )→ X. En
efecto, como X 6= 0, entonces U(X) 6= 0. Luego, existe un objeto simple S que es un subobjeto
de U(X), es decir un monomorfismo ι : S → U(X). Sea f : F (S) → X el morfismo que
corresponde bajo el isomorfismo

HomC(S, U(X)) ' HomD(F (S), X).

Es decir que ι = U(f)ηS, donde η : Id → U ◦ F es la unidad de la adjunción. Como ι 6= 0
entonces f 6= 0. Basta definir entonces fF (πS) : F (W )→ X, el cual es nuevamente no nulo ya
que F (πS) es un epimorfismo.

Si T ∈ D es simple, entonces, por lo anterior, existe un morfismo no nulo F (W ) → T . Esto
dice que todo objeto simple de D aparece como factor de composición de F (W ). Como F (W )
tiene longitud finita, entonces posee una cantidad finita de factores de composición. □

El siguiente resultado es una consecuencia de la Proposición anterior.

Corolario 8.7. Sea C una categoría abeliana k-lineal finita y sea T : C → C una mónada tal
que como funtor es aditivo k-lineal exacto a derecha. Entonces la categoría de T -módulos CT es
una categoría abeliana k-lineal finita.

Demostración. Sigue de la Proposición 6.53 usando la Proposición 8.6. □

Corolario 8.8. Sea A una k-álgebra de dimensión finita, entonces la categoría Amod de
representaciones de A de dimensión finita es una categoría abeliana k-lineal finita.

Demostración. El funtor TA : vect k → vect k dado por TA(V ) = A⊗kV es una mónada. Por el
Corolario anterior la categoría (vect k)

TA ' Amod es finita. □



CATEGORÍAS ABELIANAS k-LINEALES FINITAS 71

8.1. Adjunciones y representabilidad de funtores lineales en categorías finitas.
Muchas de las demostraciones de esta Sección han sido tomadas de [8]. Se comenzará con una
definición un poco técnica, pero que será de utilidad.

Definición 8.9. Se dice que un funtor G : D → C satistisface la solución conjuntista si: para
todo objeto C ∈ C existe un conjunto finito I y una colección de morfismos fi : C → G(Di) en
D tal que, todo morfismo h : C → G(D) puede ser escrito como la composición h = G(t) ◦ fi
para algún i ∈ I y algún t : Di → D.

Lema 8.10. Sean C,D categorías abelianas k-lineales y F : C → D, G : D → C funtores tales
que (F,G) es una adjunción. Si G es aditivo entonces F es aditivo. Si G es k-lineal entonces
F es k-lineal.

Teorema 8.11. Sean C,D categorías abelianas k-lineales finitas, y sea G : D → C un funtor
k-lineal. Son equivalentes:

(i) G es exacto a izquierda;
(ii) G es exacto a izquierda y satisface la solución conjuntista;
(iii) G posee un funtor adjunto a izquierda k-lineal.

Demostración. La implicación (iii) ⇒ (i) fue demostrada en la Proposición 6.43.
Se probará que (i) ⇒ (ii). Como, para todo X ∈ C, el funtor de olvido U : (X ↓ G) → D

preserva monomorfismos y refleja isomorfismos, por el Ejercicio 6.60 se sabe que todo objeto
de la categoría (X ↓ G) es de longitud finita. En particular, para todo objeto (f, Y ) ∈ (X ↓ G)
existe un objeto simple contenido en (f, Y ).

Sea SX = {(fi, Yi)} el conjunto de clases de isomorfismo de objetos simples de (X ↓ G). Si SX
es un conjunto finito, entonces este conjunto puede utilzarse para que G satisfaga la solución
conjuntista.

Sea J el conjunto de clases de isomorfismos de objetos simples de D y sea Q = ⊕S∈JS. Como
el espacio vectorial HomC(X,G(Q)) es de dimensión finita, se va a elegir una base {el}l∈L. Se
define entonces

D = ⊕l∈L(el, Q)⊕ (0, Q) ∈ (X ↓ G).
Para demostrar que (X ↓ G) posee una cantidad finita de clases de isomorfismos de objetos

simples, se demostrará que todo objeto de SX se incluye en D. Sea (f, Y ) ∈ SX . Si f = 0
entonces necesariamente Y es simple y, por lo tanto, (f, Y ) se incluye en (0, Q). Se asume
entonces que f 6= 0. Se tiene la composición

(8.2) γ : HomD(Y,Q)
G−→ HomD(G(Y ), G(Q))

α 7→α◦f−−−−→ HomD(X,G(Q)).

Sea κ : Y → Q un morfismo en el núcleo de esta composición. Es decir que G(κ) ◦ f = 0. Sea
h : K → Y el núcleo de κ. Como G es exacto a izquierda, se tiene que KerG(κ) = G(h). Luego,
como G(κ) ◦ f = 0, debe existir un morfismo d : X → G(K) tal que f = G(h) ◦ d. Esto dice
que h : (d,K) → (f, Y ) es un morfismo en (X ↓ G) que es un monomorfismo. Como (f, Y ) es
simple, entonces K = 0 o h es un isomorfismo. Si K = 0 entonces κ es un monomorfismo y,
por lo tanto, G(κ) también es un monomorfismo. Como G(κ) ◦ f = 0, entonces f = 0. Luego,
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la única opción es que h sea un isomorfismo y entonces κ = 0. Es decir que se ha demostrado
que si f 6= 0, la composición γ presentada en (8.2) es un morfismo inyectivo.

Ahora se probará que (ii) ⇒ (iii). Usando el Lema 8.10, basta con demostrar que G posee
un adjunto a izquierda. Utilizando la Proposición 2.26, alcanza con demostrar que para todo
X ∈ C la categoría coma (X ↓ G) posee un objeto inicial. Como D posee ecualizadores y
productos finitos, entonces por el Teorema 3.16, C posee límites pequeños. Como G es exacto
a izquierda, entonces preserva límites finitos, ver Proposición 6.45. Se sigue entonces de la
Proposición 3.24 que la categoría coma (X ↓ G) posee límites pequeños y que el funtor de
olvido U : (X ↓ G) → D crea límites finitos. Luego, se deduce que (X ↓ G) posee límites
finitos.

Como G satisface la solución conjuntista, existe un conjunto finito I y una colección de
morfismos fi : X → G(Ci), i ∈ I que satisfacen las condiciones de la Definición 8.9. Los
morfismos fi son objetos en la categoría coma (X ↓ G), entonces se puede considerar el producto
de ellos

Πi∈Ifi : X → Πi∈IG(Ci) ' G(Πi∈ICi).

Definimos W = (Πifi,Πi∈ICi). Como los espacios Hom en (X ↓ G) son espacios vectoriales
de dimensión finita y (X ↓ G) posee límites finitos, podemos tomar el ecualizador h de los
elementos de una base de Hom(X↓G)(W,W ), y este ecualiza a cualquier par de ellos. Se denota
a dicho morfismo por

h : (e, Y )→ (W,Πi∈ICi),

(e, Y ) ∈ (X ↓ G). Se demostrará que (e, Y ) es un objeto inicial en (X ↓ G).
Sea (φ, Z) ∈ (X ↓ G) un objeto arbitrario. Como φ : X → G(Z) y se satisface la solución

conjuntista, debe existir un j ∈ I y un morfismo t : Cj → Z tal que
φ = G(t) ◦ fj.

Se tiene entonces una composición de morfismos, que se denotará por α:

α : Y
h−−→ Πi∈ICi

pj−−→ Cj
t−→ Z,

donde pj es la proyección canónica. Además,
G(α) ◦ e = G(t) ◦G(pj) ◦G(h) ◦ e = G(t) ◦G(pj) ◦ Πi∈Ifi = G(t) ◦ fj = φ.

Observar que aquí se esta usando que G es aditivo y, por lo tanto, los morfismos G(pi) son las
proyecciones canónicas de Πi∈IG(Ci). La igualdad anterior implica que α : (e, Y ) → (φ, Z) es
un morfismo en (X ↓ G). La demostración concluye una vez que demostremos que α es único.

Sean β, ω : (e, Y )→ (φ, Z) dos morfismos en (X ↓ G). Sea k : (ξ,K)→ (e, Y ) el ecualizador
de estos dos morfismos. Se sabe que existe porque la categoría coma posee límites pequeños.
Como ξ : X → G(K) y G cumple con la solución conjuntista, entonces existe un l ∈ I y un
morfismo t : Cl → K tal que

ξ = G(t) ◦ fl.
Se afirma que el morfismo

h ◦ k ◦ t ◦ pl : Πi∈ICi → Πi∈ICi
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es un morfismo en (X ↓ G). En efecto,
G(h ◦ k ◦ t ◦ pl) ◦ Πi∈Ifi = G(h) ◦G(k) ◦G(t) ◦ fl

= G(h) ◦G(k) ◦ ξ = G(h) ◦ e = Πi∈Ifi.

La tercera y cuarta igualdades se deben a que k y h son morfismos en (X ↓ G). Como h es el
ecualizador de todos los endomorfismos en (X ↓ G) del objeto (W,Πi∈ICi) se debe cumplir que

(h ◦ k ◦ t ◦ pl) ◦ h = h ◦ id Y .

Como h es un monomorfismo, se debe cumplir que
k ◦ (t ◦ pl ◦ h) = id Y .

Esto dice que k posee un inverso a derecha y, por lo tanto, es un epimorfismo. Como k es un
ecualizador debe ser también un monomorfismo y, por lo tanto, un isomorfismo. Así β = ω, lo
cual concluye la demostración del teorema. □
Observación 8.12. En el Teorema 8.11 ambas categorías C y D son abelianas k-lineales finitas.
Sin embargo, no todas las hipótesis han sido utilizadas. Por ejemplo, no se ha utilizado que
ambas categorías posean suficientes proyectivos.

En lo que sigue se mostrarán varias consecuencias importantes del resultado anterior.

Corolario 8.13. Sea C una categoría abeliana k-lineal finita y G : Cop → vect k un funtor. Son
equivalentes:

1. G es exacto a izquierda;
2. G es representable.

Demostración. Ya se vió en el Ejercicio 6.40 que si un funtor es representable, es exacto a
izquierda. Recíprocamente, si G es exacto a izquierda entonces, por el Teorema 8.11, G posee
un adjunto a izquierda F : vect k → Cop. Luego, para todo X ∈ C, se tienen isomorfismos

G(X) ' Homk(k, G(X)) ' HomCop(F (k), X) = HomC(X,F (k)).
□

Ejercicio 8.14. Encontrar un contraejemplo (en categorías no finitas) del corolario anterior.

Corolario 8.15. Sean C,D categorías abelianas k-lineales y tal que D es finita. Sea S : Cop×C →
D un funtor aditivo k-lineal. Si el end

∫
X∈C S(X,X) existe, entonces para todo objeto M ∈ D

el end ∫
X∈C

HomD(M,S(X,X))

existe y hay un isomorfismo∫
X∈C

HomD(M,S(X,X)) ' HomD(M,

∫
X∈C

S(X,X)).

Más aún, si
∫
X∈C HomD(M,S(X,X)) existe para todo M , entonces el end

∫
X∈C S(X,X) existe.
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Demostración. Supóngase que
∫
X∈C S(X,X) existe y que tiene transformaciones dinaturales

asociadas
πX :

∫
X∈C

S(X,X)→ S(X,X).

Para todo M ∈ D se define

π̂MX : HomD(M,

∫
X∈C

S(X,X))→ HomD(M,S(X,X)),

π̂MX (f) = πX ◦ f.
No es difícil comprobar que π̂MX son dinaturales para el funtor HomD(M,S(−,−)) : Cop ×
C → vect k. Sea E un espacio vectorial munido de transformaciones dinaturales λMX : E →
HomD(M,S(X,X)). La dinaturalidad en este caso implica que para todo e ∈ E y todo morfismo
f : X → Y en C se satisface

S(idX , f)λ
M
X (e) = S(f, id Y )λ

M
Y (e).

Por la universalidad del end, debe existir un morfismo he :M →
∫
X∈C S(X,X) tal que

πX ◦ he = λMX (e).

Si se define h : E → HomD(M,S(X,X)) por h(e) = he, se ve que el objeto HomD(M,
∫
X∈C S(X,X))

satisface la propiedad universal del end y así∫
X∈C

HomD(M,S(X,X)) ' HomD(M,

∫
X∈C

S(X,X)).

Ahora se va a asumir que el end
∫
X∈C HomD(M,S(X,X)) existe para todo M ∈ D. Se define

el funtor
Φ : Dop → vect k

Φ(M) =

∫
X∈C

HomD(M,S(X,X)).

Se ve que Φ es exacto a izquierda. Notar que los núcleos en Dop son conúcleos en D. Dado
f :M → N morfismo en D se debe demostrar que Φ(coKer f) = KerΦ(f). Se va a denotar

(αf )(X,Y ) : HomD(N,S(X,Y ))→ HomD(M,S(X,Y )),

(αf )(X,Y )(g) = g ◦ f.
Luego, por el Teorema 4.4 (i), existe un morfismo

f̂ : Φ(N)→ Φ(M)

tal que
π̂MX f̂ = (αf )(X,X)π̂

N
X .

Luego Φ(f) = f̂ . Sea q : N → Q un conúcleo de f en D y sea h : K → Φ(N) un morfismo tal
que Φ(f) ◦ h = 0. Luego,

π̂MX ◦ Φ(f) ◦ h = (αf )(X,X) ◦ π̂NX ◦ h = 0.
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Por el Ejercicio 6.40 el Hom(X,−) es exacto a izquierda y, por lo tanto, Kerαf = αq. Luego,
para todo X ∈ C existe un único morfismo lX : K → HomD(Q,S(X,X)) tal que

(αq)(X,X) ◦ lX = π̂NX ◦ h.
La dinaturalidad de π̂NX implica que los morfismos lX son dinaturales. Luego, por la universali-
dad del end, existe un único morfismo t : K → Φ(Q) tal que lX = π̂QX ◦ t. Reuniendo toda esta
información, se tiene que

π̂NX ◦ Φ(q) ◦ t = (αq)(X,X) ◦ π̂QX ◦ t = (αq)(X,X) ◦ lX = π̂NX ◦ h.
Así, Φ(q) ◦ t = h. Se demostró entonces que Φ(q) = KerΦ(f). Luego, el funtor Φ está represen-
tado por un objeto E ∈ D. La comprobación de que E '

∫
X∈C S(X,X) es inmediata pues los

morfismos π̂EX(id E) son dinaturales y satisfacen la propiedad universal del end. □
Existe una versión dual para coends del resultado anterior. La demostración se deja como

ejercicio para el lector.
Ejercicio 8.16. Sean C,D categorías abelianas k-lineales y tal que D es finita. Sea S : Cop×C →
D un funtor aditivo k-lineal. Si el coend

∫ X∈C
S(X,X) existe, entonces para todo objeto M ∈ D

el end ∫
X∈C

HomD(S(X,X),M)

existe y hay un isomorfismo∫
X∈C

HomD(S(X,X),M) ' HomD(

∫ X∈C
S(X,X),M).

Más aún, si
∫
X∈C HomD(S(X,X),M) existe para todo M , entonces el coend

∫ X∈C
S(X,X)

existe.
Corolario 8.17. Sea C una categoría abeliana k-lineal finita. Entonces existe una k-álgebra A
de dimensión finita y una equivalencia de categorías

C ' Amod .
Demostración. Sea {Si} un conjunto de representantes de clases de isomorfismos de objetos
simples y Pi sus cubrimientos proyectivos. Si se define P = ⊕iPi, por el Lema 8.4 se tiene que
el funtor

HomC(P,−) : C → vect k

es exacto y fiel. Por lo tanto, dicho funtor posee un adjunto a izquierda U : vect k → C.
Utilizando el Teorema de monadicidad de Beck, ver Proposición 6.54, resulta que la adjunción
(U ,HomC(P,−)) es monádica. Entonces, si T : vect k → vect k es la mónada asociada, resulta
que

C ' (vect k)
T ,

donde T es exacto a derecha como funtor. Por los resultados de Watts, ver Corolario 7.2, existe
un espacio vectorial A tal que T ' A⊗k−. Se deduce de la estructura de mónada de T que A
posee una estructura de k-álgebra. Luego, C ' Amod . □
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8.2. La acción de vect k sobre cualquier categoría k-lineal finita. Para toda k-álgebra
de dimensión finita A existe una acción de vect k sobre Amod , es decir un funtor

. : vect k × Amod → Amod ,

X . M = X⊗kM,

para todo X ∈ vect k, M ∈ Amod . La estructura de A-módulo sobre X⊗kM es sobre el segundo
tensorando. Esta acción puede ser definida para cualquier categoría abeliana k-lineal finita de
una forma natural.

Proposición 8.18. Sea A una categoría abeliana k-lineal finita. Entonces existe un funtor
. : vect k ×A → A

exacto en cada variable. Tal funtor satisface que, ∀A ∈ A, ∀V,W ∈ vect k, existen isomorfismos
naturales

k . A ' A, (V⊗kW ) . A ' V . (W . A).

Demostración. Sea V ∈ vect k, A ∈ A. El funtor
Homk(V,HomA(A,−)) : A → vect k,

es una composición de los funtores
HomA(A,−) : A → vect k, Homk(V,−) : vect k → vect k.

Como ambos funtores son exactos a izquierda, entonces Homk(V,HomA(A,−)) es exacto a
izquierda; luego es representable. Se va a llamar V . A ∈ A al objeto que representa dicho
funtor, es decir que hay isomorfismos naturales

Homk(V,HomA(A,B)) ' HomA(V . A,B).

□

Ejercicio 8.19. Demostrar que, en efecto, el funtor − .− : vect k ×A → A es exacto en cada
variable.

Lema 8.20. Si C,D son dos categorías abelianas k-lineales finitas y F : C → D es un funtor
aditivo k-lineal exacto a derecha, entonces F respeta la acción de vect k. Es decir que existen
isomorfismos naturales

cV,X : F (V . X)→ V . F (X).

Demostración. En efecto, como F es exacto a derecha, posee un adjunto a derecha G. Luego,
para todo B ∈ D se tiene que:

HomD(V . F (A), B) ' Homk(V,HomD(F (A), B)) ' Homk(V,HomC(A,G(B))) '
' HomC(V . A,G(B)) ' HomD(F (V . A), B).

□
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Ejercicio 8.21. Sea A una categoría abeliana k-lineal finita. Demostrar que existe un funtor
exacto en cada variable

/ : A× vect k → A
tal que existen isomorfismos naturales

γV,M,U : (V . M) / U
'−−→ V . (M / U).

Si B,P son otras categorías abelianas k-lineales finitas y H : A× B → P es un funtor aditivo
k-lineal exacto a derecha en cada variable, entonces, para todo A ∈ A, B ∈ B, V ∈ vect k,
existen isomorfismos naturales

δVA,B : H(A / V,B)
'−→ H(A, V . B).

Además, se verifica que
(8.3) δV⊗kW

A,B = δVA,W▷B δ
W
A◁V,B.

La demostración del siguiente Lema se deja como ejercicio para el lector.
Lema 8.22. Sea C una categoría abeliana k-lineal finita. Si − .− : vect k×C → C es la acción
canónica de vect k en C, entonces la acción de vect k en Cop está dada por

▶ − : vect k × Cop → Cop,
V ▶ X = V ∗ . X.

□
8.3. Funtores en categorías k-lineales finitas. Sean C,D categorías abelianas k-lineakes
finitas. En esta sección se dará una nueva descripción de ciertos funtores y sus adjuntos.
Proposición 8.23. Sea F : C → D un funtor aditivo k-lineal. Existen isomorfismos naturales

F '
∫ X∈C

HomC(X,−) . F (X),(8.4)

F '
∫
X∈C

HomC(−, X)∗ . F (X).(8.5)

Demostración. Tomamos Y ∈ C, D ∈ D, entonces

HomD(

∫ X∈C
HomC(X,Y ) . F (X), D) '

∫
X∈C

HomD(HomC(X,Y ) . F (X), D)

'
∫
X∈C

HomC(X,Y )∗⊗k HomD(F (X), D)

'
∫
X∈C

Homk(HomC(X,Y ),HomD(F (X), D))

(4.2)
' Nat (Homk(HomC(−, Y ),HomD(F (−), D))

' HomD(F (Y ), D).
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El último isomorfismo es el Lema de Yoneda. □
Proposición 8.24. Sea F : C → D un funtor.

1. Si F posee adjunto a derecha entonces existe un isomorfismo natural

(8.6) F ra '
∫ X∈C

HomD(F (X),−) ▶ X.

2. Si F posee adjunto a izquierda entonces existe un isomorfismo natural

(8.7) F la '
∫
X∈C

HomC(−, F (X))∗ . X.

Demostración. Demostremos (1), la prueba de (2) sigue de forma similar. Aplicando (8.4) al
funtor F ra : D → C obtenemos que

F ra '
∫ D∈D

HomD(D,−) . F ra(D)

(4.5)
'

∫ X∈C
HomD(F (X),−) . X.

□
8.4. Funtores de fibra y teoremas de reconstrucción. En la Sección anterior se ha
reconstruido una k-álgebra a partir de una categoría abeliana k-lineal finita. Más aún, a dicha
categoría se le asoció un funtor de fibra, es decir un funtor exacto y fiel F : C → vect k. Ver
Lema 8.4.

En esta Sección se describirá brevemente los resultados obtenidos en [26], donde a partir de
un funtor de fibra se puede reconstruir una coálgebra. Ver también los trabajos [25], [34]. La
diferencia fundamental con lo realizado anteriormente es que se va a prescindir de la hipótesis
de finitud sobre C.

Si C es una k-coálgebra, entonces se sabe que el funtor de olvido U : Cmod → vect k es un
funtor exacto y fiel.

Teorema 8.25. [26, Teo. 2.2.8] Sea C una categoría abeliana k-lineal y sea F : C → vect k un
funtor aditivo k-lineal exacto y fiel. El objeto

C =

∫ X∈C
F (X)∗⊗kF (X),

posee una estructura de k-coálgebra y el funtor F se factoriza

(8.8) Cmod
U

$$JJ
JJ

JJ
JJ

JJ

C

F̂

<<yyyyyyyyyy

F
// vect k.

Además, el funtor F̂ es una equivalencia de categorías. □
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Se explicará únicamente cómo darle a C estructura de coálgebra y la descripción del funtor
F̂ . Sean

πX : F (X)∗⊗kF (X)→ C

las dinaturales asociadas al coend. Para todo X ∈ C se va a denotar la evaluación y coevaluación
por

evX : F(X)∗⊗kF(X)→ k,

evX(f⊗y) = f(y),

coevX : k→ F(X)⊗kF(X)
∗,

coevX(1) =
∑
i

yi⊗f i,

donde {yi}, {f i} son bases duales de F (X). Se puede comprobar que la evaluación
evX : F(X)∗⊗kF(X)→ k,

es una transformación dinatural. Por lo tanto, por la propiedad universal del coend, existe un
morfismo ε : C → k tal que el diagrama

(8.9) F (X)∗⊗kF (X)
πX //

evX
��

C

ϵ
xxqqq

qqq
qqq

qqq
qq

k,

es conmutativo. Los morfismos dados por la composición

F (X)∗⊗kF (X)
id ⊗coevX⊗id−−−−−−−−−→ F (X)∗⊗kF (X)⊗kF (X)∗⊗kF (X)

πX⊗πX−−−−→ C⊗kC,

también son transformaciones dinaturales. Luego, existe un morfismo ∆ : C → C⊗kC tal que
el diagrama

(8.10) F (X)∗⊗kF (X) //

πX
��

F (X)∗⊗kF (X)⊗kF (X)∗⊗kF (X)

πX⊗πX
��

C
∆

// C⊗kC

es conmutativo.

Lema 8.26. La terna (C,∆, ε) es una k-coálgebra.

Demostración. Se va a ver la coasociatividad, es decir que (∆⊗id )◦∆ = (id⊗∆)◦∆. Se observa
que

(∆⊗id ) ◦∆ ◦ πX = (∆⊗id )(πX⊗πX)(id⊗coevX⊗id )

= (πX⊗πX⊗πX)(id⊗coevX⊗id⊗id⊗id )(id⊗coevX⊗id ).
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La primera y segunda igualdad sigue de la conmutatividad del diagrama 8.10. Por otro lado,
nuevamente usando dos veces 8.10, se obtiene que

(id⊗∆) ◦∆ ◦ πX = (id⊗∆)(πX⊗πX)(id⊗coevX⊗id )

= (πX⊗πX⊗πX)(id⊗id⊗id⊗coevX⊗id )(id⊗coevX⊗id ).

Notar que las composiciones de coevX coinciden en ambas ecuaciones.Por la propiedad del
coend, se deduce la coasociatividad. Ahora se demostrará, utilizando la misma estrategia, que

(ε⊗id ) ◦∆ = id C = (id⊗ε) ◦∆.
Por un lado se tiene

(ε⊗id ) ◦∆ ◦ πX = (ε⊗id )(πX⊗πX)(id⊗coevX⊗id )

= (evX⊗id⊗id )(id⊗coevX⊗id )πX = πX.

Luego, (ε⊗id ) ◦∆ = id C . La otra igualdad se demuestra de forma análoga. □

Lema 8.27. Para todo objeto X ∈ C, el espacio vectorial F (X) posee una estructura natural
de C-comódulo a izquierda.

Demostración. Se tienen isomorfismos naturales
ψUY,Z : Homk(Y

∗⊗kZ,U) ' Homk(Z, Y⊗kU),

ψUY,Z(h) = (id Y⊗h)(coevY⊗id Z).

Para todo X ∈ C, se define
ρ : F (X)→ F (X)⊗kC,

ρ = ψCF (X),F (X)(πX).

Para ver que (F (X), ρ) es un C-comódulo, se debe demostrar que se satisface
(id⊗ε) ◦ ρ = id , (id⊗∆) ◦ ρ = (ρ⊗id ) ◦ ρ.

Estas igualdades quedan como ejercicio. □

Observación 8.28. Cuando C es una categoría tensorial y el funtor F : C → vect k tiene estruc-
tura monoidal, a la coálgebra C se le puede dar estructura de álgebra de tal forma que es una
biálgebra. Si C posee objetos duales, es decir es rígida, entonces C posee estructura de álgebra
de Hopf tal que existe una equivalencia monoidal C ' Cmod . Recíprocamente, toda álgebra de
Hopf de dimensión finita H posee un funtor de fibra canónico, el funtor de olvido

Rep (H)→ vect k

que es monoidal, exacto y fiel. La propiedad de la categoría C de poseer un funtor de fibra
caracteriza a las categorías tensoriales que aparecen como representaciones de álgebras de Hopf
de dimensión finita. Los distintos funtores de fibra que puede poseer una misma categoría
tensorial están parametrizados por ciertos ”2-cociclos”del álgebra de Hopf.
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9. El producto tensorial de Deligne

Sean C1, C2 categorías abelianas k-lineales. En esta Sección se presentará el producto tensorial
introducido por Deligne, ver [7]. Este producto tensorial es un artefacto muy interesante que
está en el corazón de muchas demostraciones en categorías tensoriales. Una buena referencia es
también el trabajo [20]. Todos los funtores en esta Sección serán aditivos k-lineales.

Un producto tensorial de Deligne de C1 y C2 es una categoría abeliana k-lineal A munida
de un funtor F : C1 × C2 → A exacto a derecha en cada variable tal que, para toda categoría
abeliana k-lineal D, el funtor

Rex (A,D) G 7→G◦F−−−−−−→ BiFune.d.(C1 × C2,D)

es una equivalencia de categorías. Aquí la categoría BiFune.d.(C1×C2,D) denota los bifuntores
aditivos k-lineales exactos a derecha en cada variable.

Lema 9.1. Si el producto tensorial de dos categorías abelianas k-lineales C1, C2 existe, es único
salvo equivalencia.

Demostración. Sean A, A′ categorías abelianas k-lineales y funtores
F : C1 × C2 → A, F ′ : C1 × C2 → A′

tales que los funtores

Rex (A,D) G 7→G◦F−−−−−−→ BiFune.d.(C1 × C2,D),

Rex (A′,D) G 7→G◦F ′
−−−−−−→ BiFune.d.(C1 × C2,D),

son equivalencias de categorías para cualquier categoría abeliana D. Usando las definiciones
anteriores para D = A′, D = A respectivamente, existen funtores Φ : A → A′, Ψ : A′ → A
tales que

Φ ◦ F ∼ F ′, Ψ ◦ F ′ ∼ F.

Entonces Φ ◦ Ψ ◦ F ′ ∼ F ′ ∼ Id A′ ◦ F ′. Como componer con F ′ induce una equivalencia,
Φ◦Ψ ∼ Id A′ . Análogamente se demuestra que Ψ◦Φ ∼ Id A y, por lo tanto, las categorías A,A′

son equivalentes. □

De ahora en más, si el producto tensorial de dos categorías abelianas k-lineales C1, C2 existe,
se denotará por C1 ⊠ C2.

Observación 9.2. Al funtor F de la definición de producto tensorial se lo denota
⊠ : C1 × C2 → C1 ⊠ C2.

Para cada par X ∈ C1, Y ∈ C2, la imagen de este funtor se denota por X ⊠ Y . Para enfatizar,
a veces se denotará a este funtor ⊠C1,C2 : C1 × C2 → C1 ⊠ C2. Si f : X → Y es un morfismo en
C1, g : X ′ → Y ′ es un morfismo en C2, se denotará f ⊠ g : X ⊠ X ′ → Y ⊠ Y ′ al morfismo en
C1 ⊠ C2 dado por f ⊠ g = ⊠C1,C2(f, g).
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Observación 9.3. Que el funtor

Rex (C1 ⊠ C2,D) G 7→G◦⊠−−−−−−→ BiFune.d.(C1 × C2,D)
sea una equivalencia de categorías implica que para toda categoría Abeliana D y toda trans-
formación natural µ : F ◦ ⊠ → G ◦ ⊠, donde F,G : C1 ⊠ C2 → D son dos funtores, existe una
única transformación natural µ̃ : F → G tal que µ̃ ◦⊠ = µ.

Ejercicio 9.4. Sean C,D dos categorías abelianas k-lineales tal que existe el producto C ⊠D.
Demostrar que existe una equivalencia C ⊠D ' D ⊠ C.

El siguiente resultado muestra que la categoría de espacios vectoriales de dimensión finita
tiene el rol de unidad para el producto tensorial de Deligne.

Lema 9.5. Sea C una categoría abeliana k-lineal finita. Existe una equivalencia vect k⊠C ' C.
Demostración. Se mostrará que para toda categoría abeliana k-lineal A existe una equivalencia

Rex (C,A) ' BiFune.d.(vect k × C,A).
Recordar de la Proposición 8.18, que existe un funtor exacto en cada variable
(9.1) . : vect k × C → C.
Sea Φ : Rex (C,A)→ BiFune.d.(vect k × C,A) el funtor definido por

Φ(F )(V,X) = F (V . X),

y el funtor Ψ : BiFune.d.(vect k × C,A)→ Rex (C,A) definido por
Ψ(H)(X) = H(k, X).

Como el funtor (9.1) es exacto en cada variable, si F ∈ Rex (C,A) entonces Φ(F ) es exacto
a derecha en cada variable. Se quiere ver que los funtores Ψ y Φ dan una equivalencia de
categorías. Si F ∈ Rex (C,A) entonces

Ψ(Φ(F ))(X) = Φ(F )(k, X) = F (k . X) ' F (X).

El isomorfismo natural F (k.X) ' F (X) proviene del isomorfismo natural k.X ' X descripto
en la Proposición 8.18. Así, Ψ◦Φ ' Id . Por otro lado, si H ∈ BiFune.d.(vect k×C,A) entonces

Φ(Ψ(H))(V,X) = Ψ(H)(V . X) = H(k, V . X) '
' H(k / V,X) ' H(V,X).

El primer isomorfismo natural se debe al Ejercicio 8.21. □
La demostración del siguiente resultado ha sido tomada de [8]. Ver también [20, Prop. 21].

Proposición 9.6. Sean C,D categorías abelianas k-lineales finitas.
(i) El producto tensorial de Deligne C ⊠D existe y es una categoría abeliana k-lineal finita.
(ii) Si A,B son k-álgebras de dimensión finita, entonces existe una equivalencia de categorías

Amod ⊠ mod B ' Amod B.
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(iii) El funtor ⊠ : C × D → C ⊠D es exacto en cada variable y satisface que
HomC⊠D(X ⊠ Y,X ′ ⊠ Y ′) ' HomC(X,X

′)⊗k HomD(Y, Y
′),

para todo X,X ′ ∈ C, Y, Y ′ ∈ D.
Demostración. Se probará (ii). Para ls demostraciones de los otros enunciados referimos a [8].
El funtor

⊗k : Amod ×mod B ' Amod B

es exacto a derecha en cada variable. Se quiere ver que, para toda categoría abeliana k-lineal
A, el funtor

Ψ : Rex (Amod B,A)→ BiFune.d.(Amod ×mod B,A)
Ψ(G) = G ◦ ⊗k,

es una equivalencia de categorías. Se define el funtor
Φ : BiFune.d.(Amod ×mod B,A)→ Rex (Amod B,A)

de la siguiente manera. Sea H ∈ BiFune.d.(Amod×mod B,A) y se toma un objeto X ∈ Amod B.
Las acciones a derecha e izquierda de X se denotarán por

λX : A⊗kX → X, ρX : X⊗kB → X.

Recordar del Ejercicio 8.21 que, el funtor H posee isomorfismos naturales
δVM,N : H(M⊗kV,N)

'−−→ H(M,V⊗kN),

Aquí la acción de A sobre M⊗kV es en el primer tensorando y la acción de B sobre V⊗kN es
en el segundo tensorando. Se tienen dos morfismos:

fHX , g
H
X : H(X,B⊗kB)→ H(X,B),

fHX = H(ρX , id B) ◦ (δBX,B)−1, gHX = H(idX ,mB),

donde mB es el producto del álgebra B. Se define entonces
Φ(H)(X) = coKer (fHX − gHX ).

Queda como ejercicio para el lector demostrar que en efecto Φ(H) define un funtor y que si H es
exacto a derecha en cada variable, entonces Φ(H) es un funtor exacto a derecha. Se demostrará
que existen isomorfismos naturales tales que

Φ ◦Ψ ∼ Id , Ψ ◦ Φ ∼ Id .
Para demostrar que existen isomorfismos naturales tales que Φ ◦ Ψ(G) ∼ G para todo G ∈
Rex (Amod B,A), basta con demostrar que para todo X ∈ Amod B existen isomorfismos natu-
rales
(9.2) G(X) ' coKer (fG◦⊗k

X − gG◦⊗k
X ).

Para todo X ∈ Amod B, el conúcleo de la diferencia de los morfismos ρX⊗id B − idX⊗mB

(9.3) X⊗kB⊗kB X⊗kB
ρX⊗id B

id X⊗mB

ρX−−−→ X → 0
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resulta (X, ρX). Como G es exacto a derecha, preserva conúcleos y, por lo tanto, se tiene el
isomorfismo (9.2).

Ahora se demostrará que existen isomorfismos naturales Ψ ◦ Φ ∼ Id . Se van a tomar M ∈
Amod y N ∈ mod B y H ∈ BiFune.d.(Amod × mod B,A). Se deben encontrar isomorfismos
naturales

Φ(H)(M⊗kN) ' H(M,N).

En pocas palabras, se debe calcular el conúcleo de la diferencia fHM⊗kN
− gHM⊗kN

. Se mostrará
que este conúcleo es H(M,N), es decir que se tiene un diagrama de la forma:

(9.4) H(M⊗kN,B⊗kB) H(M⊗kN,B)
fHM⊗kN

gHM⊗kN

H(id ,ρN )δNM,B−−−−−−−−−−→ H(M,N).

Primero se probará que el morfismo H(id , ρN)δNM,B iguala a fHM⊗kN
y gHM⊗kN

. En efecto,

H(id , ρN)δNM,Bf
H
M⊗kN

= H(id , ρN)δNM,BH(ρM⊗kN , id B)(δ
B
M⊗kN,B

)−1

= H(id , ρN)H(id , ρN⊗id B)δ
N⊗kB
M,B

= H(id , ρN(idN⊗mB))δ
N
M,B⊗kB

= H(id , ρN)δNM,BH(idN⊗mB) = H(id , ρN)δNM,Bg
H
M⊗kN

.

La segunda igualdad sigue de la naturalidad de δ y de que ρM⊗kN = idM⊗ρN , la tercera sigue
de la asociatividad de la acción de N y (8.3). La cuarta igualdad se debe a la naturalidad de δ.

Ahora se va a demostrar la propiedad universal del conúcleo. Tomar un morfismo
α : H(M⊗kN,B)→ Z

tal que αfHM⊗kN
= αgHM⊗kN

. Utilizando (9.3) para X = M⊗kN y usando que H es exacto a
derecha en cada variable, se tiene que
(9.5) coKer (H(idM , ρ

N⊗id B)−H(idM , idN⊗mB)) = H(idM , ρ
N).

Entonces
αgHM⊗kN

(δNM,B⊗B)
−1 = αH(idM⊗kN ,mB)(δ

N
M,B⊗B)

−1

= α(δNM,B)
−1H(idM , idN⊗mB).

La segunda igualdad se debe a la naturalidad de δ. Por otro lado
αfHM⊗kN

(δNM,B⊗B)
−1 = αH(idM⊗ρN , id B)(δ

B
M⊗kN,B⊗B)

−1(δNM,B⊗B)
−1

= αH(idM⊗ρN , id B)(δ
N⊗kB
M,B )−1

= α(δNM,B)
−1H(idM , ρ

N⊗id B).

La segunda igualdad se debe a (8.3) y la tercera por la naturalidad de δ. Entonces se cumple
que

α(δNM,B)
−1H(idM , ρ

N⊗id B) = α(δNM,B)
−1H(idM , idN⊗mB).
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Luego, por la universalidad del conúcleo (9.5), debe existir un morfismo β : H(M,N⊗kB)→ Z
tal que

α(δNM,B)
−1 = βH(id , ρN).

Por lo tanto, α = βH(id , ρN)δNM,B.
Usando el Corolario 8.17 se puede ver que (ii) implica (i) y (iii). Observar que ⊗k es exacto

en cada variable. □
El siguiente Corolario se deduce de la demostración del resultado anterior. Más precisamente,

se deduce de (9.3).

Corolario 9.7. Sean C,D categorías abelianas k-lineales finitas. Para todo objeto P ∈ C ⊠ D
existen objetos X,Y ∈ C, U, V ∈ D y una sucesión exacta corta

X ⊠ U → Y ⊠ V → P → 0.

□
El siguiente resultado aparece en [31, Lemma 3.2]. Recordar de la Sección 8.2 que si C

es una categoría abeliana k-lineal, entonces C posee una acción de vect k que se denota por
. : vect k × C → C.

Los siguientes resultados se encuentran en los trabajos [28], [30].

Teorema 9.8. Sean C,D categorías abelianas k-lineales finitas entonces el funtor
Ψ : Cop ⊠D → Rex (C,D),

Ψ(X ⊠ Y )(M) = HomC(M,X)∗ . Y,

es una equivalencia de categorías. El funtor
Φ : Rex (C,D)→ Cop ⊠D

Φ(F ) =

∫
X∈C

X ⊠ F (X),

está bien definido y es un cuasi inverso de Ψ.

Demostración. Como C y D son categorías finitas, se puede asumir que existen álgebras de
dimensión finita A y B tales que

C ' mod A, D ' mod B.

En este caso la acción de vect k en mod B es V . X = V⊗kX, donde la acción de B en V⊗kX
está concentrada en el segundo tensorando. Observar que Cop = Amod . Se puede comprobar
que el funtor Ψ es la composición de las dos siguientes equivalencias:

Amod ⊠ mod B → Amod B,

X ⊠ Y 7→ X⊗kY,

Amod B → Rex (mod A,mod B),

M 7→ (−)⊗AM.
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Luego, Ψ es una equivalencia de categorías. Si Ψ es un cuasi inverso de Ψ, entonces, para todo
X ∈ C, Y ∈ D, F ∈ Rex (C,D), se tiene que

HomCop⊠D(X ⊠ Y,Ψ(F )) ' Nat (Ψ(X ⊠ Y ), F )

'
∫
Z∈C

HomD(Ψ(X ⊠ Y )(Z), F (Z))

'
∫
Z∈C

HomD(HomC(Z,X)∗ . Y, F (Z))

'
∫
Z∈C

Homk(HomC(Z,X)∗,HomD(Y, F (Z)))

'
∫
Z∈C

HomCop(X,Z)⊗k HomD(Y, F (Z))

'
∫
Z∈C

HomCop⊠D(X ⊠ Y, Z ⊠ F (Z))

' HomCop⊠D(X ⊠ Y,

∫
Z∈C

Z ⊠ F (Z)).

El anteúltimo isomorfismo se debe a la Proposición 9.6 (iii). Notar que se ha usado el Corolario
8.15. Esto demuestra que Φ está bien definido y que es un cuasi inverso de Ψ. □

El siguiente importante resultado es debido a P. Deligne.

Teorema 9.9. [7, Proposition 5.13] Sea k un cuerpo perfecto y sean B,N ,A categorías
abelianask-lineales finitas. Si B : B × N → A es un funtor bilineal exacto en cada varia-
ble, entonces existe un untor exacto B′ : B ⊠ N → A tsl que B′ ◦ ⊠ ' B como funtores
bilineales. □

El siguiente resultado es un hermoso corolario del Teorema anterior. Este resultado fue to-
mado de [29].

Corolario 9.10. Sea k un cuerpo perfecto y sean C,D categorías abelianas k-lineales finitas y
sea F ∈ Rex (C,D) un funtor con adjunto a derecha G. El funtor F es un objeto proyectivo de
Rex (C,D) si y sólo si

(i) para todo X ∈ C el objeto F (X) ∈ D es proyectivo;
(ii) para todo Y ∈ D el objeto G(Y ) ∈ C es inyectivo.

Demostración. El funtor F ∈ Rex (C,D) es un objeto proyectivo si y solo si el funtor

Nat (F,−) ◦Ψ : Cop ⊠D → vect k

es exacto. Aquí Ψ : Cop ⊠ D → Rex (C,D), es la equivalencia presentada en el Teorema 9.8.
Sigue de [7, Proposition 5.13] que el funtor Nat (F,−) ◦Ψ es exacto si y solo si el bifuntor

Nat (F,−) ◦Ψ ◦⊠ : Cop ×D → vect k
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es exacto en cada variable. Sean X ∈ C, Y ∈ D, entonces

Nat (F,−) ◦Ψ ◦⊠(X,Y ) = Nat (F,HomC(−, X)∗ . Y )
(4.2)
'

∫
Z∈C

HomD(F (Z),HomC(Z,X)∗ . Y )

'
∫
Z∈C

HomC(Z,X)∗⊗k HomD(F (Z), Y )

'
∫
Z∈C

HomD(HomC(Z,X) . F (Z), Y )

' HomD(

∫ Z∈C
HomC(Z,X) . F (Z), Y )

(8.4)
' HomD(F (X), Y ) ' HomD(X,G(Y )).

De lo cual se deduce el resultado. □

10. Acciones de grupos en categorías

Sea G un grupo finito y C una categoría abeliana k-lineal. Una acción de G sobre C es una
colección de funtores aditivos k-lineales {Fg : C → C}g∈G equipados de isomorfismos naturales

γg,h : Fg ◦ Fh → Fgh, γ0 : Id C → F1,

tales que para todo g, h, f ∈ G, X ∈ C

(10.1) (γgh,f )X(γg,h)Ff (X) = (γg,hf )XFg((γh,f )X),

(10.2) (γg,1)XFg((γ0)X) = (γ1,g)X(γ0)Fg(X).

Un objeto X ∈ C se dice equivariante si está equipado de una familia de isomorfismos
s = {sg : Fg(X)→ X}g∈G tales que s1(γ0)X = idX y el diagrama

(10.3) Fg(Fh(X))

(γg,h)X
��

Fg(sh) // Fg(X)

sg

��
Fgh(X) sgh

// X

es conmutativo para todo g, h ∈ G.

Definición 10.1. Decimos que la acción de G en C es unitaria si F1 = Id C, γ0 = id , γg,1 =
id = γ1,g para todo g ∈ G.

Definición 10.2. La categoría CG es la categoría cuyos objetos son pares (X, s) donde X es un
objeto equivariante. Si (X, s), (Y, r) son dos objetos equivariantes, un morfismo f : (X, s) →
(Y, r) entre ellos es un morfismo f : X → Y en C tal que f ◦ sg = rg ◦ Fg(f) para todo g ∈ G.
La categoría CG se llama la equivariantización de C por G.
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Ejemplo 10.3. Sea G un grupo finito. Entonces G actua sobre vect k de forma trivial; es decir
que para todo g ∈ G los funtores

Fg : vect k → vect k

son las identidades. Además γg,h = id . Veamos que existe una equivalencia (vect k)
G ' Rep (G).

Sea (X, s) ∈ (vect k)
G. Vamos a definir una acción de G en X de la siguiente forma:

g · x = sg(x).

La conmutatividad del diagrama (10.3) implica que esta acción está bien definida. Este funtor
(vect k)

G → Rep (G) es claramente una equivalencia de categorías.

La demostración de la siguiente proposición queda como ejercicio para el lector.

Proposición 10.4. Sea G un grupo finito y C una categoría Abeliana k-lineal tal que G actúa
en C.

1. La categoría CG es Abeliana k-lineal.
2. El funtor de olvido F : CG → C, F(X, s) = X para todo (X, s) ∈ CG, es fiel.
3. Definamos el funtor L : C → CG dado por L(X) = (⊕h∈GFh(X), sX), donde

sXg : ⊕h∈GFg(Fh(X))→ ⊕h∈GFh(X)

está dado, componente a componente, por γg,h. Entonces L es adjunto a derecha e izquierda
de F . En particular F es exacto.

4. Si C es además finita entonces CG es finita.
5. Si C es una categoría Abeliana semisimple entonces CG es semisimple. □

Toda acción de un grupo G en una categoría C produce una mónada asociada.

Proposición 10.5. Asumamos que un grupo finito G actua sobre una categoría abeliana k-lineal
C. Si definimos

T = ⊕g∈GFg.
Entonces T tiene estructura de mónada sobre C tal que CT ' CG.

Demostración. T = F ◦ L, donde (L,F) es una adjunción, por lo que tiene estructura natural
de mónada. □
Ejemplo 10.6. Sea A un álgebra de dimensión finita. Asumamos que para todo g, h ∈ G
existen
• morfismos de álgebras g∗ : A→ A;
• elementos θg,h ∈ A×,

tales que para todo a ∈ A y para todo g, h, f ∈ G
1∗ = id A, θg,hh∗(g∗(a)) = (gh)∗(a)θg,h, θgh,ff∗(θg,h) = θg,hfθh,f ,

θg,1 = 1 = θ1,g.
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Para todo g ∈ G definimos
Fg : Amod→ Amod, Fg(M) =M.

La acción de A en Fg(M) está dada por a . m = g∗(a) ·m, para todo a ∈ A,m ∈ M. Además
definamos para todo g, h ∈ G, M ∈ Amod, m ∈M

γg,h : Fg ◦ Fh → Fgh, (γg,h)M(m) = θg,h ·m.
Es inmediato comprobar que esto induce una acción del grupo G en la categoría Amod. Si
definimos sobre el espacio vectorial A⊗kkG el siguiente producto

(a⊗g)(b⊗h) = θg,hh∗(a)b⊗gh,
para todo a, b ∈ A, g, h ∈ G. Se puede comprobar que con esta estructura el espacio A⊗kkG es
un álgebra.
Afirmación 10.1. Se tiene una equivalencia de categorías

(Amod)G ' A⊗kkGmod.

Demostración de la afirmación. Sean Φ : (Amod)G → A⊗kkGmod, Ψ : A⊗kkGmod → (Amod)G

los funtores definidos de la siguiente manera. Para todo (X, s) ∈ (Amod)G,M ∈ A⊗kkGmod
definamos

Φ(X, s) = X, Ψ(M) = (M, r).

Donde la acción de A⊗kkG en X está dada por (a⊗g) · x = sg(a · x). Para todo g ∈ G los
morfismos rg :M →M se definen rg(m) = (1⊗g) ·m. □

Sean C y D categorías Abelianas k-lineales equipadas de acciones de un grupo G via funtores
Fg y F̃g, respectivamente. Sea H : C → D un funtor. Decimos que H es G-equivariante si está
equipado de isomorfismos naturales

πg : H ◦ Fg → F̃g ◦H,
para todo g ∈ G, tales que
(10.4) (π1)XH(γ0)X = (γ̃0)H(X), (πgh)XH(γg,h)X = (γ̃g,h)H(X)F̃g((πh)X)(πg)Fh(X),

para todo X ∈ C.
SiH : C → D es un funtorG-equivariante, entonces podemos definir un funtorHG : CG → DG

de la siguiente forma. Si (X, s) ∈ CG entonces HG(X, s) = (H(X), t), donde
tg = H(sg)(π

−1
g )X ,

para todo g ∈ G. La demostración del siguiente resultado queda como ejercicio.
Proposición 10.7. Sean C y D categorías abelianas k-lineales equipadas de acciones de un
grupo G.

1. Demostrar que existe una acción de G en C unitaria y una equivalencia G-equivariante
H : C → C.

2. Si H : C → D es una equivalencia G-equivariante, entonces HG : CG → DG es una
equivalencia de categorías. □
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