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INTRODUCCION

Las presentes notas nacen de un curso de teoria de categorias que M. M. ha dictado en el
ano 2022 en FAMAF. El propésito de estas notas es introducir a estudiantes de doctorado y a
jovenes investigadores interesados en el estudio de las categorias tensoriales finitas. Iniciar este
camino implica recopilar resultados sobre categorias abelianas finitas, los cuales se encuentran
dispersos en la literatura. Uno de los objetivos de este apunte es presentar dichas herramientas
y resultados de manera unificada y accesible.

No se pretende ser completamente exhaustivo en todos los temas de categorias. Nos hemos
concentrado en las categorias sujetas a ciertas condiciones de finitud. Si se ha intentado ser
autocontenido, ilustrando con ejemplos cada parte de la teoria. El lector puede encontrar en
los libros de C. Walton [35] demostraciones expandidas y més contenido relevante al tema.

Muchos de los resultados, ejercicios y demostraciones han sido tomadas del libro [24] y de
los trabajos cientificos de K. Shimizu, [27], [28], [29] , [30] y [31]. El libro de S. MacLane [21]
por supuesto es una fuente que se utiliza todo el tiempo. Muchas demostraciones de la seccion
del producto tensorial de Deligne estén inspiradas en el trabajo de investigacion [8]. También
hemos tomado material e inspiracién de los trabajos de J. Fuchs, G. Schaumann y C. Schweigert
[12], [13], [14].
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1. CATEGORfAS, FUNTORES Y TRANSFORMACIONES NATURALES

Las categorias sugieren una particular perspectiva para el estudio de objetos matemaéticos,
basdndose en entender las relaciones (los morfismos) que hay entre ellos. Los funtores, que
traspasan objetos matematicos de un tipo a objetos de otro tipo, tienen una gran utilidad. El
concepto de categoria fue introducido en el ano 1945 por Samuel Eilenberg y Saunders Mac
Lane en un trabajo sobre topologia algebraica.

A continuacion se presenta la definiciéon de categoria y se exhiben ejemplos.

Definiciéon 1.1. Una categoria C consiste de

e una coleccién de objetos Ob(C);

e para cada par de objetos X,Y € C una coleccién de flechas o morfismos Home (X, Y).
Se verifican los siguientes axiomas:

e para cada objeto X € Ob(C) existe un morfismo distinguido en Home(X, X) denotado

por id x y llamado la identidad,
e para todo X,Y, Z € Ob(C) existe una operacién

o: Home (Y, Z) x Home (X, Y) — Home(X, Z),
llamada la composicién, tal que es unitaria, es decir que para todo f € Home(X,Y)
idyof:f:foidx,

y es asociativa, es decir que para todo f € Home(X,Y), h € Home(Y, Z), g € Home (U, X)
se cumple que

ho(feg)=(hof)og.

Definicién 1.2. Una subcategoria D de C es una categoria tal que Ob(D) C Ob(C) y para todo
X,Y € Ob(D) se tiene que Homp(X,Y) C Home(X,Y'). Las composiciones de los morfismos
de D son las composiciones como morfismos en C. Se dice que D es una subcategoria plena de
C si D es una subcategoria tal que Homp(X,Y) = Home(X,Y') para todo X, Y € Ob(D).

1.1. Ejemplos de categorias.

1. La categoria Set es la categoria cuyos objetos son conjuntos y los morfismos entre dos
conjuntos son las funciones entre dichos conjuntos. Para cada conjunto X el morfismo
id x es la identidad de X. La composicion de morfismos es la composicién de funciones.

2. La categoria Grp es aquella categoria cuyos objetos son los grupos y los morfismos entre
dos grupos son los morfismos de grupos.

3. La categoria Ab es la subcategoria plena de Grp que consiste de grupos abelianos.

4. Si k es un cuerpo denotaremos por Vect la categoria cuyos objetos son los espacios
vectoriales y los morfismos son las transformaciones lineales. Por vect denotaremos la

subcategoria plena de Vect ; cuyos objetos son los espacios vectoriales de dimension finita
sobre k.
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Sea G un grupo. Definimos la categoria Cats que posee un tnico objeto P. Ademas
Hom(P, P) = G y la composiciéon o : Hom(P, P) x Hom(P, P) — Hom(P, P) coincide
con el producto del grupo G. Es decir g o h = gh. Notar que id p = 1, la identidad del
grupo G.

. Sea C una categoria. Denotaremos por C°P? a la categoria cuyos objetos son los mismos

que los objetos de C y tal que para cada X,Y € Ob(C) el espacio de morfismos de esta
nueva categoria esta definido por
Hompeor (X, Y) = Home (Y, X).
Si f € Homeoo (X,Y) v g € Homeoo (Y, Z), es decir que f:Y — X, g: Z — Y entonces
la composicion en C°P esta dada por
g f=fog.

La categoria C°P es llamada la categoria opuesta de C. Si X,Y son objetos de C, y

Jf: X =Y es un morfismo, vamos a denotar por X, al objeto X pero visto como objeto

de C°. Similarmente, vamos a denotar por f : Y — X al morfismo f pero visto como
morfismo en C°P.

. Vamos a denotar por Ring a la categoria cuyos objetos son los anillos con unidad. El

espacio de morfismos entre dos anillos serd el conjunto de morfismos de anillos entre ellos.

. Si k es un cuerpo denotaremos por Alg, la categoria cuyos objetos son las k-dlgebras.

Los morfismos son los morfismos de k-dlgebras. Si A, B son dos algebras el espacio de
morfismos se denotara por Alg (A, B).

. Si R es un anillo se denotara por gMod (respectivamente Modg ) la categoria cuyos

objetos son los R-mdédulos a izquierda (respectivamente a derecha). Los morfismos son
los morfismos de R-moédulos.

Si R, S son anillos, se denotard por gkModg la categoria cuyos objetos son los (R, .S)-
bimdédulos.

Si A es una k-algebra se denotara por sMod, respectivamente Mody, la categoria cuyos
objetos son los espacios vectoriales munidos de una accién lineal que lo hace un A-mo6dulos
a izquierda, respectivamente a derecha. Las categorias 4mod, mod4 son las subcategorias
plenas de 4Mod, respectivamente Mod, que consisten de aquellos médulos de dimension
finita sobre k. Andlogamente se definen las categorias sModa v 4mody

La categoria Top es aquella cuyos objetos son espacios topoldgicos y los morfismos entre
dos espacios son las funciones continuas.

Si C,D son dos categorias, vamos a denotar a C x D la siguiente categoria. Los objetos
son pares (X, A) donde X es un objeto de C y A es un objeto de D. Si (X, A), (X', A")
son dos objetos, entonces el espacio de morfismos entre ellos se define:

Homeyp((X, A), (X', A)) ={(f, f") : f € Hom¢(X, X'), g € Homp(A, A")}.

La composicion de morfismos es coordenada a coordenada.



14.

15.

16.

17.

BORTOLUSSI, MOMBELLI, PRIOLETTA

Sea k un cuerpo y G un grupo finito. Vamos a denotar por vect® a la categoria de
k-espacios vectoriales de dimension finita equipados con una G-graduacion; es decir es-
pacios vectoriales V' = @, V;. Los morfismos son aquellas transformaciones lineales que
preservan la graduacion; es decir f: @geqVy — BgecW, tales que f(V,;) C W, para todo
geaqG.

Sea k un cuerpo y G un grupo finito. Vamos a denotar por YD(G) a la categoria de

k-espacios vectoriales de dimensién finita equipados con una G-graduacion V' = @4V,
que ademaés poseen una accién de G a izquierda

>:GxV =V
y se verifica que si g, h € G, v € V},, entonces

grv € Vgpgt.
Esta categoria se denomina los médulos de Yetter-Drinfeld sobre kG. Mas generalmente
es posible definirla para cualquier algebra de Hopf H.

La categoria de complejos de cadena. Sea R un anillo conmutativo con unidad. La ca-
tegoria de complejos de R-moddulos tiene por objetos a los R-moédulos Z-graduados. Es
decir R-médulos C' = @,,czC,, munidos de un endomorfismo de R-médulos d : C' — C
de grado —1 ; es decir que

d(C,) € C,_y, paratodo n€Z
tal que d* = 0. Usualmente se dice que el par (C,d) es una cadena. Un morfismo entre

cadenas (C,d), (C',d’) es un morfismo de R-médulos f : C' — C” de grado cero tal que
d' o f = f od. Denotaremos esta categoria por Chain(R).

La categoria de N-complejos de cadena. Sea R un anillo conmutativo con unidad y
N € N, N > 2. La categoria Chainy(R) es la categoria de pares (C,d), como en el
ejemplo anterior, salvo que se satisface que d”¥ = 0.

Definicién 1.3. Un morfismo f : X — Y en una categoria se dice un isomorfismo si existe
g:Y - Xtalque fog=idy y go f =id x. Un objeto X se dice isomorfo a otro objeto Y si
existe un isomorfismo f: X — Y. En tal caso se denotara X ~ Y.

Definicién 1.4. Sea C una categoria y f : X — Y un morfismo. Se dice que f es un mono-
morfismo si para todo par de morfismos g,h : Z — X tales que fog = foh entonces g = h.
En otras palabras, f es monomorfismo cuando se lo puede cancelar a izquierda.

Analogamente, se dice que f es un epimorfismo si para todo par de morfismos g,h:Y — Z
tales que go f = h o f entonces g = h. Es decir, si se puede cancelar f a derecha.

Observacion 1.5. Sea f: X — Y un morfismo. f es un monomorfismo si y sélo si la funcién

Home(Z, X) — Home(Z,Y), [+ fop,

es inyectiva para todo Z € Ob(C). Andlogamente, f es un epimorfismo si y sélo si la funcién

Home (Y, Z) — Home(X, Z), [+ fof,
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es inyectiva para todo Z € Ob(C).

Puede suceder que un morfismo sea un monomorfismo y epimorfismo sin que sea un iso-
morfismo. Por ejemplo, en la categoria Ring, la inclusion Z — Q es un monomorfismo y un
epimorfismo, sin ser un isomorfismo.

En lo siguiente, se introducira la nocién de morfismo entre dos categorias. Esto es una aplica-
cioén entre objetos y una aplicacion entre morfismos que preserva la estructura de las categorias.

Definicién 1.6. Sean C, D dos categorias. Un funtor F' : C — D consiste de dos funciones:
» una funcién F' : Ob(C) — Ob(D) que asigna a cada objeto X de C un objeto F(X) de D;
» para cada par de objetos X, Y € Ob(C), una funcién
F : Hom¢(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))
que asigna a cada morfismo f : X — Y un morfismo F(f): FI(X) — F(Y),

tal que se verifica lo siguiente:

F(idx) =idrx), F(fog)=F(f)oFlg),
para todo objeto X € Ob(C) y para todo par de morfismos f, g de C que se puedan componer.

La definicién de funtor anterior es lo que se conoce como funtor covariante. Un funtor se dice
contravariante si satisface todos los axiomas de funtor excepto que F/(fog) = F(g)o F(f) para
todo par de morfismos f, g de C que se puedan componer. Usualmente cuando se haga referencia
a un funtor se estara refiriendo a un funtor covariante, a menos que se indique explicitamente
que es contravariante.

Notar que dos funtores covariantes F' : C — D, G : D — & pueden componerse en GoF': C — &
via la regla

(Go F)(X) = G(F(X)), (GoF)(f)=G(F(f))

1.2. Ejemplos de funtores.

1. Toda categoria C posee el funtor identidad Id¢ : C — C tal que Id¢(X) = X para todo
X € Ob(C) y Ide(f) = f para todo morfismo f.

2. Si F': C — D es un funtor contravariante entonces se puede definir un funtor F°° : C? —
D como sigue: FP(X) = F(X) y F°(f) = F(f) para todo objeto X de C y para todo
morfismo f de C. Resulta que F°P es un funtor covariante.

3. Si F': C — D es un funtor (covariante), entonces se puede definir otro funtor (covariante)
F°p : C? — D como

F(X)=F(X),F(f)=F(f),
para todo objeto X y todo morfismo f.
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Sea F' : Grp — Set el funtor tal que F(G) = G y F(f) = f, para todo grupo G y
todo morfismo de grupo f. Al funtor F' se lo llama el funtor de olvido porque olvida la
estructura de grupo.

. Sea k un cuerpo y A una k-dlgebra. Otro funtor de olvido es el funtor F': sMod — Vecty,

donde se olvida de la estructura de A-modulo, es decir, olvida la acciéon del algebra A.

. Sea C una categoria localmente pequena (ver definicién 1.21) y X € Ob(C). Entonces se

definen los funtores

Lx,: C— Set, Ry : C°® — Set
como sigue. Si Y € Ob(C) entonces Lx(Y) = Home(X,Y) y Rx(Y) = Home(Y, X).
Ademas si f : Y — Z es un morfismo, entonces Lx(f) : Home(X,Y) — Home (X, Z),
Lx(f)(a) = foa paratodo a € Home(X,Y) y Rx(f) : Home(Z, X) — Home(Y, X) esta
definida por Rx(f)(8) = B o f para todo f € Home(Z, X). También se puede considerar
el funtor

Home(—,—) : CP x C — Set.

Queda como ejercicio definirlo y demostrar que es un funtor.

. Se define el funtor D : Vecty — Vecty como D(V) = V*. Si f : V — W es una

transformacion lineal entonces D(f) : V** — W** es la doble transpuesta de f.

. Se denota por T': Vect — Alg, al funtor dado como sigue. Si V' es un espacio vectorial

entonces T'(V') = o<, V" denota el dlgebra tensorial de V. Si f : V' — W es una trans-
formacién lineal entonces T'(f) : T (V) — T(W) es el morfismo de dlgebras determinado
por

T(f)(1®...0u,) = f(11)R...Qf(vm).

. El funtor tomar unidades U : Alg, — Grp, que a cada k-algebra A lo envia en

U(A) = A" ={a € A: a es invertible}.

Si X es un espacio topolégico entonces se denota por C(X) al conjunto de funciones
continuas f : X — R. El conjunto C'(X) posee una estructura natural de R-dlgebra: si
f,9 € C(X) entonces se define

(f +9)(x) = f(x) +9(z), (A f)le) =Af(z), (f9)(x)= f(x)g(z),

para todo x € X, A € R.

Si Y es otro espacio topolégico y ¢ : X — Y es una funcién continua, entonces
C(¢) : C(Y) = C(X) es el morfismo de algebras dado por C(¢)(f) = f o ¢. No es
complicado demostrar que esto define un funtor C': Top®® — Alg .

El funtor tomar primitivos P : Hopfi — Liex. Aqui Hopfy es la categoria de algebras
de Hopf sobre k y Liey es la categoria de dlgebras de Lie sobre k. Para cada algebra de
Hopt H

P(H)={he€ H:A(h)=h®1 + 1®h}.
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12. Si G es un grupo finito y k un cuerpo, recordar la categoria de médulos de Yetter-Drinfeld
sobre kGG, denotada por Y D(G). Se tiene un funtor de olvido

U:YD(G) — Rep (kG), V=V,

que se queda unicamente con la estructura de G-moédulo en V' (aqui Rep (kG) es la
categoria de representaciones del dlgebra kG). Mas generalmente, se tiene un funtor de
olvido U : Rep (D(H)) — Rep (H), donde H es un algebra de Hopf y D(H) es el doble
de Drinfeld de H.

13. Sean C,D categorias. Sea X € D un objeto. Este objeto determina el funtor constante
X : C — D que envia cualquier objeto en X y cualquier morfismo en id x. Este funtor, a
su vez, determina el funtor

A:D — Fun(C, D),
que manda un objeto en el funtor constante. Ver Definicion

No toda aplicaciéon de objetos entre categorias es funtorial, como lo muestra el siguiente
ejercicio.

Ejercicio 1.7. Demostrar que la aplicacion Grp — Ab, que envia un grupo G en su centro
Z (@) no puede constituirse en un funtor.

Definicién 1.8. Si F,G : C — D son dos funtores, una transformacion natural p : F — G
es una coleccién de morfismos {ux : F(X) — G(X) : X € Ob(C)} tal que para todo par de
objetos X,Y € Ob(C) y para cada morfismo f: X — Y se satisface que el diagrama

F(X) —"* = G(X)
F(f)l J{G(f)
a(v).

5%

es conmutativo. Esto significa que

G(fux = F(f).

Se dice que una transformacién natural g : F — G es un isomorfismo natural si para todo
X € 0b(C) los morfismos px : F(X) — G(X) son isomorfismos. En este caso se dice que F' es
equivalente a GG y se lo denota por F' ~ G.

Definicion 1.9. Dados dos funtores F,G : C — D, se denota por Nat (F,G) a la coleccién de
todas las transformaciones naturales de F' a G.

Definicién 1.10. Se dice que dos categorias C y D son equivalentes, y denota C ~ D, si existen
funtores F : C — D, G : D — C tales que FoG ~ Idp, Go F ~ Id¢. En tal caso se dice que
los funtores F'y G dan una equivalencia de categorias.
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Definicién 1.11. Sean C y D dos categorias, F,G, H : C — D tres funtores y p: F' — G, v :
G — H dos transformaciones naturales. Se define la composicion vertical de transformaciones
naturales p, v como la composicion
F(X) 5 q(x) 2 HX).
Esto es
vou:F—H, (vou)x=vxopux
para todo X € Ob(C).

Definiciéon 1.12. Sean C, D y & categorias, F,G :C — D, J,H : D — & funtoresy n: F — G,
v : J — H transformaciones naturales. Se define la composicion horizontal de transformaciones
naturales como la composicion

VG(X)

Jo F(X) 2" joa(x) H o G(X).

Esto es
von:JoF - HoG, (von)x =vgx)oJ(x)
para todo X € C.
Si C y D son categorias, se denotara por Fun(C, D) a la categoria cuyos objetos son los funtores

F :C — D. Dados F,G : C — D, el espacio de morfismos es el conjunto de transformaciones
naturales Nat (F, G). Se denotard Fun(C,C) = End (C).

Ademaés, si J : D — A es otro funtor, se denota por J(u) : JoF — Jo(G a la transformacion
natural dada por

J(u)x = J(px), paratodo X € Ob(C).

Ejercicio 1.13 (La dualidad de Pontryagin). Sea CAb la categoria de grupos topoldgicos

abelianos compactos. Sea P : CAb — Ab®? el funtor P(G) = G. Aqui, G denota el espacio de
homomorfismos continuos de grupo de G al circulo R/Z. Usando la dualidad de Pontryagin,
demostrar que este funtor es una equivalencia de categorias.

Ejercicio 1.14. Sea k un cuerpo, C' una k-coalgebra y consideremos el funtor de olvido i :
Mod® — Vecty. Demostrar que existen isomorfismos naturales

Homy (C, V) ~ Nat (U, UR,V).
Definicién 1.15. Sea F': C — D un funtor.
1. Se dice que F es fiel si para todo par de objetos X,Y € C el morfismo
F :Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))

es inyectivo.
2. Se dice que F' es pleno si para todo par de objetos X,Y € C el morfismo

F :Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))

es suryectivo.
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3. Se dice que F es esencialmente suryectivo si para todo A € D existe un X € C tal que
F(X) ~ A.
4. Se dice que F' es una incrustacion (en inglés, embedding) si F es fiel e inyectivo en objetos.

Ejercicio 1.16. Sea F' : C — D un funtor fiel y pleno. Entonces refleja y crea isomorfismos.

1. Si F(f) es un isomorfismo, entonces f es un isomorfismo.
2. Si F(X)~ F(Y) entonces X ~ Y.

El siguiente resultado da una caracterizacion sobre las equivalencias de categorias. Para su
demostracion se asumira el axioma de eleccion.

Teorema 1.17. Sean C,D categorias y F' : C — D un funtor. Son equivalentes:

1. F es una equivalencia de categorias.
2. F es fiel, pleno y esencialmente suryectivo.

Demostracion. La demostracién de que (1) implica (2) queda como ejercicio. Se va a probar
(2) implica (1). Usando que F' es esencialmente suryectivo y el axioma de eleccién, para cada
A € D se puede elegir un objeto G(A) € C y un isomorfismo ey : F(G(A)) — A. Lo que se
quiere ahora es ensamblar la aplicaciéon A — G(A) en un funtor, de tal forma que e resulte una
transformacion natural.

Para cada par de objetos A, B € D y para cada morfismo f : A — B existe un tinico morfismo

e F(G(A)) — F(G(B)) que hace que el diagrama

F(G(A)) — A
| K
F(G(B)) B

sea conmutativo. Como F' es fiel y pleno, existe un tnico morfismo g : G(A) — G(B) tal que
F(g) = f Se va a denotar g = G(f). Esta forma de elegir los morfismos hace que e : FoG — 1d p
sea una transformacion natural. Queda como ejercicio demostrar que G en efecto es un funtor
y que e resulta un isomorfismo natural. ]

Definicién 1.18. Sea C una categoria. Un esqueleto S de C es una subcategoria plena de C
donde todo objeto de C es isomorfo a un tnico objeto de S. Usualmente se denota por Sk(C).
Una categoria se dice esquelética si ella misma es un esqueleto.

El siguiente resultado muestra que el esqueleto de una categoria Sk(C) es tinico salvo equi-
valencia. La demostracion de dicho resultado es inmediato usando el Teorema 1.17.

Lema 1.19. Sea C una categoria y S un esqueleto de C. El funtor inclusion K : S — C es una
equivalencia de categorias. 0

Ejercicio 1.20. Sea k un cuerpo. La categoria de matrices M atry es la categoria con Ob(Matry) =
Ny, los naturales unién el cero. Para cada par de objetos n,m € Ny el espacio de morfismos
entre n y m es el espacio vectorial de matrices M, (k) de tamafio n x m con coeficientes en
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el cuerpo k. La composicién de morfismos es el producto de matrices. Demostrar que la cate-
goria Matry es esquelética. Mas ain, esta categoria es el esqueleto de la categoria de espacios
vectoriales sobre k de dimensién finita.

Definiciéon 1.21. Sea C una categoria.
= Se dice que C es localmente pequena, si para todo par de objetos X,Y, el espacio de
morfismos Home(X,Y') es un conjunto.
» Se dice que C es pequenia, si C es localmente pequena y Ob(C) es un conjunto.
= Se dice que C es esencialmente pequena, si C es equivalente a una categoria pequena.

Una categoria C es esencialmente pequena si y solo si su esqueleto es una categoria pequena.
En particular la categoria de espacios vectoriales de dimension finita es esencialmente pequena.
Mas generalmente, si A es una k-dlgebra de dimensién finita, la categoria de A-mddulos de
dimensién finita, smod, es esencialmente pequena.

1.3. Objetos iniciales y terminales. Sea C una categoria.

Definicién 1.22. Un objeto @ € C es llamado un objeto inicial si para todo objeto X € C
existe un tnico morfismo @ — X, es decir que el cardinal de Hom¢ (@, X) es 1.

Dualmente, un objeto terminal es un objeto 7 € C tal que el cardinal de Home (X, 7) es 1
para todo X € C.

Ejemplo 1.23. e El conjunto vacio es un objeto inicial en la categoria de conjuntos Set.
e El grupo trivial {1} es un objeto inicial y terminal en la categoria de grupos.
e Los enteros Z son un objeto inicial en la categoria Ring de anillos.
e Si R es un anillo, entonces el R-mddulo nulo es un objeto inicial y terminal en zpMod.

El siguiente resultado se deja como ejercicio:

Lema 1.24. En una categoria los objetos iniciales y terminales, st existen, son unicos salvo
isomorfismos. O

Ejercicio 1.25. Sea Clat la categoria que tiene por objetos a las categorias pequenas. En este
caso, Hom(C, D) = Fun(C, D). Mostrar que la categoria 1 que tiene un solo objeto y un solo
morfismo, es un objeto terminal en Cat.

Ejercicio 1.26. Mostrar que un morfismo f : X — Y donde X es terminal e Y es inicial, debe
ser un isomorfismo.

1.4. Subobjetos y cocientes. Sea C una categoria.

Definicién 1.27. Dos monomorfismos ¢1 : X; — X y 1o : Xo — X se dicen equivalentes si
existe un isomorfismo u : X; — X5 que hace que el diagrama

X - X5

N

X




CATEGORIAS ABELIANAS k-LINEALES FINITAS 13

sea conmutativo.

Definicién 1.28. Un subobjeto de X es una clase de equivalencia de monomorfismos a X. Si
X,Y son dos objetos, se denota X C Y si X es un subobjeto de Y.

Definicién 1.29. Dos epimorfismos ¢ : X — X1, ¢2 : X — X5 son equivalentes si existe un
isomorfismo u : X; — X5 que hace que el diagrama

sea conmutativo.

Definiciéon 1.30. Un cociente de X es una clase de equivalencia de epimorfismos desde X. Un
subcociente de un objeto X es un cociente de un subobjeto de X.

1.5. Productos y coproductos. Sea C una categoria y X, X5 objetos en C.

Definicion 1.31. Una terna (P, m, ) se dice el producto de X y Xo si

e P es un objeto de C;

e 1, : P— X, i=1,2 son morfismos;

e si Y es otro objeto y existen morfismos p; : Y — X;, © = 1,2 entonces existe un tnico
morfismo p: Y — P tal que m;op=p;, 1 =1,2.

Si el producto de dos objetos X7, X5 existe, se lo denotarda por X; x X, omitiendo mencién
de los morfismos 7;. Los morfismos 7; se llaman usualmente las proyecciones canonicas.

Lema 1.32. Si el producto de dos objetos X1, Xy existe es unico salvo isomorfismo.

Demostracion. Sean (P,my,m), (P, 7], m) dos productos de X7, Xs. Como P es producto en-
tonces existe un morfismo f : P’ — P tal que mjo f = m}, i = 1,2. A su vez, como P’ es producto
entonces existe g : P — P’ tal que 7, o g = m;, i = 1,2. Se va a demostrar que f o g =id p. Se
tiene que

mio(fog)=mog=m;.
Por la unicidad en la definicion de producto debe ser que f o g = id p. Andlogamente se
demuestra que go f =id p. U

Definiciéon 1.33. Un coproducto de X7, X, es una terna (@, t1, to) donde

e () es un objeto de C;

e ;- X; — @, i=1,2 son morfismos;

e si Y es otro objeto y existen morfismos a; : X; — Y, ¢ = 1,2 entonces existe un tnico
morfismo ¢ : Q) = Y tal que go; = a;, 1 =1,2.

El coproducto de dos objetos X7, X5 se denotara por X; IT X5.
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Lema 1.34. Sea C una categoria y A, B objetos en C. Las siguientes afirmaciones se verifican.

(i) El coproducto de dos objetos es inico salvo isomorfismo.
(ii) Si el coproducto entre A y B existe, entonces para todo Z € C existe una biyeccion

Home¢ (A, Z) x Home (B, Z) ~ Home (A1l B, Z)
(iii) St el coproducto existe para todo par de objetos, entonces esto define un funtor
m:CxCc—~cC.
O
Es posible generalizar las definiciones de producto y coproducto al caso infinito. Sea J un

conjunto arbitrario. Para cada j € J, sea X; € C un objeto. El coproducto de los X; es un
objeto I;c s X; equipado de morfismos

vt X; = esX;
universales con esta propiedad. Es decir, si f; : X; — Y son morfismos, entonces existe un
tnico f : I;c; X; — Y tal que
fou=1j
para todo j € J.

Ejercicio 1.35. Supongamos que C admite coproducto para toda familia de objetos indexada
por un conjunto J. Generalizar el Lema 1.34 al caso de un coproducto infinito de tipo J.

1.6. Ecualizadores y coecualizadores. Sea C una categoriay f,g : X — Y dos morfismos.

Definicién 1.36. El coecualizador del par (f, g) es un morfismo ¢: Y — Z tal que
ecof=cog
e Sih:Y — W es un morfismo tal que h o f = h o g entonces existe un tinico morfismo
u: Z — W tal que uoc=h.
Andlogamente, el ecualizador del par (f, g) es un morfismo e : Z — X tal que
e foe=goe;
e Sih: W — X es un morfismo tal que f o h = g o h entonces existe un tinico morfismo
u: W — Z tal que eou = h.

Ejercicio 1.37. Demostrar que el coecualizador y el ecualizador, si existen, son tnicos salvo
isomorfismo.

Ejercicio 1.38. Decidir si las categorias Grp, Vecty, Ring y Set poseen (co)ecualizadores.

Ejercicio 1.39. Demostrar que el coecualizador (respectivamente el ecualizador) si existe, es
un epimorfismo (respectivamente un monomorfismo).

Ejercicio 1.40. Sea (C,A) una k-codlgebra y M un C-comdédulo con estructura dada por
p: M — M®,C. Demostrar que el ecualizador del par de morfismos
idoA
M@ C M@ C®C
pRid



CATEGORIAS ABELIANAS k-LINEALES FINITAS 15
esp: M — MxC.
1.7. Pushouts y Pullbacks. Sean f: Z — X y g: Z — Y dos morfismos.

Definicién 1.41. El pushout del par (f, g) consiste de un objeto P y morfismos ¢; : X — P,
Lo - Y — P tal que el siguiente diagrama es conmutativo

7. x

‘I

Y —~P,
12

y es universal con respecto a esta propiedad. Es decir que, si (D, h, k) es otra terna tal que
ho f =k o g entonces existe un tinico morfismo u : P — D tal que el diagrama

D
h /
X m P .
f L2
A Y

es conmutativo.
Queda como ejercicio para el lector definir la nocion dual de pullback.

Ejercicio 1.42. Sea C una categoria con objeto inicial, que posee coproductos y coecualizadores.
Demostrar que en C existen los pushouts de todo par de morfismos.

Ejercicio 1.43. Sean C, D categorias y F,G : C — D funtores.

1. Demostrar que un morfismo f : X — Y es un monomorfismo si y sélo si el diagrama

idx

X —X

o

X —Y,
f
es un pullback para el par (f, f).

2. Se asume que D posee pullbacks para todo par de morfismos (f, g). Demostrar que una
transformacién natural a : F' — G es un monomorfismo si y sélo si ax : F(X) — G(X)
es un monomorfismo para todo X € C.

3. Enunciar un resultado analogo al anterior para epimorfismos de transformaciones natu-
rales.
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1.8. Objetos proyectivos e inyectivos. Sea C una categoria.

Definicién 1.44. Un objeto P € Ob(C) se dice proyectivo si para todo epimorfismo 7 : M — N
de C y para todo f: P — N existe un morfismo g : P — M que hace que el diagrama

sea conmutativo.

Definicion 1.45. Un objeto ) € Ob(C) se dice inyectivo si para todo monomorfismo ¢ : M — N
de C y para todo f: M — @ existe un morfismo g : N — ) que hace que el diagrama

M - N

N

sea conmutativo.

Ejercicio 1.46. Sea () un objeto inyectivo y M un objeto munido de morfismos 7 : Q — M,
t: M — @ tales que mor = id j;. Demostrar que M es inyectivo. Enunciar un resultado similar
para objetos proyectivos.

Definicién 1.47. Una categoria C se dice que posee suficientes proyectivos si para todo objeto
X de C existe un objeto proyectivo P y un epimorfismo P — X.

Ejercicio 1.48. Si R es un anillo, demostrar que la categoria de R-mo6dulos posee suficientes
proyectivos.

Ejercicio 1.49. Demostrar que la propiedad de ser proyectivo es estable bajo equivalencias de
categorias.

Ejercicio 1.50. Si k es un cuerpo, demostrar que todo objeto en vect es proyectivo.

Ejercicio 1.51. Determinar los objetos proyectivos e inyectivos en la categoria de grupos
abelianos finitos.

1.9. El cubrimiento proyectivo y la capsula inyectiva. Sea C una categoria.

Definicién 1.52. e Un morfismo f: M — N en C se dice superfluo si es un epimorfismo
y para todo morfismo ¢ : L. — M tal que f o g es epimorfismo entonces g es epimorfismo.

e Un cubrimiento proyectivo de un objeto M de C es un par (P, f) donde f : P — M es
superfluo y P es un objeto proyectivo.

Se va a denotar por (P(M), f) al cubrimiento proyectivo de M. A veces se dejard implicita
la funciéon f.
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Observacion 1.53. No en toda categoria existe el cubrimiento proyectivo.

Definiciéon 1.54. e Un morfismo f : M — N en C se dice esencial si es un monomor-
fismo y para todo morfismo g : N — L tal que g o f es monomorfismo, entonces g es
monomorfismo.

e Una cdpsula inyectiva de un objeto M de C es un par (F, q), donde q : M — FE es esencial
y E es un objeto inyectivo.

Se denotara por (E(M),q) a la cépsula inyectiva de M.

Ejercicio 1.55. Si R es un anillo, todo objeto en gkMod posee capsula inyectiva y cubrimiento
proyectivo.

Lema 1.56. Si el cubrimiento proyectivo (respectivamente la capsula inyectiva) de un objeto
existe, es unico salvo isomorfismo. O

1.10. La categoria coma. En esta seccién se mostrara una construccion muy interesante y
muy utilizada. Esta construccion nos servirda mas adelante.

Sea C una categoria y X € C un objeto. Se define la categoria coma (X | C) como la categoria
que tiene por objetos pares (f,Y) donde Y € C es un objetoy f: X — Y es un morfismo en
C. Si (£,Y), (f,Y) son dos objetos, entonces un morfismo & : (f,Y) — (f,Y) es un morfismo
h:Y—>§N/enCtalquehof:f.

Ejercicio 1.57. Sea K es un anillo conmutativo con unidad y C'Ring es la categoria de ani-
llos conmutativos. Demostrar que (K | CRing) es equivalente a la categoria de K-élgebras
conmutativas.

Existen diversos tipos de categorias coma. La siguiente sera de utilidad en secciones poste-
riores. Sea F': C — D un funtor y X € D. La categoria (X | F) tiene como objetos los pares
(f,Y)donde Y € Cy f: X — F(Y) es un morfismo en D. Si (f,Y), (f,Y) son dos objetos,
entonces un morfismo h : (f,Y) — (f,Y) es un morfismo h: Y — Y en C tal que F(h)o f = f.
Notar que (X | C) = (X, Id¢).

Observar que se tiene un funtor de olvido
U:(X1F)—-C, U(f,Y)=Y, U(h) = h.
Ejercicio 1.58. Definir la categoria coma (F' | G) donde F': C - &, G: D — £.

1.11. Ejercicios.

1. Demostrar que en la categoria de grupos abelianos divisibles, el morfismo canénico 7 :
Q — Q/Z es un monomorfismo.

2. Demostrar que en la categoria de anillos la inclusiéon Z — @Q es un epimorfismo que no
es suryectivo.

3. Demostrar que si k es un cuerpo, un epimorfismo p : k — R en la categoria de anillos es
necesariamente un isomorfismo. Ver [32].

4. Demostrar que el coproducto de dos objetos es tinico salvo isomorfismo.
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5. Decidir si las siguientes categorias poseen productos y coproductos (finitos e infinitos):
Set, vect i, Vect , y CommRings

6. Sea A una k-algebra. Considerar el funtor de olvido F': sMod — Vect,. Demostrar que
Nat (F, F') posee una estructura de k-algebra y que existe un isomorfismo de k-dlgebras
A~ Nat (F, F).

7. Sea C una categoria y X,Y € C. Demostrar que Lx ~ Ly si y sélosi X ~ Y.

8. Sea C una categoria y X,Y objetos de C. Demostrar que el coproducto de X e Y existe
si y sélo si el funtor

F:C— Set, F(Z)=Home(X,Z)x Home(Y, Z)

es representable.
9. Demostrar que existe una equivalencia de categorias Matry ~ Sk(vecty).
10. Demostrar que la dualidad D : vect, — vect, D(V) = V*, es un funtor (contravariante)
y que es una equivalencia de categorias. Demostrar que DoD ~ Id . Es cierto que D ~ 1d ?
11. Demostrar que en las categorias Set, Top y Ab los (co)ecualizadores siempre existen.
12. Determinar cuales de los siguientes funtores son fieles, plenos o esencialmente suryectivos:
e El funtor inclusion Ab — Grp.
e El funtor de olvido Ring — Ab.
e El funtor tomar unidades (—)* : Ring — Grp, donde si R es un anillo, R* es

R*={reR:3s€R:rs=1}

13. Sea J una categoria pequena y C localmente pequena. Demostrar que la categoria Fun(.J, C)
es localmente pequena.

2. ADJUNCIONES Y REPRESENTABILIDAD

Si C es una categoria localmente pequena, se define
(2.1) Lx :C — Set, Lx(Y)=Home(X,Y) paratodoY €C.

En este caso, se dice que Ly esta representado por X. Un funtor se dice representable si es
naturalmente equivalente a un funtor representado por un objeto. La misma nocién se utiliza
para funtores de la forma C — Grp, C — Ab o C — Vect,. Notar que en los ultimos casos,
Hom sy, Homyjgey, son grupos abelianos, y en ciertos casos pueden tener estructura de espacio
vectorial.

Uno de los lemas elementales mas importantes y utilizados en teoria de categorias es el lema
de Yoneda.

Lema 2.1 (Yoneda). Sea F' : C — Set un funtor y X € C. El conjunto de transformaciones
naturales de Ly a F estd en biyeccion con el conjunto F(X) via la funcion

¢: Nat(Lx,F)— F(X), o¢(v)=rvx(id x).
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Demostracion. Recordar que una transformacién natural v € Nat(Lx, F') es una coleccion de
morfismos {vy : Hom(X,Y) — F(Y)|Y € C} tal que para todo Z,Y € C y para todo morfismo
f:Z =Y se verifica que el siguiente diagrama es conmutativo:

Home (X, Z) —2 F(Z)
Lx(f)l lF(f)
Home(X,Y) F(Y)

vy

En particular, si se toma Z = X y f: X — Y cualquier morfismo obtenemos

Vy © Lx(f) == F(f) oy,
y aplicando esta identidad a id x y usando que Lx(f)(id x) = f se obtiene que

vy (f) = F(f)(vx(id x)).
Se define ¢ : F(X) — Nat(Lx, F') como la funcién determinada por

() Lx = F, @)y (f) = F(f)(2),

para todo x € F(X), f € Home(X,Y), Y € C. Para ver que las funciones 9, ¢ son mutuamente
inversas, calculamos dadas v € Nat (Lx, F'); = € F(X),

[(o)y WI(f) = F(f) (o) = F(f)(vx(idx)) = vy (f oidx) = vy (f).
Por otro lado,
(o) (z) = (z)x(id x) = F(id x)(z) = id px)(2) = =.
O

Uno de las consecuencias mas utilizadas del Lema de Yoneda permite caracterizar todas
las transformaciones naturales entre dos funtores representables Lx, Ly, X,Y € C. Notar que
tenemos una biyeccion

Nat (Ly, Ly) ~ Ly (X) = Hom(Y, X).
Es decir, una transformacion natural « : Ly — Ly viene dada por composicién por un (jinico!)
morfismo & : Y — X, de modo que a(f) = f o a.

Ejercicio 2.2. [Embedding de Yoneda] Demostrar que si C es una categoria localmente pequena
entonces el funtor

L :C® — Fun(C, Set),
X = Lx,
es fielmente pleno.
Observacion 2.3. Por el Ejercicio 2.2, L crea isomorfismos, lo cual puede formularse como

sigue: Si XY son dos objetos tales que Hom(X, Z) ~ Hom(Y, Z) para todo Z € C, entonces
X~Y.
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Ejemplo 2.4. 1. El funtor de olvido U : Grp — Set esta representado por Z, es decir que
esta representado por el grupo libre generado por un elemento.
2. El funtor de olvido U : Ring — Set esta representado por Z|z], el anillo libre generado
por un elemento.
3. Recordemos que Ab denota la categoria de grupos abelianos. Sea P, : Ab — Set el funtor
producto de n-copias,

P(G)=Gx---xG@G,

esta representado por el grupo libre de n generadores, es decir por Z".
4. Sean V, W espacios vectoriales sobre un cuerpo k. Se define el funtor

Bil\gw : Vect , — Vect
Bilyw(U) ={f:V xW — U : f es k-bilineal }.
El funtor Bily estd representado por V&@gW.

2.1. Esquemas de grupos. Sik es un cuerpo, se denota por CAy la categoria de k-algebras
conmutativas. Dada H € C Ay, Spec(H) : CAx — Set denota el funtor dado por

Spec(H)(A) = Alg (H, A), para toda A € CA.
Es decir que Spec(H) = Ly. Si A,B € CAyy f: A— B es un morfismo de dlgebras entonces
Spec(H)(f): Alg(H,A) — Alg (H, B) se define por
Spec(H)(f)(a) = f o, para todo a € Alg(H, A).

Definicién 2.5. Un funtor X : CAy — Set es un esquema afin si es representable, i.e si
X ~ Spec(H) para algin algebra conmutativa H.

Ejemplo 2.6. 1. Para n € N el funtor Af, : CAx, — Set dado por Af,(A) = A"
Este funtor es un esquema afin ya que A" ~ Alg(k[Xy,...,X,],A). Luego Af, =
Spec(k[ X1, ..., X,]).

2. Sea S? : CAy — Set el funtor dado como sigue. Si A € C.Aj entonces
S3(A) = {(a,b,c) € A* :a®> + b* +* = 1}.
Para cada morfismo f : A — B entre dos algebras se define S3(f) : S3(A) — S3*(B) por

S*(f)a,b,c) = (f(a), f(b), f(c)),  para todo (a,b,c) € S°(A).

El funtor S® es un esquema afin. En efecto se puede demostrar que para toda A € C Ay
existe un isomorfismo natural

S3(A) ~ Alg (k[z, y, 2]/ (2% + 42 + 22 — 1), A).

Definicién 2.7. Si X : CAx — Set es un funtor, se va a denotar por k[X]| el dlgebra de
funciones de X:

k[X] = Nat (X, Afy).



CATEGORIAS ABELIANAS k-LINEALES FINITAS 21

En efecto, el espacio k[X] es un dlgebra con producto, suma y accién de k dada como sigue.
Siu,n: X —>Aftyrek, AeCA

() a(z) = pa(@)nalz), (1 +n)a(z) = palw) +nalz), (An)a(z) = A(na(x)),
para todo z € X(A).

Dados X,Y : CAx — Set funtores, se define X xY : CAx — Set via (X xY)(A) = X(A)xY(A)
para todo A € CAg, y para f : A — B un morfismo de &lgebras se define (X x Y)(f) =

X(f) xY(f).
Lema 2.8. Si X = Spec(H), Y = Spec(H') entonces X x Y = Spec(H®yH').
Demostracion. Se debe demostrar que para toda A € C Ay existe una biyeccion
Alg (H, A) x Alg (H', A) ~ Alg (H®oyH', A).

Se define

¢:Alg(H,A) x Alg(H',A) — Alg (HeyH', A),

o(a, B)(x®y) = a(x)B(y)

para todo o € Alg (H, A), B € Alg(H', A), z € H, y € H'. Claramente ¢(a, ) es un morfismo
de dlgebras. Se define

Y Alg(HepH', A) — Alg (H, A) x Alg (H', A),

para todo v € Alg (HeyH', A). O

Definicién 2.9. Un esquema de grupos es un funtor X : CA, — Grp tal que compuesto
con el funtor de olvido Grp — Set es un esquema afin.

Ejemplo 2.10 (E1 grupo trivial). El funtor U : CAy — Grp, U(A) = {1} que asigna a
cualquier algebra A el grupo trivial es un esquema de grupos. En este caso es facil ver que
U ~ Spec(k).

Ejemplo 2.11 (E1 esquema afin). Paran € Nel funtor Af, : CAx — Set dado por Af,,(A) =
A" es un esquema de grupos donde se considera a A™ con la estructura de grupo dada por la
suma.

Ejemplo 2.12 (E1 grupo de raices m-esimas). Sea m € N, se define G,, : CAx — Grp,
como

Gn(A)={ac A:a" =1}.
En este caso G, ~ Spec(k[x]/(z™ — 1)). La estructura de grupo de G,,(A) es con el producto

del dlgebra A.

Ejemplo 2.13 (E1 esquema de matrices inversibles). Sea n € N. Se define el funtor
GL, : CAx — Grp definido por:

GL,(A) ={B € M,(A) : B es inversible }.
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Ejemplo 2.14 (E1 grupo circular). El grupo circular S! : CA; — Grp definido por
SYHA)={(a,b) € Ax A:a®+b* =1}
La estructura de grupo en S*(A) es: (a,b) * (¢,d) = (ac — bd, ad + bc), para todo a,b € A.
Ejercicio 2.15. Demostrar que el funtor S* es un esquema de grupos.
La demostracion de la siguiente proposicién queda como ejercicio.
Proposicién 2.16. Sean X,Y : CAx — Set funtores yn: X — Y una transformacion natural.

Las siguientes afirmaciones se satisfacen.

1. Si X, Y son esquemas afines (de grupos) entonces X XY es un esquema afin (de grupo).
2. Existe un isomorfismo de dlgebras k[X x Y] ~ k[X]|@k[Y].

3. Existe un isomorfismo de dlgebras k[Spec(H)] ~ H.

4. n induce un morfismo de dlgebras n* : k[Y] — k[X].

5. Si U es el esquema de grupo trivial entonces k[U] ~ k. O

Si X : CAx — Grp es un esquema de grupos entonces tenemos transformaciones naturales
m: XxX—=>X, u:U—X,

donde para toda dlgebra A la funciéon m4 es el producto del grupo X(A) y uy es el elemento
unidad.

Lema 2.17. En efecto m y u son transformaciones naturales.

Demostracion. Sea f: A — B un morfismo de algebras. Se debe demostrar que X (f) omy =
mpo(X xX)(f). Pero como (X xX)(f) = X(f)xX(f) laigualdad X (f)oma = mpo(X xX)(f)
se traduce a que el morfismo X (f) es de grupos, lo cual vale ya que X es un esquema de grupos.
Anélogamente se demuestra que u es una transformaciéon natural. 0

Sea GG un grupo. Se va a denotar por G? el grupo opuesto, es decir el grupo cuyo producto
estd definido por:
g-h=hg, paratodo g, heG.
Cada vez que tenemos un morfismo de grupos f : G — H esto induce un morfismo de grupos
f: G — H°P. Para cualquier grupo G la inversiéon S : G — G, g — ¢! no es un morfismo de
grupos salvo cuando G es Abeliano. No obstante, es un morfismo § : G — GP.

Sea X : CAr — Grp un esquema de grupos. Se define X : CA, — Grp como el esquema
dado por
XPA)=X(A)™*, X(f) =/,
para toda algebra A y todo morfismo de algebras f. La inversién de grupos produce una
transformacion natural S : X — X determinada por
Sa:X(A) = XP(A), Ae€CA,
donde cada S4 es la inversién de grupo.

Proposicién 2.18. Sea X : CAx — Grp un esquema de grupos. Entonces el espacio k[X] es
un algebra de Hopf.
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2.2. Adjunciones.

Definicion 2.19. Sean C y D dos categorias. Una adjuncién de C a D es una terna (F,G, )
donde F': C — D, G : D — C son funtores y se tienen isomorfismos

¢xy : Homp(F(X),Y) — Home (X, G(Y))
naturalesen X e CyenY € D.

Notar que en la definicion anterior se estan considerando los funtores

¢ x D L, por  p M),

COPXDMCOPXCI%mC—H>Set7

y ¢ : Homp(—, —)o(F xId) — Home(—, —)o(Id X G) es un isomorfismo natural. La naturalidad
de ¢ implica que para todo par de morfismos f: U — X, g: Y — V el diagrama

Set,

(2.2) Homp(F(X),Y) —_+ Home (X, G(Y))
aHgaF(f)J/ iﬁHG(g)ﬁf
Homqp (F(U), V) 5 Hom¢ (U, G(V)),

es conmutativo.
Si (F,G, ¢) es una adjuncion, se dice que F' es adjunto a izquierda de Gy que G es adjunto
a derecha de F.

Lema 2.20. Los funtores adjuntos a derecha o a izquierda de un funtor dado son unicos salvo
equivalencia.

Demostracion. Sea F': C — D un funtor y sean (F, G, ¢), (F,G’, ¢') adjunciones. Se demostrara
que G ~ G'.

Por hipétesis, los funtores Home(—, —) o (Id x G), Home(—, —) o (Id x G’) son equivalentes.
Entonces existe un isomorfismo natural

axy : Home(X,G(Y)) = Home(X,G'(Y)), X e€C,Y €D.

definido por axy = ng’Xyng)_(,ly. Se define ¢y : G(Y) = G'(Y) como ¢y = agy)y(id ¢(v)) para
todo Y € D. Se deduce de (2.2) que ¢ es una transformacién natural. Queda como ejercicio
demostrar que ¢ es un isomorfismo. 0

Teorema 2.21. Sean F : C — D, G : D — C funtores. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. (F,G,¢) es una adjuncion.
2. Existen transformaciones naturales e : oG — Idp,c: Id¢ — G o F tales que
(23) id G(Y) — G(ey) @) Cg(y), eF(X) @) F(CX) =id F(X)
para todo Y € D, X € C.
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Demostracion. Se probara (1) implica (2). Para todo Y € D, X € C se definen
ey = gy y(idam),  ex = oxreo(id pix))-
Sea f: F(X) — Y un morfismo en D. Por la naturalidad de ¢ se sabe que el diagrama

dx,F(X)

(2.4) Homp(F(X), F(X))
ou—)fal
Homyp (F(X),Y)

Home (X, GF (X))
iﬁ'—)G(f)/J’
Home (X, G(Y))

es conmutativo. En particular se tiene que

G(f)ocx = ¢X,Y(f)~

Tomando f = ey se tiene que id vy = G(ey) o cg(yy. La identidad ep(x) o F(cx) = id p(x) se
demuestra de forma similar. La demostracion de la naturalidad de e y ¢ queda como ejercicio.

Ahora se quiere probar que (2) implica (1). Para todo X € C, Y € D se definen
¢xy : Homp(F(X),Y) — Home(X,G(Y)), oéxy(a)=G(a)cy,

dx.y : Home(X, G(Y)) = Homp(F(X),Y), oéxy(8) = ey F(B).

Queda como ejercicio para el lector verificar que ¢ es una transformacion natural en ambas
variables y que ¢ es el inverso de ¢. 0

Usualmente las transformaciones e, ¢ se llaman, respectivamente, la counidad y la unidad de
la adjuncion.
El siguiente es un ejercicio técnico, pero que sera utilizado mas adelante.

Ejercicio 2.22. Sean (F,G) : C — D, (F',G") : C' — D’ dos adjunciones con unidades y
counidades u, c y o/, c, respectivamente. Asumir que existen funtores L : C - C', K : D — D’
que hacen los diagramas

D L, p
Gl JG/
[
Fl lpf
D L p

conmutativos. Demostrar que L(u) = u} siy solo si ¢ = K(c).
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Ejemplos de adjunciones. Queda como ejercicio para el lector el demostrar que los

siguientes pares de funtores son adjunciones.

1.

El funtor de olvido F' : Ab — Grp es adjunto a derecha de U : Grp — Ab dado por
U(G) = G/|G, G, para todo grupo G.

. Sea R un anillo. El funtor de olvido F': RpMod — Ab es adjunto a derecha de L : Ab —

rMod, L(A) = R®zA, para todo grupo abeliano A.

. Sea k un cuerpo. El funtor de olvido F': Alg, — Vect es adjunto a derecha del funtor

T : Vect, — Alg, tal que para todo espacio vectorial V|, T'(V) = @,en, V" es el dlgebra
tensorial.

. Sea C'omy la categoria de k-algebras conmutativas. Es decir que Comy es la subcategoria

plena de Alg, cuyos objetos son las algebras conmutativas. El funtor de olvido F :
Comy — Vect es adjunto a derecha del funtor S : Vect, — Comy, donde para todo
espacio vectorial V| S(V) es el dlgebra simétrica. Recordar que el algebra simétrica de V/
es el cociente del dlgebra tensorial T'(V') por el ideal bilatero generado por los elementos
vRWw — w®u para todo v,w € V.

. Sea k un cuerpo y Lieg la categoria de k-algebras de Lie. Sea F': Alg, — Liey el funtor

dado como sigue: para toda algebra A, el espacio F/(A) = A tiene estructura de algebra
de Lie en A dada por el conmutador, i.e el corchete [, ]: A x A — A estd dado por

la,b] = ab—ba, para todo a,b € A.

El funtor F' es adjunto a derecha del funtor U : Liey — Alg,, donde para toda algebra de
Lie g el funtor U(g) es el algebra universal. Es decir que U(g) es el cociente del algebra
tensorial T'(g) por el ideal bilatero generado por elementos de la forma [v, w]—v@wW+w®v,
para todo v, w € g.

. Sea C'Haus la subcategoria plena de los espacios topoldgicos Top , que consiste de aquellos

espacios que son compactos y Hausdorff. Recodar que la compactificacién de Stone-
Cech de un espacio topoldgico X es un espacio compacto Hausdorff 3(X) munido de un
morfismo continuo ¢ : X — (X)) que es universal; es decir si K es otro espacio topolégico

compacto Hausdorff y f : X — K es un morfismo continuo, entonces existe un tnico
morfismo S(f) : 5(X) — K tal que o 5(f) = f. Resulta que la aplicacion

B : Top — CHaus

es funtorial y es un adjunto a izquierda del funtor inclusiéon C Haus — Top .

Ejercicio 2.23. Sean R, S anillos con unidad, y sea M un (R, S)-bimédulo. Demostrar que el

funtor

M®S— : SMOd — RMOd

es adjunto a izquierda del funtor

Hompg(M, —) : RpMod — sMod.
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Ejercicio 2.24. Sean C, D categorias y F' : C — D un funtor con adjunto a derecha R : D — C.
Demostrar que el funtor

Fun(F, R) : Fun(C,C) — Fun(D, D),
Fun(F,R)(H)=Fo HoR,
posee un adjunto a derecha dado por

Fun(R, F) : Fun(D, D) — Fun(C,C).

El siguiente ejercicio muestra cémo la existencia de los adjuntos, a derecha e izquierda, de
los funtores dados por tensorear a derecha o izquierda por un objeto, esta relacionada con la
existencia de objetos duales.

Ejercicio 2.25. Sea G un grupo finito, k un cuerpo y X € ygmod. Sea X* el espacio vectorial
dual, con accién de G dada por:

(9 @)= flg™" ),
para todo g € G, f € X*, x € X. Sean
Rx,LX ZkaOd — kaOd,

Rx(Y)=Y&X, Lx(Y)=X&Y.

Demostrar que el funtor Ly« es adjunto a derecha de Rx y que Rx+ es adjunto a derecha de
Lx. Este ejercicio sigue valido para cualquier algebra de Hopf de dimensién finita, utilizando
la antipoda y el inverso de la antipoda, para darle estructura a los espacios duales.

El siguiente resultado técnico muestra la utilidad de considerar la categoria coma para cuando
se precise construir adjuntos de un funtor dado.

Proposicién 2.26. Sean C,D categorias y G : D — C un funtor. Asumir que para todo X € C
la categoria coma (X | G) posee un objeto inicial. Entonces G posee un adjunto a izquierda.

Demostracion. Se tiene que definir entonces un funtor F' : C — D que sea un adjunto a izquierda
de G. Sea (f,Y) el objeto inicial de la categoria coma (X | G), entonces se define FI(X) =Y.
Esto define una aplicaciéon entre objetos de ambas categorias. Para que sea funtorial, se debe
también asociarle una aplicacién entre morfismos que sea compatible con la composicion.

Sean X, X dos objetos en C y h: X — X un morfismo en C. Sean (f,Y), (f, }7) los objetos
iniciales de las categorias coma (X | G) y (X | G), respectivamente. Como foh: X — G(Y),

es decir que (f o h,Y) es un objeto en la categoria coma (X | G), por ser objeto inicial, existe
un tnico morfismo

¢:(f,Y) = (fohY).
Se define entonces F'(h) = ¢. Observar que, como ¢ es morfismo es la categoria coma, se cumple
que

G(@)of=foh.
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Claramente, si h = id entonces F'(h) = id . Sean
ho= W
X=X—X

morfismos componibles en C. Se quiere ver que se cumple que F'(hoh') = F(h) o F(h'). Sean

(£,Y), (f,Y), (f,Y") los objetos iniciales de las categorfas coma (X | G) y (X | G), (X' | @),

respectivamente. Se tiene un diagrama conmutativo

h h

(2.5) X X X'
: ] f/
G) ——4o V) ——5— 6),

Lo cual demustra que ¢ o ¢’ es un morfismo en la categoria coma. Por unicidad, debe ser que
F(hoh') = F(h) o F(I'). Ahora se debe mostrar que, para todo X € C, A € D, existe una
biyeccion

Home (X, G(A)) ~ Homp(F(X), A).
Pero esto es claro, pues si (f,Y) es el objeto inicial de la catergoria coma (X | G), entonces
F(X)=Y,ysih: X — G(A) entonces existe un unico morfismo ¢ : (f,Y) — (h, A). Es decir
que ¢ : Y = F(X) — A, y la correspondencia h — ¢ es biyectiva. O

Ejercicio 2.27. Sean A, B k-algebras asociativas y ¢ : A — B un morfismo de &lgebras.
Demostrar que este morfismo induce un funtor Res, : pMod — sMod restriccién. Demostrar
que este funtor es una equivalencia de categorias si y solo si el morfismo ¢ es un isomorfismo
de algebras.

2.4. Ejercicios.
1. Recordemos la notacién del Ejemplo 2.4 (4).

Sean V, W espacios vectoriales sobre un cuerpo k. Demostrar que existen isomorfismos
naturales candnicos
BilV,W ~ B’lev
Este isomorfismo induce, usando el ejercicio anterior, un isomorfismo canénico V@ W ~
W& V.
(i) Usando la misma idea del punto anterior, demostrar que existen isomorfismos cané-
nicos

(VW )@pU ~ Vg (WeU).

2. Sea C una categoria y X,Y objetos de C. Demostrar que el coproducto de X e Y existe
si y sélo si el funtor

F:C — Set, F(Z)=Home(X,Z)x Home(Y, Z)

es representable.
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. Sean A, B anillos asociativos con unidad. Sea C' un (B, A)-bimdédulo. Demostrar que los

funtores
C®a—: aMod — gMod, Homg(C,—) : pMod — sMod

forman una adjuncién.

. Sean F':C — D,G : D — C funtores, tales que (F,G) es una adjuncién con e : F o G —

Id, u:1Id — G o F. Demostrar que G es fiel si y sélo si ex es un epimorfismo para todo
X € D. Similarmente, I es fiel si y solo si ux es monomorfismo para todo X € C.

. Sea Catg la categoria de categorias localmente pequenas. Sea Obj : Caty — Set el funtor

que envia una categoria C al conjunto de sus objetos. Posee Obj adjuntos 7

.Sean F': C — D,H : D — A funtores. Asumir que ambos funtores poseen adjuntos a

derecha G : D — Cy D : A — D, respectivamente. Demostrar que H o F' posee adjunto
a derecha G o D.

. Demostrar que toda equivalencia de categorias posee un adjunto a derecha e izquierda.

Reciprocamente, si un funtor posee un adjunto a izquierda con unidad y counidad de la
adjunciéon que son isomorfismos, entonces es una equivalencia.

3. LiMmIiTEs Y COLIMITES

En los capitulos anteriores se definieron algunos objetos fundamentales en Teoria de Catego-
rias, como productos, pullbacks, (co)ecualizadores, entre otros. Dichos objetos se caracterizan
por poseer una propiedad universal que los hace tnicos salvo isomorfismo.

En este capitulo veremos como estas construcciones pueden obtenerse como ciertos limites
o colimites de diagramas adecuados en una categoria. Este punto de vista permite relacio-

nar adjunciones, funtores representables, y propiedades universales de manera mas abstracta.
También se presentan ejemplos para facilitar la comprension de las definiciones.

Definicién 3.1. Sea J una categoria pequena. Un diagrama de forma J en C es un funtor
F . J — C. Se dice que J indexa el diagrama, como en la siguiente figura.

| ] F(i) F(j)
k — F(k) C.

Definicién 3.2. Sean C y J categorias, donde J es pequena. Recordemos que para X € C
tenemos un funtor constante Ay : J — C. Esto a su vez define un funtor A : ¢ — Fun(J,C),
con A(X) = Ayx. Un morfismo f : X — Y induce una transformacién natural Ax — Ay que
tiene cada componente igual a f.
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Definiciéon 3.3. Sea C una categoria, J una categoria pequena y sea F' : J — C un funtor. Un
cono sobre F' es un par (C, f) donde

(i) C es un objeto en C,
(ii) f:A¢ — F es una transformacién natural,

por lo que para todo u : 7 — j en J el diagrama

F(u)

(3.1) F(i) F(j)

N
C,
es conmutativo.

Definicién 3.4. Sea F' : J — C un funtor. Un limite inverso (o limite) de F es un cono
(L, p) sobre F' con la propiedad de que para cualquier otro cono (N, f) sobre F' existe un tinico
morfismo h : N — L tal que el diagrama

(3.2) N

sea conmutativo para todo j € J. Los morfismos p; son llamados proyecciones del limite y,
usualmente, L se denota l&n FolimF.

Un limite junto con su propiedad universal puede ser representado en un tnico diagrama
como sigue. Si v : ¢ — j es un morfismo en J, entonces

F(u)

(3.3) F (i) F(j)
Pi \\\ b Ve
AN Th//
N

Existe la nocién dual de cono (y por lo tanto, la nocién dual de limite).

Definicién 3.5. Sean C una categoria, J una categoria pequena y sea F' : J — C un funtor.
Un cono bajo F' (o cocono) es un cono sobre F': J — C°. Esto es, un par (E,u) donde

(i) E es un objeto de C,
(ii) w: F' — Apg es una transformacién natural
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O sea, para todo morfismo v : i — j en J el diagrama

F(v

L ()
N

L,

(3.4) F(i)

es conmutativo.

Definicién 3.6. Sea F' : J — C un funtor. Un [limite directo (o colimite) es un limite de
F . J? — C°. Esto es un cocono (C,t) con la propiedad de que para cualquier otro cocono
(E,u) sobre F existe un inico morfismo k : C' — E tal que el diagrama

C i E
~ A
F(j),

es conmutativo para todo j € J. Los morfismos u; son llamados inclusiones del colimite y,
usualmente, C' se denota th o colim F.

(3.5)

Un colimite junto con su propiedad universal puede ser representado en un tnico diagrama
como sigue. Si v : 7 — j es un morfismo en J, entonces

(3.6) F(i) ——

F(7)

o

N/
2\\ \L ) /Y
. k /

N\

%
E.
Ejemplo 3.7. Sea J = {1, 2} la categoria que tiene dos objetos con sus respectivas identidades.
Un funtor F': J — C elige dos objetos de C. Podemos describir un limite para este funtor como
sigue: es un objeto P con dos morfismos m; : P — F(i), i = 1,2; tal que si E € C tiene
morfismos p; : E — F(i), entonces existe inico [ : £ — P tal que p; = m;l, i = 1,2. Es decir,
P es un producto para F(1), F(2).

El Ejemplo anterior puede generalizarse al caso infinito, donde II;c ;. X; = ILm Fy
F:J — C asigna F(j) = Xj, y la categoria J cumple

0, i#7,
id;, i=j.

Hom(i, j) = {
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Ejercicio 3.8. Sea C una categoriay f,g : X — Y dos morfismos. Sea J la categoria que posee
dos objetos {1,2} y entre ellos hay solo dos morfismos:

1=2.

Sea F': J — C el tnico funtor tal que F/(1) = X, F(2) =Y y tal que envia los dos morfismos
de J a fy g. Entonces lim F', si existe, es un ecualizador de f y ¢g. En otras palabras, todo
ecualizador es el limite de un funtor indexado por la categoria de dos objetos y dos morfismos
paralelos distintos.

Ejercicio 3.9. Sea C una categoria y f, g morfismos en C. Encontrar una categoria J y un
funtor F': J — C tal que su limite y colimite sea el pushout y pullback de f y g, de manera
analoga al Ejemplo anterior.

Observacion 3.10 (Los conos y coconos forman categorias). Si J,C son categorias (J pequefia)
y A : C — Fun(J,C) los conos sobre F' forman la categoria coma (A | F) y la categoria de
coconos es la categoria coma (F' | A). En este sentido, morfismos de conos son morfismos entre
los objetos que conmutan con las proyecciones. Ademaés, el limite de F' es un objeto terminal
de (A | F) y el colimite es un objeto inicial de (F' | A).

Ejercicio 3.11. Sea J una categoria con objeto inicial /. Demostrar que si /' : J — C es un
funtor entonces l&lF ~ F(I). Enunciar un resultado dual para colimites.

Ejercicio 3.12. (a) Sean J una categoria pequena y C localmente pequena. Sea F': J — C
un funtor. Si para cada X € C, se denota por Cono(X, F) la clase de conos de la forma
(X,v) para F, entonces Cono(X, F) es un conjunto.

(b) Demostrar que la aplicacién X — Cono(X, F') puede ser extendida a un funtor

Cono(—, F) : C® — Set.
(c) Demostrar que el limite lm F" existe si y slo si el funtor Cono(—, F') es representable.

Ejercicio 3.13. Sean J, C categorias y F,G : J — C funtores. Demostrar que si o : ' — G
es una transformacion natural, esta induce un morfismo a : hm F — LmG, si dichos limites
existen.

(i) Sien C existen todos los limites de forma J lo anterior induce un funtor lim : Fun(J,C) —
C.

(ii) El funtor lim es adjunto a derecha del funtor A : C — Fun(J,C). Enunciar un resultado
dual para colimites.

Definicién 3.14. Una categoria C se dice completa (respectivamente cocompleta) si posee todos
los limites pequenos, es decir si J es una categoria pequenia y F': J — C es un funtor, el limite
l‘&l F existe (respectivamente el colimite llﬂF existe).

Si un funtor F' : J — Set posee limite, por el Ejercicio 3.12 se sabe que este objeto representa
al funtor cono Cono(—, F'), por lo tanto, para todo conjunto X se deberia satisfacer que

Set(X,l’&nF) ~ Cono(X, F).
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En particular, si se toma el conjunto X = {1} formado por un tnico elemento, se deberia
satisfacer que
Hm F" =~ Set({l},leF) ~ Cono({1}, F).

Se usara esta observacion para demostrar el siguiente resultado.
Teorema 3.15. La categoria Set es completa.

Demostracion. Sea J una categoria pequena y F': J — Set un funtor. Se define
I'&DF =Cono({1}, F) ={v = (vj)jes 1 v; € F(j) yVf 1 i — 4, F(f)(vi) = v;}.
Como Obj(J) es un conjunto, se puede ver que LmF es efectivamente un conjunto. Se define
también
A l&nF — F(7),
N(v)=v, i€
Es evidente por la definicién que (1&1 F,)\) es un cono. Se verd que cumple con la propiedad

universal del limite. Sea (X, 1) un cono para F. Se debe demostrar que existe una tnica funcion
h: X — @ F' tal que el diagrama

X h
N
F(i)

es conmutativo. Se define h : X — F(i) como h(z); = p;(x), para todo x € X. Por construccién
se satisface (3.7). O

(3.7)

LmF

Teorema 3.16. Sea C una categoria que posee ecualizadores y productos pequenos (respectiva-
mente finitos) entonces C posee limites pequenos (respectivamente finitos).

Demostracion. Sea J una categoria pequena y sea H : J — C un funtor. Se va a demostrar
que existe T&HH. Para cada morfismo a: X — Y de la categoria J, se denotara dom(a) = X,
codom(a) =Y. Se define

P = HjEObj(J)H(j)v Q = HaGMorf(J)H(COdOm(Oz)),

con respectivas proyecciones
;P — H(j), Do : Q@ — H(codom(a)).

Como Teodom(a) : P — H(codom(a)), por la propiedad universal del producto existe un tnico
morfismo f: P — @ tal que el diagrama

(3.8) P Q

H(codom(«))
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es conmutativo. Andlogamente, se define g : P — () tal que

Pa©g = H(Oé) O Tdom(a)-
Sea k : L — P el ecualizador del par (f, g). Este objeto estd munido de morfismos

)\jL—>H<j), )\j:7rjok;.
Se afirma entonces que (L, \) = lim H. Primero se ve que (L,\) es un cono. Sea h : ¢ — j un
morfismo en la categoria J. Entonces
H(h)oXj=H(h)omok=p,ogok=py,ofok=mok.
La primera igualdad es por la definicién de A, la segunda por la definicién de g, la tercera se
debe a que k es el ecualizador entre f y ¢, y la tdltima igualdad se debe a la definicién de f.
Ahora, sea (D, v) otro cono sobre H, es decir que se tienen morfismos v; : D — H (7). Entonces
existe un unico morfismo 3 : D — P tal que
7Tj @) ﬁ = I/j
para todo j € J. Se tiene que
DPa © f © ﬁ = Tcodom(a) © B = Veodom(a)

Pa©go 6 = H(O[) O Tdom(a) © B = H(Oé) © Vdom(a)-
Como (D, v) es un cono, p,o fofS = p,ogof3, para todo o morfismo en J. Entonces fof = gop.
Por ser L el ecualizador de f y g, existe un morfismo e : D — L tal que 5 = koe. La verificacién
A; 0 e = v; es inmediata. O

Se puede utilizar el Teorema anterior para probar el siguiente Corolario:

Corolario 3.17. Para una categoria C, son equivalentes:

(i) C posee ecualizadores y productos finitos,
(ii) C posee objeto terminal y pullbacks,
(iii) C admite todos los limites finitos (estos son, aquellos indezados por una categoria J con
finitos objetos y finitos morfismos).

O

Ejemplo 3.18. La categoria de anillos Ring posee ecualizadores y productos pequenos y, por
lo tanto, posee limites pequenos. En particular, sea w la categoria cuyos objetos son los niimeros
naturales, con morfismos no triviales dados por

=4 —=3=2—=1
La categoria w es pequena. Sea F': w — Ring el funtor dado por
F(n) =2Z/(p").

Para cada morfismo no trivial n + 1 — n, el funtor F' lo envia a la proyeccién canodnica
Z/(p"tt) — Z/(p™). Entonces el limite lm I existe y son los enteros p-ddicos.

El siguiente resultado sera de utilidad mas adelante.
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Lema 3.19. Sean C, D categorias tales que D posee (co)limites de forma J. Entonces la categoria
Fun(C, D) también posee (co)limites de forma J.

Demostracion. Sea D : J — Fun(C, D) un funtor. Se demostrard que existe el colimite ligD.
Para todo X € C sea Dx : J — D el funtor

Dx(j) = D(j)(X).
Como D posee colimites de forma J, se puede considerar
(Lx,A}) = lim Dx.
Se va a ver que la aplicaciéon X — Lx es funtorial; es decir que se puede definir un funtor
L:C—D,L(X)=Lx. Sea f : X — Y un morfismo en C, entonces el par (Ly, A} o D(j)(f))
es un cocono para Dx . Luego, existe un tnico morfismo Ly : Lx — Ly tal que
LyoXj =) o D(j)(f)

para todo j € J. Por la unicidad del morfismo se deduce que Ljq =id, Lyoq = Ly o Ly, es decir
L es un funtor. Se demostrard entonces que L = hﬂ D.

Sea (H, p;) un cocono para D. Observar que p1; : D — H es una transformacion natural para
todo j € J. Es decir, para todo X € C se tienen morfismos

(1j)x : D()(X) = H(X)
Se puede comprobar que (H(X), (¢j)x) es un cocono para Dy, para todo X € C. Por lo tanto,
existe un tnico morfismo ay : Ly — H(X) tal que
(15)x = ax o A

Utilizando la unicidad de a se puede demostrar que en efecto a es una transformacion natural.

O

Definicién 3.20. Sea F': C — D un funtor y J una categoria.

1. Se dice que F' preserva limites de forma J si dado H : J — C un funtor cuyo cono (D, \)
es el limite lim /1 entonces (F(D), F(X)) es el limite l&n(F oH).

2. Se dice que F refleja limites de forma J si dado H : J — C un funtor y un cono (D, \)
tal que im(F o H) = (F(D), F())), entonces lim H = (D, ).
3. Se dice que F' crea limites de forma J si dado H : J — C un funtor y un cono (M, v) tal que
es el limite de Jim(F o H), entonces existe un cono (D, \) tal que (F(D), F(\)) ~ (M, v)
y (D,\) = Jm H.
Ejercicio 3.21 (Hom preserva limites). Sean J una categoria pequena y C localmente pequena.

Si ' : J — C es un funtor cuyo limite lglF existe, entonces para todo X € C el limite
LmHonlc(X , F'(=)) existe y hay un isomorfismo

Homc(X,@lF) ~ l'&nHode,F(—)).
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Anélogamente, si existe hg F, entonces para todo X existe un isomorfismo
Homc(lig F,X)~ I'&nHomc(F, X).
En el siguiente teorema se demostrara que los funtores adjuntos a derecha preservan limites.

Teorema 3.22. Sea G : D — C un funtor con adjunto a izquierda F' : C — D. Entonces G
preserva limites.

Demostracion. Sea H : J — D un funtor cuyo limite es lim H = (D, A). Ahora, sea (C,v) un
cono sobre GG o H. Es decir que se tiene una familia de morfismos
vi: C — G(H(7)).
Sean p; : F(C') — H(j) los morfismos que corresponden a los v; bajo la biyeccion
Homp(F(C), H(j)) — Home(C,G(H(j))).

Resulta que (F'(C'), it) es un cono. Por la definicién de limite, existe un morfismo ¢ : F(C') — D
tal que A\jo¢ = 1, para todo j. Sea ¢ : C'— G(D) el morfismo que corresponde bajo la biyeccién

Homp(F(C), D) — Home(C, G(D)).
Entonces G()\;) o ¢ = v;. O

Ejercicio 3.23. Demostrar que una equivalencia de categorias preserva, refleja y crea limites
que existen en su dominio y codominio.

Proposicion 3.24. Sean C, D categorias. Asumir que D posee todos los limites de forma J y
que G : D — C preserva limites de forma J. Entonces

1. Para todo objeto X € C, la categoria coma (X | G) tiene limites de forma J.
2. Para todo objeto X € C, el funtor de olvido U : (X | G) — D crea limites de forma J.

Demostracion. Sea F : J — (X | G) un funtor. Se va a ver que su limite existe. Como D posee
limites de forma J, entonces el funtor U o F' : J — D tiene limite. Sea (L, \) = @M o F', donde
para todo j € J se tiene que A; : L — U(F(j)) son morfismos en D. Como G preserva limites
de forma J , entonces

I'&HGOL{ o= (G(L),G(N)).
Como para todo objeto j € J, se tiene que F(j) € (X | G), entonces F(j) = (f;,Y;), donde
Y; €Dy f; : X = G(Y}) es un morfismo en C. Notar que (X, (f;)jes) es un cono sobre el funtor

G ol o F. Luego, por la propiedad universal del limite, existe un tinico morfismo ¢ : X — G(L)
que hace conmutar el diagrama

(3.9) X
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El par (L, ¢) es un objeto en (X | G). Se afirma que
lim F' = ((L, ¢), A).

En efecto, la conmutatividad del diagrama (3.9) implica que los morfismos
Ajc (L, 6) = F(5),

son morfismos en la categoria (X | G). Que el objeto ((L, ¢), A) es un cono sobre F' se deduce
de que (L, ) es un cono sobre U o F. Ahora, sea (A,1) un objeto en (X | G) y ((A,¢),v)
un cono sobre F. En particular, (A, v) es un cono sobre U o F', y como (L, \) = @U oF, se
deduce que existe un tnico morfismo « : A — L tal que el diagrama

(3.10) A = L

N
Y;,

es conmutativo para todo j € J. Se debe demostrar que « : (A,¢) — (L, ¢) es un morfismo en
(X | G); es decir se debe comprobar que

G(a) ot = ¢.
Como los v; son morfismos en (X | G) se debe cumplir que
(3.11) G(vj) o = fj,
para todo j € J. Luego
(3.12) G(Aj)oGla)op = G(vj) o = f; = G(Aj) 0 ¢.

La primera igualdad se deduce del diagrama (3.10), la segunda igualdad por (3.11) y la tercera
igualdad por la conmutatividad del diagrama (3.9). Por la unicidad del limite debe ser que ¢ y
G(«) o 1) sean iguales. Esta misma demostracion implica que U crea limites. 0

La demostracion del siguiente resultado queda como tarea para el lector.

Proposicién 3.25. Sea F : C — Fun(A, B) un funtor. Para todo A € A se define Fy : C — B,
FA(X) = F(X)(A). Entonces si todos los limites Wm Fy existen, la aplicacion A Hm Fy es
funtorial y coincide con el limite 1£1F 0

3.1. Ejercicios.

1. Demostrar que un objeto I en una categoria C es inicial si y s6lo si I es el limite del
functor identidad Id : C — C.

2. Sea J una categoria pequena. Demostrar que una categoria C admite todos los limites
indexados por J si y solo si el funtor constante A : C — Fun(J,C) posee un adjunto a
derecha. Ver el ejercicio 3.13.

3. Demostrar que toda equivalencia de categorias preserva, refleja y crea (co)limites.
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4. (a) Sea J una categoria pequenia y C localmente pequena. Sea F' : J — C un funtor. Si
para cada X € C, denotamos por Cono(X, F') la clase de conos de la forma (X, v)
para F'| entonces Cono(X, F') es un conjunto.

(b) Demostrar que la aplicacién X — Cono(X, F') puede ser extendida a un funtor

Cono(—, F) : C°® — Set.

(c¢) Demostrar que el limite existe Hm [ siy s6lo si el funtor Cono(—, F) es representable.
Demostrar que una categoria con coproductos y coecualizadores es cocompleta.
Demostrar que la categoria de espacios topoldgicos es completa y cocompleta.
Demostrar que una categoria que posee pullbacks y un objeto terminal es completa.

Demostrar que un funtor fiel y pleno refleja limites y colimites presentes en su codominio.

© o N o

Demostrar que el funtor identidad Id : C — C en una categoria C admite limite si y solo
si C posee un objeto inicial.

10. Demostrar que si C posee pullbacks y objeto terminal, entonces C es completa.

4. ENDS Y COENDS

En esta seccion introduciremos una herramienta muy poderosa en teoria de categorias; los
ends y coends. Ambos conceptos tienen la fuerza de poder guardar informacion global de la
categoria.

Sean C, D dos categorias y S, T : C°® x C — D dos funtores. Una transformacion dinatural
d: S = T entre los funtores S, T : C°® x C — D es una coleccion de morfismos en D

dy : S(X,X)—->T(X,X), XEeCc,
tal que para todo f: X — Y en C se satisface
(4.1) T(idx, f)odx o S(f,idx) =T(f,idy)ody o S(idy, f).

Definicion 4.1. Un end para S es un par (E,p) donde

= un objeto £ € D,
= una transformacién dinatural p : £ = S,

(Aqui el objeto E es considerado como el funtor constante)tal que se satisface la siguiente
propiedad universal. Para cualquier par (D, d) que consiste de un objeto D € D y una trans-
formacion dinatural d : D = S, existe un 4nico morfismo h : D — E en D tal que

dx =pxoh, paratodo X €C.

Un coend para S es la nocién dual del end. Es decir, que consiste de un par (C,7) donde

= un objeto C' € D;
» una transformacion dinatural 7= : S = C,
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tal que se satisface la siguiente propiedad universal. Para todo par (B,t), donde B € D es un
objeto y t : S = B una transformacion dinatural, existe un #nico morfismo h : C' — B tal que

howy =tx, paratodo X €C.

El (co)end de un funtor es tnico salvo isomorfismo. Dicho resultado queda de ejercicio para
el lector.

Lema 4.2. Sea S : C° x C — D un funtor y sean (E,m), (E, 7) dos ends para S. Entonces
existe un unico isomomorfismo 0 : E — E tal que

7AT:XOQ =TX,
para todo X € C. O

Un resultado analogo también es cierto para coends. El end y coend, se denotaran, respecti-
vamente, como

Xec
S(X,X) and / S(X, X).
XeC
En los siguientes ejemplos se mostrara como el (co)end codifica informacién global de la

categoria. Sean C,D dos categorias localmente pequetias, y F,G : C — D dos funtores. Se
define

S:CPxC— Set, S(X,Y)=Homp(F(X),G(Y)).
Observar que el funtor S evaluado en morfismos f: M — M’', g: N — N' en C es

Homp (F(f), G(9)) () = G(g) o o F(f),
para toda o € Homp(F (M), G(N)).

Lema 4.3. Sean C,D categorias y F,G : C — D dos funtores. Fxiste un isomorfismo
(4.2) / Homyp (F(X),G(X)) ~ Nat (F, G).
XeC

Demostracion. Paratodo X € C, se define mx : Nat (F, G) — Homp(F(X),G(X)) por mx(a) =
ax. Sigue inmediatamente que 7 es una transformacién dinatural. Sea E un conjunto equipado
con una transformacién dinatural {x : £ — Homp(F(X), G(X)). Se define h : E — Nat (F, G)
como sigue. Para todo v € E, X € C, h(v)x = &x(v). Por definicién h es tnica satisfaciendo
moh =¢,y se puede comprobar que h(v) es natural. U

Teorema 4.4. Sean C,D dos categorias y S, S:C% xC— D dos funtores.

(i) Asumir que los ends [y _.S(X,X), [0 S(X,X) existen con dinaturales asociadas 7 y

7, respectivamente. Sea v 1 S — S una transformacion natural. Entonces existe un inico

morfismo 7 : [y o S(X, X) = [y S(X, X) tal que

TxY = YX,X)TX,

para todo X € C.
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(ii) Si F: D — D' es un funtor que posee un adjunto a izquierda entonces existe un isomor-
fismo

F(/XECS(X,X)) ~ /XGCFOS(X,X).

(iii) Si @ : C" — C es una equivalencia de categorias, entonces existe un isomorfismo
/ S(X,X) :/ S(®(X), P(X)).
Xec Xec

Demostracion. (i). El morfismo vx xmx : [yeoS( — S(X,X) es una transformacién
dinatural. Por lo tanto, por la propiedad unlversal del end, existe un tnico morfismo 7 :
Jxee S(X, X) = [y S(X, X) con la propiedad deseada.

(ii). Asumir que (G, F') es una adjuncién con unidad u:Id :— FoGycounidad e : Go F —
Id. Las transformaciones F(my) : ( / xec® ) — F o S(X,X) son dinaturales. Sean
Ax : E— Fo S(X,X) transformaciones dmaturales Entonces la composicién

€5(X,X)

G(E) %% 6o Fo S(X, X) S(X, X),

es dinatural. Entonces, por la propiedad universal del end se tiene que existe un morfismo
h:G(E) = [y S(X,X) tal que
mx o h = egx,x)o G(Ax).
Entonces se tiene que
F(rx)F(hup = Fesxx)) F(G(Ax))up = Flesx.x)JurscxxAx = Ax

La segunda igualdad se debe a la naturalidad de la transformacion c y la tercera sigue de (2.3).
Luego F'(h)ug cumple lo pedido.

(iti). Si mx @ [y S — S(X, X) son las dinaturales asociadas al end, entonces, se
define

Ty =T (V)
para todo Y € C'. Se puede comprobar que 7 son dinaturales y satisfacen la propiedad universal

del end. O

Por supuesto que los resultados del Teorema también tienen su version para coends. Se deja
como tarea enunciarlos y demostrarlos. La demostracion del siguiente resultado queda como un
buen ejercicio para el lector.

Lema 4.5. [5, Lemma 3.9] Sean C, A, D categorias y (F : C — D,G : D — C) una adjuncion,

yS:DPxC— A, S:CPxD — A funtores. Bajo la hipdtesis de que uno de los (co)end
exista, el otro también existe, y existen isomorfismos

[ s~ [ swao,
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S(A, F(A)) ~ S(G(B), B).

O

Ejercicio 4.6. Sea C una categoria tensorial rigida y A una categoria abeliana. Sea S : C°P X
C — A un funtor. Existe un isomorfismo

(4.3) / o S(X*, X) e~ / e S(X,*X).

4.1. Ejemplos de (co)ends. En lo que sigue k denotara un cuerpo. Sea
T : vect,” x vect — vecty,
T(V,W) =W V"

Proposicién 4.7. Eziste un isomorfismo

vevect i
k ~ / T(V, V).

Demostracion. Para cada V € vect se define
try  VeRVs =k,
la traza. Es decir que
try(w®a) = a(w),
para todo w®a € Ve, V*. Queda como tarea para el lector comprobar que tr : T" — k es una
transformacién dinatural.
Sea E un espacio vectorial de dimension finita equipado de dinaturales my, : V@ V* — E. Se

debe demostrar que existe un morfismo lineal ¢ : k — E tal que my = ¢ otry. La dinaturalidad
de 7 implica que para toda transformacion lineal f : V — W se satisface que

Se define m, = ¢ : k — E. Sea W un espacio vectorial y w € W, a € W*. Entonces la ecuacién
(4.4) aplicada a la transformacién lineal 7, : k — W, v, (1) = w implica que

Tw (Yo ®id w+) = me(id k@7, ).
Evaluando el lado derecho de esta igualdad en (1®g), donde g € W*, se obtiene
g(w)m(191) = ¢ o try (wRyg).
Evaluando el lado izquierdo en (1®g), se obtiene my (w®g). De lo cual se deduce que my =

¢OtTw. 0

Observacion 4.8. Los ends y coends no solamente constan de un objeto, sino que también
resultan importantes sus respectivas dinaturales. El ejemplo de coend de la Proposiciéon anterior
muestra que el coend del funtor T codifica todas las trazas de espacios vectoriales. Esta es una
caracteristica muy importante de este ejemplo particular.



CATEGORIAS ABELIANAS k-LINEALES FINITAS 41

Se presenta otro ejemplo. Sea A una k-algebra. Se define el funtor
S amod? x qmod — vecty, S(V,W) = Homy(V,W).
Observar que si VW € ymod y f:V — W es un morfismo de A-mdédulos, entonces
S(idv, f) : Homg(V, V) — Homg(V, W), a — f o a,
S(f,idw) : Homy (W, W) — Homy(V, W), a+— a0 f.

El siguiente resultado sintetiza como se puede recuperar al algebra A solamente conociendo
la estructura de su categoria de representaciones. Dicho resultado se asemeja al Teorema de
Peter-Weyl para grupos topoldgicos compactos.

Proposicién 4.9. Eziste un isomorfismo de espacios vectoriales

A :/ S(V, V).
ve mod

Demostracion. Sea V € gmod. Se define
dy : A— Endy(V), dy(a)(v)=a-wv.

Se quiere probar que d es una transformacion dinatural. Sea f : V — W un morfismo de
A-moédulos. Entonces

(fodv(a)(v) = fla-v)=a- f(v) = dw(a)(f(v)).

Por lo tanto, fody(a) = dw(a)o f y d es dinatural. Ahora sea E un k-espacio vectorial munido
de una transformacién dinatural Ay : £ — End (V). La dinaturalidad implica que, para todo
morfismo de A-médulos f: V' — W se tiene que para todo e €

(4.5) foAv(e) =Aw(e)o f.
En particular, si V' es un A-médulo y v € V', se puede definir f, : A — V. f,(a) = a-v.
Entonces (4.5) dice que

Aa(e)(1) - v = Av(e),
para todo e € E. Entonces, si se define h : E — A, h(e) = Aa(e)(1), se satisface que dy o h =
Ay 0J

Es posible dar una estructura de algebra al espacio fVeAmod Homy(V, V) de una forma
canonica, de tal forma que el isomorfismo de la Proposicién 4.9 sea un isomorfismo de dlgebras.

4.2. (Co)ends como limites. En esta seccién se vera como los (co)ends pueden ser vistos
como limites de ciertos funtores.

Sea C una categoria. Se define la categoria C cuyos objetos son simbolos X , ]/“\donde X es
un objeto de C y f es un morfismo en C. Ademés de las identidades, los morfismos en C son
definidos de la siguiente forma. Para cada morfismo f : X — Y hay dos morfismos en C:

X = [V,
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La definicién de la composicion se define de forma trivial ya que las tinicas composiciones se
dan con las identidades. R

Sea S : C? x C — A un funtor. Se define entonces S : C — A de la siguiente forma. Si X,Y
son objetos y f: X — Y es un morfismo en C, entonces:

~

S(X)=8(X,X), S(f)=8(X,Y),

S(X = f)=5S(f.idx), S(f«¥)=5(dy, /).
Lema 4.10. Las siguientes nociones son equivalentes:

= conos (A, v) sobre §;
» transformaciones dinaturales 7x : A — S(X, X).

O

El siguiente Teorema sigue inmediatamente del Lema anterior.

Teorema 4.11. Sea S : C°° x C — A un funtor y S:C — A el asociado. Si alguno de los dos,
ya sea el end erc S(X, X) o el limite 1&1 S existen el otro también existe, y hay un isomorfismo

S(X,X) ~lim§5.
XeC &
El siguiente Corolario sigue del Teorema anterior y de observar que si C es pequenia, entonces

é\ también lo es.

Corolario 4.12. Si C es una categoria pequenia y A una categoria completa entonces todo
funtor S : C°? x C — A posee un end. O

4.3. (Co)ends con parametros y Fubbini. Sean C, A, B categorias, S : C® x C —
Fun(A, B) un funtor. Supongamos que existe [y, S € Fun(A, B)
Por otro lado, para todo A € A se define

Sp:CPxC— B,

Proposicién 4.13. Asumir que para todo A € A existe el end erc Sa € B. La aplicacion
A erC Sa define un funtor A — B que coincide con el end erC S.

Demostracion. Para cada objeto A € A, sean 74 = [ . Sa = S(X, X)(A) las transformaciones

dinaturales correspondientes. Se define 2 : A — B, Q(A) = [ xec Oa. Veamos que () es un funtor.
Dados A, B objetos en Ay f: A — B un morfismo, existe una transformacién natural

Vi Sa— SB,
(Vf)(X,Y) = S(X,Y)(f)-

Por el Teorema 4.4 (i) existe un morfismo ¥y : [, Sa = [y Sp tal que

(4.6) T = () x0T
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Se define entonces Q(f) = 7;. Se vaa ver quesi f : A — B, g : B — C son morfismos, entonces
Q(go f)=Q(g) o Qf). Por un lado se tiene que

g0 f) = (ger) x0Ty = ()30 () (x0T
La primera igualdad sigue de (4.6). Por otro lado

T$[Q9) 0 UM = (V) xx)TRLUS) = (Vo) x.x) (V7). x) TR -

Las dos primeras igualdades siguen de (4.6). Por la unicidad de la propiedad universal del end
se deduce que Q(go f) = Q(g) o Q(f). Ahora se quiere ver que el funtor Q es isomorfo a [y, S
Para ello se mostrara que existen dinaturales sobre €2 que satisfacen la propiedad universal.

Para X € C se define

()\ X) A =T ;}
Queda como ejercicio para el lector verificar que A es dinatural. Sea £ € Fun(A4, B) un funtor
que viene equipado de dinaturales ux : £ = S(X, X). Observar que pux son transformaciones

naturales. Para todo A € A se tiene que (ux)a : E(A) — S(X,X)(A) son transformaciones
dinaturales. Por lo tanto, existe un morfismo h* : E(A) = [ . Sa tal que

(4.7) 7TX oht = (/vLX)

Se define h : E — Q, hy = h”. La demostracion finaliza una vez que se muestre que h es una
transformacion natural, ya que por construccion se satisface que Ax o h = ux.
Sean A,Be€ Ay f: A— B un morfismo. Se debe comprobar que

bt = hPE(f).
Aplicando 7% al lado izquierdo se obtiene:
T rht = () exomht = (7)) (mx)a = (ux) B E(f)
= mxh"E(f).

La primera igualdad se debe a (4.6), la segunda a (4.7), la tercera igualdad es la naturalidad
de px y la cuarta igualdad sigue nuevamente de (4.7). Por la unicidad del end se tiene que

T4 = WP E(f). O
Teorema 4.14. Sean C,P y A categorias junto a un funtor

S:PPXPxCPxC— A
Si para todo par de objetos P,Q) € P el end

S(P,Q,X,X)

XeC
existe, y tiene transformaciones dinaturales

YA / S(P,Q, X, X) = S(P,Q, X, X),
XeC
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es funtorial en P°? x P — A. Ademds, S puede ser considerado como un funtor S : (P x C)°P x
(P x C) — A. Ezxiste un isomorfismo

0:/ S—>/ / S(P,P,X,X)
(P,X)ePxC pPep JXecC

)\E?’P) oOTp 00 = Oé(p)().

Aquiapx) : fipxrepse S = S(PX,PX) ymp: [pep [xee S(P P X, X) = [0 S(P, P, X, X)

son las dinaturales asociadas a los end respectivos.

tal que

Demostracion. Se sabe que para todo (P, () la aplicacién

(P,Q) — S(P.Q, X, X)
XeC

define un funtor, que se denotara por €2 : P°? x P — A. Las transformaciones

(P,P)
/ / S(P, P, X, X) ”—P>/ S(P,P,X,X) X §(P,P, X, X)
PeP JXeC XeC

son dinaturales. Sea E € A un objeto munido de dinaturales ppx) : £ — S(P, P, X, X).
Se debe demostrar que existe un unico morfismo h : £ — fpep erc S(P,P, X, X) tal que

/\E?’P) oOTmp O h = ,lL(va).

Para cada @ € P fijo, las transformaciones pg x) : £ — S(Q, @, X, X) son transformacio-
nes dinaturales para el funtor S(Q, @, —, —). Entonces existe un tnico morfismo h® : E —

Jxee S(Q,Q, X, X) =Q(Q, Q) tal que
MY 0 h? = o),

Si se demostrara que h® son transformaciones dinaturales para el funtor 2, entonces existe un
tinico morfismo & : E' — [, [y S(P, P, X, X) tal que 7p 0 § = h" para todo P € P. Y esto
concluye la demostracion.

Antes de demostrar que h? son transformaciones dinaturales para el funtor 2, recordar como
es este funtor evaluado en morfismos. Si P, P/, @, Q" son objetos en P entonces existe una
transformacién natural asociada

5(f79) :S(P/7Q7_7_) _>S(P7Q/7_7_)

(Bir.g)xyy = S(f,g,id x,1d x).
Entonces existe un tnico morfismo Q(f,g) : Q(P’, Q) — Q(P,Q’) tal que para todo X € C se
tiene

(4.8) e D0(f,9) = S(f, 9. 1dx,id )X Y.
Entonces, si f: P — P’ es un morfismo en P, se tiene que

ACI0(d p, F)RT = S(id p, f,id x,id )ATTRT = S(id p, £,id x,id x)peex).
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Por otro lado
AEPIQ(F,id p )BT = S(f,id pryid x,id x)AY TP = S(f,1d pr,id x, id x) e x).
La dinaturalidad de g implica que

/

ACT0(1d p, F)RT = AETO(f,id p)RT

de lo cual se deduce que Q(id p, f)R" = Q(f,id pr)h"". Asi h es una transformacién dinatural.
]

4.4. Ejercicios.

1. Calcular el (co)end del funtor Id¢ : C°? x C — C°P x C.
2. Sea S : C°® x C = A un funtor. Podemos considerar el funtor S°P : C°? x C — A° dado
por
SP(X,Y) = S(Y, X).

Demostrar que existe un isomorfismo

- Xecop
/ 5~ / 5o,
XeC

3. Sea F': C°? xC — II" ;. A;, donde A; es una categoria con objeto inicial y final, para todo

i. Sean m; : 1| A; — A, los funtores de proyecciéon. Mostrar que si [ ¢ m; o F' existe para
todo 7, entonces
c c
(/ WloF,...,/ o F) eI | A
es un coend para F'.
4. Demostrar que vale la reciproca del Lema 4.5: Si los isomorfismos

/ - S(F(A), A) ~ / o S(B,G(B))

son naturales, entonces F,G forman una adjuncion.

5. MONADAS Y COMONADAS

En varios resultados se presenta una categoria C y su categoria de dlgebras en C dada por
Alge. Se tiene un funtor de olvido U : Alge — C y un funtor libre F : C — Alge. En ciertas
situaciones se puede reconstruir la categoria Alge a partir de estos dos funtores.

Bésicamente una ménada y una coménada, en una categoria C, son un algebra y una coalgebra
en la categoria tensorial de endofuntores End (C).

Definicién 5.1. Una mdnada es una terna (T, p, ), donde

e T :C — C es un funtor;
o :ToT —T u:lde— T son transformaciones naturales
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tales que los siguientes diagramas son conmutativos

(5.1) TorTor 47 _por
idTOul lu
ToT T
m
(5.2) T T . ToT
T,
(5.3) 7" ot
T.

Dada una ménada T en C, se define la categoria CT de T-médulos como la categorfa cuyos
objetos son pares (M, s), donde M es un objeto de C, s : T (M) — M es un morfismo en C tal
que

(5.4) soT(s)=sopuy, souy =1idy.

Si (M, s),(N,t) son dos objetos en CT, un morfismo en CT es f : (M,s) — (N,t) donde
f: M — N es un morfismo en C tal que el diagrama

(5.5) (v —
M } N,

es conmutativo.

El siguiente ejercicio es una generalizacién del hecho que si A es un anillo y M es un A-
moédulo con estructura dada por p : AQM — M, entonces p es un suryectivo. Claramente se
deduce de la existencia de la unidad en A.

Ejercicio 5.2. Si (X, s) € CT, demostrar que s es un epimorfismo.

Lema 5.3. Sea (T, u,u) una ménada para C. El funtor de olvido U : CT — C, U(M,s) = M
posee un adjunto a izquierda dado por el funtor libre L : C — CT, L(M) = (T'(M), upr). Ademds
U es fiel.
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Demostracién. Es inmediato verificar que £(M) = (T(M), p1as) es un objeto en CT. En efecto,
la ecuacion (5.4) se deduce de (5.1). Ahora se quiere ver que (L£,U) es una adjuncién. Si
(M,s) e CT y X €C, se define

¢ : Homer (L£(X), (M, s)) — Home(X,U(M, s)),
Y : Home (X, U(M, s)) — Homer (L(X), (M, s))

como

o(f) = foux, (g)=s0T(g).

Se quiere ver que estas funciones determinan un isomorfismo. Sea f € Homer (L(X), (M, s)),
entonces

W((f)) =soT(f)oT(u) = fopuxol(u)=f.
La segunda igualdad se debe a que f es un morfismo de T-mddulos, y la tercera igualdad sigue
de (5.3). Si g € Home(X,U(M, s)) entonces
¢(1(g)) =s0T(g)oux =soupyog=g.
La segunda igualdad es por la naturalidad de u y la tercera se debe a (5.4). O

Una comoénada es la versiéon dual de una ménada. Més precisamente, una coménada en C es
una moénada en C°P. Queda como ejercicio completar la siguiente definicion.

Definicién 5.4. Una comdnada en una categoria C es una terna (U, A, €), donde

e U :C — C es un funtor;
e A:U —-UoU,e:U — Id¢ son transformaciones naturales

tales que satisfacen ciertos axiomas.

Si (U, A,€e) : C — C es una comoénada, entonces se puede definir la categoria Cyy de comédulos
sobre U de la siguiente forma. Un objeto de Cyy es un par (X,t) donde X € Cy t: X — U(X)
es un morfismo tal que

(56) U(t)Ot:AXOt, EXOt:idx.
5.1. Algunos ejemplos. Toda &lgebra asociativa A da lugar a una moénada en vecty. Se

define Ty : vecty — vecty, Ta(V) = A®,V. El producto de la ménada p: Ty o Ty — T4 esta
dado como sigue. Si V' es un k-espacio vectorial, entonces

py : AQARLV — ARV,

py (a®b@v) = ab®v,
para todov € V, a,b € A.

Ejercicio 5.5. Demostrar que existe una equivalencia de categorfas (vect )™ ~ 4mod.
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Existen ejemplos que no provienen de algebras asociativas. Si k es un cuerpo, G es un grupo
finitoy w: G x G x G — k* es un 3-cociclo normalizado, es decir que

w(g, h, flw(g, hf, Dw(h, f,1) = w(gh, f,Dw(g, h, f1),
para todo g,h, f,l € G. Sean F' C G un subgrupo y ¢ : F x ' — k* una funcién tal que
¥(g,1) =1=1(1,9), para todo g € F, y tal que

d@/) W|F><F><F =1.

Se define T : vect® — vect® como sigue. Recordar que vect @ es la categoria de espacios
vectoriales G-graduados. Para todo V € vect®, T(V) = kF®,V. Para todo V € vect® se
define el producto

My . kF@kkF@)kV — kF@k‘/,

v (fogev) = o(f, g)w(f, 9,1) fg@v,
para todov € V}, f,g € F, | € G. La unidad uy : V — kF®,V se define por uy(v) = 1Quw.

Este ejemplo no se construye a partir de dlgebras asociativas. Sin embargo, puede entenderse
como una moénada que es el producto tensorial con un algebra en una cierta categoria tensorial.

5.2. (Co)Moénadas y médulos de Yetter-Drinfeld. En esta seccién se veran ejemplos de
monadas y comoénadas construidas a partir de ciertos ends. Resulta que los comédulos sobre
dicha coménada es equivalente a la categoria Y D(G) de mddulos de Yetter-Drinfeld sobre un
grupo finito G.

Sean G un grupo finito y k un cuerpo. Para cada objeto V' € Rep (kG) = C se tiene un funtor
Sy :CPxC—C,
Sy(X,Y) = X*@VeLY.
Entonces se puede definir un endofuntor 7" : C — C:

XeC
Se van a denotar por
v T(V) 5 X @ VX
a las transformaciones dinaturales asociadas a este end. Notar que si f : V' — W es un morfismo
en Rep (kG), entonces T'(f) es el tinico morfismo tal que el diagrama

(5.7) (V) T(W)
I E
X X
X* Q0 VRRrX — - X QWX
id o reid

es conmutativo.

Proposicion 5.6. Ezisten morfismos naturales oy : T(V) — T(V)?, ey : T(V) = V que hacen
de T una comdnada sobre Rep (kG).



CATEGORIAS ABELIANAS k-LINEALES FINITAS 49

Demostracién. Sea C = Rep (kG), y denotamos ® = ®;. Si X € C, se puede definir €” :
T(V)— V, como ¢ = m). Para la comultiplicacién, notemos que

(V) :/YY*®T(V)®Y:/YY*®(/XX*®V®X)®Y.

Dado Y € C, sabemos que el funtor Y*® — ®Y : C — C tiene un adjunto a izquierda. Se sigue
del Teorema 4.4 (ii) que

(5.8) Y*@(/ X*®V®X)®Y:/ V"X 'QVeXQY.
X X

Maés atn, los isomorfismos son naturales en Y y dicho Teorema dice que podemos considerar
las transformaciones dinaturales para el lado derecho como id y*®7r}/(®id y.
Tomando el coend para Y en (5.8) y usando el Teorema 4.14, obtenemos un isomorfismo

/ Y*®X*®V®X®Y://Y*®X*®V®X®Y:/Y*®(/ X*@VeX)eY =T*(V),
(X.Y) v JX Y X

y por lo tanto elegimos como transformaciones dinaturales (id y~®7%®id y)?T;J;(V) TV —
Y*X*®@VeX®Y. Notar que, dado V', los morfismos

Txey - T(V) 2 V' X'@VeX®Y,
forman una transformacién dinatural. Luego, existe un tnico dy : T(V) — T?(V) tal que
(id y- @7y ®id y)ﬂg(v) Sy = Ty
Es un chequeo inmediato ver que 0 forma una transformacién natural. Chequeamos el axioma de
2
comoénada dp(yyody = T'(dy)ody post-componiendo con (id z-®(id Y@ e ®id y)wg(v)(@id Z)Wg V)
para obtener
2
(ld Z*®(1d Y* ®7T;/(®1d y)ﬂg(v)(@ld Z)?Tg V) [5T(V)5V] :(ld Z*QY * ®7T}/(®1d Y®Z)7T£(®VZ)(SV
=TXQY®Z,
donde aplicamos dos veces la definicién de §. Por otro lado,
2
(id 2+ @ (id y-@m i @id y )mV @id 27y V[T (8y)dy] =
. . Voo (V) .. . . V) .
(id z+®@(id y+@mx Rid y )Ty ' ®id 2)(id 2+ @Iy ®@id z)7, "oy =
(ld 7% ®7T)‘£®Y®id Z)Wg(v)5v ==
W)‘?@Y@Z-
La primera igualdad vale por la definicién de T'(dy ), y la segunda y tercera valen por respecti-
vas aplicaciones de §. Cancelando los monomorfismos correspondientes obtenemos la igualdad
deseada. Las ecuaciones T'(ey) o dy = id ) = €y © dy se demuestran con un argumento

similar.

U
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Recordar la categoria Y D(G) de médulos de Yetter-Drinfeld sobre GG, presentada en la Seccién
1.1. La demostracion del siguiente resultado puede encontrarse en [27].

Proposicion 5.7. Eziste una equivalencia de categorias
Rep (kG)' ~ YD(G).
O

Observacion 5.8. La comodnada anterior se denomina la comoénada central de Hopf de
Rep (G). Los resultados anteriores pueden ser generalizados para cualquier algebra de Hopf de
dimension finita, es decir se construye una comoénada 7' : Rep (H) — Rep (H) y se prueba
Rep (H)T ~ Rep (D(H)), donde D(H) es el doble de Drinfeld de H.

Sobre una categorfa tensorial finita C, la coménada de Hopf provee una equivalencia C* ~ Z(C),
donde esta ultima categoria es el Centro de Drinfeld de C.

La comoénada central es, en efecto, una monada de Hopf. Esta estructura extra en la ménada
le confiere a Rep (G)T una estructura monoidal tal que la equivalencia de la Proposicién 5.7 es
una equivalencia tensorial.

5.3. Mbobnadas que provienen de adjunciones. Sea (F,G) una adjuncién, donde F': C —
D.Sean u : Id — GoF,c: FoG — Id la unidad y counidad de la adjunciéon. Se define
T =GoF :C—C. Al funtor T le daremos estructura de ménada de la siguiente forma.

El producto p: T oT — T esta dado por

px = Glerx)) s GIF(G(F(X)))) = G(F(X)).

La unidad de la ménada esta dada por w.
Analogamente, S = F oG : D — D es una coménada con dy = F'(cg(yy) y counidad c.

Lema 5.9. (T, u,n) es una mdénada.
La ménada del Lema anterior se denomina la ménada asociada a la adjuncion (F,G).

Teorema 5.10. Sea (F,G) : C — D una adjuncion y T = Go F : C — C la ménada asociada
a la adjuncion. Entonces existe un unico funtor K : D — Cr tal que

(5.9) UoK =G, KoF =L
Aqui U : CT — C es el funtor de olvido y L : C — CT el funtor libre.

Demostracion. Sean u y ¢ la unidad y counidad de la adjuncion, respectivamente. Se va a definir
K(X) = (G(X),s"), donde s* : T(G(X)) = G(X) es s* = G(cx), para todo X € D. Ademés,
K(f) = G(f) para todo morfismo f en D. K(X) es un objeto en CT; la ecuacién (5.4) se sigue
de la naturalidad de c.

Por definficién de K, las igualdades (5.9) son inmediatas. Debemos demostrar que la estructu-
ra de T-moédulo de K (X)) queda tinivocamente determinada. Se tiene un diagrama conmutativo
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de funtores
p K, cr

o| |

Id

Cc — C
Fl lc
D X T

Como las adjunciones (F,G) y (£,U) tienen la misma unidad, por el Ejercicio 2.22 se tiene
que, si ¢ es la counidad de la adjuncién (L£,U), entonces
K(CX) - C/l((X)
Se asume entonces que K(X) = (G(X),h), donde h : T(G(X)) — G(X) es la estructura de
T-médulo. Por definicion de la counidad de (£,U) se sabe que c’(G(X)7h) = h, pero por otro lado

Can = Klex) = G(ex). Luego, h = G(cx). O
Definicién 5.11. Si el funtor de comparacion K dado en el Teorema 5.10 es una equivalencia,
se dice que la adjuncién (F,G) es monadica.

Ejercicio 5.12. Sea U/ : Top — Set el funtor de olvido. Demostrar que el funtor F : Set —
Top, F(X) = X con la topologia discreta es un adjunto a derecha. Observar que T'=U o F :
Set — Set es la identidad y, por lo tanto, Set? = Set. Asf la adjuncién (U, F) no es monddica.

El siguiente resultado indica cuando una adjuncion es monadica. Para ello, se necesitan antes
algunas definiciones.

Definicién 5.13. Si f,g : X — Y son morfismos, un split coecualizador del par f,g es una
terna (e, t,s) donde e : Y — Z es tal que

eof=eog,
ys:Z =Y, t:Y — X satisfacen
eos=idy, soe=got, fot=idy.
Un coecualizador absoluto del par f,g es un coecualizador que es preservado por cualquier

funtor; es decir que si F': A — B es un funtor, f,g: X — Y morfismos en A con coecualizador
e:Y — Z, entonces F(e) es un coecualizador de F(f)y F(g).

Observar que un split coecualizador es un coecualizador. En efecto, asumir que f,g: X — Y
son morfismos y e : Y — Z un split coecualizador. Sea h : Y — Z' otro morfismo tal que
ho f =hog. Entonces el morfismo hos: Z — Z’ satisface que

hosoe=hogot=ho fot=h.

Ejemplo 5.14. Sea T : C — C una ménada con producto g : 7% — T y unidad u : Id — T.
Si (X, s) es un objeto en CT, entonces el morfismo s : T(X) — X es un split coecualizador del

par T'(s), px.
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La siguiente definiciéon va a ser requerida para el proximo teorema.

Definicién 5.15. Se dice que un funtor F : A — B crea coecualizadores para el par de
morfismos f,g: X — Y en A, si para todo coecualizador ¢ : F(Y) — Z de F(f), F(g) existe
un dnico objeto U € A y un tnico morfismo ¢ : Y — U tal que

e ¢ resulta el coecualizador del par f, g;
e existe un isomorfismo ¢ : F(U) — Z tal que ¥ F(¢) = q.

Teorema 5.16 (de monadicidad de Beck). Sea (F,G) : C — D wuna adjuncion con unidad
u:Id = GoF, counidad ¢ : FoG — Id. Sea T = Go F : C — C la monada asociada a la
adjuncién con producto p: T? — T. Son equivalentes:

1. La adjuncién (F,G) es monddica, es decir, el funtor de comparacién K : D — CT es una
equivalencia de categorias.

2. El funtor G : D — C crea coecualizadores para todo par de morfismos f, g para los cuales
G(f) y G(g) poseen un coecualizador absoluto.

3. El funtor G : D — C crea coecualizadores para todo par de morfismos f, g para los cuales
G(f) y G(g) poseen un split coecualizador.

Demostracion. (2) = (3). Es inmediato ya que todo split coecualizador es un coecualizador
absoluto.

Se va a ver que (1) = (2). Como K es una equivalencia, se va a identificar al funtor G' con
el funtor de olvido U : CT — C y a F con el funtor libre £ : C — CT. Sean dy, d; : (X,s) — (Y,t)
morfismos en CT tales que dy,d; : X — Y poseen un coecualizador absoluto e : Y — Z. Para
ver que U crea un coecualizador lo tnico que se debe demostrar es que existe un morfismo
m:T(Z) — Z tal que (Z,m) € CT, que e : (Y,t) = (Z,m) es un morfismo en CT y que este es
el coecualizador de dy,d; en CT.

Como dy, d; son morfismos en CT, se tiene que el diagrama

T(X) T(Y)
si J{t
X - Y,

conmuta, para ¢ = 0, 1. Entonces
eotoT(dy) =eotoT(dy).

Como e es un coecualizador absoluto, T'(e) es el coecualizador del par T'(dy),T(d;). Entonces
existe un morfismo m : T'(Z) — Z tal que el diagrama

(5.10) TY)
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es conmutativo. Luego,
(5.11) T(m)T?(e) = T(e)T(t).
Se deduce entonces que
mT(m)T?(e) = mT(e)T(t) = etT(t) = ety
= mT(e)py = muzT?(e).

La primera igualdad es (5.11), la segunda se debe al diagrama (5.10), la tercera igualdad se
debe a que (Y,t) € CT, la cuarta nuevamente por el diagrama (5.10), y la quinta igualdad por
la naturalidad de p. Como e es un coecualizador absoluto, entonces T?(e) es un coecualizador
y, por lo tanto, un epimorfismo. Luego, mT(m) = mpuz. Asi, (Z,m) € CT y, por construccién,
e: (Y,t) = (Z,m) es un morfismo en CT. Falta ver que e es el coecualizador en CT.

Sea f: (Y,t) — (U,r) un morfismo en CT tal que fdy = fd;. Como e es un coecualizador en
C entonces existe un morfismo ' : Z — U en C tal que f = f’e. Se tiene que comprobar que

f" es un morfismo en CT. Para ello, se debe comprobar que f'm = rT(f’). Como T'(e) es un
epimorfismo, basta con verificar que

(5.12) f'mT(e) =rT(f)T(e).
El lado izquierdo de (5.12) es entonces igual a
f'mT(e) = flet = ft =rT(f).

La primera igualdad es por el diagrama (5.10), la segunda igualdad se debe a que f = fe, y la
tercera sigue de que f es morfismo en CT. El lado derecho de (5.12) es igual a

rT(f)T(e) = rT(f'e) =rT(f).
Ahora se va a ver que (3) = (1). Para completar la demostracién se debe construir un
funtor K : CT' — D equipado de isomorfismos naturales

KoK ~Ider, KoK ~Idp.
Sea (X, s) un objeto en CT. Por el Ejemplo 5.14, los morfismos
GF(S), G(CF(X)) : GFGF(X) — GF(X),

tienen a s : GF(X) — X como un split coecualizador. Entonces, como G crea coecualizadores,
existe un objeto K (X, s) € D equipado de un tnico morfismo

ox : F(X) = K(X,s),

que es el coecualizador de F(s) y cp(x). Ademas, existe un isomorfismo

vx  G(K(X,s)) = X,

tal que 1xG(dx) = s. Ver la Definicién 5.15. Ahora se debe definir K sobre morfismos. Sea
f:(X,s) — (Y,t) un morfismo en C*. Esto implica que fs = tGF(f), de lo cual se deduce que

(5.13) F(f)F(s) = F&)FGF(f).
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Si ¢y : F(Y) — K(Y,t) es el coecualizador construido anteriormente, entonces
oy F(t) = dycpy).
Lo cual implica que
¢y FO)FGF(f) = ¢y cry) FGE(),

y, COMO consecuencia,

Sy F(f)F(s) = oy F(t)FGF(f) = ¢ycrm)FGF(f) = ¢y F(f)er(x).

La primera igualdad es (5.13) y la tercera es la naturalidad de c. Por la propiedad universal del
coecualizador, esto implica que existe un morfismo K(f) : K(X,s) — K(Y,t) tal que

K(f)ox = ¢y F(f).

Queda como ejercicio comprobar que esta forma de asignar f +— K(f) es funtorial.

Los isomorfismos ¥y : G(K(X,s)) — X son los que daran la equivalencia K o K ~ Id.
Primero se va a ver que en efecto son morfismos en C? y que son naturales. Si (X,s) € CT
entonces

[UxG(er(x,)]GFG(9x) = UxGlegx o FG(dx)) = ¥xG(dxcrx)) = sGlepx))
= sGF(s)
= sGF(YxG(dx))
= [sGF(Yx)|GFG(éx).

Donde usamos naturalidad de ¢, definicién de ¢ x, la propiedad de coecualizador de s y nueva-
mente la definicién de ¥x. Como s es un epimorfismo entonces G(¢x) es epimorfismo y, por lo
tanto, GFG(¢px) es también un epimorfismo. Luego se deduce que

@DXG(CF(X,S)) = sGF(¢x),

lo cual comprueba que ?x son mofismos en la categoria CT. La naturalidad de 1) queda como
ejercicio.

Ahora se va a ver que existen isomorfismos K o K ~ Id. Sea D € D. Primero se observa
que G(cp) es un split coecualizador del par GFG(cp), G(cpapy). Entonces, como G crea
coecualizadores, debe ser que ¢p es un coecualizador del par F'G(cp), cpa(p)- Luego, existe un

tinico isomorfismo entre D ~ K(G(D)), lo cual implica que K o K ~ Id. O

5.4. Ejercicios.

1. Sea R un anillo con unidad y U : gkMod — Set el funtor de olvido. Este funtor tiene un
adjunto a izquierdo y esta adjuncién define una ménada Tg : Set — Set.

(a) Demostrar que Tr(X) ={f: X — R: f es # 0 en finitos z € X}.
(b) Se tiene una equivalencia de categorfas Set’® ~ rMod.
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6. CATEGORIAS ABELIANAS

Sea C una categoria. Para comenzar se introducira la nocién de categoria aditivia para luego
llegar a la nocion de categoria abeliana.

Definicién 6.1. Un objecto Z € C se llama un objeto cero u objeto nulo si es un objeto inicial
y terminal, es decir, si para todo X € C existen tnicos morfismos ¢x : X — Z, ¥x : Z — X.
Esto es si Home (X, Z) = {¢x}, Home(Z, X) = {¢x} para todo X € C.

Observar que si Z es un objeto cero entonces ¢z = 1z = id z. Ademas, ¥ x es un monomor-
fismo y ¢x es un epimorfismo. En particular, el objeto nulo es subobjeto de todo objeto.

Lema 6.2. Si C posee un objeto cero, este es unico salvo isomorfismo.

Demostracion. Sean Z, Z' dos objetos ceros de C. Entonces, usando el hecho de que Z’ es objeto
cero, existen morfismos ¢z : Z — Z', ¢y . Z' — Z. Luego, el morfismo ¢z oy : Z' — Z' debe
ser la identidad id’,. Andlogamente se demuestra que ¥z o ¢z = id 7. U

Definicién 6.3. Un objeto X en una categoria C con objeto nulo se dice simple si los tinicos
subojetos son el nulo y X.

Ejemplo 6.4. En la categoria Grp el grupo trivial 1 = {1} es un objeto cero.
Ejercicio 6.5. Demostrar que la categoria Set no posee objetos cero.

Ejercicio 6.6. Sea F' : C — D una equivalencia de categorias. Si Z es un objeto cero de C
entonces F'(Z) es un objeto cero de D.

Definicién 6.7. Sea C una categoria con objeto cero Z. Para todo X,Y € Ob(C) se define
0y : X =Y al morfismo

El morfismo 05 se llama el morfismo nulo. A veces simplemente se lo denotard por 0 : X — Y.

Ejercicio 6.8. Demostrar que el morfismo nulo 05 : X — Y no depende del objeto cero Z de
la categoria.

Proposicion 6.9. Sea C una categoria con objeto ceroy A, B,C, D € Ob(C) y f € Hom¢(B, C).

fo0 =08 050 f=05.
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6.1. Nucleos y conticleos. Sea C una categoria con objeto cero, X, Y € Ob(C) y f €
Home(X,Y).

Definicién 6.10. Un nicleo de un morfismo es el ecualizador entre el morfismo y el morfismo
nulo. Es decir, el nicleo de f es un par (K, k) donde K = Ker f € Ob(C) es un objeto y
k: K — X un morfismo tal que fok = 0¥. Ademés, es universal con respecto a esta propiedad;
es decir que si (K', k') es otro par donde K’ € Ob(C) y k' : K/ — X es otro morfismo tal que
fok' =0 entonces existe un tinico morfismo u : K’ — Ker f tal que kou = k.

Ejercicio 6.11. Demostrar que si existe el nicleo de un morfismo, este es tinico salvo isomor-
fismo.

Lema 6.12. Sea f : X — Y un morfismo y k : Ker f — X wun nicleo. Entonces k es un
monomorfismo.

Demostracion. Sean g,h : U — Ker f morfismos tales que kg = kh. Entonces f o (kh) =
0K o h = 0Y. Por la definicién de nticleo, existe un morfismo u : U — Ker f tal que ku = kh.
Como kg = kh, la unicidad implica que u = g = h.

O

Definicién 6.13. Un contcleo de un morfismo es el coecualizador entre el morfismo y el mor-
fismo nulo. Es decir, el conticleo de f es un par (@, q) donde @ = coKer f € Ob(C)y ¢:Y — Q
es un morfismo tal que go f = 0, y es universal con respecto a esta propiedad. Es decir, que si
(Q',q') es otro par donde Q' € Ob(C) y ¢’ : Y — @ es otro morfismo tal que ¢’ o f = 0 entonces
existe un tnico morfismo wu : coKer f — @ tal que ¢ =uogq.

Ejercicio 6.14. Demostrar que el contcleo de un morfismo es tinico salvo isomorfismo y que,
ademas, es un epimorfismo.

Ejercicio 6.15. Dados X, Y objetos. Calcular Ker 0% y coKer 0%. Demostrar que un morfismo
es un monomorfismo (respectivamente un epimorfismo) si y solo si su nicleo (respectivamente
conticleo) es cero.

Ejercicio 6.16. Sea R un anillo y M, N dos R-mo6dulos a izquierda. Si f : M — N es un
morfismo de R-mddulos, demostrar que Ker f = {m € M : f(m) =0} y coKer f = N/Im(f).

Definicién 6.17. Sea ¢ : X — Y un monomorfismo. Demostrar que si el conticleo de ¢ existe,
este no depende de la clase de equivalencia de X como subobjeto de Y. En particular, si X C Y
es un subobjeto, se puede definir Y/ X como el conicleo de ¢.

Ejercicio 6.18. Sea R un anillo conmutativo con unidad y N € N, 2 < N. Decidir si las
categorias €hain(R) y Chainy(R) poseen objetos nulos, nicleos y contcleos.
Definicién 6.19. Una categoria C se dice aditiva si

e C posee un objeto cero;
e para cada par de objetos X,Y de C el conjunto Hom¢(X,Y) es un grupo abeliano;
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e la composicién de morfismos es bilineal, es decir que para todo f, f': X - Y, g, : Y —
Z se tiene que

go(f+f)=gof+gof, (9g+tg)of=gof+gof.
e Para todo par de objetos de C, existe el producto entre ellos.

Observacion 6.20. En una categoria aditiva, el producto de dos objetos X, X, es ademas un
coproducto. Més atn, es una suma directa. Es decir, una coleccion (Z, p1, ps, i1,12) tal que
o p;:Z — X;,4;: X; = Z, j = 1,2 son morfismos;
e se satisface que
proir=idx,, paoiz=1idy,, d10p+izopy=idyz.
Si tomamos Z = X; X Xy, como Z es un producto y se tienen morfismos id : X; — Xj,
0 : X7 — Xs, entonces existe ¢; : X7 — Z. El morfismo ¢y se define de forma similar, y los

axiomas de suma directa se satisfacen.
En una categoria aditiva, se denota el producto de X,Y como X @Y.

Definicién 6.21. Sean C,D dos categorias aditivas. Un funtor F' : C — D se dice aditivo si
para todo par de morfismos f,g: X — Y en C se tiene que

F(f+g)=F(f)+ F(g)

Ejercicio 6.22. Sean C,D dos categorias aditivas y F' : C — D un funtor aditivo. Entonces
para X, Y € C se cumple

FXaY)~F(X)d F(Y).
Deducir que si I es un conjunto finito y X; son objetos en C para todo i € I, entonces
F(®ie1Xi) = ®ier F'(Xi).

Ejemplo 6.23. 1. Dado un anillo R, las categorias gkMod, Modr y gRModg son aditivas.
2. La categoria Ab es aditiva.
3. Si C, D son categorias, donde D es aditiva, entonces la categoria Fun(C, D) es una cate-
goria aditiva. En efecto, el objeto nulo es el funtor 0 : C — D tal que 0(X) = 0 para todo
X €C.Si F,G :C — D son dos funtores, el conjunto Nat (F,G) es un grupo abeliano
con la suma definida punto a punto: Si 7, u € Nat (F, G) entonces (9 + p)x = nx + pix
para todo X € C.

4. Si C,D son categorias aditivas entonces C X D es aditiva.

Ejercicio 6.24. Si R es un anillo conmutativo y 2 < N € N, demostrar que las categorias
Chain(R), Chainy(R) son aditivas.

Ejercicio 6.25. Sea C una categoria aditiva y sea D una subcategoria plena aditiva de C. Para
todo par de objetos X,Y € C se denota por D(X,Y) al conjunto de morfismos f : X — Y en
C tales que existe Z € D y morfismos g: X — Z,h:Z — Y tal que f =hog.

1. Demostrar que D(X,Y’) es un subgrupo de Home(X,Y).
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2. Se define la categoria C/D cuyos objetos son los mismos objetos de C. Para cada par de
objetos X, Y € C se define el espacio de morfismos

Home/p(X,Y) = Home(X,Y)/D(X,Y).
Demostrar que C/D esta bien definida y que es una categoria aditiva.

Ahora se va a definir el concepto principal de esta secciéon: las categorias abelianas.

Las categorias Abelianas fueron introducidas por Alexander Grothendieck en 1957 con la
intencion de unificar la teoria de cohomologia de sheaves y la teoria de cohomologia de gru-
pos. Las propiedades deseables de las categorias abelianas permitieron amplias aplicaciones a
geometria algebraica y algebra homoldgica. Dos afios antes habian sido definidas de manera
independiente por David Buchsbaum con el nombre de categorias exactas.

Definicién 6.26. Una categoria C se dice abeliana si:
e C es una categoria aditiva;
e todo morfismo en C posee ntcleos y contucleos;
e todo monomorfismo es el nicleo de algin morfismo y todo epimorfismo es el conticleo
ded algiin morfismo.
Algunos ejemplos de categorias abelianas son:
1. La categoria Ab de grupos abelianos.

2. Si R es un anillo entonces las categorias pMod, Modg, gmod, modg son Abelianas.
3. Si C, D son categorias Abelianas entonces C°° y C x D son Abelianas.
4

. Si R es un anillo conmutativo y 2 < N € N, entonces las categorias Chain(R) y
Chainy(R) son Abelianas.

La demostracion de que las categorias mencionadas anteriormente son Abelianas queda como
ejercicio.
Lema 6.27. Si A es una categoria abeliana entonces la categoria Fun(D, A) es Abeliana.

Observacion 6.28. De ahora en mas, si C, D son categorias Abelianas, se denotara a C x D
como C @ D.

Lema 6.29. Sea C una categoria Abeliana. Todo epimorfismo en C es el conicleo de su nicleo.
Dualmente, todo monomorfismo en C es el nicleo de su contcleo.

Demostracion. Sea f : X — Y un monomorfismo y p : Y — coKer f — X su ntcleo. Por los
axiomas de categoria Abeliana existe un morfismo g : Y — Z tal que f = ker g. Como go f = 0,
por la universalidad de k, se tiene que existe un morfismo ¢ : coKer f — Z tal que g = ¢ o p.
Se demostrara que f = Kerp.

Se sabe que po f =0. Sea a : A — Y un morfismo tal que poa = 0. Entonces

goa=¢opoa=0.

Como f = Kerg, por la universalidad del contucleo, existe un morfismo [ : A — X tal que
fol=ua. O
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Proposicion 6.30. Sea C una categoria Abeliana y f : X — 'Y un morfismo. Sea k : Ker f — X
el nicleo de f y q 'Y — coKer f el contcleo. ST ¢ : X — coKerk es el conicleo de k vy
d:Kerq — Y es el nicleo de q, entonces existe un unico morfismo ¢ : coKer k — Kerq que
hace que el diagrama

(6.1) X Y
| k
coKer k Kergq

sea conmutativo.

Demostracion. Como fok = 0, por la propiedad universal del conticleo, existe h : coKer k — Y
tal que f = hoc. Como go f = 0 entonces gohoc = 0, y como ¢ es un epimorfismo debe
ser que g o h = 0. Por la propiedad universal del niicleo, se tiene que existe un tinico morfismo
¢ : coKer k — Kerq tal que do ¢ = h.

O

La demostracion del siguiente resultado es un ejercicio.

Proposicién 6.31. Sea C una categoria Abeliana y f : X — Y un morfismo. Entonces el mor-
fismo ¢ de la Proposicion 6.50 es un isomorfismo. En particular, Ker (coKer f) ~ coKer (Ker f).
Entonces el morfismo [ puede escribirse como

f=doc,
donde ¢ es un epimorfismo y d un monomorfismo. 0

Corolario 6.32. Un morfismo f : X — Y en una categoria Abeliana es un isomorfismo si y
solo si es un monomorfismo y epimorfismo.

Demostracion. Se asume que f es monomorfismo y epimorfismo. Por la Proposicién 6.30 se
sabe que f = do ¢ oc. Como f es monomorfismo, entonces ¢ = id. Como f es epimorfismo,
d =1id. Por lo tanto, f = ¢ y, por la Proposicién 6.31, f es un isomorfismo. O

6.2. Sucesiones exactas, funtores exactos.

Definicién 6.33. Sea C una categoria aditiva y f : X — Y un morfismo. Se define la imagen
y la coimagen de f como Imf = Ker (coKer f) y colmf = coKer (Ker f), respectivamente.

Ejercicio 6.34. En una categoria abeliana, un morfismo f : X — Y es un epimorfismo si y
solosi Imf =Y.

Sea C una categoria aditivay f: X — Y, ¢g:Y — Z morfismos en C. Se dice que la sucesién
s) x-Lv-4z

es exacta en Y si Imf ~ Ker g como subobjetos de Y.
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Se dice que la sucesion (S) se escinde si existe un morfismo ¢ : Z — Y tal que go .t = id 4.
Una sucesion exacta corta es una sucesion

0>x-1z 4y o
que es exacta en X,Y y Z. En este caso particular f es un monomorfismo y g un epimorfismo.
Ejercicio 6.35. Sean X, X5 objetosen Cy (X1®Xs, p1, pa, i1, o) una suma directa. La sucesion
0— X -5 X 00X, 25 X, —0
es exacta y se escinde.

Definicién 6.36. Sean C, D categorias abelianas. Un funtor F': C — D aditivo se dice exacto
a izquierda si para toda sucesion exacta 0 — X EN Ny , la sucesion

0— F(X) 2 pivy 29 p(2),

es exacta. Analogamente es exacto a derecha si la sucesion

es exacta. I’ se dice exacto si es exacto a izquierda y a derecha.

F(Z) =0,

Observar que un funtor exacto a izquierda preserva monomorfismos y uno exacto a derecha
preserva epimorfismos.

Ejercicio 6.37. Sean C,D categorias abelianas y F' : C — D un funtor aditivo. Probar que
F es exacto a izquierda si y solo si para todo f: X — Y, Ker F(f) ~ F(Ker f). Enunciar y
demostrar un resultado analogo para funtores exactos a derecha.

Definicién 6.38. Sean C,D categorias aditivas. Se denotara por Rex (C,D) y Lex (C,D) a
las subcategorias plenas de Fun(C,D) que consisten de funtores aditivos exactos a derecha vy,
respectivamente, exactos a izquierda.

Ejercicio 6.39. Si C,D son categorias aditivas y F,G : C — D son dos funtores exactos (a
derecha, izquierda respectivamente) entonces F & G :C — D, (F & G)(X) = F(X) & G(X) es
exacto (a derecha, izquierda respectivamente).

Ejercicio 6.40. Sea C una categoria abeliana. Demostrar que para todo X € C el funtor
Home (X, —) : C — Ab es exacto a izquierda.

Ejercicio 6.41. Sean C, D categorias abelianas, F' : C — D un funtor exacto y tal que si X € C
es un objeto no nulo, entonces F'(X) es no nulo. Demostrar que F' es fiel.

Con la ayuda de ménadas sobre categorias se pueden construir nuevos ejemplos de categorias
abelianas.

Proposiciéon 6.42. Sea C una categoria abeliana y sea T : C — C una monada tal que como
funtor es aditivo y exacto a derecha. Entonces la categoria CT es abeliana.
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Demostracién. Describimos brevemente la estructura aditiva de C*. El objeto cero es 0 € C con
el morfismo cero asociado. Como 1" es aditivo, por Ejercicio 6.22 existen isomorfismos ¢xy :
T(XaY)~T(X)®T(Y) para todos X,Y € C. Entonces definimos (X, r)® (Y, t) = (X @Y, s).
s resulta la composicién s = (r@t)pxy : T'(X @Y) - X @Y, la cual da una estructura de
T-méduloa X @Y.

No es dificil ver que la categoria CT admite nicleos. Veamos que existen los contcleos. Dado

f(X,r) — (Y,t), tenemos que T'(coKer f) = coKerT'(f) en C, por exactitud a derecha de
T. Podemos elegir a T'(p) : T(Y) — T(coKer f) como morfismo con propiedad universal de
contcleo. Notar que
potoT(f)=pofor=0.
Por definicién de conticleo para T'(f), existe 5 : T'(coKer f) — coKer f tal que foT(p) = pot.
Esta ecuacién dice que 8 es un morfismo en CT si probamos que (coKer f, 3) € Cy. Notamos
que
(BoT(B))oT*(p) =BoT(p)oT(t) =potoT(t)=potopuy,

donde aplicamos dos veces la definicion de 3 y la condicién de T-médulo para Y. Por otro lado,

B0 teoKer ; © T*(p) = B0 T(p) o py = potopy,

usamos naturalidad de u y definiciéon de . Como T preserva epimorfismos, T?(p) es epimorfismo
y en particular cancelable a derecha. Luego (coKer f, 3) € CT.

Por dltimo, si ¢ : (Y,t) — (F,[) es un morfismo con g o f = 0, existe inico v : @ — E con
g = vop. Resta probar que v € CT. Esto se sigue de la siguiente cuenta donde post-componemos
con T'(p) (el cual es epimorfismo):

loT(w)oT(p)=10T(q) =qot=vopot=wvoBoT(p).
O

Proposicion 6.43. Sean C,D categorias abelianas y F': C — D, G : D — C funtores aditivos
tales que (F,G) es una adjuncion. Entonces F' es exacto a derecha y G es eracto a izquierda.

Demostracion. Por el Ejercicio 6.37, basta probar que GG preserva nicleos y sumas directas. Sea
f: X — Y un morfismo en C con nicleo Ker f =k : K — X, y veamos Ker (G(f)) ~ G(Ker f).

Sean ¢ : FoG — Idp,u : Id¢ — G o F la counidad y unidad de la adjuncion (F,G). Ver
Teorema 2.21 . Sea h : B — G(X) un morfismo tal que G(f)h = 0. Se denota por h= cxF(h).
Entonces R

fh=fexF(h) = ey F(G(f))F(h) = ey F(G(f)h) = 0.

La segunda igualdad se debe a la naturalidad de c¢. Por lo tanto, como £ es el ntcleo de f, existe
un morfismo 3 : F(B) — K tal que h= kB. Se define o« = G(f)up. Entonces se tiene que

~

La tercera igualdad se debe a la definicion de ﬁ, la cuarta a la naturalidad de u y la tltima
igualdad se debe a (2.3). La demostracién de que G preserva sumas directas es similar. O
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Como toda equivalencia de categorias posee adjunto a izquierda y derecha, el siguiente re-
sultado es consecuencia inmediata de la Proposiciéon anterior.

Corolario 6.44. Todo funtor que es una equivalencia de categorias es exacto. 0

Proposicion 6.45. Sean C,D categorias abelianas y G : D — C un funtor aditivo exacto a
izquierda. Entonces G preserva limites finitos. Si ademds G preserva productos de forma J
entonces G preserva limites de forma J. O

Introducimos el grupo de Grothendieck de una categoria aditiva C.

Definicidon 6.46. Sea C una categoria aditiva. Se denota por F'(C) el grupo abeliano libre
generado por las clases de isomorfismo de objetos de C. Si X es un objeto, se va a denotar
por [X] a su clase de isomorfismo. El subgrupo R(C) de F'(C) es el subgrupo generado por los
elementos [Z] — [X] — [Y] cada vez que existe una sucesién exacta

00— X —7—Y —0.

Se define el grupo de Grothendieck Go(C) como el cociente F'(C)/R(C). La clase de un objeto [X]
en G(C) se denotard (X). En particular, para todo X, Y € C se tiene que (X ®Y) = (X)+(Y)
en Go(C).

Resulta que el grupo de Grothendieck es un invariante de categorias, es decir que no depende
de la clase de equivalencia de la categoria en cuestion.

Lema 6.47. Sean C,D categorias aditivas y F' : C — D un funtor. Entonces:
1. F es exacto si y solo si para toda sucesion exacta corta
0—Xx-Lv 2470

la sucesion
F(g)

0 — F(X) 2 Py F(Z) — 0
es exacta.
2. Si F' es exacto, entonces induce un homomorfismo de grupos abelianos [F] : Go(C) —
Go(D).

Demostracion. La primera parte del Lema sigue inmediatamente de la definicion de funtor
exacto. Se define [F] : Go(C) — Go(D) por [F]((X)) = (F(X)) para todo X € C. La buena
definicién de [F] se deduce del primer enunciado del Lema.

O

Ejercicio 6.48. Sea C una categoria aditiva. El funtor representaciéon H : C°* — Fun(C, Ab),
H(X)(Y) =Home(X,Y), es exacto a izquierda. (Notar que una sucesion exacta a izquierda en
C°P es una sucesién exacta a derecha en C).

Proposicién 6.49. Sea C una categoria abeliana. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. P € Ob(C) es un objeto proyectivo.
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2. Toda sucesion exacta
0—-x -1y 2P0

se escinde.
3. El funtor Home (P, —) : C — Ab es ezacto. O

La demostracion de este resultado es similar a la demostracién para categorias de modulos
sobre un anillo, por lo cual queda como ejercicio.

Proposicion 6.50. Sea C una categoria abeliana. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Q € Ob(C) es un objeto inyectivo.
2. Toda sucesion exacta

0—-Q-1x -2y o

se escinde.
3. El funtor Home(—, Q) : C — Ab es exacto. O

La siguiente Proposicién fue tomada de [19].

Proposicién 6.51. Sean F,G : A — B funtores aditivos entre categorias abelianas. Sea Proj(.A)
la subcategoria plena de objetos proyectivos de A. Si A tiene suficientes proyectivos y F' es exacto
a derecha, entonces toda transformacion natural {ap : F(P) — G(P)}peproja) se extiende de
forma unica a una transformacion natural @ : F — G.

Demostracion. Sea X € Ay p: P — X un epimorfismo, donde P es proyectivo. Como A es
abeliana, p = coKer (Ker (p)). Sea ¢ : Q — Ker p un epimorfismo. Es inmediato comprobar que
p = coKer (1q), donde ¢ : Kerp — P. Notar que

G(p)apF(1q) = G(p)G(1g)ag = G(0)G(g)ag = 0.
Como F' es exacto a derecha, coKer F'(1q) = F(coKeriq) = F(p), luego existe ax : F(X) —
G(X) tal que axF(p) = G(p)ap. Veamos que no depende del epimorfismo elegido. Sea p’ :

P’ — X otro epimorfismo y oy : F(X) — G(X) el morfismo inducido. Como P es proyectivo
y p’ es epimorfismo, existe s : P — P’ tal que p = p’ o s. Calculamos ahora

o F(p) = axF(p)F(s) = Gp)ap F(s) = G()G(s)ap = G(p)ap = ax F(p).
Cancelando F(p) (que es epimorfismo por exactitud a derecha de F') obtenemos ax = oy.
Notar que esto prueba ademas que « se extiende de manera tnica.

Resta probar que @ es natural. Sea f : X — Y un morfismo y @y, @y inducidos por p: P —

X,q: Q — Y respectivamente. Por proyectividad de P, existe un morfismo [ : P — () que hace
que el diagrama



64 BORTOLUSSI, MOMBELLI, PRIOLETTA
es conmutativo. Es suficiente ahora calcular
[y F(N]F(p) = ay F(g)F(l) = G(g)agF(l) = G(g)G()ar = G(f)G(p)ar = [G(f)ax]F(p).
Cancelando el epimorfismo F'(p), obtenemos el axioma de naturalidad. 0
El siguiente resultado sera util mas adelante.

Proposicién 6.52. Sean C,D categorias abelianas. Sea (F,U) : C — D wuna adjuncién de
funtores aditivos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) El funtor U es fiel;
(ii) Sic: FoU — Id es la counidad de la adjuncidn, se verifica que cx es epimorfismo para
todo X € D.

St ademdas de cumplir con alguna condicion de las anteriores el funtor U es exacto, entonces U
refleja isomorfismos.

Demostracion. Se va a probar que (ii) = (i). Sea f : X — Y un morfismo en D tal que
U(f) = 0. La naturalidad de ¢ implica que el diagrama

FUX)) —= X
F(U(f))l if
FUY)) — X

es conmutativo. Por lo tanto, f o cx = 0. Como cx es un epimorfismo, entonces f = 0.

Ahora se va a probar que (i) = (ii). Sea X € D y sea ¢ = coKer (cx) : X — Q. Se quiere
ver que ¢ = 0. Como g o cy = 0, entonces U(q) o U(cx) = 0. Sea u : Id — U o F' la unidad de
la adjuncién. Por (2.3) se tiene que

idye) = Ulex)uyx)-
Por lo tanto, U(q)U(cx)uy(x) = U(q) = 0. Como U es fiel, entonces ¢ = 0.

Ahora se asumird que ambas condiciones (i), (ii) se satisfacen y que el funtor U es exacto.
Sea f : X — Y un morfismo tal que U(f) es un isomorfismo. Sean k = Ker (f) : K — X y
q = coKer (f) : Y — @ el nicleo y conticleo, respectivamente. Se va a ver que k = 0 y que
q = 0. Como U(f) es un isomorfismo, entonces

0=KerU(f) = U(k).

La segunda igualdad se debe a que U es exacto. Andlogamente, se tiene que U(g) = 0. Como
U es fiel, entonces k =0y ¢ = 0. O

Proposicién 6.53. Sea C una categoria abeliana y sea (T, p,u) : C — C una monada tal que
como funtor es aditivo y exacto a derecha. Entonces el funtor de olvidoU : CT — C es un funtor
exacto vy fiel.
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Demostracién. Sean (M, s), (N,t) objetos en CT y sea f : (M, s) — (N,t) un morfismo en C7.
Sea k =ker f : (K,r) — (M, s) el nticleo de f. Se va a demostrar que k : K — M es el nicleo
de f en C. Claramente fok = 0. Sea ¢ : Q — M un morfismo en C tal que f oq = 0. Se puede
demostrar que

§0 T(Q) : (T(Q)v MQ) - (Ma S)

es un morfismo en C*. Ademds,

fosoT(q)=toT(f)oT(q)=0.

La primera igualdad se debe a que f es un morfismo en C*. Como k es el niicleo de f en CT,
existe un morfismo g : T(Q) — K tal que ko g = soT(q). Se define h = goug : Q@ — K.
Entonces
koh=kogoug=soT(q)oug=soupyoq=q.
La tercera igualdad se debe a la naturalidad de u y la cuarta es (5.4). Asi U(ker f) = kerU(f).
Como el conticleo de un morfismo en C? se construye, en la Proposicién 6.42, usando el
contcleo de C, entonces U preserva contcleos también. O

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 5.16 de monadicidad de Beck.

Proposicién 6.54. Sea (F,G) : C — D una adjuncion tal que G es exacto a derecha y fiel,
entonces la adjuncion (F,G) es monadica. O

6.3. La longitud de un objeto. Sea C una categoria Abeliana.
Definicién 6.55. Sea X un objeto de C.
e Una filtraciéon finita de X es una sucesién de subobjetos
0=X,CX,1C---CX; CXy=X.
e Una serie de composicion de X es una filtracion finita de X
0=X,CX, 1C---CX;CXg=X
tal que los objetos X;/X; 1 son simples para todo i = 0,...,n — 1. Ver Definicién 6.17 para la
definicién de cociente. Los objetos simples X;/ X, se llaman los factores de composicion de X.

Si S es un objeto simple, la multiplicidad de S en X es la cantidad de i tal que S ~ X;/X;,1.
Se denotard a ese nimero por [X : S].

La demostracion de la siguiente proposicién queda como ejercicio para el lector.

Proposicion 6.56. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El objeto X posee una serie de composicion
0=XoCX;C---CX,;CX,=X.

2. Existe un numero natural n tal que para cualquier sucesion 0 = X,,, C X, C -+ C
X1 C Xog= X se tiene que m < n. Es decir, X es artiniano.

3. Cualquier sucesion decreciente --- C X,,_ 1 C --- C X1 C Xg =X y creciente X C X; C
Xy C ... se estabiliza. Es decir, X es noetheriano. O
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Definicién 6.57. Si cualquiera de las condiciones de la proposicién anterior se satisface, se
dice que X es de longitud finita y n es su longitud.

Teorema 6.58. (Teorema de Jordan-Hélder) Sea X wun objeto de longitud finita. Cualquier
filtracion finita de X puede ser extendida a una serie de composicion. Dos series de composicion
tienen a un objeto simple dado con la misma multiplicidad. 0

Proposicién 6.59. Sea C una categoria Abeliana donde todo objeto es de longitud finita. Sea
S el conjunto de clases de isomorfismo de objetos simples. Entonces el grupo de Grothendieck
Go(C) es el grupo libre generado por S.

Demostracion. Para todo objeto simple S se denota por 1g al elemento del grupo libre Z° que
tiene un 1 en la componente S y 0 en las demés. Se define ¢ : Z° — Go(C) y ¢ : Go(C) — Z°
como sigue. Para cada objeto simple S

d(ls) =< 8>, (< M>)=> [M:S]ls.
Ses
Observar que se puede definir el entero [M : S] ya que todo objeto tiene longitud finita. El
morfismo 1) es aditivo y claramente ¢ es suryectivo. Se puede observar que ¥ o¢ = id evaluando
en 1g para objetos simples S. Esto demuestra que ¢ es inyectiva. 0

La demostracion del siguiente resultado queda como ejercicio.

Proposiciéon 6.60. Sean C,D categorias abelianas, U : C — D un funtor que preserva mo-
nomorfismos y refleja isomorfismos. Si todo objeto en D es de longitud finita, entonces todo
objeto en C es de longitud finita. 0

6.4. Ejercicios.

1. Si X no es un objeto nulo en una categoria aditiva, entonces id x # 0%

2. Sean C, D categorias abelianas y F': C — D un funtor aditivo. Demostrar que si F' es fiel
entonces I refleja sucesiones exactas.

3. Si C es una categoria abeliana y X € C es un objeto de longitud finita, entonces la
cantidad de clases de isomorfismos de objetos simples S que son subobjetos de X es
finita.

4. Si XY son objetos en una categoria aditiva y se tiene un monomorfismo ¢ : ¥ — X.
Demostrar que si ¢ = 0 entonces Y = 0.

5. Sean F': C — D, G : D — C funtores aditivos tales que existen isomorfismos naturales
FoG>~1d, GoF ~1Id. Entonces F'y GG son exactos

6. Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Demostrar que para todo V' € Rep (kG) los funtores

—®iV, V®k—: Rep (kG) — Rep (kG),

son exactos. El mismo resultado sigue valido si reemplazamos kG por un élgebra de Hopf
H de dimension finita.
7. Sean R, S anillos con unidad, y sea M un (R, S)-bim6dulo. Demostrar que el funtor

M®s— : sMod — gMod
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es exacto a derecha.

8. Demostrar que todo funtor exacto a derecha o izquierda es aditivo.

9. Demostrar que la categoria de grupos Grp no es Abeliana con los ntcleos y contcleos
usuales.

7. LOS TEOREMAS DE EILENBERG-WATTS

En esta secciéon se recordaran los resultados de Eilenberg y Watts, en los cuales describen
ciertos funtores entre categorias de mddulos. Ver [10], [36]. Una buena referencia es también el
trabajo [18].

Teorema 7.1. Sean A, B anillos. Sea F : sMod — gMod un funtor eracto a derecha que
preserva sumas directas (de indices arbitrarios). Entonces F(A) es un (B, A)-bimddulo y existe
un isomorfismo natural

F ~ F(A)@A — .

Demostracion. Si M € sMod y m € M, se denota por

rMoAs M, rMa)=a-m.

m

El morfismo r pertenece a la categoria 4Mod. Entonces F(r}) : F(A) — F(M). Utilizando

m
estos morfismos se puede definir una accion a derecha de A sobre F(A) como sigue:

raa:= F(r)(z),
para todo x € F(A), a € A. Como i} = r{' o1l
comprobar ademds que F(A) es un (B, A)-bimddulo.
Por otro lado, se puede comprobar que las funciones
F(A) x M — F(M), (z,m) = F(ry/)(x),
son A-bilineales y, por lo tanto, determinan un morfismo

VM F(A)@AM — F(M).

No es dificil verificar que ™ son transformaciones naturales. Se va mostrar que son isomor-
fismos. Como % es un isomorfismo, entonces, como F preserva sumas directas, 1" es un
isomorfismo para todo A-médulo libre L. Aqui se estd usando que F' preserva sumas directas.
Ahora sea M un A-médulo arbitrario. Entonces existe una sucesién exacta corta

O—-R—L—M—=0

donde L es un A-médulo libre. Como el funtor F' es exacto a derecha y F(A)®4— también es
exacto a derecha, se tienen dos sucesiones exactas cortas

entonces < define una accién. Se puede

F(A)@AR E— F(A)@AL E— F(A)@AM — 0

E [ [

F(R) —— F(L) ——— F(M) —— 0.
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Como ¥ es un isomorfismo entonces 1" es un epimorfismo. Rastreando a través del diagrama
y usando que ¥ es un epimorfismo sigue que ™ es un monomorfismo. 0

El siguiente resultado se deduce de la demostracién del teorema anterior.

Corolario 7.2. Sean k un cuerpo y A, B k-dlgebras de dimension finita. Sea F' : smod —
pmod un funtor aditivo k-lineal exacto a derecha. Entonces F(A) es un (B, A)-bimddulo y
existe un isomorfismo natural

F’:F(A)@A—

Existe una versién dual del teorema anterior. Para su demostracién ver [36].

Teorema 7.3. Sean A, B anillos. Sea F' : Mod, — Modg un funtor exacto a izquierda que
preserva productos directos (de indices arbitrarios). Entonces eziste un (B, A)-bimddulo X y
existe un isomorfismo natural
F ~ Homu (X, —).
O

Ejercicio 7.4. Sean A, B k-algebras de dimension finita. Demostrar que existe una equivalencia
de categorias
Rex (4mod, pmod ) ~ gmod 4.

8. CATEGORIAS ABELIANAS k-LINEALES FINITAS

Definicién 8.1. Sea k un cuerpo. Una categoria abeliana C se dice k-lineal si Home(X,Y) es
un k-espacio vectorial para todo par de objetos X,Y y la composicion es k-bilineal.

Una categoria Abeliana k-lineal C se dice finita si

(a) Todo objeto de C posee longitud finita;

(b) dimg(Home(X,Y)) < oo para todo X,Y € C;

(c) todo objeto simple de C posee cubrimiento proyectivo;

(d) la cantidad de clases de isomorfismos de objetos simples es finita.

Definicién 8.2. Si C, D son categorias abelianas k-lineales, se dice que un funtor ¥ : C — D es
k-lineal si es aditivo y para todo X,Y € C, los morfismos F' : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))
son transformaciones lineales.

Ejemplo 8.3. Si k es un cuerpo. La categoria vect de k-espacios vectoriales de dimension
finita es finita.

Lema 8.4. Sea C una categoria abeliana k-lineal finita. Sean {S;} un conjunto finito de clases
de isomorfismos de objetos simples y P; sus cubrimientos proyectivos. Si se define P = &;F;,
entonces el funtor

Home (P, —) : C — vecty,

es exacto y fiel.
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Demostracion. Como P es proyectivo, entonces Home (P, —) es exacto. Se va a ver por induc-
cién en la longitud de Yque si Y # 0 entonces Home(P,Y) # 0. Si Y es simple entonces
Home(P,Y) # 0. Si Y no es simple, entonces existe una sucesioén exacta corta

0=-X—->Y—>5-—=0,

donde S es simple y la longitud de X es estrictamente menor a la longitud de Y. Luego, se
tiene una sucesion exacta corta

0 — Home(P, X) — Home(P,Y) — Home (P, S) — 0.

Por induccién, Home (P, X) # 0 y como Home (P, S) # 0 se debe cumplir que Home(P,Y) #
0. 0J

Teorema 8.5. Sea R un anillo con unidad, y M € gMod. Entonces Homg(P, —) : gRMod — Ab
preserva limites finitos. Mds atin, si M es finitamente generado, entonces Hompg(M, —) preserva
limites pequenos.

Demostracion. Como Hompg (P, —) es exacto a izquierda, preserva productos finitos y ecualiza-
dores, luego preserva limites finitos.
Para la segunda parte, probamos el caso donde M es finitamente presentado. Sea

(8.1) R?"— R" — M — 0,

una sucesion exacta, con n,q € N (existe pues M es finitamente presentado).

Recordemos que para m € N, A € gpMod, vale que Homg(R™, A) ~ II* | A := A™ como gru-
pos abelianos. Usemos esto para ver que Hompg(R™, —)preserva limites: sabemos que preserva
ecualizadores, y si (M) e es un conjunto posiblemente infinito de R-mddulos, entonces

Hompg(R™, HM]) ~ (HM])m ~ HM]m ~ HHomR(Rm,Mj).
jeJ jeJ jeJ jeJ
En particular vale para m = ¢,m = n. Sea ahora [ una categoria pequena y F' : [ —
rMod un funtor que admite limite. Por definicién de limite, tenemos un mapa canoénico ¢ :
HomR(P,@F(i)) — @HomR(P,F(i)). Aplicando HomR(—,ligF(i)) a la sucesién exacta
dada en 8.1, obtenemos un diagrama conmutativo

Hompg(P, @F(z)) — Hompg(R™, LmF(z)) — Hompg(RY, anF(z)) — T
l'&nHomR(P7 F (1)) — lim Homp(R", F'(i)) — @HomR(Rq, F(i)) —=0,

con filas exactas. Como todos los morfismos verticales (salvo ¢) son isomorfismos, por el Lema
de los 4, ¢ es un isomorfismo. 0J

Proposicion 8.6. Sean C, D categorias abelianas k-lineales. Sea (F,U) : C — D una adjuncion,
donde los funtores F,U son aditivos k-lineales. Asumir que U es exacto y fiel. Si C es una
categoria finita, entonces D también es finita.
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Demostracion. Como el funtor U es fiel, los espacios vectoriales Homp (X, Y) son subespacios
de Home(U(X),U(Y)), que son de dimensién finita. Como ademds U es exacto, por la Propo-
sicion 6.52 se sabe que U refleja isomorfismos. Por lo tanto, U preserva cadenas estrictamente
decrecientes de subobjetos, ver Ejercicio 6.60. Luego, todo objeto en D es de longitud finita.
Se probara que D posee suficientes proyectivos. Sea X € D y P € C un objeto proyectivo con
un epimorfismo p : P — U(X). Como F es adjunto a izquierda, por la Proposicién 6.43 F
preserva epimorfismos. Como U es fiel, por la Proposicién 6.52 resulta que sie: FoU — Id es
la counidad de la adjuncién, entonces ex es un epimorfismo. Luego, la composicion

FP) 2 pu(x)) 25 x

es un epimorfismo. Ademas,
Home (P, U(—)) ~ Homp(F(P), —)
es exacto. Por lo tanto, F'(P) es proyectivo. Asi D posee suficientes proyectivos.

Falta demostrar que D posee una cantidad finita de clases de isomorfismos de objetos simples.
Sea {S;}!,; un conjunto de representantes de clases de isomorfismos de objetos simples de C.
Se define W = @' ,S;.

Se afirma que para todo objeto no nulo X € D existe un morfismo no nulo F(W) — X. En
efecto, como X # 0, entonces U(X) # 0. Luego, existe un objeto simple S que es un subobjeto
de U(X), es decir un monomorfismo ¢ : S — U(X). Sea f : F(S) — X el morfismo que
corresponde bajo el isomorfismo

Home (S, U(X)) ~ Homp(F(S), X).

Es decir que ¢ = U(f)ng, donde n : Id — U o F es la unidad de la adjuncién. Como ¢ # 0
entonces f # 0. Basta definir entonces fF(mg) : F(W) — X, el cual es nuevamente no nulo ya
que F(mg) es un epimorfismo.

Si T € D es simple, entonces, por lo anterior, existe un morfismo no nulo F(W) — T'. Esto
dice que todo objeto simple de D aparece como factor de composiciéon de F(1W). Como F(W)
tiene longitud finita, entonces posee una cantidad finita de factores de composicion. O

El siguiente resultado es una consecuencia de la Proposicion anterior.

Corolario 8.7. Sea C una categoria abeliana k-lineal finita y sea T : C — C una monada tal
que como funtor es aditivo k-lineal exacto a derecha. Entonces la categoria de T-mddulos CT es
una categoria abeliana k-lineal finita.

Demostracion. Sigue de la Proposicion 6.53 usando la Proposicion 8.6. 0

Corolario 8.8. Sea A una k-dlgebra de dimension finita, entonces la categoria smod de
representaciones de A de dimension finita es una categoria abeliana k-lineal finita.

Demostracion. El funtor Ty : vect, — vecty dado por T4 (V) = A®V es una ménada. Por el
Corolario anterior la categorfa (vect)™ ~ 4ymod es finita. O
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8.1. Adjunciones y representabilidad de funtores lineales en categorias finitas.
Muchas de las demostraciones de esta Seccién han sido tomadas de [8]. Se comenzara con una
definicién un poco técnica, pero que sera de utilidad.

Definiciéon 8.9. Se dice que un funtor G : D — C satistisface la solucion conjuntista si: para
todo objeto C' € C existe un conjunto finito / y una coleccion de morfismos f; : C' — G(D;) en
D tal que, todo morfismo h : C' — G(D) puede ser escrito como la composicion h = G(t) o f;
para algin ¢ € [ yalgint: D; — D.

Lema 8.10. Sean C,D categorias abelianas k-lineales y F : C — D, G : D — C funtores tales

que (F,G) es una adjuncion. Si G es aditivo entonces F' es aditivo. Si G es k-lineal entonces
F es k-lineal.

Teorema 8.11. Sean C,D categorias abelianas k-lineales finitas, y sea G : D — C un funtor
k-lineal. Son equivalentes:

(i) G es exacto a izquierda;
(ii) G es ezacto a izquierda y satisface la solucion conjuntista;
(iii) G posee un funtor adjunto a izquierda k-lineal.

Demostracion. La implicacién (iii) = (i) fue demostrada en la Proposicion 6.43.

Se probard que (i) = (ii). Como, para todo X € C, el funtor de olvido U : (X | G) — D
preserva monomorfismos y refleja isomorfismos, por el Ejercicio 6.60 se sabe que todo objeto
de la categoria (X | G) es de longitud finita. En particular, para todo objeto (f,Y) € (X | G)
existe un objeto simple contenido en (f,Y).

Sea Sx = {(fi,Y:)} el conjunto de clases de isomorfismo de objetos simples de (X | G). Si Sx
es un conjunto finito, entonces este conjunto puede utilzarse para que G satisfaga la solucién
conjuntista.

Sea J el conjunto de clases de isomorfismos de objetos simples de D y sea ) = Bge.S. Como
el espacio vectorial Home (X, G(Q)) es de dimensién finita, se va a elegir una base {e; }cr. Se
define entonces

D =@er(e, Q) ®(0,Q) € (X | G).

Para demostrar que (X | G) posee una cantidad finita de clases de isomorfismos de objetos
simples, se demostrard que todo objeto de Sy se incluye en D. Sea (f,Y) € Sx. Si f =0
entonces necesariamente Y es simple y, por lo tanto, (f,Y) se incluye en (0,Q). Se asume
entonces que f # 0. Se tiene la composicion

(8.2) v : Homp(Y, Q) G, Homp(G(Y), G(Q)) anac), Homp (X, G(Q)).

Sea £ : Y — @ un morfismo en el niicleo de esta composicion. Es decir que G(k) o f = 0. Sea
h: K — Y el nicleo de k. Como G es exacto a izquierda, se tiene que Ker G(k) = G(h). Luego,
como G(k) o f = 0, debe existir un morfismo d : X — G(K) tal que f = G(h) o d. Esto dice
que h: (d, K) — (f,Y) es un morfismo en (X | G) que es un monomorfismo. Como (f,Y) es
simple, entonces K = 0 o h es un isomorfismo. Si K = 0 entonces x es un monomorfismo y,
por lo tanto, G(x) también es un monomorfismo. Como G(k) o f = 0, entonces f = 0. Luego,
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la tinica opcién es que h sea un isomorfismo y entonces k£ = 0. Es decir que se ha demostrado
que si f # 0, la composicién « presentada en (8.2) es un morfismo inyectivo.

Ahora se probard que (ii) = (iii). Usando el Lema 8.10, basta con demostrar que G posee
un adjunto a izquierda. Utilizando la Proposicion 2.26, alcanza con demostrar que para todo
X € C la categoria coma (X | G) posee un objeto inicial. Como D posee ecualizadores y
productos finitos, entonces por el Teorema 3.16, C posee limites pequenos. Como G es exacto
a izquierda, entonces preserva limites finitos, ver Proposicion 6.45. Se sigue entonces de la
Proposicion 3.24 que la categoria coma (X | G) posee limites pequenos y que el funtor de
olvido U : (X | G) — D crea limites finitos. Luego, se deduce que (X | G) posee limites
finitos.

Como G satisface la solucion conjuntista, existe un conjunto finito I y una coleccion de
morfismos f; : X — G(C;), i € I que satisfacen las condiciones de la Definicién 8.9. Los
morfismos f; son objetos en la categoria coma (X | G), entonces se puede considerar el producto
de ellos

Wier fi : X = i1 G(Cs) ~ G(ILiesCy).
Definimos W = (I1; f;, [1;c;C;). Como los espacios Hom en (X | G) son espacios vectoriales
de dimensién finita y (X | G) posee limites finitos, podemos tomar el ecualizador h de los
elementos de una base de Homx ¢ (W, W), y este ecualiza a cualquier par de ellos. Se denota
a dicho morfismo por
h: (67Y) - (W> HiEICi)7
(e,Y) € (X | G). Se demostrara que (e,Y’) es un objeto inicial en (X | G).

Sea (¢,7) € (X | G) un objeto arbitrario. Como ¢ : X — G(Z) y se satisface la solucién

conjuntista, debe existir un j € I y un morfismo ¢ : C; — Z tal que

¢ =G(t) o fj.
Se tiene entonces una composicion de morfismos, que se denotara por «:
a:YLHieIC’iLCj%Z,
donde p; es la proyeccién candnica. Ademaés,
G(a)oe=G(t)oG(pj) o G(h)oe=G(t) o G(p;) o llicr fi = G(t) o f; = ¢.

Observar que aqui se esta usando que G es aditivo y, por lo tanto, los morfismos G(p;) son las
proyecciones canonicas de Il;c;G(C;). La igualdad anterior implica que a : (e,Y) — (¢, Z) es
un morfismo en (X | G). La demostracién concluye una vez que demostremos que « es tnico.

Sean f,w: (e,Y) — (¢, Z) dos morfismos en (X | G). Sea k : (§, K) — (e,Y) el ecualizador
de estos dos morfismos. Se sabe que existe porque la categoria coma posee limites pequenos.
Como ¢ : X — G(K) y G cumple con la solucién conjuntista, entonces existe un [ € [ y un
morfismo ¢ : ¢ — K tal que

{=G(@)o fi.
Se afirma que el morfismo
hokot op: HiEIOi — HiGICi
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es un morfismo en (X | G). En efecto,
G(hokotop)ollierf; = G(h)o G(k)oG(t)o fi
= G(h) O G(k)) o 5 = G(h) oce = Hie]fi~

La tercera y cuarta igualdades se deben a que k y h son morfismos en (X | G). Como h es el
ecualizador de todos los endomorfismos en (X | G) del objeto (W, I1;c;C;) se debe cumplir que

(hokotop)oh=hoidy.
Como h es un monomorfismo, se debe cumplir que
ko(topoh)=idy.

Esto dice que k posee un inverso a derecha y, por lo tanto, es un epimorfismo. Como k es un
ecualizador debe ser también un monomorfismo y, por lo tanto, un isomorfismo. Asi § = w, lo
cual concluye la demostracion del teorema. 0

Observacion 8.12. En el Teorema 8.11 ambas categorias C y D son abelianas k-lineales finitas.
Sin embargo, no todas las hipétesis han sido utilizadas. Por ejemplo, no se ha utilizado que
ambas categorias posean suficientes proyectivos.

En lo que sigue se mostraran varias consecuencias importantes del resultado anterior.

Corolario 8.13. Sea C una categoria abeliana k-lineal finita y G : C°® — vecty un funtor. Son
equivalentes:

1. G es exacto a izquierda;
2. G es representable.

Demostracion. Ya se vio en el Ejercicio 6.40 que si un funtor es representable, es exacto a
izquierda. Reciprocamente, si G es exacto a izquierda entonces, por el Teorema 8.11, G posee
un adjunto a izquierda F' : vect — C°P. Luego, para todo X € C, se tienen isomorfismos

G(X) ~ Homy (k, G(X)) ~ Homeor (F(k), X) = Home (X, F(k)).
OJ
Ejercicio 8.14. Encontrar un contraejemplo (en categorias no finitas) del corolario anterior.

Corolario 8.15. Sean C, D categorias abelianas k-lineales y tal que D es finita. Sea S : C°?xC —
D un funtor aditivo k-lineal. Si el end erC S(X, X) existe, entonces para todo objeto M € D
el end

/ Homp (M, S(X, X))
XeC

existe y hay un isomorfismo

/ Homp(M, S(X, X)) ~ Homp(M, |  S(X, X)),
XeC XeC

Mds aiin, si [, Homp(M,S(X, X)) existe para todo M, entonces el end [ . S(X,X) existe.
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Demostracion. Supéngase que [ xeed (X, X) existe y que tiene transformaciones dinaturales
asociadas

7TX:/ S(X, X)) — S(X, X).
XeC
Para todo M € D se define

73 - Homp (M, S(X, X)) — Homp(M, S(X, X)),
Xec
T (f) =mxof.
No es dificil comprobar que 7% son dinaturales para el funtor Homp(M, S(—,—)) : C x

C — vecty. Sea E un espacio vectorial munido de transformaciones dinaturales \Y : £ —
Homp (M, S(X, X)). La dinaturalidad en este caso implica que para todo e € E'y todo morfismo
f: X — Y en C se satisface

S(id x, )X (e) = S(f,idy) AV (e).
Por la universalidad del end, debe existir un morfismo he : M — [ cc S(X, X) tal que
mx o he = A (e).

Sise define h : E — Homp (M, S(X, X)) por h(e) = he, se ve que el objeto Homp (M, [ . S(X, X))
satisface la propiedad universal del end y asi

/ Homp(M, S(X, X)) ~ Homp (M, S(X, X)).
XeC XeC

Ahora se va a asumir que el end [y . Homp(M, S(X, X)) existe para todo M € D. Se define
el funtor
d : DP — vect

B(M) = / Homp (M, S(X, X)).
XeC
Se ve que P es exacto a izquierda. Notar que los nucleos en D°P son contcleos en D. Dado
f: M — N morfismo en D se debe demostrar que ®(coKer f) = Ker ®(f). Se va a denotar
(af)(x,yy : Homp(N, S(X,Y)) = Homp(M, S(X,Y)),

(ap)xy)(g) =go f.
Luego, por el Teorema 4.4 (i), existe un morfismo

F®(N) = &(M)
tal que

T f = (ag) x0Ty -
Luego ®(f) = ]/t\ Sea ¢ : N — @ un contcleo de f en Dy sea h: K — ®(N) un morfismo tal
que ®(f) o h = 0. Luego,

X 0 ®(f) o h = (ag)xx) 0Ty oh=0.
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Por el Ejercicio 6.40 el Hom(X, —) es exacto a izquierda y, por lo tanto, Ker oy = «,. Luego,
para todo X € C existe un tnico morfismo lx : K — Homp(Q, S(X, X)) tal que

(ag)(x.x) 0 lx = 7Y o h.
La dinaturalidad de 7§ implica que los morfismos Iy son dinaturales. Luego, por la universali-

dad del end, existe un inico morfismo ¢ : K — ®(Q) tal que Ix = %\g ot. Reuniendo toda esta
informacion, se tiene que

X 0 @(q) ot = (ag)oxx) 0 Tg ot = (ag)x,x) © Ix = 7Y 0 h.
Asi, ®(gq) ot = h. Se demostré entonces que ®(q) = Ker ®(f). Luego, el funtor ® esta represen-

tado por un objeto £ € D. La comprobacién de que E ~ erc S(X, X) es inmediata pues los
morfismos 7% (id 5) son dinaturales y satisfacen la propiedad universal del end. 0

Existe una version dual para coends del resultado anterior. La demostracion se deja como
ejercicio para el lector.

Ejercicio 8.16. Sean C, D categorias abelianas k-lineales y tal que D es finita. Sea S : C® xC —
D un funtor aditivo k-lineal. Si el coend [ X g (X, X) existe, entonces para todo objeto M € D
el end

/ Homp(S(X, X), M)

existe y hay un isomorfismo
Xec
/ Homp(S(X, X), M) ~ Homp / S(X, X), M),
Xec

Més atn, si [, . Homp(S(X, X), M) existe para todo M, entonces el coend fXGC S(X,X)
existe.

Corolario 8.17. Sea C una categoria abeliana k-lineal finita. Entonces existe una k-dlgebra A
de dimension finita y una equivalencia de categorias

C ~ 4mod.

Demostracion. Sea {S;} un conjunto de representantes de clases de isomorfismos de objetos
simples y P; sus cubrimientos proyectivos. Si se define P = &, F;, por el Lema 8.4 se tiene que
el funtor
Home(P,—) : C — vect
es exacto y fiel. Por lo tanto, dicho funtor posee un adjunto a izquierda U : vect — C.
Utilizando el Teorema de monadicidad de Beck, ver Proposicién 6.54, resulta que la adjuncién
(U, Home (P, —)) es monadica. Entonces, si T : vect, — vect es la ménada asociada, resulta
que
C ~ (vecty)”,

donde T es exacto a derecha como funtor. Por los resultados de Watts, ver Corolario 7.2, existe
un espacio vectorial A tal que T' ~ A®i—. Se deduce de la estructura de ménada de T' que A
posee una estructura de k-algebra. Luego, C ~ 4mod. U
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8.2. La accién de vect sobre cualquier categoria k-lineal finita. Para toda k-algebra
de dimension finita A existe una accion de vect sobre ymod, es decir un funtor

> vecty X gmod — gmod,

XM= X®M,

para todo X € vecty, M € ymod. La estructura de A-mddulo sobre X ®, M es sobre el segundo
tensorando. Esta accién puede ser definida para cualquier categoria abeliana k-lineal finita de
una forma natural.

Proposicién 8.18. Sea A una categoria abeliana k-lineal finita. Entonces existe un funtor
>:vecty Xx A — A

exacto en cada variable. Tal funtor satisface que, VA € A,YV, W € vecty, existen isomorfismos
naturales

ke A~ A (VW) A~V (Wb A).
Demostracion. Sea V € vecty, A € A. El funtor
Homy (V, Hom 4(A, —)) : A — vecty,
es una composicion de los funtores
Hom (A, —) : A — vecty, Homyg(V,—) : vecty — vecty.

Como ambos funtores son exactos a izquierda, entonces Homy(V, Homy(A, —)) es exacto a
izquierda; luego es representable. Se va a llamar V > A € A al objeto que representa dicho
funtor, es decir que hay isomorfismos naturales

Homy (V, Hom 4(A, B)) ~ Homy(V > A, B).
U

Ejercicio 8.19. Demostrar que, en efecto, el funtor — > — : vect x A — A es exacto en cada
variable.

Lema 8.20. Si C,D son dos categorias abelianas k-lineales finitas y F' : C — D es un funtor
aditivo k-lineal exacto a derecha, entonces F respeta la accion de vecty. Es decir que existen
isomorfismos naturales

cvx : F(Ve X) = Vi F(X).

Demostracion. En efecto, como F' es exacto a derecha, posee un adjunto a derecha G. Luego,
para todo B € D se tiene que:

Homp(V > F(A), B) ~ Homy(V, Homp(F(A), B)) ~ Homg(V, Hom¢ (A, G(B))) ~
~ Home(V > A, G(B)) ~ Homp(F(V > A), B).
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Ejercicio 8.21. Sea A una categoria abeliana k-lineal finita. Demostrar que existe un funtor
exacto en cada variable
<4: A X vect, — A

tal que existen isomorfismos naturales
Yy (Ve M)aU = Vi (M<aU).

Si B, P son otras categorias abelianas k-lineales finitas y H : A x B — P es un funtor aditivo
k-lineal exacto a derecha en cada variable, entonces, para todo A € A, B € B,V € vecty,
existen isomorfismos naturales

Shp: H(A<aV,B) = H(A, V> B).
Ademas, se verifica que
(83) 5X%W = 5Z,WI>B 5%\/,3-
La demostraciéon del siguiente Lema se deja como ejercicio para el lector.

Lema 8.22. Sea C una categoria abeliana k-lineal finita. Si —>— : vecty X C — C es la accion
canonica de vecty en C, entonces la accion de vecty en CP estd dada por

» — :vecty x CP — CP,
Ve X=V'>X.
O

8.3. Funtores en categorias k-lineales finitas. Sean C,D categorias abelianas k-lineakes
finitas. En esta seccién se darda una nueva descripcion de ciertos funtores y sus adjuntos.

Proposicion 8.23. Sea F' : C — D un funtor aditivo k-lineal. Fxisten isomorfismos naturales

XeC
(8.4) F:/ Home (X, —) > F(X),

(8.5) F ~ / Home(—, X)* > F(X).
XeC
Demostracion. Tomamos Y € C, D € D, entonces

XeC
Homp(/ Home(X,Y) > F(X),D) ~ /X . Homp(Home (X, Y) > F(X), D)
~ / Home (X, Y)* @, Homp(F(X), D)
Xec

~ /Xec Homy (Home (X, YY), Homp (F(X), D))

2 Nat (Homy (Home(—, V), Homp(F (=), D))

~ Homp(F(Y), D).
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El Ultimo isomorfismo es el Lema de Yoneda. O

Proposicién 8.24. Sea F': C — D un funtor.
1. Si F posee adjunto a derecha entonces existe un isomorfismo natural

XeC
(8.6) P / Homp(F(X),—) » X.
2. Si F' posee adjunto a izquierda entonces existe un isomorfismo natural

(8.7) Fla:/ Home(—, F(X))* > X.

Demostracion. Demostremos (1), la prueba de (2) sigue de forma similar. Aplicando (8.4) al
funtor F™ : D — C obtenemos que

DeD
Fro o~ / Homyp(D, —) > F™(D)

4 XeC
0 / Homap (F(X), —) b X.

O

8.4. Funtores de fibra y teoremas de reconstruccion. En la Seccién anterior se ha
reconstruido una k-algebra a partir de una categoria abeliana k-lineal finita. Mas atn, a dicha
categoria se le asocié un funtor de fibra, es decir un funtor exacto y fiel F' : C — vecty. Ver
Lema 8.4.

En esta Seccién se describird brevemente los resultados obtenidos en [26], donde a partir de
un funtor de fibra se puede reconstruir una coalgebra. Ver también los trabajos [25], [34]. La
diferencia fundamental con lo realizado anteriormente es que se va a prescindir de la hipotesis

de finitud sobre C.

Si C' es una k-codlgebra, entonces se sabe que el funtor de olvido I/ : “mod — vecty es un
funtor exacto y fiel.

Teorema 8.25. [26, Teo. 2.2.8] Sea C una categoria abeliana k-lineal y sea F: C — vecty un
funtor aditivo k-lineal exacto y fiel. El objeto

C = /XGC F(X)*®uF(X),

posee una estructura de k-codlgebra y el funtor F se factoriza

(8.8) “mod

2

vect .

F

Ademds, el funtor F' es una equivalencia de categorias. ([l
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Se explicara tinicamente como darle a C' estructura de codlgebra y la descripcion del funtor
F'. Sean

Tx - F(X)*(XJkF(X) — C
las dinaturales asociadas al coend. Para todo X € C se va a denotar la evaluacion y coevaluacion
por
evy . F(X)*®kF(X) — k,
evx(foy) = (y),
coevy : k = F(X)@xF(X)*,

coevx(1) = ) vt

donde {y;},{f*} son bases duales de F(X). Se puede comprobar que la evaluacién
evy . F(X)*®kF(X) — k,

es una transformacion dinatural. Por lo tanto, por la propiedad universal del coend, existe un
morfismo € : C' — k tal que el diagrama

(8.9) F(X)* & F(X) == ¢
| /
k,
es conmutativo. Los morfismos dados por la composicion

ld KRcoevx ®1d
—_—

F(X)* @ F(X) F(X) @ F (X))@ F(X) @ F(X) 8% 0, C,

también son transformaciones dinaturales. Luego, existe un morfismo A : C' — C®yC tal que
el diagrama

(8.10) F(X)@pF(X) — F(X)*®F (X))@ F(X) @k F(X)
C X CexC

es conmutativo.
Lema 8.26. La terna (C, A, ¢€) es una k-codlgebra.

Demostracion. Se va a ver la coasociatividad, es decir que (A®id JoA = (id ®A)oA. Se observa
que

(A®id) o Aoy = (ARIid ) (rx®@7x ) (id ®coevx®id )
= (mx®mx®7x)(id ®@coevx®id ®id ®id ) (id ®coevx®id ).
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La primera y segunda igualdad sigue de la conmutatividad del diagrama 8.10. Por otro lado,
nuevamente usando dos veces 8.10, se obtiene que

(id®A)o Aoy = (Id ®A)(mx®@7x ) (id ®coevx®id )
= (rx@mx®7x ) (id ®id ®id ®coevx®id ) (id @coevy®id ).

Notar que las composiciones de coevyx coinciden en ambas ecuaciones.Por la propiedad del
coend, se deduce la coasociatividad. Ahora se demostrara, utilizando la misma estrategia, que

(e®id ) o A = id ¢ = (id ®e) o A.
Por un lado se tiene
(e®id) o Aoy = (e®id ) (mx @7 ) (id ®coevx®id )
= (evx®id ®id )(id ®coevx®id )mx = 7x.
Luego, (e®id ) o A = id ¢. La otra igualdad se demuestra de forma analoga. 0

Lema 8.27. Para todo objeto X € C, el espacio vectorial F(X) posee una estructura natural
de C-comaodulo a izquierda.

Demostracion. Se tienen isomorfismos naturales

Uy Homy (Y@, Z, U) ~ Homy(Z, Y @, U),

VY. z(h) = (id y ®h)(coevy ®id 7).
Para todo X € C, se define
p: F(X)— F(X)®C,
pP= %C“(X),F(X) (mx).
Para ver que (F(X), p) es un C-comddulo, se debe demostrar que se satisface
(id®e)op=id, (Id®A)op=(pxid) o p.

Estas igualdades quedan como ejercicio. O
Observacion 8.28. Cuando C es una categoria tensorial y el funtor F': C — vect tiene estruc-
tura monoidal, a la coalgebra C se le puede dar estructura de algebra de tal forma que es una
bidlgebra. Si C posee objetos duales, es decir es rigida, entonces C' posee estructura de algebra

de Hopf tal que existe una equivalencia monoidal C ~ “mod . Reciprocamente, toda 4lgebra de
Hopf de dimensién finita H posee un funtor de fibra canénico, el funtor de olvido

Rep (H) — vect

que es monoidal, exacto y fiel. La propiedad de la categoria C de poseer un funtor de fibra
caracteriza a las categorias tensoriales que aparecen como representaciones de algebras de Hopf
de dimension finita. Los distintos funtores de fibra que puede poseer una misma categoria
tensorial estan parametrizados por ciertos "2-cociclos”del algebra de Hopf.
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9. EL PRODUCTO TENSORIAL DE DELIGNE

Sean Cq, Cy categorias abelianas k-lineales. En esta Seccion se presentara el producto tensorial
introducido por Deligne, ver [7]. Este producto tensorial es un artefacto muy interesante que
estd en el corazén de muchas demostraciones en categorias tensoriales. Una buena referencia es
también el trabajo [20]. Todos los funtores en esta Seccion serdn aditivos k-lineales.

Un producto tensorial de Deligne de C; y Cy es una categoria abeliana k-lineal A munida
de un funtor F : C; x C; — A exacto a derecha en cada variable tal que, para toda categoria
abeliana k-lineal D, el funtor

Rex (A, D) —<2%°2 5 BiFun,.q.(Cy x Cs, D)

es una equivalencia de categorias. Aqui la categoria BiFun, 4 (C1 X Ca, D) denota los bifuntores
aditivos k-lineales exactos a derecha en cada variable.

Lema 9.1. Si el producto tensorial de dos categorias abelianas k-lineales C1,Cy existe, es unico
salvo equivalencia.

Demostracion. Sean A, A’ categorias abelianas k-lineales y funtores
F:Cl><CQ—>.A, F/:61XCQ_>A/

tales que los funtores

Rex (A, D) GGl BiFune,, (C1 x Co, D),

Rex (A', D) _GGel” BiFun,q.(Cy x Cy, D),

son equivalencias de categorias para cualquier categoria abeliana D. Usando las definiciones
anteriores para D = A, D = A respectivamente, existen funtores ® : A — A", ¥ : A — A
tales que

ol ~F', VoF ~F.
Entonces ® o W o I/ ~ F' ~ Id 4 o F'. Como componer con F’ induce una equivalencia,

oW ~ Id 4. Andlogamente se demuestra que ¥ o® ~ Id 4 y, por lo tanto, las categorias A, A’
son equivalentes. O

De ahora en mas, si el producto tensorial de dos categorias abelianas k-lineales Cy, C, existe,
se denotara por C; X Cs.

Observacion 9.2. Al funtor F' de la definiciéon de producto tensorial se lo denota
IZ:Cl XCQ—>61|ECQ.

Para cada par X € C;,Y € (s, la imagen de este funtor se denota por X X Y. Para enfatizar,
a veces se denotard a este funtor M¢, ¢, : C; X Cy = C; K Cy. Si f : X — Y es un morfismo en
Ci, g : X' — Y’ es un morfismo en Cy, se denotard fXg: X K X' — Y XY’ al morfismo en
C1 X C,y dado por f IEg - &CLCz(fa g)
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Observacion 9.3. Que el funtor

Rex (C; K Cy, D) 2292y BiFun,q.(C; x Ca, D)

sea una equivalencia de categorias implica que para toda categoria Abeliana D y toda trans-
formacion natural g : FFoX — G oX, donde F,G : C; K Cy — D son dos funtores, existe una
unica transformacion natural g : F' — G tal que poX = p.

Ejercicio 9.4. Sean C,D dos categorias abelianas k-lineales tal que existe el producto C X D.
Demostrar que existe una equivalencia C XD ~ D KX C.

El siguiente resultado muestra que la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita
tiene el rol de unidad para el producto tensorial de Deligne.

Lema 9.5. Sea C una categoria abeliana k-lineal finita. Fxiste una equivalencia vect XC ~ C.

Demostracion. Se mostrard que para toda categoria abeliana k-lineal A existe una equivalencia

Rex (C, A) ~ BiFun,4 (vecty x C, A).
Recordar de la Proposicién 8.18, que existe un funtor exacto en cada variable
(9.1) >:vecty x C — C.
Sea @ : Rex (C, A) = BiFun.q (vecty x C,A) el funtor definido por

O(F)(V,X)=F(VrX),
y el funtor ¥ : BiFun, 4 (vecty x C, A) — Rex (C, A) definido por
V(H)(X)=H(k,X).

Como el funtor (9.1) es exacto en cada variable, si F' € Rex (C,.A) entonces ®(F) es exacto
a derecha en cada variable. Se quiere ver que los funtores ¥ y & dan una equivalencia de
categorias. Si F' € Rex (C, .A) entonces

(B(F))(X) = B(F)(k, X) = F(kp X) ~ F(X).

El isomorfismo natural F(k>X) ~ F(X) proviene del isomorfismo natural k> X ~ X descripto
en la Proposicién 8.18. Asi, Wo® ~ Id. Por otro lado, si H € BiFun, 4 (vecty x C,.A) entonces

OQV(H)V,X)=U(H)(V>X)=Hk,V>X)~
~Hk<V,X)~ H(V,X).
El primer isomorfismo natural se debe al Ejercicio 8.21. U

La demostracién del siguiente resultado ha sido tomada de [8]. Ver también [20, Prop. 21].

Proposicién 9.6. Sean C,D categorias abelianas k-lineales finitas.

(i) El producto tensorial de Deligne C XD existe y es una categoria abeliana k-lineal finita.
(ii) Si A, B son k-dlgebras de dimension finita, entonces existe una equivalencia de categorias

amod X mod 5 ~ 4mod 5.
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(iii) El funtor X :C x D — CX D es exacto en cada variable y satisface que
Homegp(X XY, X' KY') ~ Home (X, X')®, Homp(Y,Y'),
para todo X, X' € C, Y, Y € D.
Demostracion. Se probaré (ii). Para ls demostraciones de los otros enunciados referimos a [8].
El funtor
Rk : amod X mod g ~ 4mod g

es exacto a derecha en cada variable. Se quiere ver que, para toda categoria abeliana k-lineal
A, el funtor
VU : Rex (4mod 5, A) — BiFun,4(4amod x mod g,.A)

\I/(G) = G O ®]k,
es una equivalencia de categorias. Se define el funtor

® : BiFun.g(amod x mod g, A) — Rex (4mod p,.A)

de la siguiente manera. Sea H € BiFun, 4 (4mod xmod g,.A) y se toma un objeto X € 4mod g.
Las acciones a derecha e izquierda de X se denotaran por

M AKX = X, pf i XewB — X.

Recordar del Ejercicio 8.21 que, el funtor H posee isomorfismos naturales
Syn t HM® V,N) = H(M,V®&N),
Aqui la accién de A sobre M®,V es en el primer tensorando y la acciéon de B sobre V&N es
en el segundo tensorando. Se tienen dos morfismos:
L. g% H(X,BoyB) — H(X, B),
f=H(p",idp)o (0 5)~", g% = H(idx,mp),
donde mp es el producto del dlgebra B. Se define entonces
®(H)(X) = coKer (f3 — g%).

Queda como ejercicio para el lector demostrar que en efecto ®(H) define un funtor y que si H es

exacto a derecha en cada variable, entonces ®(H) es un funtor exacto a derecha. Se demostrara
que existen isomorfismos naturales tales que

dolUn~Id, Tod~Id.

Para demostrar que existen isomorfismos naturales tales que ® o U(G) ~ G para todo G €
Rex (4mod g, .A), basta con demostrar que para todo X € ymod p existen isomorfismos natu-
rales

(9.2) G(X) ~ coKer (f$°% — ¢{°%x).
Para todo X € ymod g, el conticleo de la diferencia de los morfismos p*®id g — id x®@mp

pX@id

(9.3) XenB@ B ——% X@uB 5 X =0

id xomp
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resulta (X, py). Como G es exacto a derecha, preserva conucleos y, por lo tanto, se tiene el
isomorfismo (9.2).

Ahora se demostrard que existen isomorfismos naturales W o ® ~ Id. Se van a tomar M €
amod y N € modg y H € BiFun,q(amod x mod g,.A). Se deben encontrar isomorfismos
naturales

O(H)(M®gN) ~ H(M,N).
En pocas palabras, se debe calcular el conticleo de la diferencia fij. v — gijg, - Se mostrard
que este contcleo es H(M, N), es decir que se tiene un diagrama de la forma:

fM@kN H(id
(9.4) H(M@&N, BoyB) ——= H(M&xN, B) o Vins H(M,N).

9M®kN

Primero se probard que el morfismo H (id, p™)oy; p iguala a fiio v v gije,n- En efecto,

H(id7PN)51]\\/[[7BfJ\I§®kN = H(id, p )51]\\/[13 (p M idB)(éjj\S;[@kN,B)_l
= H(id, pM)H(id , p" ®id )5]]\\74%‘3
= H(id, p" (id N®mp)) 00y pe, 5
= H(id,p )51\]\/[[73 (id n@mp) = H(id>pN)5J\]\/[[,ng\h/[[®kN'
La segunda igualdad sigue de la naturalidad de § y de que pM®V =id ,;®p", la tercera sigue

de la asociatividad de la accién de N y (8.3). La cuarta igualdad se debe a la naturalidad de 4.
Ahora se va a demostrar la propiedad universal del conticleo. Tomar un morfismo

a: HM®N,B) = Z

tal que afije v = @gire, n- Utilizando (9.3) para X = M®,N y usando que H es exacto a
derecha en cada variable, se tiene que

(9.5) coKer (H (id 37, pN ®id g) — H(id a1, id y®@mp)) = H(id a7, p™).

Entonces

Oégzl\imkjv((sz\]\g,B@B)fl = aH (id ye,N, mB)(éﬂj\g,B®B>71

= a(6ﬁ73)_1H(id M, id y®@mp).
La segunda igualdad se debe a la naturalidad de ¢. Por otro lado
afiron (03 pep) " = aH (id y@p"™,id 5)(03re, v pen) " (Orpen) "
= aH(id y@p",id p) (53 5" ™"
= a(bp5) " H(id y, pN @id p).

La segunda igualdad se debe a (8.3) y la tercera por la naturalidad de §. Entonces se cumple
que

04(51\]\/[[73)_1]‘.](1(1 M, pN®ld B) = a(éﬁ,B)_lH(id M, id N®mB).
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Luego, por la universalidad del contcleo (9.5), debe existir un morfismo 8 : H(M, N®yB) — Z
tal que
a(0yp)~" = BH(d, p").
Por lo tanto, a = SH(id, p™)dy -
Usando el Corolario 8.17 se puede ver que (ii) implica (i) y (iii). Observar que ®j es exacto
en cada variable. 0J

El siguiente Corolario se deduce de la demostracién del resultado anterior. Mas precisamente,
se deduce de (9.3).

Corolario 9.7. Sean C,D categorias abelianas k-lineales finitas. Para todo objeto P € C KD
existen objetos X, Y € C, U,V € D y una sucesion exacta corta

XXU—-YXV =P —0.
O

El siguiente resultado aparece en [31, Lemma 3.2]. Recordar de la Seccién 8.2 que si C
es una categoria abeliana k-lineal, entonces C posee una accién de vecty que se denota por
>:vecty x C — C.

Los siguientes resultados se encuentran en los trabajos [28], [30].

Teorema 9.8. Sean C,D categorias abelianas k-lineales finitas entonces el funtor
U :CPXD — Rex(C,D),
V(X XY)(M)=Home(M,X) >Y,
es una equivalencia de categorias. El funtor
® : Rex(C,D) - CPXD
O(F) = XX F(X),

xec
estd bien definido y es un cuasi inverso de W.

Demostracion. Como C y D son categorias finitas, se puede asumir que existen algebras de
dimensién finita A y B tales que

C ~¥mod,, D ~modzp.

En este caso la accion de vect, en mod g es V> X = V® X, donde la accion de B en V@ X
estd concentrada en el segundo tensorando. Observar que C°® = jmod. Se puede comprobar
que el funtor ¥ es la composicién de las dos siguientes equivalencias:

amod Xmod g — 4mod g,
XXY — X®,Y,

amod g — Rex (mod 4, mod p),
M — (—)®AM
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Luego, U es una equivalencia de categorfas. Si W es un cuasi inverso de ¥, entonces, para todo
X €C,Y € D, F € Rex (C,D), se tiene que

Homeorgp(X XY, U(F)) ~ Nat (¥(X XY), F)

~ /Zec Homp(U(X R Y)(Z), F(Z))

~ /Z . Homp (Home(Z, X)* > Y, F(Z))

~ /Z . Homy, (Home (Z, X)*, Homp (Y, F(Z)))
~ /Z _ Homen (X, Z)@y Homp (Y, F(Z))

~ /Z . Homeorgp (X XY, Z X F(Z))

zHomcopgp(XﬁY,/ ZRF(Z)).

zeC
El antetltimo isomorfismo se debe a la Proposicién 9.6 (iii). Notar que se ha usado el Corolario
8.15. Esto demuestra que ® esta bien definido y que es un cuasi inverso de W. 0

El siguiente importante resultado es debido a P. Deligne.

Teorema 9.9. [7, Proposition 5.13] Sea k un cuerpo perfecto y sean B,N,A categorias
abelianask-lineales finitas. Si B : B x N — A es un funtor bilineal exacto en cada varia-
ble, entonces existe un untor exacto B' : BRAN — A tsl que B' o X ~ B como funtores
bilineales. 0J

El siguiente resultado es un hermoso corolario del Teorema anterior. Este resultado fue to-
mado de [29].

Corolario 9.10. Sea k un cuerpo perfecto y sean C, D categorias abelianas k-lineales finitas y
sea F' € Rex (C,D) un funtor con adjunto a derecha G. El funtor F' es un objeto proyectivo de
Rex (C, D) si y sdlo si

(i) para todo X € C el objeto F(X) € D es proyectivo;
(ii) para todo Y € D el objeto G(Y') € C es inyectivo.

Demostracion. El funtor F' € Rex (C, D) es un objeto proyectivo si y solo si el funtor
Nat (F,—) oW : C®* KD — vecty

es exacto. Aqui ¥ : C? XD — Rex(C, D), es la equivalencia presentada en el Teorema 9.8.
Sigue de [7, Proposition 5.13] que el funtor Nat (F, —) o W es exacto si y solo si el bifuntor

Nat (F,—) oWV oX:C% x D — vecty
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es exacto en cada variable. Sean X € C.Y € D, entonces

(4.2)

Nat (F,—) o ¥ o ®¥(X,Y) = Nat (F, Home(—, X)" > Y) ~ / Homp(F(Z),Home(Z, X) > Y)
zeC
:/ Home(Z, X)*®x Homp(F(Z),Y)
zec
2/ Homp(Home(Z, X) > F(Z),Y)
zeC

zZeC
~ Homp( / Home(Z, X) s F(Z),Y)

% Homp(F(X),Y) ~ Homp (X, G(Y)).

De lo cual se deduce el resultado. O

10. ACCIONES DE GRUPOS EN CATEGORIAS

Sea G un grupo finito y C una categoria abeliana k-lineal. Una accion de G sobre C es una
coleccion de funtores aditivos k-lineales {F}, : C — C}e equipados de isomorfismos naturales

’}/97hZFgOFh—>th, ’yoiIdc—)Fl,
tales que para todo g, h, f € G, X € C

(10.1) (Yon.r)x (Von) By ) = (Vg ) x Fy((Va, ) x);

(10.2) (Y9,)x Fg((h0)x) = (11,9)x (Y0) By x)-

Un objeto X € C se dice equivariante si estd equipado de una familia de isomorfismos
s ={sy: Fy(X) = X}geq tales que s1(70)x =1id x y el diagrama

Fy(sn)

(10.3) Fy(Fr(X)) Fo(X)
('Yg,h)Xi lsg
th(X) " X

es conmutativo para todo g,h € G.

Definiciéon 10.1. Decimos que la acciéon de G en C es unitaria si Fy = Id¢, v = id, v41 =
id = 71,4 para todo g € G.

Definicién 10.2. La categoria C¢ es la categoria cuyos objetos son pares (X, s) donde X es un
objeto equivariante. Si (X, s), (Y,r) son dos objetos equivariantes, un morfismo f : (X,s) —
(Y,r) entre ellos es un morfismo f: X — Y en C tal que fos, =r,0 F,(f) para todo g € G.
La categoria CY se llama la equivariantizacién de C por G.



88 BORTOLUSSI, MOMBELLI, PRIOLETTA

Ejemplo 10.3. Sea GG un grupo finito. Entonces GG actua sobre vect de forma trivial; es decir
que para todo g € G los funtores
Fy :vect — vecty

son las identidades. Ademés 7,5 = id . Veamos que existe una equivalencia (vect)® ~ Rep (G).
Sea (X, s) € (vecty)®. Vamos a definir una accién de G' en X de la siguiente forma:

g-T = 54(x).

La conmutatividad del diagrama (10.3) implica que esta accion estd bien definida. Este funtor
(vect)® — Rep (G) es claramente una equivalencia de categorfas.

La demostracion de la siguiente proposicién queda como ejercicio para el lector.

Proposicién 10.4. Sea G un grupo finito y C una categoria Abeliana k-lineal tal que G actia
en C.

1. La categoria C¢ es Abeliana k-lineal.

2. El funtor de olvido F : CY — C, F(X,s) = X para todo (X,s) € CY, es fiel.

3. Definamos el funtor L : C — C% dado por L(X) = (DreaFn(X), s¥), donde
sy BrecFy(Fu(X)) — GnecFn(X)

estd dado, componente a componente, por v, . Entonces L es adjunto a derecha e izquierda
de F. En particular F es exacto.

4. Si C es ademds finita entonces CY es finita.
5. i C es una categoria Abeliana semisimple entonces C¢ es semisimple. O

Toda acciéon de un grupo G en una categoria C produce una ménada asociada.
Proposicién 10.5. Asumamos que un grupo finito G actua sobre una categoria abeliana k-lineal
C. Si definimos

T — @QGGFQ'
Entonces T tiene estructura de ménada sobre C tal que CT ~ CC.

Demostracion. T' = F o L, donde (L, F) es una adjuncién, por lo que tiene estructura natural
de moénada. 0

Ejemplo 10.6. Sea A un &lgebra de dimension finita. Asumamos que para todo g,h € G
existen

e morfismos de algebras g, : A — A;
e clementos 0, € A*,

tales que para todo a € A y para todo g,h, f € G
Lo=ida, Ognhi(g:(a)) = (gh)(a)fgn, Ogn s fe(Ogn) = OgnsOns,
Og1 =1="0,.
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Para todo g € GG definimos
F,: ymod — smod, Fy (M) = M.

La accién de A en Fy(M) esta dada por a>m = g.(a) - m, para todo a € A,m € M. Ademés
definamos para todo g,h € G, M € ymod, m € M

VYo o Fg o Fy — Fyp, (’Yg,h)M(m) = Ogp - m.

Es inmediato comprobar que esto induce una accién del grupo G en la categoria ymod. Si
definimos sobre el espacio vectorial AQ kG el siguiente producto

(a@g)(b®h) = Oy ph.(a)b&gh,

para todo a,b € A, g,h € G. Se puede comprobar que con esta estructura el espacio AR kG es
un algebra.

Afirmacion 10.1. Se tiene una equivalencia de categorias

(Amod)G ~ Agkcmod.

Demostracion de la afirmacion. Sean @ : (4mod)® — sgxgmod, ¥ : ag rgmod — (4mod)?
los funtores definidos de la siguiente manera. Para todo (X,s) € (4mod)®, M € 4g,xgmod
definamos

O(X,s)=X, U(M)=(M,r).
Donde la accién de AQkkG en X estd dada por (a®g) - © = sy(a - x). Para todo g € G los
morfismos r, : M — M se definen r,(m) = (1®g) - m. O

Sean C y D categorias Abelianas k-lineales equipadas de acciones de un grupo G via funtores
F, y Fy, respectivamente. Sea H : C — D un funtor. Decimos que H es G-equivariante si esta
equipado de isomorfismos naturales

ﬂg:HoFg%ﬁgoH,
para todo g € G, tales que

(10.4) (T)xH()x = G0)ucy, (Ton)x H(vgn)x = Fon) o Fo((7) x) (1) 53+

para todo X € C.
Si H : C — D es un funtor G-equivariante, entonces podemos definir un funtor H¢ : C¢ — D¢
de la siguiente forma. Si (X, s) € C¢ entonces HY(X,s) = (H(X),t), donde

ty = H(59)<W;1>X7
para todo g € GG. La demostracion del siguiente resultado queda como ejercicio.
Proposicion 10.7. Sean C y D categorias abelianas k-lineales equipadas de acciones de un
grupo G.

1. Demostrar que existe una accion de G en C unitaria y una equivalencia G-equivariante
H:C—C.

2.8 H :C — D es una equivalencia G-equivariante, entonces H : C¢ — D% es una
equivalencia de categorias. ([l
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