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INTRODUCCION

Actualmente el modelo de la gran explosion inicia y los primeros minutos del Universo es un
tema comuan en la literatura de divulgacion, en la cua se suele enfocar principalmente la des-
cripcion de las diferentes etapas y procesos de transformacion por las que va pasando la mate-
ria a medida que se van dando las diferentes condiciones.

Uno de los aspectos fascinantes de esta historia es la participacion de la Teoria General de la
Relatividad en la descripcion del modelo cosmolégico que sustenta todo €l proceso, y en gene-
ral éste suele ser el aspecto més dificil de tratar porque la teoria involucrada presenta niicleos
de gran dificultad tanto conceptual como matemética.

El propdsito de estas paginas es explorar algunos aspectos accesibles de este modelo cosmolo-
gico adaptados para lectores con cierta base mateméticay conceptual, tales como profesores
de fisica, o profesionales de disciplinas cientificas, que no quedan satisfechos con una descrip-
cion cualitativay pueden enriquecerse con algunos procedimientos y cdlculos que sustenten los
conceptos, sin llegar aencarar un estudio profundo de unateoria tan compleja.

NOCIONES PRELIMINARES

Las leyes de la mecénica clésica en su formulacion tradicional, que es la denominada newtonia-
na, se enuncian para referenciaes especiales denominados inerciales. Cuando se habla de un
observador o referencial, debe entenderse un sistema de referencia en el cual puede definirse la
posicion y €l instante de cualquier suceso o evento.

La mecénica clasica asume que el espacio es de tal manera que es posible concebir lineas rectas
con todas las propiedades correspondientes a la geometria de Euclides, y que con estas lineas
es posible definir ges coordenados (cartesianos) que constituyen sistemas de referencia respec-
to de los cuales se puede ubicar la posicion de cuaquier cuerpo. También se asume que €l
tiempo transcurre de manera absoluta, independiente del observador o sistema de referencia.

La geometria enunciada por Euclides en € siglo 111 a.C. contiene todas las nociones geométri-
cas que nos resultan familiares a partir de nuestra experiencia cotidiana o del aprendizaje esco-
lar. Para nuestra intuicion todas estas nociones geométricas suelen adquirir ribetes de verdad
absoluta, porque suele ser extremadamente dificil, sino imposible, siquieraimaginar que no se
cumplan algunos enunciados.

Sin embargo algunos aspectos de esta geometria han sido fuente de inquietud para el espiritu
humano durante mucho tiempo. Se ha dicho que Euclides fue el primer gedmetra no euclidia-
no, porque a enunciar su famoso quinto postulado, llamado “de las paralelas’, no lo enuncié
como teorema gque pudiese demostrarse a partir de los postulados anteriores, Sino como postu-
lado. Este dice que por un punto exterior a una recta (se sobreentiende que en el plano deter-
minando por ambos elementos) siempre puede trazarse unay solo unarecta que no intersecte a


mailto:ipa@famaf.unc.edu.ar

laanterior. Al ser un postulado, este enunciado podia aceptarse o rechazarse, pero no demos-
trarse, contrariamente a lo que parece sugerir laintuicion. Muchos pensadores trataron de de-
mostrarlo sin lograrlo. Pero tampoco supieron como rechazarlo. Testigo de ello es €l siguiente
fragmento de una carta que Wolfgang Bolyai escribia a su hijo Johann (quien luego seria uno
de los creadores de la geometria no euclidiana) [1]:

“Te ruego que no intentes tu también luchar con la teoria de las paralelas. Perderias e
tiempo y sus teoremas quedarian sin demostrar. Estas impenetrabl es tinieblas pueden derri-
bar a miles de torres como Newton. Nunca se aclararén en la Tierra, y el desdichado género
humano nunca poseera en e mundo nada completo, ni alin en la geometria. Esto constituye
una grandey eterna herida en mi alma.”

Recién en el siglo X1X dos grandes mateméticos, el ruso Nikolal Ivanovich Lobachevsky
(1793-1856) y €l hungaro Johann Bolyai (1802-1860), recién aludido, lograron independien-
temente desarrollar las primeras geometrias no euclidianas, que negaban el quinto postulado.
En una de ellas se tiene que por un punto exterior a una recta se pueden concebir infinitas rec-
tas paraelas ala dada, y en la otra, ninguna. Estas geometrias constituyeron inicialmente jue-
gos del pensamiento que podian verificarse sobre ciertas superficies curvas, en un espacio rea
gue seguia siendo euclidiano. Por glemplo, sobre la superficie de la esfera es posible trazar
lineas que cumplen con la definicion de recta: linea que no se desvia hacia ninguin lado (imagi-
nense los circulos maximos en la esfera). Por dos puntos cualesquiera puede trazarse unay
solo una. Por cada punto exterior a una recta puede trazarse unay sélo una perpendicular ala
misma. Pero por cada punto exterior no se puede trazar ninguna paralela, es decir ningunare-
cta que no corte a la anterior.

Si bien esto significé un gran avance en € pensamiento geométrico, comenzé a plantear una
inquietud para el pensamiento cientifico: ¢por qué el espacio real, tridimensional, el espacio en
el cual tienen lugar los sucesos fisicos, es euclidiano? ¢Es méas real la geometria euclidiana que
sus otras hermanas posibles?

Estainquietud no habia existido hasta entonces:. el espacio siempre se habia considerado eucli-
diano porque esa erala Unica posibilidad concebible. En esa linea de pensamiento se desarrolla
la mecanica de Newton, o “clésica’, con sistemas de referencia cuyos €jes son rectilineos y
tienen las propiedades que se imaginan usualmente: la intuicién geométrica préctica ni siquiera
entiende cOmo cuestionar estas ideas porque no puede concebir algunaimposibilidad en ello.

Si existe un sistema de referencia con los gjes rectos graduados uniformemente en el cual se
pueden describir las posiciones de todos los cuerpos, también se pueden describir respecto de
é otros sistemas similares moviéndose de manera arbitraria, y formulas para transformar las
expresiones del movimiento de un cuerpo en uno de ellos a las expresiones en cualquier otro.

Ahorabien, Newton consideraba la existencia de un espacio absoluto, con respecto al cual el
movimiento de cualquier cuerpo sobre el que no actuaran fuerzas debia ocurrir recorriendo
uniformemente lineas rectas. A partir de este postulado, enunciado como “Principio de I ner-
cia’, Newton mostré que esto también debia cumplirse en cualquier sistema de referencia que
se moviera libre de rotacion, y de aceleracion, respecto del espacio absoluto. Y actuamente,
habiéndose desechado la idea del espacio absoluto, alin se conserva (en €l marco clésico) la
idea de estos sistemas de referencia, denominados inerciales, en los cuales los cuerpos libres
de fuerza se mueven segun e Principio de Inercia. Estos sistemas de referencia se consideran
especiales: solo en elos vale la formulacion habitual de las leyesfisicas, y en particular las res-
tantes leyes de la mecanica para el movimiento de cualquier cuerpo, libre o no de fuerzas.



Las trayectorias rectilineas seguidas por cuerpos libres de fuerza en un referencial inercia, a
ser recorridas uniformemente son rectas también en el “espacio-tiempo”, es decir en cualquiera
de los diagramas, (x,t), (y,t), 0 (zt), en los que se podrian describir las diferentes proyecciones
de un movimiento en funcion del tiempo.

Una consecuencia directa de esto es que dado un referencial inercial, A, todo otro referencial B
Cuyos puntos tienen movimiento rectilineo uniforme respecto de A también esinercial, con las
mismas leyes para el movimiento de cualquier cuerpo. Trivialmente todos los cuerpos conside-
rados libres de fuerzas por A, |0 son para B, y sus trayectorias deben ser lineas rectas en el
espacio y en el espacio-tiempo para ambos.

En este esquema de ideas, la universalidad de la ley de gravitacion plantea un problema que
molesté a muchos pensadores, desde & mismo Newton en adelante: un sistema de gjes de refe-
rencia solo tiene sentido definido con respecto a algun conjunto de cuerpos materiales (no se
puede definir la ubicacion de algo respecto de lanada), y dado que los cuerpos materiaes in-
exorablemente son fuente de fuerza gravitatoria que influiré sobre el movimiento de cualquier
cuerpo que se estudie, la condicion de “cuerpo libre de fuerzas’ moviéndose en linea recta,
nunca pasara de ser una idealizacion imposible de verificar en manera alguna. Para lateoria de
Newton esto constituyd siempre un problema filosdfico muy molesto, que se solucion6 (desde
el punto de vista préctico) pensando que se podia hacer abstraccion de los efectos gravitatorios
para definir gjesy referenciales. Es decir que, aunque no se podia materializar ningun referen-
cid inercial, se podria concebir la gravitacion como una fuerza que aparta a los cuerpos de las
trayectorias rectas ideales que ellos seguirian respecto de hipotéticos referenciales inerciales,
en la hipotética ausencia de las fuerzas gravitatorias. Esto es bastante molesto desde el punto
de vistafilosofico y tedrico, pero en la préctica funcioné muy bien durante mucho tiempo, y
contintia funcionando muy bien ahora en un amplio campo de aplicaciones.

Algunos intentos de modificar esta situacion no progresaron mucho porgue realmente las cosas
funcionaban bien en la préctica; y la situacion se mantuvo hasta que hubo algunos problemas
serios con la teoria electromagnética, los cuales s bien no tenian que ver directamente con el
punto, obligaron a replanteos basicos de las nociones de tiempo y espacio.

El problema fue esencialmente que la velocidad de laluz en el vacio (y en genera de las ondas
electromagnéticas) se manifestaba en la teoria, mas alla de experiencias que pudieran corrobo-
rarlo, con un valor constante, totalmente independiente de |os movimientos de emisor y recep-
tor. Lateoria de larelatividad especia solucioné este problema introduciendo cambios funda-
mentales en las nociones basicas de tiempo y espacio: el espacio continud pudiendo ser consi-
derado euclideo, pero el espacio tiempo debid interpretarse de cierta manera denominada
“seudoeuclidea’ .

Revisemos algunos elementos del problema.
Intervalo (galileano) entre dos sucesos.

Si para determinado observador un suceso A ocurre en el lugar (Xa, Ya, Za), en e instante ta, y
el B ocurre en (Xg, Vs, Zs) en € instante tg, se definen los intervalos de espacio y tiempo exis-
tentes entre ellos como:

Intervalo espacial: s = distanciaentre (Xa, Ya, Za), Y (Xs, Vs, Zs)
Intervalo temporal: Dt =tg - ta

El intervalo espacid, s, se define como la distancia entre los dos puntos en que ocurre cada
Suceso.



La ubicacion de cada punto en un referencial queda especificada por sus coordenadas, y la dis-
tancia entre dos puntos se calcula con alguna funcion de estas coordenadas, denominada mé-
trica, que depende del tipo particular de coordenadas.

Si bien las posiciones de los puntos se expresan necesariamente en forma dependiente del sis-
tema de coordenadas, la distancia entre ellos es un invariante: su expresion cambia con € sis-
tema de coordenadas, de manera de expresar un resultado independiente del mismo.

Si por giemplo las coordenadas son cartesianas ortogonales (gjes cartesianos perpendiculares
entre si), laexpresion para el intervalo espacial es:

s={(Xe-Xa)*+ (Yo -ya)’ + (25 - 22)°}"* = { &(Dx)*}"*
En adelante, segiin la costumbre que es usual para evitar mangjar raices cuadradas, se escribi-

ran las funciones métricas con € intervalo elevado a cuadrado. En este caso se tiene la expre-
sién usual de la métrica de un espacio euclideo en coordenadas cartesianas ortogonales:

S=(Xe-Xa )+ (Ya-Ya)’ + (28 - 22)° = &(Dx)’ (1)
Los mismos puntos podrian tener otras coordenadas, y la expresion de la misma distancia seria
otra. Por eiemplo s los gjes fuesen oblicuos, con angulo ajj entrelosejes x’ y X’ , paralos

mismos puntos tendriamos coordenadas (X', ', Z'), Y lafuncion métrica que expresariala mis-
ma distancia seria:

52: é.(DXi’)Z - Zé. Dx;’ DXj’ COs ajj

Y en principio, para sistemas de coordenadas definidos arbitrariamente, se podrian tener fun-
ciones métricas muy diferentes.

Ahorabien, dados el par de sucesos A, B, descriptos por un observador, para otro observador
gue se desplaza mientras transcurre el tiempo, con los ges ubicados de diferente manera, y con
otro origen para €l tiempo, cada suceso ocurre en nuevas coordenadas (X', y', Z') y en nuevos
instantes t’. Como resultado del movimiento relativo entre los observadores, los sucesos no
solo cambian de coordenadas, sino de posicion relativa: los lugares en que ocurren dos sucesos
pueden ser muy cercanos entre si para un observador, y muy lejanos para otro.

Esto no ocurre con €l intervalo temporal. Como resultado de la concepcion (clasica) funda-
mental de que el tiempo transcurre de manera absoluta, igual paratodos los observadores de
cualquier tipo que sean, se tiene que Dt’ = Dt a pesar de los diferentes origenes considerados
para el tiempo por los dos observadores cuyas descripciones se comparan.

Si dos sucesos son simultdneos para un observador, entonces lo son paratodos, y la distancia
entre ellos debe mantenerse igual paratodos los observadores (Dt =Dt' =0,y s=S). Pero s
dos sucesos no son simultaneos, entonces la distancia entre ellos registrada en un referencial,
se modifica respecto del otro por la distancia que él se desplaza mientras transcurre Dt. En
particular, dos sucesos que ocurren en el mismo lugar de un referencia (s = 0), separados por
un intervalo temporal Dt, ocurren en dos lugares diferentes, separados por una distancia

s =v Dt, paraun referencial que vigia con velocidad v respecto del anterior. Y S dos sucesos
separados por un intervalo temporal Dt, ocurren en dos lugares diferentes de un referencial,
separados por una distancia s, sempre puede elegirse un referencial moviéndose con velocidad
v = &/Dt en ladireccion desde A hacia B, para€l cua ocurrirdn en el mismo lugar (s = 0).



Por otra parte, s e suceso A consiste en la partida de un rayo de luz de un lugar, y el B consis-
te en su llegada a otro lugar, alo cual se le dice que los dos sucesos pueden ser unidos por un
rayo de luz, entonces se tiene la condicién que define el vigje de laluz: s = c Dt.

Ahora bien, lateoria especia de larelatividad, en la necesidad de explicar que todos los obser-
vadores veian vigjar alaluz con la misma velocidad ¢, debié modificar las nociones de tiempo
y espacio, de manera que s para dos sucesos s = ¢ Dt en un referencial, entonces debe cumplir-
ses =cDt’ entodos los referenciales.

Podemos expresar esta situacion escribiendo ¢ Dt - s= 0, o laexpresion equivalente, que evita
raices cuadradas.

c? (Dt)2 -§€=0
Intervalo relativista

Un elemento fundamental (que no se demostrara agqui) de la teoriarelativista es el hecho de
que la cantidad ¢ (Dt)? - &, que puede construirse con los intervalos espacial y temporal entre
dos sucesos, esinvariante (independiente del observador gque la calcule) no sdlo cuando los
sucesos pueden ser unidos por un rayo de luz, en cuyo caso da cero, sino en cualquier caso.

De manera que se define e intervalo relativista, sz, entre dos sucesos cualesquiera, como:
ss°=¢ (Dt)?- ¢ (2)
El cual resulta un invariante, independiente del observador que lo calcule.

El intervalo nulo corresponde a sucesos que pueden ser unidos por un rayo de luz, y separalos
sucesos para los cuales s> > 0 (intervalo relativista tipo temporal), de los sucesos para los
cuales s:? < 0 (intervalo relativista tipo espacial). La invariancia garantiza que todos los obser-
vadores estén de acuerdo en afirmar s un intervalo es de tipo espacial, temporal, o nulo.

Si el intervalo relativista entre dos sucesos es tipo temporal, setienec Dt > s, 0 seaque

gDt < ¢, y ello significa que v = §/Dt puede ser la velocidad de un observador, ya que en esta
teoria ningun cuerpo material puede alcanzar la velocidad de laluz (ni, por supuesto, superar-
la). Un observador O* con esta velocidad en la direccion adecuada, puede tener alos dos suce-
sos ocurriendo en € mismo lugar, separados solo por un intervalo de tiempo, Dt*, € cua se
denominaintervalo de tiempo propio entre los sucesos, y se puede calcular haciendo s=0 en
(2), con sz calculado por cualquier observador:

Sr
C

Dt* = ©)
En este caso, ademas, todos los observadores coincidiran en cud es el suceso que ocurre antes,
y cud después, no habiendo ninglin observador para €l cual ambos sucesos ocurran simulté-
neamente.

Si en cambio €l intervalo relativista entre dos sucesos estipo espacial, setienec Dt <s, y elo
significa que no es posible que un observador tenga a los dos sucesos ocurriendo en e mismo
lugar, porque para ello deberia moverse mas répido que laluz (lo cua ya hemos dicho que no
es posible en estateoria). En este caso A precedera a B para algunos observadores, B precede-



raaA paraotros, y ambos sucesos seran simulténeos para otros (como se discute un poco mas
en el Anexol, lanocidn de tiempo absoluto de lafisica clasica es aterada de tal manera por la
teoriarelativista, que lo que es simultdneo para un referencial puede no serlo para otro). Para
un observador para el cua los sucesos son simultaneos, la distancia entre los puntos en los que
ocurren ambos se obtiene haciendo Dt = 0 en (2), y vale s =V/szY2

Laidea de que dos puntos del espacio pueden ser expresados de formas muy diferentes eli-
giendo distintos sistemas de coordenadas, y no obstante es posible construir para ellos un inva-
riante que es la distancia entre los puntos, es generalizada a espacio-tiempo por laideade in-
tervalo relativista, independiente del referencial en que se lo calcula. Lainvariancia del interva-
lo relativista establece la posibilidad de tratar el espacio-tiempo como un espacio de cuatro
dimensiones (el tiempo més las tres coordenadas espaciales que se elijan), en el cual € interva-
lo relativista, cuya expresion contiene la métrica, esindicativo de una “distancia en el espacio-
tiempo”.

En algunos problemas la métrica puede llegar a ser muy complicada, y se logra un mangjo mas
accesible escribiéndola en forma diferencial. Asi, los g emplos de métrica espacial de mas utili-
dad serian:

Métrica espacial en coordenadas cartesianas.

(dsy” = & (dx)? (1)
Métrica espacia del espacio euclideo en coordenadas esféricas (r, q, j ):
(d9)* = (dr)® + r* (da)* + r* sen’q (dfj )° (4)

Lineas geodésicas

Para determinar lalongitud de una linea cualquiera G que une dos puntos A y B, debemos inte-
grar dsalo largo de G. El resultado serd una cierta longitud s, funcion de lacurva G Si se de-
termina cud es la curva que pasa por los dos puntos dados y tiene minima longitud, ella sera
unalinearecta, y del procedimiento surgira cuél es la expresion de la linea recta en funcion de
las coordenadas cualesguiera que se hayan elegido.

Ahora bien, podria ocurrir que e espacio tuviese alguna condicion que impidiese la existencia
de lineas rectas. Por gjemplo, s se trata de adaptar las ideas geométricas a la superficie de una
esferade radio R, y se consideran dos puntos A y B que estan sobre esa superficie, cuando se
los une con lalinea més corta posible, ella es una linea contenida en la superficie curva, que
recibe el nombre de geodésica (obviamente el nombre proviene de los procedimientos para
determinar distancias sobre la superficie terrestre). Una linea geodésica cumple con laidea de
linea recta, pero constrefiida a una determinada condicidn, como por gemplo en este caso,
pertenecer ala superficie esférica. No cumple con laideade linearectas selajuzgaen el es-
pacio tridimensional habitual.

Ahorabien, el espacio tridimensional, o digamos, a gran escala, el Universo, se supuso eucli-
diano durante mucho tiempo por la simple razén de que no se comprendia otra posibilidad. Esa
situacion ha sido superada, y aunque sea dificil, o imposible, imaginar otras posibilidades, se
sabe que existen. Si se considera la marcha de un rayo de luz hacia alguna direccién, dado que
es afectado por la presencia de la materia, no es posible negar, a priori, la posibilidad de que



llegue en alglin momento a punto de partida proveniente del sitio opuesto del espacio. Tam-
poco es posible decretar a priori que existen las lineas rectas.

¢Qué es posible hacer?

Es posible aplicar las leyes de |a fisica para tratar de determinar la métrica del espacio. Si se
logra eso, con la métrica es posible determinar cudles son las geodésicas. Conociendo las geo-
désicas es posible revisar sus propiedades y decidir s se corresponden con las intuiciones geo-
métricas euclidianas, mereciendo en ese caso la simple denominacion de rectas, o s se deben
esperar propiedades geométricas sorprendentes.

Las leyes de lafisica que se debe aplicar para estas cuestiones, son las que estan contenidas en
la Teoria General de la Relatividad, alaluz de la cual se han desarrollado modelos que se han
mostrado muy adecuados para explicar un sinnimero de fenébmenos. Para entender las posibili-
dades del Universo a gran escala es muy importante e modelo de Friedmann.

LA TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD Y EL MODELO DE FRIEDMANN

Lateoriade larelatividad general eslateoria del campo gravitatorio. Esta teoria agrega alos
principios basicos de la relatividad especial laidea de que la presencia de materia es inseparable
de la presencia de la gravitacion, y considera que plantear un movimiento rectilineo idealizado
de los cuerpos en ausencia de gravitacion es una ficcion sin sentido fisico.

Einstein muestra, a partir de experimentos pensados sencillos, que aceptando ciertas premisas
simples se encuentra que la marcha de la luz es afectada por los campos gravitatorios exacta-
mente de la misma manera que las particulas materiales.

Dado que las “particulas de luz” (fotones), son extremadamente rpidas, sus trayectorias son
curvas extremadamente suaves, que pueden muy bien confundirse con lineas rectas, pero no
son rigurosamente rectas. Es decir que las lineas rectas que necesitariamos como gjes de refe-
rencia no existen méas que de maneralocal, y nuestros sistemas inerciales son artificios sdlo
compatibles con ciertos tratamientos limitados y simplificados de la dindmica, validos tal vez
para muchos problemas de la vida préctica, pero inadmisibles para problemas cosmolégicos, o
tratamientos que pretendan validez global.

Un modelo que se considera adecuado para representar la evolucién del Universo a gran escala
es el de Friedmann, en el cua se propone esencialmente que el universo esti constituido por
materia uniformemente distribuida con tota isotropiay uniformidad. Se considera que las
agrupaciones de materia que se observan (estrellas, galaxias, cimulos de ellas, etc.) con sus
movimientos particulares pueden ser tratados como accidentes incapaces de alterar un esquema
global deisotropiay uniformidad.

En este modelo se definen observadores privilegiados que estén en reposo en cada lugar local-
mente con esta materia uniforme ideal. Cada uno de ellos ve lo mismo, mide la misma densidad
de materia, etc., y se considera en reposo con respecto a los objetos de su vecindad.

Tratar este universo con las ideas de la mecanica de Newton no seria posible debido a que una
extension infinita llena homogéneamente de materia no permite definir s debe haber o no algu-
na fuerza gravitatoria resultante sobre cada particula. No obstante es interesante pensar en una
cantidad muy grande pero finita de materia distribuida de manera homogénea en una extension
también grande pero finita, por eiemplo una esfera de radio R. En tal caso cada particula de
materia seria atraida hacia el centro con una fuerza (gravitatoria) proporcional aladistanciaa
dicho centro, y e conjunto no podria permanecer en reposo, Sino que podria estar en expan-



sién (revelando gue en el pasado hubo una gran explosion a partir de un estado de densidad
infinitamente grande, o algo similar), o en contraccién, colapsando hacia un estado final enor-
me densidad. En el caso de expansion cabe la posibilidad de que la gravitacion pueda detener
esta expansion en algin momento, pasandose luego a la etapa de contraccidn, o que eso no
ocurray €l universo se expanda indefinidamente.

Lateoriade larelatividad general, por otra parte, no trata ala gravedad como una fuerza que
actlia a distancia, sino como una propiedad del espacio-tiempo tal que, en la cercania de gran-
des cantidades de masa, para un cuerpo abandonado libremente, no es posible permanecer en
reposo ni moverse uniformemente en linea recta. Se considera que la presencia de cuerpos de
gran masa modifica de tal manera las propiedades geométricas del espacio-tiempo, que sus
lineas geodésicas pasan a ser precisamente las trayectorias que siguen los cuerpos lanzados con
diferentes velocidades alli.

Para el modelo que se analiza aqui, resulta que la presencia de la materiaimpone a este univer-
S0 una métrica de caracteristicas tales que se dice que e espacio resulta uniformemente “cur-
vado”, con una curvatura gue puede ser, 0 bien positiva, 0 bien negativa, o bien cero (como
caso limite particular).

Para que el tema resulte mas accesible, a continuacion se revisaran resumidamente las caracte-
risticas de estos espacios curvos, degjando inicialmente de lado las consideraciones sobre el
transcurso del tiempo.

La curvatura del espacio

Sea un espacio homogéneo e isbtropo cubierto o descripto por las coordenadas esféricas habi-
tuaesr, q,j , parael cual lamétrica que define e elemento de longitud ds puede escribirse:

2
o= I+ (serf o 2 + deP) 5)
r

g2
Donde R es una constante denominada “radio de curvatura’, que ya se vera qué efectos causa.
Para cualquier valor de R e signo menos en la expresion corresponde a caso de espacio “ce-
rrado”, de curvatura denominada positiva, y €l otro signo corresponde al caso “abierto”, o de
curvatura negativa. El caso R® ¥ corresponde al espacio euclideo, plano, comun.

Aqui se desarrollard sdlo el caso cerrado, y a final se agregaran las férmulas principales del
caso abierto. De manera que la métrica espacial sera con el signo negativo:

dr?
2

ds’ = + 1’ (sen’q dj * + o) (6)

1- R

Esta eleccion del signo determina que los valores de r quedan limitados entre cero y R.
Todos los lugares son equivalentes para ser origen de este sistema: €l origen O se ubicaen
algun lugar arbitrario, y todo lo que se diga para este punto vale también para cuaquier otro.

Larectaradia que vadesde e origen O hasta un punto designado por e valor r tiene unalon-
gitud s dada por:



\
s= e _ R arcsen(L) (7
. 1¢ i
0 R2
Es degir, = Rsen(%) ©)

Hay una distancia méxima en este espacio, que es Sy = P R ; superar ese valor haria negativo
r, 10 que se considera sin sentido.

Puede verse que cualquier valor der < R, define dos lugares diferentes (estdn a distinta distan-
ciadel origen).

Una buena ayuda a comprender este modelo es considerar la analogia con un espacio bidimen-
sional curvado con forma esférica en un espacio tridimensional plano, como ilustralafigura 1.

Fig. 1: esquema delos eementos contenidos en la métrica de un espacio de
curvatura constante positiva.

Para los habitantes bidimensionales de la superficie esférica su habitat es un espacio curvo ce-
rrado, homogéneo, isbtropo, de curvatura constante, con radio de curvatura R. Desde cual-
quier punto O se debe recorrer una distancia OA parallegar a un punto A.

Todos los puntos que equidistan de O como A, definen una circunferencia C cuyo radio es OA,
y cuyalongitud vale 2pr (esto es porque el elemento de longitud “transversal” esr dqg, o r senq
dj ). Podemos definir r como (1/2p) de lalongitud de la circunferencia de radio OA, y esclaro
guer < OA. Para puntos suficientemente cercanos a O, r se parece mucho a OA, pero en gene-
ral puede ser bastante diferente: larelacion exactaesr = R seng%g.

eR g
Como ya se dijo, para cada punto O existe un punto més lgjano posible, situado a distancia
sw=P R,y paraéd las coordenadas son las mismas quelasde O: r =0, ] y g cuaquier valor.
Cualquier desplazamiento desde ese punto en cualquier direccidn hace disminuir la distancia al
O.

Es util utilizar ¢ , € &nhgulo polar en nuestra analogia, como una coordenada muy conveniente
parala ubicacion de posiciones en la direccion radial en reemplazo de r. Para ello podemos
definir en general, més alla de la analogia:

= arcsen(r/R) )



10

Con esta variable la métrica puede escribirse de la siguiente manera (que interesa sumamente
aqui porque es la que permite plantear en términos simples la evolucion temporal):

ds’ = R? {dc? + sen’c (sen’q dj % + dq?)} (10)

La analogia presentada es muy Util para visuaizar que:

a) Ladistanciaa cualquier punto ess=c R = Rarcsen(r/R)

b) El punto més lgjano de O es 0, adistancia Swx = pR

¢) Lacircunferencia determinada por los puntos cercanos a la distancia maxima de O, tiende a
un punto (el O). Un vigero idea que se aeje de O en linea recta en una direccion, luego de

pasar por O, se hallara en ladireccion opuesta del espacio, acercandose, ya que todala cir-
cunferencia de radio sw« centrada en O, es un Unico punto.

d) c variadesde O hastap , y cada punto del espacio queda determinado univocamente por €l
valor de las coordenadasc , q,yj (ynoasiporr,q,yj ). Lospuntosc =0,yc=p, son
puntos singulares del sistema de coordenadas, pero no del espacio en realidad, €l cua es
perfectamente regular y homogéneo.

Para el caso tridimensional que interesa, conviene tener en claro que se puede recurrir ala ana-
logia presentada para facilitar la interpretacion de situacionesy e recuerdo de las formulas, y
que puede ser Gtil imaginar que “es como s €l espacio de tres dimensiones estuviera curvado
en un espacio de cuatro dimensiones’, pero: ese espacio de cuatro dimensiones no es el espa-
cio-tiempo de la relatividad, no tiene porqué existir, y en principio no existe. El espacio tridi-
mensional es, 0 puede concebirse, como una entidad curvada en si mismo, descripto por ese
tipo de geometria.

Hechas estas aclaraciones, es posible utilizar con cierta libertad las expresiones y encontrar
cosas como que, los puntos que equidistan de O, situados a distancia s, definen circunferencias
de longitud 2p r (con r = R sen(s/R)), o esferas de superficie 4p r, cuyo volumen vale:

r

\ oS 20
V(r) = 4pré dre=2p R2Cs- r|1- — 7
g 2 -
r¢ & R
1-
0 R?2

Si sesladistancia méxima se obtiene el volumen de todo €l espacio, que vale:
V=2p°R® (11)

Evolucion temporal del modelo de universo cerrado

Lamateria, y con ellalos observadores privilegiados que constituyen &l sistema de referencia,
se consideran distribuidos como ya se ha dicho en este modelo, permaneciendoenc, g,V ,
fijos.

Para cualquier observador (y todos son equivaentes) la métrica completa, es decir €l intervalo
relativista se escribe:



11

dss” = ¢* dt” - d° (12)

con ds”, lamétrica espacial, dada por (10), con lanovedad de que e radio de curvatura es una
funcion R(t) que queda determinada por la presencia de la materia segun las leyes correspon-
dientes (aqui no se mostrara el proceso de determinar R(t), sino sblo como funciona el modelo
de universo con ella; los detalles pueden encontrarse en [2]).

Cada observador ve el mismo Universo isétropo, y define el transcurso del tiempo propio,
dsr/c = dt, manteniéndose en reposo (dc = dj = dqg = 0). De manera que simplemente t puede
representar el tiempo propio para cada observador.

Ahora bien, como se verd enseguida, R(t) se hace cero en un instante inicial que puede deno-
minarset = 0. En ese instante toda la materiay observadores coinciden en € Unico punto r = 0,
por lo que es posible definir ese instante como t = 0 para todos los observadores. Y ademas, en
funcion de la equivalencia que resulta entre todos ellos, tiene sentido definir un tiempo “univer-
sal”, t, que es en cada lugar, e tiempo propio tanscurrido desde el instante inicial.

A partir de estas consideraciones basicas y algunas otras particulares que no viene a caso ana-
lizar, aplicando la Relatividad, se puede determinar la funcion R(t), parala cual se obtiene,
después de los instantes iniciales (en los cuales R seria muy pequefio y la densidad correspon-
dientemente grande), en la etapa que se dice “dominada por la materia’:

R(t) = Ry (1 - cosh) (13)
1= o (h - senh) (14)
o
En donde h es una funcion del tiempo definida por (14), y Ry €s una constante dada por:
_ 4pGd(nR3(1)

Ro
3¢?

(15)

Siendo G la constante de gravitacion universal y d la densidad.

Queda claro en (15) que el producto d R® debe permanecer constante aunque ambas variables
dependen del tiempo. Si ahora recordamos que seguin (11) para este caso de curvatura positiva
el volumen de todo & universo es V=2p°R®, una cantidad finita, entonces tiene sentido hablar
delamasatotal M =dV = 2p®d R®, que es una cantidad finita que se mantiene constante.
En funcion de la masa total la constante R, también se escribiria:
2GM ,
Ry = 2o (15)
3pc

Aunque la variable h no es el tiempo propio, resulta muy cémodo utilizarla a partir de la si-
guiente expresion (para obtenerla derivar (14) y comparar con (13)):

cdt =R(t) dh (16)

Con esta expresion la métrica puede escribirse:

dss? = R? {dh? - dc? - sen’c (sen’q dj 2 + do?)} (17)
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Laforma (17) de escribir la métrica indica que la marcha de los rayos radiales de luz (dss = 0,
dg=dj =0), estddadapordc =+ dh.

Aprovechando esto en gréficas con ¢ en abscisasy h en ordenadas podemos andlizar de mane-
ramuy simple procesos en los que un observador emite sefiales que son recibidas por otros.

Como podremos ver en lafigura 2, queilustra un g emplo que serd de interés en el préximo
punto, la evolucion en el tiempo de cada observador estéd dada por lalinea vertical con € valor
de ¢ que le corresponde (denominada “linea de mundo” en lajergarelativista).

Por otra parte, como t es un tiempo universal, y asi mismo la coordenada h 1o es (aunque no
sea € tiempo propio sino sélo unafuncion de él), cada linea horizontal indica un mismo instan-
te paratodo e universo, y lamarchade laluz esta indicada por rectas inclinadas +45°. Un po-
co més adelante se discutirén algunos problemas asociados con la dificultad para decidir i tie-
ne sentido pensar 1o que es e mismo instante para puntos que estan muy alejados; por ahora
comenzamos aplicando directamente las definiciones tal como han sido presentadas.

El corrimiento al rojo y la expansion del universo

Consideremos un observador O cualquiera (situamos el origen sobre €l) que recibe, en €l ins-
tante dado por hy , rayos de luz que han partido del lugar A en d instante h; = hg - ca (figura
2).

lineade mundo de A

Bh -1
Rayosdeluz

hy

o A pl2 p

Fig. 2: Esquema dela evolucion temporal para los observadores en e modelo cerrado de
Universo. Siguiendo la costumbre relativista, € transcurso de tiempo se indica en ordena-
das. En abscisas se indica la coordenada radial. Para estas coordenadas, de acuerdo con la

métrica (16), la marcha de la luz esta dada por rectas a 45°.

Como lamarcha de laluz estd dada por rectas a45° y € e de ordenadas esta graduado uni-
formemente con h, en el esquema se puede ver que una sefial que haya partido de A un cierto
Dh después de hy, llegard a O exactamente el mismo Dh después de h,. Claro que el mismo
Dh en distintos instantes representa diferente tiempo transcurrido, y es muy interesante consi-
derar €l caso Dh pequefio. En este caso, seguin (16), tendremos ¢ Dt = R(hg) Dh y ¢ Dt; =
R(h,) Dh, de manera que:

D, _ Dt para Dt pequefio (18)

R(t,) R(t)’
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Parala fase de expansién del universo tenemos R(to) > R(t;), y entonces, para el caso en que
Dt sea el periodo de una onda luminosa emitida desde A y recibida en O, resulta que la onda
serarecibida con periodo Dty , mayor que el periodo Dt; con que fue emitida. A través de esta
relacion tan smple este modelo relativista da cuenta del famoso “corrimiento a rojo”, como se
denomina al fendmeno de disminucion de la frecuencia de la radiacion que se recibe de los as-
tros suficientemente distantes.

O también, porgue vale la pena decirlo de varias maneras, s Dt; = | ;/c es el periodo de una
onda luminosa de frecuenciaf; y longitud de ondal ; emitidadesde A enhy, y Dty =1 /cesd
periodo de laondarecibidaen O en € instante hy, resulta que:

f1 R(t1) = fo R(to) (18")

Mientras la radiacion vigja la frecuencia disminuye exactamente en la
misma proporcion en la que se expande €l universo

O bien:
LR (18")
R(t)  R(to)

Lalongitud de onda aumenta exactamente en la misma proporcion en
la que se expande el universo, el cual, expresado en longitudes de on-
da, sempre mide [o mismo.

Vale aclarar que estos parrafos se refieren ala fase de expansion del universo; en la fase de
contraccion las mismas relaciones indicarian aumento de frecuencia, disminucién de longitud
de onda, “corrimiento al azul”, etc.

El corrimiento a rojo, z, que se define como Dl /I , seglin estas expresiones queda:

VA :|—:— (19)

Si bien tanto en fisica clasica como en larelatividad especial e corrimiento a rojo se interpeta
apartir del “efecto doppler”, como indicador del algamiento de la fuente cuya radiacion se
capta, aqui debemos ser més cuidadosos, ya que en este modelo de Universo encontramos con-
juntamente el corrimiento, lagravedad y la expansion, sin que sea posible considerar por sepa-
rado el efecto de la gravedad o de la expansion sobre el corrimiento de la frecuencia, y sin que
esté totalmente claro s debe considerarse que el algjamiento de A es 0 no es un movimiento.

Es decir, debemos tener en cuenta:

a) Si estuviésemos considerando un universo vacio, y por lo tanto plano, sin curvatura, sin
gravedad, y sin los efectos que estamos encontrando aqui, el observador O sblo podria en-
tender e enrojecimiento de laluz que recibe de A, como una consecuencia de su velocidad
de alejamiento, seguin corresponde a efecto doppler. De la expresion correspondiente (ver
Anexo3) se desprende que z @v/c, paraVv pequeiia, mientras que z® ¥ parav® c.
Invirtiendo esta expresiéon tenemos que, dado un corrimiento a rojo z en un universo pla-
no, sin gravedad, € efecto doppler permitiria deducir una velocidad de alegjamiento dada
por:
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_ (1+2%-1
V—Cm (20)

Esta expresion (20) muestra que para este caso del universo plano, z<<1 indicariav @c z,
mientras que z® ¥ indicariav® c.

b) Lagravedad por si misma puede producir un corrimiento al rojo entre emisor y receptor
aungue ambos estén en reposo relativo; por gemplo s el receptor de la luz esta més eleva-
do en un campo gravitatorio que el emisor (digamos, A enlabasey O enlacimade una
montafia suficientemente grande en un planeta suficientemente masivo).

¢) Nuestro modelo tiene materia con suficiente densidad como para producir los efectos gra-
vitatorios que se traducen en la curvatura, la evolucién de la expansion, la contraccion, €l
corrimiento al rojo, etc.

De manera que aunque en este modelo e corrimiento al rojo aparece asociado con lafase de
expansion, y el corrimiento al azul con la de contraccion, no deberian interpretarse estos co-
rrimientos en términos exclusivos del efecto doppler, como s estuviésemos en un universo
plano y sin gravedad, dado que no es el caso.

Podemos intentar comparar la velocidad con que A se algja de O en nuestro modelo, con la
que se deduciria del corrimiento al rojo, interpretado como puro efecto doppler en un universo
plano. Para ello debemos analizar la cuaestion de como definir esta velocidad

Velocidades de alejamiento

Para abreviar el lenguaje, y para que las conclusiones puedan relacionarse con resultados expe-
rimentales limitaremos la discusion a la etapa de expansion del universo.

Hay una problema esencial para definir la velocidad con que un observador como A se algjade
otro como O en este modelo de universo.

El concepto de velocidad en mecénica implica movimiento, es decir cambio de posicion respec-
to de un sistema de referencia. Es usual asociar un observador con un sistema de referenciay
decir indistintamente “respecto del observador” o “respecto del sstema’, siendo que lafrase
correcta siempre es la segunda, ya que la posicion siempre se refiere alos elementos del siste-
ma.

Asi es que aungue frecuentemente se diga que “O ve moverse a A” con tal velocidad, el con-
cepto de velocidad es un concepto que no requiere ni depende de que O vea a A recorrer cierta
distancia, sino que esencialmente implica registrar €l pasaje de A por sucesivos lugares del re-
ferencial, determinar a partir de esos registros la distancia recorrida, y dividir por el tiempo
transcurrido (para abreviar agui no se presta atencion alos elementos relacionados con a di-
reccion del movimiento, porque no aportarian nada a la esencia de la discusion).

v = distancia recorrida en Dt
Dt
Entendida asi la velocidad, nos encontramos en serios problemas para definir la velocidad de

algjamiento de nuestro observador A con respecto a observador O del modelo de universo que
estamos considerando.

(21)
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Efectivamente, la métrica nos permite definir como va aumentando la distanciaentre O y A,
gue son observadores lejanos cualesguiera, pero sucede que estos observadores son fijos: no se
desplazan con respecto a los elementos del sistema. Cuando la distancia entre A y O aumenta
1km, no se puede decir que alguno de ellos, A por gjemplo, recorrié 1km respecto del otro, O,
porque porgue eso implicaria que O puede definir elementos de referencia que estén en la zona
de A, pero fijos con respecto aél, pararegistrar respecto de ellos el movimiento de A.

Eso seria pensar que es posible asociar a O un sistema de referencia clasico, no sujeto a expan-
sién ni deformacion, que llega hasta la zona distante donde esta A, cuyo movimiento quedaria
asi claramente definido respecto de este sistema. Es claro que eso no puede exitir, porque
seria negar €l modelo: el sistema de referenciaen el cual O estafijo esel mismo en el cua A
estafijo. Ladistancia entre ellos aumenta porque el espacio entre ellos “se hicha’, valga la ex-
presion, pero no porque se pueda pensar que alguno de ellos larecorre.

No hay distancia recorrida por estos observadores privilegiados.

De manera que en este trabgjo vamos a denominar “seudovelocidades’” alo que vamos a definir
como un aumento de distancia por unidad de tiempo que corresponde ala expansion, sin ser
una distancia recorrida por unidad de tiempo.

Seudovelocidad de algfamiento segin la métrica del modelo
Seguin lamétrica la distanciaentre A y O, en cualquier instante dado por h vae:
dAo(h) =Ca R(h) =car R (1 - CO§1) (22)

De manera que podemos definir la seudovelocidad con que A se aejade O como la derivada
de esta distancia con respecto at. Denominaremos v/ a esta seudovelocidad.

() = = (caRMD)

dRdh_ cdR_ senh

——=CpA ———=CC, ——— 23
dhdt " Rdh  *1- cosh (23)

= CA
La seudovelocidad definida de esta manera nos indica, para cada instante, cuanto esta crecien-
do por unidad de tiempo la distancia a objeto A; es ago que se calcula a partir del modelo, y
no ago que pueda medirse 0 determinarse observando el objeto, s éste es lgjano, ya que invo-
lucrala nocién de lo que deberia ser un mismo instante para regiones muy distantes (cosmolé-
gicamente distantes, digamos, para precisar €l problema). De alli que esta seudovelocidad no
guarda a priori ninguna relacion con el corrimiento a rojo.

No obstante lo dicho es posible establecer una relacidon de yva con z, através de la observacion
del objeto A, porgue ellaremite al observador a un tiempo anterior, en € que se produjo la
emision de laluz que se capta, la cual llega con un corrimiento a rojo que da cuenta del grado
de antigliedad de dicha emision.

Efectivamente, en el instante t, €l observador O determina el corrimiento al rojo z de laluz que
recibe de A, y, através de larelacion (19) sabe que ese corrimiento da cuenta de una variacion
de R, y por lo tanto, de cierto transcurso del tiempo.

Debe quedar claro que O no determina que A se algja a partir de observarlo, sino que é da por
sentado que se algja porque através de toda la ciencia que ha desarrollado en otras observa-
cionesy experimentos, representada agui por e conocimiento del modelo, é sabe que todos
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los objetos suficientemente lgjanos se algjan apreciablemente. Lo que determina experimen-
talmente es z, que le da una pauta de lo Igjano (en el tiempo y por €ello en el espacio) que esta
A.

Y apartir de su conocimiento del modelo realiza el siguiente razonamiento.

A través de z, O obtiene una pauta de lo lgjano que estd A. Aplica entonces (23) para un cierto
instante t; anterior, diciendo que con ello obtiene yva(t;), la seudovelocidad de algjamiento de
A en e momento en que laluz partia.

Aplicando luego (19) podria obtenerse c, en funcién de z y de ho, y sustituida en (23) permiti-
ria escribir la seudovelocidad va(t;) expresada en funcion de estas variables.

No lo haremos porque la expresion que se obtiene es muy complicada y requiere conocer ho,
pero es importante decir que para |los objetos cercanos todo se simplificay se obtiene lamisma
relacion que en €l efecto doppler para z peguefio:

Va@zc

Lo notable de esta definicidn de seudoelocidad que estamos considerando es que v puede
superar ac. Esfécil verificar esto dando valores (por giemplo: h; = 0,1, ca > 0,05).

Es més, paralos objetos mas lejanos que pueden verse (ca® hg, en cuyo caso h;® 0), resulta
gue z y a pueden hacerse ilimitadamente grandes!

iY apesar de ello en & diagrama de lafigura 3 se entiende claramente que la luz enviada desde
O dcanzaraal punto A, y laluz enviada desde alli llegard a O!

h
FIN 2p
CONTRACCION
A llegada de
laluza O
p /
EXPANSION ho _T ......
hl /
c
INICIO -.
o A pi2 p

Fig. 3: Esquema de la evolucion temporal déd modelo cerrado de Universo. Seindican la
marcha de un rayo deluz, y de un vigjero cualquiera, que parten de O, asi como la de un
rayo deluz quellega a O desde A.

Ademés en lafigura 3 se ve que cualquier viajero demorard mas que la luz para llegar desde
cualquier punto O a cualquier punto A.
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¢COmMo es posible entender esto, y ademas que A se algje de O con seudovelocidad mayor que
c?

Independientemente de otras consideraciones que se pueden hacer, debe quedar claro que no
es cierto que A se aeje de O mas répidamente que la luz, sino que, como se vera enseguida, s
bien A se aga con seudovelocidad v > ¢, a su vez luz que pase por A radialmente en el senti-
do delos c crecientes se aeja con ;> Va > C.

Estas afirmaciones exigen que se revisen algunas ideas fundamentales.

Cuando se analiza el movimiento de un cuerpo respecto de un referencial inercial (en un espa-
cio-tiempo plano, en lateoria de larelatividad especial), todo lo que se establece respecto de
algun observador de €, se establece respecto del referencial. Los observadores particulares
pueden considerarse infinitos distribuidos en todos los puntos del referencial (en reposo
respecto de él), o uno en €l origen, o los que se quieran, 0 ninguno; esencialmente son
irrelevantes, y solo tienen valor declamativo en las explicaciones (esto también se discute un
poco més en e Anexol).

Las formulas de transformacion utilizadas para comparar las determinaciones de distintos ob-
servadores inerciales (denominadas “transformaciones de Lorentz” ), muestran claramente que
s algo vigja con velocidad ¢ respecto de uno de ellos, también lo hace respecto de los otros.
Asi, en el marco de larelatividad especia (espacio-tiempo plano), s O y A son dos observado-
res distantes que se agjan, un rayo de luz que pasa por A lo hace con velocidad ¢, segin A, y
también segun O. El hecho de que O sea un observador distante es absolutamente irrelevante,
ya que decir con respecto a O, quiere decir con respecto al referencial inercial a cua pertene-
ce, y eso también significa con respecto a un observador O’ que puede ser imaginado situado
en e mismo lugar que A, pero perteneciente al referencial de O (es decir en reposo respecto
de éste).

En cambio la situacion en el caso que nos interesa, de relatividad general, es radicalmente dife-
rente porque solo puede haber referenciales considerados inerciales |ocal mente, en extensiones
reducidas.

Parareforzar laidea: agui, en este universo curvo, no tiene sentido tratar de imaginar un ob-
servador O’ que esté en el lugar A, pero que esté en reposo con respecto a O. Un referencial
inercial a cua pertenezca O sblo puede ser aproximadamente inercial, y sdlo tiene sentido en
Su cercania - no puede abarcar a aguien distante como A.

Laexpresion del intervalo relativista dado por la métrica (17), indica que laluz debe vigjar con
velocidad ¢ con respecto al observador en reposo local, dado que: cuando laluz pasa por A lo
hace cumpliendo con c dt = R(t) dc , 0 searecorriendo la distanciaR dc en e tiempo

dt = R dc/c. Y esto significa que viga con velocidad ¢ respecto del observador A, en reposo
alli. También lo hace con respecto a cualquier vigiero A’ que esté pasando por alli con cual-
quier velocidad, seguin podrian mostrarlo las transformaciones de Lorentz, las cuales también
podrian mostrar que la velocidad del viajero, respecto de A, no podra ser mayor que c.

El observador O, mientras tanto, segun la definicién de distancia que tenemos en €l model o,
establece que la luz cruza € intervalo dc mientras éste se algja. El frente de ondas esta en ca
ent, ycuando llegaacas+ dc , ent + dt, este punto final ya se ha algjado tanto como

Ca (dR/dt) dt = gva dt (con va dada por (23)).

De manera que €l rayo de luz, segin O, en dt se aeja (se suprime el subindice A, pues la ex-
presion es vdida para cualquier lugar dado por c):
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Rdc +cdR=d(cR) = (v +c) dt (24)

Esta expresion daria cuenta de como expresar € algjamiento combinado (respecto de O) de un
movil A’ que se desplace (radialmente hacia “fuerd’) con velocidad v localmente respecto a un
observador fijo, como el A, el cua asu vez se algja por efecto de la expansién con seudovelo-
cidad w:

Algamiento total endt = (v + ) dt

Lasumav + v combina dos efectos diferentes: v es una distancia recorrida por unidad de
tiempo, y v es una distancia “inflada’, no recorrida, por unidad de tiempo.

De manera que la expresion (24) paralo que se algjalaluz en dt, no contradice los enunciados
de larelatividad.

El enunciado fundamental de la relatividad especial que dice que la luz vigja con
velocidad ¢ respecto de todos los observadores, ahora esta contenido en la métrica,
la cual establece que laluz vigja con velocidad ¢ localmente respecto de cualquier
observador.

Lo mas curioso es lo que sucede con la luz que parte desde A hacia O. Con e mismo razona-
miento anterior se encuentra que la marcha radial de la luz cuando pasa por A, tiene con res-
pecto a O seudovelocidad - ¢, lacual, s &v > ¢, como ocurre para los tiempos suficientemente
cercanos a cero, es positiva. Es decir, que en los instantes més tempranos, €l Universo se ex-
pande tan rapidamente que la luz que parte hacia O desde puntos no muy cercanos, inicialmen-
te sealgjal. Esta situacion no dura indefinidamente porque la rapidez de la expansion disminu-
ye con e tiempo, y como la luz marcha recorriendo espacio continuamente en sentido hacia O,
llega un momento en que deja de algarse, comienza a acercarse, y finalmente, como lo indica
lafigura 3, inexorablemente, llega (es fécil visuaizar esta situacion dando valores; por gemplo
paraca = 0,25, un rayo que parta haciael origenen h = 0,1, se algjard hasta algo después de h
=0,2,yenh =0,35llegaraa O).

Otro hecho interesante que se pone en evidencia en la figura 3 es que un rayo de luz lanzado

desde O podrallegar hasta el punto “opuesto”, O, acondicién de haber partido en la etapa de

expansion del universo; su vigje, luego de llegar a O consistira en un retorno hacia O (desdela
direccion opuesta del espacio), pero no conseguiré llegar a completar esta “vuelta’ hasta el
punto de partida, a menos que haya partido en el mismo momento del origen.

V eamos ahora las posibilidades de definir la ssudovelocidad de alejamiento con base experi-
mental. En ellas se determina la distancia a los objetos a partir de dos ideas bésicas:

a) Relacionando € didmetro angular que subtienden objetos lejanos con €l tamarfio real, que se
supone conocido.

b) Relacionando €l brillo con que se observan objetos Igjanos con su luminosidad intrinseca,
gue se supone conocida.

Seudovelocidad segun € diametro

Es posible estimar el tamafio de algunos objetos lejanos con algin grado de aproximacion a
partir de ciertas caracteristicas fisicas, por comparacion con otros méas cercanos (por gjemplo
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el diametro de galaxias de determinado tipo, clasificadas segin su forma, brillo, composicion,
velocidad de rotacion, etc.).

Para uno de estos objetos se puede tener la pretension de estimar la distancia relacionando el
didmetro supuesto conocido, con el diametro angular que subtiende a la observacion.

Si un objeto lgjano situado en ca, esvisto por O subtendiendo un didmetro angular f, entonces
los rayos de luz que llegan a O desde los extremos diametrales A, A”, del objeto han vigjado
por lineas radiales, 0 seadeqyj constantes, de separacion angular f.

Fig. 4. Angulo subtendido por las visuales a un objeto lgano.

Si para simplificar las expresiones ubicamos los puntos diametrales considerados en q = p/2,
entonces los valoresdej de ambos difieren enlacantidad Dj =f, y su didmetro, D, segun la
métrica (17) es(dh =dc =dq=0;dj =f):

D=AA"= R(hl) SeNnCa f (25)
Definiremos la distancia dr relacionando este diametro con el diametro angular observado se-
gun lo que corresponderia a un espacio plano:

D

d = (26)

Con esto se obtiene: dr = R(h,) senca 27)

Vemos que, para ca pequefio, es decir mientras la curvatura del espacio no influye, esta distan-
cia précticamente coincide con la que se calcularia con la métrica para el instante de partida de
laluz': caR(hy).

Al final de este punto hay una aclaracion importante sobre lo que significa decir “mientras la
curvatura del espacio no influye”.

Mientras transcurre un Dt se ve disminuir f, lo que se interpreta como aumento de d; , y se
puede calcular la seudovelocidad que denominamos «v:

A% :?t (28)
Pero ahora tenemos una ambigliedad: ¢debemos dividir por Dt , € tiempo transcurrido mien-
tras O ve que se produce el alegjamiento, o por Dt; , e tiempo que transcurrié mientras se pro-
dujo €l algamiento?

! Laexpresion para definir di exactamente seria d; =(D/f )(c/senc). Esta expresion no es aplicable porque, para
cada objeto, ademasde D y f, requiere ¢, que es desconocido. Por elo se decide una definicion como (26), que
corresponderia a un espacio plano, y se encuentra que es aceptable dentro de ciertas limitaciones.
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Esta claro que dr es una distancia que corresponde at; , y que utilizando su incremento no se
puede pretender determinar una seudovelocidad que corresponda ato, Sino at;. Esto sugiere
claramente que hay que dividir por Dt;.

_Ddi _ dR(ty) _ dr| dh
& =—— = Sencp =sencp —| —
D, oty dnl, dt],,
= sency Rosenhy :csencAsen—hlh (29)
“Ry(1- cosh) 1- coshy
c

Vemos que, para objetos no tan lejanos que moleste la curvatura (ver nota mas adelante), esta
expresion es esencialmente lamisma que (23), paray (h;), y como aquélla, parah; muy pe-
quefio supera fécilmente el valor de ¢ s €l objeto observado no es muy cercano, correspon-
diéndole todos los comentarios de aquel caso.

También resulta muy complicado expresar exactamente de manera explicita la dependencia de
V¢ €ON Z, excepto para objetos no muy lejanos, paralos cuales vale la misma expresion que en
todos los casos anteriores:

Vf=Ccz,paaz<<l

Por otra parte, s se hubiera dividido el aumento de di por Dty se hubiera obtenido:

Dds senh;
— =csenc

Ll 29
Dt, A 1- coshy (29)

Puede verse f&cilmente que esta cantidad siempre es menor que c. Pero como ya se ha comen-
tado que en un universo que se expande no hay nada que prohiba que en Dt la distancia entre
dos observadores lgjanos aumente més que ¢ Dt, no insistiremos tratando de inventar cémo
definir seudovelocidades de algjamiento que se mantengan menores gque C.

Antes de abandonar el tema es bueno sefialar que el tiempo Dt, que transcurre para el obser-
vador mientras el objeto es observado alegjandose una distancia Dd; , no es méasreal, 0 mas
medible, que el Dt; que queremos utilizar en el denominador, ya que ambos estan relacionados
directamente por el corrimiento z. Es decir que s O determina Dt, como cierto nimero de
oscilaciones de la radiacion que recibe, ese mismo niimero de oscilaciones de laradiacion a ser
emitida determina el intervalo Dt; que realmente transcurrié mientras el algjamiento considera-
do Dd; tenialugar.

Nota sobrela curvaturay las distancias grandes o pequefias

Cuando tenemos definiciones de distancia (y luego por consiguiente, de velocidad) que solo
difieren en que una es proporcional ac mientras que la otralo es a senc, queda claro que am-
bas coinciden para c pequefio, pero aveces no se ve claramente en qué condiciones pueden
diferir de maneraimportante.

Para discutir eso es Util considerar la expresion (25) paralarelacion entre el diametro de un
objeto lgjano y e angulo subtendido ala observacion: D = R(h;) senca f . Esta expresion nos
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muestra claramente qué se puede entender por “molestar la curvatura’: s ¢ superap/2 el angu-
lo subtendido por las visuales serd mayor cuanto més lgjos esté el objeto.

Més aln, f creceriasin limite (hastap), s ¢ se aproximaraap.

Ahora bien, inspeccionando la figura 3 se advierte facilmente que estas molestas distorsiones
no tienen lugar en cualquier momento: cualquier observador O no puede recibir luz de objetos
que estén més lgjos que ¢ = p/2 hastala mitad de la fase de expansiéon del universo (y la distor-
sién catastréfica ocurrida con la luz de objetos cercanos a c=p no podria ser captada hasta
comenzar la fase de contraccion).

De manera que s por razones précticas nos limitamos a observadores en la primer mitad de la
fase de expansion, sempre tendremos que ¢ < p/2, y la diferenciaentre senc y ¢ alo sumo sera
ladiferenciaentre 1y 1, 57. Y para observadores que vivan antes de que h llegue a p/4, por
giemplo, y la diferencia entre ¢ y senc no podra superar €l 10%.

De manera que cuando se piensa que se esta en fases no muy avanzadas de la expansion, a
pedir que no moleste la curvatura no se estéd imponiendo una gran limitacion a la distancia. Los
objetos més lgjanos que estos observadores pueden observar tienen ¢ » hg , esdecir ¢ suficien-
temente pequefio pero no necesariamente muy pequefio), y en cambio tienen h, cercano a ce-
ro, por lo cual les corresponden valores de z >> 1 y seudovelocidades mucho mayores que c.
Para estos casos ¢ no difiere mucho de senc, y los efectos de la curvatura espacial son despre-
ciables.

Seudovelocidad seguin la luminosidad

Un método utilizado en astronomia para determinar distancias consiste en comparar €l brillo
con que se ve un astro, dado por la magnitud aparente, con € brillo que presentaa cierta dis-
tancia estandar, dado por la denominada magnitud absoluta, que se supone conocido en fun-
cion de caracteristicas del astro que se reconocen en su espectro. Aqui asociaremos las magni-
tudes aparente o absoluta, con la densidad de potencia (por unidad de area transversal) recibida
0 emitida

Como se mostaraen el Anexo 2, st DP, esla densidad de potencia radiante emitida a través de
una superficie esférica de radio r estdndar pequefio que rodea al emisor situado en ca, y DPy

es la densidad de potencia que capta el observador en el origen, con corrimiento a rojo z, €
modelo permite establecer la siguiente relacion entre ambas:

.2
r (0] 1

e
DP, = DP T
0= P AR () senca 5 1+ 2)°

(30)

Por otra parte (ver Anexo 3) larelatividad especial permite establecer, parala densidad de po-
tencia DP,” que se capta de una fuente de las mismas caracateristicas que huye con corrimiento
al rojo z en un espacio plano (siendo dy,s la distancia del observador ala fuente en e momento
de partir laluz de ésta):

.2
3 &r 0 1
DRy = DRy, — .
dops g (1+2)

De manera que la expresion (31) permite definir la distancia d, , basada en la luminosidad ob-
servada, correspondiente al instante de partida de la luz, como:

(31)
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d _ 1 [DP,

r  (1+2)%2\ DR (1)

Aplicando esta definicion a nuestro caso para observadores no muy lejanos, se obtiene’:
dL(tl) = R(hl) SEeNCa (32)

La cual coincide exactamente con la d; definida sobre la base de la medicion del diametro, y
por lo tanto conducird a la misma definicion de seudovelocidad: v = ovs .

La constante de Hubble

En cuaquiera de las variantes consideradas se obtiene que para objetos no nuy lgjanosv = z c.
Dado que en principio z resulta proporcional aladistancia, € cociente yv/d resulta indepen-
diente del objeto observado, y define la constante de Hubble, H:

v
H=3=- 33
" (33)

Si esta expresion se calcula con la definicidn de distancia dada por la métrica, como corres-

ponde, se obtiene una expresion exacta, estrictamente independiente del observador:

H = SV(hO) - %ﬁ (34)

caR(hg) R?dh enhy
La exactitud de esta expresion en la practica no es demasiado importante porque experimen-
talmente sdlo se pueden determinar seudovelocidades y distancias correspondientes a tiempos
anteriores, més antiguos para objetos més lgjanos, por lo cual nunca se tiene una coleccion de
valores correspondientes a diferentes objetos en un mismo instante.

Por otra parte la constante H varia con el tiempo: debe disminuir a medida que € tiempo trans-
curre, yaque su inversa, d/yv, representa, dentro de cierta aproximacion, la edad del Universo
(pensando en un esquema elemental de cuerpos vigiando con velocidad constante desde la ex-
plosién inicial —ignorando la accion retardadora de la gravedad y los demas detalles del mode-
l0).
Si por gemplo se aproximan los elementos de la expresion (34) parah pequefio, reteniendo
solo primer orden en h, se obtiene:

drR

— = Rysenh @R, h

ah -~ Rosenh @Ry

2
R= Ro(l' COSh) @Ro%

Cc 4c
H@—— Roh=——
> h Roh
R2=-
4

2 Nuevamente estamos en la situacion de que, para definir |a distancia de manera que coincida exactamente con
la que se obtiene de |a métrica para todos | os observadores, deberia hacerse uso de parametros que no se obtie-
nen directamente de la observacion.
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Pero seguin (14):
3
t=-—2(h- senh) Ro N
c 6
: - 2 1

De manera que para tiempos pequenos H @?T =3
0 *tO

2

En un esquema clasico H = 1/t, corresponderia a una expansion a velocidad constante, y este
resultado corresponde a cierto grado de frenado del proceso.

El caso del universo abierto

Si la densidad de materia es menor que cierto valor critico para ciertas condiciones de la ex-
pansién que no viene a caso precisar aqui, la gravitacion no podra detener la expansion, y se
tendra que la evolucion ocurrira segin € siguiente modelo “abierto”.

Para este caso todas las cosas notables suceden de la misma manera que en el modelo de uni-
verso cerrado, excepto que la expansion esilimitada, y €l espacio se hace cada vez més plano a
medida que transcurre el tiempo.

Lamétrica espacial es.

dr?
2
1+L
R2

di* =

+ 17 (sen’q dj 2+ dg®) = R? {dc? + senh’c (sen’q dj 2 + dof)} (35)

Con ¢ dado por: r = R senhc, es decir:
¢ = arcsenh( %Q) (36)

Ladistanciaradial nuevamente queda dada por d = ¢ R. Tanto r como ¢ toman valores entre
cero einfinito.

La evolucion temporal se obtiene definiendo la variable h de la misma manera:

cdt =R(t) dh (16)
Resultando, para este caso:
R =Ry (coshh - 1) (37)
t= R0 (senh - ) (38)
o

La constante R, en este caso queda definida en funcién de la densidad por la misma expresion
(15), aunque ahorala masa tota esilimitada, y por ello no se pretende que valga aqui la defini-
cion en funcién de M. Nuevamente d y R son funciones del tiempo, pero d R® es una constante.

_ 4pGdR®

Ro
3¢?

(15)
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Nuevamente la marcha de los rayos radidles de luz (ds= 0, dg = dj = 0), esta dada por
dc = + dh, y esto permite realizar diagramas similares alos de lasfiguras 2 y 3, para andizar
de la misma manera los avatares de posibles vigjeros y rayos de luz.

COMENTARIOSDE CIERRE

Como es posible sospechar, entre la densidad de materia suficiente para tener el modelo cerra-
do, con curvatura espacial positivay expansion seguida de contraccion, y la densidad suficien-
temente baja como paratener el modelo abierto, con curvatura espacial negativay expansion
indefinida, existe un valor critico de la densidad para el cual se tiene un caso limite, de curvatu-
ra espacial nula, y en € cual la expansion es indefinida pero con la minima velocidad que hace
posible que se mantenga.

El caso del Universo en expansién sin curvatura espacial, muy interesante para restablecer
comparaciones puede encontrarse a un nivel muy accesible y ameno en [3]. Esinteresante dis-
tinguir cdmo algunos de los efectos notables que se han presentado pueden ser atribuidos mas
alacurvatura del espacio, que ala expansion o contraccion, mientras que otros, alainversa,
resultan més bien efecto de la expansion y no de la curvatura

Una formainteresante de visualizar y asi llegar a entender mejor algunos aspectos complejos
de estos temas consiste en proponer situaciones con valores, y desarrollarlas desde varios pun-
tos de vista. Es posible asi andlizar, comparar, distinguir algunos efectos que son aparentes, y
lograr un panorama mas general.

CITASBIBLIOGRAFICAS
[1]: Santald, L. A. 1961. Geometrias no euclidianas. Cuadernos de EUDEBA.
[2]: Landau, L.D. y Lifchitz, E.M. 1973. Teoria clasica de los campos. Ed. Reverté.

[3]: Gleiser, R.J., y Hamity, V.H. 1993. La Gran explosién: un modelo de cosmologia relati-
vista. Revista de Ensdefianza de la Fisica. Vol.6, N° 1. Mayo 1993.



25

ANEXO 1
Localidad y simultaneidad.

Uno de los resultados més notables de larelatividad especial es que €l intervalo de tiempo pro-
pio Dt* entre dos sucesos (denominado asi €l intervalo de tiempo entre dos sucesos para un
observador para el cua ocurren en el mismo lugar - expresion (3) del texto) es mas corto que
el que determina cualquier otro observador para el mismo par de sucesos, segun la expresion:
2
=t f1- o = 2
c g
en donde v es lavelocidad del referencial en el cual € intervalo temporal es Dt, respecto del
referencial en el cual los dos eventos ocurren en un mismo lugar, y g = (1-v%/c?) ™2 es un factor
mayor que 1 (excepto cuando v = 0), muy utilizado en relatividad. Se interpreta esto diciendo
gue cualquier reloj, vigjando, atrasa con respecto alos relojes del referencial desde el cual selo
vevigar.

Como cabe esperar de lateoriarelativista, que se construye sobre la base de la equivalencia de
todos los observadores inerciales para describir 10s sucesos, y aunque resulte dificil de enten-
derlo en un principio, este efecto es reciproco: €l reloj vigiero puede considerarse fijo en un
referencial respecto del cua los relojes fijos del parrafo anterior, ahora son los vigjeros.

¢COmo es posible afirmar que cada uno de los observadores ve atrasar a los relojes del otro?

Para entender que no hay contradiccion es necesario revisar con cierto cuidado los detalles
involucrados en las transformaciones de Lorentz, 1o cual no es € objetivo de este trabgjo. Aqui
nos limitaremos a un andisis reducido tendiente a que se puedan interpretar algunas nociones
con cierta claridad

Cuando se dice que desde €l referencial inercial K, se observa que un reloj cualquiera de otro
referencial inercia K, atrasa, no significa que algun observador particular en reposo en K, lo
ve atrasar (lo cual podriainvolucrar efectos aparentes por la demora de laluz parallegar a
observador particular), sino que se determina que atrasa comparandolo |ocalmente con cada
reloj del referencial K, junto al cual va pasando el reloj vigero. Para esto muchas veces se acu-
de alaidea de un referencial como un entramado lleno de relojes sincronizados, que sempre
tiene un reloj listo para comparar con el reloj vigjero en cuaquier lugar y momento por el que
aquél pase. Esto no esa necesario en la préctica: smplemente es posible calcular lo que arroja
riala comparacién entre relojes sin que ellos materialmente deban existir, y ese resultado eslo
que expresalaférmulaDt* =Dt/ g.

La contradiccion entre esta expresion y larelatividad de las observaciones de K; y K, no existe
porque el efecto es reciproco, es decir se puede determinar que cadareloj de K, asu vez, atra-
sa de la misma manera respecto de los sucesivos relojes hipotéticos sincronizados de K, que
iria encontrando en su camino.

Y la contradiccidn que ahora parece existir entre todas estas afirmaciones anteriores desapare-
ce cuando se advierte que la nocién de tiempo absoluto de lafisica clasica es alterada de tal
manera por lateoriarelativista, que lo que es simultaneo para un referencial no lo es para otro:
K, considera que todos sus relojes estan bien sincronizados (entre si), pero no los de K, quien
asu vez afirma, reciprocamente, que son los suyosy no los de K, los que estén bien. Esta pér-
dida de la nocién de simultaneidad como ago absoluto es € precio que debe pagarse para en-
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tender cdmo laluz puede ser considerada vigjando con la misma velocidad ¢ por observadores
gue se mueven con diferentes velocidades.

En relatividad la nocién de que dos acontecimientos son simulténeos, sblo tiene sentido para
un observador particular, a menos que los dos acontecimientos ocurran en el mismo lugar. Es
decir, en genera el concepto de simultaneidad sblo tiene valor local.

ANEXO 2

Disminucién del brillo con la distancia en el universo de curvatura uniforme
positiva.

Una fuente emite N fotones de frecuencia f; isotropicamente desde A, entreh, y h, + Dh. Esto
significa una potencia emitida P, = h f, / Dt;, con densidad DP, = Py/ (4pr ?), sendo r € radio
muy peguefio de una superficie esférica centradaen A, y h la constante de Planck. La densidad
de potencia DP; seriaal brillo observado a una distancia patronr, lo que en la préctica se mide
con la magnitud absoluta.

Estos fotones llegan a O entre ho y ho + Dh, con frecuenciaf, = f1 (R(h1) / R(ho)) =1/ (1+2),
distribuidos, segiin A, isotrépicamente en la céscara esférica de superficie 4p ra’(ho) =

4p (R(ho) senca)®. Para calcular la superficie de la céscara se utiliza el hecho de que, como
todos los observadores son equivalentes, cuando la cascara ha llegado a O, le corresponde, con
respecto a A en el origen, un valor de ¢ que es e mismo ca que se ha estado utilizando para
situar a punto A respecto de O en el origen. Luego se obtiene de la métrica (17), haciendo
dh=0, dc=0, que cualquier segmento transversal, es decir sobre la cascara, que subtienda un
angulo df con respecto al centro, tiene unalongitud dada por (R(ho) senca)xdf .

Ahora bien, O recibe laradiacion a través de una ventana transversal de superficie S, alacual
tanto A como O atribuyen las mismas dimensiones, ya que, un segmento cualquiera que sea
lado de esta ventana, es unalinea del mismo h constante para ambos, cuya longitud, dada por
la métrica, esinvariante por definicion.

De manera que O recibe una densidad de potencia DP, dada por:
N h fg _ N h (f,/(1+2))

DRy = 2 a 2 2 o2
4p (R(hg)senca)” Dty 4p R(hy)? (1+2)°sen“c Dty (1+2)
.2
1 1 & r 0 1
=h = DP, :
l4p(R(h1)sencA)2 (1+z)4 1gR(hl)s;encArz; (1+z)4
ANEXO 3

Brillo, distancia, efecto doppler y corrimiento al rojo en relatividad especial.

Ahora consideremos un emisor A que vigja uniformemente alejandose con velocidad v de un
observador O en reposo en el origen de un referencial inercial, en un universo vacio, sin grave-
dad, es decir plano.

Para smplificar ambos observadores cuentan el tiempo desde el instante en que se han cruza-
do, de maneraque laposicionde A esx =ct.
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Las coordenadas en €l referencial de A seran indicadas con el subindice (A). Enlafigurase
muestra un diagrama de Minkowsky con la descripcion hecha por O.

O recibe en tp luz que A emitio ent; desde € lugar x; = v t;.

A emitio isotropicamente N fotones de frecuencia fa entre tya) Y tya)+Dia) , [0S cuales vigian,
seguin A, distribuyéndose uniformemente en una cascara esférica de radio € () - tya))-

Ento , cuando la cascarallegaa O, tiene un radio Xoa) = € (toa) - tia)), Y transporta una densi-
dad de fotones (por unidad de éreatransversal): N / 4p Xoa)™

Ahora bien, O capta los fotones a través de una superficie transversal S = S, , de maneraque

la cantidad de fotones (de frecuencia f,) que recibe en Dt, estd dada por:
N . s
4p Xoa)

Lo que corresponde a una densidad de potencia detectada DPy:
N hfy _ Nhf, Dta) fo

DP(): > = 2
4p Xgp)” Dlo  4p Xga)Diay Do fa

Siendo Dt, € tiempo de O que demora en ser captada la parte correspondiente de la radiacion
que fue emitida entre tya) y tia)+Dt) .

ta

- ————

Xoa

Ahora bien, en la parte ampliada de la figura podemos ver 1o necesario para obtener larelacion
entre Dty Yy Dt(A):

Dto=AB =AD + DB
En donde:

AD es € intervalo Dta) medido por O, y dado que Dt es un intervalo propio para A,
entonces (siendo g = (1-v?/c?)™):
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AD = th(A) ,

DB es el tiempo demorado por laluz pararecorrer ladistancia DC, que eslo que se
algja A en el tiempo AD (todo segun las determinaciones de O); por lo tanto:

vAD v
DB = =~ gDt
P &)
Entonces:
\Y; Vo)
= +— = Eﬁ.+—+
Dto g H(A) o g Dt(A) gg s H(A)

Ahora bien, s consideramos que Dt sea €l periodo de una onda, entonces lo que tenemos aqui
es el efecto doppler:

De manera que la densidad de potencia detectada DP, queda:
N hf, 1

DR, =
4p Xo(a)? Dhay (1+2)°

Ahorabien, N hfa / Dt eslapotenciaPa , irradiada por A, la cual podriarelacionarse con la
densidad de potencia, o sea el brillo, observado a una distancia patron r (lo que en la préctica
se mide con la magnitud absoluta), segin: DP, = P4 / (4pr %), con lo cual:

r2 1
Xon)y. (1+2)°

DPO = DPA

Pero desde e punto de vistade O, quien recibe la radiacion, Xqx) carece de significado. O reci-
be radiacion emitidaen t; desde A que estaba a distanciax;. Estadistanciax; =c¢ (to - t;) esla
que harecorrido laluz segin O, y es en funcion de ella que debemos expresar la densidad de
potenciarecibida

Pararelacionar X, con Xoa) , tenemos que:

1. Xon) esladistanciaque A havisto aejarse a O desde que se cruzaron (cero de los tiempos
de ambos) hasta el instante to) (instante de A en que laradiacion llegaa O). De manera
que tenemos que traducir a A €l intervalo de duracion to , que es propio para O:

toa) = Qto
Y con esto tenemos Xop) = -V to(A) =-vgto

2. Por otraparte x; esladistanciaque O ve degarse a A hasta que parte laradiacion, y tam-
bién es la distancia que, segun €, recorre laluz:

X1:Vt1:C(to—t1)
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Ahoraeliminando t, y t; nos queda:
\4)
Xoa) =-%X1 0 gHEE: - X1 1+ z)2

Con lo cual la densidad de potencia recibida finalmente queda:

r2 1 Py 1

DR, = DP =
TN Z 1+t 4px? 1+2)°



