
UNIVERSIDAD NACIONAL DE CÓRDOBA 
 

FACULTAD DE MATEMÁTICA, ASTRONOMÍA Y FÍSICA 
______________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 

 
SERIE  “B” 

 
 
 
 

TRABAJOS DE MATEMATICA 
 

 
 
 
 
  
 

Nº 51/07 

II Encuentro de Geometría Diferencial 

Notas de Cursos 
6 al 11 de Junio de 2005. La Falda, Sierras de Córdoba 

Hernán Cendra-Javier Fernández- Sebastián Ferraro 
Sergio Grillo- Jorge Lauret-Marcos Salvai-Cristián U. Sánchez 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

Editores: Jorge R. Lauret–Elvio A. Pilotta 
____________________________________________________________ 
 

CIUDAD UNIVERSITARIA – 5000 CÓRDOBA 
 

REPÚBLICA ARGENTINA 



 



CONTENIDOS
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Geometŕıa Simpléctica y Mecánica

Hernán Cendra
Departamento de Matemática
Universidad Nacional del Sur

uscendra@criba.edu.ar

Reunión PAV Geometŕıa Diferencial, F́ısica y Control, La Falda, Junio 06-11, 2005

1. Introducción

La geometŕıa simpléctica se ha desarrollado desde sus comienzos y hasta las
investigaciones actuales, en paralelo con la f́ısica, en especial con la mecánica. Parte
del objeto del curso es enfatizar este hecho.

Los requisitos de conocimientos previos para el curso son un conocimiento del
cálculo exterior en variedades, nociones de grupos de Lie y acción de grupos en
variedades, y nociones de mecánica. Si se dan estos requisitos, estas notas son au-
tocontenidas, aunque algunas demostraciones no se dan, o se dan solo en forma
esquemática, y completarlas constituye, en la mayoŕıa de los casos, un ejercicio de
cálculo exterior.

Los temas tratados en estas notas están esencialmente contenidos en los siguien-
tes libros, aunque el tratamiento variacional de las ecuaciones de Lie-Poisson parece
más nuevo.

Abraham, R. and Marsden, J. E. Foundations of Mechanics, Benjamin, 1978.
Marsden, J. E. and Ratiu, T. S. Introduction to Mechanics and Symmetry, Springer,
1994.
Arnold, V.I. Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer, 1978. Edición
previa de MIR, Moscú, 1975.
Guillemin, V., Sternberg, S. Symplectic techniques in physics, Cambridge, 1984.

2. Variedades Simplécticas

Sea E un espacio vectorial con base ei, i = 1, ..., n, y base dual ei, i = 1, ..., n. En
el espacio V = E ×E∗ se tiene la siguiente bilineal, antisimétrica y no degenerada

ω ((v1, α1), (v2, α2)) = α2(v1)− α1(v2).

Se tiene el siguiente lema

1



2 Variedades Simplécticas 2

Lema 2.1. Sea ω0 : V × V → R una bilineal antisimétrica no degenerada, donde V
es un espacio vectorial dado. Entonces existe una base fi, i = 1, ..., 2n de V tal que,
la matriz de ω en esa base está dada por

ωij = 1, si i+ n = j,

ωij = −1, si i = j + n,

ωij = 0, en cualquier otro caso.

En particular, todo espacio V con una bilineal ω antisimétrica y no degenerada, se
puede identificar con el espacio E ×E∗ con la forma ω0 descrita antes del lema, de
modo tal que fi = ei, si i = 1, .., n, y fi = ei, si i = n, .., 2n.

Un espacio simpléctico es un espacio V con una bilineal simétrica y no de-
generada ω, llamada forma simpléctica. Sean V1, V2, espacios simplécticos con
formas simplécticas ω1, ω2, respectivamente. Una transformación lineal f : V1 → V2

se dice simpléctica, o canónica, si f∗ω2 = ω1.

Se prueba que si V es un espacio simpléctico de dimensión 2n con forma simplécti-
ca ω entonces ωn es un volumen, llamado volumen de Liouville. Es claro que las
transformaciones canónicas preservan el volumen de Liouville. En particular, una
transformación canónica es un isomorfismo lineal que preserva la orientación. La
composición de transformaciones canónicas es una transformación canónica. El gru-
po de todas las transformaciones canónicas es llamado Sp(V ).

La noción general de variedad simpléctica y de transformación canónica que
introducimos a continuación es fundamental.

Definición 2.2. Una variedad simpléctica es una variedad P con una 2-forma ω
cerrada, es decir, dω = 0, y no degenerada. Sean P1, P1, variedades simplécticas
con formas simplécticas ω1, ω2, respectivamente. Una aplicación f : P1 → P2 se
dice simpléctica, o canónica, si f∗ω2 = ω1.

De la definición anterior se desprende que cada espacio tangente TxP es un espa-
cio simpléctico, donde la bilineal no degenerada es ω(x). En particular, la dimensión
de P es par. También resulta que ωn es un volumen, el volumen de Liouville, y
por lo tanto P es orientable.

Es claro que las transformaciones canónicas f : P1 → P2 entre variedades
simplécticas preservan el volumen de Liouville, es decir f∗ωn

2 = ωn
1 .

La condición de que ω sea cerrada es importante y equivale a la identidad de
Jacobi para el corchete de Poisson, como veremos luego.

En el espacio P = E × E∗, pensado como variedad, se introducen coordenadas
(qi, pi) correspondientes a la base (ei, ei). La 1-forma θ0 = pidq

i se llama la 1-forma
canónica. La 2-forma ω0 = −dθ0 se llama la 2-forma canónica, o, también, for-
ma simpléctica canónica. Se tiene ω0 = dqi ∧ dpi. Es claro que las componentes
ω0ij son constantes. Más adelante probaremos el teorema de Darboux, que esta-
blece que, localmente, toda variedad simpléctica es canónicamente difeomorfa a la
variedad E × E∗.
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Si ω es una forma simpléctica en P, como ω es en cada fibra una bilineal no
degenerada, entonces existe un isomorfismo de fibrados vectoriales

ω[ : TP → T ∗P,

dado por ω[Xp(Yp) = ω(Xp, Yp), con inversa

ω] : T ∗P → TP.

A continuación veremos el teorema de Darboux, el cual, en particular, muestra que
las variedades simplécticas son todas localmente simplécticamente difeomorfas.

Teorema 2.3. Sea P una variedad simpléctica de dimension 2n, con forma sim-
pléctica ω. Para cada x0 ∈ P existe una carta ϕ : U → T ∗E, donde E es un espacio
vectorial, con x0 ∈ U, y tal que ϕ∗(ω|U) = ω0|ϕ(U). En particular, resulta que hay
coordenadas locales qi, pi tales que ω|U = dqi ∧ dpi.

Demostración. Como la cuestión tiene carácter local, se puede suponer que P es un
abierto de 0 ∈ R2n. Más aún, mediante un cambio simpléctico lineal de coordenadas,
se puede suponer también que ω(0) = (dqi ∧ dpi)(0). Sea ω0 la forma simpléctica
ω0 = dqi ∧ dpi. Sea ωt = ω0 + t(ω − ω0), luego ω1 = ω. Vamos a hallar un campo
dependiente del tiempo Xt tal que su flujo Ft satisfaga

d

dt
F ∗t ωt = 0,

y que esté definido para t ∈ [0, 1], en un entorno fijo de 0, por lo tanto, F ∗1ω1 = ω0,
con lo cual el problema queda resuelto. La condición anterior equivale a

F ∗t (LXtωt + (ω − ω0)) = 0,

o sea, teniendo en cuenta que ω es cerrada, d iXt ωt + (ω − ω0) = 0. Por el lema
de Poincaré, existe α tal que dα = ω0 − ω, y además, α(0) = 0. Usando la no
degeneración de ω, resulta que existe Xt tal que iXt ωt = α, y además, como Xt(0) =
0, achicando U si es necesario, se puede suponer que Ft está definido para t ∈ [0, 1],
lo que termina la demostración. ¥

Las cartas cuya existencia se prueba en el teorema anterior, se llaman cartas
de Darboux.

Un caso importante de variedad simpléctica, en el cual las cartas de Darboux se
construyen de modo natural, es el siguiente. Sea Q una variedad de dimensión n. El
fibrado cotangente πQ : T ∗Q → Q, tiene una 1-forma canónica θ0 definida me-
diante θ0(Vαq) = αq(TπQVαq), donde TπQ : TT ∗Q→ TQ es la aplicación tangente.
Sea qi un sistema de coordenadas locales en Q, definido en un abierto U ⊆ Q. Enton-
ces, cada αq ∈ T ∗q Q se escribe αq = pidq

i. La aplicación ϕ : (πQ)−1(U) → U × Rn∗

dada por ϕ(αq) = (q, p), define una carta local de T ∗Q. Se verifica fácilmente que
ϕ∗θ0|U = pidq

i. Se define la 2-forma canónica ω0 mediante ω0 = −dθ0. En coor-
denadas, resulta ϕ∗ω0|U = dqi ∧ dpi, lo que prueba, en particular, que ω0 es una
forma simpléctica. En resumen, las cartas naturales del fibrado cotangente son cartas
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de Darboux, lo que prueba de modo directo que T ∗Q es localmente simplécticamente
equivalente al caso en que Q ≡ E es un espacio vectorial, considerado anteriormente.

Es importante destacar que el levantamiento cotangente T ∗f : T ∗Q1 → T ∗Q2 de
un difeomorfismo f : Q1 → Q2, preserva la 1-forma canónonica, o sea, (T ∗f)∗θ0 = θ0,
de donde resulta que es un difeomorfismo simpléctico.

3. Mecánica Hamiltoniana.

Los conceptos básicos introducidos hasta ahora bastan para dar un contenido
geométrico a la mecánica Hamiltoniana. En lo que sigue pondremos énfasis en la
interpretación f́ısica de estos conceptos.

Ejemplo 1. Sea una masa puntual m que se mueve en R3 describiendo una
curva

(
q1(t), q2(t), q3(t)

)
, en un campo de potencial V (q). Por lo tanto, la fuerza es

−∂V
∂q

,

el cual es un elemento de R3∗. Identificando R3∗ con R3 mediante la métrica Eu-
clideana, el momento de la masa puntual es p = mq̇. La ley de Newton establece
que

ṗ = −∂V
∂q

.

Sea H : R3 × R3∗ → R la función

H(q, p) =
1

2m
p2 + V (q).

Llamada el Hamiltoniano del sistema. Se tiene

dH =
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi.

Se define el campo HamiltonianoXH asociado al HamiltonianoH medianteXH =
ω]dH. EscribiendoXH(q, p) = (q, p, q̇, ṗ), se escriben las ecuaciones de Hamilton,
como sigue

q̇ =
∂H

∂pi
(3.1)

ṗ = −∂H
∂qi

. (3.2)

Se verifica de inmediato que las ecuaciones de Hamilton coinciden en este caso con
las ecuaciones de Newton.

En general, las ecuaciones de Hamilton se definen como sigue. Sea P una variedad
simpléctica con forma simpléctica ω, llamada el espacio de fase del sistema. Sea
H : P → R un Hamiltoniano dado. Entonces, el campo Hamiltoniano asociado al
Hamiltoniano H es XH = ω]dH, es decir, ω(XH , . ) = dH.
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Esta definición es de aplicación en toda la mecánica. Las ideas originales de Ha-
milton se desarrollaron en relación con la óptica geométrica, tratando de explicar
la relación entre los rayos entrantes y salientes para un sistema general de lentes,
generalizando de este modo la óptica Gaussiana, en donde los lentes se consideran
de revolución. Sólo después de un tiempo el mismo Hamilton encontró que sus ecua-
ciones se aplicaban también a la mecánica, unificando de este modo la óptica y la
mecánica, sobre la base del pricipio variacional de Fermát. Además, el enfoque Ha-
miltoniano creó un contexto en el cual se desarrolló más tarde la mecánica cuántica.
El método de cuantización de Dirac parte de la formulación Hamiltoniana.

Ejemplo 2. Sea S2 la esfera de radio 1, con la forma simpléctica dada por
el elemento de área ω ((x, a), (x, b)) = x · (b × a). Sea H : R3 → R dado por
H(x) = (1/2)

(
(x1)2/I1 + (x2)2/I2 + (x3)2/I3

)
, donde x ∈ R3. Sea h = H|S2 la

restricción de H a S2. Vamos a calcular la ecuación de Hamilton correspondiente
al Hamiltoniano h. El campo Hamiltoniano Xh debe satisfacer, para todo campo
Y tangente a la esfera, dh(Y ) = ω(Xh, Y ), o sea, x1Y 1/I1 + x2Y 2/I2 + x3Y 3/I3 =
Y ·(Xh×x). Llamando x/I = (x1/I1, x

2/I2, x
3/I3), resulta, dada la arbitrariedad de

Y, x/I = Xh× x, luego, teniendo en cuenta que Xh · x = 0, resulta x× (x/I) = Xh.
Escribiendo ahora x = Iν ≡ (I1ν1, I2ν

2, I3ν
3), resulta Xh = Iν × ν, por lo tanto, la

ecuación de Hamilton es Iν̇ = Iν × ν.
Más adelante veremos que estas son precisamente las ecuaciones de Euler del

cuerpo ŕıgido, si se interpreta ν como la velocidad angular en coordenadas en el
cuerpo, y I1, I2, I3, como los momentos principales de inercia.

El siguiente ejemplo contiene un gran número de casos de interés en mecánica.

Ejemplo 3. Sea H un Hamiltoniano en T ∗Q. Entonces, las ecuaciones de Hamil-
ton se escriben, en la carta de Darboux natural del fibrado cotangente, exactamente
como en el caso en que Q es un espacio vectorial, es decir

q̇ =
∂H

∂pi
(3.3)

ṗ = −∂H
∂qi

. (3.4)

En general, esta es la expresión de las ecuaciones de Hamilton en coordenadas de
Darboux para una variedad simpléctica arbitraria.

Ejemplo 4. Un caso particular del ejemplo anterior, de especial relevancia en
mecánica, es aquel en el cual H(αq) = (1/2)g(αq, αq)+V (q), donde g es una métrica
definida positiva en el fibrado cotangente T ∗Q, la cual representa la enerǵıa cinética
del sistema, mientras que V representa la enerǵıa potencial del sistema.

Es claro que g define una métrica Riemanniana en Q, que llamaremos también g,
por un abuso de notación, dada por g(uq, vq) = g(g]uq, g

]vq) para cada uq, vq ∈ TqQ.
En el caso en que V = 0, se prueba fácilmente que las soluciones de las ecuaciones de
Hamilton, proyectadas enQ, son las geodésicas, más precisamente, sea (q0, q̇0) ∈ TQ,
y sea (q0, p0) = g[(q0, q̇0). Sea (q(t), p(t)) la solución de la ecuaciones de Hamilton
con condición inicial (q0, p0). Entonces q(t) es la geodésica con condición inicial
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(q0, q̇0). Esta afirmación resultará más clara después de ver sistemas Lagrangianos
y la transformación de Legendre.

Ejemplo 5. Un caso importante del Ejemplo 4., es el cuerpo ŕıgido. Comenzare-
mos con una descripción f́ısica. Se supone que el cuerpo ŕıgido tiene su centro de masa
en el origen de R3, el cual permanece fijo durante el movimiento. Sea e = (e1, e2, e3)
la base canónonica de R3. Sea f = (f1, f2, f3), donde fi ∈ R3, i = 1, 2, 3, una base
ortonormal, fija en el cuerpo ŕıgido. Por lo tanto, f depende del tiempo. Un punto x
se expresa en coordenadas en el espacio mediante x = x1

ee1 +x2
ee2 +x3

ee3. El mismo
punto x se expresa en coordenadas en el cuerpo mediante x = x1

f f1 + x2
f f2 + x3

f f3.
Denotaremos xe = (x1

e, x
2
e, x

3
e), y xf = (x1

f , x
2
f , x

3
f ). Si el punto esta fijo en el cuerpo,

xf no depende del tiempo, y en cambio xe(t) es una función de t. Las coordenadas
de un punto en el espacio y en el cuerpo están relacionadas por una rotación depen-
diente del tiempo R(t) ∈ SO(3), que satisface xe(t) = R(t)xf . Si xf no depende del
tiempo, se tiene ẋe(t) = Ṙ(t)xf , lo que permite expresar la velocidad de un punto
fijo en el cuerpo, en coordenadas en el espacio ve(t) = ẋe(t), en función de Ṙ(t). Se
tiene también vf (t) = R−1(t)Ṙ(t)xf .

Recordemos algunos hechos básicos relativos al grupo SO(3). El álgebra de Lie
so(3) de SO(3) se identifica con el espacio de las matrices antisimétricas

x̂ =




0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0


 .

Se tienen las fórmulas siguientes, x̂× y = [x̂, ŷ]; x × y = x̂y; para cualquier R ∈
SO(3), R̂x = Rx̂R−1; x ·y = −(1/2) tr x̂ŷ. Podemos decir que so(3) se identifica con
R3 con el producto vectorial.

Volviendo al cuerpo ŕıgido, la velocidad angular en el cuerpo ωf (t) se define
mediante ω̂f (t) = R−1(t)Ṙ(t). Por lo tanto se tiene vf (t) = ω̂f (t)xf (t) = ωf (t)×xf (t).

La velocidad angular en el espacio se define mediante ω̂e(t) = Ṙ(t)R−1(t). Por
lo tanto se tiene ve(t) = ω̂e(t)xe(t) = ωe(t)× xe(t).

Hasta ahora se ha descrito la cinemática del cuerpo ŕıgido. A continuación se
describe la dinámica. Si se elige la base f de modo que sus ejes coincidan con ejes
principales de inercia del cuerpo ŕıgido, la enerǵıa cinética es

K
((
R(t), Ṙ(t)

)
,
(
R(t), Ṙ(t)

))
=

1
2

(
I1(ω1

f )
2 + I2(ω2

f )
2 + I3(ω3

f )
2
)
,

donde Ii, i = 1, 2, 3, son los momentos principales de inercia. Por lo tanto, la enerǵıa
cinética es una métrica Riemanniana invariante a izquierda en SO(3). Esta métrica
induce una métrica en el fibrado cotangente T ∗SO(3), que por abuso de notación
también llamaremos K, invariante por el levantamiento cotangente de la acción
a izquierda de SO(3) en SO(3), que es el Hamiltoniano H del cuerpo ŕıgido. Más
precisamente, H : T ∗SO(3) → R está dado por H(αR) = K(αR, αR). Las ecuaciones
de Hamilton son las ecuaciones del movimiento del cuerpo ŕıgido, y, como se ha visto
en el Ejemplo 4, las soluciones se proyectan en las geodésicas en SO(3).
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Ejemplo 6. Sean mi, i = 1, ..., N masas puntuales en R3, con vectores de
posición qi ∈ R3, i = 1, ..., N. Sea Q el conjunto de los vectores q = (q1, ..., qN ) ∈ R3N

tales que qi 6= qj para i 6= j. Se supone que hay fuerzas de interacción entre las masas
puntuales dadas por potenciales de atracción Vij . Por ejemplo, en mecánica celeste,
es importante la enerǵıa potencial Newtoniana de dos masas que se atraen con la
fuerza gravitatoria, dada por,

Vij = − γmimj

|qi − qj | .

Se tiene el siguiente Hamiltoniano en T ∗Q = Q×R3N∗, que generaliza el corres-
pondiente a una masa puntual

H(q, p) =
1
2

N∑

1=1

miq̇i
2 +

N∑

i,j=1

Vij .

La solución de las ecuaciones de Hamilton resultantes es bien conocida en el caso
de dos cuerpos. En el caso de tres o más cuerpos se presentan problemas de gran
complejidad, que han sido estudiados desde el comienzo de los tiempos modernos, y
constituyen un campo activo de investigación en la actualidad.

En todos los casos, el enfoque Hamiltoniano de los problemas de mecánica, per-
mite usar la geometŕıa para resolver o simplificar los problemas. Por ejemplo, las
leyes de conservación clásicas, LXH

H = 0, LXH
ω = 0, LXH

ωn = 0, son consecuencia
inmediata de fórmulas básicas del cálculo exterior.

Es especialmente frecuente el caso en el cual hay un grupo de simetŕıa que actúa
en la variedad simpléctica por difeomorfismos, dejando invariante el Hamiltoniano,
dando lugar a la teoŕıa de la reducción, que veremos luego.

4. Sistemas Lagrangianos.

El conjunto de posibles posiciones de un sistema mecánico, es con frecuencia una
variedad Q llamada espacio de configuración del sistema. Entonces, un movi-
miento del sistema es una curva en Q. Por ejemplo, para una masa puntual m que
se mueve en R3, el espacio de configuración es R3. Para el cuerpo ŕıgido, el espacio
de configuración es SO(3). Para el caso de un sistema de N masas puntuales, el
espacio de configuración es la variedad Q considerada en el Ejemplo 6.

En el enfoque Hamiltoniano de la mecánica, descrito en la sección 3 se codifica
toda la información sobre la dinámica del sistema en una función, el Hamiltoniano
del sistema, definida en una variedad simpléctica, llamada el espacio de fase del
sistema. En el enfoque Lagrangiano de la mecánica, la información sobre la dinámi-
ca del sistema se codifica en una función L : TQ → R, llamada el Lagrangiano
del sistema. Entonces, las ecuaciones del movimiento del sistema se derivan de un
principio variacional, llamado Principio variacional de Hamilton, que descri-
bimos a continuación. Sea Ωq0,q1(Q) el conjunto de las curvas q(t) en Q, tales que
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q(ti) = qi, para i = 0, 1. Se define la funcional S : Ωq0,q1(Q) → R mediante

S(q) =
∫ t1

t0

L (q(t), q̇(t)) dt.

La cantidad S(q) se llama la acción. Una deformación de la curva q(t) es una
función qλ(t) ≡ q(t, λ), tal que q(t, 0) = q(t). La variación correspondiente a la
deformación q(t, λ), es, por definición,

δq =
∂q(t, λ)
∂λ

∣∣∣∣
λ=0

.

De acuerdo con el Principio Variacional de Hamilton, los movimientos del sistema
son puntos cŕıticos de la acción definida en Ωq0,q1(Q), más precisamente, q(t) es un
movimiento del sistema si y solo si se satisface

δS(q) = 0,

es decir,
∂S (q(t, λ))

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

= 0,

para toda variación δq de q, tal que δq(ti) = 0, para i = 1, 2.
Aplicando la técnica usual del cálculo de variaciones, resulta, si q(t) es un punto

cŕıtico, y para toda variación δq tal que δq(ti) = 0, para i = 1, 2,

0 = δ

∫ t1

t0

L (q(t), q̇(t)) dt (4.1)

=
∫ t1

t0

(
∂L

∂q
(q(t), q̇(t)) δq +

∂L

∂q̇
(q(t), q̇(t)) δq̇

)
dt (4.2)

=
∫ t1

t0

(
∂L

∂q
(q(t), q̇(t)) δq − d

dt

∂L

∂q̇
(q(t), q̇(t)) δq

)
dt, (4.3)

donde el último paso es una integración por partes. La arbitrariedad de δq implica
que debe satisfacerse la ecuación de Euler-Lagrange

∂L

∂q
(q(t), q̇(t))− d

dt

∂L

∂q̇
(q(t), q̇(t)) = 0.

Si se escribe el momento generalizado p = ∂L/∂q̇, resulta que la ecuación de
Euler-Lagrange se escribe ṗ = ∂L/∂q, lo que generaliza la ley de Newton.

La versión Lagrangiana del Ejemplo 4 es la siguiente. Sea Q una variedad Rie-
manniana con métrica Riemanniana g, cuya interpretación f́ısica es la enerǵıa cinéti-
ca. Sea V : Q → R la enerǵıa potencial. El Lagrangiano del sistema es entonces
L : TQ→ R donde

L(q, q̇) =
1
2
g ((q, q̇), (q, q̇))− V (q).
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Se demuestra fácilmente que si V = 0, entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange
coinciden con las ecuaciones de las geodésicas de g, o sea,

∇q̇ q̇
[ = 0,

donde ∇ es la conexión de Levi-Civita de g.
En general, si V 6= 0, las ecuaciones de Euler-Lagrange son

∇q̇ q̇
[ = −∂V (q)

∂q
.

El enfoque Lagrangiano de la mecánica, incluyendo varias generalizaciones del
formalismo descrito arriba, es fundamental en f́ısica.

La transformación de Legendre. Los enfoques Hamiltoniano y Lagrangia-
no de la mecánica, están relacionados por la transformación de Legendre, que
pasamos a tratar a continuación.

Un Lagrangiano se dice hiperregular, si la derivada según la fibra

p =
∂L

∂q̇
(q, q̇)

establece un difeomorfismo
FL : TQ→ T ∗Q,

donde FL(q, q̇) = (q, p), con p = ϕ(q, q̇) ≡ (∂L/∂q̇)(q, q̇).
Éste es el caso de los Lagrangianos del tipo

L(q, q̇) =
1
2
g ((q, q̇), (q, q̇))− V (q),

donde g es una métrica Riemanniana, como se ha explicado antes. Si L es hiperre-
gular, se define el Hamiltoniano H asociado a L mediante la transformación de Le-
gendre, que consiste en el siguiente procedimiento. La hiperregularidad de L implica
que, de la ecuación p = ϕ(q, q̇) ≡ (∂L/∂q̇)(q, q̇), se despeja q̇ = ψ(q, p). Entonces,

H(q, p) = pψ(q, p)− L(q, ψ(q, p)).

Se verifica fácilmente que las ecuaciones de Hamilton equivalen a las ecuaciones de
Euler-Lagrange.

En el caso de Lagrangianos del tipo

L(q, q̇) =
1
2
g ((q, q̇), (q, q̇))− V (q),

el Hamiltoniano dado por la transformación de Legendre es

H(q, p) =
1
2
g ((q, p), (q, p)) + V (q),

donde g es, por abuso de notación, la métrica inducida en el fibrado cotangente. Las
ecuaciones de Hamilton son entonces

q̇ = p] (4.4)

∇q̇p = −∂V
∂q

. (4.5)
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5. Sistemas Lagrangianos con Simetria

Es frecuente en f́ısica el caso en el que el espacio de configuración Q es un
grupo de Lie G, y el Lagrangiano L : TG → R es invariante a izquierda, es decir,
L(g, ġ) = L(hg, hġ), para todo h ∈ G. En particular, si l : g → R, es la restricción
de L al álgebra de Lie de G, que llamaremos Lagrangiano reducido, se tiene
L(hξ) = l(ξ), para todo h ∈ G.

La ecuación de Euler-Poincaré. Sea L un Lagrangiano invariante a izquierda,
en un grupo G. Para simplificar, vamos a asumir que G es un grupo de matrices.
Para una curva g(t) en G, se define v(t) = g−1(t)ġ(t), que es una curva en el álgebra
de Lie g de G. Una variación δg de g se escribe δg = gη, donde η(t) es una curva
en g. La condición δg(ti) = 0, i = 1, 2, equivale a η(ti) = 0, i = 1, 2. La variación δg
induce una variación δv que se calcula como sigue

δv = δ(g−1ġ) (5.1)

= −g−1δgg−1ġ + g−1δġ (5.2)

= −g−1gηg−1ġ + g−1ġη (5.3)
= −ηv + vη + η̇ (5.4)
= η̇ + [v, η]. (5.5)

Es fácil ver que una curva g(t) satisface

δ

∫ t1

t0

L(g, ġ)dt = 0,

para variaciones δg tales que δgi = 0, para i = 1, 2, si y sólo si

δ

∫ t1

t0

l(v)dt = 0,

para variaciones δv = η̇ + [v, η], donde ηi = 0, para i = 1, 2. Esta última condición
equivale a

0 =
∫ t1

t0

∂l

∂v
(v)δvdt (5.6)

=
∫ t1

t0

∂l

∂v
(v)(η̇ + [v, η])dt (5.7)

=
∫ t1

t0

(
− d

dt

∂l

∂v
(v) + ad∗v

∂l

∂v
(v)

)
ηdt, (5.8)

donde el último paso es una integración por partes. La arbitrariedad de η implica

d

dt

∂l

∂v
(v) = ad∗

∂l

∂v
(v).

Esta ecuación es la ecuación de Euler-Poincaré y es la versión reducida de la
ecuación de Euler-Lagrange.
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En el caso del cuerpo ŕıgido, el Lagrangiano es la enerǵıa cinética K calculada
en la sección 3

L
((
R(t), Ṙ(t)

)
,
(
R(t), Ṙ(t)

))
=

1
2

(
I1(ω1

f )
2 + I2(ω2

f )
2 + I3(ω3

f )
2
)
,

que es invariante a izquierda. Las ecuaciones de Euler-Poincaré se reducen en este
caso a las ecuaciones de Euler

I ˙̂ωf = [Iω̂f , ω̂f ],

o, equivalentemente,
Iω̇f = Iωf × ωf .

6. Principio Variacional de Hamilton en el Espacio de
Fase

Una variedad simpléctica P con forma simpléctica ω se dice exacta si ω = −dθ,
para alguna 1-forma θ en P. Sea el Lagrangiano L : P → R, dado por L(x, ẋ) =
θ(ẋ)−H(x), donde H es un Hamiltoniano dado en P. Vamos a ver que las ecuaciones
de Euler-Lagrange de L son las ecuaciones de Hamilton de H. Sea x(t) una curva en
P tal que x(ti) = xi, para i = 1, 2. Sea δx una variación de la curva x concentrada
en un entorno U de x(t̄), donde t̄ ∈ [t0, t1], tal que existen coordenadas de Darboux
(qi, pi) en U. Por lo tanto, en U vale θ = pidq

i, y θ(ẋ) = piq̇
i, y las variaciones

δx = (δq, δp) son arbitrarias dentro de U y son 0 fuera de U. Se tiene entonces

δ

∫ t1

t0

θ(ẋ)dt =
∫ t1

t0

(
δpiq̇

i + piδq̇
i
)
dt (6.1)

=
∫ t1

t0

(
δpiq̇

i − ṗiδδq
i
)
dt, (6.2)

donde el último paso es una integración por partes. Por otra parte, se tiene que
δpiq̇

i − ṗiδq
i = ω ((q̇, ṗ)), (δq, δp)) . Usando ésto, teniendo en cuenta que, por la

compacidad de [0, 1], cualquier variación δx se puede expresar como una suma finita
de variaciones concentradas en puntos x(t̄), como se ha explicado arriba, se llega a
la expresión

δ

∫ t1

t0

θ(ẋ)dt = δ

∫ t1

t0

ω(ẋ, δx)dt,

para cualquier variación δx con δx(ti) = 0, para i = 1, 2. De aqúı resulta que la
condición

δ

∫ t1

t0

(θ(ẋ)dt−H(x)) dt = 0,

para cualquier variación δx con δx(ti) = 0, para i = 1, 2 equivale a la ecuación de
Hamilton ω(ẋ, ) = dH.
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Csso P = T ∗Q. En el caso de la variedad simpléctica especial T ∗Q con forma
simpléctica ω0 = −dθ0, existe otro enfoque variacional importante, que pasamos a
describir a continuación.

Recordemos que se tiene θ0(vαq) = αq(TπQ(vαq)). Ésto sugiere considerar la
función F : TQ⊕T ∗Q→ R, dada por F (vq⊕αq) = αq(vq)−H(αq). En coordenadas
locales, F se escribe F ((q, q̇)⊕ (q, p)) = pq̇ −H(q, p). Para una curva (q(t), q̇(t))⊕
(q(t), p(t)) en TQ⊕ T ∗Q, se tiene la acción

∫ t1

t0

F ((q(t), q̇(t))⊕ (q(t), p(t))) dt.

Se comprueba en seguida que los puntos cŕıticos de esta funcional, con variaciones
(δq, δp) tales que δq(ti) = 0, para i = 1, 2, y δp arbitrario, son precisamente las
curvas que satisfacen la ecuación de Hamilton.

7. Sistemas Hamiltonianos con Simetŕıa

Sea G un grupo de Lie, y sea H : T ∗G→ R un Hamiltoniano. Si H es invariante
por el levantamiento cotangente de las traslaciones a izquierda en el grupo, entonces
H está determinado por su restricción h = H|g∗ al dual del álgebra de Lie de G,
que llamaremos el Hamiltoniano reducido. En este caso, la función F : TG ⊕
T ∗G → R, es también invariante y entonces está determinada por su restricción
f : g ⊕ g∗ → R. Teniendo en cuenta el principio variacional descrito en la sección
6 y las ideas de reducción Lagrangiana descrita al final de la sección 5, se puede
probar fácilmente en forma análoga que las ecuaciones del movimiento reducidas,
en el espacio g⊕ g∗ se pueden obtener como puntos cŕıticos de la funcional

∫ t1

t0

(µ(v)− h(µ)) dt

con variaciones δv ⊕ δµ tales que δv = η̇ + [v, η], donde η(ti) = 0, para i = 1, 2,
y variaciones δµ arbitrarias. Aplicando las técnica usuales del cálculo de variacio-
nes, incluyendo la integración por partes ya descrita en varios casos anteriores, se
obtienen las siguientes ecuaciones

v =
∂h

∂µ
(7.1)

µ̇ = ad∗v µ, (7.2)

que son las ecuaciones de Lie-Poisson.
En el caso en que un Lagrangiano invariante L : TG → R, con Lagrangiano

reducido l : g → R, sea hiperregular, se puede ver sin mucha dificultad que el
Hamiltoniano también es invariante y el correspondiente Hamiltoniano reducido
h : g∗ → R está dado por la transformación de Legendre reducida h(µ) =
µ(v) − l(v), donde v es la función de µ que resulta de la ecuación µ = ∂l/∂v.
Se verifica de inmediato que la ecuación de Lie-Poisson y la ecuación de Euler-
Poincaré coinciden en este caso. Sin embargo, los casos en que el Lagrangiano no es
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hiperregular son importantes, y en este caso el estudio de las leyes del movimiento
puede ser más natural realizarlo desde el punto de vista Lagrangiano o Hamiltoniano,
según el caso.

8. Variedades de Poisson

Sea P una variedad simpléctica con forma simpléctica ω. Sean f y g funciones
sobre P. El corchete de Poisson de {f, g} se define mediante {f, g} = ω(Xf , Xg).
En coordenadas arbitrarias xi, se tiene {f, g} = ωijX

i
fX

j
g . Como ω es no degenerada,

existe πij tal que πkjωij = δk
i , lo que define un campo tensorial antisimétrico π. De

la definición de Xf se deduce que

ωijX
i
f =

∂f

∂xj
,

de donde se deduce que

Xi
f = πij ∂f

∂xj
,

y también que

{f, g} = πij ∂f

∂xi

∂f

∂xj
.

En coordenadas de Darboux resulta

{f, g} =
∂f

∂q

∂g

∂p
− ∂g

∂q

∂f

∂p

El corchete de Poisson es bilineal y antisimétrico. Además, para cada f, { , f} es
una derivación, más precisamente, es la derivación en el álgebra de funciones sobre
P dada por el campo Xf . Vale la identidad de Jacobi {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+
{h, {f, g}} = 0, lo que probaremos en seguida. En coordenadas locales xi, la identi-
dad de Jacobi se escribe

πij ∂π
kl

∂xj
+ πkj ∂π

li

∂xj
+ πlj ∂π

ik

∂xj
= 0.

En coordenadas de Darboux, las componentes πij son constantes, de donde se deduce
que la identidad de Jacobi se satisface.

Es importante destacar que la ecuación de Hamilton se escribe de modo equiva-
lente en términos del corchete de Poisson, como se explica a continuación. Sea H un
Hamiltoniano dado, y sea Ft el flujo del campo Hamiltoniano XH . Para una función
dada f, nos proponemos calcular

d

dt
F ∗t f ≡

d

dt
(f ◦ Ft).

Se tiene

d

dt
F ∗t f = F ∗t LXH

f (8.1)

= F ∗t {f,H} ≡ {f,H} ◦ Ft. (8.2)
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En forma abreviada, la ecuación anterior se escribe como sigue,

ḟ = {f,H},
que es equivalente a la ecuación de Hamilton, escrita en términos del corchete de
Poisson. Esto se puede probar fácilmente en coordenadas de Darboux, comprobando
directamente que valen las siguientes igualdades,

{qi,H} =
∂H

∂pi
(8.3)

{pi,H} = −∂H
∂qi

(8.4)

El corchete de Poisson asociado a una forma simpléctica, definido arriba, suele lla-
marse corchete de Poisson canónico. Una noción más general, de gran interés, es
la siguiente. Una variedad de Poisson es una variedad M con un corchete {f, g},
llamado corchete de Poisson, definido en el álgebra de funciones sobre M, y
que tiene las mismas propiedades formales enunciadas para el corchete de Poisson
canónico, a saber, es bilineal, antisimétrico, es una derivación en cada factor y satis-
face la identidad de Jacobi. Si Mi son variedaes de Poisson con corchetes de Poisson
{ , }i, para i = 1, 2, un mapa ϕ : M1 → M2, se dice un mapa de Poisson, si se
cumple, ϕ∗{f, g} = {ϕ∗f, ϕ∗g}, para funciones f y g en M2 dadas.

Se prueba fácilmente que, si Mi son variedaes simplécticas con sus corchetes de
Poisson canónicos { , }i, para i = 1, 2, un mapa ϕ : M1 → M2, es un mapa de
Poisson si y sólo si es simpléctico. También se prueba fácilmente que ϕ∗Xf = Xϕ∗f .

La ecuación de Hamilton generalizada, o ecuación de Poisson, o, sim-
plemente ecuación de Hamilton para un Hamiltoniano dado, es, entonces, por
definición, ḟ = {f,H}. El campo Hamiltoniano se denota XH . Se verifica en seguida
que XH(f) = {f,H}. Otra fórmula de interés es la siguiente, [Xf , Xg] = −X{f,g}.
En efecto, se tiene

[Xf , Xg]h = XfXgh−XgXfh (8.5)
= Xf{h, g} −Xg{h, f} (8.6)
= {{h, g}, f} − {{h, f}, g} (8.7)
= −{{h, f}, g} − {f, {h, g}} (8.8)
= −{h, {f, g}} (8.9)
= −X{f,g}h (8.10)

(8.11)

donde en el anteúltimo paso se ha usado la identidad de Jacobi. Este resultado mues-
tra que los campos Hamiltonianos en una variedad de Poisson forman un álgebra
de Lie. Más generalmente, un campo X en M se dice localmente Hamiltoniano,
si se puede expresar, localmente, en la forma X = Xf . Es fácil ver que los campos
localmente Hamiltonianos forman un álgebra de Lie.

Las propiedades del corchete de Poisson tienen como consecuencia las siguientes
leyes de conservación, de fundamental importancia en mecánica. En primer lugar,
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el Hamiltoniano H se conserva, es decir Ḣ = 0. Esto es una consecuencia inmediata
de la antisimetŕıa del corchete, ya que Ḣ = {H,H} = 0. El tensor π también
se conserva, lo cual equivale a la identidad XH{f, g} = {XHf, g} + {f,XHg}, la
cual, a su vez, es una consecuencia de la identidad de Jacobi. En efecto, se tiene
XH{f, g} = {{f, g}, H} = {{f,H}, g}+ {f, {g,H}} = {XHf, g}+ {f,XHg}.

Es muy importante destacar que el formalismo de Hamilton o Poisson, se puede
aplicar a ejemplos infinito dimensionales, dejando de lado las cuestiones de conver-
gencia y la definición de estructuras diferenciales en variedades infinito dimensiona-
les, que son importantes por otros motivos. Por ejemplo, vamos a mostrar que las
ecuaciones de Maxwell tienen una estructura Hamiltoniana.

Ejemplo 7 Sea A el espacio de potenciales magnéticos A en R. Se identifica
T ∗A ≡ A × A, y un elemento de este espacio se denota (A, Y ). Se usa el corchete
de Poisson canónico

{F,G} =
∫ (

∂F

∂A

∂G

∂Y
− ∂G

∂A

∂F

∂Y

)
d3x.

El Hamiltoniano es
H(A, Y ) =

∫
(|E|2 + |B|2)d3x,

donde E = −Y es el campo eléctrico y B = curlA es el campo magnético. Se verifica
que las ecuaciones de Maxwell son las ecuaciones de Hamilton.

Estructura Local de Variedades de Poisson. Como se ha visto más arriba,
los campos localmente Hamiltonianos en una variedad de Poisson M forman un al-
gebra de Lie. Por lo tanto, la distribución ∆, donde ∆(x) es el espacio de los vectores
Xf (x), es involutiva. La dimensión de los espacios ∆(x) no es, en general, constante.
Sea N ⊆M una subvariedad integral de ∆. Para x ∈ N, los vectores de TxN = ∆(x)
son todos de la forma Xf (x). Se define ωN (x) (Xf (x), Xg(x)) = {f, g}(x). Vamos a
ver que ωN es una forma simpléctica en N. Que ωN es antisimétrica y no degenerada,
resulta fácilmente de la definiciön. Para probar que ωN es cerrada, probemos pri-
mero que LXf

ωN = 0 para todo f. Esto equivale a la igualdad LXf
(ωN (Xg, Xh)) =

ωN (LXf
Xg, Xh) + ωN (Xg, LXf

Xh), para todo f, g, que probaremos a continuación.
Usando las definiciones, resulta LXf

(ωN (Xg, Xh)) = {{g, h}, f}. También se tiene,
ωN (LXf

Xg, Xh) = ωN ([Xf , Xg], Xh) = −ωN (X{f,g}, Xh) = −{{f, g}, h}, y, análo-
gamente, ωN (Xg, LXf

Xh) = −{g, {f, h}}. Luego, la igualdad que se queŕıa probar
se reduce a la identidad de Jacobi. Por otra parte, LXf

ωN = iXf
dωN + d iXf

ωN =
iXf

dωN , ya que d iXf
ωN = d2(f |N) = 0. En resumen, se ha probado que iXf

dωN =
0, luego, dada la arbitrariedad de f, resulta dωN = 0.

Se prueba también fácilmente, que ωN (Xf |N , Xg|N ) = ωN (Xf , Xg), dondeXf |N y
Xg|N son los campos asociados a las restricciones f |N y g|N, v́ıa la forma simpléctica
ωN .

El siguiente ejemplo de variedad de Poisson es de fundamental importancia en
mecánica.
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Corchete de Poisson en el dual de un álgebra de Lie. Sea g un álgebra
de Lie, con constantes de estructura Ck

ij . Sean f y g funciones definidas en g∗. Sea

{f, g}(µ) = − < µ, [
df

dµ
,
dg

dµ
] > .

Entonces {f, g} define un corchete de Poisson. Más aún, el tensor π de esta estructura
de Poisson viene dado por πij(µ) = −Ck

ijµk. Se puede ver fácilmente en coordenadas
que la identidad de Jacobi para el corchete de Poisson y para el corchete de Lie se
deducen mutuamente una de la otra. La elección del signo − en la definición del
corchete de Poisson, es hasta cierto punto, arbitraria. En este caso, esta elección se
ha hecho en relación con la teoŕıa de la reducción, teniendo en cuenta que se trabaja
aqúı con sistemas invariantes a izquierda, como el cuerpo ŕıgido.

El corchete de Poisson unifica el estudio de importantes ecuaciones de la mecáni-
ca. Todos las ecuaciones de los ejemplos vistos anteriormente pueden escribirse en
la forma de Poisson. Por ejemplo, las ecuaciones del cuerpo ŕıgido se escriben como
ecuaciones de Poisson en so(3)∗.

9. Reducción de Poisson

La noción de simetŕıa y la asociada noción de cantidad conservada son de im-
portancia fundamental en mecánica y en f́ısica en general. Ya hemos visto ejemplos
importantes de reducción de sistemas Lagrangianos invariantes en grupos de Lie, ob-
teniendo la ecuación de Euler-Poincaré, y, mediante la transformación de Legendre
en el caso hiper regular, la reducción desde el enfoque Hamiltoniano, obteniendo la
ecuación de Lie-Poisson. En ambos casos se ha puesto énfasis en la idea de reducir el
principio variacional, en lugar de pensar en reducir las ecuaciones del movimiento,
ya sea en la forma de Hamilton o de Euler-Lagrange, lo cual ofrece ciertas ventajas.
Una de las motivaciones para la reducción, es que se obtiene una ecuación con me-
nos variables, lo cual puede significar una simplificación que permita obtener mayor
información sobre la solución. En el caso del cuerpo ŕıgido, por ejemplo, se obtiene
como se ha visto, un sistema Hamiltoniano en la esfera, y como el Hamiltoniano se
conserva, ésto da una inmediata reducción de la ecuación de Hamilton a cuadratu-
ras. En otros casos, es conveniente, dada una ecuación de Poisson en una variedad
de Poisson, tratar de hallar una variedad simpléctica que se proyecte en la variedad
de Poisson dada, por un mapa de Poisson. En este caso, la variedad simpléctica se
denomina, por razones históricas, potencial de Clebsch de la variedad de Pois-
son dada. En casos importantes de corchetes de Poisson en f́ısica, se pueden hallar
expĺıcitamente estos potenciales de Clebsch, lo cual muestra que el corchete dado es
una versión reducida de un corchete de Poisson canónico.

Es conveniente disponer de una teoŕıa de reducción directamente en el contexto
de Poisson, lo que describimos a continuación.

Sea G × P → P una acción de un grupo G en P por simplectomorfismos, de
modo tal que la proyección πG : P → P/G sea una submersión. Si f : P → R es una
función invariante, define una función en el cociente f̄ : P/G → R. Se verifica que
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si f y g son funciones invariantes entonces {f, g} es invariante, por lo tanto, define
una función {f, g}. Por definición, escribimos {f̄ , ḡ} = {π∗f, π∗g}. Se demuestra
fácilmente que se obtiene de este modo un corchete de Poisson en P/G, llamado
corchete reducido.

Vamos a mostrar que el corchete de Poisson construido más arriba de modo di-
recto en el dual del álgebra de Lie g de un grupo de Lie G, es un corchete reducido
del corchete canónico en T ∗G, v́ıa la proyección π : T ∗G → g∗, dada por el levan-
tamiento cotangente de las traslaciones a derecha, es decir π(αg) = αg ◦ TRg. Sea
ξ ∈ g, y sea ξG el campo invariante a derecha en G tal que ξG(e) = ξ, es decir, ξG
es el generador infinitesimal de las traslaciones a izquierda. Sea ξT ∗G el generador
infinitesimal del levantamiento cotangente de las traslaciones a izquierda. Enton-
ces se tiene πG∗ξT ∗G = ξG. Para ξ, η ∈ g, se tiene [ξG, ηG] = −[ξ, η]G, y además,
πQ∗[ξT ∗G, ηT ∗G] = [ξG, ηG]. Vamos a probar que los campos ξT ∗G son Hamiltonianos,
con Hamiltoniano J̄(ξ) = θ0(ξT ∗G), que es invariante a derecha. En efecto, se tiene
que LξT∗G

θ0 = 0. Luego iξT∗G
dθ0 +d iξT∗G

θ0 = 0, de donde resulta dJ̄(ξ) = iξT∗G
ω0,

que es la ecuación de Hamilton. Por otra parte, usando formulas ya vistas, y la igual-
dad dν(X,Y ) = X (ν(Y ))− Y (ν(X))− ν ([X,Y ]) , válida para cualquier 1-forma ν,
resulta que

{J̄(ξ), J̄(η)} = ω0(ξT ∗G, ηT ∗G) (9.1)
= −ξT ∗Gθ0(ηT ∗G) + ηT ∗Gθ0(ξT ∗G) + θ0([ξT ∗G, ηT ∗G]) (9.2)
= θ0([ξT ∗G, ηT ∗G]), (9.3)

donde el último paso resulta teniendo en cuenta que ξT ∗Gθ0(ηT ∗G) = 0 y ηT ∗Gθ0(ξT ∗G) =
0. Se sabe que [ξT ∗G, ηT ∗G] = −[ξ, η]T ∗G. Resumiendo, se tiene, para µ ∈ g∗,
{J̄(ξ), J̄(η)}(µ) = − < µ, [ξ, η] >, En general, si f y g son funciones dadas en
T ∗G, invariantes por la acción a derecha de G en T ∗G, y si ξ = ∂(f |g∗)/∂µ y
η = ∂(g|g∗)/∂µ, entonces {f, g}(µ) = − < µ, [ξ, η] > .

Como ya hemos dicho, los Hamiltonianos J̄(ξ) son invariantes a derecha. Si se
hubiese partido del generador infinitesimal de traslaciones a derecha, en lugar de
traslaciones a izquierda, se hubiese llegado al corchete < µ, [ξ, η] > . En este caso,
los Hamiltonianos J̄(ξ) seŕıan invariantes a izquierda.

10. Reducción de Marsden-Weinstein

Daremos solamente una idea de la reducción de Marsden-Weinstein. Sea P una
variedad simpléctica exacta con forma simpléctica ω = −dθ. Sea G un grupo que
actúa a izquierda sobre P por simplectomorfismos que, además, preservan θ, y
de modo que la proyección πG : P → P/G es una submersión. Los generado-
res infinitesimales de la acción ξP son campos Hamiltonianos, con Hamiltoniano
J̄(ξP ) = θ(ξP ). En efecto se tiene que LξP

θ = 0, luego d iξP
θ + iξP

dθ = 0, lue-
go dJ̄(ξP ) = d iξP

θ. Se llama aplicación momento a la aplicación J : P → g∗,
definida por J(x)(ξ) = J̄(ξ)(x).

La importancia de la aplicación momento en mecánica se origina en el hecho de
que es una cantidad conservada por el flujo de los Hamiltonianos invariantes. Más
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precisamente, si H es un Hamiltoniano invariante, y ξ ∈ g, entonces LXH
J̄(ξ) = 0.

En efecto, LXH
J̄(ξ) = {J̄(ξ),H} = dH(ξP ) = 0.

Una propiedad importante de la aplicación momento, es que es equivariante, es
decir J(gx) = Ad∗g−1 J(x), lo que se prueba fácilmente.

Sea µ un valor regular de la aplicación momento, entonces J−1(µ) es una sub-
variedad de P. Por la conservación de J, resulta que los campos Hamiltonianos Xf

donde f es invariante, son tangentes a J−1(µ). Se puede ver que el grupo de iso-
troṕıa Gµ de la acción coadjunta, actúa libremente sobre J−1(µ). Bajo condiciones
técnicas adecuadas, que se cumplen en muchos ejemplos de interés f́ısico, el cociente
J−1/Gµ = Pµ es una variedad, y entonces, la restricción ω|J−1(µ) induce una forma
simpléctica ωµ en el cociente Pµ, v́ıa la proyección πµ : P → Pµ. Más precisamente,
si u y v son vectores tangentes a J−1(µ) e invariantes por Gµ, se tiene, por definición,
ωµ(Tπµu, Tπµv) = ω(u, v). La variedad simpléctica Pµ es la variedad simpléctica
reducida y la forma simpléctica ωµ es la forma simpléctica reducida. El Ha-
miltoniano reducido, Hµ : Pµ → R, se define de modo natural, y se definen la
ecuación de Hamilton reducida, XHµ , la cual da la evolución del sistema en Pµ.

El caso P = T ∗G es de gran importancia. Describiremos esquemáticamente la
situación en este caso. Usando la fórmula J(αg)(ξ) = αg(ξG), se ve que, para µ ∈ g∗,
J−1(µ) es el gráfico de la 1-forma α en G, invariante a derecha y tal que α(e) = µ.
Se tienen las identificaciones naturales J−1(µ)\Gµ ≡ G\Gµ ≡ G · µ, dadas por
[α(g)] ≡ [g] ≡ Ad∗g−1 µ, donde [α(g)] = Gµα(g), [g] = Gµg, y G · µ = Oµ es la orbita
coadjunta que contiene a µ. Un vector tangente a la orbita coadjunta Oµ en ν ∈ Oµ,
se escribe como el generador infinitesimal de la acción coadjunta, ξg∗(ν) = − ad∗ξ ν.
Entonces, la formula de Kirillov-Kostant-Souriau da la forma simpléctica ωµ,
a saber, ωµ(ξg∗(ν), ηg∗(ν)) = − < ν, [ξ, η] > . Las órbitas coadjuntas son las hojas
simplécticas que son variedades integrales de la distribución ∆ definida en la sección
8. También conviene observar, lo cual se prueba con facilidad, que las ecuaciones del
movimiento para un Hamiltoniano dado h : g∗ → R, son precisamente las ecuacio-
nes de Lie-Poisson, obtenidas en la sección 7 reduciendo el principio variacional de
Hamilton en el espacio de fase. Más aún, se prueba que el corchete de Poisson en
g∗, está dado por

{f, g}(µ) = ωµ

(
ad∗df

dµ

µ, ad∗dg
dµ

µ

)
.
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abo en la La Falda, Córdoba, en Junio de 2005. En estas notasse introdu
e al le
tor a algunas no
iones �
lási
as� del 
ír
ulo de ideas 
ono
ido 
omo�simetría espejo� (mirror symmetry en inglés). Se expli
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ulo de losnúmeros de 
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ir, en una hipersuper�
ie genéri
a degrado 5 en P4. 1. Introdu

iónHay momentos en la historia de la Matemáti
a en que un des
ubrimiento, aparentemen-te fortuito, in
luso totalmente infundado, ha tenido importantes 
onse
uen
ias en áreasde la matemáti
a hasta ese momento 
onsideradas des
one
tadas. Tal fue, por ejemplo,Date: 2 de agosto de 2006. 1



2 JAVIER FERNANDEZel 
aso de las series de Fourier o mu
ho mas re
ientemente el �Monstrous Moonshine�. Eneste grupo de eventos se en
uentra el fenómeno de la simetría espejo.En su 
omienzo, la simetría espejo apare
ió 
omo una observa
ión de que en 
iertasteorías físi
as basadas en datos geométri
os era posible 
ambiar estos datos geométri
os yaún así obtener una teoría equivalente. Esto llevó a tratar de en
ontrar pares de 
on�gura-
iones geométri
as (pares espejo) para los 
uales se pudiesen 
al
ular las 
orrespondientesteorías físi
as y así veri�
ar la idea original. El bene�
io que se bus
a usualmente 
on estetipo de argumentos es que hay 
iertos 
ál
ulos que resultan más simples en un modelogeométri
o que en otro.En 
on
reto, los físi
os trabajaban 
on una variedad de dimensión real 6, 
ono
ida
omo la quínti
a V a la que aso
iaron otra variedad, su par espejo, V 0. El estudio de lateoría físi
a sobre V los llevo a problemas que involu
ran la 
antidad de 
iertas 
urvasra
ionales 
ontenidas en ella. Por otro lado, las teorías estudiadas sobre V 0 llevan al
ál
ulo de 
iertas integrales de formas holomorfas (llamadas períodos). Lo interesante deeste planteo es que la equivalen
ia de las teorías físi
as lleva a en
ontrar fórmulas quepermiten expresar los números de 
urvas ra
ionales en términos de las integrales. Dadoque este tipo de integrales eran razonablemente 
ono
idas este método permite 
al
ularefe
tivamente los números de 
urvas ra
ionales, tal 
omo hi
ieron P. Candelas, X. de laOssa, P. Green y L. Parkes en [2℄.Desde el punto de vista matemáti
o, todo este argumento es muy sorprendente. Paraempezar, no había ninguna rela
ión 
ono
ida entre pares de variedades del tipo de lapredi
ha por los físi
os. Tampo
o ninguna rela
ión entre número de 
urvas y períodos.Más aún, en los años '80 se había 
onjeturado que los números de 
urvas de los quehablaban los físi
os eran �nitos, pero hasta ese momento sólo se 
ono
ían dos valores,el segundo 
al
ulado el 1985. Todo esto llevó a un profundo interés por el tema y, muypronto, a 
omprender que, si bien los argumentos pare
ían razonables, no era posibletransformarlos en argumentos matemáti
os sólidos, prin
ipalmente porque usaban muyfuertemente la no
ión de integral sobre espa
ios de fun
iones, de la que en general no setiene una buena de�ni
ión matemáti
a.A partir de allí hubo todo tipo de intentos por, primero, entender qué es la simetríaespejo y, luego, demostrarla de una manera matemáti
amente a
eptable. Más de unadé
ada ha trans
urrido desde los primeros trabajos. Mu
ho de ha aprendido y áreas 
om-pletamente nuevas de la Matemáti
a han sido 
readas y exploradas en este tiempo. Eneste momento se 
uenta 
on, al menos, dos demostra
iones independientes y matemáti
a-mente rigurosas de resultados que impli
an que los trabajos originales de los físi
os eran
orre
tos, aunque 
on algunas salvedades respe
to del signi�
ado de los �números de 
ur-vas ra
ionales�. Es interesante notar que las demostra
iones matemáti
as son totalmenteindependientes de las ideas físi
as originales.Sin embargo, aún no es 
laro qué es la simetría espejo. Hay una gran 
antidad depropuestas y fenómenos muy interesantes que se en
uadran bajo este nombre y, de unmodo u otro, se inspiran en la idea original proveniente de la físi
a. Entre otras, podemosmen
ionar las siguientes �versiones� de la simetría espejo:Geometría Tóri
a: este es el ámbito que ha permitido el estudio más amplio dela simetría espejo y es dónde mas resultados 
on
retos se han obtenido, desdela 
onstru

ión de pares de variedades espejo, hasta los teoremas que avalan lasfórmulas men
ionadas antes.Teoría Homológi
a: bus
a interpretar la simetría espejo 
omo una equivalen
iaentre dos 
ategorías aso
iadas al par de variedades espejo. Por un lado se tiene la
ategoría derivada de ha
es 
oherentes sobre una de las variedades y por el otro
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ategoría de Fukaya (
onjetural) basada en las subvariedades lagrangianas dela variedad espejo de la original.Teoría de Hodge: bus
a interpretar la simetría espejo 
omo un isomor�smo entrela varia
ión de estru
tura de Hodge natural de�nida sobre el espa
io de estru
-turas 
omplejas de una variedad (las varia
iones �geométri
as�) y la varia
ión deestru
tura de Hodge de�nida sobre el espa
io de estru
turas de Kähler de su parespejo (la varia
ión A).Branas: la �teoría estándar� de la simetría espejo apare
ió en el 
ontexto físi
ode la teoría de 
uerdas (objeto de dimensión 1). Cuando se 
onsideran, además,objetos de dimensiones mayores llamados branas, la teoría físi
a de la simetríaespejo se enrique
e y predi
e que los pares de variedades espejo se �bran sobre untoro de dimensión real 3 de modo que las �bras de 
ada �bra
ión son duales enalgún sentido.En las notas que siguen, nos 
on
entraremos en algunos de los aspe
tos más bási
os dela simetría espejo. Nuestro objetivo será poder des
ribir algunas de las ideas matemáti
asque permitieron, usando la intui
ión físi
a, 
al
ular 
iertos números rela
ionados 
on losnúmeros de 
urvas ra
ionales en la quínti
a. Para poder entender la rela
ión entre estosnúmeros nos embar
aremos en la Se

ión 2 en el estudio de la Geometría Enumerativa.Esta es una parte de la Geometría interesada en 
ontar distintos tipos de 
on�gura
ionesgeométri
as. En la Se

ión 3 haremos los 
ál
ulos que permiten rela
ionar los númerosde 
urvas 
on los períodos sobre el espejo de la quínti
a. La Se

ión 4 
ontiene unaserie de apéndi
es donde resumimos algunos de los temas que suponemos 
ono
idos parala 
omprensión de estas notas, así 
omo también presentamos el 
ál
ulo del número dere
tas en una super�
ie de grado 3 en P3.A
tualmente la literatura en simetría espejo es muy extensa y 
ontinúa 
re
iendo. En lasnotas men
ionaremos diversos trabajos más espe
í�
os, pero queremos aprove
har paramen
ionar algunos libros es
ritos sobre el tema. En orden 
ronológi
o están los de C.Voisin [22℄, D. Cox y S. Katz [6℄ y el de K. Hori, S. Katz, A. Klemm, R. Pandharipande,R. Thomas y C. Vafa [10℄. En 
uanto a las extensiones men
ionadas de la teoría y queno serán tratadas en estas notas sugerimos al le
tor 
onsultar los siguientes trabajos y labibliografía allí men
ionada:Teoría homológi
a: el trabajo bási
o de M. Kontsevi
h [14℄ y 
ontribu
iones másre
ientes 
omo [15℄.Teoría de Hodge: una de las primeras presenta
iones es la de D. Morrison [19℄.Más detalles en [6℄, la exposi
ión de M. Gross, D Huybre
hts y D. Joy
e [9℄ o eltrabajo de E. Cattani y el autor [3℄.Branas: La 
onstru

ión bási
a es el trabajo de A. Strominger, S.-T. Yau y E.Zaslow [21℄. Es útil la exposi
ión de D. Morrison [20℄. Es interesante notar la
onvergen
ia entre estas ideas y la �versión homológi
a� presentada en [15℄.El autor desea, �nalmente, agrade
er a los organizadores del Segundo En
uentro deGeometría Diferen
ial y, en parti
ular, a Isabel Dotti por su dedi
a
ión y por habergenerado un muy positivo inter
ambio de ideas entre profesionales 
on intereses diversos.2. Geometría enumerativaEn esta Se

ión dis
utiremos un número de ideas rudimentarias sobre 
omo 
ontar 
on-�gura
iones geométri
as que satisfa
en algún tipo de restri

iones. Seguiremos el trata-miento de las ex
elentes notas de S. Katz [13℄ y también la presenta
ión de D. Morrison [19℄a los que referimos para mayores detalles.



4 JAVIER FERNANDEZ2.1. Algunos problemas enumerativos. Comen
emos 
on algunas preguntas sim-ples para entender el por qué de la ele

ión de trabajar en Pn, en vez del �más intuitivo�espa
io Rn.Ejemplo 2.1. ¾Cómo son las posibles interse

iones de dos re
tas en R2?1. Un punto (re
tas obli
uas). Este es el �
aso genéri
o�, que o
urre 
on más fre
uen-
ia.2. Ningún punto (re
tas paralelas). Inestable: una pequeña perturba
ión lo redu
e al
aso genéri
o.3. In�nitos puntos (re
tas idénti
as). Inestable: una pequeña perturba
ión lo redu
eal 
aso genéri
o.Una primera simpli�
a
ión de esta 
lasi�
a
ión se obtiene pasando a RP2 := R2 ∪
{puntos en ∞}: en este 
aso, la op
ión 2 se uni�
a 
on el 
aso genéri
o ya que las re
tasparalelas pasan a interse
arse en ∞.Veamos un nuevo problema:Ejemplo 2.2. ¾
ómo son las posibles interse

iones de elipses en R2 (o en RP2)? Lasdistintas posibilidades se muestran en la Figura 1.

Figura 1. Posibles interse

iones de dos elipsesEsta vez es posible simpli�
ar la des
rip
ión pasando de R a C, ya que vale el teoremafundamental del álgebra, es de
ir que un polinomio en una variable tiene tantas raí
es
omo su grado, si se las 
uenta 
on multipli
idad. Enton
es, sobre los 
omplejos y 
ontandomultipli
idades de interse

ión, hay solo dos posibilidades: 4 puntos de interse

ión (
asogenéri
o) o in�nitos, 
uando las elipses 
oin
iden.Como muestran los ejemplos anteriores, resulta más simple estudiar problemas enu-merativos en CPn (que denotaremos simplemente por Pn) que en Rn y en lo que siguetomaremos a Pn 
omo el �espa
io ambiente�. Consultar la Se

ión 4.1 para más detallessobre CPn.De�ni
ión 2.3. Una 
urva plana es una hipersuper�
ie en P2, vale de
ir, es el 
onjuntode 
eros de un polinomio homogéneo f ∈ C[z0, z1, z2]; si deg(f) = d, se di
e que la 
urvatiene grado d. Las 
urvas planas de grado 2 se llaman 
óni
as.Un resultado importante para el estudio de las interse

iones es el



SIMETRÍA ESPEJO EN MATEMÁTICA 5Teorema 2.4 (Bézout). Si C y D son 
urvas planas 
on #(C ∩D) <∞, enton
es
∑

p∈C∩D

mp(C ∩D) = deg(C) · deg(D),donde mp(C ∩D) es la multipli
idad de la interse

ión de C y D en p.También hay una generaliza
ión a dimensiones más altas:Teorema 2.5 (Bézout). Si X1, . . . ,Xn son hipersuper�
ies en Pn 
on #(X1∩· · ·∩Xn) <
∞, enton
es ∑

p∈X1∩···∩Xn

mp(X1 ∩ · · · ∩Xn) = deg(X1) · · · deg(Xn)Volvamos a mirar algunos problemas enumerativos. En el primer 
aso, se trata de unproblema muy simple, ½resuelto de una manera 
ompli
ada!Ejemplo 2.6. ¾Cuántas re
tas en P2 pasan por dos puntos dados p1 = (α0 : α1 : α2) y
p2 = (β0 : β1 : β2)?Una re
ta en P2 está dada 
omo el 
onjunto de 
eros de una forma lineal a0z0+a1z1+a2z2(por ejemplo, en el abierto U0 en 
oordenadas x1 = z1

z0
y x2 = z2

z0
, esto es el 
onjunto

a1x1 + a2x2 = −a0, que es una re
ta que no ne
esariamente pasa por el origen). Valede
ir, a 
ada terna (a0, a1, a2) ∈ C3 − {0} 
orresponde una re
ta en P2. Como distintasternas 
orresponden a una misma re
ta si y sólo si di�eren en un múltiplo no nulo, vemosque el 
onjunto de re
tas en P2 es
M1 := {re
tas en P2} ≃

(C3 − {0}
)
/C∗ ≃ P2.Nuevamente: P2 es el 
onjunto de las posibles re
tas en P2 (notar que esto no es obvio dela de�ni
ión ya que, en prin
ipio, los puntos de P2 son re
tas en C3).Ahora bien, ¾qué quiere de
ir que una re
ta, digamos a0z0 + a1z1 + a2z2, pase por p1?Quiere de
ir que vale a0α0 + a1α1 + a2α2 = 0, o sea que, la 
ondi
ión de pasar por p1determina una 
ondi
ión lineal (una re
ta) L1 en M1. Por lo tanto, p2 determina otra
ondi
ión lineal L2 sobre M1 y la pregunta sobre el numero de re
tas por p1 y p2 se
onvierte en la 
antidad de puntos en L1 ∩ L2 ⊂ M1 = P2. Enton
es, si la interse

iónes �nita, por el Teorema de Bézout, tenemos 1 = degL1 · degL2 = #(L1 ∩ L2). Es 
laroque la interse

ión es in�nita úni
amente 
uando L1 = L2, vale de
ir, 
uando p1 = p2. Deeste modo re
uperamos el resultado obvio: hay una úni
a re
ta que pasa por dos puntos,salvo que los dos puntos 
oin
idan, en 
uyo 
aso hay in�nitas re
tas.Lo importante del razonamiento anterior es que identi�
amos el espa
io de las posibles
on�gura
iones (las posibles re
tas, P2) y las 
ondi
iones adi
ionales 
omo 
ondi
ionesgeométri
as sobre el espa
io de 
on�gura
iones.Veamos un problema del mismo estilo del anterior:Ejemplo 2.7. ¾
uántas 
óni
as pasan por 5 puntos generales p1, . . . , p5 ∈ P2?El primer paso es en
ontrar el espa
io de las 
óni
as. Una 
óni
a está dada por unpolinomio homogéneo de grado 2 en z0, z1 y z2, es de
ir, es de la forma:

a0z
2
0 + a1z0z1 + a2z0z2 + a3z

2
1 + a4z1z2 + a5z

2
2.Por tanto una 
óni
a queda determinada por una ve
tor (a0, . . . , a5) ∈ C6 − {0} y alidenti�
ar e
ua
iones de una misma 
óni
a se obtiene que

M2 := {
óni
as en P2} ≃
(C6 − {0}

)
/C∗ ≃ P5.Igual que en el 
aso anterior, la 
ondi
ión de que una 
óni
a pase por el punto pj determinauna 
ondi
ión lineal en M2 y, por tanto, el número de 
óni
as que pasa por los 5 puntos



6 JAVIER FERNANDEZes #(L1 ∩ · · · ∩ L5) = deg(L1) · · ·deg(L5) = 1, siempre que esta interse

ión sea �nita,
osa que o
urre si los 5 puntos son genéri
os. Notar que el he
ho de que sean 5 puntosresulta 
ríti
o.Antes de 
ontinuar, es importante ha
er una distin
ión: las 
óni
as son, en prin
ipio,de 2 tipos distintos:�suaves�: intuitivamente elipses, hipérbolas y parábolas, en el 
aso real, y�singulares�: par de re
tas o re
ta doble.Para el problema que vamos a tratar a 
ontinua
ión es ne
esario entender que signi�
aque una 
óni
a C sea tangente a una re
ta L. En prin
ipio lo que se quiere es que haya unpunto p en donde el orden de 
onta
to entre C y L sea dos, es de
ir, mp(C ∩ L) = 2. Sinembargo esta no
ión puede no ser lo esperado 
uando se 
onsideran 
óni
as singulares,
omo se muestra en la Figura 2, donde mp(C ∩ L) = 2 y sin embargo no es lo queintuitivamente se entiende por tangen
ia.
L1

L2

2L1

L

L

p

pFigura 2. Interse

ión de la re
ta L 
on 
óni
as singulares. En ambos
asos la multipli
idad de la interse

ión en p es 2.Ejemplo 2.8. ¾
uál es el número de 
óni
as suaves que pasan por 4 puntos generales yque son tangentes a una re
ta L?Hay que desta
ar que el espa
io de 
óni
as suaves no es 
ompa
to y, por tanto, elproblema es mas 
omplejo. Una manera de solu
ionar este problema es 
ompa
ti�
areste espa
io (es de
ir, in
luirlo 
omo un sub
onjunto denso de otro espa
io 
ompa
to) ypreo
uparse despues por las posibles solu
iones extrañas. Una 
ompa
ti�
a
ión obvia esel 
onjunto de todas las 
óni
as, es de
ir P5.Podemos suponer que las 
oordenadas se eligen de modo que L sea la re
ta z2 = 0en P2. En este 
aso, un punto (z0 : z1 : z2) en la interse

ión de L y la 
óni
a (a0 :
· · · : a5) satisfa
e a0z

2
0 + a1z0z1 + a3z

2
1 = 0. Ahora bien, para que la multipli
idad de lainterse

ión sea 2, es ne
esario que a2
1 − 4a0a3 = 0, lo 
ual de�ne una 
uádri
a Q ⊂ P5.Finalmente, si Lj es la re
ta de�nida por la 
ondi
ión de pasar por pj, Bézout di
e que

#(L1 ∩ · · · ∩ L4 ∩ Q) = 2, es de
ir que 2 
óni
as satisfa
en las 
ondi
iones. Se puede verque para puntos en posi
ión general las 2 
óni
as esperadas son suaves.Siguiendo 
on el mismo razonamiento anterior se esperaría que el número de 
óni
asque pasan por j puntos (j = 0, . . . , 5) y que son tangentes a 5 − j re
tas sea 25−j . Sinembargo, esto no es 
ierto. Veamos el 
aso j = 2, es de
ir, busquemos las 
óni
as suavesque pasan por p1 y p2 y son tangentes a L1, L2 y L3, todos generales. Sea L la re
taque pasa por p1 y p2, y 
onsideremos la 
óni
a C = 2L (la re
ta L �doble�). Resulta serque mC(H1 ·H2 ·Q1 ·Q2 ·Q3) = 4, donde Hj ⊂ P5 está determinada por la 
ondi
ión de
ontener al punto pj y Qj por la de ser tangente a la re
ta Lj. Veamos esto intuitivamente.
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onjunto de todas las líneas dobles es el 
onjunto V , de�nido 
omo la imagen de laapli
a
ión
v : P2 → P5 dada por v(a0 : a1 : a2) := (a2

0 : 2a0a1 : 2a0a2 : a2
1 : 2a1a2 : a2

2)y resulta ser isomorfo a P2. Por otro lado, V ⊂ Q1 ∩Q2 ∩Q3 ya que la interse

ión entre
ualquier re
ta doble y una de las Lj es siempre un punto 
on multipli
idad 2. Por lotanto, para determinar la multipli
idad mC(H1 · H2 · Q1 · Q2 · Q3) hay que 
al
ular lainterse

ión de H1 y H2 en V . Para esto notemos que la 
ondi
ión de que pj esté en unare
ta dada es una 
ondi
ión lineal en (a0 : a1 : a2), pero resulta 
uadráti
a en V . Porlo tanto estamos interse
ando dos 
ondi
iones 
uadráti
as en P2 (dos 
óni
as) y esto da
4. Por otro lado, la interse

ión 
laramente tiene un úni
o punto (L), que resulta tenermultipli
idad 4. Esto muestra que la 
óni
a singular 2L 
ontribuye 
on 4 al total de las
óni
as que pasan por p1 y p2 y son tangentes a las re
tas L1, L2 y L3. El 
ál
ulo originalusando Bézout daba 8 
óni
as, 
on lo que restan 4 
óni
as que se puede ver que realmenteson suaves y son las 
óni
as bus
adas ini
ialmente.Los 
asos j = 1 y j = 0 son más 
omplejos ya que hay una 
antidad in�nita de re
tasdobles en 
ada 
aso.Estos �defe
tos�, las 
ontribu
iones de 
on�gura
iones no deseadas, ya sean �nitas, 
omoen el 
aso j = 2, o in�nitas, 
omo en j < 2, son denominadas ex
eso de interse

ión yo
urre naturalmente en mu
hos problemas enumerativos. Se usan dos enfoques para tratarel ex
eso: una alternativa es desarrollar un método de 
ál
ulo efe
tivo para el ex
eso; laotra es 
ambiar de 
ompa
ti�
a
ión para trabajar en una que esté libre de ex
eso (ésteha sido el enfoque más usado 
lási
amente).2.2. Curvas ra
ionales. Para 
ontinuar 
on el estudio de problemas enumerativos es
onveniente introdu
ir la no
ión de 
urva ra
ional. Té
ni
amente, una variedad ra
ionalde dimensión n es una variedad algebrai
a bira
ional a Pn. Una 
urva ra
ional es unavariedad ra
ional de dimensión 1. Demos, sin embargo, una de�ni
ión operativa máselemental.De�ni
ión 2.9. Una 
urva ra
ional en Pn es la imagen de un mor�smo f : P1 → Pndado por f = (f0, · · · , fn), 
on los fj ∈ C[z0, z1] homogéneos de igual grado y sin fa
tores
omunes. Una 
urva ra
ional parametrizada es un tal mor�smo f .Ejemplo 2.10. f(z0, z1) = (z2

0, z
2
1 , 0, 0, 0) de�ne una 
urva ra
ional parametrizada en P4.Si f = (f0, . . . , fn) es una 
urva ra
ional parametrizada 
on deg(fj) = d y g0, g1 ∈C[z0, z1] son homogéneos de grado k, enton
es, f ◦ (g0, g1) es otra parametriza
ión de lamisma 
urva ra
ional, dada por polinomios de grado dk. Esto muestra que la no
ión obviade grado de una 
urva ra
ional 
omo el grado de los polinomios en una parametriza
iónno es 
orre
ta. Se de�ne el grado de una 
urva ra
ional 
omo el menor grado de todas lasposibles parametriza
iones de las 
urvas.Nota 2.11. Una 
urva ra
ional de grado 1 es una re
ta y una de grado 2 es una 
uádri
a.De�ni
ión 2.12. Una quínti
a en P4 es una hipersuper�
ie genéri
a V ⊂ P4 de grado 5,es de
ir que queda determinada por un polinomio homogéneo de grado 5.Nota 2.13. Se puede ver que toda hipersuper�
ie suave de grado n+ 1 en Pn es Calabi-Yau (de�ni
ión en la Se

ión 4.3). En parti
ular, toda quínti
a suave es Calabi-Yau.Más adelante estaremos interesados en el espa
io de todas las quínti
as o, más espe-
í�
amente, en las posibles deforma
iones de una quínti
a dada. Como prá
ti
a en esadire

ión veamos �
uantas quínti
as� hay. Es fá
il ver que los polinomios homogéneos de



8 JAVIER FERNANDEZgrado d en k variables forman un espa
io ve
torial de dimensión (
d+k−1
k−1

) y, por tanto, para
d = 5 y k = 5 se tiene un espa
io de dimensión 126. Sin embargo, esto no tiene en 
uentalas posibles reparametriza
iones: si se 
onsidera la a

ión de GLk (o sea la 
omposi
iónde los polinomios 
on k polinomios lineales independientes en k variables) la dimensióndel espa
io resultante es (

d+k−1
k−1

)
−k2. En parti
ular, para las quínti
as se tiene un espa
iode 126− 25 = 101 parámetros. Esta dedu

ión no es 
ompletamente formal, sin embargoel resultado es 
orre
to.Ahora pasamos a 
onsiderar una pregunta esen
ial para todo lo que sigue: ¾
uántas
urvas ra
ionales de grado d hay en una quínti
a V en P4?Hagamos una primera estima
ión para ver si la pregunta tiene sentido. V está determi-nada por un polinomio homogéneo de grado 5, F ∈ C[z0, . . . z4] y una 
urva ra
ional degrado d lo está por una parametriza
ión f = (f0, . . . , f4) 
on fj ∈ C[z0, z1] homogéneosde grado d. Ahora bien, 
ada fj involu
ra d+ 1 
oe�
ientes, es de
ir que hay una familia

5(d+1)-dimensional de 
urvas ra
ionales parametrizadas de grado d. La 
ondi
ión de queuna 
urva esté 
ontenida en V es que F ◦f = 0, lo 
ual expresa una e
ua
ión en las varia-bles z0, z1 que debe anularse idénti
amente. Esto quiere de
ir que los 
oe�
ientes de estepolinomio de grado 5d deben anularse. Estos 5d+ 1 
oe�
ientes son, a su vez, polinomiosen los 
oe�
ientes de las fj. Todo junto, los 5(d+1) 
oe�
ientes de las fj deben satisfa
er
5d + 1 
ondi
iones, lo 
ual ha
e esperar (si F es su�
ientemente genéri
o) un espa
io de
5(d+ 1)− (5d+ 1) = 4 parámetros libres en la determina
ión de las 
urvas ra
ionales degrado d. Sin embargo, hasta aquí hemos 
onsiderado una 
urva f parametrizada y, portanto, aún debemos tomar en 
uenta las posibles reparametriza
iones. Como ya vimosantes, las reparametriza
iones están dadas por los posibles pares de polinomios lineales en
2 variables, que forman un espa
io de dimensión 4. Finalmente vemos que no se esperanparámetros 
ontinuos libres en el espa
io de las 
urvas ra
ionales de grado d en V y, porlo tanto, tiene sentido preguntar por 
uantas hay. Este argumento motivó la siguiente
onjetura al 
omienzo de los '80 [4℄.Conjetura 2.14 (H. Clemens). Hay �nitas 
urvas ra
ionales de grado d en una quínti
a.Más aún, todas ellas son rígidas.Está 
laro que el argumento heurísti
o presentado para motivar la 
onjetura de Clemenstiene mu
hos problemas para 
onvertirse en una demostra
ión. Entre otras 
osas, hay quenotar que 
omo las 
urvas ra
ionales parametrizadas no deben tener fa
tores 
omunes, hayque 
ompa
ti�
ar el espa
io de posibles 
urvas y esto da origen a ex
eso de interse

ión.Hasta este momento la 
onjetura de Clemens está probada para d ≤ 9. Algunos resul-tados se muestran en el Cuadro 1, donde nd es el número de 
urvas de grado d.

d nd referen
ia
1 2875 
lási
o, siglo XIX
2 609250 [12℄, 1985
3 317206375 [7℄, 1991Cuadro 1. Algunos números de 
urvas ra
ionales¾Cómo se 
al
ularon estos números? En general, el espa
io de las 
urvas ra
ionalesde grado d no es 
ompa
to. Sin embargo, para d = 1 si lo es, y para d = 2, 3 admiteuna 
ompa
ti�
a
ión suave explí
ita. Para d > 3 no se sabe 
ontinuar 
on las mismasherramientas. Cabe a
otar que S. Katz demuestra en [12℄ la 
onjetura de Clemens para

d ≤ 7, pero sólo puede 
al
ular n2. Es 
on mu
ho esfuerzo que G. Ellingsrud y S. Strømme
al
ulan n3 en [7℄.



SIMETRÍA ESPEJO EN MATEMÁTICA 92.3. Apli
a
iones estables. Motivadas por ideas de la físi
a, las apli
a
iones esta-bles (stable maps, en inglés) proveen una manera de 
ompa
ti�
ar los distintos espa
iosde 
urvas ra
ionales de manera �manejable�. A 
ontinua
ión daremos una de�ni
ión ad-ho
 de apli
a
ión estable, que puede ser mejorada y extendida usando herramientas másso�sti
adas.De�ni
ión 2.15. Un árbol de P1s es una 
urva 
uyas 
omponentes son P1s 
on, a losumo, puntos dobles 
omo singularidades y 
on género aritméti
o 0. En otras palabras, esuna unión de �nitas 
urvas isomorfas a P1, 
uyas interse

iones son �nitas y sin ningúnlazo 
errado. La Figura 3 ejempli�
a esta situa
ión.
Figura 3. Árbol de P1s: la �gura de la izquierda es un árbol 
on 7 
ompo-nentes, mientras que la de la dere
ha no lo es por 
ontener lazos no triviales.Las re
tas representan los distintos P1De�ni
ión 2.16. Sea C = ∪kj=1Cj un árbol de P1s. Un mor�smo de árbol es una apli
a-
ión f : C → Pn tal que f ◦ ψ−1

j : P1 → Pn (ψj : Cj → P1 una parametriza
ión) es una
urva ra
ional o es 
onstante. El grado de f es
deg(f) :=

k∑

j=1

deg(f ◦ ψ−1
j ).Ejemplo 2.17. Una 
urva ra
ional parametrizada f : P1 → Pn de grado d es un mor�smodel árbol P1, de grado d.Ejemplo 2.18. f(z0, z1) := (z2

0, z
2
1 , 0) es un mor�smo de grado 2 del árbol P1 en P2. Estemor�smo es un revestimiento doble de P1, su imagen, 
on puntos de rami�
a
ión (1 : 0 : 0)y (0 : 1 : 0).La idea es que el 
onjunto de mor�smos de árboles debiera servir de 
ompa
ti�
a
iónde las 
urvas ra
ionales. Sin embargo, es un 
onjunto demasiado grande y 
on patologíastopológi
as. La solu
ión es quedarse sólo 
on algunos mor�smos.De�ni
ión 2.19. Un mor�smo de árbol f : C → Pn es estable si toda vez que f |Cj

es
onstante, enton
es Cj tiene, al menos, 3 puntos dobles (nodos).De�ni
ión 2.20. Dados dos mor�smos estables de árboles f : C → Pn y f ′ : C ′ → Pn,un mor�smo f → f ′ es una apli
a
ión g : C → C ′ tal que el diagrama
C

f
//

g

��

Pn
C ′

f ′

==
|

|
|

|
|

|
|

|
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onmuta y que ψj ◦ g ◦ ψ−1
k : P1 → P1 es una 
urva ra
ional parametrizada 
uando

g(Ck) ⊂ C ′
j . Un isomor�smo es lo obvio.Ejemplo 2.21. Si g0 y g1 son dos polinomios lineales homogéneos, enton
es (g0, g1) de�neun isomor�smo de 
ualquier mor�smo de árbol f : P1 → Pn.De�ni
ión 2.22. El espa
io de moduli de apli
a
iones estables de grado d y género 0 aPn,M0,0(Pn, d), es el 
onjunto de todas las 
lases de isomor�smo de apli
a
iones establesde grado d. En lo que sigue vamos a abreviarM0,0(Pn, d) 
on M(Pn, d).Nota 2.23. Debido a los Ejemplos 2.17 y 2.21 las 
urvas ra
ionales de grado d están
ontenidas en M(Pn, d).2.4. El programa de la geometría enumerativa. Este es un buen momento que elle
tor repase algunas no
iones de topología algebrai
a. Un mínimo re
orrido de algunasideas relevantes apare
e en el Apéndi
e 4.2.Presentamos a 
ontinua
ión una serie de pasos (�programa�) para analizar problemasde geometría enumerativa. Por supuesto, esto debe ser tomado a nivel �losó�
o.1. Hallar un espa
io M que 
ompa
ti�que el espa
io M de todas las 
on�gura
ionesgeométri
as bajo estudio. Por ejemplo, las 
óni
as o las 
urvas ra
ionales de grado

d.2. Hallar k := dimM subvariedades de M , Z1, . . . , Zk que parametri
en las 
ondi
io-nes impuestas a las 
on�gura
iones geométri
as. Por ejemplo, que pasen por unpunto, o que estén 
ontenidas en una 
ierta subvariedad.3. Cal
ular H∗(M,Z) y [Z1], . . . , [Zk] ∈ H∗(M,Z).4. Hallar el �número de solu
iones� mediante la evalua
ión de ∫
M

[Z1] · · · [Zk] ∈ Z,eventualmente tomando en 
uenta el ex
eso de interse

ión.2.5. Ex
eso de interse

ión. Ahora volvemos sobre el ex
eso de interse

ión paraentender el aporte 
ombinatorio de una familia 
on in�nitas 
on�gura
iones. Comen
emostratando de apli
ar el Teorema de Bézout a I := C1 ∩ C2 
on C1 := Z(z0z1) y C2 :=
Z(z0z2) en P2. En prin
ipio, la dimensión esperada para I es 0 ya que se interse
an doshipersuper�
ies en un espa
io de dimensión 2. Sin embargo, I = {(1 : 0 : 0)}∪{(z0 = 0)},vale de
ir, I tiene una 
omponente W isomorfa a P1. Por otro lado, si 
al
ulamos∫P2

[C1] · [C2] =

∫P2

2[H] · 2[H] = 4

∫P2

[H]2 = 4.¾Cuál es el signi�
ado de este resultado? Por supuesto, esperamos que 1 de esas 4 unidadessea (1 : 0 : 0), 
ontado 
on multipli
idad 1. Por ende, W tiene que dar 
uenta de las otras
3 unidades. Para entender este 
omportamiento apli
aremos una té
ni
a muy 
omún:deformemos C1 y C2 a ver que o
urre ya que, de algún modo, I 
orresponde a unasitua
ión degenerada.De�nimos
Qj(t) := z0zj + tPj(z0, z1, z2) ∈ C(t)[z0, z1, z2], 
on Pj(1, 0, 0) = 0 para j = 1, 2,donde Pj ∈ C[z0, z1, z2] son polinomios homogéneos (genéri
os) de grado 2. Enton
esmiramos Cj(t) := Z(Qj(t)) e I(t) := C1(t)∩C2(t). Claramente, I(0) = I, mientras que si

t 6= 0 y los Pj son genéri
os, I(t) 
onsiste de (1 : 0 : 0) y tres puntos adi
ionales. A medidaque t→ 0, los 3 puntos adi
ionales se mueven ha
ia (z0 = 0). Distintas ele

iones de los
Pj llevan a distintas ternas de puntos, pero en todos los 
asos se obtienen tres puntos que,en el límite, viven en la 
omponente W de I. Esto expli
a el número 3 aso
iado a W .Hay un método de 
ál
ulo moderno que permite hallar este ex
eso de una manera másdire
ta, también basado en la idea de deforma
iones. No veremos 
omo apare
e sino que



SIMETRÍA ESPEJO EN MATEMÁTICA 11daremos el resultado. Si E → Pn es un �brado 
omplejo de rango n y s es una se

ión de
E se 
onsidera I := Z(s). Notar que la dimensión esperada de I es 0 ya que, lo
almente,
s es una n-upla de fun
iones e I es la interse

ión de los 
eros de 
ada una de ellas, enun abierto de Pn. Si W es una 
omponente de I de dimensión r, enton
es W aporta alex
eso de interse

ión ∫

W

c(E|W/NW/Pn), (2.1)
on NW/Pn := TPn|W/TW , el �brado normal de W en Pn. Notar que en (2.1) solo crpuede 
ontribuir a la integral por 
uestiones de dimensión.Ejemplo 2.24. Veamos 
omo se usa la té
ni
a des
ripta en el 
aso del ejemplo del 
omien-zo de esta Se

ión. Para 
omenzar, notemos que z0z1 y z0z2, siendo polinomios homogéneosde grado dos, son se

iones del �brado OP2(2), de modo que, juntas, de�nen una se

ión sdel �brado E := OP2(2)⊕OP2(2). Ahora tomemosW := (z0 = 0), la 
omponente isomorfaa P1 de I.Cal
ulemos algunas 
lases de Chern. Si i : P1 ≃W → P2 es la in
lusión,
c(NW/P2) =

c(TP2|W )

c(TW )
=
i∗(c(TP2))

c(TP1)
=
i∗(1 +H2)

3

(1 +H)2
=

(1 +H)3

(1 +H)2
= 1 +H ∈ H∗(P1,Z)donde hemos denotado por H2 a la se

ión hiperplana de P2 y por H la de P1.Por otro lado,

c(E|W ) = i∗c(E) = i∗c(OP2(2)⊕OP2(2)) = i∗c(OP2(2))2 = i∗(1 + 2H2)
2

= (1 + 2H)2 = 1 + 4H ∈ H∗(P1,Z).Finalmente, la 
ontribu
ión de W es
∫

W

c(E|W/NW/P2) =

∫

W

c(E|W )

c(NW/P2)
=

∫P1

1 + 4H

1 +H
=

∫P1

(1 + 4H)(1−H)

=

∫P1

(1 + 3H) =

∫P1

3H = 3.2.6. Curvas ra
ionales en la quínti
a. Intentaremos apli
ar el programa des
riptoen la Se

ión 2.4 a este problema enumerativo. Para ello, 
omenzamos por 
ompa
ti�
arel espa
io de 
urvas ra
ionales de grado d 
on el moduli de apli
a
iones establesM(P4, d).Luego representaremos la 
ondi
ión de que una apli
a
ión estable esté en la quínti
a Vmediante un sub
onjunto Z ⊂ M(P4, d). Este 
onjunto lo determinaremos mediante un�brado ve
torial E de rango r := dimM(P4, d) = 5d+ 1, 
on una se

ión s de modo que
Z := Z(s) y, por lo tanto, [Z] = cr(E) (ver Se

ión 2.2).En este 
aso, tenemos que el número de 
urvas ra
ionales de grado d en la quínti
a,quizás in
luyendo ex
eso de interse

ión, es

Nd :=

∫

M(P4,d)

[Z] =

∫

M(P4,d)

cr(E). (2.2)Completamos la des
rip
ión dando E y s. De�niremos E �bra a �bra. Si f ∈M(P4, d),enton
es tomamos
Ef := H0(f ∗OP4(5)).Notamos que, si f es una 
urva ra
ional de grado d,
f ∗OP4(5) = OP1(5d)y por lo tanto

dimH0(f ∗OP4(5)) = dimH0(OP1(5d)) = 5d+ 1
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omo se bus
aba.Finalmente, se de�ne la se

ión s por
s(f) := F ◦ f ∈ H0(f ∗OP4(5)),dónde F es un polinomio que de�ne a V . Enton
es vale que

f ∈ Z(s)⇔ s(f) = 0⇔ Im(f) ⊂ (F = 0) = V.Lamentablemente todo lo expresado más arriba es una idea de un 
amino a seguir peroque tiene mu
hos in
onvenientes. Entre otrosEl espa
io M(P4, d) no es una variedad suave sino un orbifold (vale de
ir, unespa
io que, lo
almente, es una variedad suave, 
o
ientada por la a

ión de ungrupo �nito) 
on grupos lo
ales Aut(f).Del mismo modo, E es un �brado de orbifold.
[Z(s)] ⊂ H∗(M(P4, d),Q). Esto es así ya que 
uando se trabaja 
on orbifolds,usualmente se introdu
en regulariza
iones lo
ales (dónde los 
oe�
ientes son en-teros), pero hay 
osas repetidas a nivel del orbifold, lo que fuerza a dividir porla 
antidad de repeti
iones para 
ompensar, y esto lleva a tener que 
onsideraropera
iones sobre Q en vez de Z.Hay ex
eso de interse

ión: si L ⊂ V es una re
ta (hay 2875 de ellas) el espa
iode revestimientos de grado d de L tiene dimensión positiva si d > 1. Estos re-vestimientos están en Z(s) y, por tanto, Z(s) tiene dimensión positiva y hay que
al
ular su 
ontribu
ión.A pesar de estos (y otros) in
onvenientes, este programa se puede llevar a 
abo. Estoimpli
ó que:Se adaptaron las teorías dis
utidas al 
ontexto de orbifolds. Bási
amente, en 
oho-mología sobre Q, un orbifold se 
omporta 
omo una variedad suave.Se 
al
uló el ex
eso de interse

ión de los revestimientos de grado k de las 
urvasra
ionales suaves (rígidas) de grado d

k
y resultó ser 1

k3 .Por tanto, si la Conjetura de Clemens fuese válida, los números de 
urvas ra
ionales degrado k en V estarían bien de�nidos y valdría
Nd =

∑

k|d

1

k3
n d

k
=

1

d3

∑

m|d

m3nm. (2.3)Sin embargo, 
omo no se 
ono
e la validez de la Conjetura para d > 9, se pro
ede al revésy se toma (2.2) 
omo una de�ni
ión de 
iertos números que, a su vez, mediante (2.3), sonusados para de�nir los números nd, los llamados números de instantones. De este modo,los números nd quedan (razonablemente) bien de�nidos, pero deja de ser 
laro 
ual es susigni�
ado enumerativo.Una manera de 
odi�
ar todos los números Nd es usando la fun
ión generatriz :
F0(q) := 5 +

∞∑

j=1

d3Ndq
d. (2.4)La relevan
ia de (2.4) es que usando la �simetría espejo� se propuso una fórmula efe
tivapara F0(q) que permite el 
ál
ulo de los Nd y, por tanto, de los nk.En 1996 A. Givental [8℄ e, independientemente, B. Lian, K. Liu y S.-T. Yau [17℄ de-muestran resultados más generales que impli
an la validez de la fórmula men
ionada.Nota 2.25. Es importante notar que, aún si se demostrase la Conjetura de Clemens, noes automáti
o que los números de instantones realmente sean las 
antidades de 
urvasra
ionales 
orrespondientes. Esto es así debido a que el 
ál
ulo del ex
eso 1

k3 es 
orre
to
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aso de revestimientos de 
urvas suaves. Sin embargo, hay 
urvas ra
ionales degrado 5 en V que tienen puntos dobles, y este es el menor grado para el que esto o
urre.Esto lleva a que en el 
ál
ulo de las 
urvas de grado 10 haya que 
onsiderar las 
ontribu-
iones de los revestimientos dobles de las 
urvas singulares de grado 5, 
omo hizo notarR. Pandharipande, que no es 1
23 . 3. Simetría espejoEn esta Se

ión veremos 
omo las ideas propuestas por la físi
a pueden ser usadas parasugerir el número de 
urvas ra
ionales de 
ualquier grado 
ontenidas en una quínti
a. Paramás detalles, 
onsultar los dos primeros 
apítulos de [6℄.3.1. �Físi
a�. En las teorías físi
as llamadas de super
uerdas se estudian �espa
ios�

X en los 
uales se desplazan las �
uerdas� (objetos unidimensionales, a diferen
ia de los�puntos� de las teorías 
lási
as) o �branas� (objetos de dimensión mayor). Una visión sim-pli�
ada es pensar que X = M1,3×Y , dondeM1,3 es el espa
io-tiempo de Minkowski usuale Y es una variedad �pequeña� y que, por lo tanto, no es per
ibida en la vida �
otidiana�.A
tualmente el interés está en variedades 
on dimRX = 10, 
on lo que dimR Y = 6. Másaún, las 
ondi
iones físi
as de interés indi
an que Y es
ompa
ta y
on una métri
a 
on holonomía (
ontenida en) SU(3).De aquí que Y es una variedad Kähler y 
on una 3-forma holomorfa nun
a nula, o seaque es Calabi-Yau, pues su �brado 
anóni
o (Λ3T ∗Y ) es trivial. Ver Se

ión 4.3.Dada una 
ierta geometría (variedad, métri
a, et
.) se 
onstruye una teoría físi
a. La�teoría físi
a� no es úni
a (por ejemplo, 
uerdas de tipo I, tipos IIA y IIB, heteróti
a)y a partir de estas teorías es posible re
uperar alguna informa
ión sobre la geometríasubya
ente. En mu
hos 
asos este paso no es biunívo
o y distintas geometrías produ
enuna misma teoría físi
a o teorías físi
as equivalentes.En parti
ular, existe una identi�
a
ión 
ono
ida 
omo dualidad T que ha
e que 
iertospares de 
on�gura
iones tengan teorías equivalentes. Un ejemplo de esto identi�
a lateoría IIA en un toro 
on radios (r1, . . . , rk, . . . , rd) 
on la teoría IIB en un toro de radios
( 1
r1
, . . . , 1

rk
, rk+1, . . . rd) si k es impar (y las teorías IIA entre sí si k es par).En general, dos variedades formen un par espejo si ambas dan origen a teorías equi-valentes. Esto es un he
ho físi
o antes que matemáti
o. Los datos geométri
os son, eneste sentido, una primera aproxima
ión al espa
io de �parámetros físi
os�, que no son bienentendidos aún.En el 
aso de interés de la simetría espejo el espa
io de parámetros es, aproximadamente,el 
onjunto de los pares (V, ω) donde V es una variedad Calabi-Yau 
on dimC V = 3 y

ω = B+iJ una 
lase de Kähler 
omplexi�
ada, es de
ir que B ∈ H2(V,R) y J es una 
lasede Kähler en el sentido usual. Intuitivamente el espa
io de parámetros está foliado por
V = 
onstante (
on 
lase de Kähler variable) y ω = 
onstante (
on estru
tura 
omplejavariable).En este 
ontexto, se 
onstruyen dos teorías físi
as llamadas modelos A y B. Para 
a-da (V, ω) los espa
ios Hq(V,ΛpTV ) y Hq(V,Ωp

V ) 
orresponden a autoespa
ios de 
iertosoperadores de la teoría físi
a.La ambigüedad en el paso de la geometría a la físi
a lleva a bus
ar pares (V, ω) y
(V 0, ω0) que 
orrespondan a teorías físi
as equivalentes. De este modo, las magnitudes
al
ulables por las teorías físi
as 
orrespondientes han de ser iguales y esto permite rela-
ionar informa
ión de (V, ω) 
on la de (V 0, ω0). En el 
aso de la simetría espejo hay unsigno de diferen
ia en la de�ni
ión de los operadores físi
os men
ionados en el párrafo



14 JAVIER FERNANDEZanterior, lo que lleva a que el modelo A en (V, ω) se 
orresponda 
on el modelo B en
(V 0, ω0). En términos de los autoespa
ios men
ionados:

Hq(V,ΛpTV )←→ Hq(V 0,Ωp
V 0)

Hq(V,Ωp
V )←→ Hq(V 0,ΛpTV 0)

(3.1)o, dado que las variedades son Calabi-Yau, eligiendo una 3-forma holomorfa no nula setiene el isomor�smo TV ≃ Ω3−1
V y por lo tanto:
Hq(V,Ω3−p

V )←→ Hq(V 0,Ωp
V 0)

Hq(V,Ωp
V )←→ Hq(V 0,Ω3−pTV 0)

(3.2)Las dimensiones de los grupos de 
ohomología de V usualmente se muestran en eldiamante de Hodge:
h3,3

h3,2 h2,3

h3,1 h2,2 h1,3

h3,0 h2,1 h1,2 h0,3

h2,0 h1,1 h0,2

h1,0 h0,1

h0,0

(3.3)
donde hp,q := dimC(Hq(V,Ωp

V )) son los números de Hodge de V .En parti
ular, para una variedad V 
on grupo de holonomía (exa
tamente) SU(3) ytomando en 
uenta las simetrías generales del diamante de Hodge se tiene un diamantede la forma:
1

0 0

0 h1,1
V 0

1 h2,1
V h2,1

V 1

0 h1,1
V 0

0 0

1

(3.4)
y, en prin
ipio, uno similar para la variedad espejo V 0. Sin embargo, si tenemos en 
uentalas 
orresponden
ia (3.2), vemos que

h1,1
V = h2,1

V 0 y h2,1
V = h1,1

V 0, (3.5)
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on lo que el diamante de V 0 se 
onvierte en
1

0 0

0 h2,1
V 0

1 h1,1
V h1,1

V 1

0 h2,1
V 0

0 0

1

(3.6)
Con
luimos que los diamantes de Hodge de V y V 0 se 
orresponden entre sí a través deuna re�exión en un espejo 
ruzado a 45 grados. Este es, de he
ho, el origen del nombre�simetría espejo�.Esta 
orresponden
ia de los números de Hodge de los pares espejo fue la primera predi
-
ión matemáti
amente veri�
able de los argumentos físi
os. Rápidamente se 
ompilaronlistas de variedades Calabi-Yau de dimensión 3 (por ejemplo se estudiaron todas las hiper-super�
ies en espa
ios proye
tivos ponderados) y se bus
aron pares de variedades dondevaliese (3.5). Sorprendentemente se halló una buena 
antidad de pares 
on esta propiedad,aunque no todas las variedades de la lista en
ontraron su �par� [16℄.Ahora bien, la simetría espejo indi
a que, además, los espa
ios de parámetros alrededorde (V, ω) y (V 0, ω0) debieran ser isomorfos aunque, debido al 
ambio de signo men
ionadoantes, los roles de las folia
iones V = 
onstante y ω = 
onstante quedan inter
ambiados.En otras palabras, manteniendo V y ω0 �jos, las varia
iones en ω debieran 
orrespon-derse 
on las varia
iones en V 0. Esta rela
ión entre el moduli de estru
turas de Kähler
omplexi�
adas (ω) de V y el moduli de estru
turas 
omplejas (V 0) 
ompatibles 
on ω0resultó totalmente inesperada y sorprendente. En términos 
ohomológi
os, se trata de unisomor�smo (lo
al, alrededor de 
iertos puntos 
on �degenera
ión máxima�)

MK(V )
≃apli
a
iónespejo // MC(V 0) , (3.7)dondeMK(V ) denota al moduli de estru
turas Kähler (
omplexi�
adas) sobre V yMC(V 0)al moduli de estru
turas 
omplejas sobre V 0. Tomando diferen
iales, la apli
a
ión espejoda un isomor�smo entre los respe
tivos espa
ios tangentes:

H1(V,Ω1
V )

≃diferen
ialapli
a
iónespejo // H1(V 0,Ω2
V 0) .Por otro lado, la teoría físi
a �de�ne� 
iertas fun
iones llamadas fun
iones de tres puntospara 
ada juego de parámetros (V, ω). Si (V, ω) y (V 0, ω0) son un par espejo, la fun
iónde tres puntos del modelo A de (V, ω) debiera 
oin
idir 
on la del modelo B de (V 0, ω0)(y vi
eversa). Esta igualdad permite rela
ionar informa
ión sobre (V, ω) y (V 0, ω0) y es la
lave para el 
ál
ulo de los números de 
urvas ra
ionales en la quínti
a que men
ionamosen la Se

ión 2.6. Del 
ál
ulo de 
iertas integrales fun
ionales se obtienen las siguientesexpresiones para las fun
iones de tres puntos de los modelos A y B 
on parámetros (V, ω).



16 JAVIER FERNANDEZModelo A, 
on ω1, ω2, ω3 ∈ H1(V,Ω1
V ):

〈ω1, ω2, ω3〉 =

∫

V

ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 +
∑

β∈H2(V,Z)−{0}

nβ

∫

β

ω1

∫

β

ω2

∫

β

ω3
e2πi

R

β
ω

1− e2πi
R

β
ω

(3.8)donde los nβ son 
iertos �número de instantones� que, en prin
ipio, debieran 
oin-
idir 
on números de 
urvas ra
ionales en V .Modelo B, 
on θ1, θ2, θ3 ∈ H1(V,Ω2
V ):

〈θ1, θ2, θ3〉 =

∫

V

Ω ∧ (∇θ1∇θ2∇θ3Ω) (3.9)donde Ω es una 3-forma holomorfa no nula en V (
onvenientemente normalizada)y ∇ es una 
ierta 
onexión (la 
onexión de Gauss-Manin), 
anóni
amente de�nidasobre el espa
io de estru
turas 
omplejas de V .Enton
es, usando la apli
a
ión espejo para identi�
ar H1(V,Ω1
V ) 
on H1(V 0,Ω2

V 0) (esde
ir, los ωj en V 
on los θj en V 0), la igualdad de las fun
iones de tres puntos del modelo
A de V 
on la del modelo B de V 0 es

〈ω1, ω2, ω3〉(V,ω) = 〈θ1, θ2, θ3〉(V 0,ω0). (3.10)En resumen, si bien la teoría físi
a no está formulada 
orre
tamente desde el punto devista matemáti
o, es posible ha
er una serie de predi

iones a partir de la misma de modoque estas predi

iones puedan ser probadas o refutadas matemáti
amente. Hemos listadopredi

iones de tres tipos diferentesnuméri
as: las dimensiones de 
iertos grupos de 
ohomología de las variedadesespejo han de 
oin
idir (3.5),isomor�smo (lo
al) de espa
ios: los espa
ios de moduli de variedades espejo hande ser lo
almente isomorfos (3.7) yigualdad de fun
iones: las fun
iones de 3 puntos de los modelos A y B para paresespejo 
oin
iden (3.10).En lo que sigue usaremos estas predi

iones para motivar el 
ál
ulo de 
urvas ra
ionalesen la quínti
a.3.2. El modelo A en la quínti
a. Para el 
aso en que V es la quínti
a, H1(V,Ω1
V )es generado por [H], la 
lase de la se

ión hiperplana y, por lo tanto, el úni
o valor deinterés de la fun
ión de tres puntos en este 
aso es 〈[H], [H], [H]〉. Por otro lado, H2(V,Z)está generado por la 
lase de 
ualquier re
ta L y por lo tanto (3.8) da:

〈[H], [H], [H]〉 =

∫

V

[H]3 +

∞∑

d=1

nd

(∫

dL

[H]

)3
qd

1− qddonde hemos usado la nota
ión q := e2πi
R

L
ω, para la 
lase de Kähler 
omplexi�
ada ω.Además, la suma sobre H2(V,Z) se 
onvirtió en una suma sobre los múltiplos positivosde L ya que los números de instantones se anulan para d < 0. Continuando se tiene

〈[H], [H], [H]〉 = 5 +
∞∑

d=1

ndd
3 qd

1− qd = 5 +
∞∑

d=1

ndd
3

∞∑

k=1

qkd

= 5 +

∞∑

r=1

(
∑

d|r

ndd
3)qr = 5 +

∞∑

r=1

r3Nrq
r = F0(q)

(3.11)donde hemos usado (2.3) para es
ribir Nr en términos de nd y la última igualdad es lade�ni
ión de la fun
ión generatriz F0 en (2.4).
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a. Es 
ono
ido que h1,1
V = 1 (usar el Teorema de la se

iónhiperplana de Lefs
hetz) y, en la Se

ión 2.2 indi
amos que h2,1

V = 101. Por lo tanto, lavariedad espejo de V , V 0, supuesto que exista, debe tener números de Hodge h1,1
V 0 = 101y h2,1

V 0 = 1. Aquí vale la pena observar que, si bien nos referimos a V 0 
omo �la variedadespejo�, desde el punto de vista 
omplejo no esperamos una variedad sino una familia devariedades ya que en este lado del espejo lo que permane
e 
onstante es ω0 y no V 0. Másaún, h2,1
V 0 = 1 indi
a que V 0 es una familia de estru
turas 
omplejas 
on un parámetro.La primera 
onstru

ión de V 0, motivada por la físi
a, se debe a B. Greene y R. Plessery la des
ribimos a 
ontinua
ión.Sea G = {a = (a0, . . . , a4) ∈ Z5

5 :
∑
aj ≡ 0}/Z5, donde el 
o
iente es respe
to del Z5diagonal. Si µ := e2πi/5, G a
túa sobre P4 
omo a · (z0 : . . . : z4) := (µa0z0 : . . . : µa4z4).La existen
ia de puntos �jos para esta a

ión impli
a que P4/G es singular.Se de�nen hipersuper�
ies Xψ := (z5
0 + · · · + z5

4 + ψz0 · · · z4 = 0) ⊂ P4. Como laa

ión de G en P4 preserva las Xψ, las hipersuper�
ies des
ienden a P4/G, donde de�nenhipersuper�
ies Yψ. Las Yψ son singulares y se puede ver que para ψ 6= −5µj (j = 0, . . . , 4)resultan orbifolds.La resolu
ión de las singularidades de Yψ existe y es llamada V 0
ψ . Esta (familia devariedades) es el espejo de la quínti
a.Cabe a
otar que la resolu
ión de singularidades no arroja un úni
o resultado. Sin em-bargo, el 
ál
ulo de los períodos de V 0

ψ (que ne
esitaremos para las fun
iones de trespuntos) es independiente de la resolu
ión elegida y, prá
ti
amente, o
urre al nivel de Xψ.Para ψ 6= 0,∞,−5µj , Xψ resulta suave e Yψ tiene sólo las singularidades adquiridas deP4/G.La 
onstru

ión des
ripta es la 
onstru

ión original. A
tualmente se 
ono
e una 
ons-tru

ión mu
ho más general debida a V. Batyrev que permite 
onstruir el simétri
o deuna variedad (bajo 
iertas 
ondi
iones) usando geometría tóri
a.Aún resta un detalle té
ni
o. ψ no es un buen parámetro en el espa
io de estru
turas
omplejas ya que V 0
ψ es isomorfo a V 0

µψ mediante (z0 : . . . : z4) 7→ (µ−1z0 : . . . : z4)(re
ordar que un auténti
o parámetro en el espa
io de moduli debiera 
orresponder a
lases de isomor�smos de variedades, y por lo tanto no debiera distinguir entre variedadesisomorfas). En 
ambio,
x := ψ−5resulta un parámetro en el espa
io de moduli (el − en el exponente es por 
onvenien
ia).En términos de x, el espa
io de moduli de V 0, denotado por MC(V 0), es singular en

x = −5−5, 0,∞. Veamos que o
urre en estos tres puntos singulares de MC(V 9).
x =∞ (ψ = 0): V 0

∞ es la hipersuper�
ie de Fermat, que es suave en términos de ψ.Sin embargo, al pasar ψ 7→ x apare
en automor�smos no triviales y x = 0 resultaun punto de orbifold en MC.
x = 0 (ψ =∞): es (el 
o
iente de) la unión de 5 hiperplanos que resulta ser �biensingular�.
x = −5−5 (ψ = −5µj): hay un úni
o punto singular en V 0

x , que resulta ser unpunto doble.De la resolu
ión de singularidades sale que V 0
x es suave para todo otro valor de x. Es de
ir,

MC(V 0) = P1 − {0,∞,−5−5}.Examinemos ahora MK(V ), el espa
io de moduli de estru
turas Kähler (
omplexi�
a-das) en V . Una 
lase de Kähler 
omplexi�
ada es una 
lase w ∈ H2(V,C) 
uya parteimaginaria es una 
lase de Kähler en V . El espa
io de todas las 
lases de Kähler 
om-plexi�
adas forma un 
ono real que denotaremos por KC(V ). Para 
onstruir el espa
io



18 JAVIER FERNANDEZde moduli hay que 
onsiderar la a

ión de automor�smos de V . Esto es algo bastante
ompli
ado por lo que se elije trabajar 
on el espa
io de moduli simpli�
ado de�nidopor KC(V )/H2(V,Z), que igualmente llamaremos MK(V ). Siendo V la quínti
a se puedeidenti�
ar H2(V,C) = C · [H], de modo que KC(V ) = {t[H] : t ∈ C 
on Im t > 0}. Parades
ribir MK(V ) notamos que si t es la 
oordenada de KC(V ) (el semiplano superior),
q := e2πit = e2πi

R

L
ω es una 
oordenada en MK(V ), 
on lo que MK(V ) ≃ ∆∗, el dis
o pun-teado. Notar que, 
on estas identi�
a
iones, una 
lase de Kähler (volumen, radio) grande
orresponde a q 
er
ano a 0.Como men
ionamos en la Se

ión 3.1, MK(V ) ≃ MC(V 0), al menos lo
almente 
er
ade algún punto del borde de di
hos espa
ios. El punto de borde en 
uestión tiene que
orresponder a volumen muy grande (enMK(V )) y a máxima degenera
ión (enMC(V 0)).Se puede demostrar que para la quínti
a y su espejo, las úni
as posibilidades son q = 0 y

x = 0 (sin embargo, para otras variedades puede haber múltiples posibilidades).El párrafo anterior indi
aría que una posibilidad para la apli
a
ión espejo (que identi�
a
MK(V ) 
onMC(V 0)) es tomar q = x. Sin embargo esto es in
orre
to ya que ½hay que tomaren 
uenta �
orre

iones 
uánti
as�!3.4. La apli
a
ión espejo. Vimos en la Se

ión 3.3 queMK(V ) tiene una 
oordenadanatural q, indu
ida por H ∈ H2(V,Z), la se

ión hiperplana. Si t re
orre el semiplanosuperior, q := e2πit re
orre el dis
o punteado y es la 
oordenada en MK(V ).¾Cuál es la 
oordenada �natural� a 
onsiderar en MC(V 0) 
er
a de x = 0? Una ideapodría ser tomar una Ωx ∈ H0(V 0

x ,Ω
3
V 0

x
) no nula y 
onsiderar fun
iones x 7→ ∫

γ
Ωx paradistintos 
i
los γ ∈ H3(V

0
x ,Z) (notar que este grupo de homología es topológi
o y, portanto, independiente de x). Esta idea tiene el problema de que la fun
ión puede no estarbien de�nida debido a que al 
onsiderar sus valores alrededor de un lazo no trivial alrededorde x = 0 su valor no sea el mismo que al 
omienzo. Este fenómeno es llamadomonodromía.Sin embargo, por ser x = 0 un punto de degenera
ión máxima, se sabe [18℄ que existen
i
los γ0, γ1 ∈ H3(V

0
x ,Z) 
on la propiedad de que

x 7→
∫

γ0

Ωxes invariante por la monodromía (por tanto de�ne una fun
ión analíti
a aún en x = 0) yde que ∫
γ1

Ωx∫
γ0

Ωx

7→
∫
γ1

Ωx∫
γ0

Ωx

+ 1por la a

ión de la monodromía. Debido a esta última propiedad resulta que
x 7→ e

2πi

R

γ1
Ωx

R

γ0
Ωxes univaluada y provee de una 
oordenada �natural� en un entorno de x = 0 en MC(V 0).Se propone que

q = e
2πi

R

γ1
Ωx

R

γ0
Ωx (3.12)es la apli
a
ión espejo.Ahora bien, formalmente (3.12), da una rela
ión entre q y x. Sin embargo, para poderha
er 
ál
ulos efe
tivos es ne
esario des
ribir más 
on
retamente la dependen
ia de x dellado dere
ho de (3.12). El 
ál
ulo no es dire
to, sino que pasa por estudiar los períodosde Ω a través de una 
ierta e
ua
ión diferen
ial.



SIMETRÍA ESPEJO EN MATEMÁTICA 19Dada una 3-forma holomorfa y no nula Ωx en V 0
x , se de�nen sus períodos 
omo lasintegrales

yj(x) :=

∫

γj

Ωx para j = 0, 1.Para poder de�nir la apli
a
ión espejo es ne
esario �jar una 3-forma holomorfa y nonula Ωx en V 0
x . Para esto se usa la teoría de residuos de P. Gri�ths que, a partir deuna forma meromorfa en el espa
io ambiente P4/G indu
e una forma holomorfa sobrela hipersuper�
ie que es el divisor de la singularidad de la forma original. Esto da, porejemplo:

Ωx := Res(
ψ

z5
0 + · · ·+ z5

4 + ψz0 · · · z4
(

4∑

j=0

(−1)jzjdz0 · · · d̂zj · · · dz4)) (3.13)Estri
tamente hablando, la forma Ω de�nida en (3.13) no está bien de�nida en términosde x sino en ψ (es multivaluada en x). Sin embargo, los períodos que se obtienen resultanser fun
iones de x bien de�nidas, y esto es lo que realmente nos interesa aquí.Se sabe que 
ualquier período y(x) :=
∫
γ
Ωx satisfa
e la e
ua
ión de Pi
ard-Fu
hs, 
uyaforma explí
ita depende de haber tomado (3.13):

0 = (x
d

dx
)4y + f3(x)(x

d

dx
)3y + f2(x)(x

d

dx
)2y + f1(x)(x

d

dx
)y + f0(x)y (3.14)
on

f3(x) :=
2 · 55x

1 + 55x
f2(x) :=

7 · 54x

1 + 55x
f1(x) :=

2 · 54x

1 + 55x
f0(x) :=

25 · 5x
1 + 55xque es una e
ua
ión de Frobenius 
on un punto singular regular en x = 0. Se pro
ededel modo usual (ver los textos 
lási
os de e
ua
iones diferen
iales ordinarias [11℄ o [5℄),proponiendo una solu
ión del tipo

y(x) = xr
∞∑

j=0

ajx
j 
on a0 6= 0.El polinomio indi
ial que se obtiene es r4 y la rela
ión de re
urren
ia es, para j ≥ 1:

aj =
−1

(j + r)4
((55(j−1+r))4+2·55(j−1+r)3+7·54(j−1+r)2+2·54(j−1+r)+24·5)aj−1La teoría indi
a que si, usando la re
urren
ia, se de�ne

y(x, r) = xr
∞∑

j=0

aj(r)x
j, (3.15)

ỹ0(x) := y(x, 0) es analíti
a en x = 0 y hay un espa
io unidimensional de tales solu
iones.Por tanto, y0(x) = b0ỹ0(x) para alguna 
onstante b0.Las otras solu
iones, singulares, de (3.14) se obtienen derivando (3.15) respe
to de r yevaluando en r = 0. En parti
ular,
ỹ1(x) :=

∂

∂r
|r=0y(x, r) = log(x)ỹ0(x) +

∞∑

j=0

( ∂
∂r
|r=0aj(r)

)
xj

= log(x)ỹ0(x) + ψ(x)resulta ser solu
ión de (3.14) y se puede ver que
y1(x) =

1

2πi
(b0ỹ1(x) + b1ỹ0(x))



20 JAVIER FERNANDEZpara alguna 
onstante b1 (el fa
tor 2πi 
orrige la monodromía).Usando la re
urren
ia se obtiene que
ỹ0(x) = 1− 120x + · · · y ψ(x) = −770x + · · ·
on lo que

q = exp

(
2πi

y1(x)

y0(x)

)
= exp

(
b0ỹ1(x) + b1ỹ0(x)

b0ỹ0(x)

)

= exp

(
b1
b0

)
exp

(
log(x)ỹ0(x) + ψ(x)

ỹ0(x)

)
= c1x exp

(
ψ(x)

ỹ0(x)

)

= c1x(1− 770x + · · · ).

(3.16)donde c1 := exp( b1
b0

) es una 
onstante que determinaremos más adelante. Invirtiendo laserie (3.16), se obtiene la apli
a
ión espejo x(q):
x =

q

c1
+ 770

(
q

c1

)2

+ · · · (3.17)3.5. El a
oplamiento de Yukawa. Ahora vamos a 
al
ular la fun
ión de tres puntosdel modelo B para el espejo de la quínti
a V 0, también 
ono
ido 
omo el a
oplamientode Yukawa Y . Si x es la 
oordenada en MC(V 0), x d
dx

es una base de H1(V 0, TV 0) ≃
H1(V0,Ω

2
V 0). En la 
oordenada x, la 
onexión de Gauss-Manin apli
ada a una forma αxes α′

x := x dα
dx
. Enton
es

Y (x) := 〈x d
dx
, x

d

dx
, x

d

dx
〉 =

∫

V 0
x

Ωx ∧ Ω′′′
x , (3.18)donde Ω es, por ejemplo, la de�nida en (3.13). Una vez más, el 
ál
ulo no será por unmétodo dire
to sino a través del estudio de una e
ua
ión diferen
ial y 
on el auxilio de lae
ua
ión de Pi
ard-Fu
hs (3.14).En prin
ipio, Ωx es una 3-forma en V 0

x y, por lo tanto, lo mismo se puede de
ir de
Ω′
x. Sin embargo, una propiedad de la 
onexión de Gauss-Manin, llamada transversalidadde Gri�ths permite re�nar esta des
rip
ión. Para usar esta propiedad debemos re
ordarque toda forma diferen
ial en una variedad 
ompleja puede ser es
rita, lo
almente, 
omo∑
ai1···ip,j1···jqdzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq . Esto permite de�nir los subespa
ios deformas que, lo
almente, son suma de produ
tos de p ve
es dzi 
on q ve
es dzj. Estossubespa
ios de�nen subespa
ios globales y des
ienden a la 
ohomología. La 
ohomologíade Dolbeault de V 0

x , Hp,q(V 0
x ) 
orresponde al operador ∂ a
tuando sobre estos espa
ios yvale el isomor�smo Hp,q(V 0

x ) ≃ Hq(V 0
x ,Ω

p
V 0

x
). La transversalidad de Gri�ths di
e que si

ωx ∈
k⊕

j=0

Hj(V 0
x ,Ω

3−j
V 0

x
) ≃

k⊕

j=0

H3−j,j(V 0
x )enton
es

x
d

dx
ωx ∈

k+1⊕

j=0

Hj(V 0
x ,Ω

3−j
V 0

x
) ≃

k+1⊕

j=0

H3−j,j(V 0
x ).De aquí se dedu
e que, 
omo Ωx ∈ H0(V 0

x ,Ω
3
V 0

x
) ≃ H3,0(V 0

x ), enton
es
Ω′
x ∈ H0(V 0

x ,Ω
3
V 0

x
)⊕H1(V 0

x ,Ω
2
V 0

x
) ≃ H3,0(V 0

x )⊕H2,1(V 0
x )
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Ω′′
x ∈ H0(V 0

x ,Ω
3
V 0

x
)⊕H1(V 0

x ,Ω
2
V 0

x
)⊕H2(V 0

x ,Ω
1
V 0

x
)

≃ H3,0(V 0
x )⊕H2,1(V 0

x )⊕H1,2(V 0
x ).Apli
ando la e
ua
ión de Pi
ard-Fu
hs (3.14) a la forma Ωx se obtiene

0 = Ω′′′′ + f3(x)Ω
′′′ + f2(x)Ω

′′ + f1(x)Ω
′ + f0(x)Ω. (3.19)Re
ordamos que ∫

V 0
x
α sólo depende de la 
omponente de α en H3,3(V 0

x ). Enton
es multi-pli
ando (3.19) por Ωx e integrando sobre V 0
x se obtiene, tomando en 
uenta el tipo (p, q)de las distintas derivadas de Ω,

0 =

∫

V 0
x

Ω ∧ Ω′′′′ + f3(x)

∫

V 0
x

Ω ∧ Ω′′′Por otro lado, dado que ∫
V 0

x
Ω ∧ Ω′′ = 0, tomando dos derivadas se obtiene
0 =

∫

V 0
x

Ω ∧ Ω′′′′ + 2

∫

V 0
x

Ω′ ∧ Ω′′′Con
luimos enton
es que
Y ′(x) =

∫

V 0
x

Ω′ ∧ Ω′′′ +

∫

V 0
x

Ω ∧ Ω′′′′ =
1

2

∫

V 0
x

Ω ∧ Ω′′′′

=
f3(x)

2

∫

V 0
x

Ω′′′ ∧ Ω = − 55x

1 + 55x
Y (x).Vale de
ir, Y (x) satisfa
e una e
ua
ión ordinaria de primer orden

dY

dx
= − 55

1 + 55x
Yque se resuelve inmediatamente para dar

Y (x) =
c2

1 + 55x
,para alguna 
onstante de integra
ión c2 a ser determinada.3.6. Normaliza
ión del a
oplamiento de Yukawa. Notemos que la ele

ión de una

3-forma holomorfa en V 0
x , para x �jo es 
asi úni
a, ya que todas di�eren en una 
onstante.Sin embargo, al variar x, la 
onstante puede 
ambiar, vale de
ir que en verdad Ωx estáde�nida salvo una fun
ión multipli
ativa de x. Esta ambigüedad puede ser eliminada si seimpone alguna 
ondi
ión adi
ional sobre Ωx. En nuestro 
aso impondremos que ∫

γ0
Ωx = 1,donde γ0 es el 3-
i
lo introdu
ido en la Se

ión 3.4. Si Ωx es la forma de�nida en (3.13),enton
es

Ωx∫
γ0

Ωx

=
Ωx

y0(x)sigue siendo una 3-forma holomorfa y no nula pero que, además, satisfa
e la normaliza
iónimpuesta.El a
oplamiento de Yukawa normalizado, YN , puede ser 
al
ulado usando las mismasideas (esen
ialmente transversalidad de Gri�ths) usadas en la Se

ión 3.5:
YN(x) :=

∫

V 0
x

Ωx

y0(x)
∧

(
Ωx

y0(x)

)′′′

=

∫

V 0
x

Ωx

y0(x)
∧ Ω′′′

x

y0(x)

=
1

y2
0(x)

Y (x) =
c2

(1 + 55x)y2
0(x)



22 JAVIER FERNANDEZ3.7. Con
lusiones. En las Se

iones anteriores hemos 
al
ulado las fun
iones de trespuntos para la quínti
a V y su espejo V 0. También hemos en
ontrado la apli
a
ión espejo.Ahora queremos apli
ar esta informa
ión a la igualdad que se deriva de (3.10):
〈H,H,H〉 = 〈θ, θ, θ〉 (3.20)Para poder ha
erlo, aún tenemos que identi�
ar el valor de θ que, vía la apli
a
ión espejo,
orresponde a evaluar el lado izquierdo en la 
lase hiperplana H.Para esto 
omenzamos por identi�
ar H1(V,Ω1

V ) 
on el espa
io tangente al moduli deestru
turas de Kähler 
omplexi�
adasMK(V ). Enton
es q 7→ H de�ne un 
ampo tangentea MK(V ). Si, 
omo ya hi
imos, identi�
amos H1(V,Ω1
V ) = {tH : t ∈ C} y q := e2πit, el
ampo q 7→ H 
orresponde al 
ampo

d

dt
= 2πiq

d

dqQue esto es así se puede ver ya que tomando un punto t0H, el 
ampo t0 7→ H 
orrespondea la 
urva t0H+ tH, 
uya derivada es H y el isomor�smo entre H1,1 y C es t0H 7→ t0, 
onlo que la 
urva t0H + tH 
orresponde a la 
urva t0 + t que, a su vez, 
orresponde a d
dt
.Ahora, apli
ando la derivada de la apli
a
ión espejo tenemos que d

dq
7→ x∗(

d
dq

) = dx
dq

d
dx
on lo que, �nalmente,

H = 2πiq
d

dq
7→ 2πiq

dx

dq

d

dx
=: θEl objetivo ahora es evaluar la fun
ión de tres puntos en θ:

〈θ, θ, θ〉 =

(
2πi

q

x

dx

dq

)3

〈x d
dx
, x

d

dx
, x

d

dx
〉 =

(
2πi

q

x

dx

dq

)3
c2

(1 + 55x)y2
0(x)

(3.21)Separemos esto en dos partes y, en 
ada una, apliquemos los desarrollos en serie ya 
al-
ulados.
c2

(1 + 55x)y2
0(x)

=
c2

(1 + 55x)b20(1− 120x + · · · )2

=
c2

(1 + 55 q
c1

+ · · · )b20(1− 120 q
c1

+ · · · )2

=
c2
b20

1

(1 + 55 q
c1

+ · · · )(1− 240 q
c1

+ · · · )

=
c2
b20

1

(1 + 2885 q
c1

+ · · · ) =
c2
b20

(1− 2885
q

c1
+ · · · )Por otro lado,

(
2πi

q

x

dx

dq

)3

=
(
2πic1(1− 770x + · · · )( 1

c1
+ 1540

q

c21
+ · · · )

)3

=
(
2πic1(1− 770

q

c1
+ · · · )( 1

c1
+ 1540

q

c21
+ · · · )

)3

= (2πi)3(1 + 770
q

c1
+ · · · )3 = (2πi)3(1 + 2310

q

c1
+ · · · )Con lo que, volviendo a (3.21), tenemos

〈θ, θ, θ〉 =
(2πi)3c2

b20
(1 + 2310

q

c1
+ · · · )(1− 2885

q

c1
+ · · · )

=
(2πi)3c2

b20
(1− 575

q

c1
+ · · · )
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uerdo 
on (3.10) y (3.11) , esta última expresión debe ser la fun
ióngeneratriz F0(q). Pero enton
es, por (2.4) tenemos
(2πi)3c2

b20
(1− 575

q

c1
+ · · · ) = 5 +N1q + · · · (3.22)Para que esta identidad sea 
ierta es ne
esario que (2πi)3c2

b2
0

= 5, 
on lo que (3.22) se redu
ea
5− 2875

q

c1
+ · · · = 5 +N1q + · · · .De la rela
ión (2.3) entre Nd y nd y del valor de n1 dado en el Cuadro 1 
on
luimos que

N1 = 2875, 
on lo que c1 = −1.En resumen, la igualdad entre las fun
iones de tres puntos para la quínti
a y su espe-jo (3.20) se 
onvierte en
5 + 2875q + · · · = 5 +

∞∑

d=1

d3Ndq
dy, teniendo en 
uenta la rela
ión (2.3) entre Nd y nd vemos que 
al
ulando los términos demayor orden en q de 〈θ, θ, θ〉 se pueden 
al
ular tantos números de instantones nd 
omose deseen. Este método, implementado en MAPLE da los resultados que se muestran en elCuadro 2.

d nd
1 2875
2 609250
3 317206375
4 242467530000
5 229305888887625
6 248249742118022000
7 295091050570845659250
8 375632160937476603550000
9 503840510416985243645106250
10 704288164978454686113488249750
11 1017913203569692432490203659468875
12 1512323901934139334751675234074638000
13 2299488568136266648325160104772265542625
14 3565959228158001564810294084668822024070250
15 5624656824668483274179483938371579753751395250Cuadro 2. Algunos números de instantones4. Apéndi
esEn lo que sigue men
ionaremos algunos temas bási
os que se suponen 
ono
idos por losle
tores pero que igualmente se in
luyen para �jar la nota
ión y para presentar algunosaspe
tos de manera apropiada para el uso que damos en las notas. En la Se

ión 4.1 sede�ne el espa
io proye
tivo 
omplejo Pn y se men
ionan varias de sus propiedades. En laSe

ión 4.2 visitamos muy brevemente algunas herramientas de la topología algebrai
a,in
luyendo las 
lases de (
o)homología aso
iadas a subvariedades, el produ
to en 
ohomo-logía (en 
asos espe
ialmente favorables), 
lases de Chern de �brados ve
toriales y algunasde sus propiedades. La de�ni
ión de variedad Calabi-Yau es revisada en la Se

ión 4.3. Los
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ios proye
tivos forman parte de la familia de las Grassmanianas, que son el 
onjuntode subespa
ios de dimensión �ja de Cr; estas no
iones son indi
adas en la Se

ión 4.4.Por último, en la Se

ión 4.5, se 
al
ula el número de re
tas en una super�
ie de grado 3en P3. Estas ideas pueden usarse para resolver otros problemas enumerativos, in
luyendoel número de re
tas en la quínti
a en P4.4.1. Espa
io proye
tivo 
omplejo Pn. El espa
io proye
tivo 
omplejo de dimensión
n, Pn, es el 
onjunto de subespa
ios de dimensión 1 en Cn+1. Hay varias maneras devisualizar Pn. Por un lado, todo ve
tor (z0, . . . , zn) ∈ Cn+1 − {0} de�ne una re
ta y, portanto, un elemento de Pn que denotamos por (z0 : . . . : zn). Ahora, todo múltiplo es
alarde (z0, . . . , zn) de�ne la misma re
ta por el origen y es 
laro que toda re
ta por el origenproviene de esta 
onstru

ión. En otras palabras, tenemos la biye

iónPn ≃ (Cn+1 − {0}

)
/C∗,donde C∗ := C − {0} a
túa sobre Cn+1 − {0} por multipli
a
ión de es
alares. Usandoesta identi�
a
ión es fá
il ver qué debiera ser una re
ta en Pn: es el sub
onjunto indu
idopor un subespa
io de dimensión 2 en Cn+1, y lo mismo para sub
onjuntos de dimensiónmayor.Otra manera de visualizar Pn 
onsiste en 
onsiderar 
iertos sub
onjuntos. Sea

Uj := {(z0 : . . . : zn) ∈ Pn : zj 6= 0}, (4.1)o sea, el 
onjunto de re
tas que no están 
ontenidas en el hiperplano zj = 0 en Cn+1.Enton
es se de�nen apli
a
iones
φj : Uj → Cn 
omo φj(z0 : . . . : zn) :=

(
z0

zj
, . . . ,

ẑj
zj
, . . . ,

zn
zj

)
.Grá�
amente, φj asigna a la re
ta (z0 : . . . : zn) su interse

ión 
on el hiperplano afín

zj = 1, e identi�
a este hiperplano 
on Cn. Ver Figura 4.
e0

e1

e2

z0 = 1 ≃ C2

L1

φ0(L1)

C3

Figura 4. El par
he 
oordenado (U0, φ0) en P2El 
onjunto {(U0, φ0), . . . , (Un, φn)} de�ne un atlas para una estru
tura de variedad
ompleja de dimensión n en Pn. Constru

iones análogas reemplazando C 
on R permitenobtener el espa
io proye
tivo real, RPn.



SIMETRÍA ESPEJO EN MATEMÁTICA 25La 2-forma −4i∂∂(z0z0 + · · · + znzn) en Cn+1 de�ne una 2-forma ω en Pn, que de�neuna estru
tura de Kähler en Pn. Finalmente, también es posible dar a Pn estru
tura devariedad algebrai
a suave (de tipo Fano).Es fá
il ver que Pn ≃ (Cn+1 − {0}
)
/C∗ ≃ S2n+1/S1, lo 
ual muestra que Pn es unavariedad 
ompa
ta.Cabe notar que si f ∈ C[z0, . . . , zn], enton
es (si deg(f) > 0), f no de�ne una fun
ión enPn, ni su 
onjunto de 
eros está bien de�nido en general. Sin embargo, si f es homogéneo,su 
onjunto de 
eros de�ne un sub
onjunto Z(f) ⊂ Pn que es llamado hipersuper�
ie degrado d. El teorema de la fun
ión implí
ita (en su versión holomorfa) permite ver quesi para 
ada z ∈ Z(f) alguna ∂f

∂zj
|z 6= 0, enton
es Z(f) es una subvariedad de Pn 
on

dimCZ(f) = n − 1. Estas son llamadas hipersuper�
ies suaves, y los puntos de Z(f) endonde todas las derivadas de f se anulan son llamados puntos singulares de Z(f).Los mor�smos entre espa
ios proye
tivos se obtienen 
on polinomios homogéneos delmismo grado: si f0, . . . , fn ∈ C[z0, . . . , zm] son homogéneos de grado d,
F (z0 : . . . : zm) := (f0(z0, . . . , zm) : . . . : fn(z0, . . . , zm))de�ne un mor�smo F : Pm → Pn. Por ejemplo, F (z0 : z1) := (z2

0, z0z1, z
2
1) es un mor�smode P1 en P2.La 
ohomología de Pn es muy fá
il de 
al
ular a partir de una des
omposi
ión 
elular.El resultado es que

Hk(Pn,Z) =

{Z si n = 2j para j = 0, 1, . . . , n y
{0} en todo otro 
aso,o, mejor aún, H∗(Pn,Z) ≃ Z[H]/〈Hn+1〉 
omo anillos. H representa la 
lase hiperplana,es de
ir que es una 2-forma que es dual de Poin
aré de la subvariedad formada por unhiperplano en Pn (ver 4.2). Se puede ver que H y ω 
oin
iden en H2(Pn,Z).4.2. Re
uerdos de topología algebrai
a. En este apéndi
e men
ionaremos breve-mente algunas de las ideas y resultados de topología algebrai
a que son usados en lasnotas.4.2.1. Homología y Cohomología. Si Z ⊂ X es una subvariedad de dimensión dimR(Z) =

k y 
on dimR(X) = n, enton
es Z de�ne 
lases de homología y 
ohomología que denotamos
[Z] en ambos 
asos. En el primer 
aso [Z] ∈ Hk(X,Z) y en el segundo [Z] ∈ Hn−k(X,Z).También de�ne una 
lase en el anillo de ChowA∗(X), pero no usaremos este objeto. Ambas
lases [Z] son duales de Poin
aré, vale de
ir que si 〈 , 〉 : Hn−k(X,Z)×Hn−k(X,Z) → Zes el apareamiento dado por la evalua
ión de la 
ohomología en la homología, enton
es,

〈[Z], [Y ]〉 = #(Z ∩ Y ) (4.2)para toda subvariedad Y ⊂ X de dimensión n− k y que interse
a a Z transversalmente.Si Zt ⊂ X es una familia de subvariedades su�
ientemente genéri
as, enton
es [Zt] es
onstante en t. Esta última asevera
ión de�nitivamente requiere más detalles, para los
uales se re
omienda al le
tor 
onsultar la bibliografía.Si X es 
onexa, 
omo habitualmente se supone, 〈 , 〉 se usa para de�nir un isomor�smo∫
X

: Hn(X,Z) → Z 
omo ∫
X

[ω] := 〈ω,X〉. La nota
ión es ade
uada ya que 
uando setrabaja 
on 
oe�
ientes reales y se identi�
a la 
ohomología 
on la 
ohomología de deRham, ∫
X
se realiza 
omo la integral de n-formas diferen
iales.La de�ni
ión del produ
to de interse

ión en homología y 
ohomología es bastante
ompleja, debido a la ne
esidad de de�nir 
orre
tamente la no
ión de multipli
idad. Sinembargo, 
uando Z1 y Z2 son subvariedades de X que se interse
an transversalmente setiene [Z1] · [Z2] = [Z1 ∩ Z2] en H∗(X,Z).
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aso X = Pn, si H es un hiperplano, [H] ∈ H2(Pn,Z) (notar que en este 
aso
n = dimC(X)). De (4.2) y que 〈 , 〉 es no degenerado se sigue que siH1 yH2 son hiperplanosen Pn, enton
es [H1] = [H2] en H2(Pn,Z).Si Y ⊂ Pn es una hipersuper�
ie de grado d de�nida por el polinomio F y Lj son formaslineales, la deforma
ión t 7→ (t − 1)F (z)− t∏d

j=1 Lj(z), muestra que [Y ] =
∑d

j=1[Hj ] =
d[H], dónde Hj es el hiperplano de�nido por Lj . (Notar que de este modo, el grado de Yes interpretado 
omo �su 
oordenada� en la 
ohomología.)Finalmente, si Y1, . . . , Yn son hipersuper�
ies de grados d1, . . . , dn que se interse
antransversalmente:

#(∩nj=1Yj) =

∫Pn

[∩nj=1Yj ] =

∫Pn

n∏

j=1

[Yj ] =

∫Pn

n∏

j=1

dj [H]

= (
n∏

j=1

dj)

∫Pn

[H]n =
n∏

j=1

djya que [H]n es la 
ardinalidad de la interse

ión de n hiperplanos genéri
os en Pn, es de
ir,es 1. Lo que a
abamos de ver es una demostra
ión del Teorema de Bézout 2.5.4.2.2. Fibrados y 
lases de Chern. Sea L → X un �brado lineal 
omplejo. Si s es unase

ión de L, el 
onjunto Z(s) = {x ∈ X : s(x) = 0} es, para s genéri
a, una subvariedadde X. Más aún, si s1 y s2 son dos se

iones de L su�
ientemente genéri
as, enton
es
t 7→ ts2 + (1 − t)s1 de�ne una de forma
ión de s1 en s2. esto de�ne una deforma
iónde Z(s1) en Z(s2), que muestra que, para se

iones su�
ientemente genéri
as, [Z(s1)] =
[Z(s2)] en H2(X,Z). Esto permite de�nir la primera 
lase de Chern de L 
omo c1(L) :=
[Z(s)] ∈ H2(X,Z), para 
ualquier se

ión genéri
a s. También se de�nen las 
lases deChern superiores para el 
aso de �brados ve
toriales de rangos más altos.Una manera de ordenar las 
lases de Chern de una �brado E → X de rango r es através de la 
lase de Chern total de E : c(E) := 1 + c1(E) + · · · + cr(E) ∈ H∗(X,Z). La
lase de Chern tiene una 
antidad de propiedades muy útiles. Por ejemplo, 
onmuta 
onmor�smos de espa
ios: si f : Y → X, enton
es

c(f ∗E) = f ∗c(E).Otra propiedad es la fórmula de Whitney :
c(E1 ⊕ E2) = c(E1) · c(E2). (4.3)Para �brados lineales se tiene

c1(L1 ⊗ L2) = c1(L1) + c1(L2). (4.4)Otra herramienta de 
ál
ulo es el llamado �Splitting Prin
iple� que aproximadamenteestable
e que si una identidad polinómi
a en las 
lases de Chern vale para una sumadire
ta de �brados lineales, enton
es ésta vale para �brados ve
toriales de rango arbitrario.Para el enun
iado pre
iso y su demostra
ión referimos a la �21 de [1℄.Men
ionamos las 
lases de Chern de algunos �brados 
omunes sobre Pn. El primeroes el �brado lineal OPn(1) dado, por ejemplo, por las fun
iones de transi
ión gij :=
zj

zisobre los abiertos Uj ∩ Uj según (4.1). Es fá
il veri�
ar que las se

iones de OPn(1) sonlos polinomios homogéneos de grado 1 en C[z0, . . . , zn]. Por lo tanto, c1(OPn(1)) = [H], y
c(OPn(1)) = 1 + [H].Otros �brados se obtienen por produ
to tensorial. Por ejemplo, para d ∈ N, OPn(d) :=
OPn(1)⊗d, 
uyas se

iones resultan ser los polinomios homogéneos de grado d y enton
es,
c(OPn(d)) = 1 + d[H].
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onsideremos el �brado tangente de Pn, TPn, que es un �brado 
omplejo derango n. No es difí
il ver que c(TPn) = (1 + [H])n+1 en H∗(Pn,Z).4.3. Variedades Calabi-Yau. Para de
irlo en po
as palabras, una variedad Calabi-Yau es una variedad 
ompa
ta Kähler 
on �brado 
anóni
o trivial. Esto impli
a que, si
n := dimCX, hn,0 = 1 para este tipo de variedades. Sin embargo, es importante notar quesobre esta de�ni
ión bási
a distintos autores (y aún el mismo autor) 
onsideran 
ondi
io-nes diferentes. Por ejemplo, en geometría algebrai
a es 
omún �exibilizar el requerimientode que sea una variedad suave para dejar lugar a 
ierto tipo de singularidades 
ontrola-das. También es 
omún que se pongan 
ondi
iones sobre la anula
ión de 
iertos gruposde 
ohomología: se suele pedir que h2,0 = 0 (lo 
ual impli
a que la variedad es algebrai
a)o que hp,0 = 0 para 1 ≤ p ≤ n − 1 (lo 
ual equivale a que la holonomía es SU(n)). Paramás detalles y referen
ias bibliográ�
as, se sugiere 
onsultar el primer 
apítulo de [22℄.Si X es una variedad 
ompleja 
on dimCX = n, la multipli
a
ión por i =

√
−1 de�neun endomor�smo R-lineal J sobre el espa
io tangente real de X, T RX. Es 
laro que J ◦J =

−id. Si h es una forma hermíti
a sobre T RX se la puede des
omponer 
omo h = g − iω,
on g, ω reales e invariantes por J . En parti
ular, ω es alternada y da origen a una 2-formasobre X. Los autoespa
ios de J a
tuando sobre T RX⊗C permiten des
omponer el espa
iode 1 formas Ω1C := Ω1 ⊗ C = Ω1,0 ⊕ Ω0,1 (el primero 
orrespondiente al autovalor i y elsegundo al −i). Esta des
omposi
ión se extiende a las poten
ias ΩkC = ⊕kp=0Ω
p,k−p y setiene que ω es una se

ión del �brado Ω1,1. La métri
a h se di
e Kähler 
uando dω = 0.De modo equivalente, h es Kähler si y sólo si J es paralelo para la 
onexión de Levi-Civitade la métri
a g := Reh.Para X Kähler, la teoría de Hodge provee la des
omposi
ión H2(X,C) = H2,0(X) ⊕

H1,1(X)⊕ H0,2(X). Las 
lases de ω en H2(X,C) están en H1,1 y son llamadas 
lases deKähler. El 
onjunto de todas las 
lases de Kähler de X forma un 
ono abierto en H1,1.El �brado 
anóni
o KX de una variedad 
ompleja tiene por se

iones lo
ales a dz1∧· · ·∧
dzn, donde (z1, · · · , zn) son 
oordenadas lo
ales 
omplejas. Si h es una métri
a hermíti
aen X, ésta indu
e, en parti
ular, una métri
a h−KX

en el �brado dual al 
anóni
o, llamado�brado anti
anóni
o −KX . La 
urvatura de h−KX
es:

ω−KX
:=

1

2πi
∂∂h−KXy se puede ver que

Ric(Ju, v) = 2πω−KX
(u, v),donde Ric es la 
urvatura de Ri

i de la métri
a Riemanniana g. En este 
ontexto, laprimera 
lase de Chern de X es ω−KX

. Esto muestra una rela
ión entre la 
urvatura de
X y la de su �brado anti
anóni
o.Es 
laro que si la 
urvatura de Ri

i se anula para una métri
a Kähler, también loha
e su primera 
lase de Chern. La re
ípro
a, es 
ono
ida 
omo 
onjetura de Calabi y fuedemostrada por S.-T. Yau:Teorema 4.1 (Yau). Sea X una variedad 
ompa
ta Kähler 
on primera 
lase de Chernnula y una forma de Kähler α ∈ H2(X,R). Enton
es existe una úni
a métri
a Kähler en
X, h = g − iω 
on ω en la 
lase de α y de modo que ω−KX

= 0.El siguiente resultado muestra la rela
ión entre las variedades Kähler 
ompa
tas 
on
lase de Chern nula y la holonomía.Teorema 4.2. Sea X una variedad 
ompa
ta Kähler 
on primera 
lase de Chern nula.Enton
es existe un 
ubrimiento �nito de X que es isomorfo a un produ
to detoros 
omplejos y
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ompa
tas, simplemente 
onexas y 
on grupos de holonomía(exa
tamente) Sp o SU .4.4. Grassmanianas 
omplejas. La Grassmaniana (
ompleja) G(r, k) es el espa
iode todos los subespa
ios de dimensión r en Ck. En este sentido, Pn = G(1, n + 1). Dadoque los subespa
ios de dimensión r de Ck de�nen subvariedades lineales de Pk−1, tambiénvale que G(r, k) es el 
onjunto de variedades lineales de dimensión r− 1 en Pk−1. En todo
aso, G(r, k) es una variedad 
ompleja, Kähler, 
ompa
ta de dimensión 
ompleja r(k−r).También es una variedad algebrai
a.Un motivo por el que las Grassmanianas son importantes es porque sirven 
omo espa
io
lasi�
ante de mu
hos problemas geométri
os. Otro motivo es que son objetos muy bienestudiados y 
on propiedades 
ombinatorias muy interesantes.El 
ál
ulo de S
hubert permite dar una des
rip
ión 
ompleta del anillo de 
ohomologíade G(r, k).En lo que sigue nos 
on
entraremos en el 
aso de las Grassmanianas G(2, n + 1) yaque son los espa
ios que parametrizan las re
tas en Pn. Sea Vj ⊂ Cn+1 el subespa
io dedimensión j generado por los primeros j ve
tores de la base 
anóni
a de Cn+1. Para 
ada
0 ≤ b ≤ a ≤ n− 1 se de�ne el 
i
lo de S
hubert :

σa,b := {L ∈ G(2, n + 1) : L ∩ P(Vn−a) 6= ∅ y L ⊂ P(Vn+1−b)}.Estos 
i
los son 
lausuras de 
eldas en G(2, n+1) y se puede ver que σa,b tiene 
odimensión
a + b dando, por lo tanto, origen a una 
lase en H2(a+b)(G(2, n + 1),Z). Estas 
lasesresultan ser una base (de la estru
tura aditiva) de H2(a+b)(G(2, n + 1),Z). Para 
al
ularla estru
tura multipli
ativa hay varias fórmulas que resultan 
onvenientes:La úni
a integral del produ
to de dos 
i
los que no se anula es

∫

G(2,n+1)

σa,b · σn−1−b,n−1−a = 1La fórmula de Pieri:
σa,0 · σb,c =

∑

(d,e):d+e=a+b+c, y c≤e≤b≤d≤n−1

σd,eUsando estas fórmulas y la de�ni
ión de las 
eldas es posible 
al
ular la estru
tura multi-pli
ativa de la 
ohomología. Veamos algunos ejemplos en G(2, 4), vale de
ir, re
tas en P3.Comen
emos 
al
ulando σ2
1,0 
on la fórmula de Pieri:

σ2
1,0 = σ1,0 · σ1,0 =

∑

(d,e):d+e=2, y 0≤e≤1≤d≤2

σd,e = σ2,0 + σ1,1.Por otro lado, dado que H8(G(2, 4),Z) = 〈σ2,2〉, debe ser σ2
1,1 = aσ2,2, 
on a a determinar:

1 =

∫

G(2,4)

σ2
1,1 =

∫

G(2,4)

aσ2,2 = a

∫

G(2,4)

σ2,2 = aya que σ2,2 = P(V2) que es un sólo punto en G(2, 4). Este mismo resultado se podía obtenerya que σ2
1,1 = σ1,1 · σ1,1 
orresponde a la 
ondi
ión geométri
a de las re
tas L ⊂ P3 queestán en dos planos en P3. Pero la interse

ión de dos planos es pre
isamente una líneaque debe ser L. Es de
ir, σ2

1,1 
onsiste de un úni
o punto. El Cuadro 3 muestra la tablade multipli
a
ión 
ompleta de H∗(G(2, 4),Z).Ejer
i
io 4.3. Dar la tabla de multipli
a
ión del anillo H∗(G(2, 5),Z).
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1 σ1,0 σ2,0 σ1,1 σ2,1 σ2,2

1 1 σ1,0 σ2,0 σ1,1 σ2,1 σ2,2

σ1,0 σ1,0 σ2,0 + σ1,1 σ2,1 σ2,1 σ2,2 0
σ2,0 σ2,0 σ2,1 σ2,2 0 0 0
σ1,1 σ1,1 σ2,1 0 σ2,2 0 0
σ2,1 σ2,1 σ2,2 0 0 0 0
σ2,2 σ2,2 0 0 0 0 0Cuadro 3. Multipli
a
ión en H∗(G(2, 4),Z)Por último, al igual que en el 
aso de los espa
ios proye
tivos, hay varios �brados
anóni
os sobre G(2, n+1). Uno de ellos es el �brado universal S → G(2, n+1) que es elsub�brado del �brado trivial Cn+1×G(2, n+ 1) que tiene por �bra sobre L al subespa
io

L ⊂ Cn+1. El dual de este �brado, que llamaremos Q, tiene por se

iones a las fun
ioneslineales sobre 
ada re
ta. Se puede ver que
c(Q) = 1 + σ1,0 + σ1,1. (4.5)4.5. Algunos proye
tos enumerativos. En esta Se

ión 
al
ularemos el número dere
tas en una super�
ie S ⊂ P3, es de
ir que S := Z(F ) para algún F ∈ C[z0, . . . , z3]k.Las ideas desarrolladas para este 
aso pueden ser apli
adas en otros 
asos más 
omplejos,in
luyendo las re
tas en la quínti
a.Ejer
i
io 4.4. Usar un argumento heurísti
o análogo al usado para motivar la Conjeturade Clemens en la Se

ión 2.2 para ver que, genéri
amente, el úni
o grado para el 
ual Spuede 
ontener 
urvas de algún grado d es k = 3 y que, en ese 
aso, d = 1.Ahora quisiéramos 
ontar 
uantas re
tas hay en una super�
ie de grado 3. La idea esapli
ar el Programa des
ripto en la Se

ión 2.4. Para esto 
omenzamos por ver 
uál es elespa
io de las 
on�gura
iones geométri
as. Esto es simple: son las re
tas en P3, vale de
ir,la Grassmaniana G(2, 4). Allí hay que hallar la subvariedad Z de las re
tas 
ontenidas en

S. La 
ondi
ión bus
ada es que si f parametriza una re
ta L en P3 y F de�ne S, F ◦f = 0si y sólo si L está 
ontenida en S. Para poder des
ribir geométri
amente esta 
ondi
iónes ne
esario ver a F 
omo una se

ión de algún �brado sobre G(2, 4). Esto es fá
il ya que
F es un polinomio homogéneo de grado 3 y, por tanto de�ne un polinomio de igual tipoen 
ada re
ta L. Este tipo de polinomio es una se

ión del �brado Sym3(Q) (re
ordar que
Q eran fun
iones lineales sobre las re
tas). Todo esto nos lleva a de
ir que el número dere
tas que bus
amos es

N1 :=

∫

G(2,4)

[Z(F )] =

∫

G(2,4)

c(Sym3(Q)).Lo úni
o que resta es 
al
ular la 
lase de Chern c(Sym3(Q)). Para esto vamos a apli
arel �splitting prin
iple� y pretender que Q se des
ompone 
omo la suma de dos �bradoslineales Q = L1 ⊕ L2. Para ver 
omo se des
ompone Sym3(Q) re
ordemos que si W esun espa
io ve
torial 
on base {w1, . . . , wk}, enton
es una base de Sym3(Q) está dada por
{wi1 ⊗ wi2 ⊗ wi3 : 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ i3 ≤ k}. De aquí que para el �brado Q = L1 ⊕ L2 vale

Sym3(Q) = L⊗3
1 ⊕ L⊗2

1 ⊗ L2 ⊕ L1 ⊗ L⊗2
2 ⊕ L⊗3

2 .De la fórmula de Whitney (4.3) y de (4.4) se dedu
e que
c(Sym3(Q)) = (1 + 3α1) · (1 + 2α1 + α2) · (1 + α1 + 2α2) · (1 + 3α2) (4.6)
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omo dimRG(2, 4) = 8, al
anza 
on 
ono
er la 
omponente de
c(Sym3(Q)) en H8(G(2, 4),Z) (que es c3(Sym3(Q))) ya que el resto de las 
omponentes no
ontribuyen a la integral. Dado que αj ∈ H2(G(2, 4),Z) es 
laro que la 
itada 
omponenteresulta ser

c3(Sym3(Q)) = 3α1 · (2α1 + α2) · (α1 + 2α2) · 3α2.Ahora es ne
esario poder es
ribir las 
lases αj en términos de las 
lases de S
huberta �n de poder 
al
ular los produ
tos de 
ohomología. Para esto re
ordemos que c(Q) es
ono
ida por (4.5) y, por otro lado,
c(Q) = c(L1 ⊕ L2) = (1 + α1) · (1 + α2) = 1 + (α1 + α2) + α1 · α2y por lo tanto vale

α1 + α2 = σ1,0 y α1 · α2 = σ1,1. (4.7)Volviendo a la 
lase de Chern y usando el Cuadro 3:
c3(Sym3Q) = 9α1α2(α1 + α2 + α1)(α1 + α2 + α2) = 9σ1,1(σ1,0 + α1)(σ1,0 + α2)

= 9σ1,1(2σ
2
1,0 + σ1,1) = 9σ1,1(2σ2,0 + 3σ1,1) = 27σ2

1,1 = 27σ2,2.Finalmente,
N1 =

∫

G(2,4)

c(Sym3(Q)) =

∫

G(2,4)

27σ2,2 = 27.El 
ál
ulo anterior no resuelve el problema por 
ompleto ya que podría haber ex
esode interse

ión. Es un resultado 
lási
o que no lo hay.Ejer
i
io 4.5. Usando un argumento análogo al desarrollado en esta Se

ión, veri�
arque hay 2875 re
tas en una quínti
a.Se deja 
omo tarea para el le
tor interesado el 
ál
ulo �mu
ho menos trivial que losaquí presentados� del número de 
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1. Introducción

El objeto de estas notas es dar, en el contexto de la geometŕıa diferencial, una breve
introducción a las formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana de sistemas mecánicos.

En la primera parte, se intentará establecer un contacto preciso entre la formulación de
las ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas de part́ıculas con v́ınculos, que aparece en
los libros de mecánica clásica (como por ejemplo [1]), y los conceptos geométricos que entran
en juego en la derivación de las mismas. Una vez realizada dicha derivación, definiremos los
conceptos de sistema Lagrangiano y de formulación Lagrangiana de sistemas dinámicos,
presentaremos algunos sistemas que caen bajo tal definición, y citaremos ciertas ventajas
de describir a los mismos bajo dicho formalismo, a saber: la sistematización de la escritura
de las ecuaciones de movimiento; la relación entre cantidades conservadas y simetŕıas de la
función Lagrangiana. Por último, describiremos brevemente la formulación variacional de
los sistemas Lagrangianos.

En la segunda parte, estudiaremos la formulación Hamiltoniana de sistemas mecánicos.
En ĺıneas generales, avanzaremos a partir de un ejemplo sencillo, aumentando gradualmente
el grado de generalidad a través de la introducción de estructuras geométricas adecuadas.
Se mostrará cómo se construye un sistema Hamiltoniano a partir de uno Lagrangiano
mediante la transformación de Legendre, indicando la relación entre ambos formalismos.
Finalmente, destacaremos la importancia de contar con una expresión intŕınseca para las
ecuaciones de Hamilton.

En lo que respecta a variedades diferenciables [2], nos vamos a restringir exclusivamente
a la categoŕıa C∞.
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2. Formulación Lagrangiana de sistemas mecánicos

2.1. Sistemas de part́ıculas con v́ınculos

Consideremos un sistema de N part́ıculas con masas mi (i = 1, ..., N), y denotemos por
ri ∈ R3 a la posición de la part́ıcula i-ésima respecto de un sistema inercial de referencia.
Este último śımbolo también lo utilizaremos, dependiendo del contexto, para indicar la
trayectoria de la misma (ya sea conocida o una incógnita a determinar)

ri : [t1, t2] → R3 : t 7→ ri (t) ,

en un intervalo de tiempo [t1, t2] ⊂ R. Como es usual, escribiremos vi y ai para referirnos
a la velocidad y a la aceleración de cada part́ıcula correspondiente a una trayectoria dada,
es decir, a la primera

.
ri = dri/ dt y segunda

..
ri = d2ri/ dt2 derivadas temporales de ri (t),

respectivamente. En lo que sigue, y sólo por simplicidad, tomaremos todas las masas mi

iguales a 1.
Recordemos que, según las leyes de Newton [1, 3], las trayectorias deben satisfacer las

ecuaciones
ai = Fi, i = 1, ..., N, (1)

donde Fi es la fuerza sobre la part́ıcula i-ésima. Si cada Fi es una función conocida del
tiempo y de las posiciones y velocidades de las part́ıculas del sistema, es decir

Fi = Fi (r1, r2, ..., rN ,v1, ...,vN , t) , (2)

la ecuación (1) define para las curvas ri (t) un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo orden, y en forma normal. De modo que la existencia y unicidad de soluciones,
en ciertos intervalos [t1, t2], está garantizada una vez fijada una condición inicial: ri (t1),
vi (t1) (que debe estar contenida, junto con t1, en el dominio de cada Fi).

Diremos que el sistema está sujeto a v́ınculos o restricciones cinemáticas si, por
ejemplo,1 las trayectorias de las part́ıculas que lo componen deben satisfacer condiciones
del tipo

f (r1, r2, ..., rN) = 0, con f : R3 × ...× R3︸ ︷︷ ︸
R3N

→ R; (3)

es decir, f (r1 (t) , r2 (t) , ..., rN (t)) = 0 para todo t ∈ [t1, t2].

Ejemplo. La condición de que dos part́ıculas mantengan su distancia fija, digamos en
un valor l, corresponde al v́ınculo

‖r1 − r2‖ − l = 0, (4)

1La idea de v́ınculo es mucho más general que la dada por (3) (ver ref. [1]). La clase de restricciones
definida por dicha ecuación, y en las cuales nos vamos a concentrar a lo largo de estas notas, recibe el
nombre de v́ınculos holónomos.
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donde ‖·‖ : R3 → R denota la norma Eucĺıdea de R3. �

Supongamos entonces que nuestro sistema está sujeto a K < 3N restricciones cinemáti-
cas2

vl (r1, r2, ..., rN) = 0, 1 ≤ l ≤ K. (5)

Notar que estas últimas también pueden describirse en términos de una aplicación v :
R3N → RK , con v = (v1, ..., vK), a través de la ecuación

v (r1, r2, ..., rN) = 0. (6)

Supongamos además que las part́ıculas del sistema están sometidas a fuerzas que denotare-
mos Fa

i y que llamaremos fuerzas aplicadas, las cuales se consideran datos del problema
y vienen dadas como función de las posiciones, de las velocidades y del tiempo [ver (2)]. En
general, estas fuerzas no son suficientes para implementar los v́ınculos mencionados para
cualquier condición inicial,3 en el sentido que las soluciones de

ai = Fa
i , 1 ≤ i ≤ N, (7)

no tienen porqué satisfacer la ecuación (5): es decir, las ecuaciones (5) y (7), para ciertas
condiciones iniciales, pueden ser incompatibles. Luego, deben existir otras fuerzas actuando
sobre cada part́ıcula del sistema, que llamaremos fuerzas de v́ınculo, e indicaremos Fv

i ,
que haga posible que tales restricciones se cumplan, en el sentido que las ecuaciones

ai = Fa
i + Fv

i , 1 ≤ i ≤ N,

śı tengan soluciones que satisfagan (5) para toda condición inicial. Cada fuerza Fv
i no suele

ser dato del problema, sino una incógnita a determinar. Se trata entonces de funciones
incógnita Fv

i : [t1, t2] → R3 : t 7→ Fv
i (t), que se suman a las incógnitas ya existentes ri (t).

Ejemplo. Una forma de lograr que dos part́ıculas se muevan manteniendo fija en una
cantidad l la distancia entre ellas [ver ec. (4)], independientemente de fuerzas Fa

i que se
apliquen sobre las mismas, es uniéndolas ŕıgidamente a través de una varilla de longitud
l (por supuesto, el v́ınculo se realizará siempre que las fuerzas Fa

i sean lo suficientemente
pequeñas para no deformar la varilla). La tensión soportada por cada extremo de la varilla
durante el movimiento de las part́ıculas (o más precisamente, su reacción) es la fuerza Fv

i

que hace posible la realización del v́ınculo en cuestión. �

2La condición sobre el número de v́ınculos es para evitar la situación trivial, en que todas las part́ıculas
deben permanecer en reposo.

3Por supuesto, estamos hablando de condiciones iniciales compatibles con los v́ınculos en cuestión:

vl (r1 (t1) , r2 (t1) , ..., rN (t1)) = 0, 1 ≤ l ≤ K.
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En resumen, según las leyes de Newton, un sistema de part́ıculas sujetas a fuerzas
aplicadas Fa

i y v́ınculos vl está descripto por las ecuaciones

ai = Fa
i + Fv

i , 1 ≤ i ≤ N, vl (r1, r2, ..., rN) = 0, 1 ≤ l ≤ K, (8)

donde las incógnitas son las 3N funciones que definen las trayectorias ri (t) del sistema,
y las 3N funciones que definen las componentes de las fuerzas de v́ınculo Fv

i (t). Se trata
claramente de un sistema de ecuaciones subdeterminado, ya que el número de incógnitas
es 6N = 3N + 3N y el de ecuaciones es 3N + K, con K < 3N . Notar también que ya no
estamos hablando de un sistema de ecuaciones diferenciales. Estos problema se resuelven
agregando ecuaciones adicionales, como las resultantes del Principio de D’Alembert, que
enunciaremos más adelante.

2.1.1. Espacio de configuraciones y su tangente

Consideremos N copias de R3, una para cada part́ıcula del sistema, e identifiquemos
R3N con la suma directa ⊕N

i=1R3. Sea R el vector de R3N dado por la suma ⊕N
i=1ri, donde,

recordemos, cada ri es la posición de la part́ıcula i-ésima. Vamos a decir que R es la
posición del sistema. También utilizaremos R para indicar la trayectoria del sistema

R : [t1, t2] → R3N : t 7→ R (t) = ⊕N
i=1ri (t) ,

en un intervalo de tiempo [t1, t2] ⊂ R. En general, R (t) denotará una curva cualquiera en
R3N .

Volvamos a los v́ınculos definidos en (5). Notemos que en términos de R tales ecuaciones
se escriben vl (R) = 0, 1 ≤ l ≤ K; y en la forma (6) adoptan la expresión v (R) = 0.
Supongamos que las funciones vl : R3N → R son de clase C∞ e independientes (i.e., el
espacio lineal generado por las formas dvl tienen dimensión constante e igual a K). En
otras palabras, supongamos que v : R3N → RK es una submersión. Luego,

Q = v−1 (0) =
⋂k

l=1 v−1
l (0)

define una subvariedad (regular y cerrada) de R3N con dim Q = 3N −K. La variedad Q
recibe el nombre de espacio de configuraciones, y si dim Q = n se dice que el sistema
tiene n grados de libertad (o que n es el número de grados de libertad del sistema). En éstos
términos, la ecuación (6) se traduce en la condición R ∈ Q. Por supuesto, si el sistema no
está sujeto a v́ınculos, el espacio de configuraciones será todo R3N .

Ejemplo. Describamos el espacio de configuraciones de un sistema formado por 2 part́ıcu-
las sujetas al v́ınculo (4), desarrollado en los ejemplos anteriores. Las posiciones permitidas
r1 y r2 de tales part́ıculas pueden expresarse como

r1 = rcm +
l

2
e, r2 = rcm − l

2
e, (9)
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siendo rcm = 1
2
(r1 + r2) la posición del centro de masa del sistema (que puede tomar

cualquier valor en R3) y e = 1
l

(r1 − r2), que define un vector arbitrario de norma 1 [pues
según (4) tenemos ‖r1 − r2‖ = l]. Luego,

R = r1 ⊕ r2 =

(
rcm +

l

2
e

)
⊕
(
rcm − l

2
e

)
. (10)

Ésto dice que un elemento cualquiera de Q es de la forma

R =

(
r +

l

2
u

)
⊕
(
r− l

2
u

)
, (11)

con r,u ∈ R3 tal que ‖u‖ = 1. Es claro entonces que el espacio de configuraciones resultante
Q ⊂ R6 puede identificarse con R3 × S2. En particular, el número de grados de libertad
del sistema es igual a 5. �

Del mismo modo que definimos la posición R del sistema, podemos definir la velocidad
del sistema como

V = ⊕N
i=1vi ∈ R3N .

Notemos que dada una trayectoria R (t), la magnitud V (t) puede verse como un elemento
de TR(t)R3N . Teniendo en cuenta la presencia de v́ınculos, esto último se traduce en que
V (t) ∈ TR(t)Q si R (t) ∈ Q para todo t. Es decir, la velocidad de un sistema con v́ınculos
define vectores del fibrado tangente TQ al espacio de configuraciones.

En lo que sigue, vamos a usar el śımoblo ∆ para indicar un elemento genérico de TR3N .
Si ∆ ∈ TRQ diremos que ∆ es un desplazamiento virtual del sistema en el punto
R ∈ Q.4

Ejemplo. Retomemos el ejemplo de las part́ıculas unidas por una varilla. Las velocidades
v1 y v2 de cada una de ellas en posiciones r1 y r2 [ver (9)] pueden escribirse

v1 = vcm +
l

2
ω × e, v2 = vcm − l

2
ω × e, (12)

respectivamente, siendo vcm = 1
2
(v1 + v2) la velocidad del centro de masa del sistema, y

ω = e × de/ dt. [Notar que ω es el único vector ortogonal a e tal que de/ dt = ω × e.]5

En consecuencia, si el sistema está en la posición R ∈ Q [ver (10)], su velocidad V ∈ TRQ
valdrá

V = v1 ⊕ v2 =

(
vcm +

l

2
ω × e

)
⊕
(
vcm − l

2
ω × e

)
.

4Vale la pena destacar la diferencia entre velocidad y desplazamiento virtual. Dada una curva R (t),
la velocidad V (t) en el punto R (t) es un elemento de TR(t)Q uńıvocamente determinado por la función
R (t); concretamente V (t) = dR (t)/ dt. En cambio, un desplazamiento virtual en R (t) es un elemento
cualquiera de TR(t)Q, que puede no ser tangente a la curva en cuestión.

5Estamos denotando por × el producto vectorial de R3.
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De ésto se desprende que un desplazamiento virtual del sistema en un punto [ver (11)]

R =

(
r +

l

2
u

)
⊕
(
r− l

2
u

)
∈ Q

será igual a

∆ =

(
v +

l

2
Ω× e

)
⊕
(
v − l

2
Ω× e

)
, (13)

con v,Ω ∈ R3 tal que 〈Ω,u〉 = 0.6 Identificando Q con R3 × S2, tenemos

TQ = TR3 ⊕R3×S2 TS2.

Luego, en un punto (r,u) de Q tendremos ∆ = v ⊕Ω. �

2.1.2. Principio de D’Alembert

Imitando las ideas de la sección anterior podemos definir la aceleración del sistema y
las fuerzas aplicadas y de v́ınculo que actúan sobre el mismo como7

A = ⊕N
i=1ai, Fa = ⊕N

i=1F
a
i y Fv = ⊕N

i=1F
v
i . (15)

En estos términos, las ecuaciones de movimiento (8) toman la forma

A = Fa + Fv, ν (R) = 0. (16)

Dada una curva R (t), pensaremos a las cantidades definidas en (15), en un tiempo t,
como elementos de T ∗R(t)R3N (las componentes del vector original pasan a ser coordenadas

en la base dual a la canónica de R3N). Lo que estamos diciendo es que, para cada t, a los
vectores de R3N [ver (14) para la expresión de Fa]

A (t) =
d2

dt2
R (t) , Fa (t) = Fa (R (t) ,V (t) , t) y Fv (t)

los veremos como covectores de T ∗R(t)R3N . En otras palabras, la aceleración y las fuerzas

serán secciones de T ∗R3N a lo largo de la curva R (t).
Con todo esto estamos listos para enunciar el Principio de D’Alembert: En un

sistema mecánico con restricciones cinemáticas definidas por una subvariedad Q, las tra-
yectorias R (t) [curvas solución de (16)] son tales que las fuerzas de v́ınculos cumplen
Fv (t) ∈

(
TR(t)Q

)o
en todo instante t, es decir

las fuerzas de vı́nculo anulan a los desplazamientos virtuales.

6De ahora en más 〈·, ·〉 denotará la métrica Eucĺıdea en el espacio que corresponda.
7Notar que [compare con (2)]

Fa = Fa (R,V, t) . (14)
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Esta condición sobre Fv dá exáctamente 3N−K ecuaciones. Identificando T ∗R3N con TR3N

a través de la métrica Eucĺıdea de R3N , y viendo entonces a Fv (t) como un elemento de

TR(t)R3N , el principio de D’Alembert dice que Fv (t) ∈
(
TR(t)Q

)⊥
(donde ⊥ denota el

ortogonal respecto de la métrica Eucĺıdea), o sea:

las fuerzas de vı́nculo son perpendiculares a los desplazamientos virtuales.

En otras palabras, para todo t se tiene que

〈Fv (t) , ∆〉 = 0, ∀∆ ∈ TR(t)Q,

siendo 〈·, ·〉 el pairing de TR3N con su dual, o la métrica Eucĺıdea de TR3N , según veamos a
Fv (t) como elemento de T ∗R3N o TR3N , respectivamente. Dado que la cantidad 〈Fv (t) , ∆〉
tiene unidades de trabajo, se la conoce como el trabajo virtual de Fv para un desplazamiento
∆. Es por eso que el principio de D’Alembert a veces se enuncia como:

las fuerzas de vı́nculo no realizan trabajos virtuales;

y se lo conoce como Principio de los trabajos virtuales (aunque esta frase se suele
usar solamente para sistemas en equilibrio estático).

Notar que este principio es simplemente un postulado que hace referencia al espacio
donde viven las fuerzas responsables de implementar un determinado conjunto de v́ınculos.
No hay razones (por eso se habla de principio), desde un punto de vista f́ısico, para que
tal postulado sea siempre válido. Sin embargo, la clase de sistemas con v́ınculos donde se
cumple es suficientemente grande para que se lo tome como un principio de la mecánica.

Ejemplo. En el caso de las part́ıculas unidas por una varilla, la fuerza de v́ınculo es
Fv = Fv

1 ⊕ Fv
2 ∈ T ∗R6, donde Fv

1 y Fv
2 (como elementos del mismo R3) apuntan en la

dirección e definida por la varilla, y en sentidos opuestos:

Fv
2 = −Fv

1 = −‖Fv
1‖ e

(suponiendo que la varilla tiene masa despreciable, y que por ende la tensión en un extremo
coincide con la tensión en el otro). Consideremos un elemento arbitrario [ver la ecuación
(13)]

∆ =

(
v +

l

2
Ω× e

)
⊕
(
v − l

2
Ω× e

)
∈ TQ

Luego,

〈Fv, ∆〉 =

〈
Fv

1,v +
l

2
Ω× e

〉
+

〈
Fv

2,v −
l

2
Ω× e

〉
=

〈
Fv

1,v +
l

2
Ω× e

〉
−
〈

Fv
1,v −

l

2
Ω× e

〉
= 〈Fv

1, l Ω× e〉 = l ‖Fv
1‖ 〈e,Ω× e〉 = 0.

Lo cual implica que Fv cumple el principio de D’Alembert. �
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Resumiendo lo visto en esta sección, las ecuaciones de movimiento para un sistema con
v́ınculos que cumple el principio de D’Alembert son

A = Fa + Fv, R ∈ Q, Fv ∈ (TQ)o . (17)

Notar que ahora se han agregado 3N −K ecuaciones a las 3N + K originales, dando un
total de 6N , como el número de incógnitas.

2.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange

A continuación vamos a recordar algunas ideas elementales sobre coordinización y pa-
rametrización de una variedad y su tangente, utilizando una notación conveniente para
nuestros propósitos. Luego, haciendo uso de estas ideas, vamos a transformar las ecuacio-
nes (17) en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales reciben el nombre
de ecuaciones de Euler-Lagrange (E-L).

2.2.1. Parametrización de la posición

Dado un mapa (U,ϕ) de Q (nuestro espacio de configuraciones), con ϕ : U → Rn

(recordar que estamos indicando por n a la dimensión de Q), y dado q ∈ U , notaremos

ϕ (q) =
(
q1 (q) , ..., qn (q)

)
=
(
q1, ..., qn

)
.

A los śımbolos qi los vamos a pensar como:

funciones coordenadas qi : U → R,

componentes de los puntos de ϕ (U) ⊂ Rn,

o componentes qi : [t1, t2] → R de una curva en ϕ (U),

dependiendo del contexto.

El homeomorfismo ϕ : U → ϕ (U) define una parametrización de los puntos de U en
términos de los elementos (q1, ..., qn) ∈ ϕ (U), dada por

q = q
(
q1, ..., qn

)
= ϕ−1

(
q1, ..., qn

)
. (18)

Utilizando la inclusión i : Q ↪→ R3N , tenemos para los puntos R de R3N contenidos en U
la parametrización

R = R
(
q1, ..., qn

)
= i ◦ ϕ−1

(
q1, ..., qn

)
. (19)

Notar que ahora R va a indicar un punto de Q ⊆ R3N o la parametrización R = i ◦ ϕ−1 :
ϕ (U) → R3N .
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Ejemplo. Volvamos a las part́ıculas unidas por una varilla. Identifiquemos Q con R3×S2,
viendo a S2 como los elementos de R3 de norma uno. Asociado a Q tenemos una inmersión
i : Q ↪→ R6 dada por [recordar (11)]

i (r,u) =

(
r +

l

2
u

)
⊕
(
r− l

2
u

)
.

Luego, una parametrización evidente para R = i (r,u) es la dada por las coordenadas
(x, y, z, φ, θ), siendo las tres primeras las coordenadas de R3 y las últimas las coordenadas
esféricas; expĺıcitamente:

r (x, y, z, φ, θ) = (x, y, z) , (20)

u (x, y, z, φ, θ) = (cos φ sin θ, sin φ sin θ, cos θ) . (21)

Las ternas (x, y, z) describen la posición del centro de masa del sistema (que coincide con
el centro de la varilla), y los ángulos φ, θ describen la posición de la part́ıcula 1 respecto
del centro de masa. Por supuesto, el abierto U ⊂ R3 × S2 donde dicha parametrización es
válida puede tomarse igual a todo Q menos el producto cartesiano de R3 y un meridiano
que incluye a los polos n = (0, 0, 1) y −n, y pasa por el punto (1, 0, 0). �

2.2.2. Parametrización de la velocidad y los desplazamientos virtuales

El mapa (U,ϕ) de Q induce otro (TUQ, ϕ∗) en TQ, con TUQ = ∪q∈UTqQ (el tangente
a Q a lo largo de U) y

ϕ∗ : TUQ → R2n : X ∈ TqQ 7→
(
ϕ (q) ; ϕ∗,q (X)

)
,

siendo ϕ∗,q : TqQ → Tϕ(q)Rn la aplicación tangente a ϕ en un punto q. Para esta última
escribiremos

ϕ∗,q (X) =
(
q̇1, ..., q̇n

)
.

En lo que sigue, a los śımbolos q̇i los vamos a pensar como

funciones coordenadas q̇i : TqQ → R del tangente de Q,

componentes de los puntos de Tϕ(q)Rn.

Usando la parametrización (18) de los puntos de U , tendremos una para los elementos
X ∈ TUQ en términos de las 2n-uplas(

q1, ..., qn; q̇1, ..., q̇n
)
∈ ϕ∗ (TUQ) ,

dada por
X = X

(
q1, ..., qn; q̇1, ..., q̇n

)
= ϕ−1

∗,(q1,...,qn)

(
q̇1, ..., q̇n

)
.
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Aplicando a estas expresiones i∗ : TQ → TQR3N (la aplicación tangente a i : Q ↪→ R3N)
obtenemos

i∗
[
X
(
q1, ..., qn; q̇1, ..., q̇n

)]
= i∗ ◦ ϕ−1

∗,(q1,...,qn)

(
q̇1, ..., q̇n

)
=
(
i ◦ ϕ−1

)
∗,(q1,...,qn)

(
q̇1, ..., q̇n

)
=

n∑
i=1

∂ (i ◦ ϕ−1)

∂qi

(
q1, ..., qn

)
q̇i.

Luego, escribiendo R = i ◦ ϕ−1, podemos parametrizar las velocidades V y los desplaza-
mientos virtuales ∆ del sistema en TUQ (que las estamos viendo como elementos de TR3N)
según las fórmulas

V = V
(
q1, ..., qn; q̇1, ..., q̇n

)
=

n∑
i=1

∂R

∂qi

(
q1, ..., qn

)
q̇i (22)

y

∆ = ∆
(
q1, ..., qn; δq1, ..., δqn

)
=

n∑
i=1

∂R

∂qi

(
q1, ..., qn

)
δqi, (23)

respectivamente. Vamos a reservar el uso de los śımbolos δqi sólo para parametrizar des-
plazamientos virtuales.

Ejemplo. Parametricemos ahora la velocidad V de las part́ıculas unidas por una varilla.
Según la ecuación (10) tenemos que

R = r1 ⊕ r2 =

(
rcm +

l

2
e

)
⊕
(
rcm − l

2
e

)
.

Usando (20) y (21), para r = rcm y u = e, se sigue que

rcm = (x, y, z) y e = (cos φ sin θ, sin φ sin θ, cos θ) ,

y por ende

R (x, y, z, φ, θ) =

(
x +

l

2
cos φ sin θ, y +

l

2
sin φ sin θ, z +

l

2
cos θ

)
⊕

⊕
(

x− l

2
cos φ sin θ, y − l

2
sin φ sin θ, z − l

2
cos θ

)
.

En consecuencia [recordar la ecuación (12)], para

V = v1 ⊕ v2 =

(
vcm +

l

2
ω × e

)
⊕
(
vcm − l

2
ω × e

)
,

10



tendremos, según la ecuación (22), la parametrización

V = V
(
x, y, z, φ, θ;

.
x,

.
y,

.
z,

.

φ,
.

θ
)

con
vcm

(
x, y, z, φ, θ;

.
x,

.
y,

.
z,

.

φ,
.

θ
)

= ∂rcm

∂x

.
x + ∂rcm

∂y

.
y + ∂rcm

∂z

.
z = (

.
x,

.
y,

.
z) (24)

y (como ω × e = de/ dt)

ω × e
(
x, y, z, φ, θ;

.
x,

.
y,

.
z,

.

φ,
.

θ
)

= ∂e
∂φ

.

φ + ∂e
∂θ

.

θ

=
(
− sin φ sin θ

.

φ, cos φ sin θ
.

φ, 0
)

+
(
cos φ cos θ

.

θ, sin φ cos θ
.

θ,− sin θ
.

θ
)

.

En consecuencia,

ω
(
x, y, z, φ, θ;

.
x,

.
y,

.
z,

.

φ,
.

θ
)

=
(
− sin φ

.

θ − cos φ cos θ sin θ
.

φ, cos φ
.

θ − sin φ cos θ sin θ
.

φ, sin2 θ
.

φ
)

,

(25)
dado que ω = e× de/ dt. �

Queremos destacar una relación importante entre las funciones R y V, que utilizaremos
en seguida, y que es la igualdad

∂V

∂q̇i

(
q1, ..., qn; q̇1, ..., q̇n

)
=

∂R

∂qi

(
q1, ..., qn

)
, (26)

la cual se deduce inmediatamente de (22).

2.2.3. Desacoplando las incógnitas R (t) y Fv (t)

Tengamos en mente la ecuación A−Fa−Fv = 0. La idea es aplicar miembro a miembro
esta ecuación a un desplazamiento virtual arbitrario, y aśı arribar a ecuaciones donde sólo
aparezca la trayectoria R (t).

Consideremos una trayectoria suave R (t) tal que existe un t0 para el cual R (t0) ∈ U . En
ϕ (U) tendremos asociada un única curva q (t) = (q1 (t) , ..., qn (t)), definida en un entorno
de t0, tal que

R (t) = R (q (t)) = R
(
q1 (t) , ..., qn (t)

)
.

En términos de la paremetrización (22), la velocidad correspondiente podremos escribirla

V (t) = V (q (t) ; q̇ (t)) =
n∑

i=1

∂R

∂qi
(q (t)) q̇i (t) , (27)

donde q̇ (t) = (q̇1 (t) , ..., q̇n (t)), y

q̇i (t) =
d

dt
qi (t) .
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Consideremos también, para cada instante t, un desplazamiento virtual arbitrario ∆ (t) ∈
TR(t)Q, que podemos escribir

∆ (t) = ∆ (q (t) ; δq (t)) =
n∑

i=1

∂R

∂qi
(q (t)) δqi (t) ,

siendo δq (t) = (δq1 (t) , ..., δqn (t)). Luego, usando el principio de D´Alembert, si para cada
t aplicamos A (t)− Fa (t)− Fv (t) ∈ T ∗R(t)R3N sobre ∆ (t) tendremos

0 = 〈A− Fa − Fv, ∆〉 = 〈A− Fa, ∆〉 =
n∑

i=1

〈
A− Fa,

∂R

∂qi

〉
δqi (t) .

Como la expresión anterior debe valer para todo δq (t), es necesario que〈
A− Fa,

∂R

∂qi

〉
= 0, i = 1, ..., n. (28)

Notemos que de esta forma hemos encontrado una ecuación para R (t) [a través de sus
coordenadas qi (t)], donde no aparecen las fuerzas de v́ınculo. Luego, si encontramos una
solución q (t), tendremos una solución de la ecuación original con

R (t) = R (q (t)) y Fv (t) =
d2

dt2
R (t)− Fa (t) .

2.2.4. Derivación de las ecuaciones de E-L

Analicemos por separado los términos 〈A, ∂R/ ∂qi〉 y 〈Fa, ∂R/ ∂qi〉.
Para el primero tenemos〈

A,
∂R

∂qi

〉
=

〈
dV

dt
,
∂R

∂qi

〉
=

d

dt

〈
V,

∂R

∂qi

〉
−
〈

V,
d

dt

(
∂R

∂qi

)〉
.

Dado que (usando regla de la cadena)

d

dt

(
∂R

∂qi
(q (t))

)
=

n∑
j=1

∂2R

∂qi∂qj
(q (t)) q̇j (t) ,

y

∂V

∂qi
=

∂

∂qi

(
n∑

j=1

∂R

∂qj
q̇j

)
=

n∑
j=1

∂2R

∂qi∂qj
q̇j,

luego
∂V

∂qi
(q (t) ; q̇ (t)) =

d

dt

(
∂R

∂qi
(q (t))

)
.

12



Este resultado junto con la ecuación (26) implican que〈
A,

∂R

∂qi

〉
=

d

dt

〈
V,

∂V

∂q̇i

〉
−
〈

V,
∂V

∂qi

〉
.

Si además escribimos〈
V,

∂V

∂q̇i

〉
=

1

2

∂ 〈V,V〉
∂q̇i

y

〈
V,

∂V

∂qi

〉
=

1

2

∂ 〈V,V〉
∂qi

,

tendremos que 〈
A,

∂R

∂qi

〉
=

d

dt

(
∂
(

1
2
〈V,V〉

)
∂q̇i

)
−

∂
(

1
2
〈V,V〉

)
∂qi

. (29)

Observemos que la función 1
2
〈V,V〉 = 1

2
V2 puede escribirse como

1

2
V2 = T ◦ i∗ ◦ ϕ−1

∗ , (30)

siendo T : TR3N → R : (X,Y) 7→ 1
2
〈Y,Y〉 = 1

2
Y2 la enerǵıa cinética del sistema.

Para analizar el otro miembro 〈Fa, ∂R/ ∂qi〉, supondremos de ahora en más que Fa es
sólo función de la posición (i.e. no es función de las velocidades ni del tiempo). Más aún,
supondremos que todas las Fa

i ´s son conservativas, i.e. existe V : R3N → R, la enerǵıa
potencial, tal que

Fa
i = −∇iV = −∂V

∂ri

,

o equivalentemente

Fa = −∇V = −∂V

∂R
.

En consecuencia, 〈
Fa,

∂R

∂qi

〉
= −

〈
∇V,

∂R

∂qi

〉
= −∂ (V ◦ i ◦ ϕ−1)

∂qi
. (31)

Resumiendo, de las ecs. (28), (29), (30) y (31) se tiene

d

dt

(
∂ (T ◦ i∗ ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇i

)
− ∂ (T ◦ i∗ ◦ ϕ−1

∗ )

∂qi
+

∂ (V ◦ i ◦ ϕ−1)

∂qi
= 0. (32)

Usando la proyección canónica τ : TQ � Q, podemos extender V ◦ i ◦ ϕ−1 a una función
de los qi’s y los q̇i’s, independiente de los últimos, dada por la composición

V ◦ i ◦ τ ◦ ϕ−1
∗ .

Con ella es posible reescribir (32) como

d

dt

(
∂ [(T ◦ i∗ − V ◦ i ◦ τ) ◦ ϕ−1

∗ ]

∂q̇i

)
− ∂ [(T ◦ i∗ − V ◦ i ◦ τ) ◦ ϕ−1

∗ ]

∂qi
= 0. (33)
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De este modo queda naturalmente definida una función L : TQ → R, dada por

L = T ◦ i∗ − V ◦ i ◦ τ , (34)

en términos de la cual las ecuaciones (17) se transforman en

d

dt

(
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇i

)
− ∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂qi
= 0, i = 1, ..., n,

u omitiendo ϕ−1
∗ ,

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, ..., n. (35)

Estas últimas se conocen como ecuaciones de Euler-Lagrange (E–L), y a la función L
se le llama Lagrangiano o función Lagrangiana del sistema.

Observaciones.

Las ecuaciones de E-L definen un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden

∂ (L ◦ ϕ−1
∗ )

∂qj∂q̇i
q̇j +

∂ (L ◦ ϕ−1
∗ )

∂q̇j∂q̇i
q̈j − ∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂qi
= 0, i = 1, ..., n,

para las incógnitas qi (t). Estamos denotando

q̈i (t) =
d2

dt2
qi (t) .

Es necesario remarcar que la forma de las ecuaciones (35) es independiente del sistema
de coordenadas elegido.

Las ecuaciones (35) aparecen en el cálculo de variaciones (ver [1, 3], y referencias
alĺı incluidas). De hecho, veremos más adelante que las ecuaciones de movimiento
de los sistemas de part́ıculas con v́ınculos pueden derivarse a partir de un principio
variacional.

El siguiente teorema condensa, y enuncia con precisión, todo lo visto hasta el momento.

Teorema. Consideremos una subvariedad Q de R3N de dimensión n y una función
V : R3N → R. Definamos la función L : TQ → R como L = T ◦ i∗ − V ◦ i ◦ τ , con

T : TR3N → R dada por T (X,Y) = 1
2
Y2,

i : Q ↪→ R3N la inclusión de Q en R3N ,

14



τ : TQ � Q la proyección canónica.

Supongamos que la curva R (t) de R3N y la sección Fv (t) de T ∗R3N , a lo largo de dicha
curva, definen una solución de las ecuaciones

d2

dt2
R (t) = −∇V (R (t)) + Fv (t) , R (t) ∈ Q, Fv (t) ∈

(
TR(t)Q

)o
. (36)

Luego, para cada mapa (U,ϕ) de Q tal que R (t0) ∈ U para algún t0, se tiene que la curva(
q1 (t) , ..., qn (t)

)
= ϕ [R (t)] de Rn,

en un entorno de t0, es solución de (35). Rećıprocamente, si para un mapa (U,ϕ) de Q la
curva (q1 (t) , ..., qn (t)) de Rn es solución de (35), para la función L definida anteriormente,
luego la curva

R (t) = i ◦ ϕ−1
(
q1 (t) , ..., qn (t)

)
y la sección

Fv (t) =
d2

dt2
R (t) +∇V (R (t)) ∈ TR(t)R3N

definen una solución de (36). �

2.3. Sistemas Lagrangianos

A los efectos de estas notas, entenderemos por sistema dinámico todo conjunto de
ecuaciones que tiene entre sus incógnitas una curva I ⊂ R → S en algún conjunto S (que
define los estados del sistema), y llamaremos trayectoria o evolución del sistema a cada
curva que sea solución de dichas ecuaciones.

Definición. Se llama sistema Lagrangiano a todo sistema dinámico para el cual
existe una n-variedad Q y una función L : TQ → R, tal que cada trayectoria del mismo
está dada por una curva γ : [t1, t2] → Q cuyas coordenadas (q1 (t) , ..., qn (t)) en un mapa
(U,ϕ) satisfacen las ecuaciones

d

dt

(
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇i

)
− ∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂qi
= 0, i = 1, ..., n. (37)

Cuando describamos a un sistema dinámico en términos de algún par (Q,L) asociado (si
éste existe), diremos que estamos considerando la formulación Lagrangiana del mismo.
Tal como hiciéramos para sistemas de part́ıculas con v́ınculos, a la variedad Q la llamare-
mos espacio de configuraciones, a L Lagrangiano o función Lagrangiana, y a las
ecuaciones (37) ecuaciones de Euler-Lagrange. �

Observaciones.

El término sistema Lagrangiano también se usa para referirse a un par (Q,L), siendo
Q una variedad y L una función sobre su tangente.
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Un mismo sistema dinámico puede estar definido por distintos pares (Q,L).

La idea de sistema Lagrangiano puede extenderse al caso en que la función Lagran-
giana depende del tiempo:

L : TQ× R → R.

Los sistemas dinámicos desciptos por tales Lagrangianos suelen ser no conservativos,
y reciben el nombre de no autónomos.

Los sistemas mecánicos que hemos considerado hasta el momento (es decir, sistemas
de part́ıculas con v́ınculos) tienen un Lagrangiano muy particular [ver (34)], que
podemos escribir

L = T − V ◦ τ , T : TQ → R, V : Q → R,

donde T es la forma cuadrática de una métrica en TQ, y reciben el nombre de
sistemas Lagrangianos simples. En la sección anterior T y V ◦ τ eran T ◦ i∗ y
V ◦ i ◦ τ , respectivamente, siendo T la forma cuadrática que da lugar a la métrica
Eucĺıdea en TR3N , y T ◦ i∗ su pull-back a TQ.

Por supuesto, no todo sistema Lagrangiano es de esta forma.

La existencia y unicidad de las ecuaciones de E-L queda garantizada por la siguiente
condición: para todo mapa (U,ϕ) la matriz de coeficientes

Hij =
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇j∂q̇i

es invertible. En tal caso se dice que el sistema es regular. Los sistemas simples son
todos regulares, pues Hij es precisamente la matriz de la métrica definida por T en
las coordenadas en consideración.

Dado un sistema de part́ıculas con v́ınculos, que satisfagan el principio de D’Alembert,
la ventaja de describirlo utilizando el formalismo Lagrangiano es que éste brinda una
manera sistemática de derivar sus ecuaciones de movimiento. Los pasos a seguir son:

1. Construir el Lagrangiano L; para lo cual basta con calcular su enerǵıa cinética T y
su enerǵıa potencial V restringidas a la subvariedad de v́ınculos Q;

2. elegir un sistema de coordenadas ϕ = (q1, ..., qn) en una región U , y considerar el
inducido en TUQ

ϕ∗ =
(
q1, ..., qn; q̇1, ..., q̇n

)
;

3. calcular las derivadas parciales ∂ (L ◦ ϕ−1
∗ )/ ∂qi y ∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )/ ∂q̇i;

4. evaluar el resultado en una curva incógnita (q1 (t) , ..., qn (t) ; q̇1 (t) , ..., q̇n (t)) en TUQ,
con q̇i (t) = dqi (t)/ dt;
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5. derivar respecto de t a ∂ (L ◦ ϕ−1
∗ )/ ∂q̇i;

6. para cada i, igualar a cero la diferencia entre el resultado del punto anterior y
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )/ ∂qi.

Notar que, en cambio, la escritura de las ecuaciones de Newton demanda la construcción
de cantidades vectoriales (como las fuerzas aplicadas), y que además, una vez escritas, es
necesario manipularlas para despejar las fuerzas de v́ınculo de las trayectorias.

Ejemplo. Escribamos el Lagrangiano y las ecuaciones de E-L para el sistema de las masas
unidas por una varilla. Supongamos que las part́ıculas están sólo sometidas a la acción
de la gravedad. Para construir L debemos dar la enerǵıa cinética y la enerǵıa potencial
restringidas a Q. Obviamente, la enerǵıa cinética del sistema es T = 1

2
(v2

1 + v2
2) (recordar

que estamos tomando las masas iguales a 1). Teniendo en cuenta los v́ınculos, es decir, si
restringimos T a TQ tendremos a partir de las ecuaciones (12) que

T ◦ i∗ = v2
cm +

l2

4
ω2.

La enerǵıa potencial correspondiente es [ver (10)]

V ◦ i = −2 〈g, rcm〉 ,

siendo g la aceleración de la gravedad. En consecuencia, el Lagrangiano del sistema L :
TQ → R, viendo a Q como R3 × S2, vale

L (rcm, e,vcm, ω) = v2
cm +

l2

4
ω2 + 2 〈g, rcm〉 . (38)

En un mapa (U,ϕ) que dé lugar a la parametrización descripta por (20) y (21), tenemos
de (24) y (25)

v2
cm =

.
x

2
+

.
y

2
+

.
z

2
, ω2 =

.

θ
2
+ sin2 θ

.

φ
2

y 〈g, rcm〉 = −g z,

si g = ‖g‖ y g apunta en la dirección de los z´s negativos. Por ende,

L ◦ ϕ−1
∗

(
x, y, z, φ, θ;

.
x,

.
y,

.
z,

.

φ,
.

θ
)

=
.
x

2
+

.
y

2
+

.
z

2
+

l2

4

( .

θ
2
+ sin2 θ

.

φ
2)
− 2 g z. (39)

Para hallar las ecuaciones de E-L seguimos los pasos 1–6 anteriores, obteniendo:

para las coordenadas x, y y z:

..
x = 0,

..
y = 0,

..
z = −g; (40)

para las coordenadas φ y θ:

sin2 θ
..

φ + 2 sin θ cos θ
.

θ
.

φ = 0,
..

θ − sin θ cos θ
.

φ
2

= 0. � (41)
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2.3.1. Cuerpos ŕıgidos

Un cuerpo ŕıgido es un sistema de part́ıculas sujetas a las restricciones

‖ri − rj‖ − cij = 0, ∀1 ≤ i, j ≤ N, (42)

siendo los cij números reales positivos. Puede verse que, si las part́ıculas no están contenidas
en una recta (para lo cual es necesario que N > 2), el espacio de configuraciones del sistema
es difeomorfo a Q = R3 × SO (3), siendo SO (3) el grupo de Lie de matrices ortogonales
de determinante 1. El factor R3 describe (por ejemplo) la posición del centro de masa del
cuerpo, y el otro factor describe la rotación ŕıgida de los puntos del cuerpo en torno al
centro de masa. De hecho, dado un conjunto de N puntos (fijos) si que cumplen (42) y
tales que

∑N
i=1 si = 0, es posible escribir

ri = rcm + A si, A ∈ SO (3) .

El espacio tangente a Q será entonces el álgebra de Lie R3⊕so (3), siendo so (3) el subcon-
junto de matrices anti-simétricas de 3 × 3, muñido del conmutador de matrices. Si sobre
R3 consideramos el corchete de Lie

[x,y] = x× y,

podemos identificar so (3) con este último, v́ıa el isomorfismo

(Ω1, Ω2, Ω3) 7→

 0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0

 .

Las velocidades de cada part́ıcula podrán escribirse

vi = vcm + Ω× (ri − rcm) , Ω ∈ so (3) .

Supongamos que las part́ıculas que conforman el cuerpo ŕıgido están sometidas sólo a
fuerzas conservativas, con potencial V . Sea T = 1/2 〈V,V〉 la enerǵıa cinética. A través
de la inmersión

i : R3 × SO (3) ↪→ R3N : (rcm, A) 7→ ⊕N
i=1 [rcm + A si]

o más precisamente, de su diferencial

i∗ : R3 ⊕ so (3) → TR3N : (vcm, Ω) 7→ ⊕N
i=1 [vcm + Ω× (ri − rcm)] ,

se tiene la enerǵıa cinética del sistema (teniendo en cuenta los v́ınculos)

T ◦ i∗ =
N

2
〈vcm,vcm〉+

1

2
I (Ω, Ω) ,
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siendo I la bilineal

I (x,y) =
N∑

i=1

(〈x,y〉 〈si, si〉 − 〈x, si〉 〈si,y〉) ,

llamada momento de inercia. Notar que I define una métrica en so (3). El Lagrangiano del
sistema será

L (rcm, A,vcm, Ω) =
N

2
〈vcm,vcm〉+

1

2
I (Ω, Ω)− V ◦ i (rcm, A) .

Si V corresponde sólo a la fuerza gravitatoria sobre las part́ıculas, entonces V ◦ i (rcm, A) =
−N 〈g, rcm〉.

2.3.2. Potenciales dependientes de la velocidad

A pesar de que al deducir las ecuaciones de E-L para un sistema de part́ıculas hemos
supuesto que las fuerzas aplicadas no dependen de las velocidades ni del tiempo, existen
sistemas donde eso pasa y sin embargo el formalismo Lagrangiano sigue siendo válido. Un
caso particularmente interesante es el de la fuerza de Lorentz.

Consideremos una part́ıcula de carga e, sometida sólamente a la acción de un cam-
po eléctrico E (r, t) y uno magnético B (r, t). La ecuación de Newton para la misma es
(tomando la velocidad de la luz c igual a 1)

a = e (E + v ×B) , (43)

siendo F = e (E + v ×B) la fuerza de Lorentz correspondiente (que es claramente depen-
diente de la velocidad y del tiempo). Representemos a E y B en términos de un potencial
φ (r, t) y un potencial vector A (r, t), como

E = −∇φ− ∂A

∂t
, B = ∇×A.

Luego, la ecuación (43) puede escribirse como las ecuaciones de E-L para el Lagrangiano
dependiente del tiempo

L : TR3 × R → R

dado por L = T − U , siendo T = 1/2 〈v,v〉 la enerǵıa cinética de la part́ıcula y

U = e (φ− 〈A,v〉)

la enerǵıa potencial (ver [1], pág. 26, para una demostración).
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2.3.3. Coordenadas ćıclicas: simetŕıa y conservación

Consideremos un sistema Lagrangiano (Q,L), y fijemos algún mapa (U,ϕ), con ϕ =
(q1, ..., qn). Se llama momento canónicamente conjugado a qi a las derivadas parciales

pi =
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇i

(
q1, ..., qn; q̇1, ..., q̇n

)
. (44)

Se dice que qi es una coordenada ćıclica si

∂ (L ◦ ϕ−1
∗ )

∂qi
= 0, (45)

i.e. L ◦ ϕ−1
∗ no depende de una coordenada qi.

Proposición. Si qi es una coordenada ćıclica, luego su momento canónicamente con-
jugado es una constante de movimiento, es decir, pi se mantiene constante a lo largo de
toda trayectoria del sistema.

Demostración. Si (q1 (t) , ..., qn (t)) es una solución de

d

dt

[
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇i

]
− ∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂qi
= 0,

entonces, dado que qi es ćıclica, y por ende se cumple (45), tenemos por definición de pi

[ver (44)] que
d

dt
pi = 0,

como queŕıamos mostrar. �

Ejemplo. En el caso de las masas unidas por una varilla y sujetas a la acción de la
gravedad, el Lagrangiano asociado [ver (38) y (39)] es independiente de las coordenadas x,
y y φ. Luego, sus momentos canónicos conjugados

px =
.
x, py =

.
y y pφ =

l2

2
sin2 θ

.

φ

serán constantes de movimiento. La conservación de los mismos es evidente de las ecua-
ciones de movimiento (40) y (41). Notar que px y py describen los momentos lineales del
sistema en las direcciones x e y, mientras que pφ describe el momento angular del sistema
en la dirección z. �

La existencia de una coordenada ćıclica se puede ver como una invariancia o simetŕıa
del Lagrangiano ante la transformación qi 7→ qi + ε. Para ver esto, supongamos que (U,ϕ)
es un mapa tal que ϕ (U) = Rn. Luego, que L ◦ ϕ−1

∗ no dependa de qi es equivalente a la
igualdad

L ◦ ϕ−1
∗
(
q1, ..., qi + ε, ..., qn; q̇1, ..., q̇n

)
= L ◦ ϕ−1

∗
(
q1, ..., qi, ..., qn; q̇1, ..., q̇n

)
,
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para todo ε ∈ R. Consideramos transformaciones más generales, dependiente de parámetros
reales ε1, ..., εk, de la forma{

qi 7→ Qi = Qi (q1, ..., qn; ε1, ..., εk) ,

q̇i 7→
.

Q
i
=
∑

j
∂Qi

∂qj q̇j,
(46)

con Qi : ϕ (U) × Rk → R tal que Qi (q1, ..., qn; 0, ..., 0) = qi. La condición de invariancia
para L ante esta familia (multiparamétrica) de transformaciones se lee

L ◦ ϕ−1
∗

(
Q1, ..., Qn;

.

Q
1
, ...,

.

Q
n)

= L ◦ ϕ−1
∗
(
q1, ..., qn; q̇1, ..., q̇n

)
, ∀εj.

Si derivamos la igualdad de arriba respecto de los parámetros εj e igualamos los últimos a
cero tenemos∑

i

∂ (L ◦ ϕ−1
∗ )

∂qi
Qij +

∑
i,k

∂ (L ◦ ϕ−1
∗ )

∂q̇i

∂Qij

∂qk
q̇k = 0, j = 1, ..., k;

siendo Qij = ∂Qi/∂εj|ε=0. Es fácil ver a partir de la última ecuación que sobre las trayec-
torias del sistema las funciones

cj =
∑

i pi Q
ij

son constantes de movimiento. Dejamos la demostración de ésto último como ejerecicio.

Existen extensiones globales (i.e. válidas no sólo en cartas locales) de la idea desarrollada
arriba, es decir, existen nociones de simetŕıa o invariancia globales del Lagrangiano que
tienen asociada una familia de constantes de movimiento (ver refs. [4, 5]). A continuación,
vamos a desarrollar una de ellas. Para eso necesitamos considerar los siguientes elementos.

Sea G un grupo de Lie que actúa sobre Q a través de

φ : G×Q → Q.

Si la acción es local, es decir, si sólo está definida sobre una carta U , podemos cambiar
arriba y en lo que sigue Q por el abierto U .

Las transformaciones antes analizadas están asociadas a acciones locales. En el caso
de las coordenadas ćıclicas el grupo involucrado es G = R, y la acción

φ : R× U → U : (ε, u) 7→ ϕ−1 (ϕ (u) + (0, ..., ε, ..., 0)) ,

con ε en la posición i-ésima.

Definamos para cada g ∈ G la aplicación

φg : Q → Q : q 7→ φ (g, q)

y su tangente (
φg

)
∗ : TQ → TQ.

Vamos a decir que L es invariante ante la acción de G (definida por φ) si

L ◦
(
φg

)
∗ = L, ∀g ∈ G.
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Para cada elemento η del álgebra de Lie g = TeG de G, tenemos un campo vectorial
sobre Q dado por la fórmula(

ηQ

)
q

=
d

ds

[
φexp(ηs) (q)

]
s=0

.

En el caso de las coordenadas ćıclicas,
(
ηQ

)
q

está definido sólo a lo largo de U y vale

(
ηQ

)
q

= ϕ−1
∗,q

(
∂

∂qi

)
.

La versión intŕınseca de la idea de momento canónicamente conjugado esta dada por
la de derivada de L a lo largo de la fibra FL : TQ → T ∗Q, también conocida como
transformada de Legendre asociada a L, que se define como

〈FL (X) , Y 〉 =
dL (X + t Y )

dt

∣∣∣∣
t=0

, con X, Y ∈ TqQ.

De hecho, si para cada mapa (U,ϕ) de Q, y su inducido (TUQ,ϕ∗) correspondiente,
utilizamos en T ∗Q el mapa dual

(
T ∗UQ, (ϕ∗)−1), tendremos que

(ϕ∗)−1 ◦ FL ◦ ϕ−1
∗
(
q1, ..., qn; q̇1, ..., q̇n

)
=
(
q1, ..., qn; p1, ..., pn

)
,

con

pi =
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇i

(
q1, ..., qn; q̇1, ..., q̇n

)
.

El siguiente teorema establece una conexión entre las simetŕıas de un Lagrangiano y
las leyes de conservación del sistema que éste define (para una demostración, ver [4], pág.
285).

Teorema de Nöether. Sea (Q,L) un sistema Lagrangiano y φ : G × Q → Q una
acción de un grupo de Lie G sobre Q. Si L es invariante ante la acción de G, luego, para
cada η ∈ g tendremos que la función cη : TQ → R, con

cη (X) =
〈

FL (X) ,
(
ηQ

)
q

〉
, X ∈ TqQ,

es constante a lo largo de toda trayectoria del sistema. �

Podemos condensar todas las cantidades conservadas cη en una única aplicación

J : TQ → g∗,

denominada aplicación momento, que en este caso está dada por la ecuación

〈J (X) , η〉g =
〈

FL (X) ,
(
ηQ

)
q

〉
,

donde 〈·, ·〉g denota el pairing entre g y su dual. La aplicación momento es un objeto central
en la teoŕıa de reducción [4, 5], sobre la cual no vamos a hablar en estas notas.
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2.3.4. Formulación variacional

En esta sección vamos a mostrar que las trayectorias de un sistema Lagrangiano pueden
definirse como las extremales de una funcional.

Consideremos un par (Q, L) con L : TQ×R → R (Lagrangiano dependiente del tiempo),
i.e. L = L (v, t), con v ∈ TQ y t ∈ R.

Los conceptos que introduciremos a continuación forman parte del llamado cálculo de
variaciones. Existen diversos problemas de la f́ısica y la matemática que se plantean en
dicho contexto. Para una revisión del tema se pueden consultar los libros [1, 3] y las citas
alĺı contenidas.

Dados q1, q2 ∈ Q y t1, t2 ∈ R, denotemos por Ω (t1, t2; q1, q2) al espacio de curvas
γ : [t1, t2] → Q tales que γ (t1) = q1 y γ (t2) = q2. En tal espacio, definamos la función (o
funcional)

SL [γ] =

∫ t2

t1

L (γ̇ (t) , t) dt,

llamada acción, donde por

γ̇ : [t1, t2] → TQ : t 7→ γ̇ (t)

estamos denotando la derivada de γ (t), i.e.

γ̇ (t) = γ∗,t (d/dt|t) ∈ Tγ(t)Q.

Definición. Una variación de una curva γ ∈ Ω (t1, t2; q1, q2) es una aplicación

∆γ : [t1, t2]× R → Q : (t, λ) 7→ ∆γ (t, λ)

tal que:

a. ∆γ (t, 0) = γ (t), para todo t ∈ [t1, t2];

b. ∆γ (t1, λ) = q1 y ∆γ (t2, λ) = q2, para todo λ ∈ R.

Notemos del punto 2 que para cada λ la curva

∆γλ : [t1, t2] → Q : t 7→ ∆γ (t, λ)

está en Ω (t1, t2; q1, q2) .

Definición. Una curva γ es un extremo o extremal de S [γ] si para toda variación
∆γ se tiene

dSL [∆γλ]

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= ĺım
λ→0

SL [∆γλ]− SL [γ]

λ
= 0.
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Ejemplo. Si queremos hallar una función γ : [t1, t2] → R, tal que γ (t1) = q1 y γ (t2) =
q2, y que su gráfico defina en R3 una superficie de revolución de area mı́nima, debemos
minimizar SL [γ] con

L : TR× R → R, L (v, t) = 2π t
√

1 + v2.

Ésto se debe a que el área de la superficie de revolución definida por γ vale

A = 2π

∫ t2

t1

t
√

1 + γ̇2 (t) dt. �

Teorema. Una curva γ es extremo de S [γ] si y sólo si para todo mapa (U,ϕ), tal que
γ interseca a U , se cumple que ϕ (γ (t)) = (q1 (t) , ..., qn (t)) es solución de

d

dt

(
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇i

)
− ∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂qi
= 0, i = 1, ..., n,

para todo t tal que γ (t) ∈ U .
Demostración. Supongamos que γ es extremo de S [γ], y tomemos un mapa (U,ϕ) por

donde pasa γ. Sea (t3, t4) ⊂ [t1, t2] el intervalo donde γ (t) ∈ U . Tomemos una variación de
γ tal que

∆γ (t, λ) = γ (t) , ∀t ∈ [t1, t2]− (t3, t4) . (47)

Luego,

S [∆γλ] =

∫ t3

t1

L (∆γ̇λ (t)) dt +

∫ t4

t3

L (∆γ̇λ (t)) dt +

∫ t2

t4

L (∆γ̇λ (t)) dt

=

∫ t3

t1

L (γ̇ (t)) +

∫ t4

t3

L (∆γ̇λ (t)) dt +

∫ t2

t4

L (γ̇ (t)) dt,

y por lo tanto

dS [∆γλ]

dλ

∣∣∣∣
λ=0

=
d

dλ

∫ t4

t3

L (∆γ̇λ (t)) dt

∣∣∣∣
λ=0

=

∫ t4

t3

d

dλ
L (∆γ̇λ (t))

∣∣∣∣
λ=0

dt.

Dado que toda variación cumple ∆γ0 = γ, tendremos para ε suficientemente chico que

∆γ (t, λ) ∈ U, ∀t ∈ (t3, t4) , ∀ |λ| < ε.

En consecuencia, podemos escribir

L (∆γ̇λ (t)) = L ◦ ϕ−1
∗ ◦ ϕ∗ (∆γ̇λ (t)) ∀t ∈ (t3, t4) , ∀ |λ| < ε.

Por otro lado, definiendo

ϕ (∆γλ (t)) =
(
∆q1

λ (t) , ..., ∆qn
λ (t)

)
, ϕ∗ (∆γ̇λ (t)) =

(
∆q1

λ (t) , ..., ∆qn
λ (t) ; ∆q̇1

λ (t) , ..., ∆q̇n
λ (t)

)
,
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y usando regla de la cadena,

d

dλ
L (∆γ̇λ (t)) =

n∑
i=1

[
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂qi

d (∆qi
λ (t))

dλ
+

∂ (L ◦ ϕ−1
∗ )

∂q̇i

d

dλ

(
∆q̇i

λ (t)
)]

. (48)

Dado que
d

dλ

(
∆q̇i

λ (t)
)

=
d

dλ

[
d (∆qi

λ (t))

dt

]
=

d

dt

[
d (∆qi

λ (t))

dλ

]
,

el segundo término de (48) lo podemos re-escribir

∂ (L ◦ ϕ−1
∗ )

∂q̇i

d

dλ

(
∆q̇i

λ (t)
)

=
d

dt

[
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇i

d (∆qi
λ (t))

dλ

]
− d

dt

[
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇i

]
d (∆qi

λ (t))

dλ
.

Si utilizando esta última fórmula integramos (48), obtenemos∫ t4

t3

L (∆γ̇λ (t)) dt = −
∫ t4

t3

n∑
i=1

(
d

dt

[
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇i

]
− ∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂qi

)
d (∆qi

λ (t))

dλ
dt

+
n∑

i=1

∂ (L ◦ ϕ−1
∗ )

∂q̇i

d (∆qi
λ (t))

dλ

∣∣∣∣t4
t3

.

A partir de (47) tenemos que ∆γ (t3, λ) = γ (t3) y ∆γ (t4, λ) = γ (t4), ∀λ ∈ R, por lo cual

d (∆qi
λ (t3))

dλ
=

d (∆qi
λ (t4))

dλ
= 0.

De todo esto concluimos que

0 =
dS [∆γλ]

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= −
∫ t4

t3

n∑
i=1

(
d

dt

[
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇i

]
− ∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂qi

)
λ=0

d (∆qi
λ (t))

dλ

∣∣∣∣
λ=0

dt.

Notar que al evaluar en λ = 0 el factor entre paréntesis (dentro de la sumatoria) queda
evaluado en la curva(

∆q1
0 (t) , ..., ∆qn

0 (t)
)

= ϕ (∆γ0 (t)) = ϕ (γ (t)) =
(
q1 (t) , ..., qn (t)

)
.

Dado que ∆qi
λ (t) es una función arbitraria, la única posibilidad de que la ecuación de

arriba se cumpla es que

d

dt

[
∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂q̇i

]
− ∂ (L ◦ ϕ−1

∗ )

∂qi
= 0, i = 1, ..., n,

como queŕıamos mostrar. La rećıproca la dejamos como ejercicio para el lector. �
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A partir de este teorema, es posible definir a los sistemas Lagrangianos como los sistemas
dinámicos cuyas trayectorias γ : [t1, t2] → Q extreman la funcional

S [γ] =

∫ t2

t1

L (γ̇ (t)) dt,

siendo Q una n-variedad y L : TQ → R (podemos también introducir dependencia en
el tiempo). Los sistemas dinámicos cuyas trayectorias están definidas de esta manera se
dice que satisfacen un Principio variacional, o más concretamente, que satisfacen el
Principio de Mı́nima acción, o Principio de Hamilton.

3. Formulación Hamiltoniana de sistemas mecánicos

Hamilton desarrolló inicialmente esta teoŕıa para estudiar cuestiones de óptica geométri-
ca. En 1834 mostró que su formalismo se aplicaba también a la mecánica. El lector intere-
sado puede encontrar transcripciones online de los trabajos originales de Hamilton en [6].

Un estudio detallado de los temas tratados en esta sección puede encontrarse, por
ejemplo, en [1, 3, 4, 5].

3.1. Mecánica Hamiltoniana de una part́ıcula con potencial

Consideremos una part́ıcula en R3 de masa m, sujeta a una fuerza dada por F = −∇V .
La función V a valores reales definida en R3 (o en alguna región de R3) se denomina función
potencial. La segunda ley de Newton (F = ma) nos dice que

−∂V

∂qi
= mq̈i, i = 1, 2, 3.

Si escribimos el Lagrangiano

L = K − V =
1

2
mq̇2 − V (q), (49)

las ecuaciones de Euler-Lagrange coinciden con las dadas por la ley de Newton:

0 =
d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= mq̈ +

∂V

∂q
⇔ −∂V

∂q
= mq̈.

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden. La técnica
usual para transformarlo en un sistema de primer orden consiste en incorporar q̇ como una
nueva variable. Haciendo esencialmente lo mismo, introducimos

p = mq̇,
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que es el momento o cantidad de movimiento, y aśı podemos escribir

q̇ =
p

m
(50a)

ṗ = −∂V

∂q
. (50b)

Definamos ahora el Hamiltoniano
H = K + V

como la suma de la enerǵıa cinética y la enerǵıa potencial, expresadas en función de q y p.
Para nuestra part́ıcula con potencial, obtenemos

H(q, p) =
1

2
m
( p

m

)2

+ V (q) =
p2

2m
+ V (q). (51)

Las ecuaciones (50) se pueden escribir ahora como

q̇ =
∂H

∂p
(52a)

ṗ = −∂H

∂q
. (52b)

Estas ecuaciones se conocen como ecuaciones de Hamilton.

Espacio de fase Consideremos el “espacio con ejes q y p”; esto es, R6 ≡ R3×R3, donde
pensamos el primer factor R3 como correspondiente a q y el segundo factor a p. Este es el
espacio de fase para el sistema de una part́ıcula considerado. (En realidad, veremos después
que el espacio de fase es más correctamente T ∗R3 ≡ R3 × (R3)∗.) Una curva (q(t), p(t)) en
el espacio de fase es solución de las ecuaciones de Hamilton (52) si y sólo si es una ĺınea
de flujo del campo Hamiltoniano XH := (∂H/∂p,−∂H/∂q).

3.2. Momento generalizado

Revisemos la definición de p = mq̇ de la sección anterior más detenidamente. Observe-
mos que si L está dado por (49), entonces

∂L

∂q̇
= mq̇ = p.

Esto nos lleva a definir, para un Lagrangiano más general, por ejemplo uno que no esté dado
por una expresión del tipo (49), el momento generalizado

p =
∂L

∂q̇
. (53)

Cada pi = ∂L/∂q̇i se denomina momento conjugado a qi. Observemos que esta expresión
pone de manifiesto la naturaleza del momento, en el sentido de que p no es un vector
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sino un covector. La expresión p = mq̇ de la sección anterior presupone, en realidad, una
identificación entre vectores y covectores a través de la métrica Eucĺıdea estándar en R3.
Aśı, el Hamiltoniano H es en realidad una función definida en T ∗R3. Denotaremos las
componentes de los covectores mediante sub́ındices, por lo que escribimos p = (p1, p2, p3).

Transformación de Legendre Supongamos, olvidándonos por ahora de los Lagran-
gianos y los momentos, que se tiene una función suficientemente diferenciable y = f(x)
convexa, es decir, f ′′(x) > 0. La transformación de Legendre de f será una función g de
una nueva variable p. La idea es pensar a la variable x en el espacio vectorial R, y a p
en su dual R∗. Es claro que R∗ puede identificarse con R, porque a cada número p se le
hace corresponder la funcional x 7→ px. Sea entonces p ∈ R∗ ≡ R, y consideremos la recta
y = px. Sea x = x(p) el punto donde la función F (p, x) = px − f(x) tiene un máximo8

con respecto a x, es decir, el punto x en el que la curva y = f(x) está más cerca de la
recta y = px en la dirección vertical. Definimos entonces g(p) = F (p, x(p)). El punto x(p)
está definido por la condición ∂F/∂x = 0, es decir, f ′(x) = p. Observemos que el teorema
de la función inversa nos dice que, como f ′′(x) 6= 0, podemos despejar x de esta última
ecuación.

Ejemplo. Si f(x) = mx2/2, entonces F (p, x) = px − mx2/2. Aśı, p = f ′(x) = mx y
x(p) = p/m. Por lo tanto

g(p) = F
(
p,

p

m

)
=

p2

m
− mp2

2m2
=

p2

2m
.

El lector reconocerá g(p) como el término de enerǵıa cinética en el Hamiltoniano (51) para
una part́ıcula9. �

Consideremos ahora una función f : Rn → R. Escribamos x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn y
definamos p = (p1, . . . , pn) ∈ (Rn)∗ por

p =
∂f

∂x
.

De esta ecuación se puede despejar x = x(p) si

det

(
∂2f

∂xi∂xj

)
6= 0

(condición que asumiremos que f cumple). Definimos F (p, x) = 〈p, x〉 − f(x), donde
〈p, x〉 ≡ px denota el “pairing” natural entre un espacio vectorial y su dual. Entonces
la transformación de Legendre de f es, por definición, la función g : (Rn)∗ → R dada por

g(p) = F (p, x(p)) = 〈p, x(p)〉 − f(x(p)).

Utilizaremos la transformación de Legendre para construir el Hamiltoniano en la si-
guiente sección.

8Pruebe que, de existir, este punto es único.
9En R1. Si bien (51) correspond́ıa a una part́ıcula en R3, la analoǵıa es inmediata.
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3.3. Las ecuaciones de Hamilton

Para el caso de una part́ıcula con potencial, hemos hallado un Hamiltoniano “a mano”,
aplicando las ideas usuales de convertir un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden en uno de primer orden, aunque con una ligera variación (en vez de q̇, tomamos mq̇
como nueva variable). Veamos cómo la transformación de Legendre nos sirve para siste-
matizar la obtención del Hamiltoniano en un caso general. Por supuesto, las definiciones
ya dadas de Hamiltoniano, ecuaciones de Hamilton y momento serán casos particulares de
las que presentaremos a continuación.

Supongamos que tenemos un Lagrangiano10 L : TRn → R, del cual asumimos que vale

det

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
6= 0,

es decir, para cada q fijo, L es una función de q̇ como las consideradas para la transformación
de Legendre. Si recordamos la definición de momento generalizado (53), vemos que ésta
coincide con la forma de definir p usada para la transformación de Legendre. Podemos
aplicar la transformación a la función L(q, ) : Rn → R, función de q̇ solamente, y obtenemos
la función que llamaremos el Hamiltoniano H : T ∗Rn → R,

H (q, p) = pq̇ − L(q, q̇).

Aqúı q̇ está expresado en términos de p por la fórmula p = ∂L/∂q̇, y depende además de
q.

Observación: Se habla de “transformación de Legendre” para referirse tanto a la cons-
trucción de la función (en este caso, de H a partir de L) como a la obtención de las nuevas
variables (aqúı, (q, p) a partir de (q, q̇)).

Teorema 3.1. Las ecuaciones de Euler-Lagrange son, en estas condiciones, equivalentes
al sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden (ecuaciones de Hamilton)

q̇ =
∂H

∂p

ṗ = −∂H

∂q
.

Demostración. Diferenciando H = pq̇ − L se tiene

∂H

∂q
dq +

∂H

∂p
dp = q̇ dp + p dq̇ − ∂L

∂q
dq − ∂L

∂q̇
dq̇,

pero los términos con dq̇ se destruyen pues p = ∂L/∂q̇. Entonces

∂H

∂q
dq +

∂H

∂p
dp = q̇ dp− ∂L

∂q
dq,

10Es también de interés el caso en que L depende del tiempo. En estas notas no lo consideraremos, por
simplicidad.
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de donde

q̇ =
∂H

∂p

−∂L

∂q
=

∂H

∂q
.

De las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0

se tiene, por la definición de p,
∂L

∂q
=

d

dt

∂L

∂q̇
= ṗ.

Por lo tanto resulta

q̇ =
∂H

∂p

ṗ = −∂H

∂q
,

que son las ecuaciones de Hamilton.
Aśı probamos que si q(t) satisface Euler-Lagrange entonces (q(t), p(t)) satisface las

ecuaciones de Hamilton. La rećıproca se prueba análogamente. Por lo tanto, los sistemas
de Euler-Lagrange y de Hamilton son equivalentes.

Si estamos trabajando con un sistema mecánico donde el Lagrangiano está dado por
la diferencia entre la enerǵıa cinética y la potencial, L = K − V , donde K es una forma
cuadrática con respecto a q̇ y V = V (q), entonces se puede probar que el Hamiltoniano es
la enerǵıa total H = K + V .

3.4. Campos Hamiltonianos

En este momento tenemos un Hamiltoniano dependiente de dos variables n-dimensio-
nales q y p. El objetivo de esta sección y de las siguientes es deshacernos finalmente de esta
distinción entre posición y momento para escribir las ecuaciones en forma intŕınseca, lo que
en cierto sentido puede interpretarse como considerar una única variable 2n-dimensional.
Esto puede parecer una cuestión puramente notacional al principio, pero resulta ser un
fenómeno más profundo.

Dado un Hamiltoniano H(q, p) definido en el espacio de fase T ∗Rn ≡ Rn × (Rn)∗,
definamos el campo Hamiltoniano en T ∗Rn

XH =
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi

∂

∂pi

(54)
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(con la convención de suma). Las ecuaciones diferenciales para obtener las ĺıneas de flujo
de este campo son (q̇, ṗ) = XH , que son simplemente las ecuaciones de Hamilton.

Hay una forma intŕınseca de definir XH , que nos servirá para situaciones más generales.
Se define en el espacio de fase T ∗Rn la 2-forma

ω = dqi ∧ dpi.

(En el caso n = 1, correspondiente a una part́ıcula que se mueve a lo largo de una recta,
ω es la 2-forma de área en T ∗R ≡ R2.) Esta es una 2-forma no degenerada, es decir que
una ecuación de la forma iXω = ω(X, ·) = α, con α una 1-forma, define uńıvocamente el
campo X. Veamos que la ecuación

iXH
ω = dH (55)

define XH según la misma expresión (54) de arriba. Lo único que debemos hacer es verificar
que el campo (54) satisface esta ecuación. En efecto,

iXH
ω = iXH

(
dqi ∧ dpi

)
=
(
iXH

dqi
)
dpi − (iXH

dpi) dqi =
∂H

∂pi

dpi +
∂H

∂qi
dqi = dH.

Entonces, si H determina XH a través de (55), y a su vez XH representa las ecuaciones
diferenciales de Hamilton (pensando en las ĺıneas de flujo), podemos tomar (55) como
nuestras nuevas ecuaciones de Hamilton.

3.5. Sistemas Hamiltonianos en fibrados cotangentes

En lugar de trabajar en T ∗Rn, podemos ir un paso más allá y pasar al contexto de
variedades diferenciables en general.

Sea entonces Q una variedad (el espacio de configuraciones del sistema) y sea L : TQ →
R un Lagrangiano. La transformación de Legendre es una aplicación FL : TQ → T ∗Q, que
no es más que realizar la transformación que ya conocemos fibra por fibra, como sigue.
Sea q ∈ Q, y denotemos la restricción de L a TqQ por Lq. Entonces la derivada de Lq

es una aplicación DLq : TqQ → L(TqQ, R) ≡ T ∗q Q, donde L(TqQ, R) denota el espacio de
aplicaciones lineales de TqQ en R. Para wq ∈ TqQ definimos

FL(wq) = DLq(wq) ∈ T ∗q Q.

Esta aplicación FL : TQ → T ∗Q se denomina también derivada de L a lo largo de la
fibra. Esta no es necesariamente una aplicación de fibrados vectoriales, aunque śı preserva
la fibra. Si FL es un difeomorfismo local, decimos que el Lagrangiano es regular ; si es un
difeomorfismo global, entonces L es hiperregular. Se tiene que las formulaciones Lagrangiana
y Hamiltoniana son equivalentes en el caso hiperregular (ver [4] para una demostración).
Supondremos en lo que sigue que L es hiperregular.

Para hablar de formulación Hamiltoniana debemos definir una función H : T ∗Q → R
a partir del Lagrangiano, de la siguiente forma. Se define la acción A : TQ → R mediante
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A(wq) = FL(wq) · wq, y la enerǵıa mediante E = A− L. En coordenadas locales,

A = q̇i ∂L

∂q̇i

E = q̇i ∂L

∂q̇i
− L.

El Hamiltoniano H se define como H = E ◦ (FL)−1 : T ∗Q → R.

Formas canónicas en T ∗Q Sea πQ : T ∗Q → Q la proyección canónica, con aplicación
tangente TπQ : T (T ∗Q) → TQ, y sean αq ∈ T ∗q Q, vαq ∈ Tαq(T

∗
q Q). Definimos entonces la

1-forma canónica θ0 por 〈
θ0(αq), vαq

〉
= αq

(
TπQ(vαq)

)
.

Si (q1, . . . , qn) son coordenadas locales en Q, se definen coordenadas en T ∗Q tomando
pi = ∂L/∂q̇i como coordenadas en cada fibra. Entonces en coordenadas locales se tiene

θ0 = pidqi.

Se define además la 2-forma (simpléctica) canónica, ω0 = −dθ0, que en coordenadas es

ω0 = dqi ∧ dpi,

coincidiendo con la ω que hab́ıamos definido en T ∗Rn.
Las ecuaciones de Hamilton son entonces iXH

ω0 = dH.

3.6. Variedades simplécticas

En lugar de T ∗Q, podemos considerar en general una variedad M provista de una
2-forma ω cerrada (dω = 0) y no degenerada (iXω = 0 ⇔ X = 0). Una tal variedad
se dice variedad simpléctica, y ω una forma simpléctica. Toda variedad simpléctica tiene
necesariamente dimensión par.

Dada una función H : M → R, podemos escribir las ecuaciones de Hamilton en una
variedad simpléctica cualquiera mediante iXH

ω = dH, como ya el lector habrá adivinado.

Coordenadas canónicas El siguiente teorema muestra que toda variedad simpléctica es
localmente como un fibrado cotangente, o más precisamente como T ∗Rn. Esto es, podemos
elegir coordenadas locales (q, p) de forma tal que la forma simpléctica ω tiene la expresión
dqi ∧ dpi.

Teorema 3.2 (Darboux). Sea (M, ω) una variedad simpléctica de dimensión 2n. Enton-
ces en cada punto m ∈ M existe una carta ϕ : U → T ∗Rn, con m ∈ U , tal que ϕ∗(ω|U) =
ω0|ϕ(U). En particular, hay coordenadas locales qi, pi de M tales que ω|U = dqi ∧ dpi.

Estas cartas se llaman cartas de Darboux o cartas canónicas, y qi y pi se denominan
coordenadas canónicas.
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3.7. Invariancia de la forma de las ecuaciones de Hamilton

Sean M1 y M2 dos variedades y f : M1 → M2 un difeomorfismo. Tomar pull-back por f
de una función, k-forma o campo vectorial en M2 consiste en “traer” en forma natural dicho
objeto a M1 utilizando f adecuadamente. Esto es, componiendo con f , con Tf ×· · ·×Tf ,
o con Tf−1 respectivamente. Hace falta que f sea un difeomorfismo para poder tomar pull-
back de un campo vectorial, pero no para funciones o formas diferenciales. La notación que
utilizaremos para operación de pull-back por f será f ∗, que es la utilizada, por ejemplo
en [4].

Si (M1, ω1) y (M2, ω2) son variedades simplécticas y f : M1 → M2 es un difeomorfismo
que respeta la estructura simpléctica, es decir f ∗ω2 = ω1, entonces se dice que f es una
transformación canónica. Si se tiene un Hamiltoniano H2 : M2 → R, se define H1 = f ∗H2 =
H2 ◦ f : M1 → R.

Teorema 3.3. XH1 = f ∗ (XH2).

Demostración. El campo Hamiltoniano XH2 está definido por iXH2
ω2 = dH2. Tomando

pull-back por f , tenemos
f ∗
(
iXH2

ω2

)
= f ∗ (dH2)

if∗(XH2)
ω1 = d (f ∗H2) = dH1,

lo que significa f ∗ (XH2) = XH1 pues ω1 es no degenerada.

Una transformación canónica posee entonces la importante propiedad de preservar la
forma de las ecuaciones de Hamilton, en el siguiente sentido. El campo Hamiltoniano XH2 ,
que contiene la información sobre la evolución del sistema, está definido por la ecuación
iXH2

ω2 = dH2. El pull-back de este campo por la transformación canónica f satisface una
ecuación análoga: if∗(XH2)

ω1 = dH1.

Si Q1 y Q2 son variedades, sabemos que T ∗Q1 y T ∗Q2 poseen una estructura simplécti-
ca canónica. Si ϕ : Q1 → Q2 es un difeomorfismo, entonces el levantamiento cotangente
T ∗ϕ : T ∗Q1 → T ∗Q2 resulta ser una transformación canónica, que recibe el nombre de
transformación puntual.

En particular, si se tiene un cambio de coordenadas locales en Q, el cambio de coorde-
nadas locales inducido en T ∗Q preserva la forma de las ecuaciones.

No toda transformación canónica es de este tipo. La transformación puede “mezclar”
las variables q y p de posición y momento.

Ejemplo. Consideremos una part́ıcula en R2 \ {(0, 0)} que se mueve bajo una fuerza
central. Es decir que el potencial V sólo depende de la distancia de la part́ıcula al origen
de coordenadas. Tomemos coordenadas polares (r, θ) en R2 \{(0, 0)}, lo que da lugar a una
transformación puntual del fibrado cotangente de R2 \ {(0, 0)}. Debido a la hipótesis sobre
el potencial, se tiene V = V (r), y un sencillo cálculo muestra que la enerǵıa cinética de la
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part́ıcula se escribe como m(ṙ2 + r2θ̇
2
)/2. El Lagrangiano es L = m(ṙ2 + r2θ̇

2
)/2− V (r) y

los momentos conjugados a r y a θ son, respectivamente,

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ

pθ =
∂L

∂θ̇
= mr2θ̇.

Expresando la enerǵıa cinética en términos de pr y pθ, el Hamiltoniano queda

H(r, θ, pr, pθ) =
p2

r

2m
+

p2
θ

2mr2
+ V (r).

Lo dicho arriba nos asegura que las ecuaciones de movimiento de Hamilton presentan la
estructura usual q̇ = ∂H/∂p, ṗ = −∂H/∂q, donde q = (r, θ) y p = (pr, pθ). Es decir,

ṙ =
∂H

∂pr

=
pr

m

θ̇ =
∂H

∂pθ

=
pθ

mr2

ṗr = −∂H

∂r
=

p2
θ

mr3
− V ′(r)

ṗθ = −∂H

∂θ
= 0.

Observemos, de paso, que la ultima ecuación nos indica que el momento angular pθ se
conserva. �
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VARIEDADES PLANAS Y GRUPOS CRISTALOGRÁFICOS

JORGE LAURET

1. Introducción.

En el Congreso Internacional de Matemáticos realizado en Paŕıs en el
año 1900, David Hilbert propuso una lista de problemas abiertos que él
consideraba los más importantes del momento (una lista realizada en el
año 2000 de los problemas abiertos más famosos en la actualidad se puede
encontrar en www.claymath.org/millennium/). Uno de ellos, el número 18
para ser más precisos, haćıa la siguiente pregunta (entre otras):

¿Hay en el espacio eucĺıdeo n-dimensional ... sólo una cantidad
finita de clases de grupos de movimientos ŕıgidos esencialmente difer-
entes con dominio fundamental compacto?

Este problema involucra y concierne a varias ramas de la Matemática y la
F́ısica, como por ejemplo la Cristalograf́ıa. La forma natural de imaginar un
cristal es como un sistema de moléculas entrelazadas (o bolas conectadas por
varas) que puede ser continuado en todas las direcciones y llena por com-
pleto el espacio. La propiedad fundamental requerida para un tratamiento
matemático de los cristales es la existencia de una pequeña porción del cristal
que actúa como una especie de bloque o ladrillo para toda la estructura,
la cual debe ser por supuesto de una forma bien especial para que pueda
pegarse adecuadamente y llenar todo el espacio. El enfoque matemático
para el estudio de los cristales es reemplazar este ‘dibujo’ del cristal por el
grupo de movimientos ŕıgidos del espacio eucĺıdeo Rn que lo dejan invari-
ante. El dominio fundamental de la acción corresponde entonces al ‘ladrillo’
antes mencionado y la forma de llenar todo es mediante traslaciones. Puede
haber sin embargo también otras simetŕıas del cristal con puntos fijos como
rotaciones y reflexiones.

Otra área de la Matemática relacionada con el problema de Hilbert es
la Geometŕıa Riemanniana. Una variedad plana es un espacio donde uno
puede hablar de geometŕıa (distancia, ángulos, curvatura, ‘ĺıneas rectas’,
etc.) y además esa geometŕıa se comporta localmente como la más cono-
cida: la geometŕıa eucĺıdea. Esto significa que cerca de cada punto uno
puede introducir coordenadas de tal forma que con respecto a ellas las re-
glas de la geometŕıa eucĺıdea sean válidas, aunque uno no puede hacer esto

Le agradezco al Comité Académico del II Encuentro de Geometŕıa Diferencial,
realizado del 6 al 11 de Junio de 2005 en La Falda, Córdoba, por la invitación para dar
este curso.
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2 JORGE LAURET

globalmente, es decir en todo el espacio. Las variedades planas que son
compactas son precisamente los cocientes de la forma Rn/Γ, donde Γ es uno
de los grupos de movimientos ŕıgidos del espacio eucĺıdeo considerados en la
pregunta de Hilbert.

Es aśı como este problema genera una interacción muy rica entre la ‘ge-
ometŕıa’ y el ‘álgebra’.

A pesar del pesimismo de Hilbert sobre una rápida solución del prob-
lema (varios de los otros problemas aún se encuentran abiertos), en 1910 L.
Bieberbach (i.e. sólo diez años después del congreso de Paŕıs) logró dar una
respuesta positiva a la pregunta (con su correspondiente demostración por
supuesto ...).

En este curso, estudiaremos la prueba de Bieberbach en su versión mod-
erna, la cual usa por ejemplo cohomoloǵıa de grupos y teoŕıa de representa-
ciones enteras de grupos finitos. La intención de estas notas, que no son
‘notas de curso’ en el sentido usual, es la de dar un resumen de las nociones
y resultados que se verán en el curso, y carecen por completo tanto de de-
mostraciones como de ejemplos. En otras palabras, pretenden solamente ser
un material de ‘lectura’ que sirva como gúıa para entender el problema de
Hilbert y la prueba de Bieberbach.

En la Sección 2 se dan algunos preliminares sobre geometŕıa diferencial y
Riemanniana de una forma escueta y algo informal. Los llamados Teoremas
de Bieberbach se encuentran en la Sección 3.

No se reclama ningún tipo de originalidad de estas notas, las cuales están
totalmente basadas en partes del libro [2] y el art́ıculo [3]. Para un estudio
más profundo de este tema se recomienda fuertemente la lectura de dicha
literatura como un primer paso.

2. Variedades planas.

2.1. Variedades diferenciables. Una variedad diferenciable es un espa-
cio topológico Hausdorff M munido de una colección {Ui}i∈I de abiertos y
homeomorfismos ϕi : Ui −→ Vi, Vi abierto de Rn (n está fijo y se llama la
dimensión de M), tales que

M =
⋃

i∈I
Ui

y cuando Ui ∩ Uj 6= ∅ entonces

(1) ϕi ◦ ϕ−1
j : Vj −→ Vi

es C∞ (en el sentido usual para funciones de Rn en Rn) donde está definida,
es decir en ϕj(Ui ∩ Uj). Se asume también que dicha colección es maximal
en el sentido que todo par (U,ϕ) que satisface (1) pertenece a la colección.

Una función f : U −→ R, U abierto de M , se dice diferenciable (o C∞, o
suave) si

f ◦ ϕ−1
i : Vi −→ R
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es C∞ en ϕi(U ∩ Ui) para todo i ∈ I, y se denota por C∞(U) al espacio
de todas las funciones diferenciables de U en R. Una función f : M −→
N entre dos variedades diferenciables se dice diferenciable si es continua y
ϕ ◦ f ∈ C∞(f−1(U)) para todo (U,ϕ) de N , y se la llama difeomorfismo si
es biyectiva y su inversa también es diferenciable.

Los pares (U,ϕ) son llamados sistemas de coordenadas y si

ϕ = (x1, ..., xn), xk : U −→ R,

entonces para todo p ∈M , los números (x1(p), ..., xn(p)) son las coordenadas
de p según el sistema (U,ϕ).

La noción de derivada direccional se generaliza de la siguiente manera:
un vector tangente v en p ∈M es una función lineal

v : C∞(U) −→ R,

donde U es algún entorno abierto de p, que satisface

v(fg) = v(f)g + fv(g), ∀f, g ∈ C∞(U).

El conjunto de todos los vectores tangentes en p forma un espacio vectorial
denotado por TpM y llamado el espacio tangente a M en p. Todo sistema
de coordenadas (U,ϕ = (x1, ..., xn)) determina n vectores tangentes ∂

∂xi
|p en

todo p ∈ U de la forma siguiente:
∂
∂xi
|p(f) := ∂

∂xi
|ϕ(p)f ◦ ϕ−1 = d

dt |0f ◦ ϕ−1(ϕ(p) + tei), ∀f ∈ C∞(U).

Los vectores tangentes { ∂
∂xi
|p, ..., ∂

∂xn
|p} forman una base de TpM , lo que

muestra que dim TpM = n = dimM . La diferencial (o derivada) de una
función diferenciable f : M −→ N se define en cada punto p ∈ M como la
transformación lineal (df)p : TpM −→ Tf(p)N dada por

(df)p(v)(g) = v(g ◦ f), ∀g ∈ C∞(U), v ∈ TpM,

donde U es un entorno abierto de f(p).
Otra interpretación de los vectores tangentes es como ‘derivada de curvas’:

una curva C∞ en M es una función α : [0, 1] −→M tal que ϕ ◦α : [0, 1] −→
Rn es C∞ donde esté definida para todo sistema de coordenadas (U,ϕ). Si
α(t0) = p entonces queda definido un vector tangente α̇(t0) en p por

α̇(t0)(f) = d
dt |t0f ◦ α,

el cual es llamado vector velocidad de α (o derivada de α).
Un campo C∞ en M es una función X que asigna a cada punto p ∈ M

un vector tangente Xp ∈ TpM de tal forma que la función p 7→ Xp(f) es
diferenciable para toda f ∈ C∞(M).

2.2. Variedades Riemannianas. Una métrica Riemanniana 〈·, ·〉 en una
variedad diferenciable M es una función que le asigna a cada p ∈ M un
producto interno 〈·, ·〉p en TpM (definido positivo) de una manera diferen-
ciable en el siguiente sentido: para cada par X,Y de campos C∞ la función
p 7→ 〈Xp, Yp〉p es diferenciable. Al par (M, 〈·, ·〉) se lo llama una variedad
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Riemanniana. Se prueba usando particiones de la unidad que toda variedad
diferenciable admite una métrica Riemanniana.

En un sistema de coordenadas (U,ϕ = (x1, ..., xn)), la métrica Riemanni-
ana queda determinada por las funciones diferenciables

〈·, ·〉ij : U −→ R, 〈·, ·〉ij(p) = 〈 ∂∂xi |p, ∂
∂xj
|p〉p,

y rećıprocamente, si [〈·, ·〉ij ](p) es una matriz simétrica definida positiva que
es diferenciable como función de p, entonces podemos usarla para definir
una métrica Riemanniana en U . Por ejemplo, la métrica eucĺıdea en Rn
satisface 〈·, ·〉ij(p) = δij , es decir [〈·, ·〉ij ](p) = I para todo p ∈ Rn.

La longitud de una curva α : [0, 1] −→ M de una variedad Riemanniana
M se define por

l(α) =
∫ 1

0
〈α̇(t), α̇(t)〉

1
2
α(t) dt,

y la distancia entre dos puntos p, q ∈M es

d(p, q) = inf{l(α) : α(0) = p, α(1) = q, α curva C∞}.
Se cumple que (M,d) es un espacio métrico y la topoloǵıa definida por
d es la misma que teńıa M . La variedad Riemanniana (M, 〈·, ·〉) se dice
completa si (M,d) es completo como espacio métrico (i.e. toda sucesión de
Cauchy converge), y en consecuencia, toda variedad Riemanniana compacta
es completa.

Una isometŕıa f : M −→ N entre dos variedades Riemannianas es un
difeomorfismo tal que

〈(df)pXp, (df)pYp〉f(p) = 〈Xp, Yp〉p, ∀p ∈M,

o equivalentemente, si

dN (f(p), f(q)) = dM (p, q), ∀p, q ∈M.

La composición usual de funciones define una estructura de grupo en el
conjunto Iso(M) de todas las isometŕıas de una varieadad Riemanniana M
en śı misma, y se podŕıa decir que esta simple observación es la esencia de
una profunda interacción entre la geometŕıa y el álgebra.

2.3. Variedades planas. La noción de curvatura de una variedad Rieman-
niana es bastante más dif́ıcil de definir. En este curso, estamos interesados
en las variedades planas, es decir de curvatura idénticamente cero en todos
los puntos, las cuales se pueden definir de la siguiente manera.

Definición 2.1. Una variedad Riemanniana (M, 〈·, ·〉) se dice plana si para
todo p ∈M existe un sistema de coordenadas (U,ϕ = (x1, ..., xn)) alrededor
de p tal que

〈·, ·〉ij(q) = 〈 ∂∂xi |q, ∂
∂xj
|q〉q = δij , ∀q ∈ U.

En otras palabras, una variedad se dice plana si localmente es isométrica
al espacio eucĺıdeo Rn.
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Teorema 2.2. [Clifford-Klein] Sea M una variedad Riemanniana simple-
mente conexa, completa y plana de dimensión n. Entonces M es isométrica
a Rn.

Corolario 2.3. Sea M una variedad Riemanniana conexa, completa y plana
de dimensión n. Entonces M es isométrica a un cociente Rn/Γ, donde
Γ ⊂ Iso(Rn) es un subgrupo de isometŕıas de Rn que satisface las siguientes
propiedades:

(i) La acción de Γ en Rn es discontinua: todas las órbitas

Γ(x) = {γ(x) : γ ∈ Γ}
son subconjuntos discretos de Rn.

(ii) La acción de Γ en Rn es libre: el único γ ∈ Γ que tiene un punto
fijo (i.e. γ(x) = x) es la identidad.

Rećıprocamente, si un subgrupo Γ ⊂ Iso(Rn) satisface (i) y (ii), entonces
el espacio topológico cociente Rn/Γ posee una estructura de variedad difer-
enciable que admite una métrica Riemanniana plana.

Se deduce que para estudiar las variedades planas, es suficiente (y quizás
incluso necesario) entender los grupos Γ en cuestión. Seŕıa de gran util-
idad entonces contar con una traducción de las propiedades geométricas
y topológicas que deben poseer dichos grupos en propiedades algebraicas.
Nuestro primer objetivo será por lo tanto describir el grupo Iso(Rn), que es
donde viven todos ellos.

3. Grupos cristalográficos y de Bieberbach.

Si A ∈ O(n), el grupo de matrices ortogonales n × n, y a ∈ Rn, es fácil
ver que la función α : Rn −→ Rn dada por

α(x) = Ax+ a,

es una isometŕıa de Rn. Rećıprocamente, no es dif́ıcil probar que toda
isometŕıa de Rn es de esta forma, lo cual se puede considerar como un resul-
tado fundamental de la geometŕıa euclideana. Notar que esto es equivalente
a decir que toda isometŕıa que fija el cero es automáticamente lineal, la
primera relación entre una propiedad ‘geométrica’ y una ‘algebraica’.

Dichas funciones son también llamadas transformaciones o movimientos
ŕıgidos. Si β(x) = Bx+ b con B ∈ O(n), b ∈ Rn, entonces la composición de
α y β satisface

α ◦ β(x) = ABx+ a+Ab, ∀x ∈ Rn.
Luego el grupo de todas las isometŕıas de Rn es lo que se llama el producto
semidirecto

Iso(Rn) = O(n)nRn,
donde la estructura de grupo está dada por

(A, a)(B, b) = (AB, a+Ab).
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Notar que el elemento identidad es e = (I, 0), (A, a)−1 = (A−1,−A−1a) y

(A, 0)(I, b)(A, 0)−1 = (I, Ab).

La parte lineal (o rotacional) y la parte traslacional de elementos de O(n)nRn
están definidas respectivamente por

l : O(n)nRn −→ O(n), l(A, a) = A,

t : O(n)nRn −→ Rn, t(A, a) = a.

Notemos que l es un homomorfismo de grupos y por lo tanto l(Γ) (parte lineal
o rotacional de Γ) es subgrupo de O(n) para todo subgrupo Γ ⊂ O(n)nRn.
Pero t no lo es. Los elementos de la forma (I, a) con a ∈ Rn son llamadas
traslaciones puras y denotaremos por Γ ∩ Rn al conjunto de traslaciones
puras de Γ.

Ya estamos en condiciones de describir varias interacciones entre propiedades
geométricas, topológicas y algebraicas de subgrupos de Iso(Rn) = O(n)nRn.

Proposición 3.1. Sea Γ ⊂ O(n)nRn un subgrupo.
(i) Γ es discontinuo si y sólo si Γ es discreto.
(ii) Si la acción de Γ es libre entonces Γ es libre de torsión (i.e. γk 6= e

for all γ 6= e, k ∈ Z). La rećıproca es válida si Γ es discreto.
(iii) Todo Γ discreto es cerrado.
(iv) Rn/Γ es compacto si y sólo si t(αΓα−1) genera todo Rn para toda

transformación af́ın α ∈ GL(n)nRn.

Definición 3.2. Un subgrupo Γ ⊂ O(n) n Rn se dice cristalográfico si es
discreto y Rn/Γ es compacto. Si además Γ es libre de torsión entonces se lo
llama un grupo de Bieberbach.

En definitiva entonces, las variedades compactas planas son cocientes
Rn/Γ del espacio eucĺıdeo Rn por un grupo de Bieberbach Γ (ver Coro-
lario 2.3 y Proposición 3.1). Con el objeto de obtener una especie de gúıa,
podemos formularnos las siguientes preguntas o curiosidades sobre un grupo
de Bieberbach Γ, las cuales podŕıan ser consideradas ‘naturales’ de algún
modo:

(1) Sobre la estructura de Γ: ¿Cuántas traslaciones puras posee Γ? (i.e.
Γ∩Rn =?). Es fácil ver que Γ∩O(n) = {I} pero, ¿cómo es el grupo
l(Γ) ⊂ O(n)? ¿puede ser infinito?

(2) Puesto que Π1(Rn/Γ) ' Γ (grupo fundamental), sabemos que si
Rn/Γ es isométrica, difeomorfa, o apenas homeomorfa (en orden
decreciente de generalidad) a otra Rn/Γ′, entonces Γ ' Γ′. ¿Hasta
qué punto la rećıproca es válida?

(3) ¿Cuántos grupos de Bieberbach (o cristalográficos) salvo isomorfismo
hay en una dimensión dada n? ¿Es el isomorfismo de grupos la
relación ‘correcta’ a considerar en pos de contar cuántos hay?

(4) La versión geométrica y/o topológica de la pregunta anterior seŕıa:
¿Cuántas variedades compactas planas n-dimensionales salvo isometŕıa
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hay? ¿y salvo difeomorfismo? ¿y salvo homeomorfismo? ¿cuál es la
relación ‘correcta’ en este caso?

Teorema 3.3. [Primer Teorema de Bieberbach]. Sea Γ ⊂ Iso(Rn) = O(n)n
Rn un grupo cristalográfico. Entonces

(i) l(Γ) es un subgrupo finito de O(n).
(ii) Γ ∩ Rn es un reticulado (o lattice) de Rn (i.e. un subgrupo abeliano

libre finitamente generado de rango n).

En particular, hay much́ısimas traslaciones puras en Γ y sólo una cantidad
finita de partes lineales. Este resultado concierne a las variedades planas de
la siguiente manera:

Corolario 3.4. Toda variedad compacta plana M está cubierta por un
toro plano, y el cubrimiento es una isometŕıa local. Además, el grupo de
holonomı́a de M es finito.

Sobre la prueba: Para n = 2 hay una prueba elemental usando solamente ge-
ometŕıa eucĺıdea del plano básica; más precisamente, que si una isometŕıa del
plano preserva la orientación (i.e. det = 1) es necesariamente una rotación
(si deja un punto fijo, que podŕıa no ser el 0) o una traslación (si no tiene
punto fijo). Para el caso general hay una prueba geométrica más o menos
elemental en [1], y la prueba más conocida, que se puede encontrar en [4]
y [2], es bastante larga. La misma está basada en entender las acciones de
subgrupos del grupo ortogonal O(n) desde varios puntos de vista, donde se
entrelazan nociones algebraicas y geométricas constantemente. �
Teorema 3.5. [Segundo Teorema de Bieberbach]. Sea f : Γ −→ Γ′ un
isomorfismo entre dos grupos cristalográficos Γ,Γ′ ⊂ O(n) n Rn. Entonces
existe α ∈ GL(n)nRn tal que f(γ) = αγα−1 para todo γ ∈ Γ.

Es decir, todo isomorfismo entre grupos cristalográficos no es más que un
cambio af́ın de coordenadas. En términos geométricos este teorema asegura
lo siguiente:

Corolario 3.6. Sean M y N dos variedades compactas planas, y suponga-
mos que Π1(M) ' Π1(N). Entonces M es af́ınmente equivalente a N . En
particular, M y N son difeomorfas y por lo tanto homeomorfas (pero no
necesariamente isométricas).

Sobre la prueba: La forma moderna de demostrar este teorema es usar co-
homoloǵıa de grupos, aunque a un nivel bien elemental. Asumiendo cierto
el primer teorema, el resultado se reduce simplemente a que el primer grupo
de cohomoloǵıa H1(Φ,Rn) de un grupo finito Φ a valores en el grupo aditivo
Rn es trivial. �
Teorema 3.7. [Tercer Teorema de Bieberbach]. En cada dimensión n,
hay sólo una cantidad finita de grupos cristalográficos salvo conjugación por
elementos de GL(n)nRn (o equivalentemente, por Teorema 3.5, salvo iso-
morfismo).
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La versión geométrica seŕıa:

Corolario 3.8. En cada dimensión, hay sólo una cantidad finita de var-
iedades compactas planas salvo equivalencia af́ın. En particular, también
hay un número finito, e incluso la misma cantidad, salvo difemorfismo y
homeomorfismo, pero no salvo isometŕıa.

Sobre la prueba: Consta de dos partes. La primera usa la teoŕıa de exten-
siones de grupo y su relación con la cohomoloǵıa de grupos. Más precisa-
mente, el segundo grupo de cohomoloǵıa H2(Φ,Λ) de un grupo finito Φ a
valores en un reticulado Λ de Rn, parametriza las clases de isomorfismo de
extensiones de Φ por Λ. Se prueba fácilmente que H2(Φ,Λ) es finito, lo
cual implica la finitud de las posibles extensiones. La segunda parte de-
muestra que hay sólo una cantidad finita de pares (Φ,Λ) a considerar, para
lo cual hay que usar la teoŕıa de representaciones enteras de grupos fini-
tos. Concretamente, hay que probar que existen sólo un número finito de
clases de conjugación de subgrupos finitos del grupo GLn(Z) (matrices n×n
con coeficientes enteros cuyas inversas también poseen coeficientes enteros,
o equivalentemente de det = ±1). �
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Curvas Geodésicas en superficies de revolución y

generalizaciones

Marcos Salvai (famaf - ciem)

Segundo Encuentro de Geometŕıa Diferencial
La Falda - Junio de 2005

Esta es la versión sin figuras (y sin un par de ejemplos basados en dibujos) del
apunte.

Por la corta duración del curso, y en parte para mantenerlo autocontenido
y en un nivel elemental, he renunciado por ejemplo a la definición de superficie
(que indudablemente tiene muchas ventajas sobre la noción de superficie para-
metrizada regular que presento) y también a la definición general de una métrica
riemanniana en un abierto del plano (he considerado sólo aquellas para las cuales
las curvas coordenadas son ortogonales). Por otra parte, advierto que voy de lo
particular a lo general de manera muy pausada.

1 Notación y preliminares.

Sea φ : A → Rk una función diferenciable, donde A es un abierto de R2 y k es un
número natural. Para cada (uo, vo) ∈ A, la derivada parcial de φ con respecto a
u en (uo, vo) es la velocidad de la curva u 7→ φ (u, vo) en u = uo. La denotamos
por

φu (uo, vo) =
∂φ

∂u
(uo, vo) =

d

dt

∣∣∣∣
0

φ (uo + t, vo) .

La definición de φv es análoga. Repasamos la regla de la cadena: Si γ : R → Rk

está definida por γ (t) = φ (u (t) , v (t)), entonces

γ′ (t) = φu (u (t) , v (t))u′ (t) + φv (u (t) , v (t)) v′ (t) .

Si 〈u, v〉 = u1v1 + · · · + ukvk es el producto escalar usual en Rk, denotamos
|u| =

√
〈u, u〉. Si u, v son funciones de una variable, se cumple que

〈u, v〉′ = 〈
u′, v

〉
+

〈
u, v′

〉
.

Con el siguiente ejemplo repasamos la diferencia entre rapidez y velocidad de
una curva. La curva plana γ (t) = (cos t, sen t) tiene velocidad variable γ′ (t) =
(− sen t, cos t) pero rapidez constante |γ′| = 1.

Curvas regulares con inversa continua.

Sea I ⊂ R un intervalo abierto, I = (a, b) con −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Decimos que
una curva γ : I → Rn, γ (t) = (x1 (t) , . . . , xn (t)) es regular, si es suave (es decir,
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cada coordenada xi tiene derivadas de todos los órdenes, para i = 1, . . . , n) y
además γ′ (t) 6= 0 para todo t.

Se dice que una curva regular γ : I → Rn uno a uno (es decir, sin autoin-
tersecciones: γ (t1) = γ (t2) sólo si t1 = t2) tiene inversa continua, si para toda
sucesión tn en el intervalo I y t ∈ I, se cumple que

lim
n→∞ γ (tn) = γ (t) =⇒ lim

n→∞ tn = t

(notar que como γ es uno a uno, γ (s) determina s de manera uńıvoca).

Ejemplo 1 La curva α : R → R2, α (t) =
(
t3, 0

)
, es uno a uno pero no regular:

Como α′ (t) = 0 exactamente para t = 0, recorre el eje de las x’s deteniéndose en
t = 0, pero no permanece detenida.

Ejemplo 2 La curva γ : (−π/4, π/2) → R2 dada por γ (t) = sen (2t) (cos t, sen t)
es regular, uno a uno, pero su inversa no es continua.

2 Superficies parametrizadas regulares.

Una superficie parametrizada es una función diferenciable φ : A → R3, donde
A es un abierto de R2. Las curvas coordenadas de φ son las curvas u 7→ φ (u, vo),
v 7→ φ (uo, v), con uo, vo fijos. La superficie parametrizada φ se dice regular si
para cada (u, v) ∈ A las velocidades de las curvas coordenadas por ese punto no
son colineales, es decir, {φu (u, v) , φv (u, v)} es linealmente independiente para
todo (u, v).

Por ejemplo, si f : A → R es una función diferenciable, entonces φ : A → R3

definida por φ (u, v) = (u, v, f (u, v)) es una superficie parametrizada regular cuya
imagen es el gráfico de f , pues φu = (1, 0, fu), φv = (0, 1, fv) son linealmente
independientes.

En estas notas consideraremos sólo superficies con curvas coordenadas
ortogonales, es decir, con 〈φu (u, v) , φv (u, v)〉 = 0 para todo (u, v), especial-
mente las de revolución:

Superficies de revolución.

Sea c : I → R2 un curva regular con inversa continua. Denotamos por r y h la
primera y segunda coordenadas de c, es decir,

c (t) = (r (t) , h (t)) .

Suponemos además que r (t) > 0 para todo t ∈ I. La superficie de revolución con
curva perfil c es la superficie parametrizada φ : R× I → R3,

φ (θ, t) = (r (t) cos θ, r (t) sen θ, h (t)) (1)
= (r (t) (cos θ, sen θ) , h (t)) .

Hemos sacado factor común r (t) en las dos primeras coordenadas para facilitar
la visualización de la superficie:
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Observamos que fijado t ∈ I, la curva θ 7→ φ (θ, t) describe una circunferencia
de radio r (t) en un plano horizontal a altura h (t) (por eso elegimos los nombres
r y h para las coordenadas de la curva perfil). Se llama paralelo de altura h (t).
Puede haber más de un paralelo de una determinada altura.

Si fijamos θ, entonces t 7→ φ (θ, t) describe una curva congruente a la curva
perfil contenida en un plano vertical que contiene el eje z. Se llama meridiano
de ángulo θ.

Verificamos ahora que las curvas coordenanadas de una superficie de revolu-
ción (los paralelos y meridianos) son ortogonales. Calculando

φθ (θ, t) = (r (t) (− sen θ, cos θ) , 0)
φt (θ, t) =

(
r′ (t) (cos θ, sen θ) , h′ (t)

)
,

es fácil obtener que 〈φθ (θ, t) , φt (θ, t)〉 = 0 para todo (θ, t).

Ejemplo 3 Las superficies de revolución con curvas perfil

c1 (t) = (R, t) (t ∈ R), c2 (t) = (t, 0) (t > 0) y c3 (t) =
(
t, t2

)
(t > 0)

donde R > 0 constante, describen respectivamente un cilindro, un plano y un
paraboloide de revolución (los dos últimos agujereados).

Ejemplo 4 Mapas y mapeos de la tierra. Consideramos a continuacón dos
curvas c : I → R2 que recorren toda la semicircunferencia de radio 1 con x > 0.
Luego las superficies de revolución asociadas tienen todas como imagen la esfera
de radio 1 menos los polos, que llamamos S. Para cada una de tales curvas c sea
φ la restricción al rectángulo A = (−π, π)× I de la correspondiente superficie de
revolución. Notar que φ es es uno a uno (aunque la imagen no cubre el meridiano
de ángulo π). Si elegimos una unidad de longitud tal que el radio de la tierra
mida 1, entonces podemos pensar φ : A → S como un mapeo (a cada punto del
mapa A le corresponde un punto de la tierra).

a) Si la curva perfil es

c : (−π/2, π/2) → R2, c (t) = (cos t, sen t) ,

entonces los meridianos del mapeo asociado se recorren con rapidez unitaria, pues
|c′ (t)| = |(− sen t, cos t)| = 1.

b) Si la curva perfil es c : (−1, 1) → R2, c (t) =
(√

1− t2, t
)
, que describe la

semicircunferencia como un gráfico de una función x = x (y), entonces el mapeo
asociado φ : A → S se puede pensar como enroscando el rectángulo A en el
cilindro de altura 2 donde la esfera está inscripta, y luego proyectar sobre la
esfera, radialmente en cada plano horizontal.
Este mapeo φ tiene la propiedad de preservar áreas. Más precisamente, se cumple
que

área (D) = área (φ (D))

para todo dominio D ⊂ A. En otras palabras, una región cualquiera de la tierra
y la región del mapa que le corresponde a través de φ, tienen la misma área. Este
hecho ya era conocido por los griegos antes de Cristo.
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Escalas infinitesimales

Para los mapeos de la esfera dados, la escala no es constante, pues dada una
curva α en A de longitud `, la longitud de la curva φ ◦α en S depende no sólo de
`, sino también de α. Por ejemplo, para el mapeo del Ejemplo 4 (a), si para cada
t ∈ (−π

2 , π
2

)
consideramos la curva

αt : [−1, 1] → A, αt (θ) = (θ, t) ,

su longitud es 2 mientras que la longitud de φ ◦ αt es
∫ 1

−1

∣∣(φ ◦ αt)
′ (θ)

∣∣ dθ = 2 cos t.

En otras palabras, esos segmentos de rectas horizontales de longitud 2 en el mapa
se corresponden con trozos de paralelos en la esfera, cuya longitud disminuye a
medida que se acercan a los polos (o sea cuando t → ±π/2).

Definición. Sea φ : A → R3 una superficie parametrizada regular con curvas
coordenadas ortogonales, como en el comienzo de la sección. Los coeficientes de
la métrica, también llamados coeficientes de la primera forma fundamental de φ,
son las funciones E,G : A → R definidas por

E (u, v) = |φu (u, v)|2 , G (u, v) = |φv (u, v)|2 .

Observación. Si consideramos a φ : A → R3 como un mapeo (a cada punto
del mapa A le corresponde un punto de la imagen de φ), las funciones

√
E y√

G pueden interpretarse como escalas infinitesimales horizontal y vertical,
respectivamente, en el siguiente sentido. Dada una curva α en el mapa A con
α (0) = (uo, vo) y α′ (0) = (x, y) (en particular ‖α′ (0)‖ =

√
x2 + y2), entonces la

rapidez de la curva correspondiente en S en s = 0, es por la regla de la cadena y
porque 〈φu, φv〉 = 0,

∣∣(φ ◦ α)′ (0)
∣∣ = |φu (uo, vo) x + φv (uo, vo) y|

=
√
|φu (uo, vo)|2 x2 + |φv (uo, vo)|2 y2 (2)

=
√

E (uo, vo) x2 + G (uo, vo) y2.

O sea, para expresarlo con palabras, aunque no de manera tan precisa,
√

E (uo, vo)
y

√
G (uo, vo) son las proporciones en las que el mapeo φ deforma el mapa A

cerca de (uo, vo) en las direcciones horizontal y vertical, respectivamente.

Ejemplo 5 Sea φ la superficie de revolución con curva perfil

c : R→ R2, c (t) =
(

1
cosh t

, tanh t

)
,

que recorre toda la semicircunferencia de radio uno con x > 0 (notar que cosh2 =
1 + senh2). Entonces φ describe la esfera menos los polos. Los coeficientes de la
métrica se calculan

E (θ, t) = G (θ, t) = 1/ cosh2 t.

Luego las escalas infinitesimales dependen del punto del mapa pero no de la
dirección. Por esta razón es fácil verificar que el mapeo φ tiene la propiedad de
ser conforme: Si dos curvas en A se intesectan formando un determinado ángulo,
entonces sus imágenes mediante φ se intersectan formando el mismo ángulo.
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3 Geodésicas.

Si φ : A → R3 es una superficie parametrizada regular, una curva γ (t) =
φ (u (t) , v (t)), con u, v diferenciables (notar que la imagen de γ está contenida
en la imagen de φ) se dice geodésica de φ si

〈
γ′′, φu (u, v)

〉
=

〈
γ′′, φv (u, v)

〉
= 0 (3)

o sea, si
〈
γ′′ (t) , φu (u (t) , v (t))

〉
=

〈
γ′′ (t) , φv (u (t) , v (t))

〉
= 0

para todo t. Es decir, la aceleración de γ es ortogonal a la superficie en cada
instante. Desde la superficie se percibirá la velocidad de γ como constante. En par-
ticular la velocidad no cambia en magnitud, como muestra la siguiente proposición.

Proposición 6 Las geodésicas tienen rapidez constante.

Prueba. Calculamos
(∣∣γ′∣∣2

)′
=

〈
γ′, γ′

〉′ = 2
〈
γ′′, γ′

〉
= 2

〈
γ′′, φu (u, v) u′ + φv (u, v) v′

〉
= 0.

Luego |γ′|2 es constante, y por lo tanto |γ′| también. ¤

Ejemplo 7 Sea φ : R2 → R3, φ (u, v) = (u, v, 0), cuya imagen es el plano z = 0.
Una curva γ (t) = (u (t) , v (t) , 0) es geodésica si y sólo si u′′ ≡ v′′ ≡ 0, o sea si y
sólo si γ recorre una recta con rapidez constante.

Proposición 8 Sea S =
{
q ∈ R3 | |q| = 1

}
la esfera de centro cero y radio uno.

Los ćırculos máximos de S (intersecciones de S con planos que pasan por el cero),
recorridos con rapidez unitaria, son geodésicas.

Prueba. Supongamos que el plano está generado por dos vectores ortogonales
unitarios U, V en R3. La curva γ (t) = (cos t) U + (sen t) V en S recorre el ćırculo
máximo determinado por ese plano y su aceleración es

γ′′ (t) = − (cos)U − (sen t) V = −γ (t) .

Sea φ : A → R3 una superficie parametrizada regular cuya imagen esté contenida
en S. En particular, |φ (u, v)| ≡ 1, de donde 〈φu, φ〉 ≡ 〈φv, φ〉 ≡ 0 (por un
argumento similar al de la prueba de la Proposición 6). Luego, si suponemos que
γ (t) = φ (u (t) , v (t)) para ciertas funciones u, v, resulta que

〈
γ′′, φu (u, v)

〉
= 〈−γ, φu (u, v)〉 = −〈φ (u, v) , φu (u, v)〉 = 0.

y de manera análoga con v en vez de u. Entonces, γ es una geodésica de φ. ¤

Observación 9 a) Es posible probar que por cada punto p de A y cada vector
v existe exactamente una curva α en A con α (0) = p y α′ (0) = v, definida en
un entorno suficientemente pequeño de cero, tal que φ ◦ α es geodésica de φ.
No lo demostraremos, sólo indicamos que se deduce del teorema de existencia y
unicidad para el sistema de ecuaciones diferenciales (3). De manera muy imprecisa
podŕıamos decir entonces que en una superficie parametrizada regular, la noción
de “ir derecho en la superficie” tiene sentido en cualquier punto y hacia
cualquier dirección.
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b) Sea α : [a, b] → A una curva diferenciable tal que γ = φ ◦ α es de rapidez
constante. Se puede demostrar que γ es geodésica de la superficie parametrizada
φ si y sólo si γ minimiza longitud localmente. Más precisamente, si para todos
s < t en [a, b] que están suficientemente cercanos, se cumple que la longitud de
la curva φ ◦ α restringida al intervalo [s, t] es menor o igual que la longitud de la
curva φ ◦ β para cualquier curva β en A que une α (s) con α (t).

Superficies de Clairaut y Teorema de Clairaut.

Sea φ : A → R3 una superficie parametrizada regular con curvas coordenadas
ortogonales y sean E,G : U → R, como antes, funciones definidas por E =
〈φu, φu〉 , G = 〈φv, φv〉.
Definición. Decimos que una tal φ es de Clairaut si las funciones E y G no
dependen de u, o sea Eu = Gu = 0, o equivalentemente, E (u, v) = f (v) y
G (u, v) = g (v) para ciertas funciones f, g.

Ejemplo 10 Una supericie de revolución como en (1), con curva perfil c, es de
Clairaut con

E (θ, t) = f (t) = r2 (t) y G (θ, t) = g (t) =
∣∣c′ (t)∣∣2 (4)

(ya vimos que 〈φθ, φt〉 = 0).

Ejemplo 11 El helicoide ψ : R2 → R3, ψ (u, v) = (v (cosu, sen u) , u) es una
superficie de Clairaut con f (v) = 1 + v2 y g (v) = 1.

Ecuación para las geodésicas de una superficie de Clairaut.

Proposición 12 Si φ una superficie parametrizada de Clairaut, entonces la curva
γ (s) = φ (u (s) , v (s)) con u, v diferenciables γ es geodésica si y sólo si u y v satis-
facen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

0 = f ′ (v) u′v′ + f (v) u′′ (5)

0 = −f ′ (v)
(
u′

)2 + g′ (v)
(
v′

)2 + 2g (v) v′′. (6)

Prueba. Calculamos γ′ = φu (u, v) u′ + φv (u, v) v′ y

γ′′ =
(
φuuu′ + φuvv

′)u′ + φuu′′ +
(
φvuu′ + φvvv

′) v′ + φvv
′′

= φuu

(
u′

)2 + 2φuvv
′u′ + φvv

(
v′

)2 + φuu′′ + φvv
′′.

(por abuso de notación omitimos evaluar φ y sus derivadas en (u, v)). Luego,
como 〈φu, φv〉 = 0 pues la superficie es de Clairaut, tenemos que

〈
γ′′, φu

〉
= 〈φuu, φu〉

(
u′

)2 + 2 〈φuv, φu〉 v′u′ + 〈φvv, φu〉
(
v′

)2 + 〈φu, φu〉u′′〈
γ′′, φv

〉
= 〈φuu, φv〉

(
u′

)2 + 2 〈φuv, φv〉 v′u′ + 〈φvv, φv〉
(
v′

)2 + 〈φv, φv〉 v′′.
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Pero observamos que

2 〈φuu, φu〉 = 〈φu, φu〉u = Eu

2 〈φuv, φu〉 = 〈φu, φu〉v = Ev

〈φuu, φv〉 = 〈φu, φv〉u − 〈φu, φvu〉 = 0−Ev/2 = −Ev/2

(hemos usado de nuevo que 〈φu, φv〉 = 0). De la misma manera, intercambiando
los roles de u y v, se ve que

2 〈φvv, φv〉 = Gv, 2 〈φuv, φv〉 = Gu, 〈φvv, φu〉 = −Gu/2.

Como también por hipótesis Eu = Gu = 0, y además E (u, v) = f (v) y G (u, v) =
g (v) tenemos que γ es geodésica si y sólo si u y v satisfacen las ecuaciones del
enunciado. ¤

Corolario 13 Si φ es una superficie parametrizada de Clairaut, entonces la
curva coordenda horizontal γ (u) = φ (u, vo) es geodésica si y sólo si f ′ (vo) = 0.

En particular, el paralelo θ 7→ φ (θ, to) de una superficie de revolución es
geodésica si y sólo si r′ (to) = 0.

Prueba. Para la curva γ tenemos u′ = 1 y v = vo. Aśı u′′ = 0 y v′ = 0 y luego la
ecuación (5) no da condiciones y la ecuación (6) queda f ′ (vo) = 0. La afirmación
sobre las superficies de revolución resulta de (4). ¤

Teorema 14 Sea φ una superficie de Clairaut y sea γ (s) = φ (u (s) , v (s)) una
curva con u, v diferenciables y v′ nunca nula. Entonces son equivalentes:

a) La curva γ es geodésica.
b) Las funciones |γ′| y f (v) u′ son ambas constantes
c) La curva γ es una reparametrización de rapidez constante de alguna de las

curvas
γ1 (t) = φ (uo, t) o γ2 (t) = φ (t, y (t)) ,

para cierta constante uo, donde y satisface la ecuación diferencial

λf2 (y) = f (y) +
(
y′

)2
g (y) (7)

para cierta constante λ.

Ejemplo 15 El teorema de Clairaut se puede aplicar para encontrar, en cada
instante, la curva en el mapa de la tierra (Ejemplo 4 (a)) que separa el d́ıa de la
noche:

El eje de rotación de la tierra está inclinado respecto del plano P donde la
tierra gira alrededor del sol. Como la distancia de la tierra al sol es tan grande,
cometemos un error muy pequeño si suponemos que los rayos provenientes del
sol son paralelos. De este modo, la curva en la tierra que separa el d́ıa de la
noche en cada instante es un ćırculo máximo (perpendicular al plano P ), en
particular una geodésica. Como el mapeo que consideramos es de Clairaut, la
curva correspondiente en el mapa A puede obtenerse por la ecuación de Clairaut.

Si la curva perfil es γ (t) = (cos t, sen t) , se ve de (4) que E (θ, t) = cos2 t y
G (θ, t) = 1, con lo cual f (t) = cos2 t y g (t) = 1. Por el teorema, una curva en
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el mapa que en un instante dado separa el d́ıa de la noche es o bien una recta
vertical (equinoccio de primavera/otoño) o bien, por (7), el gráfico de una función
y que satisface

λ cos4 (y) = cos2 (y) +
(
y′

)2

para cierta constante λ que se puede obtener a partir del ángulo de inclinación del
eje de la tierra con respecto al plano P . Se verifica fácilmente que las funciones

y = arctan (c sen (t− d))

satisfacen la ecuación, para todo d y para 1 + c2 = λ.
Ante las preguntas de cómo se obtienen tales soluciones y si efectivamente

son todas, comentamos que para resolver ese tipo de ecuación (al menos una algo
más débil, despejando y′ previa suposición que es positiva o negativa) se aplica el
primer método que se aprende usualmente en un curso de ecuaciones diferenciales:
Si h es nunca nula, las ecuaciones y′ = h (y) y y′

h(y) = 1 son equivalentes. Se integra
miembro a miembro esta última igualdad (usando sustitución en el miembro
izquierdo) y luego se despeja y.

Prueba del Teorema 14.
a) ⇒ b) Si γ es geodésica, ya sabemos por la Proposición 6 que |γ′| es cons-

tante. Pero por (5) tenemos que

(
f (v) u′

)′ = f ′ (v) u′v′ + f (v) u′′ = 0. (8)

Luego f (v) u′ es constante.

b) ⇒ a) Si f (v) u′ es constante, entonces por (8) vale la ecuación (5). Con
una cuenta similar a la de (2) calculamos

∣∣γ′∣∣2 =
∣∣φu (u, v) u′ + φv (u, v) v′

∣∣2

= E (u, v)
(
u′

)2 + G (u, v)
(
v′

)2

= f (v)
(
u′

)2 + g (v)
(
v′

)2 .

Si |γ′| es constante, entonces

0 =
(∥∥γ′

∥∥2
)′

=
(
f (v)

(
u′

)2 + g (v)
(
v′

)2
)′

= f ′ (v) v′
(
u′

)2 + f (v) 2u′u′′ + g′ (v) v′
(
v′

)2 + g (v) 2v′v′′

Reemplazandos f (v) u′′ por su valor despejado de (8), obtenemos

0 = f ′ (v) v′
(
u′

)2 − 2f ′ (v) v′
(
u′

)2 + g′ (v) v′
(
v′

)2 + g (v) 2v′v′′,

que no es otra cosa que la ecuación (6) multiplicada por v′, que es nunca nula
por hipótesis.

c) ⇒ b) Supongamos primero que γ es una reparametrización de rapidez
constante de γ1. Claramente u′ = u′o = 0. Luego f (v) u′ ≡ 0, en particular
constante. Si en cambio

8



γ (s) = γ1 (u (s)) = φ (u (s) , y (u (s))) ,

usando (7) para la última iguladad, calculamos

∣∣γ′∣∣2 =
∣∣φu (u, y (u)) v′ + φv (u, y (u)) y′ (u) u′

∣∣2

= f (y (u))
(
u′

)2 + g (y (u))
(
y′ (u)

)2 (
u′

)2

= λf2 (y (u))
(
u′

)2 .

Luego, si |γ′| es constante, resulta f (y (u))u′ constante, como queŕıamos.

b) ⇒ c) Si γ es como en el enunciado y u′ (to) = 0 para algún to y f (v)u′ es
constante, entonces f (v) u′ ≡ 0, con lo cual u′ ≡ 0 y γ es una reparametrización
de γ1.

Si por el contrario u′ es nunca nula, entonces u tiene una inversa, que llamamos
z. Tenemos que γ (z (t)) = φ (t, v (z (t))) = γ2 (t) con y = v (z). Luego γ es una
reparametrización γ (s) = γ2 (u (s)). Con argumentos similares a los de arriba se
ve que y = v (z) satisface la ecuación diferencial indicada.

Ecuación para las geodésicas en superficies de revolución.

Proposición 16 Sea γ (s) = φ (θ (s) , t (s)) una curva de rapidez unitaria de la
superficie de revolución φ con curva perfil c = (r, h), donde θ, t diferenciables y
t′ nunca nulo. Sea α (s) el ángulo entre γ′ (s) y el paralelo por γ (s). Entonces γ
es geodésica si y sólo si existe una constante C tal que

r (t (s)) cos α (s) = C. (9)

Nota. El heho de requerir que γ tenga rapidez unitaria no representa un problema
a la hora de las aplicaciones, pues usamos el resultado para obtener (información
sobre) las trayectorias de las geodésicas.

Prueba de la Proposición 16. Como la dirección del paralelo por φ (θ, t) es
φθ (θ, t) / |φθ (θ, t)| = φθ (θ, t) /r (t), se tiene que

r (t) cos α = r (t)
〈
γ′, φθ (θ, t) /r (t)

〉
=

〈
γ′, φθ (θ, t)

〉
.

Pero γ′ = φθ (θ, t) θ′ + φt (θ, t) t′. Como las curvas coordenadas son ortogonales y
E (θ, t) = r2 (t) por (4), se obtiene

r (t) cos α = E (θ, t) θ′ = r2 (t) θ′,

que es constante si y sólo si γ es geodésica por el Teorema 14, con (θ, t) en el rol
de (u, v) y r2 en el de f .

Ejemplo 17 Cilindro. Para el cilindro φ (θ, t) = (R cos θ, R sen θ, t) se tiene
r ≡ R. La Proposición implica fácilmente que las geodésicas son o bien meridianos
o bien hélices congruentes a una reparametrización de γ (t) = (cos t, sen t, at)
para cierta constante a.
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Ejemplo 18 Hiperboloide. Consideremos el hiperboloide de revolución φ :
R2 → R3, cuya curva perfil es la parametrización

c : R→ R2, c (t) =
(√

1 + t2, t
)

de una hipérbola. Aqúı r (t) =
√

1 + t2. Sea γ una geodésica de rapidez unitaria de
φ y α el ángulo entre γ′ y el paralelo por γ, como en la Proposición 16. Aceptamos
sin demostración que γ está definida para todo s en la recta real. Supongamos
que en el instante so vale

r (so) =: ro > 0, r′ (so) < 0 y cosα (so) = ao.

O sea, llamando C = roao,

t (so) > 0, t′ (so) < 0 y
√

1 + t (so)
2 cosα (so) = C.

Por la Proposición 16 tenemos que
√

1 + t (s)2 cosα (s) = C para todo s. (10)

Sea σ (θ) = (cos θ, sen θ, 0) el paralelo donde el hiperboloide es más estrecho. Se
cumple que γ nunca corta a σ si C > 1, necesariamente corta a σ y pasa hacia el
semiespacio inferior z < 0 si C < 1 y por último, en el caso C = 1 se cumple que
γ se enrosca una cantidad infinita de veces en el hiperboloide, acercándose tanto
como se quiera al paralelo σ.

Caso C > 1: Si γ cortara a σ (cuya imagen es una circunferencia de radio
uno) en el instante s1, se tendŕıa r (s1) = 1, o sea t (s1) = 0 y por (10), cosα (s1) =
C > 1, lo que es imposible.

Los casos C = 1 y C < 1 los dejamos para que el lector se ejercite, si lo desea.

4 Superficies que no están incluidas de manera canó-
nica en el espacio eucĺıdeo.

A continuación consideraremos un ejemplo de un “superficie” que no está incluida
de manera canónica en el espacio eucĺıdeo.

Un intervalo de la recta real se dice no trivial si es no vaćıo y no consta de
un solo punto. Sea

I = {intervalos cerrados y acotados no triviales de la recta real} .

Notemos que I no es un subconjunto de un espacio eucĺıdeo (si bien sus elementos,
los intervalos, śı lo son). Nos preguntamos sobre diferentes maneras de definir una
noción de distancia y de mejor camino entre dos elementos en I, naturales desde
distintos puntos de vista. La primera respuesta obvia es la siguiente: Para x < y
y x′ < y′ se puede tomar

dist
(
[x, y], [x′, y′]

)
=

√
(x′ − x)2 + (y′ − y)2,
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es decir, copiando la distancia eucĺıdea del abierto
{
(x, y) ∈ R2 | x < y

}
mediante

la biyección obvia. El mejor camino entre estos dos intervalos es entonces la curva
γ : [0, 1] → I dada pr γ (t) = [(1− t) x + tx′, (1− t) y + ty′].

Ahora bien, esta noción de distancia puede no ser la más adecuada si conside-
ramos la naturaleza de los elementos de I. En cierto sentido, esta noción de
distancia discrimina el tamaño de los segmentos: Por ejemplo,

dist
([

0, 103
]
,
[
1, 1 + 103

])
= 1 = dist

([
0, 10−3

]
,
[
1, 1 + 10−3

])
.

Sin embargo, tomando en cuenta el tamaño relativo de los intervalos, los dos
primeros parecen estar mucho más cerca uno del otro que los dos últimos (imagi-
nemos que le pedimos al intervalo

[
0, 10−3

]
que se mueva hacia el

[
1, 1 + 10−3

]
; le

va a parecer muy lejos). Dicho de otra forma, merecen una definición de distancia
distinta de la de más arriba, que contemple ese hecho.

Métricas riemannianas en abiertos del plano.

Una métrica riemanniana en un abierto A del plano es un concepto que permite
definir una noción de longitud de curvas en A distinta de la eucĺıdea. Conside-
raremos sólo aquellas con curvas coordenadas ortogonales. Una tal métrica está
dada por un par (E, G) de funciones diferenciables positivas E,G : A → R. Dada
una curva diferenciable γ (t) = (u (t) , v (t)) en A, la longitud de la velocidad de
γ en el instante t respecto de la métrica (E, G) se define mediante

∥∥γ′ (t)
∥∥

(E,G)
=

√
E (γ (t))u′ (t)2 + G (γ (t)) v′ (t)2

(comparar con (2)). La longitud de una curva diferenciable γ : [a, b] → A res-
pecto de la métrica (E, G) está definida por

long (γ) =
∫ b

a

∥∥γ′ (t)
∥∥

(E,G)
dt (11)

Como en el caso eucĺıdeo se prueba que no cambia al reparametrizar γ.
Se dice que las curvas coordenadas son ortogonales porque si en cada (u, v)

aplicamos polarización a la forma cuadrática ‖·‖2
(E,G), resulta que 〈(1, 0) , (0, 1)〉 =

0 y de alĺı las velocidades de las curvas u 7→ (u, vo), v 7→ (uo, v) son ortogonales.
En estas notas consideraremos sólo un tipo especial de métricas riemannianas

con curvas coordenadas ortogonales en abiertos del plano, las llamadas métricas
de Clairaut, que son aquellas para las cuales las funciones E y G no dependen de
u, o sea Eu = Gu = 0, o equivalentemente E (u, v) = f (v) y G (u, v) = g (v) para
ciertas funciones f, g. (Comparar con la definición de superficie parametrizada de
Clairaut.)

Ejemplo 19 La métrica usual en R2 está dada por E = G ≡ 1. En este caso
(11) da la noción usual de longitud de una curva en el plano.

Ejemplo 20 Una superficie parametrizada de Clairaut φ : A → R3 induce una
métrica riemanniana en A de Clairaut: Se definen E, G como en (4).

Si pensamos el abierto A como un mapa y φ como el mapeo, la longitud de
una curva α en el abierto A, calculada con la nueva métrica como en (11), será
la longitud de la curva φ ◦ α en la imagen de φ, representada por α en el mapa.
Esto es fácil de verificar usando la regla de la cadena.
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Ejemplo 21 El plano hiperbólico. En este caso A = H =
{
(u, v) ∈ R2 | v > 0

}
y se define

E (u, v) = G (u, v) = f (v) = g (v) = 1/v2 (12)

para todo (u, v) ∈ H. El abierto H munido de esta métrica es un modelo para el
semiplano de Lobachevsky, el ejemplo clásico (junto con la geometŕıa esférica) de
un espacio donde no se cumple el quinto postulado de Euclides: Dada una “recta”
y un punto fuera de ella existe una y sólo una “recta” que no corta a la primera.
(Veremos más abajo cuáles curvas en H merecen ser el análogo de las rectas en
el plano eucĺıdeo.)

No es un caso particular del ejemplo anterior, aunque śı localmente (ver la
Proposición 26).

Volvemos a ocuparnos del problema de la distancia en el espacio I de inter-
valos de la recta real del comienzo de la sección.

Una métrica en I que no discrimina tamaños.

Podemos parametrizar I mediante

F : H =
{
(x, y) ∈ R2 | y > 0

} → I, F (x, y) = [x, x + y]. (13)

Si copiamos mediante F la métrica hiperbólica de H a I, observamos que, a
nivel infinitesimal, cada segmento de I usa su propio tamaño como patrón para
medir la distancia a los segmentos próximos, y esto es lo que entendemos por una
métrica que no discrimina tamaños. Más precisamente, sean

γ (t) = [xt, xt + yt] y γ̃ (t) = F−1 (γ (t)) = (xt, yt)

una curva en I y la curva correspondiene en el mapa H de I, respectivamente
(aqúı los sub́ındices no denotan derivada parcial, los usamos para simplificar la
notación). Por (12) tenemos que

∥∥γ̃′ (t)
∥∥2 = f (yt)

(
x′t

)2 + g (yt)
(
y′t

)2 =
∣∣(x′t, y′t

)∣∣2 /y2.

Luego la rapidez de γ̃ en el instante t según la métrica hiperbólica que estamos
considerando es ‖γ̃′ (t)‖ = |(x′t, y′t)| /yt, que relativiza la rapidez según la métrica
eucĺıdea al tamaño yt del intervalo en ese instante t.

Ejemplo 22 Si el intervalo [x, x + y] se traslada hacia la derecha en s veces
su propia longitud, veamos que el traslado será de s unidades si consider-
amos la métrica hiperbólica. En efecto, para la curva γ (t) = [x, x + y] + ty =
[x + ty, x + y + ty], con 0 ≤ t ≤ s, tenemos que la rapidez de la curva aso-
ciada γ̃ (t) = (x + ty, y) en H según la métrica hiperbólica es

∥∥ d
dt (x + ty, y)

∥∥ =
‖(y, 0)‖(x+ty,y) = |y| /y = 1. Luego la longitud de γ es

∫ s
0 dt = s.

Ejemplo 23 Sea γ la curva en I definida por γ (t) =
[
0, et

]
y sea γ̃ (t) =

(
0, et

)
la curva asociada en H. Tenemos que la rapidez eucĺıdea, |γ̃′ (t)| =

∣∣(0, et
)∣∣ = et,

coincide con el tamaño del intervalo en el instante t, que es ahora percibido
como unidad de medida en ese instante, aśı que no nos sorprende que γ tenga
rapidez (hiperbólica) constante uno: ‖γ̃′ (t)‖ =

∣∣(0, et
)∣∣ /et = 1.
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Geodésicas de métricas de Clairaut en abiertos del plano.

Claramente, la manera en que definimos curva geodésica en una superficie para-
metrizada regular φ : U → R3 no tiene un análogo obvio para definir curva
geodésica en un abierto A del plano provisto de la métrica riemanniana dada por
(E,G): Notemos que si bien uno puede considerar el plano dentro del espacio
v́ıa (x, y) 7→ (x, y, 0), la métrica en A dada por (E, G) no es necesariamente la
eucĺıdea. (La conexión de Levi-Civita provee una tal noción, pero escapa a los
alcances de estas notas).

Recurrimos entonces a la caracterización de las geodésicas de la Obsevación
9 (a): Sea A un abierto del plano munido de una métrica riemanniana con curvas
coordenadas ortogonales dada por (E, G). Decimos que una curva α : [a, b] → A
de rapidez constante en A es geodésica para la métrica dada por (E, G) si mini-
miza localmente longitudes, calculadas por supuesto a partir de (E, G) como
en (11). Más precisamente, si para todos s < t en [a, b] que están suficientemente
cercanos, se cumple que la longitud (medida usando (E,G)) de la curva α res-
tringida al intervalo [s, t] es menor o igual que la longitud de cualquier curva en
U que une α (s) con α (t) (también medida usando (E,G)).

Se puede probar (no lo haremos) que es válida la siguiente versión análoga
del Teorema de Clairaut, que difiere muy poco de la del Teorema 14.

Teorema 24 Sea A un abierto del plano munido de una métrica riemanniana
de Clairaut dada por (E, G) y sea γ (s) = (u (s) , v (s)) una curva diferenciable
en A con v′ nunca nula. Entonces son equivalentes:

a) La curva γ es geodésica.
b) Las funciones ‖γ′‖ y f (v) u′ son ambas constantes
c) La curva γ es una reparametrización de rapidez constante de alguna de las

curvas
γ1 (t) = (uo, t) o γ2 (t) = (t, y (t)) ,

para cierta constante uo, donde y satisface la ecuación diferencial

λf2 (y) = f (y) +
(
y′

)2
g (y) (14)

para cierta constante λ.

Geodésicas en el plano hiperbólico.

Por el Teorema de Clairaut se tiene que las trayectorias de las curvas geodésicas
en H son las curvas obtenidas mediante intersección de H con rectas verticales y
circunferencias con centro en el eje horizontal. En efecto, ya vimos que las rectas
verticales siempre son trayectorias de geodésicas para una métrica de Clairaut.

Si por otra parte consideramos la función y (t) =
√

r2 − (t− x)2, para r > 0,
|t| < r, vemos que γ (t) = (t, y (t)) parametriza la semicircunferencia superior de
radio r y centro en (x, 0) y satisface la ecuación de Clairaut (14) con f, g como
en la métrica hiperbólica, para cierta constante λ.

Vemos que dada la trayectoria de una geodésica en H y un punto p ∈ H fuera
de ella, existe una cantidad infinita de trayectorias de geodésicas por p que no la
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cortan. Luego H no cumple el quinto postulado de Euclides. No comentaremos
sobre los demás.

Geodésicas en I con la métrica hiperbólica.

Como la métrica en I que consideramos es la copiada de la del plano hiperbólico
mediante la función F de (13), observamos en particular que la trayectoria del
mejor camino entre dos segmentos de la misma longitud, digamos `, consiste de
segmentos de longitud mayor que `. Esto se puede explicar notando que como cada
segmento toma su propia longitud como unidad para medir distancias recorridas
o cambios en su tamaño, un segmento más grande recorrerá distancias grandes
con más facilidad. Por eso no le conviene simplemente trasladarse hasta su nueva
posición conservando el tamaño constante, como seŕıa el caso para la métrica
eucĺıdea para I, sino destinar un poco de enerǵıa extra para ir aumentando de
tamaño a medida que se traslada, de manera de percibir distancias como más
cortas relativas a su tamaño, y finalmente, destinar un poco de enerǵıa extra
para ir disminuyendo de tamaño a medida que se acerca a la meta.

Algunos segmentos de la trayectoria del mejor camino entre los segmentos s1

y s2 de igual longitud:
Inmersión local del plano hiperbólico.

Tractriz. Supongamos que estamos parados en el origen del plano x-y y tenemos
atada con una soga una piedra ubicada en el punto (1, 0). Si caminamos a lo largo
del eje y arrastrando la piedra, ¿qué trayectoria describe la piedra en el plano, si
la soga no se estira? Una tal curva se llama tractriz.

Proposición 25 La tractriz es el gráfico de la función f : (0, 1) → R primitiva
de (o sea cuya derivada es) la función

f ′ (s) = −
√

1
s2
− 1 (15)

que satisface lims→1− f (s) = 0.

Prueba. Para cada s ∈ (0, 1) fijo, sea Ls la recta tangente al gráfico de f en
(s, f (s)) y ps el punto donde Ls corta al eje y (donde estamos parados en el
instante s). Sabemos que el segmento Ss de la recta Ls con extremos (s, f (s)) y
ps tiene longitud uno (el largo de la soga).
Sea xs la distancia entre los puntos ps y (0, f (s)). Vemos en el gráfico que, por
el Teorema de Pitágoras,

long (Ss) =
√

x2
s + s2,

donde f ′ (s) = −xs/s. Aśı,

1 = long (Ss) =
√

(−sf ′ (s))2 + s2 = s

√
1 + f ′ (s)2.

Despejando f ′ (s) obtenemos la función deseada. El comportamiento de f cerca
de 1 se deduce de la posición inicial de la piedra. ¤
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Proposición 26 Sea c : (1,+∞) → R2 definida por c (t) =
(

1
t , f

(
1
t

))
(una

parametrización de la tractriz ), sea A =
{
(u, v) ∈ R2 | v > 1

}
y sea φ : A → R3

la superficie de revolución con curva perfil c. Entonces la métrica riemanniana
inducida por φ en A como en el Ejemplo 20 es la métrica hiperbólica en A, como
en (12).

Prueba. Como φ es una superficie de revolución, 〈φθ, φt〉 = 0. Además, r (t) =
1/t y h (t) = f (1/t). Por otra parte, sabemos de (4) que

E (θ, t) = |φθ (θ, t)|2 = r (t)2 = 1/t2

G (θ, t) = |φt (θ, t)|2 =
∣∣c′ (t)∣∣2 = 1/t2.

La última igualdad se verifica fácilmente usando (15). ¤

La proposición anterior nos permitió representar localmente una parte del
plano hiperbólico (los puntos (u, v) ∈ H con v > 1) como una superficie parame-
trizada en R3, respetando longitudes de curva (lo que se denomina una isometŕıa
local, ver el comentario del Ejemplo 20).

Si queremos representar entornos de puntos de H con v < 1, podemos tomar
para 0 < vo < 1 fijo, A′ = {(u, v) ∈ H | v > vo} y φ′ : A′ → R3 definida por
φ′ (u, v) = φ (u/vo, v/vo). También se cumple en este caso que la métrica rieman-
niana inducida por φ′ en A′ es la métrica hiperbólica en A′, pues la aplicación
(u, v) 7→ (cu, cv) de H en H deja invariante las funciones E y G para todo c > 0,
en particular para c = 1/vo.

FIN
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UNA MIRADITA A LAS SUPERFICIES

CRISTIÁN U. SÁNCHEZ

1. El espacio R3

En el espacio vectorial R3 tenemos, en cada punto x = (x1, x2, x3), su
espacio tangente Tx

(
R3
)
. Este no es mas que una copia deR3 pero pensamos

que el origen ”o” de esta copia, está ubicado en el punto x y los ”ejes” son
paralelos a los del espacio vectorial. Una manera de decir esto es: tomemos
el espacio R6 = R3×R3 y llamemos Tx

(
R3
)

al siguiente subconjunto de R6

Tx
(
R3
)

= {x} ×R3. Consideremos ahora tres funciones Uj : R3 → R3 (j =
1, 2, 3) definidas por U1 (x) = (1, 0, 0) , U2 (x) = (0, 1, 0) , U1 (x) = (0, 0, 1)
las cuales identificamos con sus gráficos en R6. De este modo U1 (x) =
(x, (1, 0, 0)) y similarmente las otras dos. Aśı podemos escribir todo punto de
R6 de la forma ((x1, x2, x3) (a, b, c)) = ((x) (a, b, c)) con la siguiente notación

((x1, x2, x3) (a, b, c)) = aU1 (x) + bU2 (x) + cU3 (x)

y lo pensamos como un vector tangente a R3 en el punto x. Si ahora
α : (a, b) → R3 es una curva C∞ en R3 es decir una función α (t) =
(x1 (t) , x2 (t) , x3 (t)) donde cada una de las componentes reales xj (t) tiene
infinitas derivadas en (a, b) entonces su vector tangente en t es

α′ (t) =
3∑

j=1

x′j (t)Uj (α (t)) =
(
(α (t)) ,

(
x′1 (t) , x′2 (t) , x′3 (t)

))

y esto define lo que llamaremos el campo tangente a la curva α. Observe-
mos que de este modo α′ (t) ∈ Tα(t)

(
R3
)
, ∀t ∈ (a, b). La segunda derivada

de la curva también define un campo a lo largo de α cuya expresión es

α′′ (t) =
3∑

j=1

x′′j (t)Uj (α (t))

y similarmente todas las otras derivadas.
Si ahora V ⊂ Rn es un abierto y f : V → R3 es una función C∞ f(z) =

(f1 (z) , f2 (z) , f3 (z)), para cada z ∈ V , diremos que otra función F : V →
R6 es un campo C∞ a lo largo de f si podemos escribir para cada z ∈ V

(1) F (z) =
3∑

j=1

uj (z)Uj (f (z))

donde las tres funciones reales uj (z) son C∞ en V . De este modo, para
cada z ∈ V , tenemos F (z) ∈ Tf(z)

(
R3
)
.

1



2 CRISTIÁN U. SÁNCHEZ

Siguiendo el ejemplo de la derivada segunda, si ahora G (t) es un campo
C∞ a lo largo de la curva α de arriba, entonces podemos escribirlo

(2) G (t) =
3∑

j=1

uj (t)Uj (α (t)) , ∀t ∈ (a, b)

y como las funciones uj (t) son C∞ podemos ”derivarlo” a lo largo de α
definiendo

G′ (t) =
3∑

j=1

u′j (t)Uj (α (t)) , ∀t ∈ (a, b) .

Volviendo al caso del campo F en (1) vemos que, como z = (z1, . . . , zn),
podemos definir la derivada parcial respecto de zk del campo F como

Fzk(z) =
3∑

j=1

∂uj
∂zk

(z)Uj (f (z)) , z ∈ V.

Por otra parte, es claro que una función C∞ como la f de arriba ( f : V ⊂
Rn → R3, f(z) = (f1 (z) , f2 (z) , f3 (z))) genera n campos C∞ a lo largo de
f que son sus derivadas parciales de la manera obvia

fzk(z) =
3∑

j=1

∂fj
∂zk

(z)Uj (f (z)) , z ∈ V.

Volviendo al caso del campo G (t) definido a lo largo de la curva α en (2)
vamos a usar también las siguientes notaciones para el campo G′ (t)

G′ (t) =
DG

dt
(t) = ∇Eα′(t)G

y lo llamaremos derivada covariante Euclidea de G a lo largo de α.
Si ocurre que el campo G (t) tiene derivada nula es costumbre decir que G
es paralelo a lo largo de α.

Con este bagaje de notación nos adentramos al estudio de las superficies.

2. Superficies

Definición 2.1. Un subconjunto S ⊂ R3 es una superficie regular si para
cada p ∈ S hay un entorno V de p en R3 y una función X : U → V ∩ S de
un abierto conexo U ⊂ R2 sobre V ∩ S ⊂ R3 tal que:

(1) X es C∞. Es decir si escribimos, para (u, v) ∈ U,
X (u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v))

entonces las funciones xj (u, v) tienen derivadas parciales continuas de todos
los órdenes en U . Es decir son funciones reales C∞ en U . Cada función X
se llama una carta en S.

(2) X es un homeomorfismo es decir X y la función inversa X−1 : V ∩S →
U son continuas y esto último significa que X−1 es la restricción de una
función continua F : W ⊂ R3 → U definida en un abierto W ⊃ V ∩ S.
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(3) Para cada (u, v) ∈ U , los campos a lo largo de X (derivadas parciales)

Xu (u, v) =
3∑

j=1

∂xj
∂u

(u, v)Uj (X (u, v)) ,(3)

Xv (u, v) =
3∑

j=1

∂xj
∂v

(u, v)Uj (X (u, v))

son linealmente independientes en el espacio tangente TX(u,v)

(
R3
)
.

Nuestras consideraciones serán casi siempre ”locales ” por lo que nos
interesarán fundamentalmente las superficies definidas por una sola función
X definida en un abierto conexo del plano.

Veamos algunos ejemplos.

Proposición 2.2. (Cartas de Monge) Si f : U → R es una función C∞
definida en un abierto conexo U ⊂ R2, entonces el gráfico de f

Gr (f) = {(u, v, f (u, v)) : (u, v) ∈ U} ,
es una superficie regular en R3.

Prueba. La función X (u, v) = (u, v, f (u, v)) cumple las condiciones (1), (2)
y (3) de la definición. Para la condición (2) podemos tomar V = W ={

(x1, x2, x3) ∈ R3 : (x1, x2) ∈ U} y F = Pr sobre las dos primeras coorde-
nadas. �
Proposición 2.3. (Valores regulares) Dada g : H → R, función C∞ en un
abierto de R3 y c ∈ R tal que:

(1) M = g−1 [c] 6= φ.
(2) ∇g (x1, x2, x3) 6= 0 (gradiente de g) para todo (x1, x2, x3) ∈M.
Entonces M es una superficie regular en R3.

Prueba. Como ∇g 6= 0 en cada punto a = (a1, a2, a3) ∈ M en dicho punto
se cumple que por lo menos una de las derivadas parciales ∂g/∂xj (a) es
distinta de cero (digamos que ∂g/∂x3 (a) 6= 0) y entonces podemos aplicar
el Teorema de la Función Impĺıcita cuyo enunciado puede ser el siguiente:

Teorema 2.4. (de la Función Impĺıcita) Sea g (x1, x2, x3) una función real
C∞ definida en un entorno de (a1, a2) en R2 y de a3 en R con g(a1, a2,a3) =
c entonces si ∂g/∂x3 (a1, a2, a3) 6= 0, existe un entorno V de (a1, a2) en R2

y una función C∞ h : V → R tal que h (a1, a2) = a3 y

g (x1, x2, h (x1, x2)) = c, ∀ (x1, x2) ∈ V.
Mas aún h es única en el sentido de que existe un entorno W de a3 en R

(W es la imagen h (V )) tal que hay una única solución z ∈W de la ecuación
g (x1, x2, z) = c y esta es z = h (x1, x2) .

Entonces existe un abierto conexo U ⊂ R2 tal que (a1, a2) ∈ U y una
función C∞, h : U → R tal que

g (u, v, h (u, v)) = c, ∀ (u, v) ∈ U.
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Tenemos ahora que X (u, v) = (u, v, h (u, v)) cumple X (U) ⊂M y por la
Proposición anterior M es una superficie regular en R3. �

Ejemplo. (Cilindros). Consideremos R2 ⊂ R3 como el conjunto de
puntos con tercera coordenada nula y sea C una curva en el plano definida
impĺıcitamente por la función f (x1, x2) = c, (f está definida en algun abierto
W del plano R2 es C∞ alĺı y para cada punto de C el gradiente∇f es distinto
de cero, por ejemplo x2

1 + x2
2 = 1) y consideremos ahora la recta que pasa

por un punto de esta curva y es ortogonal al plano R2. Desplazando esta
recta a lo largo de la curva obtenemos un conjunto de puntos de R3 que
denotamos por M . Podemos describir este conjunto mediante la función

F (x1, x2, x3) = f (x1, x2)

ya queM =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 : F (x1, x2, x3) = c
}

. Como∇F (x1, x2, x3) =
(∂f/∂x1, ∂f/∂x2, 0) es distinto de cero para cada punto en M vemos por
la Proposición 2.3 que M es una superficie. Estas superficies se llaman
genericamente ”cilindros en R3 ”.

Ejemplo.(Superficies de revolución) En la misma situación del ejem-
plo anterior, supongamos que la curva C no contiene puntos de la forma
(x1, 0, 0) (no corta el primer eje) y ahora hacemos girar la curva sobre el
primer eje. Cada uno de los puntos (x1, x2, 0) ∈ C genera una circunfer-
encia (x1, x2 cos v, x2 sin v) para 0 ≤ v ≤ 2π y llamamos M al conjunto de
todos estos puntos en R3.

Vemos que un punto (y1, y2, y3) ∈M śı y sólo śı el punto
(
y1,
√
y2

2 + y2
3, 0
)

está en C y podemos definir

g (y1, y2, y3) = f

(
y1,
√
y2

2 + y2
3

)
.

Recordar que f está definida en algun abierto W del plano R2 es C∞ alĺı
y para cada punto de C el gradiente ∇f = (∂f/∂x1, ∂f/∂x2) es distinto de
cero. Entonces g está definida en

A =
{

(y1, y2, y3) ∈ R3 :
(
y1,
√
y2

2 + y2
3

)
∈W

}

lo que evidentemente es un abierto en R3 y contiene a M . De hecho

M =
{

(y1, y2, y3) ∈ R3 : g (y1, y2, y3) = c
}

y como

∇g (y1, y2, y3) =

(
∂f/∂x1, ∂f/∂x2

y2√
y2

2 + y2
3

, ∂f/∂x2
y3√
y2

2 + y2
3

)

vemos que (y1, y2, y3) ∈ M implica que
√
y2

2 + y2
3 6= 0 y entonces a su vez

∇g (y1, y2, y3) 6= 0.
Si la curva regular está definida paramétricamente y no corta al eje en-

tonces estará dada por γ (t) = (x1 (t) , x2 (t) , 0) (t ∈ (a, b)) y podemos definir
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una carta que cubre ”casi todo” M mediante

X (t, v) = (x1 (t) , x2 (t) cos v, x2 (t) sin v)

definida en (a, b)× (0, 2π). Se puede cubrir a M con dos cartas de este tipo.
Ejemplo.(Helicoides) Un Helicoide es una superficie generada por el

movimiento en ”tornillo” de una curva con respecto a una recta fija lla-
mada el ”eje”. Las distintas posiciones de la curva generatriz son obtenidas
primero trasladando dicha curva una distancia λ paralelamente al eje y
luego rotándola un ángulo v sobre el eje de modo tal que el cociente λ/v se
mantiene constantemente igual a a. La constante 2πa es llamada el ”paso”
(pitch) del helicoide siendo esta la distancia a la que es trasladada la curva
en una vuelta completa. Podemos convenir que a ≥ 0 pero es posible girar
en sentido horario o antihorario (tornillo derecho o izquierdo). a es cero para
una superficie de revolución. Un helicoide recto es el generado por una
linea recta (o segmento abierto) que corta al eje ortogonalmente. Tomando
como eje el tercero de las coordenadas, el vector posición es dado por

X (u, v) = (u cos v, u sin v, av)

donde u es la ”distancia” desde el eje y v el ángulo de rotación. Aqúı u y v
pueden tomar todos los valores reales.

Las curvas v = cte. son los generadores mientras que las u = cte. son
hélices. Como Xu ·Xv = 0 las hélices son ortogonales a los generadores.

En el caso general, los planos conteniendo al eje ”cortan” la superficie
en curvas planas que son ”congruentes” unas con otras y la superficie es
generada por el movimiento en tornillo de cualquiera de estas curvas. En-
tonces, sin perdida de generalidad, es posible asumir que la curva generatriz
es plana y dada paramétricamente por funciones

x1 = g (u) , x2 = 0, x3 = f (u) .

De este modo la la superficie es dada por

X (u, v) = (g (u) cos v, g (u) sin v, f (u) + av) .

Se verifica facilmente que las curvas v = cte. son las generadoras y las
u = cte. hélices y que Xu · Xv = af ′ (u) y aśı en este caso estas son
ortogonales si, o bien f ′ (u) = 0 (en cuyo caso la superficie es un helicoide
recto), o a = 0 (y tenemos una superficie de revolución).

3. Primera forma fundamental

Supongamos ahora tener una superficie M en R3 dada por una sola carta

X (u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v))

para (u, v) ∈ U ⊂ R2. Una curva regular en M es la imagen por X de
una curva C∞ regular (u (t) , v (t)) (t ∈ (a, b)) en el plano R2 tal que para
to ∈ (a, b) cumple (u (to) , v (to)) ∈ U . (Recordar que una curva en R2 se
dice regular si (u′ (t) , v′ (t)) 6= 0, ∀t ∈ (a, b)). Entonces nuestra curva en
M es la función β (t) = X(u (t) , v (t)) definida en algún intervalo abierto
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conteniendo a to y contenido en (a, b). El vector tangente a β en to como
curva en R3, β′ (to) ∈ TX(u(to),v(to))

(
R3
)
, es llamado el vector tangente a β

en M y podemos escribirlo como

β′ (to) = Xu (u (to) , v (to))u′ (to) +Xv (u (to) , v (to)) v′ (to) .

El conjunto de todos los vectores tangentes a todas las curvas en M
que continenen al punto X(u (to) , v (to)) es claramente un subespacio de
dimensión 2 de TX(u(to),v(to))

(
R3
)

por la condición (3) de la definición. Lo
llamamos el espacio tangente a M en el punto X(u (to) , v (to)) y es deno-
tado por TX(u(to),v(to)) (M). Es facil ver que todos los vectores del subespacio
de TX(u(to),v(to))

(
R3
)

generado por Xu (u (to) , v (to)) y Xv (u (to) , v (to)) son
vectores tangentes a alguna curva enM que pasa por el puntoX(u (to) , v (to)).
En efecto, dado

A = Xu (u (to) , v (to)) c+Xv (u (to) , v (to)) d, c, d ∈ R
consideremos la recta en R2 que pasa por (u (to) , v (to)) dada por

(u (to) , v (to)) + s (c, d) .

Para s en algún intervalo abierto (−ε, ε) estos puntos están dentro de U y
tiene sentido considerar la función

α (s) = X (u (to) + sc, v (to)) + sd)

para la cual se cumple obviamente

α′ (0) = A.

En nuestra superficie M tenemos además las ”curvas coordenadas” que
son las curvas X (uo, v) y X (u, vo) que provienen de las rectas paralelas a
los ejes coordenados de R2 por el punto (uo, vo) ∈ U definidas en algún
intervalo abierto. Obviamente los vectores tangentes a estas curvas son los
vectores Xu (uo, vo) y Xv (uo, vo) .

En el espacio tangente a R3 en X (uo, vo), TX(uo,vo)

(
R3
)
, tenemos el pro-

ducto escalar usual de R3 y este induce, de manera obvia, un producto
escalar en el subespacio TX(uo,vo) (M). Aśı tenemos un producto escalar
natural en cada espacio tangente a M . Esto define, en el abierto U donde
esta definida nuestra carta, tres funciones reales C∞ dadas por

E (u, v) = Xu (u, v) ·Xu (u, v)
F (u, v) = Xu (u, v) ·Xv (u, v)
G (u, v) = Xv (u, v) ·Xv (u, v)

las cuales determinan el producto escalar de cualquier par de vectores tan-
gentes a M en X (u, v). En efecto,

A ·B = (Xu (u, v) a+Xv (u, v) b) · (Xu (u, v) c+Xv (u, v) d) =(4)
= Eac+ F (ad+ bc) +Gcd =

= [a, b]
[
E F
F G

] [
c
d

]
.
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Por esta razón estas tres funciones determinan también la longitud (como
curvas enR3) de las curvas enM ya que, por definición, si β (t) = X(u (t) , v (t))
es una curva en M definida en (c, d) y [a, b] ⊂ (c, d) la ”longitud” de β en
[a, b] es

Lba (β) =
∫ b

a

∥∥β′ (t)∥∥ dt

donde la norma ‖∗‖ es la usual de R3. Para nuestra particular curva en M
esto toma la forma

Lba (β) =
∫ b

a

(
E
(
u′ (t)

)2 + 2Fu′ (t) v′ (t) +G
(
v′ (t)

)2) 1
2
dt.

Donde las funciones E,F y G son calculadas sobre la curva. Si escribimos

ds =
(
E
(
u′ (t)

)2 + 2Fu′ (t) v′ (t) +G
(
v′ (t)

)2) 1
2
dt

simplificando, como es práctica usual, dt2 se obtiene

ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

que es clásicamente llamada la primera forma cuadrática de M . La
forma mas ”moderna ”de pensar es, como ya dijeramos, que las funciones
E,F y G (o la matriz formada por ellas) determinan el producto escalar
en cada punto de nuestra superficie. Si D ⊂ U es un rectángulo con lados
paralelos a los ejes coordenados digamos

D = [a, b]× [c, d] ⊂ U
es costumbre definir el área de la superficie X (D) como

A =
∫ b

a

∫ d

c

√
EG− F 2dudv,

siendo EG − F 2 el determinante de la matriz en (4). Esta función que
suele llamarse el determinante de la primera forma tiene una importancia
geométrica que va mucho mas lejos que el cálculo de las áreas.

La primera forma fundamental permite también definir el ángulo entre dos
vectores tangentes a la superficie de la misma manera que es usual en R3 y
aśı el coseno de este ángulo está nuevamente determinado por las funciones
E,F y G.

El lenguaje usual de la Geometŕıa Diferencial denomina ”intŕınsecas”
a las cantidades que pueden calcularse en términos de estas funciones y
de este modo las longitudes de curvas en M aśı como las áreas y ángulos
son cantidades intŕınsecas. La idea profunda detrás de esto es que uno
puede ”independizarse” del espacio ambiente y estudiar las superficies u
otros objetos mas generales, sin pensarlos dentro del espacio Euclideo.
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4. Segunda forma fundamental

Como tememos nuestra superficie dentro de R3 es oportuno que saquemos
el mayor provecho de ello lo que nos lleva a considerar su campo unitario
normal. Este se define para nuestra superficie M = X (U) como

(5) N (u, v) =
Xu (u, v)×Xv (u, v)
‖Xu (u, v)×Xv (u, v)‖ .

Puesto que por la propiedad (3) de la definición Xu (u, v) y Xv (u, v) son
linealmente independientes en cada punto X (u, v) el vector Xu (u, v) ×
Xv (u, v) ∈ TX(u,v)

(
R3
)

(producto vectorial) es no nulo. Aśı N es, en cada
punto X (u, v), un vector unitario que además es ortogonal al espacio tan-
gente a M en el punto. Este N es un campo C∞ a lo largo de la función
X o, como es usual decir, a lo largo de M. Veamos este punto que es de
la mayor importancia. Tenemos las expresiones de los campos Xu (u, v) y
Xv (u, v) en (3) entonces Xu (u, v)×Xv (u, v) es por definición el campo

Xu (u, v)×Xv (u, v) = AU1 (X (u, v)) +BU2 (X (u, v)) + CU3 (X (u, v))

donde

A = A (u, v) =
∂x2

∂u
(u, v)

∂x3

∂v
(u, v)− ∂x3

∂u
(u, v)

∂x2

∂v
(u, v),

B = B (u, v) =
∂x3

∂u
(u, v)

∂x1

∂v
(u, v)− ∂x1

∂u
(u, v)

∂x3

∂v
(u, v),

C = C (u, v) =
∂x1

∂u
(u, v)

∂x2

∂v
(u, v)− ∂x2

∂u
(u, v)

∂x1

∂v
(u, v).

Es claro, de acuerdo con nuestras definiciones, que N es un campo C∞ a
lo largo de M pues la norma de este vector (que es distinto de cero en cada
punto de U) también es una función C∞ en U que nunca se anula.

Sea ahora Y (u, v) un campo C∞ a lo largo de M y tomemos un punto
p = X (uo, vo) y un vector tangente w ∈ TX(u(to),v(to)) (M) = Tp (M). Como
w es combinación lineal de los vectores Xu (uo, vo) y Xv (uo, vo) ya vimos
en la Sección 3 que hay por lo menos una curva en M que pasa por p y
cuyo vector tangente en ese punto es w. Sea α (t) = X(u (t) , v (t)) tal que
α′ (to) = w, entonces podemos restringir Y a α y calcular

Y ′ (to) =
DY

dt
(to) = ∇Eα′(to)Y = ∇EwY.

Por definición ∇Eα′(to)Y ∈ Tp
(
R3
)

y observamos el siguiente hecho simple
pero fundamental.

Lema 4.1. El vector ∇Eα′(to)Y ∈ Tp
(
R3
)

no depende de la curva α (t) usada
para calcularlo, es decir, si β (s) = X(u (s) , v (s)) es otra curva en M tal
que β (so) = p y β′ (so) = w entonces

∇Eα′(to)Y = ∇Eβ′(so)Y.
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Prueba. Para calcular estas derivadas restringimos el campo Y (u, v) a ambas
curvas y aśı tenemos

Y (t) =
3∑

j=1

yj (u (t) , v (t))Uj (α (t)) ,

Y (s) =
3∑

j=1

yj (u (s) , v (s))Uj (β (s)) .

Por definición para calcular estas derivadas debemos derivar las compo-
nentes respecto de t en t = to y respecto de s en s = so. Para esto calculamos
dyj (u (t) , v (t))

dt

∣∣∣∣
t=to

=
∂yj
∂u

(u (to) , v (to))u′ (to) +
∂yj
∂v

(u (to) , v (to))v′ (to) ,(6)

dyj (u (s) , v (s))
ds

∣∣∣∣
s=so

=
∂yj
∂u

(u (so) , v (so))u′ (so) +
∂yj
∂v

(u (so) , v (so))v′ (so) .

Pero como u (to) = u (so) = uo , v (to) = v (so) = vo y

w = Xu (uo, vo) a+Xv (uo, vo) b,

tenemos que
a = u′ (to) = u′ (so) ,
b = v′ (to) = v′ (so)

y por lo tanto
dyj (u (t) , v (t))

dt

∣∣∣∣
t=to

=
dyj (u (s) , v (s))

ds

∣∣∣∣
s=so

.

Lo que prueba el Lema. �
Entonces podemos escribir esta derivada covariente como ∇EwY sin pre-

ocupación.
Volvamos ahora a nuestro campo Y (u, v) C∞ a lo largo de M y tomemos

nuevamente el punto p = X (uo, vo) y un vector tangente w ∈ TX(u(to),v(to)) (M) =
Tp (M). Supodremos ahora que el campo Y (u, v) es tangente a M es de-
cir que Y (u, v) ∈ TX(u,v) (M) para todo (u, v) ∈ U . En el punto p tenemos
además de nuestro espacio tangente el vector normal N (uo, vo) y por lo
tanto podemos escribir nuestro vector ∇EwY ∈ Tp

(
R3
)

descomponiéndolo
en sus componentes tangencial y normal como

∇EwY = ta
(∇EwY

)
+ no

(∇EwY
)

Es costumbre denotar a ta
(∇EwY

)
= ∇wY y aśı nuestra ecuación se ve

ahora como
∇EwY = ∇wY + no

(∇EwY
)
.

Es también usual denotar a la componente normal por

no
(∇EwY

)
= α (w, Y (uo, vo)) ,

(recordar que Y (uo, vo) ∈ Tp (M)). La notación parece inadecuada pues
aparentemente estamos olvidando al campo Y y quedándonos solamente con
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el valor de Y (uo, vo), pero en verdad esta componente normal sólo depende
de los vectores tangentes w y Y (uo, vo). Probaremos esto mas adelante.

La identidad

(7) ∇EwY = ∇wY + α (w, Y (uo, vo))

se denomina la identidad de Gauss y α (w, Y (uo, vo)) la segunda forma
fundamental de M.

Estudiemos un poco mas la relación entre las derivadas covariantes y el
producto escalar. Supongamos tener un par de campos (no necesariamente
tangentes) en M Z (u, v) , Y (u, v). Podemos escribir a Z en la forma

Z (u, v) =
3∑

j=1

zj (u, v)Uj (X (u, v)) ,

y similarmente a Y . El producto escalar de los dos campos define en U una
función

r (u, v) = Y (u, v) · Z (u, v) =
3∑

j=1

yj (u, v) zj (u, v)

la cual es claramente C∞.
Tomemos ahora una curva α (t) tal que α (to) = p = X (uo, vo) y α′ (to) =

w y restrinjamos ambos campos y la nueva función r a la curva. Podemos
ahora calcular la derivada de la función real r en el punto to obteniendo

dr (u (t) , v (t))
dt

∣∣∣∣
t=to

=
3∑

j=1

dyj (u (t) , v (t))
dt

∣∣∣∣
t=to

zj (uo, vo) +

+
3∑

j=1

yj (uo, vo)
dzj (u (t) , v (t))

dt

∣∣∣∣
t=to

= ∇EwY · Z (uo, vo) + Y (uo, vo) · ∇EwZ.

Podemos escribir esto simplificadamente olvidando el punto (el cual está
impĺıcito en el vector w) como

d(Y · Z)
dt

∣∣∣∣
t=to

= ∇EwY · Z + Y · ∇EwZ

y vemos que la derivada covariante satisface la regla de Leibnitz con el
producto escalar. Podemos además usar la notación

d(Y · Z)
dt

∣∣∣∣
t=to

= w (Y · Z)

indicando que derivamos el producto escalar en la dirección de w o sea sobre
cualquier curva en M cuyo vector tangente sea w. Aśı la regla de Leibnitz
luce como

(8) w (Y · Z) = ∇EwY · Z + Y · ∇EwZ.
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Vemos ahora que si Y y Z son campos tangentes obtenemos inmediata-
mente:

(9) w (Y · Z) = ∇wY · Z + Y · ∇wZ.
Como el campo normal a M que hemos definido en (5) es también un

campo en M podemos calcular su derivada covariante con respecto al vector
tangente w es decir ∇EwN y obsevamos que como (N ·N) = 1 (esta es la
función constante 1 en U) la fórmula (8) nos indica que

0 = w (N ·N) = ∇EwN ·N +N · ∇EwN = 2
(∇EwN ·N

)

es decir que ∇EwN ∈ Tp (M) pues el espacio tangente a M en p es el subespa-
cio de Tp

(
R3
)

formado por los vectores ortogonales a N(p). Esto produce
algo interesante y es que si movemos el vector w a lo l;argo de todo el espacio
tangente Tp (M) (como el N está fijo) se genera un función

w → ∇EwN
que tiene la importante propiedad de ser lineal en w como se ve inmedi-
atamente de la definición. Es costumbre usar para este operador lineal de
Tp (M) la notación

AN (w) = −∇EwN
y se lo llama Operador de Weingarten o mas modernamente Operador
Forma de M en el punto p.

Observamos que si Y (u, v) es un campo tangente en M entonces podemos
calcular AN (Y ) lo que nos da un vector tangente en cada punto X (u, v)
sin embargo no es claro que esto sea nuevamente diferenciable, (el campo
tangente se escribe en términos de Xu y Xv con componentes C∞ y se usa
la Sección 10).

La razón del signo negativo en la definición de AN tiene su origen en el
siguiente hecho. Si Y = Y (u, v) es un campo tangente a M y w ∈ Tp (M)
entonces como (Y ·N) ≡ 0 en M tenemos por(8) y la identidad de Gauss
que

0 = w (Y ·N) = ∇EwY ·N + Y · ∇EwN =

= α (w, Y (uo, vo)) ·N + Y (uo, vo) · ∇EwN =
= α (w, Y (uo, vo)) ·N − Y (uo, vo) ·AN (w)

Es decir

(10) α (w, Y (uo, vo)) ·N = Y (uo, vo) ·AN (w)

que es una identidad fundamental relacionando el operador forma con la
segunda forma fundamental. Esta identidad nos permite probar lo que in-
dicáramos mas arriba respecto a que α (w, Y (uo, vo)) no depende mas que
del vector tangente Y (uo, vo) y no del resto del campo Y . En efecto, si
Z (u, v) es otro campo tangente a M tal que Z (uo, vo) = Y (uo, vo) la iden-
tidad (10) indica que

α (w, Y (uo, vo)) ·N = α (w,Z (uo, vo)) ·N
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y como el espacio vectorial normal tiene dimensión 1 resulta

α (w, Y (uo, vo)) = α (w,Z (uo, vo)) .

Como todo vector tangente z a M en p es el valor de algún campo tangente
C∞ en p = X (uo, vo) podemos escribir ahora α (w, z).

Siendo α (w, z) un vector normal por definición y N un vector unitario
normal, su producto escalar define una función escalar (a valores reales) en
Tp (M)× Tp (M) como

h (w, z) = α (w, z) ·N.
Esta función real suele llamarse también segunda forma fundamental de M .
Lo mas usual en la Geometŕıa Diferencial clásica es trabajar con h. Esto
tiene la ventaja de que ambas formas fundamentales toman valores en R.

En nuestro contexto dejaremos claro en cada caso si trabajamos con una
o la otra pero es obvio que son intercambiables.

5. El operador forma

Vamos a continuar estudiando el operador forma de nuestra superficie M
definida por la carta X : U → R3. Para esto hacemos primero la siguiente
observación.

Lema 5.1. El operador forma es simétrico.

Prueba. Sea p = X (uo, vo) un punto en M y llamemos w = Xu (uo, vo) y
z = Xv (uo, vo) ambos son vectores de Tp (M). Como Xv (u, v) es un campo
tangente en M tenemos obviamente (Xv (u, v) ·N (u, v)) = 0 y podemos
calcular usando la fórmula (8)

(11) 0 = w (Xv ·N) = ∇EwXv ·N +Xv · ∇EwN
y similarmente

(12) 0 = z (Xu ·N) = ∇Ez Xu ·N +Xu · ∇Ez N.
Ahora bien ∇EwXv es la derivada del campo tangente Xv (u, v) sobre una

curva en M que tenga al vector w como tangente en el punto p. Como
la elección de la curva es arbitraria, podemos tomar la curva X (u, vo) y
restringir el campo Xv (u, v) a esta curva. Tal restricción nos da obviamente
el campo Xv (u, vo) y ahora derivamos ese campo con respecto al parámetro
de la curva. Entonces tenemos

(13) ∇EwXv =
dXv (u, vo)

du

∣∣∣∣
u=uo

= Xvu (uo, vo) .

Similarmente

(14) ∇Ez Xu =
dXu (uo, v)

dv

∣∣∣∣
v=vo

= Xuv (uo, vo) .



UNA MIRADITA A LAS SUPERFICIES 13

Reemplazando ahora estos resultados en (11) y (12) y restando miembro
a miembro por la igualdad de las derivadas segundas cruzadas

Xvu (uo, vo) = Xuv (uo, vo)

resulta
Xv · ∇EwN = Xu · ∇Ez N

o lo mismo

Xv (uo, vo) ·AN (Xu (uo, vo)) = Xu (uo, vo) ·AN (Xv (uo, vo)) .

Por la linealidad del operador forma esta igualdad basta para mostrar que
este operador es simétrico. �
Corolario 5.2. La segunda forma fundamental es una función bilineal simétrica.
(esto es tanto para h (w, z) como para α (w, z)).

Consideremos ahora una curva en M pasando por el punto p = X (uo, vo).
Esta será de la forma

ρ (t) = X (u (t) , v (t)) , t ∈ (a, b) , u (to) = uo, v (to) = vo.

Hagamos su desarrollo de Taylor de orden 2, alrededor de to. Tenemos

ρ (to + ∆t)− ρ (to) =

= (Xu (uo, vo)u′ (to) +Xv (uo, vo) v′ (to)) ∆t+

+Xuu (uo, vo) (u′ (to))
2 ∆t2

2 +

+Xvu (uo, vo)u′ (to) v′ (to) ∆t2+

+Xvv (uo, vo) (v′ (to))
2 ∆t2

2 + o
(
∆t2

)
.

Podemos considerar al vector diferencia ρ (to + ∆t)− ρ (to) como un vector
en el espacio tangente Tp

(
R3
)

y tomar la componente normal. Eliminando
el punto (uo, vo) para simplificar notación tenemos

N · (ρ (to + ∆t)− ρ (to)) =
= [N ·Xuu (u′)2 +N ·Xvuu

′v′+
+N ·Xuvu

′v′ +N ·Xvv (v′)2]∆t2

2 + o
(
∆t2

)
.

Sigue ahora de las fórmulas (11), (12), (13) y (14) que

N (uo, vo) ·Xvu (uo, vo) = −Xv (uo, vo) · ∇EXu(uo,vo)
N =(15)

= Xv (uo, vo) ·AN (Xu (uo, vo)) =
= α (Xu (uo, vo) , Xv (uo, vo)) ·N (uo, vo) =
= h (Xu (uo, vo) , Xv (uo, vo)) ;

y similarmente se obtiene

(16) N (uo, vo) ·Xuu (uo, vo) = h (Xu (uo, vo) , Xu (uo, vo)) ,
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(17) N (uo, vo) ·Xvv (uo, vo) = h (Xv (uo, vo) , Xv (uo, vo)) .

Vemos aśı que la forma bilineal simétrica h mide la ”desviación” de la
curva ρ con respecto al plano tangente p.

Es usual denotar los coeficientes de la forma bilineal simétrica h en la
base del espacio tangente {Xu (u, v) , Xv (u, v)} con
(18)

L (u, v) = h (Xu (u, v) , Xu (u, v)) = Xu (uo, vo) ·AN (Xu (uo, vo)) ,
N (u, v) = h (Xv (u, v) , Xv (u, v)) = Xv (uo, vo) ·AN (Xv (uo, vo)) ,
M (u, v) = h (Xu (u, v) , Xv (u, v)) = Xv (uo, vo) ·AN (Xu (uo, vo)) .

Tomemos el vector unitario tangente en p = X (uo, vo), w = aXu + bXv

y consideremos la curva β (s) = X (u (s) , v (s)) parametrizada por longitud
de arco y tal que β (0) = p, β′ (0) = w. La segunda derivada β′′ (s) es por
definición el campo de curvatura de la curva (de velocidad unitaria) β (s).
Queremos calcular el producto escalar β′′ (0) ·N (uo, vo) tenemos

β′′ (0) ·N (uo, vo) = h (w,w)

pues
β′ (s) ·N (u (s) , v (s)) = 0, ∀s.

Derivando y haciendo s = 0 tenemos

β′′ (0) ·N (uo, vo) + β′ (0) · ∇EwN = 0

lo que resulta en

β′′ (0) ·N (uo, vo) = −β′ (0) · ∇EwN = β′ (0) ·AN (w) = h (w,w) .

Si el vector w no fuera unitario podemos tomar w√
w.w

y construyendo la
curva β (s) como arriba parametrizada por longitud de arco tenemos igual-
mente

β′′ (0) ·N (uo, vo) =
h (w,w)
w · w =

La2 + 2Nab+Mb2

Ea2 + 2Fab+Gb2

donde los coeficientes son calculados en el punto (uo, vo). Esto muestra que
la cantidad β′′ (0) ·N (uo, vo), que es la componente normal de la aceleración
de la curva en s = 0, es en verdad ”independiente” de la curva y sólo
depende del punto p y del vector tangente w. Esta cantidad se denomina la
curvatura normal de la superficie en la dirección del vector w y se
denota por kN (w). Claramente esta cantidad depende sólo de la dirección
pues kN (−w) = kN (w).

Vamos a pensar que tomamos la curvatura normal sólo de vectores uni-
tarios tangentes a M en p y de este modo tenemos

kN (w) = h (w,w) = w ·AN (w) .

Vemos aśı que kN (w) es lo que se denomina un polinomio cuadrático (forma
cuadrática) en la esfera unidad del espacio tangente Tp (M) y la transfor-
mación lineal AN lo realiza con el producto escalar. Es bién sabido que pode-
mos encontrar una base ortonormal {e1, e2} del espacio tangente Tp (M) tal
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que si escribimos
w = ae1 + be2

entonces

(19) kN (w) = λ1a
2 + λ2b

2.

Podemos, si es necesario invertir el orden de los elementos de la base de
modo que

λ1 ≥ λ2.

Estos números reales son los autovalores de la transformación lineal simétrica
AN y se denominan las curvaturas principales de M en p. Si las curvat-
uras principales son iguales, entonces kN es constante (para todo w de norma
1 en Tp (M)) y en ese caso el punto p se denomina, punto umb́ılico de M
(en rigor se usa el nombre de umb́ılico cuando λ1 = λ2 6= 0 diciendose
que el punto es planar si λ1 = λ2 = 0). Las direcciones dadas por los vec-
tores tangentes de la base ortonormal {e1, e2} se denominan las direcciones
principales en el punto p. En un punto umb́ılico cualquier base ortonormal
sirve para expresar la curvatura normal en la forma (19) y por eso se dice
que en esos puntos todas las direciones son principales.

Es usual considerar las funciones simétricas de las curvaturas principales

(20)
K = λ1λ2 = det (AN )
H = 1

2 (λ1 + λ2) = 1
2 tr (AN )

las cuales se denominan respectivamente Curvatura Gaussiana y Cur-
vatura Media de M en el punto p.

6. Curvaturas

Veamos el siguiente

Lema 6.1. Sea M una superficie en R3 y p un punto en M . Si {z, w} es
una base del espacio tangente Tp (M), entonces

AN (z)×AN (w) = K(p) (z × w) ,
AN (z)× w + z ×AN (w) = 2H(p) (z × w) .

Prueba. Como {z, w} es una base de Tp (M) podemos escribir

AN (z) = az + bw,
AN (w) = cz + dw.

y aśı
[
a b
c d

]
es la matriz de AN en la base considerada. Entonces tenemos

AN (z)×AN (w) = (az + bw)× (cz + dw) =
= (ad− bc) (z × w) ,

AN (z)× w + z ×AN (w) = (az + bw)× w + z × (cz + dw) =
= a (z × w) + d (z × w)

y teniendo en cuenta (20) resulta el lema. �
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Ahora la ”identidad de Lagrange”: Dados cuatro vectores A,B,C,D en
R3 se cumple

(A×B) · (C ×D) = det
[
A · C A ·D
B · C B ·D

]
,

nos dice que

K(p) =
(AN (z)×AN (w)) · (z × w)

(z × w) · (z × w)

=
det
[
AN (z) · z AN (z) · w
AN (w) · z AN (w) · w

]

det
[
z · z z · w
w · z w · w

]
.

Notar que, como {z, w} es una base, (z × w) 6= 0 y el divisor, que es
su norma al cuadrado, no de anula. Si especificamos la base {z, w} =
{Xu (uo, vo) , Xv (uo, vo)} en el punto p = X (uo, vo) tenemos

(21) K(p) =
LN −M2

EG− F 2
.

Similarmente para la curvatura media se obtiene

(22) H(p) =
EN + LG− 2FM

2 (EG− F 2)
.

Esto nos permite pensar a K y H como funciones definidas en U y clara-
mente ellas son C∞.

Corolario 6.2. Si la superficie M está libre de puntos umb́ılicos (propios o
planares) entonces las curvaturas principales son funciones C∞ en U̇ . En
todo caso ellas son continuas en U y pueden escribirse como

λ1 = H +
√
H2 −K

λ2 = H −√H2 −K
Prueba.

H2 −K =
(λ1 + λ2)2

4
− λ1λ2 =

(λ1 − λ2)2

4
.

Como hemos supuesto λ1 ≥ λ2 tenemos
√
H2 −K = λ1−λ2

2 y entonces

H ±
√
H2 −K =

λ1 + λ2

2
± λ1 − λ2

2
=
{
λ1 +
λ2 − .

Notemos que el punto p es umb́ılico (o planar) śı y sólo śı H2 −K = 0 lo
cual dice que el conjunto

{(u, v) ∈ U : X (u, v) no ubı́lico}
es abierto en U y por tanto en R2 (obviamente puede ser φ). �

Es costumbre decir que la superficie es llana (flat) si K ≡ 0 y mı́nima si
H ≡ 0. En toda superficie mı́nima se tiene K ≤ 0 pues en ellas debe ocurrir
λ1 > 0 > λ2. Es usual eliminar la posibilidad de que 0 > λ1 ≥ λ2 lo cual se
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”consigue” tomando el campo normal (−N). En nuestra superficie de una
sola carta donde tenemos la normal uńıvocamente definida en términos de
los campos tangentes y estos tienen un orden dado por el de los parámetros
esto puede lograrse definiendo una nueva carta para la misma superficie.
Dada X : U → R3, tomemos un nuevo abierto V ⊂ R2

V = {(a, b) : (b, a) ∈ U}
y consideremos ahora la función t : V → U definida por t (a, b) = (b, a) =
(t1 (a, b) , t2 (a, b)); t1 (a, b) = b, t2 (a, b) = a. La matriz jacobiana de t es
claramente [

0 1
1 0

]

y ahora definimos Y : V → R3 mediante

Y (u, v) = X (t (u, v)) .

Entonces tenemos

Yu(u, v) =
∂X

∂t1

∂t1
∂u

+
∂X

∂t2

∂t2
∂u

=
∂X

∂t2
,

Yv(u, v) =
∂X

∂t1

∂t1
∂v

+
∂X

∂t2

∂t2
∂v

=
∂X

∂t1

y de este modo el nuevo N es el opuesto del anterior.
Esto tiene un inconveniente obvio y es que podemos haber arreglado las

cosas en algunos puntos pero haberlas arruinado en otros por lo cual nece-
sitamos hacer este cambio ”localmente” restringiendo la nueva carta a un
abiero mas chico es decir tenemos que fracionar el dominio de la carta.

7. Otra vez la identidad de Gauss

Queremos obtener una descripción mas pedestre y por ende mas clásica,
de la identidad de Gauss (7) escribiendo la expresión en términos de la base
de Tp

(
R3
)

en cada punto de la superficie M es decir, de {Xu, Xv, N}. Para
esto derivamos los miembros de la base con respecto a ellos mismos, el efecto
es similar al de las ecuaciones de Frenet para las curvas.

Tenemos nuestra M = X (U) y tomamos nuevamente un punto p =
X (uo.vo). Tenemos que ∇EXuXu ∈ Tp

(
R3
)

y por tanto puede escribirse
como

∇EXuXu = ΓuuuXu + ΓvuuXv + h (Xu, Xu) N̂ =

= ΓuuuXu + ΓvuuXv + LN̂

(para evitar confusión entre el campo normal N y la función N de la segunda
forma, denotamos con N̂ al campo normal). Ahora debemos calcular los
coeficientes Γ que se denominan śımbolos de Christoffel de segunda
especie.

Si multiplicamos escalarmente esta ecuación por Xu y Xv tenemos, ya
que por definición ∇EXuXu = Xuu,
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Xuu ·Xu = ΓuuuXu ·Xu + ΓvuuXv ·Xu

Xuu ·Xv = ΓuuuXu ·Xv + ΓvuuXv ·Xv

o igualmente

Xuu ·Xu = ΓuuuE + ΓvuuF(23)
Xuu ·Xv = ΓuuuF + ΓvuuG

y como nuestra matriz de la primera forma cumple EG− F 2 > 0 podemos
obtener los coeficientes. Para esto es conveniente tener los productos es-
calares de la izquierda calculados de alguna otra forma y aqui observamos
que como E = Xu ·Xu derivando respecto de u tenemos

Eu = 2Xuu ·Xu

y similarmente derivando F = Xu ·Xv respecto de u tenemos

Fu = Xuu ·Xv +Xu ·Xvu

de modo que para obtener lo que necesitamos hay que hacer tambiénXu·Xvu.
Hacemos

Ev = 2Xuv ·Xu

por la igualdad de las derivadas cruzadas y finalmente

Xuu ·Xv = Fu − 1
2
Ev

y aśı nuestro sistema toma la forma
1
2
Eu = Xuu ·Xu = ΓuuuE + ΓvuuF

Fu − 1
2
Ev = Xuu ·Xv = ΓuuuF + ΓvuuG

y aśı se ve que los coeficientes son funciones del punto (u, v) que se escriben
en términos de los coeficientes de la primera forma. Es también clásico
llamar a los productos escalares de la izquierda en (23)

Xuu ·Xu = Γuuu
Xuu ·Xv = Γvuu

(nótese la vueltita de los sub́ındices) que son los śımbolos de Christoffel
de primera especie. Ellos son

Γuuu = 1
2Eu, Γuuv = Γuvu = 1

2Ev, Γuvv = Fv − 1
2Gu,

Γvuu = Fu − 1
2Ev, Γvuv = Γvvu = 1

2Gu, Γvvv = 1
2Gv.

Para obtener los de segunda especie se debe multiplicar por la matriz inversa
de la primera forma (ver Sección 10). Nótese que los śımbolos de Christoffel
de segunda nos dan la expresión de la componente tangencial de la derivada
covariante Euclidea que es la derivada covariante int́ınseca ∇wY.
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8. El teorema de Gauss

La fórmula (21) parece indicar que la curvatura de Gauss depende in-
exorablemente de las coeficiéntes de las formas fundamentales primera y
segunda. Es uno de los descubrimientos mas importantes de Gauss que tal
dependencia es sólo aparente pues en verdad hay una relación profunda en-
tre ambas formas que hace que K pueda expresarse sólo en términos de las
funciones E, F y G. Ese es nuestro próximo resultado

Teorema 8.1. (Egregium) La curvatura Gaussiana puede calcularse en
cadas punto en términos de los coeficientes de la primera forma fundamental
y algunas de sus derivadas.

Prueba. Tenemos la fórmula (21) y recordemos (15), (16) y (17). Podemos
escribir

K =
[Xuu ·Xu ×Xv] [Xvv ·Xu ×Xv]− [Xuv ·Xu ×Xv]

2

(EG− F 2)2 ,

o bien
(24)(

EG− F 2
)2
K = [Xuu ·Xu ×Xv] [Xvv ·Xu ×Xv]− [Xuv ·Xu ×Xv]

2 .

Pero

A ·B × C = det



a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3


 ,

de modo que en el denominador tenemos el producto de dos determinantes
y el cuadrado de otro. Por otra parte

det (A ·B) = (detA) (detB) ,
det
(
At
)

= detA.

de modo que también

A ·B × C = det



a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


 .

Por lo tanto tenemos algunas identidades

[Xuu ·Xu ×Xv] = det [Xuu, Xu, Xv]

donde en la notación del segundo miembro [Xuu, Xu, Xv] indica la matriz
(3×3) cuyas columnas son las componentes euclideas de los vectoresXuu, Xu

y Xv respectivamente. Nótese que tambien podemos escribir

[Xuu ·Xu ×Xv] = det



Xuu

Xu

Xv




donde ahora los vectores Xuu, Xu y Xv son las filas en el orden obvio.
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Usando esto podemos escribir

[Xuu ·Xu ×Xv] [Xvv ·Xu ×Xv] = det



Xuu

Xu

Xv


det [Xvv, Xu, Xv] =

= det





Xuu

Xu

Xv


 [Xvv, Xu, Xv]


 = Q

Q = det



Xuu ·Xvv Xuu ·Xu Xuu ·Xv

Xu ·Xvv Xu ·Xu Xu ·Xv

Xv ·Xvv Xu ·Xv Xv ·Xv


 =

= det



Xuu ·Xvv Xuu ·Xu Xuu ·Xv

Xu ·Xvv E F
Xv ·Xvv F G


 .

Con un esquema similar se puede hacer el otro término de la derecha de
(24) obteniendo

[Xuv ·Xu ×Xv]
2 = det



Xuv ·Xuv Xuv ·Xu Xuv ·Xv

Xu ·Xuv E F
Xv ·Xuv F G


 .

Hora, desarrollando ambos determinantes por la primera fila podemos
escribir (24) en la siguiente forma

(
EG− F 2

)2
K = (Xuu ·Xvv −Xuv ·Xuv)

(
EG− F 2

)
+

+ det




0 Xuu ·Xu Xuu ·Xv

Xu ·Xvv E F
Xv ·Xvv F G


−

−det




0 Xuv ·Xu Xuv ·Xv

Xu ·Xuv E F
Xv ·Xuv F G


 .

Estudiemos ahora, separadamente, las ocho entradas en estos dos deter-
minantes que están escritas como productos escalares. En verdad son seis
los productos a calcular. Empecemos con Xuu · Xu. Como E = Xu · Xu

derivando respecto a u obtenemos inmediatamente

Xuu ·Xu =
1
2
Eu.

Procediendo similarmente se obtiene inmediatamente

Xv ·Xvv =
1
2
Gv, Xv ·Xuv =

1
2
Gu, Xu ·Xuv =

1
2
Ev.

Por otra parte
Fu = Xuu ·Xv +Xu ·Xuv
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de modo que

(25) Xuu ·Xv = Fu − 1
2
Ev

y similarmente

Xvv ·Xu = Fv − 1
2
Gu.

De este modo tenemos escritos los seis productos que conforman la ocho
entradas en términos de primera derivadas de las funciones E, F y G.

Nos falta ahora una expresión para (Xuu ·Xvv −Xuv ·Xuv) para lo cual
procedemos como sigue.

A partir de Xv ·Xuv = 1
2Gu derivando ambos miembros con respecto a u

obtenemos

(26)
1
2
Guu = Xuv ·Xuv +Xv ·Xuvu

y partiendo de (25) y derivando respecto de v obtenemos

(27) Fuv − 1
2
Evv = Xuuv ·Xv +Xuu ·Xvv.

Restando ahora miembro a miembro (27) menos (26) y usando la igualdad
de las derivadas cruzadas resulta finalmente

(Xuu ·Xvv −Xuv ·Xuv) = Fuv − 1
2
Evv − 1

2
Guu.

Esto completa la demostración del Teorema Egregium. �
Es importante notar que como corolario obtenemos inmediatamente la

ecuación de Gauss
(
LN −M2

)
=

(
Fuv − 1

2
Evv − 1

2
Guu

)
+

+
1

(EG− F 2)
det




0 1
2Eu Fu − 1

2Ev
Fv − 1

2Gu E F
1
2Gv F G


−

− 1
(EG− F 2)

det




0 1
2Ev

1
2Gu

1
2Ev E F
1
2Gu F G


 .

que establece una profunda relación entre los coeficientes de la segunda
forma y los de la primera como una ecuación diferencial. Esto indica que
no se pueden elegir arbitrariamente 6 funciones en el abierto U y esperar
que haya una superficie para la cual ellas sean los coefcientes de las formas
primera y segunda.

9. Otra vez el Teorema de Gauss

Debido a la notable importancia de este resultado, incluimos en esta
sección otra demostración del Teorema Egregium.
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Como por la parte (3) de la definición de superficie, los campos tangentes

Xu (u, v) =
3∑

j=1

∂xj
∂u

(u, v)Uj (X (u, v)) ,

Xv (u, v) =
3∑

j=1

∂xj
∂v

(u, v)Uj (X (u, v))

son linealmemnte independientes para cada (u, v), tenemos que la matriz
[

∂x1
∂u (u, v) ∂x2

∂u (u, v) ∂x3
∂u (u, v)

∂x1
∂v (u, v) ∂x2

∂v (u, v) ∂x3
∂v (u, v)

]

tiene rango 2 en cada punto y esto dice que que al menos uno de los tres
determinantes Jacobianos de orden 2 es no nulo en cada punto. Digamos
que en el punto (uo, vo) (tal que p = X (uo, vo)) tenemos

∂ (x1, x2)
∂ (u, v)

6= 0.

Entonces el teorema de la función inversa nos dice, para la función de U a
R2 definida por {

x1 = x1 (u, v)
x2 = x2 (u, v)

que hay un entorno abierto V de (uo, vo) (V ⊂ U) y otroH de (x1 (uo, vo) , x2 (uo, vo)) =
(x1o, x2o) tal que la función restringida a V es un difeomorfismno de V sobre
H. Podemos escrbir la función inversa definida en H como{

u = u (x1, x2)
v = v (x1, x2)

Entonces si ahora llamamos

h (x1, x2) = x3 (u (x1, x2) , v (x1, x2))

vemos que en el conjunto abierto H ⊂ R2 tenemos definida la función

(28) Y (x1, x2) = (x1, x2, h (x1, x2))

cuya imagen coincide con X (V ) ⊂ M = X (U). De hecho Y (x1, x2) =
X (u (x1, x2) , v (x1, x2)) para (x1, x2) ∈ H.

Ahora Y (H) coincide con el gráfico de h sobre H y tenemos los vectores
tangentes en p = Y (x1, x2)

Y1(x1, x2) = U1 (Y (x1, x2)) +
∂h

∂x1
(x1, x2)U3 (Y (x1, x2)) ,

Y2(x1, x2) = U2 (Y (x1, x2)) +
∂h

∂x2
(x1, x2)U3 (Y (x1, x2)) .

Adoptaremos la siguiente notación mas sencilla en cada punto de H.

h1 =
∂h

∂x1
, h2 =

∂h

∂x2
, h12 =

∂2h

∂x1∂x2
, etc.
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Con esto es facil calcular

(29) E = 1 + h2
1, F = h1h2, G = 1 + h2

2,
EG− F 2 = 1 + h2

1 + h2
2

N̂ =
(−h1,−h2, 1)√

1 + h2
1 + h2

2

L =
h11√

1 + h2
1 + h2

2

,M =
h12√

1 + h2
1 + h2

2

, N =
h22√

1 + h2
1 + h2

2

y entonces por (21), para cada punto (x1, x2) ∈ H, la curvatura de Gauss
toma la forma:

(30) K =
h11h22 − h2

12[
1 + h2

1 + h2
2

]2 .

Elijamos ahora un punto p = Y (x1o, x2o), (x1o, x2o) ∈ H y consideremos
el conjunto

H̃ = H − (x1o, x2o) =
{

(x, y) ∈ R2 : (x+ x1o, y + x2o) ∈ H
}

en R2 que es un entorno abierto de (0, 0) y tomemos la función C∞ a valores
reales definida en H̃ por

h̃ (x, y) = h (x+ x1o, y + x2o)− h(x1o, x2o)− xh1(x1o, x2o)− yh2(x1o, x2o).

Esta h̃ (x, y) cumple: h̃ (0, 0) = 0, h̃1 (0, 0) = 0 = h̃2 (0, 0) mientras que
h̃11 (0, 0) = h11(x1o, x2o), h̃12 (0, 0) = h12(x1o, x2o) y h̃22 (0, 0) = h22(x1o, x2o).
Ahora la función Ỹ (x, y) =

(
x, y, h̃ (x, y)

)
definida en H̃ define una nueva

superficie en R3 que no es otra cosa que la definida por (28) excepto por
un movimiento rigido que lleva el punto p a coincidir con (0, 0, 0) y el plano
tangente en p a coincidir con el plano (x, y, 0) . Entonces tienen la misma
curvatura de Gauss en p y (0, 0, 0) . Calculemos ahora K̃ (0, 0) usando la
fórmula (30)

K̃ (0, 0) = h11(x1o, x2o)h22(x1o, x2o)− h2
12(x1o, x2o).

Hagamos ahora el siguiente cálculo auxiliar a partir de la primera linea
de (29).

E2 = 2h1h12

E22 = 2h12h12 + 2h1h122

y similarmente se obtiene

F12 = h112h2 + h11h22 + h12h21 + h1h212

G11 = 2h21h21 + 2h2h211.
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Ahora

E22 − 2F12 +G22 = 2h12h12 + 2h1h122 −
−2 (h112h2 + h11h22 + h12h21 + h1h212) +
+2h21h21 + 2h2h211

= 2h2
12 − 2h11h22

de donde resulta que

K̃ (0, 0) = −2 (E22 − 2F12 +G22) .

Es decir que en el punto la curvatura de Gauss se calcula sólo con los coefi-
cientes de la primera forma. �

10. La matriz de AN

Queremos entender cual es la matriz del operador forma en la base {Xu, Xv}
en cada punto de M.

Lema 10.1. Sea A la matriz de la transformación lineal AN en la base
{Xu, Xv} ; sabemos que la matriz de productos escalares de los miembros de
esta base es

C =
[
E F
F G

]

y que L = Xu ·ANXu, N = Xv ·ANXv, M = Xv ·ANXu. Confor-
man la matriz

B =
[
L M
M N

]

Entonces la matriz A es de la forma A = C−1B es decir

A =
1

EG− F 2

[
G −F
−F E

] [
L M
M N

]
=

=
1

EG− F 2

[
LG− FM MG− FN
ME − FL NE − FM

]
.

Prueba. Ejercicio. �
De este modo tenemos

AN (Xu) =
(
LG− FM
EG− F 2

)
Xu +

(
MG− FN
EG− F 2

)
Xv,(31)

AN (Xv) =
(
ME − FL
EG− F 2

)
Xu +

(
NE − FM
EG− F 2

)
Xv.(32)

11. Las ecuaciones de Codazzi-Mainardi

Estas ecuaciones completan el conjunto de ecuaciones necesarias para es-
tablecer todas las relaciones entre las funciones de la primera y la segunda
forma.
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Partiendo de la definición de las funciones L, M y N de (18). Calculamos

Xv (L) = ∇EXvN ·Xuu +N ·Xuuv = −AN (Xv) ·Xuu +N ·Xuuv

Xu (M) = ∇EXuN ·Xuv +N ·Xuvu = −AN (Xu) ·Xuv +N ·Xuvu,

y similarmente

Xu (N) = ∇EXuN ·Xvv +N ·Xvvu = −AN (Xu) ·Xuv +N ·Xvvu,

Xv (M) = ∇EXvN ·Xuv +N ·Xuvv = −AN (Xv) ·Xuv +N ·Xuvv,

Restando ahora miembro a miembro cada par de ecuaciones y usando la
igualdad de las derivadas terceras cruzadas tenemos

Xu (M)−Xv (L) = AN (Xv) ·Xuu −AN (Xu) ·Xuv,

Xu (N)−Xv (M) = AN (Xv) ·Xuu −AN (Xu) ·Xuv.

Estas son las ecuaciones buscadas. Ahora para completar su expresión es
necesario usar (31) que nos da la matriz del operador forma en la base
{Xu, Xv} y expresar los productos escalares que quedan indicados usando
las identidades calculadas en la prueba del Teorema Egregium. Por ejemplo

AN (Xv) ·Xuu =
[(

LG− FM
EG− F 2

)
Xu +

(
MG− FN
EG− F 2

)
Xv

]
·Xuu

Xu ·Xuu =
1
2
Eu, Xv ·Xuu = Fu − 1

2
Ev

y recordar que

Xu (M) =
∂M

∂u
= Mu.

Aparentemente estas ecuaciones fueron obtenidas independientemente por
Peterson (1852) Mainardi (1857) y Codazzi (1868). Como veremos, el con-
junto de tres ecuaciones (estas dos más la de Gauss) ”determina” la super-
ficie. Estas tres ecuaciones, las cuales son independientes, pueden escribirse
de la siguiente manera:

(33)

(LN−M2)
(EG−F 2)

= − 1
(EG−F 2)

det



E Eu Ev
F Fu Fv
G Gu Gv


−

− 1

2
√

(EG−F 2)

{
∂
∂v

(
Ev−Fu√
(EG−F 2)

)
− ∂

∂u

(
Fv−Gu√
(EG−F 2)

)}

(34)

2
(
EG− F 2

)
(Lv −Mu)−Q (Ev − Fu) + det



E Eu L
F Fu M
G Gu N


 = 0

2
(
EG− F 2

)
(Mv −Nu)−Q (Fv −Gu) + det



E Ev L
F Fv M
G Gv N


 = 0
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donde Q = EN + LG− 2FM.

12. El teorema final

El siguiente Teorema es debido a Peterson (1852) y Bonet (1867).

Teorema 12.1. (Fundamental) Supongamos que en un dominio U (abierto
conexo) en R2 con variables u y v tenemos dadas seis funciones E, F , G y L,
M , N (C∞) que conforman dos formas cuadráticas I y II con

(
EG− F 2

)
>

0 en U . Entonces si estas satisfacen el sistema de tres ecuaciones (33) y
(34), existe una superficie parametrizada por X : U → R3 para la cual estas
formas cuadráticas son su primera y segunda formas. Esta superficie está
univocamente definida salvo movimientos ŕıgidos en R3.

Prueba. Probaremos sólo la unicidad.
La superficie X : U → R3 (si existe con los dados E, F , G y L, M , N) está

determinada salvo un movimiento ŕıgido. Para ver esto supongamos que son
dos las superficies existentes X (u, v) e Y (u, v) ambas definidas en U . Por
una traslación en R3 podemos lograr que ellas tengan en común el punto
p = X (uo, vo) = Y (uo, vo). En el punto p tenemos las bases de Tp

(
R3
)

{
Xu (uo, vo) , Xv (uo, vo) , NX (uo, vo)

}
y
{
Yu (uo, vo) , Yv (uo, vo) = NY (uo, vo)

}
y es bien sabido que hay una isometŕıa de R3 de hecho una transformación
ortogonal que lleva la primera base en la segunda pues el ángulo entre
Xu (uo, vo) y Xv (uo, vo) es el mismo que entre Yu (uo, vo) y Yv (uo, vo) y
las longitudes de Xu (uo, vo) y Yu (uo, vo) (y también las de Xv (uo, vo) y
Yv (uo, vo)) son iguales.

Consideremos ahora cualquier curva C∞ regular (derivada no nula en todo
punto) C en U y pasando por (uo, vo), es decir (u (t) , v (t)), (u′ (t) , v′ (t)) 6=
(0, 0) y (u (to) , v (to)) = (uo, vo).

La curva X (u (t) , v (t)) y los campos Xu (u (t) , v (t)) y Xv (u (t) , v (t)) a
lo largo de ella, satisfacen sobre la curva las ecuaciones

(35)
X ′ (t) = Xu (t)u′ (t) +Xv (t) v′ (t) ,
X ′u (t) = Xuu (t)u′ (t) +Xuv (t) v′ (t) ,
X ′v (t) = Xvu (t)u′ (t) +Xvv (t) v′ (t) .

Ahora, como por la identidad de Gauss (7) y la Sección 7 tenemos (usando
N̂ para indicar el campo normal para evitar confusión con la función N)

Xuu = ∇EXuXu = ΓuuuXu + ΓvuuXv + LN̂

Xuv = ∇EXuXv = ΓuuvXu + ΓvuvXv +MN̂

Xvv = ∇EXvXv = ΓuvvXu + ΓvvvXv +NN̂

las cuales reemplazamos en (35) y recordando que

N̂ =
Xu ×Xv

EG− F 2
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y tambien reemplazándolo en (35) nos quedan tres ecuaciones diferenciales
vectoriales ordinarias en las tres funciones vectoriales X ′ (t), X ′u (t) y X ′v (t)
(cada una de ellas tiene tres componentes escalares)

X ′ (t) = R (Xu (t) , Xv (t) , t) = Xu (t)u′ (t) +Xv (t) v′ (t) ,
X ′u (t) = S (Xu (t) , Xv (t) , t) ,
X ′v (t) = T (Xu (t) , Xv (t) , t) .

La función R está determinada sólo por la curva C mientras que en las
funciones S y T intervienen también las funciones E, F , G, L, M y N sobre
la curva.

Por lo tanto las mismas ecuaciónes diferenciales son satisfechas por las
tres funciones vectoriales Y (t), Yu (t), Yv (t) y como estas coinciden con las
anteriores en el punto (uo, vo), entonces coinciden para todo t en el dominio
de C por el teorema de unicidad de las soluciones de de las ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Como la curva C es arbitraria (pasando por (uo, vo)) resulta que las ima-
genes de todas las curvas en el espacio de parámetros (pasando por (uo, vo))
por las funciones X (u, v) e Y (u, v) coinciden salvo el movimiento ŕıgido del
comienzo lo cual dice que las funciones coinciden en todo punto de U .

Para la prueba de la existencia de la función X (u, v) se puede consultar
[1] o [2]. �
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