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Geometria Simpléctica y Mecanica

Hernén Cendra
Departamento de Matematica
Universidad Nacional del Sur

uscendra@criba.edu.ar

Reunién PAV Geometria Diferencial, Fisica y Control, La Falda, Junio 06-11, 2005

1. Introduccion

La geometria simpléctica se ha desarrollado desde sus comienzos y hasta las
investigaciones actuales, en paralelo con la fisica, en especial con la mecanica. Parte
del objeto del curso es enfatizar este hecho.

Los requisitos de conocimientos previos para el curso son un conocimiento del
célculo exterior en variedades, nociones de grupos de Lie y accién de grupos en
variedades, y nociones de mecanica. Si se dan estos requisitos, estas notas son au-
tocontenidas, aunque algunas demostraciones no se dan, o se dan solo en forma
esquematica, y completarlas constituye, en la mayoria de los casos, un ejercicio de
calculo exterior.

Los temas tratados en estas notas estan esencialmente contenidos en los siguien-
tes libros, aunque el tratamiento variacional de las ecuaciones de Lie-Poisson parece
mas nuevo.

Abraham, R. and Marsden, J. E. Foundations of Mechanics, Benjamin, 1978.

Marsden, J. E. and Ratiu, T. S. Introduction to Mechanics and Symmetry, Springer,
1994.

Arnold, V.I. Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer, 1978. Edicién
previa de MIR, Mosct, 1975.

Guillemin, V., Sternberg, S. Symplectic techniques in physics, Cambridge, 1984.

2. Variedades Simplécticas

Sea E un espacio vectorial con base e;, i = 1, ...,n, y base dual e, i = 1, ...,n. En
el espacio V = E x E* se tiene la siguiente bilineal, antisimétrica y no degenerada

w ((1)1, Oq), (Uz, 042)) = ag(vl) — 041(1)2).

Se tiene el siguiente lema
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Lema 2.1. Sea wy : V x V — R una bilineal antisimétrica no degenerada, donde V'
es un espacio vectorial dado. Entonces existe una base f;, i = 1,...,2n de V tal que,
la matriz de w en esa base estd dada por

wij = 1,81 i+n=j,
wij =—1,81 i =j+n,
wij = 0, en cualquier otro caso.

En particular, todo espacio V' con una bilineal w antisimétrica y no degenerada, se
puede identificar con el espacio E X E* con la forma wgy descrita antes del lema, de
modo tal que f; =e;, sii=1,..,n, yfi=¢e', sii=n,..,2n.

Un espacio sitmpléctico es un espacio V con una bilineal simétrica y no de-
generada w, llamada forma simpléctica. Sean Vi, V5, espacios simplécticos con
formas simplécticas w1, ws, respectivamente. Una transformacién lineal f : V3 — V5
se dice simpléctica, o candnica, si f*wy = wi.

Se prueba que si V' es un espacio simpléctico de dimensién 2n con forma simplécti-
ca w entonces w" es un volumen, llamado volumen de Liouwille. Es claro que las
transformaciones candnicas preservan el volumen de Liouville. En particular, una
transformacion candnica es un isomorfismo lineal que preserva la orientacion. La
composicion de transformaciones canénicas es una transformacién canénica. El gru-
po de todas las transformaciones canénicas es llamado Sp(V').

La nocién general de variedad simpléctica y de transformacién canodnica que
introducimos a continuacién es fundamental.

Definicion 2.2. Una variedad simpléctica es una variedad P con una 2-forma w
cerrada, es decir, dw = 0, y no degenerada. Sean Pi, Pi, variedades simplécticas
con formas simplécticas w1, wo, Tespectivamente. Una aplicacion f : Pi — Py se
dice simpléctica, o candnica, si f*ws = wy.

De la definicién anterior se desprende que cada espacio tangente T, P es un espa-
cio simpléctico, donde la bilineal no degenerada es w(x). En particular, la dimensién
de P es par. También resulta que w™ es un volumen, el volumen de Liouville, y
por lo tanto P es orientable.

Es claro que las transformaciones candnicas f : Pi — P» entre variedades
simplécticas preservan el volumen de Liouville, es decir f*wy = wf.

La condiciéon de que w sea cerrada es importante y equivale a la identidad de
Jacobi para el corchete de Poisson, como veremos luego.

En el espacio P = E x E*, pensado como variedad, se introducen coordenadas
(¢*, p;) correspondientes a la base (ej, e!). La 1-forma 6y = p;dq’ se llama la 1-forma
candnica. La 2-forma wy = —dfy se llama la 2-forma candnica, o, también, for-
ma simpléctica candnica. Se tiene wy = dq' A dp;. Es claro que las componentes
wpi; son constantes. Mas adelante probaremos el teorema de Darboux, que esta-
blece que, localmente, toda variedad simpléctica es canénicamente difeomorfa a la
variedad E x E*.
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Si w es una forma simpléctica en P, como w es en cada fibra una bilineal no
degenerada, entonces existe un isomorfismo de fibrados vectoriales

W TP — TP,
dado por w’X,(Y,) = w(X,,Y,), con inversa
W' : T*P — TP.

A continuacion veremos el teorema de Darboux, el cual, en particular, muestra que
las variedades simplécticas son todas localmente simplécticamente difeomorfas.

Teorema 2.3. Sea P una variedad simpléctica de dimension 2n, con forma sim-
pléctica w. Para cada xg € P existe una carta ¢ : U — T*E, donde E es un espacio
vectorial, con xo € U, y tal que v«(w|U) = wole(U). En particular, resulta que hay
coordenadas locales ¢, p; tales que w|U = dq' A dp;.

Demostracion. Como la cuestion tiene caracter local, se puede suponer que P es un
abierto de 0 € R?". M4s atin, mediante un cambio simpléctico lineal de coordenadas,
se puede suponer también que w(0) = (dg’* A dp;)(0). Sea wp la forma simpléctica
wo = dg* A dp;. Sea w; = wo + t(w — wp), luego w1 = w. Vamos a hallar un campo
dependiente del tiempo X; tal que su flujo F; satisfaga

d

%Ft*w)g = 0,

y que esté definido para ¢ € [0, 1], en un entorno fijo de 0, por lo tanto, F'w; = wy,
con lo cual el problema queda resuelto. La condicién anterior equivale a

Y (Lx,wi + (w —wo)) =0,

o sea, teniendo en cuenta que w es cerrada, dix, w; + (w — wp) = 0. Por el lema
de Poincaré, existe a tal que da = wy — w, y ademds, a(0) = 0. Usando la no
degeneracién de w, resulta que existe X; tal que ix, w; = «, y ademds, como X;(0) =
0, achicando U si es necesario, se puede suponer que F; estd definido para t € [0, 1],
lo que termina la demostracion. |

Las cartas cuya existencia se prueba en el teorema anterior, se llaman cartas
de Darbouzx.

Un caso importante de variedad simpléctica, en el cual las cartas de Darboux se
construyen de modo natural, es el siguiente. Sea ) una variedad de dimensién n. El
fibrado cotangente mg : T*Q — @, tiene una 1-forma candnica ¢y definida me-
diante (Ve ) = aq(TmQVa,), donde T'rg : TT*Q — TQ es la aplicacién tangente.
Sea ¢' un sistema de coordenadas locales en @, definido en un abierto U C Q. Enton-
ces, cada oy € T;(Q) se escribe ay = pidg'. La aplicacién ¢ : (mg) 1 (U) — U x R™
dada por ¢(ay) = (q,p), define una carta local de T*Q. Se verifica facilmente que
©0«00| U = p;dq*. Se define la 2-forma candnica wy mediante wy = —dfy. En coor-
denadas, resulta @.wo| U = dg' A dp;, 1o que prueba, en particular, que wy es una
forma simpléctica. En resumen, las cartas naturales del fibrado cotangente son cartas
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de Darboux, lo que prueba de modo directo que T™*Q es localmente simplécticamente
equivalente al caso en que (Q = E es un espacio vectorial, considerado anteriormente.

Es importante destacar que el levantamiento cotangente T f : T*Q1 — T* Q2 de
un difeomorfismo f : Q1 — Q2, preserva la 1-forma candénonica, o sea, (T f)*0y = 0y,
de donde resulta que es un difeomorfismo simpléctico.

3. Mecanica Hamiltoniana.

Los conceptos basicos introducidos hasta ahora bastan para dar un contenido
geométrico a la mecdnica Hamiltoniana. En lo que sigue pondremos énfasis en la
interpretacion fisica de estos conceptos.

Ejemplo 1. Sea una masa puntual m que se mueve en R? describiendo una
curva (¢'(t),¢*(t),¢*(t)) , en un campo de potencial V (g). Por lo tanto, la fuerza es

el cual es un elemento de R?*. Identificando R?>* con R3 mediante la métrica Eu-
clideana, el momento de la masa puntual es p = mq. La ley de Newton establece
que

p' —
Sea H : R3 X ]R3* — R la funcién

1
H(g,p) = %pQ + V(q).

Llamada el Hamiltoniano del sistema. Se tiene

OH OH

dH = :
oq' Op;

dq' + =——dp;.
Se define el campo Hamiltoniano Xy asociado al Hamiltoniano H mediante X g =
widH. Escribiendo X5 (q,p) = (¢, p, 4, P), se escriben las ecuaciones de Hamilton,
como sigue

OH
§ = 1
=5 (3.1)
OH
) = — i .2
b=—%q (3.2)

Se verifica de inmediato que las ecuaciones de Hamilton coinciden en este caso con
las ecuaciones de Newton.

En general, las ecuaciones de Hamilton se definen como sigue. Sea P una variedad
simpléctica con forma simpléctica w, llamada el espacio de fase del sistema. Sea
H : P — R un Hamiltoniano dado. Entonces, el campo Hamiltoniano asociado al
Hamiltoniano H es Xp = wfdH, es decir, w(Xg,.) = dH.
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Esta definicién es de aplicacion en toda la mecanica. Las ideas originales de Ha-
milton se desarrollaron en relacién con la éptica geométrica, tratando de explicar
la relacion entre los rayos entrantes y salientes para un sistema general de lentes,
generalizando de este modo la éptica Gaussiana, en donde los lentes se consideran
de revoluciéon. Sélo después de un tiempo el mismo Hamilton encontré que sus ecua-
ciones se aplicaban también a la mecanica, unificando de este modo la 6ptica y la
mecéanica, sobre la base del pricipio variacional de Fermat. Ademas, el enfoque Ha-
miltoniano creé un contexto en el cual se desarrollé més tarde la mecanica cuantica.
El método de cuantizaciéon de Dirac parte de la formulacién Hamiltoniana.

Ejemplo 2. Sea S? la esfera de radio 1, con la forma simpléctica dada por
el elemento de drea w((z,a),(z,b)) = z- (b x a). Sea H : R® — R dado por
H(z) = (1/2) ((z")?/I + (#*)?/1, + (2*)?/I3) , donde © € R®. Sea h = H|S5? la
restriccién de H a S?. Vamos a calcular la ecuaciéon de Hamilton correspondiente
al Hamiltoniano h. El campo Hamiltoniano X} debe satisfacer, para todo campo
Y tangente a la esfera, dh(Y) = w(Xy,Y), o sea, 'Y/ + 22Y?2 /I, + 23Y3 /I3 =
Y -(Xp x ). Llamando z/I = (z!'/I1, 2% /15,23 /I3), resulta, dada la arbitrariedad de
Y, /I = X}, x x, luego, teniendo en cuenta que X, -x = 0, resulta = x (z/I) = X,.
Escribiendo ahora x = Iv = (I1v!, Iv?, I3v3), resulta X = Iv x v, por lo tanto, la
ecuacion de Hamilton es Iv = Iv X v.

Mas adelante veremos que estas son precisamente las ecuaciones de Euler del
cuerpo rigido, si se interpreta v como la velocidad angular en coordenadas en el
cuerpo, y I, Is, I3, como los momentos principales de inercia.

El siguiente ejemplo contiene un gran nimero de casos de interés en mecanica.

Ejemplo 3. Sea H un Hamiltoniano en T%(Q). Entonces, las ecuaciones de Hamil-
ton se escriben, en la carta de Darboux natural del fibrado cotangente, exactamente
como en el caso en que @ es un espacio vectorial, es decir

. OH

OH
) — —— . 4
b="5 (3.4)

En general, esta es la expresién de las ecuaciones de Hamilton en coordenadas de
Darboux para una variedad simpléctica arbitraria.

Ejemplo 4. Un caso particular del ejemplo anterior, de especial relevancia en
mecanica, es aquel en el cual H (o) = (1/2)g(ag, ag) +V (g), donde g es una métrica
definida positiva en el fibrado cotangente T*Q), la cual representa la energia cinética
del sistema, mientras que V representa la energia potencial del sistema.

Es claro que g define una métrica Riemanniana en ), que llamaremos también g,
por un abuso de notacién, dada por g(ug,vq) = g(gﬁuq, gﬁvq) para cada ug, vg € T,Q.
En el caso en que V' = 0, se prueba facilmente que las soluciones de las ecuaciones de
Hamilton, proyectadas en @, son las geodésicas, mas precisamente, sea (qo, §o) € TQ,
y sea (go, po) = ¢°(qo,do)- Sea (q(t),p(t)) la solucién de la ecuaciones de Hamilton
con condicién inicial (qo,po). Entonces ¢(t) es la geodésica con condicién inicial
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(qo, Go). Esta afirmacién resultard mas clara después de ver sistemas Lagrangianos
y la transformacién de Legendre.

Ejemplo 5. Un caso importante del Ejemplo 4., es el cuerpo rigido. Comenzare-
mos con una descripcion fisica. Se supone que el cuerpo rigido tiene su centro de masa
en el origen de R3, el cual permanece fijo durante el movimiento. Sea e = (eq, es, e3)
la base canénonica de R3. Sea f = (f,fs,f3), donde f; € R3, 4 = 1,2,3, una base
ortonormal, fija en el cuerpo rigido. Por lo tanto, f depende del tiempo. Un punto x
se expresa en coordenadas en el espacio mediante z = rle; +z2es +zles. El mismo
punto = se expresa en coordenadas en el cuerpo mediante x = :c}fl + x%fg + x?fg.
Denotaremos zo = (x&,22,22), y ¢ = (z}, 23, 23). Si el punto esta fijo en el cuerpo,
x¢ no depende del tiempo, y en cambio ze(t) es una funcién de ¢. Las coordenadas
de un punto en el espacio y en el cuerpo estan relacionadas por una rotacién depen-
diente del tiempo R(t) € SO(3), que satisface z¢(t) = R(t)x¢. Si ¢ no depende del
tiempo, se tiene do(t) = R(t)x¢, lo que permite expresar la velocidad de un punto
fijo en el cuerpo, en coordenadas en el espacio ve(t) = de(t), en funcién de R(t). Se
tiene también vg(t) = R~ () R(t)zs.

Recordemos algunos hechos bésicos relativos al grupo SO(3). El élgebra de Lie
50(3) de SO(3) se identifica con el espacio de las matrices antisimétricas

0 —x3 2?
T = a3 0 —
—2? ! 0
Se tienen las férmulas siguientes, m = [%,9]; * X y = Zy; para cualquier R €

SO(3), Rz =RiR Y z.y= —(1/2) tr 2y. Podemos decir que so(3) se identifica con
R3 con el producto vectorial.
Volviendo al cuerpo rigido, la velocidad angular en el cuerpo we(t) se define
mediante Q¢ (t) = R~ (t)R(t). Por lo tanto se tiene vg(t) = wg(t)ze(t) = we(t) x ¢ (t).
La velocidad angular en el espacio se define mediante &e(t) = R(t)R~*(t). Por
lo tanto se tiene ve(t) = We(t)e(t) = we(t) X ze(t).

Hasta ahora se ha descrito la cinematica del cuerpo rigido. A continuacién se
describe la dindmica. Si se elige la base f de modo que sus ejes coincidan con ejes
principales de inercia del cuerpo rigido, la energia cinética es

K (B0, 7)) (R0, R0)) = 5 (0@ + REd)? + Bd)?)

donde I;, 7 = 1,2, 3, son los momentos principales de inercia. Por lo tanto, la energia
cinética es una métrica Riemanniana invariante a izquierda en SO(3). Esta métrica
induce una métrica en el fibrado cotangente 7*SO(3), que por abuso de notacién
también llamaremos K, invariante por el levantamiento cotangente de la accién
a izquierda de SO(3) en SO(3), que es el Hamiltoniano H del cuerpo rigido. Més
precisamente, H : T*SO(3) — R estd dado por H(agr) = K(ag, ag). Las ecuaciones
de Hamilton son las ecuaciones del movimiento del cuerpo rigido, y, como se ha visto
en el Ejemplo 4, las soluciones se proyectan en las geodésicas en SO(3).
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Ejemplo 6. Sean m;, i = 1,..., N masas puntuales en R3, con vectores de
posicién ¢; € R3,i = 1,..., N. Sea Q el conjunto de los vectores ¢ = (g1, ..., qn) € R3V
tales que g; # gj para i # j. Se supone que hay fuerzas de interaccién entre las masas
puntuales dadas por potenciales de atracciéon V;;. Por ejemplo, en mecanica celeste,
es importante la energia potencial Newtoniana de dos masas que se atraen con la
fuerza gravitatoria, dada por,

Vi = — ymim;
lgi — g

Se tiene el siguiente Hamiltoniano en T*Q = Q x R3V*_ que generaliza el corres-

pondiente a una masa puntual

| X N
H(q,p) = izmiq}? + > Vi
=1

t,j=1

La solucién de las ecuaciones de Hamilton resultantes es bien conocida en el caso
de dos cuerpos. En el caso de tres o mas cuerpos se presentan problemas de gran
complejidad, que han sido estudiados desde el comienzo de los tiempos modernos, y
constituyen un campo activo de investigacién en la actualidad.

En todos los casos, el enfoque Hamiltoniano de los problemas de mecéanica, per-
mite usar la geometria para resolver o simplificar los problemas. Por ejemplo, las
leyes de conservacion clasicas, Lx, H =0, Lx,w = 0, Lx,w" = 0, son consecuencia
inmediata de férmulas basicas del calculo exterior.

Es especialmente frecuente el caso en el cual hay un grupo de simetria que actia
en la variedad simpléctica por difeomorfismos, dejando invariante el Hamiltoniano,
dando lugar a la teoria de la reduccién, que veremos luego.

4. Sistemas Lagrangianos.

El conjunto de posibles posiciones de un sistema mecéanico, es con frecuencia una
variedad Q llamada espacio de configuracion del sistema. Entonces, un movi-
miento del sistema es una curva en (). Por ejemplo, para una masa puntual m que
se mueve en R3, el espacio de configuracién es R3. Para el cuerpo rigido, el espacio
de configuracién es SO(3). Para el caso de un sistema de N masas puntuales, el
espacio de configuracién es la variedad @) considerada en el Ejemplo 6.

En el enfoque Hamiltoniano de la mecénica, descrito en la seccién 3 se codifica
toda la informacién sobre la dindmica del sistema en una funcién, el Hamiltoniano
del sistema, definida en una variedad simpléctica, llamada el espacio de fase del
sistema. En el enfoque Lagrangiano de la mecénica, la informacion sobre la dindmi-
ca del sistema se codifica en una funcién L : TQ) — R, llamada el Lagrangiano
del sistema. Entonces, las ecuaciones del movimiento del sistema se derivan de un
principio variacional, llamado Principio variacional de Hamilton, que descri-
bimos a continuacién. Sea £y, 4, (Q) €l conjunto de las curvas ¢(t) en @, tales que
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q(ti) = gi, para i = 0, 1. Se define la funcional S : Qg 4, (Q) — R mediante

s = [ Lo

to

La cantidad S(g) se llama la accion. Una deformacion de la curva ¢(t) es una
funcién ¢y (t) = q(t, A), tal que ¢(¢,0) = ¢(t). La variacion correspondiente a la
deformacién q(t, \), es, por definicién,

dq(t, )
O\

6q =

A=0

De acuerdo con el Principio Variacional de Hamilton, los movimientos del sistema
son puntos criticos de la accién definida en €y, 4, (Q), mas precisamente, ¢(t) es un
movimiento del sistema si y solo si se satisface

es decir,
95 (q(t, \))
oA A=0
para toda variacién dq de g, tal que dq(t;) = 0, para i = 1,2.
Aplicando la técnica usual del cdlculo de variaciones, resulta, si ¢(t) es un punto
critico, y para toda variacién dq tal que dq(t;) = 0, para i = 1,2,

=0,

0= 5[1 L(q(t),q(t))dt (4.1)
t1

= /to <‘9L (q(t),4(t)) 0q + ‘Zé (q(t),4(1)) 5q> dt (4.2)

= /tol <aq (g(t),(t)) 0g = 7 5= (a(1), (%) 5q> dt, (4.3)

donde el ultimo paso es una integracién por partes. La arbitrariedad de dq implica
que debe satisfacerse la ecuacion de FEuler-Lagrange

(z)s (a(t), (1) — 2L (g(t), d(8)) = 0.

dt 0q

Si se escribe el momento generalizado p = 0L/0q, resulta que la ecuacién de
Euler-Lagrange se escribe p = 0L/Jq, lo que generaliza la ley de Newton.

La version Lagrangiana del Ejemplo 4 es la siguiente. Sea () una variedad Rie-
manniana con métrica Riemanniana g, cuya interpretacion fisica es la energia cinéti-

ca. Sea V : @ — R la energia potencial. El Lagrangiano del sistema es entonces
L:TQ — R donde

L(q,q) = %9 ((9:49), (¢:9)) — V(q).
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Se demuestra facilmente que si V' = 0, entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange
coinciden con las ecuaciones de las geodésicas de g, o sea,

Vid’ =0,

donde V es la conexién de Levi-Civita de g.
En general, si V' # 0, las ecuaciones de Euler-Lagrange son

. aV(q)
L
V4 9q

El enfoque Lagrangiano de la mecéanica, incluyendo varias generalizaciones del
formalismo descrito arriba, es fundamental en fisica.

La transformacion de Legendre. Los enfoques Hamiltoniano y Lagrangia-
no de la mecdnica, estan relacionados por la transformaciéon de Legendre, que
pasamos a tratar a continuacion.

Un Lagrangiano se dice hiperregular, si la derivada segun la fibra

oL .
p= afq.(q,q)

establece un difeomorfismo
FL:TQ—T*Q,
donde F'L(g, 4) = (¢,p), con p = ¢(q,4) = (0L/94)(q, 4).-
Este es el caso de los Lagrangianos del tipo
. 1 ) .
L(g:4) = 59((¢:4), (a:4)) = V(a),

donde g es una métrica Riemanniana, como se ha explicado antes. Si L es hiperre-
gular, se define el Hamiltoniano H asociado a L mediante la transformacién de Le-
gendre, que consiste en el siguiente procedimiento. La hiperregularidad de L implica
que, de la ecuacién p = ¢(q,q) = (0L/94)(q, q), se despeja ¢ = ¥(q,p). Entonces,

H(q,p) = p¥(q,p) — L(q,% (g, p))-

Se verifica facilmente que las ecuaciones de Hamilton equivalen a las ecuaciones de
Euler-Lagrange.
En el caso de Lagrangianos del tipo

L(a,d) = 59 ((a:) (4:0)) — V(a),

el Hamiltoniano dado por la transformacion de Legendre es

H(q,p) = %9 ((¢,p), (¢,p)) +V(q),

donde g es, por abuso de notacién, la métrica inducida en el fibrado cotangente. Las
ecuaciones de Hamilton son entonces

q=p (4.4)

qu = -7 . (4'5)
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5. Sistemas Lagrangianos con Simetria

Es frecuente en fisica el caso en el que el espacio de configuracién ) es un
grupo de Lie G, y el Lagrangiano L : TG — R es invariante a izquierda, es decir,
L(g,g9) = L(hg, hg), para todo h € G. En particular, si [ : g — R, es la restriccién
de L al &lgebra de Lie de G, que llamaremos Lagrangiano reducido, se tiene
L(h&) =1(§), para todo h € G.

La ecuacién de Euler-Poincaré. Sea L un Lagrangiano invariante a izquierda,
en un grupo G. Para simplificar, vamos a asumir que G es un grupo de matrices.
Para una curva g(t) en G, se define v(t) = g1 (t)§(t), que es una curva en el dlgebra
de Lie g de G. Una variacién dg de g se escribe dg = gn, donde n(t) es una curva
en g. La condicién dg(t;) =0, i = 1,2, equivale a n(t;) = 0, i = 1,2. La variacion dg
induce una variacion dv que se calcula como sigue

ov = 5(9_19) (5.1)
=—g o997 g+ 9 "0g (5.2)
=—g 'gng g +9""gn (5.3)
=—nu4un+n (5.4)
=1+ [v,n]. (5.5)

Es facil ver que una curva g(t) satisface

t1
) L(g,g)dt =0,

to
para variaciones d¢g tales que dg; = 0, para i = 1,2, si y sélo si

t1
) l(v)dt =0,
to
para variaciones dv = 7 + [v, 7], donde 7; = 0, para i = 1,2. Esta ultima condicién
equivale a

ool
0= . %(v)évdt (5.6)
= [ Gu)i+ fon 5.7

hoog ol Ll
= /to (—dtav(v) + ad;, (%(U)) ndt, (5.8)

donde el ultimo paso es una integraciéon por partes. La arbitrariedad de 7 implica

d ol ol

——(v) =ad* —(v).

ataw) = 5, )
Esta ecuacion es la ecuacion de FEuler-Poincaré y es la version reducida de la
ecuacion de Euler-Lagrange.



6 Principio Variacional de Hamilton en el Espacio de Fase 11

En el caso del cuerpo rigido, el Lagrangiano es la energia cinética K calculada
en la seccién 3

L (R0, 20, (R0, 20)) = 5 (1) + BEd? + Lh?)

que es invariante a izquierda. Las ecuaciones de Euler-Poincaré se reducen en este
caso a las ecuaciones de Euler

Toe = [, ),

0, equivalentemente,
I djf =1 wf X Wr.

6. Principio Variacional de Hamilton en el Espacio de
Fase

Una variedad simpléctica P con forma simpléctica w se dice exacta si w = —d#,
para alguna 1-forma 6 en P. Sea el Lagrangiano L : P — R, dado por L(x,%) =
0(z)— H(zx), donde H es un Hamiltoniano dado en P. Vamos a ver que las ecuaciones
de Euler-Lagrange de L son las ecuaciones de Hamilton de H. Sea x(t) una curva en
P tal que z(t;) = x;, para i = 1,2. Sea dx una variacién de la curva x concentrada
en un entorno U de z(t), donde t € [to, t1], tal que existen coordenadas de Darboux
(¢*,p;) en U. Por lo tanto, en U vale 0 = p;dq’, y 0(&) = p;¢’, y las variaciones
dx = (dq,0p) son arbitrarias dentro de U y son 0 fuera de U. Se tiene entonces

tl tl . .
5 / 0(i)dt = / (6pid’ + pidd’) dt (6.1)
t t

0 0

— [ Gpd - 54’ at, (6.2)
to

donde el ultimo paso es una integracién por partes. Por otra parte, se tiene que
Spid* — pidqt = w((¢,p)), (dq,0p)). Usando ésto, teniendo en cuenta que, por la
compacidad de [0, 1], cualquier variacién dx se puede expresar como una suma finita
de variaciones concentradas en puntos x(¢), como se ha explicado arriba, se llega a

la expresién
t1 t1

) O(z)dt =6 w(,dz)dt,
to to
para cualquier variacién éx con dz(t;) = 0, para i = 1,2. De aqui resulta que la
condicién .
1
0 (0(z)dt — H(x))dt =0,
to
para cualquier variacién dx con dz(t;) = 0, para i = 1,2 equivale a la ecuacién de
Hamilton w(#, ) = dH.
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Csso P = T*(@. En el caso de la variedad simpléctica especial T*() con forma
simpléctica wyg = —dby, existe otro enfoque variacional importante, que pasamos a
describir a continuacion.

Recordemos que se tiene 6p(va,) = oq(TmQ(va,))- Esto sugiere considerar la
funcién F : TQ@®T*Q — R, dada por F(v,®ay) = ag(vg) — H (). En coordenadas
locales, F' se escribe F ((¢,4) @ (q¢,p)) = p¢ — H(q,p). Para una curva (q(t),¢(t)) @
(q(t),p(t)) en TQ ® T*Q, se tiene la accién

t1
[ F (. am) @ (.o d
to
Se comprueba en seguida que los puntos criticos de esta funcional, con variaciones
(6q,0p) tales que dq(t;) = 0, para i = 1,2, y 0p arbitrario, son precisamente las
curvas que satisfacen la ecuacién de Hamilton.

7. Sistemas Hamiltonianos con Simetria

Sea GG un grupo de Lie, y sea H : T*G — R un Hamiltoniano. Si H es invariante
por el levantamiento cotangente de las traslaciones a izquierda en el grupo, entonces
H esta determinado por su restricciéon h = H|g* al dual del édlgebra de Lie de G,
que llamaremos el Hamiltoniano reducido. En este caso, la funcién F' : TG &
T*G — R, es también invariante y entonces estd determinada por su restriccién
f:9®g" — R. Teniendo en cuenta el principio variacional descrito en la seccién
6 y las ideas de reduccién Lagrangiana descrita al final de la seccién 5, se puede
probar facilmente en forma andloga que las ecuaciones del movimiento reducidas,
en el espacio g @ g* se pueden obtener como puntos criticos de la funcional

t1
| )~ hwy e
to
con variaciones év @ du tales que dv = 1 + [v,7n], donde n(t;) = 0, para i = 1,2,
y variaciones du arbitrarias. Aplicando las técnica usuales del cdlculo de variacio-
nes, incluyendo la integracién por partes ya descrita en varios casos anteriores, se
obtienen las siguientes ecuaciones

oh
i = ad; g, (72)

que son las ecuaciones de Lie-Poisson.

En el caso en que un Lagrangiano invariante L : TG — R, con Lagrangiano
reducido [ : g — R, sea hiperregular, se puede ver sin mucha dificultad que el
Hamiltoniano también es invariante y el correspondiente Hamiltoniano reducido
h : g* — R estd dado por la transformacion de Legendre reducida h(p) =
w(v) — l(v), donde v es la funcién de p que resulta de la ecuaciéon p = 9l/dv.
Se verifica de inmediato que la ecuacion de Lie-Poisson y la ecuacion de Euler-
Poincaré coinciden en este caso. Sin embargo, los casos en que el Lagrangiano no es
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hiperregular son importantes, y en este caso el estudio de las leyes del movimiento
puede ser mas natural realizarlo desde el punto de vista Lagrangiano o Hamiltoniano,
segun el caso.

8. Variedades de Poisson

Sea P una variedad simpléctica con forma simpléctica w. Sean f y g funciones
sobre P. El corchete de Poisson de {f, g} se define mediante {f, g} = w(Xy, X,).
En coordenadas arbitrarias x, se tiene {f, g} = win}Xg. Como w es no degenerada,

existe 79 tal que 77 wij = 55, lo que define un campo tensorial antisimétrico 7. De
la definicién de Xy se deduce que

i‘Xl = 7
Wi oxJ
de donde se deduce que
. L Of
Xz — 1]7.
f oxi’
y también que
= v T T .
gy =m"555"
En coordenadas de Darboux resulta
_0f0g 0gof

{f’g}_%%_@%

El corchete de Poisson es bilineal y antisimétrico. Ademads, para cada f, {, f} es
una derivacién, mas precisamente, es la derivacion en el algebra de funciones sobre
P dada por el campo Xy. Vale la identidad de Jacobi {f,{g,h}} + {g,{h, f}} +
{h,{f,g}} =0, lo que probaremos en seguida. En coordenadas locales z*, la identi-
dad de Jacobi se escribe
ij 87?’“% 4 ki 87rl% Ll 8#1'9 _0

ox! ox? ox?
En coordenadas de Darboux, las componentes 7% son constantes, de donde se deduce
que la identidad de Jacobi se satisface.

Es importante destacar que la ecuacion de Hamilton se escribe de modo equiva-
lente en términos del corchete de Poisson, como se explica a continuacién. Sea H un
Hamiltoniano dado, y sea F} el flujo del campo Hamiltoniano X g. Para una funcién
dada f, nos proponemos calcular

d d
—Ff=— ).
dt tf dt(fo t)

Se tiene

%Fg‘f = FfLx, f (8.1)
= F{f,Hy={f, H} o F,. (8.2)
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En forma abreviada, la ecuacién anterior se escribe como sigue,

f:{va}a

que es equivalente a la ecuacién de Hamilton, escrita en términos del corchete de
Poisson. Esto se puede probar facilmente en coordenadas de Darboux, comprobando
directamente que valen las siguientes igualdades,

;o OH
{d". H} = p; (8.3)
{pi, H} = —gé{ (8.4)

El corchete de Poisson asociado a una forma simpléctica, definido arriba, suele lla-
marse corchete de Poisson candnico. Una nocién maés general, de gran interés, es
la siguiente. Una variedad de Poisson es una variedad M con un corchete {f, g},
llamado corchete de Poisson, definido en el algebra de funciones sobre M, y
que tiene las mismas propiedades formales enunciadas para el corchete de Poisson
candnico, a saber, es bilineal, antisimétrico, es una derivacién en cada factor y satis-
face la identidad de Jacobi. Si M; son variedaes de Poisson con corchetes de Poisson
{, }i, para i = 1,2, un mapa ¢ : M} — My, se dice un mapa de Poisson, si se
cumple, o*{f, g} = {¢*f, ¥*g}, para funciones f y g en M> dadas.

Se prueba facilmente que, si M; son variedaes simplécticas con sus corchetes de
Poisson candnicos {, };, para ¢ = 1,2, un mapa ¢ : M; — My, es un mapa de
Poisson si y solo si es simpléctico. También se prueba facilmente que p* X = X .

La ecuacion de Hamilton generalizada, o ecuacién de Poisson, o, sim-
plemente ecuacion de Hamilton para un Hamiltoniano dado, es, entonces, por
definicién, f = {f, H}. El campo Hamiltoniano se denota X . Se verifica en seguida
que Xg(f) = {f, H}. Otra férmula de interés es la siguiente, [Xf, X;] = —X(5 -
En efecto, se tiene

(X1, Xglh = X Xgh — XX fh (8.5)
= Xp{h, g} = Xo{h, f} (8.6)

= {{h.g}, [} = {{h, f}. 9} (8.7)

=—{{h f}.9} = {f {h.g}} (8.8)

= —{h.{f.9}} (8.9)

= X b (8.10)

(8.11)

donde en el antetltimo paso se ha usado la identidad de Jacobi. Este resultado mues-
tra que los campos Hamiltonianos en una variedad de Poisson forman un &dlgebra
de Lie. Mas generalmente, un campo X en M se dice localmente Hamiltoniano,
si se puede expresar, localmente, en la forma X = X;. Es facil ver que los campos
localmente Hamiltonianos forman un algebra de Lie.

Las propiedades del corchete de Poisson tienen como consecuencia las siguientes
leyes de conservacion, de fundamental importancia en mecdnica. En primer lugar,
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el Hamiltoniano H se conserva, es decir H = 0. Esto es una consecuencia inmediata
de la antisimetria del corchete, ya que H = {H,H} = 0. El tensor 7 también
se conserva, lo cual equivale a la identidad Xgy{f,g} = {Xuf, g9} + {f, Xug}, la
cual, a su vez, es una consecuencia de la identidad de Jacobi. En efecto, se tiene
Xal{f, 9t ={/f 9t Hy ={/ H}. 9} +{f A9, H}} ={Xuf g} +{f, Xug}.

Es muy importante destacar que el formalismo de Hamilton o Poisson, se puede
aplicar a ejemplos infinito dimensionales, dejando de lado las cuestiones de conver-
gencia y la definicién de estructuras diferenciales en variedades infinito dimensiona-
les, que son importantes por otros motivos. Por ejemplo, vamos a mostrar que las
ecuaciones de Maxwell tienen una estructura Hamiltoniana.

Ejemplo 7 Sea A el espacio de potenciales magnéticos A en R. Se identifica
T*A = A x A, y un elemento de este espacio se denota (A4,Y’). Se usa el corchete

de Poisson canénico
OF 0G  O0GOF\ .
{FGh= / <aAay - aAaY> d'z.

H(A,Y) = / (B2 +|B2)d,

El Hamiltoniano es

donde E = —Y es el campo eléctrico y B = curl A es el campo magnético. Se verifica
que las ecuaciones de Maxwell son las ecuaciones de Hamilton.

Estructura Local de Variedades de Poisson. Como se ha visto mads arriba,
los campos localmente Hamiltonianos en una variedad de Poisson M forman un al-
gebra de Lie. Por lo tanto, la distribucién A, donde A(z) es el espacio de los vectores
X¢(z), es involutiva. La dimension de los espacios A(x) no es, en general, constante.
Sea N C M una subvariedad integral de A. Para x € N, los vectores de T, N = A(x)
son todos de la forma X¢(x). Se define wy(z) (Xf(z), Xy4(x)) = {f, 9} (z). Vamos a
ver que wy es una forma simpléctica en N. Que wy es antisimétrica y no degenerada,
resulta facilmente de la definicion. Para probar que wpy es cerrada, probemos pri-
mero que Lx,wn = 0 para todo f. Esto equivale a la igualdad Ly, (wn(Xg, Xp)) =
wn(Lx, Xy, Xn) +wn(Xy, Lx, Xp), para todo f, g, que probaremos a continuacion.
Usando las definiciones, resulta Lx, (wn(Xg, Xr)) = {{g, h}, f}. También se tiene,
wN(LXfXg, Xh) = wN([Xf, Xg], Xh) = _CL)N(X{f,g}7 Xh) = —{{f,g}, h}, Y, analo-
gamente, wy(Xg, Lx, Xn) = —{g,{f, h}}. Luego, la igualdad que se querfa probar
se reduce a la identidad de Jacobi. Por otra parte, LXwa = in dwy + din WN =
ix, dwy, ya que dix, wy = d?(f|N) = 0. En resumen, se ha probado que ix, dwy =
0, luego, dada la arbitrariedad de f, resulta dwy = 0.

Se prueba también facilmente, que wy (X n, Xgn) = wn(Xy, X;), donde Xy n y
X g\~ son los campos asociados a las restricciones f |N y g|N, via la forma simpléctica
WN .

El siguiente ejemplo de variedad de Poisson es de fundamental importancia en
mecanica.
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Corchete de Poisson en el dual de un algebra de Lie. Sea g un éalgebra
de Lie, con constantes de estructura CZ Sean f y g funciones definidas en g*. Sea

{fi9}(w) =—<up, [j‘z, ZZ] >

Entonces { f, g} define un corchete de Poisson. Mds atin, el tensor 7 de esta estructura
de Poisson viene dado por 7;;(p) = —Cikj - Se puede ver facilmente en coordenadas
que la identidad de Jacobi para el corchete de Poisson y para el corchete de Lie se
deducen mutuamente una de la otra. La eleccion del signo — en la definicion del
corchete de Poisson, es hasta cierto punto, arbitraria. En este caso, esta eleccién se
ha hecho en relacién con la teoria de la reduccion, teniendo en cuenta que se trabaja

aqui con sistemas invariantes a izquierda, como el cuerpo rigido.

El corchete de Poisson unifica el estudio de importantes ecuaciones de la mecani-
ca. Todos las ecuaciones de los ejemplos vistos anteriormente pueden escribirse en
la forma de Poisson. Por ejemplo, las ecuaciones del cuerpo rigido se escriben como
ecuaciones de Poisson en s0(3)*.

9. Reduccion de Poisson

La nocién de simetria y la asociada nocién de cantidad conservada son de im-
portancia fundamental en mecanica y en fisica en general. Ya hemos visto ejemplos
importantes de reduccién de sistemas Lagrangianos invariantes en grupos de Lie, ob-
teniendo la ecuacién de Euler-Poincaré, y, mediante la transformacion de Legendre
en el caso hiper regular, la reduccién desde el enfoque Hamiltoniano, obteniendo la
ecuacion de Lie-Poisson. En ambos casos se ha puesto énfasis en la idea de reducir el
principio variacional, en lugar de pensar en reducir las ecuaciones del movimiento,
ya sea en la forma de Hamilton o de Euler-Lagrange, lo cual ofrece ciertas ventajas.
Una de las motivaciones para la reduccion, es que se obtiene una ecuaciéon con me-
nos variables, lo cual puede significar una simplificacién que permita obtener mayor
informacién sobre la solucién. En el caso del cuerpo rigido, por ejemplo, se obtiene
como se ha visto, un sistema Hamiltoniano en la esfera, y como el Hamiltoniano se
conserva, ésto da una inmediata reduccion de la ecuacién de Hamilton a cuadratu-
ras. En otros casos, es conveniente, dada una ecuacién de Poisson en una variedad
de Poisson, tratar de hallar una variedad simpléctica que se proyecte en la variedad
de Poisson dada, por un mapa de Poisson. En este caso, la variedad simpléctica se
denomina, por razones histéricas, potencial de Clebsch de la variedad de Pois-
son dada. En casos importantes de corchetes de Poisson en fisica, se pueden hallar
explicitamente estos potenciales de Clebsch, lo cual muestra que el corchete dado es
una version reducida de un corchete de Poisson canénico.

Es conveniente disponer de una teoria de reduccién directamente en el contexto
de Poisson, lo que describimos a continuacién.

Sea G x P — P una acciéon de un grupo G en P por simplectomorfismos, de
modo tal que la proyeccién ng : P — P/G sea una submersién. Si f : P — R es una
funcién invariante, define una funcién en el cociente f : P/G — R. Se verifica que
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si f y g son funciones invariantes entonces {f, g} es invariante, por lo tanto, define
una funcién {f,g}. Por definicién, escribimos {f,g} = {7*f, m*g}. Se demuestra
facilmente que se obtiene de este modo un corchete de Poisson en P/G, llamado
corchete reducido.

Vamos a mostrar que el corchete de Poisson construido mas arriba de modo di-
recto en el dual del dlgebra de Lie g de un grupo de Lie GG, es un corchete reducido
del corchete candnico en T*G, via la proyeccion 7 : T*G — g*, dada por el levan-
tamiento cotangente de las traslaciones a derecha, es decir m(ay) = ag 0 TRy. Sea
€ € g,y sea & el campo invariante a derecha en G tal que {g(e) = &, es decir, &g
es el generador infinitesimal de las traslaciones a izquierda. Sea &7« el generador
infinitesimal del levantamiento cotangente de las traslaciones a izquierda. Enton-
ces se tiene maér+g = &g. Para £,n € g, se tiene [{g,nc] = —[¢,n]g, y ademsds,
7o« ér+c,nr+c] = [€a, ne]. Vamos a probar que los campos &7+g son Hamiltonianos,
con Hamiltoniano J(£) = 0p(ér+g), que es invariante a derecha. En efecto, se tiene
que Lg,. 00 = 0. Luego i¢,., dfp+di¢,. ., 0o = 0, de donde resulta dJ (&) = ie e WO,
que es la ecuacion de Hamilton. Por otra parte, usando formulas ya vistas, y la igual-
dad dv(X,Y) =X (v(Y)) -Y (v(X)) — v ([X,Y]), valida para cualquier 1-forma v,
resulta que

{J(6), J()} = wolérc,n7+6) (9.1)
= —tr-abo(nra) + nr=cbo(Era) + b0 (- nr-c)
= 0o([ér=c, =),

donde el ltimo paso resulta teniendo en cuenta que &+ (nr+c) = 0y nr=gbo(§r+c) =
0. Se sabe que [(r+g,nr+c] = —[¢,n]r+¢. Resumiendo, se tiene, para u € g*,
{J(E€),Jm)} () = — < p,[€,m] >, En general, si f y g son funciones dadas en
T*G, invariantes por la accién a derecha de G en T*G, y si & = 9(f|g*)/0n y

n = 09(glg*)/On, entonces {f, g}(n) = — <, [§n] > .

Como ya hemos dicho, los Hamiltonianos J(§) son invariantes a derecha. Si se
hubiese partido del generador infinitesimal de traslaciones a derecha, en lugar de
traslaciones a izquierda, se hubiese llegado al corchete < p,[¢,n] > . En este caso,
los Hamiltonianos J(¢) serfan invariantes a izquierda.

10. Reduccion de Marsden-Weinstein

Daremos solamente una idea de la reduccién de Marsden-Weinstein. Sea P una
variedad simpléctica exacta con forma simpléctica w = —df. Sea G un grupo que
actua a izquierda sobre P por simplectomorfismos que, ademds, preservan 6, y
de modo que la proyeccién mg : P — P/G es una submersién. Los generado-
res infinitesimales de la accién £p son campos Hamiltonianos, con Hamiltoniano
J(&p) = 6(¢p). En efecto se tiene que L¢,0 = 0, luego dig, 0 + i¢, d = 0, lue-
go dJ(ép) = dig, 0. Se llama aplicacidon momento a la aplicacién J : P — g*,
definida por J(x)(¢) = J(&)(x).

La importancia de la aplicacién momento en mecdnica se origina en el hecho de
que es una cantidad conservada por el flujo de los Hamiltonianos invariantes. Més
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precisamente, si H es un Hamiltoniano invariante, y £ € g, entonces Lx, J(§) = 0.
En efecto, Lx,J(&) = {J(¢),H} = dH(¢p) = 0.

Una propiedad importante de la aplicacién momento, es que es equivariante, es
decir J(gz) = Adj-, J(x), lo que se prueba facilmente.

Sea  un valor regular de la aplicacién momento, entonces J~!(11) es una sub-
variedad de P. Por la conservacién de J, resulta que los campos Hamiltonianos X
donde f es invariante, son tangentes a J'(u). Se puede ver que el grupo de iso-
tropia G, de la accién coadjunta, actia libremente sobre J ~1(u). Bajo condiciones
técnicas adecuadas, que se cumplen en muchos ejemplos de interés fisico, el cociente
J71/G,, = P, es una variedad, y entonces, la restriccién w|J~*(u) induce una forma
simpléctica w,, en el cociente P,, via la proyecciéon m, : P — P,. M4s precisamente,
si u y v son vectores tangentes a J ! () e invariantes por G 4 Se tiene, por definicién,
wy(Tryu, TT,w) = w(u,v). La variedad simpléctica P, es la variedad simpléctica
reducida y la forma simpléctica w, es la forma simpléctica reducida. El Ha-
miltoniano reducido, H, : P, — R, se define de modo natural, y se definen la
ecuacién de Hamilton reducida, Xp,, la cual da la evolucién del sistema en P,.

El caso P = T*G es de gran importancia. Describiremos esquematicamente la
situacion en este caso. Usando la férmula J (o) (&) = ay(éa), se ve que, para u € g*,
J71(p) es el grafico de la 1-forma « en G, invariante a derecha y tal que a(e) = p.
Se tienen las identificaciones naturales J~'(u)\G, = G\G, = G - u, dadas por
[a(g)] = [9] = Ay p, donde [a(g)] = Gualg), 9] = Gug, y G- = Oy es la orbita
coadjunta que contiene a ;. Un vector tangente a la orbita coadjunta O, env € O,,
se escribe como el generador infinitesimal de la accién coadjunta, {g«(v) = —adg v.
Entonces, la formula de Kirillov-Kostant-Souriau da la forma simpléctica wy,,
a saber, w, (&< (V),ng=(v)) = — < v,[§,m] > . Las drbitas coadjuntas son las hojas
simplécticas que son variedades integrales de la distribuciéon A definida en la seccién
8. También conviene observar, lo cual se prueba con facilidad, que las ecuaciones del
movimiento para un Hamiltoniano dado h : g* — R, son precisamente las ecuacio-
nes de Lie-Poisson, obtenidas en la secciéon 7 reduciendo el principio variacional de
Hamilton en el espacio de fase. Mas aiin, se prueba que el corchete de Poisson en
g*, estd dado por

(g} ) = wi (ad*df i ady u) .
dup dup
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Estas notas son una versiéon extendida del material que acompand el curso “Simetria
Espejo en Matematica”, dictado por el autor en el Segundo Encuentro de Geometria
Diferencial, llevado a cabo en la La Falda, Cordoba, en Junio de 2005. En estas notas
se introduce al lector a algunas nociones “clésicas” del circulo de ideas conocido como
“simetria espejo” (mirror symmetry en inglés). Se explicara la heuristica del calculo de los
niimeros de curvas racionales en una quintica, es decir, en una hipersuperficie genérica de
grado 5 en P*.

1. INTRODUCCION

Hay momentos en la historia de la Matematica en que un descubrimiento, aparentemen-
te fortuito, incluso totalmente infundado, ha tenido importantes consecuencias en areas
de la matematica hasta ese momento consideradas desconectadas. Tal fue, por ejemplo,
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el caso de las series de Fourier o mucho mas recientemente el “Monstrous Moonshine”. En
este grupo de eventos se encuentra el fenémeno de la simetria espejo.

En su comienzo, la simetria espejo aparecié como una observacién de que en ciertas
teorias fisicas basadas en datos geométricos era posible cambiar estos datos geométricos y
aln asi obtener una teoria equivalente. Esto llev) a tratar de encontrar pares de configura-
ciones geométricas (pares espejo) para los cuales se pudiesen calcular las correspondientes
teorias fisicas y asi verificar la idea original. El beneficio que se busca usualmente con este
tipo de argumentos es que hay ciertos calculos que resultan mas simples en un modelo
geométrico que en otro.

En concreto, los fisicos trabajaban con una variedad de dimensién real 6, conocida
como la quintica V a la que asociaron otra variedad, su par espejo, V. El estudio de la
teoria fisica sobre V los llevo a problemas que involucran la cantidad de ciertas curvas
racionales contenidas en ella. Por otro lado, las teorias estudiadas sobre V° llevan al
calculo de ciertas integrales de formas holomorfas (llamadas periodos). Lo interesante de
este planteo es que la equivalencia de las teorias fisicas lleva a encontrar férmulas que
permiten expresar los nimeros de curvas racionales en términos de las integrales. Dado
que este tipo de integrales eran razonablemente conocidas este método permite calcular
efectivamente los niimeros de curvas racionales, tal como hicieron P. Candelas, X. de la
Ossa, P. Green y L. Parkes en []].

Desde el punto de vista matematico, todo este argumento es muy sorprendente. Para
empezar, no habia ninguna relacién conocida entre pares de variedades del tipo de la
predicha por los fisicos. Tampoco ninguna relacién entre ntimero de curvas y periodos.
Mas atn, en los anos ’80 se habia conjeturado que los niimeros de curvas de los que
hablaban los fisicos eran finitos, pero hasta ese momento sélo se conocian dos valores,
el segundo calculado el 1985. Todo esto llevé a un profundo interés por el tema y, muy
pronto, a comprender que, si bien los argumentos parecian razonables, no era posible
transformarlos en argumentos matematicos sélidos, principalmente porque usaban muy
fuertemente la nocién de integral sobre espacios de funciones, de la que en general no se
tiene una buena definicién matemaética.

A partir de alli hubo todo tipo de intentos por, primero, entender qué es la simetria
espejo y, luego, demostrarla de una manera matematicamente aceptable. Mas de una
década ha transcurrido desde los primeros trabajos. Mucho de ha aprendido y areas com-
pletamente nuevas de la Matemaética han sido creadas y exploradas en este tiempo. En
este momento se cuenta con, al menos, dos demostraciones independientes y matematica-
mente rigurosas de resultados que implican que los trabajos originales de los fisicos eran
correctos, aunque con algunas salvedades respecto del significado de los “niimeros de cur-
vas racionales”. Es interesante notar que las demostraciones matematicas son totalmente
independientes de las ideas fisicas originales.

Sin embargo, atin no es claro qué es la simetria espejo. Hay una gran cantidad de
propuestas y fenémenos muy interesantes que se encuadran bajo este nombre y, de un
modo u otro, se inspiran en la idea original proveniente de la fisica. Entre otras, podemos
mencionar las siguientes “versiones” de la simetria espejo:

= Geometria Torica: este es el ambito que ha permitido el estudio mas amplio de
la simetria espejo y es dénde mas resultados concretos se han obtenido, desde
la construcciéon de pares de variedades espejo, hasta los teoremas que avalan las
féormulas mencionadas antes.

= Teoria Homologica: busca interpretar la simetria espejo como una equivalencia
entre dos categorias asociadas al par de variedades espejo. Por un lado se tiene la
categoria derivada de haces coherentes sobre una de las variedades y por el otro
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una categoria de Fukaya (conjetural) basada en las subvariedades lagrangianas de
la variedad espejo de la original.

s Teoria de Hodge: busca interpretar la simetria espejo como un isomorfismo entre
la variacién de estructura de Hodge natural definida sobre el espacio de estruc-
turas complejas de una variedad (las variaciones “geométricas”) y la variacién de
estructura de Hodge definida sobre el espacio de estructuras de K&hler de su par
espejo (la variaciéon A).

» Branas: la “teoria estindar” de la simetria espejo aparecié en el contexto fisico
de la teoria de cuerdas (objeto de dimensién 1). Cuando se consideran, ademas,
objetos de dimensiones mayores llamados branas, la teoria fisica de la simetria
espejo se enriquece y predice que los pares de variedades espejo se fibran sobre un
toro de dimensién real 3 de modo que las fibras de cada fibracién son duales en
algtin sentido.

En las notas que siguen, nos concentraremos en algunos de los aspectos més basicos de
la simetria espejo. Nuestro objetivo serd poder describir algunas de las ideas matematicas
que permitieron, usando la intuicion fisica, calcular ciertos ntmeros relacionados con los
nameros de curvas racionales en la quintica. Para poder entender la relaciéon entre estos
nameros nos embarcaremos en la Seccién [ en el estudio de la Geometria Enumerativa.
Esta es una parte de la Geometria interesada en contar distintos tipos de configuraciones
geométricas. En la Secciéon | haremos los calculos que permiten relacionar los nimeros
de curvas con los periodos sobre el espejo de la quintica. La Seccién H contiene una
serie de apéndices donde resumimos algunos de los temas que suponemos conocidos para
la comprensién de estas notas, asi como también presentamos el calculo del nimero de
rectas en una superficie de grado 3 en P3.

Actualmente la literatura en simetria espejo es muy extensa y continta creciendo. En las
notas mencionaremos diversos trabajos méas especificos, pero queremos aprovechar para
mencionar algunos libros escritos sobre el tema. En orden cronolégico estin los de C.
Voisin [R3], D. Cox y S. Katz |f] y el de K. Hori, S. Katz, A. Klemm, R. Pandharipande,
R. Thomas y C. Vafa [[0]. En cuanto a las extensiones mencionadas de la teoria y que
no seran tratadas en estas notas sugerimos al lector consultar los siguientes trabajos y la
bibliografia alli mencionada:

» Teoria homolégica: el trabajo basico de M. Kontsevich [[[4] y contribuciones méas
recientes como [[I7].

» Teoria de Hodge: una de las primeras presentaciones es la de D. Morrison [[[9].
Mas detalles en [f], la exposicién de M. Gross, D Huybrechts y D. Joyce [{] o el
trabajo de E. Cattani y el autor [f].

s Branas: La construccién basica es el trabajo de A. Strominger, S.-T. Yau y E.
Zaslow [2T]. Es til la exposiciéon de D. Morrison [B]. Es interesante notar la
convergencia entre estas ideas y la “versién homol6gica” presentada en [[T7].

El autor desea, finalmente, agradecer a los organizadores del Segundo Encuentro de

Geometria Diferencial en particular, a Isabel Dotti por su dedicacién or haber
) )

generado un muy positivo intercambio de ideas entre profesionales con intereses diversos.

2. GEOMETRIA ENUMERATIVA

En esta Seccién discutiremos un nimero de ideas rudimentarias sobre como contar con-
figuraciones geométricas que satisfacen algin tipo de restricciones. Seguiremos el trata-
miento de las excelentes notas de S. Katz [[L3] y también la presentacién de D. Morrison [[9]
a los que referimos para mayores detalles.
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2.1. Algunos problemas enumerativos. Comencemos con algunas preguntas sim-
ples para entender el por qué de la eleccién de trabajar en P”, en vez del “més intuitivo”
espacio R".

Ejemplo 2.1. ;Cémo son las posibles intersecciones de dos rectas en R%?

1. Un punto (rectas oblicuas). Este es el “caso genérico”, que ocurre con més frecuen-
cia.

2. Ningan punto (rectas paralelas). Inestable: una pequeiia perturbacién lo reduce al
caso genérico.

3. Infinitos puntos (rectas idénticas). Inestable: una pequefia perturbacién lo reduce
al caso genérico.

Una primera simplificacién de esta clasificacién se obtiene pasando a RP? := R? U
{puntos en co}: en este caso, la opcién [ se unifica con el caso genérico ya que las rectas
paralelas pasan a intersecarse en oo.

Veamos un nuevo problema:

Ejemplo 2.2. jcémo son las posibles intersecciones de elipses en R? (o en RP?)? Las
distintas posibilidades se muestran en la Figura [.

F1GURA 1. Posibles intersecciones de dos elipses

Esta vez es posible simplificar la descripcién pasando de R a C, ya que vale el teorema
fundamental del algebra, es decir que un polinomio en una variable tiene tantas raices
como su grado, si se las cuenta con multiplicidad. Entonces, sobre los complejos y contando
multiplicidades de interseccién, hay solo dos posibilidades: 4 puntos de interseccién (caso
genérico) o infinitos, cuando las elipses coinciden.

Como muestran los ejemplos anteriores, resulta mas simple estudiar problemas enu-
merativos en CP" (que denotaremos simplemente por P") que en R" y en lo que sigue
tomaremos a P" como el “espacio ambiente”. Consultar la Seccién para méas detalles

sobre CP".

Definicién 2.3. Una curva plana es una hipersuperficie en P2, vale decir, es el conjunto
de ceros de un polinomio homogéneo f € C[z, 21, 22]; si deg(f) = d, se dice que la curva
tiene grado d. Las curvas planas de grado 2 se llaman cdénicas.

Un resultado importante para el estudio de las intersecciones es el
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Teorema 2.4 (Bézout). Si C' y D son curvas planas con #(C' N D) < 0o, entonces
Y mp(C'N D) = deg(C) - deg(D),

peCND

donde m,(C' N D) es la multiplicidad de la interseccion de C' y D en p.
También hay una generalizacién a dimensiones mas altas:

Teorema 2.5 (Bézout). 57 Xy, ..., X, son hipersuperficies en P"* con #(X;N---NX,) <
00, entonces
> my(Xin- N X,) = deg(X) - - deg(X,,)

peX1N---NX,

Volvamos a mirar algunos problemas enumerativos. En el primer caso, se trata de un
problema muy simple, jresuelto de una manera complicadal

Ejemplo 2.6. ;Cuantas rectas en P? pasan por dos puntos dados p; = (ap : a; : az) y
p2=(Bo: B B)?

Una recta en P? esta dada como el conjunto de ceros de una forma lineal agzo+a, 21 +a229
(por ejemplo, en el abierto Uy en coordenadas x; = i—(l) y Xy = i—i, esto es el conjunto
a1ry + asTy = —ag, que es una recta que no necesariamente pasa por el origen). Vale
decir, a cada terna (ag,a;,as) € C* — {0} corresponde una recta en P?. Como distintas
ternas corresponden a una misma recta si y s6lo si difieren en un miltiplo no nulo, vemos
que el conjunto de rectas en P? es

M; := {rectas en P*} ~ (C* — {0})/C* ~ P*.

Nuevamente: P? es el conjunto de las posibles rectas en P? (notar que esto no es obvio de
la definicién ya que, en principio, los puntos de P? son rectas en C?).

Ahora bien, ;qué quiere decir que una recta, digamos agzy + @121 + a2, pase por p;?
Quiere decir que vale agag + a1 + asas = 0, o sea que, la condicién de pasar por p;
determina una condicién lineal (una recta) L; en M;. Por lo tanto, p, determina otra
condicién lineal Ly sobre M; y la pregunta sobre el numero de rectas por p; y po se
convierte en la cantidad de puntos en L; N Ly, C M; = P?. Entonces, si la interseccién
es finita, por el Teorema de Bézout, tenemos 1 = deg L; - deg Ly = #(L; N Ls). Es claro
que la interseccién es infinita inicamente cuando L; = Lo, vale decir, cuando p; = ps. De
este modo recuperamos el resultado obvio: hay una tnica recta que pasa por dos puntos,
salvo que los dos puntos coincidan, en cuyo caso hay infinitas rectas.

Lo importante del razonamiento anterior es que identificamos el espacio de las posibles
configuraciones (las posibles rectas, P?) y las condiciones adicionales como condiciones
geométricas sobre el espacio de configuraciones.

Veamos un problema del mismo estilo del anterior:

Ejemplo 2.7. ;cuantas cénicas pasan por 5 puntos generales pq,...,ps € P??
El primer paso es encontrar el espacio de las conicas. Una cénica estd dada por un
polinomio homogéneo de grado 2 en 2y, 21 y 29, es decir, es de la forma:
2 2 2
apZg + A12021 + Q22022 + A32] + 42129 + A525.

Por tanto una cénica queda determinada por una vector (ao,...,as) € C°® — {0} y al
identificar ecuaciones de una misma cénica se obtiene que

My = {cénicas en P?} ~ (C6 — {O})/C* ~ P°.

Igual que en el caso anterior, la condicién de que una cénica pase por el punto p; determina
una condicién lineal en Ms y, por tanto, el nimero de cénicas que pasa por los 5 puntos
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es #(Ly N ---N Ls) = deg(Ly)---deg(Ls) = 1, siempre que esta intersecciéon sea finita,
cosa que ocurre si los 5 puntos son genéricos. Notar que el hecho de que sean 5 puntos
resulta critico.

Antes de continuar, es importante hacer una distincién: las cénicas son, en principio,
de 2 tipos distintos:

= “suaves” intuitivamente elipses, hipérbolas y parabolas, en el caso real, y
= “singulares™ par de rectas o recta doble.

Para el problema que vamos a tratar a continuacién es necesario entender que significa
que una codnica C sea tangente a una recta L. En principio lo que se quiere es que haya un
punto p en donde el orden de contacto entre C'y L sea dos, es decir, m,(C' N L) = 2. Sin
embargo esta nocién puede no ser lo esperado cuando se consideran cénicas singulares,
como se muestra en la Figura [, donde m,(C' N L) = 2 y sin embargo no es lo que
intuitivamente se entiende por tangencia.

Ly

L1 2Ll

FIGURA 2. Interseccién de la recta L con cénicas singulares. En ambos
casos la multiplicidad de la interseccién en p es 2.

Ejemplo 2.8. ;cudl es el nimero de cénicas suaves que pasan por 4 puntos generales y
que son tangentes a una recta L7

Hay que destacar que el espacio de cénicas suaves no es compacto y, por tanto, el
problema es mas complejo. Una manera de solucionar este problema es compactificar
este espacio (es decir, incluirlo como un subconjunto denso de otro espacio compacto) y
preocuparse despues por las posibles soluciones extrafias. Una compactificacién obvia es
el conjunto de todas las cénicas, es decir P°.

Podemos suponer que las coordenadas se eligen de modo que L sea la recta zo = 0
en P2. En este caso, un punto (20 : 21 : 29) en la interseccion de L y la cénica (ag :

- : ap) satisface apz2 + a12021 + azz? = 0. Ahora bien, para que la multiplicidad de la
interseccién sea 2, es necesario que a’ — 4agaz = 0, lo cual define una cuadrica Q C P°.
Finalmente, si L; es la recta definida por la condicién de pasar por p;, Bézout dice que
H#(LiN---NLyN Q) =2, es decir que 2 conicas satisfacen las condiciones. Se puede ver
que para puntos en posicioén general las 2 cénicas esperadas son suaves.

Siguiendo con el mismo razonamiento anterior se esperaria que el niimero de conicas
que pasan por j puntos (j = 0,...,5) y que son tangentes a 5 — j rectas sea 2°=7. Sin
embargo, esto no es cierto. Veamos el caso j = 2, es decir, busquemos las conicas suaves
que pasan por p; y ps v son tangentes a Ly, Ly y L3, todos generales. Sea L la recta
que pasa por p; y p2, y consideremos la conica C' = 2L (la recta L “doble”). Resulta ser
que me(Hy - Hy - Q1 - Q2 - Q3) = 4, donde H; C P® esta determinada por la condicién de
contener al punto p; y Q; por la de ser tangente a la recta L;. Veamos esto intuitivamente.
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El conjunto de todas las lineas dobles es el conjunto V, definido como la imagen de la
aplicacién

v:P?* —P° dadapor w(ag:a;:as):=(ai: 2apa; : 2apas : aj : 2a1as : a3)

y resulta ser isomorfo a P2. Por otro lado, V C Q1 N Q2 N Q3 ya que la intersecciéon entre
cualquier recta doble y una de las L; es siempre un punto con multiplicidad 2. Por lo
tanto, para determinar la multiplicidad m¢(Hy - Hy - Q1 - Q2 - Q3) hay que calcular la
intersecciéon de Hy y Hy en V. Para esto notemos que la condicién de que p; esté en una
recta dada es una condicién lineal en (ag : a; : ag), pero resulta cuadratica en V. Por
lo tanto estamos intersecando dos condiciones cuadréticas en P? (dos cénicas) y esto da
4. Por otro lado, la interseccién claramente tiene un tnico punto (L), que resulta tener
multiplicidad 4. Esto muestra que la cénica singular 2L contribuye con 4 al total de las
cénicas que pasan por p; y pe y son tangentes a las rectas Ly, Lo v L. El calculo original
usando Bézout daba 8 conicas, con lo que restan 4 cénicas que se puede ver que realmente
son suaves y son las cénicas buscadas inicialmente.

Los casos j = 1y j = 0 son mas complejos ya que hay una cantidad infinita de rectas
dobles en cada caso.

Estos “defectos”, las contribuciones de configuraciones no deseadas, ya sean finitas, como
en el caso j = 2, o infinitas, como en j < 2, son denominadas exceso de interseccion y
ocurre naturalmente en muchos problemas enumerativos. Se usan dos enfoques para tratar
el exceso: una alternativa es desarrollar un método de calculo efectivo para el exceso; la
otra es cambiar de compactificaciéon para trabajar en una que esté libre de exceso (éste
ha sido el enfoque mas usado clasicamente).

2.2. Curvas racionales. Para continuar con el estudio de problemas enumerativos es
conveniente introducir la nocién de curva racional. Técnicamente, una variedad racional
de dimensién n es una variedad algebraica biracional a P”. Una curva racional es una
variedad racional de dimensién 1. Demos, sin embargo, una definicién operativa mas
elemental.

Definiciéon 2.9. Una curva racional en P™ es la imagen de un morfismo f : P! — P"
dado por f = (fo, -, fa), con los f; € C[zg, 21] homogéneos de igual grado y sin factores
comunes. Una curva racional parametrizada es un tal morfismo f.

Ejemplo 2.10. f(zg,21) = (22,2},0,0,0) define una curva racional parametrizada en P*.

Si f = (fo,...,fn) es una curva racional parametrizada con deg(f;) = dy go,01 €
Clz0, 21| son homogéneos de grado k, entonces, f o (go,g1) es otra parametrizacién de la
misma curva racional, dada por polinomios de grado dk. Esto muestra que la nocién obvia
de grado de una curva racional como el grado de los polinomios en una parametrizacién
no es correcta. Se define el grado de una curva racional como el menor grado de todas las
posibles parametrizaciones de las curvas.

Nota 2.11. Una curva racional de grado 1 es una recta y una de grado 2 es una cuadrica.

Definicién 2.12. Una quintica en P* es una hipersuperficie genérica V' C P* de grado 5,
es decir que queda determinada por un polinomio homogéneo de grado 5.

Nota 2.13. Se puede ver que toda hipersuperficie suave de grado n + 1 en P™ es Calabi-
Yau (definicién en la Seccién [.J). En particular, toda quintica suave es Calabi-Yau.

Mas adelante estaremos interesados en el espacio de todas las quinticas o, méas espe-
cificamente, en las posibles deformaciones de una quintica dada. Como practica en esa
direccién veamos “cuantas quinticas” hay. Es facil ver que los polinomios homogéneos de



8 JAVIER FERNANDEZ

grado d en k variables forman un espacio vectorial de dimensién (dZﬁzl) y, por tanto, para

d =5y k =5 se tiene un espacio de dimensién 126. Sin embargo, esto no tiene en cuenta
las posibles reparametrizaciones: si se considera la accién de GLj, (o sea la composicién
de los polinomios con k polinomios lineales independientes en k variables) la dimensiéon
del espacio resultante es (dezl) — k2. En particular, para las quinticas se tiene un espacio
de 126 — 25 = 101 parametros. Esta deduccién no es completamente formal, sin embargo
el resultado es correcto.

Ahora pasamos a considerar una pregunta esencial para todo lo que sigue: jcuéntas
curvas racionales de grado d hay en una quintica V en P4?

Hagamos una primera estimacién para ver si la pregunta tiene sentido. V' esti determi-
nada por un polinomio homogéneo de grado 5, F' € Clzy, ... z4] y una curva racional de
grado d lo estd por una parametrizaciéon f = (fo,..., f1) con f; € C[zg, 21| homogéneos
de grado d. Ahora bien, cada f; involucra d 4 1 coeficientes, es decir que hay una familia
5(d+1)-dimensional de curvas racionales parametrizadas de grado d. La condicién de que
una curva esté contenida en V es que Fo f = 0, lo cual expresa una ecuacién en las varia-
bles zy, 21 que debe anularse idénticamente. Esto quiere decir que los coeficientes de este
polinomio de grado 5d deben anularse. Estos 5d + 1 coeficientes son, a su vez, polinomios
en los coeficientes de las f;. Todo junto, los 5(d+ 1) coeficientes de las f; deben satisfacer
5d + 1 condiciones, lo cual hace esperar (si F' es suficientemente genérico) un espacio de
5(d+1) — (5d + 1) = 4 parametros libres en la determinacién de las curvas racionales de
grado d. Sin embargo, hasta aqui hemos considerado una curva f parametrizada y, por
tanto, atn debemos tomar en cuenta las posibles reparametrizaciones. Como ya vimos
antes, las reparametrizaciones estan dadas por los posibles pares de polinomios lineales en
2 variables, que forman un espacio de dimensién 4. Finalmente vemos que no se esperan
pardmetros continuos libres en el espacio de las curvas racionales de grado d en V' y, por
lo tanto, tiene sentido preguntar por cuantas hay. Este argumento motivé la siguiente
conjetura al comienzo de los 80 [H].

Conjetura 2.14 (H. Clemens). Hay finitas curvas racionales de grado d en una quintica.
Mas atin, todas ellas son rigidas.

Esté claro que el argumento heuristico presentado para motivar la conjetura de Clemens
tiene muchos problemas para convertirse en una demostracién. Entre otras cosas, hay que
notar que como las curvas racionales parametrizadas no deben tener factores comunes, hay
que compactificar el espacio de posibles curvas y esto da origen a exceso de interseccién.

Hasta este momento la conjetura de Clemens estd probada para d < 9. Algunos resul-
tados se muestran en el Cuadro [, donde ny es el nimero de curvas de grado d.

‘ Ny ‘ referencia ‘

2875 | clésico, siglo XIX
609250 [Ld], 1985
317206375 [@], 1991

CUADRO 1. Algunos ntimeros de curvas racionales

W N |

., Cémo se calcularon estos nimeros? En general, el espacio de las curvas racionales
de grado d no es compacto. Sin embargo, para d = 1 si lo es, y para d = 2,3 admite
una compactificacién suave explicita. Para d > 3 no se sabe continuar con las mismas
herramientas. Cabe acotar que S. Katz demuestra en [[[2] la conjetura de Clemens para
d < 7, pero sélo puede calcular ny. Es con mucho esfuerzo que G. Ellingsrud y S. Strgmme
calculan ng en [{].
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2.3. Aplicaciones estables. Motivadas por ideas de la fisica, las aplicaciones esta-
bles (stable maps, en inglés) proveen una manera de compactificar los distintos espacios
de curvas racionales de manera “manejable”. A continuacién daremos una definicién ad-
hoc de aplicacién estable, que puede ser mejorada y extendida usando herramientas més
sofisticadas.

Definicién 2.15. Un drbol de P's es una curva cuyas componentes son P's con, a lo
sumo, puntos dobles como singularidades y con género aritmético 0. En otras palabras, es
una unién de finitas curvas isomorfas a P!, cuyas intersecciones son finitas y sin ningtn
lazo cerrado. La Figura [] ejemplifica esta situacion.

FIGURA 3. Arbol de P's: la figura de la izquierda es un arbol con 7 compo-
nentes, mientras que la de la derecha no lo es por contener lazos no triviales.
Las rectas representan los distintos P!

Definicion 2.16. Sea C' = U?ZIC]- un arbol de P's. Un morfismo de drbol es una aplica-
cién f: C'— P™ tal que f o w;l : Pt — P" (¢; : C; — P! una parametrizacién) es una
curva racional o es constante. El grado de f es

k
deg(f) := > deg(f o).

Ejemplo 2.17. Una curva racional parametrizada f : P! — P" de grado d es un morfismo

del arbol P!, de grado d.

Ejemplo 2.18. f(z,21) := (23,2%,0) es un morfismo de grado 2 del arbol P! en P?. Este
morfismo es un revestimiento doble de P!, su imagen, con puntos de ramificacién (1: 0 : 0)

y (0:1:0).

La idea es que el conjunto de morfismos de arboles debiera servir de compactificacién
de las curvas racionales. Sin embargo, es un conjunto demasiado grande y con patologias
topoldgicas. La solucién es quedarse sélo con algunos morfismos.

Definiciéon 2.19. Un morfismo de arbol f : C' — P" es estable si toda vez que f|¢; es
constante, entonces C; tiene, al menos, 3 puntos dobles (nodos).

Definiciéon 2.20. Dados dos morfismos estables de arboles f : C' — P"y ' : C" — P,
un morfismo f — f’ es una aplicaciéon g : C' — C” tal que el diagrama

c—Lspr

"\

C/



10 JAVIER FERNANDEZ

_1 . 1 1 . .
conmuta y que ;o go 1, : P' — P' es una curva racional parametrizada cuando
g(Cy) C C7. Un dsomorfismo es lo obvio.

Ejemplo 2.21. Si go y g1 son dos polinomios lineales homogéneos, entonces (go, g1) define
un isomorfismo de cualquier morfismo de arbol f : P! — P,

Definicion 2.22. El espacio de moduli de aplicaciones estables de grado d y género 0 a
P, Mo o(P",d), es el conjunto de todas las clases de isomorfismo de aplicaciones estables

de grado d. En lo que sigue vamos a abreviar Mg (P, d) con M(P",d).

Nota 2.23. Debido a los Ejemplos B.T7 y B.2] las curvas racionales de grado d estan
contenidas en M (P",d).

2.4. El programa de la geometria enumerativa. Este es un buen momento que el
lector repase algunas nociones de topologia algebraica. Un minimo recorrido de algunas
ideas relevantes aparece en el Apéndice [£.9.

Presentamos a continuacién una serie de pasos (“programa’”) para analizar problemas
de geometria enumerativa. Por supuesto, esto debe ser tomado a nivel filoséfico.

1. Hallar un espacio M que compactifique el espacio M de todas las configuraciones
geométricas bajo estudio. Por ejemplo, las conicas o las curvas racionales de grado
d.

2. Hallar k := dim M subvariedades de M, Z,. .., Z; que parametricen las condicio-

nes impuestas a las configuraciones geométricas. Por ejemplo, que pasen por un

punto, o que estén contenidas en una cierta subvariedad.

Calcular H*(M,Z) y [Z1),...,[Zx]) € H (M, Z).

4. Hallar el “ntamero de soluciones” mediante la evaluacion de [7[Z1]- - [Zi] € Z,
eventualmente tomando en cuenta el exceso de interseccion.

b

2.5. Exceso de intersecciéon. Ahora volvemos sobre el exceso de interseccién para
entender el aporte combinatorio de una familia con infinitas configuraciones. Comencemos
tratando de aplicar el Teorema de Bézout a [ := C; N Cy con Cy = Z(zpz1) y Cy :=
Z(2022) en P?. En principio, la dimensién esperada para I es 0 ya que se intersecan dos
hipersuperficies en un espacio de dimensién 2. Sin embargo, [ = {(1:0:0)}U{(z0 =0)},
vale decir, I tiene una componente W isomorfa a P!. Por otro lado, si calculamos

/[PQ[Cl] (G = /[P22[H] - 2[H] = 4/D>Q[H]2 _ 4

., Cual es el significado de este resultado? Por supuesto, esperamos que 1 de esas 4 unidades
sea (1:0:0), contado con multiplicidad 1. Por ende, W tiene que dar cuenta de las otras
3 unidades. Para entender este comportamiento aplicaremos una técnica muy comtn:
deformemos C) y Cy a ver que ocurre ya que, de algiin modo, I corresponde a una
situaciéon degenerada.

Definimos

Q](t) = 2075 +tPj(Zo,Zl,ZQ) € C(t)[ZQ,Zl,ZQ], con Pj(l,0,0) =0 paraj = 1,2,

donde P; € Clz, 21, 22] son polinomios homogéneos (genéricos) de grado 2. Entonces
miramos C;(t) := Z(Q;(t)) e I(t) := C1(t) N Cy(t). Claramente, I(0) = I, mientras que si
t # 0y los P; son genéricos, I(t) consiste de (1: 0 : 0) y tres puntos adicionales. A medida
que t — 0, los 3 puntos adicionales se mueven hacia (zo = 0). Distintas elecciones de los
P;j llevan a distintas ternas de puntos, pero en todos los casos se obtienen tres puntos que,
en el limite, viven en la componente W de I. Esto explica el nimero 3 asociado a W.
Hay un método de célculo moderno que permite hallar este exceso de una manera mas
directa, también basado en la idea de deformaciones. No veremos como aparece sino que
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daremos el resultado. Si & — P"™ es un fibrado complejo de rango n y s es una seccién de
E se considera I := Z(s). Notar que la dimension esperada de I es 0 ya que, localmente,
s es una n-upla de funciones e I es la intersecciéon de los ceros de cada una de ellas, en
un abierto de P". Si W es una componente de [ de dimensién r, entonces W aporta al
exceso de interseccién

| el /Ao, 2.1)
W
con Nyypn = TP"|yw /TW, €l fibrado normal de W en P". Notar que en (E]) solo ¢,

puede contribuir a la integral por cuestiones de dimension.

Ejemplo 2.24. Veamos como se usa la técnica descripta en el caso del ejemplo del comien-
zo de esta Seccidén. Para comenzar, notemos que 2p21 y 2929, siendo polinomios homogéneos
de grado dos, son secciones del fibrado Op2(2), de modo que, juntas, definen una secciéon s
del fibrado & := Op2(2) & Op2(2). Ahora tomemos W := (25 = 0), la componente isomorfa
aP!del.

Calculemos algunas clases de Chern. Si i : P! ~ W — P? es la inclusién,

co(TP?|yw)  i*(e(TP?)) i*(1+ Hy)® (1+ H)?
M = = = = =1+ H € H*(P',Z

dWNwiw) = =) o(TPY) A+rH?  (1+H? (P 2)
donde hemos denotado por Hy a la seccién hiperplana de P? y por H la de P'.

Por otro lado,

c(Elw) =i*c(E) = i*c(Op2(2) ® Op2(2)) = i*c(Op2(2))? = i*(1 + 2H,)?
= (1+2H)*=1+4H € H*(P',Z).
Finalmente, la contribucién de W es

[ cl€lw) [ 1+4H -
/WC(€|W/NW/[P2)—/W Wiryes) _/Pl Ton P1(1+4H)(1 H)

:Al(1+3ﬂ>_/PlgH_3.

2.6. Curvas racionales en la quintica. Intentaremos aplicar el programa descripto
en la Seccion 2.4 a este problema enumerativo. Para ello, comenzamos por compactificar
el espacio de curvas racionales de grado d con el moduli de aplicaciones estables M (P4, d).
Luego representaremos la condicién de que una aplicacién estable esté en la quintica V
mediante un subconjunto Z C M (P* d). Este conjunto lo determinaremos mediante un
fibrado vectorial £ de rango r := dim M (P*,d) = 5d + 1, con una seccién s de modo que
Z := Z(s) y, por lo tanto, [Z] = ¢.(E) (ver Seccién R.2)).

En este caso, tenemos que el nimero de curvas racionales de grado d en la quintica,
quizas incluyendo exceso de intersecciéon, es

Ny = /ﬁ 7= /M ! (2.2)

Completamos la descripcién dando € y s. Definiremos £ fibra a fibra. Si f € M(P*,d),
entonces tomamos

&= HY(f*Opa(5)).
Notamos que, si f es una curva racional de grado d,
f7Opa(5) = Op1(5d)

y por lo tanto
dim H°(f*Ops(5)) = dim H°(Op:1(5d)) = 5d + 1
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como se buscaba.
Finalmente, se define la seccién s por

s(f):=Fo fe H(f*Ops(5)),

dénde F' es un polinomio que define a V. Entonces vale que
feZis)es(f)=0Im(f) c (F=0)=W

Lamentablemente todo lo expresado mas arriba es una idea de un camino a seguir pero
que tiene muchos inconvenientes. Entre otros

= El espacio M(P* d) no es una variedad suave sino un orbifold (vale decir, un
espacio que, localmente, es una variedad suave, cocientada por la accién de un
grupo finito) con grupos locales Aut(f).

= Del mismo modo, £ es un fibrado de orbifold.

= [Z(s)] ¢ H*(M(P* d),Q). Esto es asi ya que cuando se trabaja con orbifolds,
usualmente se introducen regularizaciones locales (dénde los coeficientes son en-
teros), pero hay cosas repetidas a nivel del orbifold, lo que fuerza a dividir por
la cantidad de repeticiones para compensar, y esto lleva a tener que considerar
operaciones sobre Q en vez de Z.

» Hay exceso de interseccién: si L C V' es una recta (hay 2875 de ellas) el espacio
de revestimientos de grado d de L tiene dimensién positiva si d > 1. Estos re-
vestimientos estan en Z(s) y, por tanto, Z(s) tiene dimensién positiva y hay que
calcular su contribucién.

A pesar de estos (y otros) inconvenientes, este programa se puede llevar a cabo. Esto
implicé que:
= Se adaptaron las teorias discutidas al contexto de orbifolds. Basicamente, en coho-
mologia sobre Q, un orbifold se comporta como una variedad suave.
= Se calcul6 el exceso de interseccion de los revestimientos de grado & de las curvas
racionales suaves (rigidas) de grado ¢ y resulté ser 5.

Por tanto, si la Conjetura de Clemens fuese vdlida, los nimeros de curvas racionales de
grado k en V estarian bien definidos y valdria
Ny = %n% = % Z m>ny,. (2.3)
k|d ml|d

Sin embargo, como no se conoce la validez de la Conjetura para d > 9, se procede al revés
y se toma (B-J) como una definicién de ciertos nimeros que, a su vez, mediante (B-J), son
usados para definir los ntimeros ngy, los llamados numeros de instantones. De este modo,
los ntimeros ny quedan (razonablemente) bien definidos, pero deja de ser claro cual es su
significado enumerativo.

Una manera de codificar todos los nimeros Ny es usando la funcion generatriz:

Fo(q) =5+ Z d* Naq®. (2.4)
j=1
La relevancia de (B.4) es que usando la “simetria espejo” se propuso una férmula efectiva
para Fy(q) que permite el calculo de los Ny y, por tanto, de los ny.
En 1996 A. Givental [B] e, independientemente, B. Lian, K. Liu y S.-T. Yau [[7] de-

muestran resultados mas generales que implican la validez de la férmula mencionada.

Nota 2.25. Es importante notar que, ain si se demostrase la Conjetura de Clemens, no
es automatico que los nimeros de instantones realmente sean las cantidades de curvas
racionales correspondientes. Esto es asi debido a que el calculo del exceso k% es correcto
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para el caso de revestimientos de curvas suaves. Sin embargo, hay curvas racionales de

grado 5 en V que tienen puntos dobles, y este es el menor grado para el que esto ocurre.

Esto lleva a que en el célculo de las curvas de grado 10 haya que considerar las contribu-

ciones de los revestimientos dobles de las curvas singulares de grado 5, como hizo notar
1

R. Pandharipande, que no es 4.

3. SIMETRIA ESPEJO

En esta Seccién veremos como las ideas propuestas por la fisica pueden ser usadas para
sugerir el nimero de curvas racionales de cualquier grado contenidas en una quintica. Para
mas detalles, consultar los dos primeros capitulos de [f].

3.1. “Fisica”. En las teorias fisicas llamadas de supercuerdas se estudian “espacios”
X en los cuales se desplazan las “cuerdas” (objetos unidimensionales, a diferencia de los
“puntos” de las teorfas clasicas) o “branas” (objetos de dimensién mayor). Una visién sim-
plificada es pensar que X = M, 3x Y, donde M, 3 es el espacio-tiempo de Minkowski usual
e Y es una variedad “pequena” y que, por lo tanto, no es percibida en la vida “cotidiana”.
Actualmente el interés esta en variedades con dimg X = 10, con lo que dimg Y = 6. Méas
atn, las condiciones fisicas de interés indican que Y es

= compacta y
= con una métrica con holonomia (contenida en) SU(3).

De aqui que Y es una variedad Kéhler y con una 3-forma holomorfa nunca nula, o sea
que es Calabi-Yau, pues su fibrado canénico (AT*Y) es trivial. Ver Seccién [3.

Dada una cierta geometria (variedad, métrica, etc.) se construye una teorfa fisica. La
“teorfa fisica” no es tnica (por ejemplo, cuerdas de tipo I, tipos IIA y IIB, heterética)
y a partir de estas teorias es posible recuperar alguna informacién sobre la geometria
subyacente. En muchos casos este paso no es biunivoco y distintas geometrias producen
una misma teoria fisica o teorias fisicas equivalentes.

En particular, existe una identificacién conocida como dualidad T que hace que ciertos
pares de configuraciones tengan teorias equivalentes. Un ejemplo de esto identifica la

teoria ITA en un toro con radios (71,...,7k,...,7q) con la teoria IIB en un toro de radios
1 1 . . , L, .
(H’ e Thels - - rq) si k es impar (y las teorias IIA entre si si k es par).

En general, dos variedades formen un par espejo si ambas dan origen a teorias equi-
valentes. Esto es un hecho fisico antes que matemaético. Los datos geométricos son, en
este sentido, una primera aproximacion al espacio de “pardmetros fisicos”, que no son bien
entendidos atn.

En el caso de interés de la simetria espejo el espacio de parametros es, aproximadamente,
el conjunto de los pares (V,w) donde V es una variedad Calabi-Yau con dimgV =3y
w = B+iJ una clase de Kéhler complexificada, es decir que B € H?(V,R) y J es una clase
de Kahler en el sentido usual. Intuitivamente el espacio de parametros estd foliado por
V' = constante (con clase de Kéhler variable) y w = constante (con estructura compleja
variable).

En este contexto, se construyen dos teorias fisicas llamadas modelos A y B. Para ca-
da (V,w) los espacios HY(V,APTy) y HY(V,Q},) corresponden a autoespacios de ciertos
operadores de la teoria fisica.

La ambigiiedad en el paso de la geometria a la fisica lleva a buscar pares (V,w) y
(V2 w?) que correspondan a teorias fisicas equivalentes. De este modo, las magnitudes
calculables por las teorias fisicas correspondientes han de ser iguales y esto permite rela-
cionar informacién de (V,w) con la de (V° w°). En el caso de la simetria espejo hay un
signo de diferencia en la definiciéon de los operadores fisicos mencionados en el parrafo
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anterior, lo que lleva a que el modelo A en (V,w) se corresponda con el modelo B en
(VO WY). En términos de los autoespacios mencionados:

HO(V,APTy) s HY(VO, )

3.1
HI(V,90) s HI(VY, APTy0) (3-1)

o, dado que las variedades son Calabi-Yau, eligiendo una 3-forma holomorfa no nula se
tiene el isomorfismo Ty, ~ Q%/_l y por lo tanto:

HI(V,Q57P) e— HY(VO,QF,)

) S (3.2)
HI(V,QF) —— HI(V°, Q3 PTy0)

Las dimensiones de los grupos de cohomologia de V' usualmente se muestran en el
diamante de Hodge:

B33 (3.3)
3.2 )23
B3l }2:2 ,L3
h3’0 h2,1 h1,2 h0’3
2.0 Bl 1,0:2
hl,O hO,l
h0,0

donde h?? := dim¢e(HY(V,€,)) son los nimeros de Hodge de V.

En particular, para una variedad V' con grupo de holonomia (exactamente) SU(3) y
tomando en cuenta las simetrias generales del diamante de Hodge se tiene un diamante
de la forma:

1 (3.4)
0 0
0 hy' 0
1 het h! 1
0 hy' 0
0 0
1

y, en principio, uno similar para la variedad espejo VV°. Sin embargo, si tenemos en cuenta
las correspondencia vemos que
P ) q

h'l=he oy byt =hie, (3.5)
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con lo que el diamante de V° se convierte en

1 (3.6)
0 0
0 het 0
1 hyt hyt 1
0 et 0
0 0
1

Concluimos que los diamantes de Hodge de V' y V° se corresponden entre si a través de
una reflexién en un espejo cruzado a 45 grados. Este es, de hecho, el origen del nombre
“simetria espejo”.

Esta correspondencia de los niimeros de Hodge de los pares espejo fue la primera predic-
cién matematicamente verificable de los argumentos fisicos. Rapidamente se compilaron
listas de variedades Calabi-Yau de dimensién 3 (por ejemplo se estudiaron todas las hiper-
superficies en espacios proyectivos ponderados) y se buscaron pares de variedades donde
valiese (B.H). Sorprendentemente se hall6 una buena cantidad de pares con esta propiedad,
aunque no todas las variedades de la lista encontraron su “par” [[Ld].

Ahora bien, la simetria espejo indica que, ademas, los espacios de parametros alrededor
de (V,w) y (V9 w") debieran ser isomorfos aunque, debido al cambio de signo mencionado
antes, los roles de las foliaciones V' = constante y w = constante quedan intercambiados.
En otras palabras, manteniendo V' y w' fijos, las variaciones en w debieran correspon-
derse con las variaciones en V°. Esta relacién entre el moduli de estructuras de Kahler
complexificadas (w) de V' y el moduli de estructuras complejas (V°) compatibles con w’
result6 totalmente inesperada y sorprendente. En términos cohomolégicos, se trata de un
isomorfismo (local, alrededor de ciertos puntos con “degeneracién maxima”)

Mg (V') Mc(V°) (3.7)

aplicacién
espejo

donde Mg (V') denota al moduli de estructuras Kihler (complexificadas) sobre V'y Mg (V")
al moduli de estructuras complejas sobre VY. Tomando diferenciales, la aplicacién espejo
da un isomorfismo entre los respectivos espacios tangentes:

HY(V,Ql = HY (V°,02%,) .
( v) diferencial ( vo)
aplicacién
espejo

Por otro lado, la teoria fisica “define” ciertas funciones llamadas funciones de tres puntos
para cada juego de parametros (V,w). Si (V,w) y (V° w°) son un par espejo, la funcién
de tres puntos del modelo A de (V,w) debiera coincidir con la del modelo B de (V°,w°)
(v viceversa). Esta igualdad permite relacionar informacién sobre (V,w) y (V?,w°) y es la
clave para el calculo de los nimeros de curvas racionales en la quintica que mencionamos
en la Seccién P.G. Del calculo de ciertas integrales funcionales se obtienen las siguientes
expresiones para las funciones de tres puntos de los modelos A y B con parametros (V,w).
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» Modelo A, con wy,wsy,ws € HY(V,Q,):

27rzfﬂ
(Wy,wa,ws3) = / wy A wa A ws + Z ng/wl/wg/wg T (3.8)

BeH,(V,Z)—{0}

donde los ng son ciertos “nimero de instantones” que, en principio, debieran coin-
cidir con nimeros de curvas racionales en V.

= Modelo B, con 0,605,605 € H'(V,Q3%):
(01,02, 05) — / QA (Vo Vo, Vo) (3.9)
1%

donde Q2 es una 3-forma holomorfa no nula en V' (convenientemente normalizada)
y V es una cierta conexién (la conexion de Gauss-Manin), canénicamente definida
sobre el espacio de estructuras complejas de V.
Entonces, usando la aplicacién espejo para identificar H'(V, Q) con H'(V°,Q2,) (es
decir, los w; en V con los 6; en V?), la igualdad de las funciones de tres puntos del modelo
A de V con la del modelo B de V7 es

<w1aw27w3>(v,w) = <91792793>(V0,w0)' (310)

En resumen, si bien la teoria fisica no esti formulada correctamente desde el punto de
vista matematico, es posible hacer una serie de predicciones a partir de la misma de modo
que estas predicciones puedan ser probadas o refutadas matematicamente. Hemos listado
predicciones de tres tipos diferentes

= numéricas: las dimensiones de ciertos grupos de cohomologia de las variedades
espejo han de coincidir (B3),
= isomorfismo (local) de espacios: los espacios de moduli de variedades espejo han
de ser localmente isomorfos (B.1) y
= igualdad de funciones: las funciones de 3 puntos de los modelos A y B para pares
espejo coinciden (B.10).
En lo que sigue usaremos estas predicciones para motivar el calculo de curvas racionales
en la quintica.

3.2. El modelo A en la quintica. Para el caso en que V es la quintica, H'(V,,)
es generado por [H], la clase de la secciéon hiperplana y, por lo tanto, el tinico valor de
interés de la funcién de tres puntos en este caso es ([H], [H], [H]). Por otro lado, Hy(V,Z)
esta generado por la clase de cualquier recta L y por lo tanto (B-§) da:

o ey = 1o+ 3o 1) 7

donde hemos usado la notacién ¢ := /¥, para la clase de Kihler complexificada w.
Ademés, la suma sobre Hy(V,Z) se convirtié en una suma sobre los miltiplos positivos
de L ya que los nimeros de instantones se anulan para d < 0. Continuando se tiene

<[H]7[H]7[H]> :5+and3 4 —5+and3zqkd
d=1 d=1 k=1 (3.11)
_5+Z > " nad®)g" —5+Z rN.q" = Fy(q)
r=1 d|r

donde hemos usado (R.3) para escribir N, en términos de n, y la tltima igualdad es la
definicién de la funcién generatriz Fy en (B.4).
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3.3. El espejo de la quintica. Es conocido que h%}l = 1 (usar el Teorema de la seccion
hiperplana de Lefschetz) y, en la Seccién indicamos que h%,’l = 101. Por lo tanto, la

variedad espejo de V, V°, supuesto que exista, debe tener ntimeros de Hodge h%/(l) = 101

2,1 ] Co } .
y hijo = 1. Aqui vale la pena observar que, si bien nos referimos a V0 como “la variedad

espejo”, desde el punto de vista complejo no esperamos una variedad sino una familia de
variedades ya que en este lado del espejo lo que permanece constante es w” y no V°. Mas
aln, h%/(l) = 1 indica que V° es una familia de estructuras complejas con un parametro.

La primera construcciéon de V°, motivada por la fisica, se debe a B. Greene y R. Plesser
y la describimos a continuacién.

Sea G = {a = (ag,...,as) € Z2 : > a; = 0}/Z5, donde el cociente es respecto del Z;
diagonal. Si y := e*"/°, G acttia sobre P* como a - (29 : ... : z4) 1= (u%20 1 ... 1 u™2y).
La existencia de puntos fijos para esta accién implica que P*/G es singular.

Se definen hipersuperficies Xy, = (2§ + -+ + 25 + ¢z---z4 = 0) C P*. Como la
accién de G en P* preserva las X, las hipersuperficies descienden a P*/G, donde definen
hipersuperficies Yy,. Las Y}, son singulares y se puede ver que para ¢ # —5u’ (j =0,...,4)
resultan orbifolds.

La resolucién de las singularidades de Y, existe y es llamada V). Esta (familia de
variedades) es el espejo de la quintica.

Cabe acotar que la resolucién de singularidades no arroja un tnico resultado. Sin em-
bargo, el célculo de los periodos de V£ (que necesitaremos para las funciones de tres
puntos) es independiente de la resolucion elegida y, practicamente, ocurre al nivel de X.

Para ¢ # 0, 00, —5u7, X, resulta suave e Y}, tiene sélo las singularidades adquiridas de
P*/G.

La construccién descripta es la construccién original. Actualmente se conoce una cons-
truccién mucho mas general debida a V. Batyrev que permite construir el simétrico de
una variedad (bajo ciertas condiciones) usando geometria térica.

Atn resta un detalle técnico. ¥ no es un buen parametro en el espacio de estructuras
complejas ya que V£ es isomorfo a Vfw mediante (29 : ... : 24) — (u 7'z ... 2)
(recordar que un auténtico parametro en el espacio de moduli debiera corresponder a
clases de isomorfismos de variedades, y por lo tanto no debiera distinguir entre variedades
isomorfas). En cambio,

R

resulta un parametro en el espacio de moduli (el — en el exponente es por conveniencia).
En términos de x, el espacio de moduli de VY, denotado por M¢(V?), es singular en
x = —57°,0,00. Veamos que ocurre en estos tres puntos singulares de M¢(V?).

» 7 =00 (¢ = 0): V2 es la hipersuperficie de Fermat, que es suave en términos de ).
Sin embargo, al pasar 1) — x aparecen automorfismos no triviales y x = 0 resulta
un punto de orbifold en M.

» =0 (¢ =00): es (el cociente de) la unién de 5 hiperplanos que resulta ser “bien
singular”.

» v = —57° (¢p = —5p’): hay un tnico punto singular en V?, que resulta ser un
punto doble.

De la resolucién de singularidades sale que V¥ es suave para todo otro valor de z. Es decir,
Mg(VO) =P — {0,000, —57°}.

Examinemos ahora Mg (V'), el espacio de moduli de estructuras Kahler (complexifica-
das) en V. Una clase de Kéhler complexificada es una clase w € H?*(V,C) cuya parte
imaginaria es una clase de Kéahler en V. El espacio de todas las clases de K&hler com-
plexificadas forma un cono real que denotaremos por K¢(V'). Para construir el espacio
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de moduli hay que considerar la acciéon de automorfismos de V. Esto es algo bastante
complicado por lo que se elije trabajar con el espacio de moduli stmplificado definido
por K¢c(V)/H?*(V,Z), que igualmente llamaremos Mg (V). Siendo V la quintica se puede
identificar H*(V,C) = C - [H], de modo que K¢ (V) = {¢t[H] : t € C con Im¢ > 0}. Para
describir Mk (V') notamos que si t es la coordenada de K¢ (V) (el semiplano superior),
q = €™ = 2™ /1 es una coordenada en Mg (V), con lo que Mg (V) ~ A*, el disco pun-
teado. Notar que, con estas identificaciones, una clase de Kéhler (volumen, radio) grande
corresponde a ¢ cercano a 0.

Como mencionamos en la Seccién B, My (V) ~ Mg(V?), al menos localmente cerca
de algin punto del borde de dichos espacios. El punto de borde en cuestiéon tiene que
corresponder a volumen muy grande (en My (V)) y a maxima degeneracién (en Mc(V?)).
Se puede demostrar que para la quintica y su espejo, las tinicas posibilidades son ¢ =0y
x = 0 (sin embargo, para otras variedades puede haber multiples posibilidades).

El parrafo anterior indicarfa que una posibilidad para la aplicacién espejo (que identifica
Mg (V) con Mc(V?)) es tomar ¢ = x. Sin embargo esto es incorrecto ya que jhay que tomar
en cuenta “correcciones cuinticas”!

3.4. La aplicacién espejo. Vimos en la Seccién B que My (V') tiene una coordenada
natural ¢, inducida por H € H*(V,Z), la seccién hiperplana. Si ¢ recorre el semiplano
superior, ¢ := ¢*™ recorre el disco punteado y es la coordenada en My (V).

;Cual es la coordenada “natural” a considerar en M¢ (V") cerca de z = 07 Una idea
podria ser tomar una €, € H°(V?, Qf/zo) no nula y considerar funciones x — f,y ), para

distintos ciclos v € H3(V?,Z) (notar que este grupo de homologia es topolégico y, por
tanto, independiente de z). Esta idea tiene el problema de que la funcién puede no estar
bien definida debido a que al considerar sus valores alrededor de un lazo no trivial alrededor
de z = 0 su valor no sea el mismo que al comienzo. Este fenémeno es llamado monodromia.
Sin embargo, por ser x = 0 un punto de degeneracién méxima, se sabe [[[§| que existen
ciclos g, 71 € H3(V.?,Z) con la propiedad de que

xr—>/ Q.
Yo

es invariante por la monodromia (por tanto define una funcién analitica atn en z = 0) y
de que

f% 2, . f”ﬂ 2
f'Yo 2, f“/o 2,

por la accién de la monodromia. Debido a esta dltima propiedad resulta que

+1

Jo
2mi o
€T +— e v 7

es univaluada y provee de una coordenada “natural” en un entorno de z = 0 en M¢ (V7).
Se propone que
O

211

g=ec o (3.12)

es la aplicacién espejo.

Ahora bien, formalmente (B.13), da una relacién entre ¢ y z. Sin embargo, para poder
hacer calculos efectivos es necesario describir més concretamente la dependencia de = del
lado derecho de (B.13). El calculo no es directo, sino que pasa por estudiar los periodos
de © a través de una cierta ecuacién diferencial.
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Dada una 3-forma holomorfa y no nula Q, en V? se definen sus periodos como las
integrales

yi(x) ::/ Q, para j=0,1.
Vi
Para poder definir la aplicacién espejo es necesario fijar una 3-forma holomorfa y no
nula 2, en VY. Para esto se usa la teorfa de residuos de P. Griffiths que, a partir de
una forma meromorfa en el espacio ambiente P*/G induce una forma holomorfa sobre
la hipersuperficie que es el divisor de la singularidad de la forma original. Esto da, por
ejemplo:

Q, =R
es(z3+---+z2+wzo---z4<jz

4
v (=1 2idzg- -5 - - dza)) (3.13)
=0
Estrictamente hablando, la forma 2 definida en (B-IJ) no esta bien definida en términos
de z sino en 1) (es multivaluada en z). Sin embargo, los periodos que se obtienen resultan
ser funciones de x bien definidas, y esto es lo que realmente nos interesa aqui.
Se sabe que cualquier periodo y(z) := fv ), satisface la ecuacion de Picard-Fuchs, cuya

forma explicita depende de haber tomado (B.13):

0= (1 y + Foa) o)y + o) o)y + @)@y + o)y (3.14)

con

2.5 7.5 2- 5% 25 -5z
0 =15y PO =1 MO =gy PO =
que es una ecuacién de Frobenius con un punto singular regular en z = 0. Se procede
del modo usual (ver los textos clasicos de ecuaciones diferenciales ordinarias [[L1] o [H]),

proponiendo una solucién del tipo
[o.¢]
y(z) =" Zajx] con ag#0.
§=0

El polinomio indicial que se obtiene es r* y la relacién de recurrencia es, para j > 1:
—1
(+r)*

La teoria indica que si, usando la recurrencia, se define

y(x,r) = ZBTZCLj(T)CB‘j7 (3.15)

a; = (5°(G—1+7)*+2:5°(F = 1+7)* +7-5*(G—1+7)>+2-5*(j —1+7) +24-5)a,_,

Jo(z) := y(x,0) es analitica en z = 0 y hay un espacio unidimensional de tales soluciones.
Por tanto, yo(x) = bofo(z) para alguna constante by.

Las otras soluciones, singulares, de (B.14) se obtienen derivando (B.1) respecto de r y
evaluando en r = 0. En particular,

(@) == oy ) = log(e)o(x) + 32 (5o ()27

=log(x)go(x) + ¥(x)
resulta ser soluciéon de (B.14]) y se puede ver que
1

o (bog1 () + brgio(x))

Y1 ()



20 JAVIER FERNANDEZ

para alguna constante b; (el factor 27mi corrige la monodromia).
Usando la recurrencia se obtiene que

Jo(x)=1—-120c +--- 'y (x)=-7700+---
con lo que
1= s (22 — (L)l
Yo(z) bogjo(x)
1 U .
(12 p (LB £V _ o (01 (3.16)
bo Zo() Jo(z)
=cx(l =770z +---).
donde ¢; := eXp(g—;) es una constante que determinaremos mas adelante. Invirtiendo la
serie (B.10), se obtiene la aplicaciéon espejo z(q):
2
x:2+770(2) 4. (3.17)
(&1 C1

3.5. El acoplamiento de Yukawa. Ahora vamos a calcular la funcién de tres puntos
del modelo B para el espejo de la quintica V°, también conocido como el acoplamiento

de Yukawa Y. Si x es la coordenada en Mc(V?), 4L es una base de H* (VO Tyo) ~

H'(Vj, Q%/O). En la coordenada x, la conexién de Gauss-Manin aplicada a una forma a,

da

es al, = 5. Entonces
T

d d d
= [ Q. AQ" (3.18)

x%,a:%,m@) Vgg)

Y(z) = (

donde  es, por ejemplo, la definida en (B.13). Una vez mas, el célculo no serd por un
método directo sino a través del estudio de una ecuacién diferencial y con el auxilio de la
ecuacion de Picard-Fuchs (B.14).

En principio, €, es una 3-forma en V) y, por lo tanto, lo mismo se puede decir de
2. Sin embargo, una propiedad de la conexién de Gauss-Manin, llamada transversalidad
de Griffiths permite refinar esta descripcién. Para usar esta propiedad debemos recordar
que toda forma diferencial en una variedad compleja puede ser escrita, localmente, como
D Gy gijgdziy N o Ndz, NdZj A -+ A dZ;,. Esto permite definir los subespacios de
formas que, localmente, son suma de productos de p veces dz; con ¢q veces dz;. Estos
subespacios definen subespacios globales y descienden a la cohomologia. La cohomologia
de Dolbeault de V°, HP4(V?) corresponde al operador d actuando sobre estos espacios y
vale el isomorfismo HP4(V?) ~ HY(VY, Qf/g?). La transversalidad de Griffiths dice que si

k k
w, € P H(V,, 00) =~ @@ H (V)
j=0 Jj=0

entonces
d k+1 k+1
i (170 37\ o 3—4,j (1,0
v € DIV = P,

De aqui se deduce que, como Q, € HO(V?, Q%) ~ H39(V?), entonces

0, € HOV?, Q) @ H (V2 903y) =~ H(V2) & H>(1VY)
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Q€ H(V;, Qo) & HY(V,, Qo) @ H* (V) Qo)
~ (V))& H*H (V))& H (V7).
Aplicando la ecuacién de Picard-Fuchs (B.I14) a la forma €2, se obtiene
0=0"+ f3(2)Q" + fo(x)Q" + fi(z) + fo(z)Q. (3.19)
Recordamos que ng? «a s6lo depende de la componente de o en H3?(V?). Entonces multi-

plicando (B:I9) por 2, e integrando sobre V. se obtiene, tomando en cuenta el tipo (p, q)
de las distintas derivadas de €2,

0 :/ Q/\Q””+f3(x)/ QnQ”
Vo %

Por otro lado, dado que fVO QA Q" =0, tomando dos derivadas se obtiene

0:/ Q/\Q””—l—?/ QaAQ”
A Vo
Concluimos entonces que

1
Y/(Z') _/ Q/ /\ Q/l/ +/ Q /\ Q//// — 5/ Q /\ Q//l/
Vi 123 Vi

x 3

5
_ fB(x)/ Q"ANQ = — °°w Y(ZL’)
2 Jyo 1+ 5%

Vale decir, Y (x) satisface una ecuacién ordinaria de primer orden
ay 5°
e Y
dx 1+ 5%
que se resuelve inmediatamente para dar
Co
Y(z) = ———,
(@) 1+ 552

para alguna constante de integracién ¢y a ser determinada.

3.6. Normalizaciéon del acoplamiento de Yukawa. Notemos que la eleccién de una
3-forma holomorfa en V2, para x fijo es casi tinica, ya que todas difieren en una constante.
Sin embargo, al variar z, la constante puede cambiar, vale decir que en verdad €2, esta
definida salvo una funcién multiplicativa de z. Esta ambigiiedad puede ser eliminada si se
impone alguna condicién adicional sobre ),. En nuestro caso impondremos que f% Q, =1,
donde vy es el 3-ciclo introducido en la Seccién B.4. Si €2, es la forma definida en (B.I3),
entonces

Q Q
f’YO Qz yo(ﬂf)

sigue siendo una 3-forma holomorfa y no nula pero que, ademas, satisface la normalizacién
impuesta.

El acoplamiento de Yukawa normalizado, Yy, puede ser calculado usando las mismas
ideas (esencialmente transversalidad de Griffiths) usadas en la Seccién B.5:

o= [ ot (at) ~ Ly et et

1 Co

2w O T roR®
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3.7. Conclusiones. En las Secciones anteriores hemos calculado las funciones de tres
puntos para la quintica V' y su espejo VY. También hemos encontrado la aplicacién espejo.
Ahora queremos aplicar esta informacion a la igualdad que se deriva de (B-I0):

(H,H,H) = (0,0,0) (3.20)

Para poder hacerlo, aiin tenemos que identificar el valor de 6 que, via la aplicacién espejo,
corresponde a evaluar el lado izquierdo en la clase hiperplana H.

Para esto comenzamos por identificar H'(V,€,) con el espacio tangente al moduli de
estructuras de Kahler complexificadas My (V). Entonces ¢ — H define un campo tangente
a My (V). Si, como ya hicimos, identificamos H'(V,,) = {tH : t € C} y q := €™, el
campo ¢ — H corresponde al campo

d d

= = Ymia—
at ~ Mg

Que esto es asi se puede ver ya que tomando un punto tqH, el campo ty — H corresponde

ala curva toH +tH, cuya derivada es H y el isomorfismo entre H"! y C es toH ~ t,, con

lo que la curva toH + tH corresponde a la curva ty + t que, a su vez, corresponde a %.

. . . .. . d d _ dr d
Ahora, aplicando la derivada de la aplicacién espejo tenemos que " x*(d—q) = Qi

con lo que, finalmente,

d dr d
H =27niq— — 2mwig—— =: 0
quq — quq o
El objetivo ahora es evaluar la funcién de tres puntos en 6:
3 3
qdx d d d qdx Co
0,0,0) = | 2mi—— —. x—,x—) = | 2m—— 3.21
(6.6.6) ( = dq> <$dw’$d9:’xda:> = dq ) (1+5%z)y3(x) (3:21)

Separemos esto en dos partes y, en cada una, apliquemos los desarrollos en serie ya cal-
culados.

C2 . C2
(14 557)y2(z) (1 +552)b3(1 — 1200 + - - - )2
Co
(1457 L 4 )BA(1 - 120 - -2
. Co 1
by (1+5L+-)(1—240L +---)
Co 1 Co

q
== = —(1—2885=+ -
b5 (1+2885% +---) bg( 01+ )

Por otro lado,

3
qdx , 1 q 3

1
= (2mic(1-770L 4 ) (= + 1540 L 4. ))°
G 1 cy

= (2mi)*(1 + 7702’—1 +o )P = (2mi)3(1 + 23105—1 +o)
Con lo que, volviendo a (B.21)), tenemos
%(MLZBNC%+---)(1—28850%+~--)
= %(1_57524_...)

b(% (&1

(0,6.,0) =
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Ahora bien, de acuerdo con (B.10) y (B.11]) , esta tltima expresién debe ser la funciéon
generatriz [((q). Pero entonces, por (B-4) tenemos

27i)3
(7”2) Ca-5L 4+ ) =54 Nyg+--- (3.22)
Para que esta identidad sea cierta es necesario que (2”12362 =5, con lo que (B.29) se reduce
0
a
59875 4. =5+ Nygt--- .

1
De la relacién (R.3)) entre Ny y ng y del valor de n; dado en el Cuadro [l concluimos que
N; = 2875, con lo que ¢, = —1.
En resumen, la igualdad entre las funciones de tres puntos para la quintica y su espe-
jo (B.20) se convierte en

[e.9]
5+2875¢+ - =5+ d’Ng"*
d=1
y, teniendo en cuenta la relaciéon (R.3) entre N; y ng vemos que calculando los términos de
mayor orden en ¢ de (6,6,0) se pueden calcular tantos ntimeros de instantones 1y como
se deseen. Este método, implementado en MAPLE da los resultados que se muestran en el

Cuadro [.

| d | ny |
1 2875
2 609250
3 317206375
4 242467530000
5 9229305888887625
6 248249742118022000
7 295091050570845659250
8 375632160937476603550000
9 503840510416985243645106250
10 704288164978454686113488249750
11 1017913203569692432490203659468875
12 1512323901934139334751675234074638000
13 92299488568136266648325160104772265542625
14| 3565959228158001564810294084668822024070250
15| 5624656824668483274179483938371579753751395250

CUADRO 2. Algunos ntimeros de instantones

4. APENDICES

En lo que sigue mencionaremos algunos temas basicos que se suponen conocidos por los
lectores pero que igualmente se incluyen para fijar la notacién y para presentar algunos
aspectos de manera apropiada para el uso que damos en las notas. En la Seccion ] se
define el espacio proyectivo complejo P" y se mencionan varias de sus propiedades. En la
Secciéon (.3 visitamos muy brevemente algunas herramientas de la topologia algebraica,
incluyendo las clases de (co)homologia asociadas a subvariedades, el producto en cohomo-
logia (en casos especialmente favorables), clases de Chern de fibrados vectoriales y algunas
de sus propiedades. La definicién de variedad Calabi-Yau es revisada en la Seccién [£.J. Los
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espacios proyectivos forman parte de la familia de las Grassmanianas, que son el conjunto
de subespacios de dimensién fija de C”; estas nociones son indicadas en la Seccién [.4.
Por dltimo, en la Seccién [L.F, se calcula el nimero de rectas en una superficie de grado 3
en P3. Estas ideas pueden usarse para resolver otros problemas enumerativos, incluyendo
el ntimero de rectas en la quintica en P*.

4.1. Espacio proyectivo complejo P". El espacio proyectivo complejo de dimensién
n, P", es el conjunto de subespacios de dimensién 1 en C""!. Hay varias maneras de

visualizar P". Por un lado, todo vector (2, ...,z,) € C"*' — {0} define una recta y, por
tanto, un elemento de P" que denotamos por (zy : ... : z,). Ahora, todo multiplo escalar
de (zo,...,2,) define la misma recta por el origen y es claro que toda recta por el origen

proviene de esta construccién. En otras palabras, tenemos la biyeccién
P" ~ (C"*' — {0})/C",

donde C* := C — {0} acttia sobre C"*' — {0} por multiplicacién de escalares. Usando
esta identificacion es facil ver qué debiera ser una recta en P": es el subconjunto inducido
por un subespacio de dimensién 2 en C"™!, y lo mismo para subconjuntos de dimensién

mayor.
Otra manera de visualizar P" consiste en considerar ciertos subconjuntos. Sea

Ui ={(z0:...:2,) € P": z; # 0}, (4.1)

o sea, el conjunto de rectas que no estan contenidas en el hiperplano z; = 0 en C"*'.

Entonces se definen aplicaciones

20 Z z
) n ) : — J n
¢; :U; —C"  como ¢j(z0:...:2,) = (—,...,—,...,—).
Zj “j “j
Graficamente, ¢; asigna a la recta (2o : ... : z,) su interseccién con el hiperplano afin

z; = 1, e identifica este hiperplano con C". Ver Figura 4.

A €o
C3
Ly
2 I <
7 7/
2
// ,/20—12@
7 7
7 7
. Po(L1) e .
7 7/
7 ‘/
7 _s
7/ 7/
7 7/
L e e - — — — b e e — - 7
€1

FIGURA 4. El parche coordenado (Uy, ¢y) en P2

El conjunto {(Uo, ¢0), ..., (U, ¢n)} define un atlas para una estructura de variedad
compleja de dimensién n en P”. Construcciones anadlogas reemplazando C con R permiten
obtener el espacio proyectivo real, RP™.
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La 2-forma —4@'05(%2_0 + -+ 2,%,) en C"*! define una 2-forma w en P", que define
una estructura de Kahler en P". Finalmente, también es posible dar a P" estructura de
variedad algebraica suave (de tipo Fano).

Es facil ver que P" ~ (C”“ — {0})/@* ~ §?H1 /Gl lo cual muestra que P" es una
variedad compacta.

Cabe notar que si f € Clzp, ..., 2,), entonces (si deg(f) > 0), f no define una funcién en
P™, ni su conjunto de ceros esta bien definido en general. Sin embargo, si f es homogéneo,
su conjunto de ceros define un subconjunto Z(f) C P" que es llamado hipersuperficie de
grado d. El teorema de la funcién implicita (en su versiéon holomorfa) permite ver que
si para cada z € Z(f) alguna g—gj|z # 0, entonces Z(f) es una subvariedad de P™ con
dim¢ Z(f) = n — 1. Estas son llamadas hipersuperficies suaves, y los puntos de Z(f) en

donde todas las derivadas de f se anulan son llamados puntos singulares de Z(f).
Los morfismos entre espacios proyectivos se obtienen con polinomios homogéneos del

mismo grado: si fo,..., fn € Clzo,...,2mn] son homogéneos de grado d,

F(zo:oooizm) = (fo(zo,- -y 2m) s oot fu(z0, -5 2m))
define un morfismo F : P™ — P™. Por ejemplo, F'(zo : 21) := (22, 2021, 2}) es un morfismo
de P! en P

La cohomologia de P" es muy facil de calcular a partir de una descomposicién celular.
El resultado es que

fﬂ(PﬂZ)::{

Zsin=2jparaj=0,1,....,ny

{0} en todo otro caso,

o, mejor atn, H*(P",Z) ~ Z[H|/{H™) como anillos. H representa la clase hiperplana,
es decir que es una 2-forma que es dual de Poincaré de la subvariedad formada por un
hiperplano en P (ver ). Se puede ver que H y w coinciden en H*(P",Z).

4.2. Recuerdos de topologia algebraica. En este apéndice mencionaremos breve-
mente algunas de las ideas y resultados de topologia algebraica que son usados en las
notas.

4.2.1. Homologiay Cohomologia. Si Z C X es una subvariedad de dimensioén dimg(Z) =
ky con dimg(X) = n, entonces Z define clases de homologia y cohomologia que denotamos
[Z] en ambos casos. En el primer caso [Z] € Hy(X,Z) y en el segundo [Z] € H" *(X, 7).
También define una clase en el anillo de Chow A*(.X), pero no usaremos este objeto. Ambas
clases [Z] son duales de Poincaré, vale decir que si (, ) : H" *(X,Z) x H, (X,Z) — Z
es el apareamiento dado por la evaluaciéon de la cohomologia en la homologia, entonces,

([2,[Y]) =#(ZnY) (4.2)

para toda subvariedad Y C X de dimensién n — k y que interseca a Z transversalmente.
Si Z; C X es una familia de subvariedades suficientemente genéricas, entonces [Z;] es
constante en t. Esta dltima aseveracién definitivamente requiere més detalles, para los
cuales se recomienda al lector consultar la bibliografia.

Si X es conexa, como habitualmente se supone, (, ) se usa para definir un isomorfismo
fX H"(X,Z) — Z como fX = (w, X). La notacién es adecuada ya que cuando se
trabaja con coeﬁc1entes reales y se identifica la cohomologia con la cohomologia de de
Rham, fX se realiza como la integral de n-formas diferenciales.

La definicién del producto de interseccién en homologia y cohomologia es bastante
compleja, debido a la necesidad de definir correctamente la nocién de multiplicidad. Sin

embargo, cuando Z; y Z, son subvariedades de X que se intersecan transversalmente se
tiene [Z1] - [Zs] = [Z1 N Zy) en H* (X, Z).
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En el caso X = P", si H es un hiperplano, [H] € H?*(P",Z) (notar que en este caso
n = dimg(X)). De (-F) y que (, ) es no degenerado se sigue que si H; y Hs son hiperplanos
en P", entonces [H,| = [Hs] en H*(P™, 7).

SiY C P" es una hipersuperficie de grado d definida por el polinomio /'y L; son formas

lineales, la deformacién ¢t +— (t — 1)F(z) — tH;lzl L;(z), muestra que [Y] = Z;l:l[Hj] =

d[H], donde H; es el hiperplano definido por L;. (Notar que de este modo, el grado de YV’
es interpretado como “su coordenada” en la cohomologia.)

Finalmente, si Yj,...,Y, son hipersuperficies de grados di,...,d, que se intersecan
transversalmente:
#eny) = [y = [ TIwi= [ Tl
= (L [ =11
=1 ! =1

ya que [H]" es la cardinalidad de la intersecciéon de n hiperplanos genéricos en P", es decir,
es 1. Lo que acabamos de ver es una demostracién del Teorema de Bézout P.3.

4.2.2.  Fibrados y clases de Chern. Sea I — X un fibrado lineal complejo. Si s es una
seccion de L, el conjunto Z(s) = {x € X : s(x) = 0} es, para s genérica, una subvariedad
de X. Méas atn, si s; v $o son dos secciones de L suficientemente genéricas, entonces
t — tsy + (1 — t)s; define una de formaciéon de s; en sy. esto define una deformacion
de Z(s1) en Z(ss), que muestra que, para secciones suficientemente genéricas, [Z(s1)] =
[Z(s2)] en H*(X,Z). Esto permite definir la primera clase de Chern de L como ¢;(L) :=
[Z(s)] € H*(X,Z), para cualquier seccién genérica s. También se definen las clases de
Chern superiores para el caso de fibrados vectoriales de rangos més altos.

Una manera de ordenar las clases de Chern de una fibrado & — X de rango r es a
través de la clase de Chern total de £: c(€) =1+ (E)+ -+ ¢ (€) € H(X,Z). La
clase de Chern tiene una cantidad de propiedades muy tutiles. Por ejemplo, conmuta con
morfismos de espacios: si f : Y — X, entonces

(f°E) = fel€).
Otra propiedad es la formula de Whitney:
(&1 @ &) = (&) - c(&). (4.3)
Para fibrados lineales se tiene
c1(Ly ® Ly) = ¢1(L1) + ¢1(Ls). (4.4)

Otra herramienta de calculo es el llamado “Splitting Principle” que aproximadamente
establece que si una identidad polinémica en las clases de Chern vale para una suma
directa de fibrados lineales, entonces ésta vale para fibrados vectoriales de rango arbitrario.
Para el enunciado preciso y su demostracién referimos a la §21 de [l

Mencionamos las clases de Chern de algunos fibrados comunes sobre P". El primero

es el fibrado lineal Op» (1) dado, por ejemplo, por las funciones de transicién g;; = i—’
sobre los abiertos U; N U; segun ([E]). Es facil verificar que las secciones de Opn(1) son
los polinomios homogéneos de grado 1 en C[z, ..., z,]. Por lo tanto, ¢, (Opn(1)) = [H], ¥y

c(Opn(1)) =1+ [H].
Otros fibrados se obtienen por producto tensorial. Por ejemplo, para d € N, Opn(d) :=
Opn(1)®4, cuyas secciones resultan ser los polinomios homogéneos de grado d y entonces,

(Opn(d)) = 1 + d[H].
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Por dltimo consideremos el fibrado tangente de P™, TP™, que es un fibrado complejo de

rango n. No es dificil ver que ¢(TP") = (1 + [H])"™! en H*(P",Z).

4.3. Variedades Calabi-Yau. Para decirlo en pocas palabras, una variedad Calabi-
Yau es una variedad compacta Kéahler con fibrado canénico trivial. Esto implica que, si
n = dime¢ X, h™" = 1 para este tipo de variedades. Sin embargo, es importante notar que
sobre esta definicion bésica distintos autores (y atn el mismo autor) consideran condicio-
nes diferentes. Por ejemplo, en geometria algebraica es comin flexibilizar el requerimiento
de que sea una variedad suave para dejar lugar a cierto tipo de singularidades controla-
das. También es comtn que se pongan condiciones sobre la anulacién de ciertos grupos
de cohomologia: se suele pedir que h*" = 0 (lo cual implica que la variedad es algebraica)
o que h*? = 0 para 1 < p < n —1 (lo cual equivale a que la holonomia es SU(n)). Para
més detalles y referencias bibliograficas, se sugiere consultar el primer capitulo de [PJ].

Si X es una variedad compleja con dime X = n, la multiplicacién por i = /—1 define
un endomorfismo R-lineal .J sobre el espacio tangente real de X, TR X. Es claro que Jo.J =
—id. Si h es una forma hermitica sobre 78X se la puede descomponer como h = ¢ — iw,
con ¢,w reales e invariantes por J. En particular, w es alternada y da origen a una 2-forma
sobre X . Los autoespacios de J actuando sobre T8 X @ C permiten descomponer el espacio
de 1 formas Qf == Q' ® C = Q' @ Q%! (el primero correspondiente al autovalor i y el
segundo al —i). Esta descomposicién se extiende a las potencias Qf = @I;ZOQp’kfp y se
tiene que w es una seccién del fibrado QV!. La métrica h se dice Kdhler cuando dw = 0.
De modo equivalente, h es Kahler si y sélo si J es paralelo para la conexiéon de Levi-Civita
de la métrica g := Reh.

Para X Kihler, la teorfa de Hodge provee la descomposicion H*(X,C) = H?%(X) @
HY(X) @ H%?*(X). Las clases de w en H?(X,C) estan en H"! y son llamadas clases de
Kdhler. El conjunto de todas las clases de Kéhler de X forma un cono abierto en H'!.

El fibrado canonico Kx de una variedad compleja tiene por secciones locales a dz; A- - - A
dzp, donde (z1,- -, z,) son coordenadas locales complejas. Si h es una métrica hermitica
en X, ésta induce, en particular, una métrica h_g, en el fibrado dual al canénico, llamado
fibrado anticanonico —Kx. La curvatura de h_g, es:

1
X o

0T,

W-K

y se puede ver que
Ric(Ju,v) = 2nw_k, (u,v),

donde Ric es la curvatura de Ricct de la métrica Riemanniana g. En este contexto, la
primera clase de Chern de X es w_g, . Esto muestra una relacién entre la curvatura de
X y la de su fibrado anticanénico.

Es claro que si la curvatura de Ricci se anula para una métrica Kahler, también lo
hace su primera clase de Chern. La reciproca, es conocida como conjetura de Calabi y fue
demostrada por S.-T. Yau:

Teorema 4.1 (Yau). Sea X una variedad compacta Kdihler con primera clase de Chern
nula y una forma de Kihler « € H*(X,R). Entonces existe una tinica métrica Kihler en
X, h=g—1iw conw en la clase de o y de modo que w_g, = 0.

El siguiente resultado muestra la relacién entre las variedades Kéhler compactas con
clase de Chern nula y la holonomia.

Teorema 4.2. Sea X una variedad compacta Kdihler con primera clase de Chern nula.
Entonces existe un cubrimiento finito de X que es isomorfo a un producto de

= toros complejos y
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s variedades Kdhler compactas, simplemente conexas y con grupos de holonomia
(exactamente) Sp o SU.

4.4. Grassmanianas complejas. La Grassmaniana (compleja) G(r, k) es el espacio
de todos los subespacios de dimensién r en C*. En este sentido, P" = G(1,n + 1). Dado
que los subespacios de dimensién 7 de C* definen subvariedades lineales de P*~!, también
vale que G(r, k) es el conjunto de variedades lineales de dimensién r — 1 en P*~!. En todo
caso, G(r, k) es una variedad compleja, Kéhler, compacta de dimensién compleja r(k —1).
También es una variedad algebraica.

Un motivo por el que las Grassmanianas son importantes es porque sirven como espacio
clasificante de muchos problemas geométricos. Otro motivo es que son objetos muy bien
estudiados y con propiedades combinatorias muy interesantes.

El cdlculo de Schubert permite dar una descripcién completa del anillo de cohomologia
de G(r,k).

En lo que sigue nos concentraremos en el caso de las Grassmanianas G(2,n + 1) ya
que son los espacios que parametrizan las rectas en P™. Sea V; C C"*! el subespacio de
dimensién j generado por los primeros j vectores de la base canénica de C**!. Para cada
0<b<a<n-—1sedefine el ciclo de Schubert:

Oap ={LEG2,n+1): LNP(V,o) Dy L CP(Vpy1p)}

Estos ciclos son clausuras de celdas en G(2,n+1) y se puede ver que g, tiene codimensiéon
a + b dando, por lo tanto, origen a una clase en H>@*(G(2,n + 1),Z). Estas clases
resultan ser una base (de la estructura aditiva) de H2@*(G(2,n + 1),Z). Para calcular
la estructura multiplicativa hay varias férmulas que resultan convenientes:

= La tnica integral del producto de dos ciclos que no se anula es

/ Oab - On—1—-bn—1—a = 1
G(2,n+1)

= La férmula de Pieri:
04,0 Obec = E Ode
(d,e):d4+e=a+b+c, y c<e<b<d<n-—1

Usando estas formulas y la definicién de las celdas es posible calcular la estructura multi-
plicativa de la cohomologia. Veamos algunos ejemplos en G(2,4), vale decir, rectas en P3.
Comencemos calculando Uio con la férmula de Pieri:

2 _ _
019 =010 01,0 = E Ode = 0201+ 01,1
(d,e):d+e=2, y 0<e<1<d<2

Por otro lado, dado que H®(G/(2,4), Z) = (03), debe ser 07 | = aoy s, con a a determinar:

1:/ Jflz/ acrg’g:a/ 022 =a
G4 G(2.4) G(2,4)

ya que 025 = P(V4) que es un sélo punto en G(2, 4). Este mismo resultado se podia obtener
ya que Uil = 01,4 - 01,1 corresponde a la condicién geométrica de las rectas L C P? que
estan en dos planos en P3. Pero la interseccién de dos planos es precisamente una linea
que debe ser L. Es decir, 0%1 consiste de un tnico punto. El Cuadro Bl muestra la tabla
de multiplicacién completa de H*(G(2,4), 7).

Ejercicio 4.3. Dar la tabla de multiplicacién del anillo H*(G(2,5), Z).
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| ” 1 ‘ 01,0 | 02,0 ‘ 01,1 ‘ 021 ‘ 022 ‘
1 1 01,0 020|011 |021 | 022
01,0 || 010 | 020+ 011 | 021 | 021 | 022 | O
020 || 02,0 021 022 0 0 0
011 || 01,1 021 0 022 0 0
021 || 02,1 022 0 0 0 0
022 || 02,2 0 0 0 0 0

CUADRO 3. Multiplicacién en H*(G(2,4),2)

Por dltimo, al igual que en el caso de los espacios proyectivos, hay varios fibrados
canénicos sobre G(2,n+1). Uno de ellos es el fibrado universal S — G(2,n+1) que es el
subfibrado del fibrado trivial C"™! x G(2,n + 1) que tiene por fibra sobre L al subespacio
L c C™"1. El dual de este fibrado, que llamaremos (), tiene por secciones a las funciones
lineales sobre cada recta. Se puede ver que

C(Q) =1+ 01,0 + 01,1- (45)

4.5. Algunos proyectos enumerativos. En esta Seccién calcularemos el nimero de
rectas en una superficie S C P3, es decir que S := Z(F) para algin F € Clz, ..., 23]
Las ideas desarrolladas para este caso pueden ser aplicadas en otros casos mas complejos,
incluyendo las rectas en la quintica.

Ejercicio 4.4. Usar un argumento heuristico analogo al usado para motivar la Conjetura
de Clemens en la Seccién P.J para ver que, genéricamente, el tnico grado para el cual S
puede contener curvas de algtn grado d es k = 3 y que, en ese caso, d = 1.

Ahora quisiéramos contar cuantas rectas hay en una superficie de grado 3. La idea es
aplicar el Programa descripto en la Seccién P.4. Para esto comenzamos por ver cuél es el
espacio de las configuraciones geométricas. Esto es simple: son las rectas en P3, vale decir,
la Grassmaniana G(2,4). Alli hay que hallar la subvariedad Z de las rectas contenidas en
S. La condicién buscada es que si f parametriza una recta L en P? y F define S, Fof =0
si y s6lo si L estd contenida en S. Para poder describir geométricamente esta condiciéon
es necesario ver a F' como una seccién de algin fibrado sobre GG(2,4). Esto es facil ya que
F' es un polinomio homogéneo de grado 3 y, por tanto define un polinomio de igual tipo
en cada recta L. Este tipo de polinomio es una seccién del fibrado Sym3(Q) (recordar que
() eran funciones lineales sobre las rectas). Todo esto nos lleva a decir que el nimero de

rectas que buscamos es
N [z = [ dsmt(@Q)).
G(2,4) G(24)

Lo tinico que resta es calcular la clase de Chern ¢(Sym®(Q)). Para esto vamos a aplicar
el “splitting principle” y pretender que () se descompone como la suma de dos fibrados
lineales ) = L; ® Ly. Para ver como se descompone Sym3(Q) recordemos que si W es
un espacio vectorial con base {wy, ..., w;}, entonces una base de Sym?(Q) esta dada por
{w;, @ wy, @ wy, : 1 < iy < iy <iz <k} De aqui que para el fibrado Q = L; & Ly vale

Sym*(Q) = LY & LT? © Ly ® Ly © L5? @ L§”.
De la formula de Whitney ([3) y de (-4) se deduce que
c(Sym?*(Q)) = (1 +3ay) - (14201 + az) - (1 + a1 + 2as) - (1 + 3a) (4.6)
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donde a; := ¢;(L;). Se puede obtener una férmula general para ¢(Sym*(Q)) pero, notemos
que, para evaluar N, como dimg G(2,4) = 8, alcanza con conocer la componente de
c(Sym?(Q)) en H8(G(2,4),Z) (que es c3(Sym®(Q))) ya que el resto de las componentes no
contribuyen a la integral. Dado que o; € H*(G(2,4),Z) es claro que la citada componente
resulta ser

c3(Sym®*(Q)) = 3a; - (201 + ) - (o + 2a) - 3a.
Ahora es necesario poder escribir las clases «; en términos de las clases de Schubert

a fin de poder calcular los productos de cohomologia. Para esto recordemos que ¢(Q) es
conocida por ([.F) vy, por otro lado,

Q) =cLi® L) =1+4a) (1+a)=1+(a1+a)+o-a
y por lo tanto vale
a1 + oy = 01,0 y Qp -0y = 011. (47)
Volviendo a la clase de Chern y usando el Cuadro
c3(Sym® Q) = 9o aa(ay + g + o) (g + g + ) = 9011 (010 + 1) (010 + az)

= 90’171(20'50 + 0'171) = 90‘171(20'270 + 30‘171) = 270‘%71 = 270‘272.

Ny = / c(Sym*(Q)) = / 27099 = 27.
G(2,4) G(2,4)

El célculo anterior no resuelve el problema por completo ya que podria haber exceso

Finalmente,

de interseccién. Es un resultado clasico que no lo hay.

Ejercicio 4.5. Usando un argumento anélogo al desarrollado en esta Seccién, verificar
que hay 2875 rectas en una quintica.

Se deja como tarea para el lector interesado el calculo —mucho menos trivial que los
aqui presentados— del ntimero de curvas de grado 2 en la quintica.
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1. Introduccion

El objeto de estas notas es dar, en el contexto de la geometria diferencial, una breve
introduccion a las formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana de sistemas mecénicos.

En la primera parte, se intentara establecer un contacto preciso entre la formulacion de
las ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas de particulas con vinculos, que aparece en
los libros de mecénica clasica (como por ejemplo [1]), y los conceptos geométricos que entran
en juego en la derivacién de las mismas. Una vez realizada dicha derivacion, definiremos los
conceptos de sistema Lagrangiano y de formulacién Lagrangiana de sistemas dinamicos,
presentaremos algunos sistemas que caen bajo tal definicién, y citaremos ciertas ventajas
de describir a los mismos bajo dicho formalismo, a saber: la sistematizacion de la escritura
de las ecuaciones de movimiento; la relacién entre cantidades conservadas y simetrias de la
funcion Lagrangiana. Por tdltimo, describiremos brevemente la formulacién variacional de
los sistemas Lagrangianos.

En la segunda parte, estudiaremos la formulacion Hamiltoniana de sistemas mecanicos.
En lineas generales, avanzaremos a partir de un ejemplo sencillo, aumentando gradualmente
el grado de generalidad a través de la introduccion de estructuras geométricas adecuadas.
Se mostrarda cémo se construye un sistema Hamiltoniano a partir de uno Lagrangiano
mediante la transformacion de Legendre, indicando la relacion entre ambos formalismos.
Finalmente, destacaremos la importancia de contar con una expresiéon intrinseca para las
ecuaciones de Hamilton.

En lo que respecta a variedades diferenciables [2], nos vamos a restringir exclusivamente
a la categoria C*.



2. Formulacién Lagrangiana de sistemas mecanicos

2.1. Sistemas de particulas con vinculos

Consideremos un sistema de N particulas con masas m; (i = 1, ..., N), y denotemos por
r; € R? a la posicién de la particula i-ésima respecto de un sistema inercial de referencia.
Este ultimo simbolo también lo utilizaremos, dependiendo del contexto, para indicar la
trayectoria de la misma (ya sea conocida o una incégnita a determinar)

r;: [tl,tg] —>R32t|—>ri(t>,

en un intervalo de tiempo [t,%2] C R. Como es usual, escribiremos v; y a; para referirnos
a la velocidad y a la aceleracién de cada particula correspondiente a una trayectoria dada,
es decir, a la primera 1r; = dr;/ dt y segunda ¥; = d*r;/ dt* derivadas temporales de r; (t),
respectivamente. En lo que sigue, y sélo por simplicidad, tomaremos todas las masas m;
iguales a 1.

Recordemos que, segin las leyes de Newton [1, 3], las trayectorias deben satisfacer las

ecuaciones
ai:Fi, izl,...,N, (1)

donde F; es la fuerza sobre la particula i-ésima. Si cada F; es una funcion conocida del
tiempo y de las posiciones y velocidades de las particulas del sistema, es decir

F’L:F’L (rlarQa"'eravla"'7VN7t)7 (2)

la ecuacion (1) define para las curvas r; (¢) un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo orden, y en forma normal. De modo que la existencia y unicidad de soluciones,
en ciertos intervalos [t1,ts], estd garantizada una vez fijada una condicién inicial: r; (¢;),
v; (t1) (que debe estar contenida, junto con ¢, en el dominio de cada F;).

Diremos que el sistema estd sujeto a vinculos o restricciones cinematicas si, por
ejemplo,! las trayectorias de las particulas que lo componen deben satisfacer condiciones
del tipo

f(ry,re,.ry) =0, con f:R>x..xR>—R; (3)

R3N

es decir, f(ry (t),ra(t),...,ry (t)) = 0 para todo ¢ € [t1, t5].

FEjemplo. La condicién de que dos particulas mantengan su distancia fija, digamos en
un valor [, corresponde al vinculo

vy —raf| =1 =0, (4)

La idea de vinculo es mucho més general que la dada por (3) (ver ref. [1]). La clase de restricciones
definida por dicha ecuacién, y en las cuales nos vamos a concentrar a lo largo de estas notas, recibe el
nombre de vinculos holénomos.



donde ||-|| : R® — R denota la norma Euclidea de R3. ¢

Supongamos entonces que nuestro sistema estd sujeto a K < 3N restricciones cineméti-
2
cas

g (r17r27'“7rN>:Ov 1§l§K (5)

Notar que estas ultimas también pueden describirse en términos de una aplicacion v
R33N — RE con v = (vy, ..., vk), a través de la ecuacién

U(rl7r27"'7rN) =0. (6)

Supongamos ademas que las particulas del sistema estan sometidas a fuerzas que denotare-
mos F¢ y que llamaremos fuerzas aplicadas, las cuales se consideran datos del problema
y vienen dadas como funcién de las posiciones, de las velocidades y del tiempo [ver (2)]. En
general, estas fuerzas no son suficientes para implementar los vinculos mencionados para
cualquier condicién inicial,® en el sentido que las soluciones de

ai:F?, 1§Z§N, (7)

no tienen porqué satisfacer la ecuacién (5): es decir, las ecuaciones (5) y (7), para ciertas
condiciones iniciales, pueden ser incompatibles. Luego, deben existir otras fuerzas actuando
sobre cada particula del sistema, que llamaremos fuerzas de vinculo, e indicaremos F7,
que haga posible que tales restricciones se cumplan, en el sentido que las ecuaciones

a,=F'+F', 1<i<N,

si tengan soluciones que satisfagan (5) para toda condicién inicial. Cada fuerza F} no suele
ser dato del problema, sino una incégnita a determinar. Se trata entonces de funciones
incégnita FY : [ty, 6] — R3 : ¢ — FY(t), que se suman a las incégnitas ya existentes r; (t).

Ejemplo. Una forma de lograr que dos particulas se muevan manteniendo fija en una
cantidad [ la distancia entre ellas [ver ec. (4)], independientemente de fuerzas F¢ que se
apliquen sobre las mismas, es uniéndolas rigidamente a través de una varilla de longitud
[ (por supuesto, el vinculo se realizard siempre que las fuerzas F¢ sean lo suficientemente
pequenas para no deformar la varilla). La tensién soportada por cada extremo de la varilla
durante el movimiento de las particulas (o més precisamente, su reaccién) es la fuerza FY
que hace posible la realizacion del vinculo en cuestion. ¢

2La condicién sobre el ntimero de vinculos es para evitar la situacién trivial, en que todas las particulas
deben permanecer en reposo.
3Por supuesto, estamos hablando de condiciones iniciales compatibles con los vinculos en cuestion:

(%) (I‘l (tl),I'Q (tl),...,I‘N(tl)):(L 1§1§K



En resumen, segin las leyes de Newton, un sistema de particulas sujetas a fuerzas
aplicadas F¢ y vinculos v; esta descripto por las ecuaciones

az:F?—i_F;}a ]-SZSNa Ul(r17r27"'7rN):07 1§l§K7 (8)

donde las incégnitas son las 3N funciones que definen las trayectorias r; (t) del sistema,
y las 3NNV funciones que definen las componentes de las fuerzas de vinculo F} (¢). Se trata
claramente de un sistema de ecuaciones subdeterminado, ya que el nimero de incégnitas
es 6N = 3N + 3N y el de ecuaciones es 3N + K, con K < 3N. Notar también que ya no
estamos hablando de un sistema de ecuaciones diferenciales. Estos problema se resuelven
agregando ecuaciones adicionales, como las resultantes del Principio de D’Alembert, que
enunciaremos mas adelante.

2.1.1. Espacio de configuraciones y su tangente

Consideremos N copias de R3, una para cada particula del sistema, e identifiquemos
R3Y con la suma directa @Y ;R®. Sea R el vector de R3*N dado por la suma @2 ,r;, donde,
recordemos, cada r; es la posicion de la particula i-ésima. Vamos a decir que R es la
posicion del sistema. También utilizaremos R para indicar la trayectoria del sistema

R:[t,t] = R¥ it = R(t) =) r; (1),

en un intervalo de tiempo [t1, 2] C R. En general, R () denotard una curva cualquiera en
R3N.

Volvamos a los vinculos definidos en (5). Notemos que en términos de R tales ecuaciones
se escriben v; (R) = 0, 1 <1 < K; y en la forma (6) adoptan la expresion v (R) = 0.
Supongamos que las funciones v; : R3 — R son de clase C*° e independientes (i.e., el
espacio lineal generado por las formas dv; tienen dimensién constante e igual a K). En
otras palabras, supongamos que v : R*¥ — RX es una submersién. Luego,

Q=v"1(0) =, v (0)

define una subvariedad (regular y cerrada) de R3*Y con dim @ = 3N — K. La variedad @
recibe el nombre de espacio de configuraciones, y si dim () = n se dice que el sistema
tiene n grados de libertad (o que n es el nimero de grados de libertad del sistema). En éstos
términos, la ecuacién (6) se traduce en la condicién R € Q. Por supuesto, si el sistema no
estd sujeto a vinculos, el espacio de configuraciones serd todo R3%V.

FEjemplo. Describamos el espacio de configuraciones de un sistema formado por 2 particu-
las sujetas al vinculo (4), desarrollado en los ejemplos anteriores. Las posiciones permitidas
r; v ro de tales particulas pueden expresarse como

[ [

rlzrcm+§ea r2:rcm_§ea (9)



siendo r., = %(rl +15) la posicién del centro de masa del sistema (que puede tomar

cualquier valor en R?) y e = 1 (r; —r3), que define un vector arbitrario de norma 1 [pues

segin (4) tenemos [|r; — ra|| = {]. Luego,

) )
R:rl@rzz(rcm+§e)€a(rcm—§e). (10)

Esto dice que un elemento cualquiera de @) es de la forma

R:(r—k%u)@(r—éu), (11)

conr,u € R? tal que ||ul| = 1. Es claro entonces que el espacio de configuraciones resultante
Q C R® puede identificarse con R3 x S?. En particular, el nimero de grados de libertad
del sistema es igual a 5. ¢

Del mismo modo que definimos la posicién R del sistema, podemos definir la velocidad
del sistema como
V=90l v, e R?,

Notemos que dada una trayectoria R (¢), la magnitud V (¢) puede verse como un elemento
de TR(t)R?’N . Teniendo en cuenta la presencia de vinculos, esto tultimo se traduce en que
V (t) € Trp@ si R (t) € Q para todo t. Es decir, la velocidad de un sistema con vinculos
define vectores del fibrado tangente T'Q) al espacio de configuraciones.

En lo que sigue, vamos a usar el simoblo A para indicar un elemento genérico de TR3Y.
Si A € Tr@ diremos que A es un desplazamiento virtual del sistema en el punto
RcQ*

Ejemplo. Retomemos el ejemplo de las particulas unidas por una varilla. Las velocidades
vi y v de cada una de ellas en posiciones r; y ry [ver (9)] pueden escribirse

l
V1:ch+§w><e, ngvcm—§wxe, (12)

respectivamente, siendo v, = % (v + va) la velocidad del centro de masa del sistema, y
w = e X de/ dt. [Notar que w es el tinico vector ortogonal a e tal que de/dt = w x e]’
En consecuencia, si el sistema estd en la posicién R € @ [ver (10)], su velocidad V € Tr@
valdra

[ [
V=vi®dvy= ch+§wxe @ ch—éwxe )

4Vale la pena destacar la diferencia entre velocidad y desplazamiento virtual. Dada una curva R (t),
la velocidad V () en el punto R (t) es un elemento de Tgr ;)@ univocamente determinado por la funcién
R (t); concretamente V (t) = dR (t)/dt. En cambio, un desplazamiento virtual en R (¢) es un elemento
cualquiera de Tr(;)@, que puede no ser tangente a la curva en cuestion.

5Estamos denotando por x el producto vectorial de R3.



De ésto se desprende que un desplazamiento virtual del sistema en un punto [ver (11)]
R + l $5) : €qQ
=|r+-u r—-u
2 2

A:(V—kéﬂxe)@(v—éﬂxe), (13)

con v, € R? tal que (©,u) = 0.5 Identificando @ con R? x S?%, tenemos

serd igual a

TQ = TR? Ggsyg2 T'S?.

Luego, en un punto (r,u) de @ tendremos A =vad Q. ¢

2.1.2. Principio de D’Alembert

Imitando las ideas de la seccién anterior podemos definir la aceleracién del sistema y
las fuerzas aplicadas y de vinculo que actian sobre el mismo como’

A =ala, F'=0olF; y F =) F (15)
En estos términos, las ecuaciones de movimiento (8) toman la forma
A=F+F" v(R)=0. (16)

Dada una curva R (t), pensaremos a las cantidades definidas en (15), en un tiempo t,
como elementos de Tf*{(t)]R?’N (las componentes del vector original pasan a ser coordenadas
en la base dual a la canénica de R3*Y). Lo que estamos diciendo es que, para cada t, a los
vectores de R3Y [ver (14) para la expresién de F]

Al) = R, FH=F®RO.VE.H 5 F)

los veremos como covectores de Tﬂ(t)R‘gN . En otras palabras, la aceleracién y las fuerzas
seran secciones de T*R3Y a lo largo de la curva R (¢).

Con todo esto estamos listos para enunciar el Principio de D’Alembert: En un
sistema mecdnico con restricciones cinemdticas definidas por una subvariedad @, las tra-
yectorias R (t) [curvas solucion de (16)] son tales que las fuerzas de vinculos cumplen
FY(t) € (TR(t)Q)O en todo instante t, es decir

las fuerzas de vinculo anulan a los desplazamientos virtuales.

SDe ahora en més (-,-) denotara la métrica Euclidea en el espacio que corresponda.
"Notar que [compare con (2)]
F*=F*(R,V,i). (14)



Esta condicién sobre F¥ d4 exiactamente 3N — K ecuaciones. Identificando T*R3Y con TR3N
a través de la métrica Euclidea de R3", y viendo entonces a FV () como un elemento de

TrpR*Y, el principio de D’Alembert dice que F"(¢) € (TR(t)Q)L (donde L denota el
ortogonal respecto de la métrica Euclidea), o sea:

las fuerzas de vinculo son perpendiculares a los desplazamientos virtuales.

En otras palabras, para todo t se tiene que
<FU (t) 7A> = 07 VA € TR(t)Q7

siendo (-, -) el pairing de TR®*" con su dual, o la métrica Euclidea de TR3Y | segtin veamos a
F" (t) como elemento de T*R3*" o TR3Y | respectivamente. Dado que la cantidad (F? (¢), A)
tiene unidades de trabajo, se la conoce como el trabajo virtual de F¥ para un desplazamiento
A. Es por eso que el principio de D’Alembert a veces se enuncia como:

las fuerzas de vinculo no realizan trabajos virtuales;

y se lo conoce como Principio de los trabajos virtuales (aunque esta frase se suele
usar solamente para sistemas en equilibrio estatico).

Notar que este principio es simplemente un postulado que hace referencia al espacio
donde viven las fuerzas responsables de implementar un determinado conjunto de vinculos.
No hay razones (por eso se habla de principio), desde un punto de vista fisico, para que
tal postulado sea siempre valido. Sin embargo, la clase de sistemas con vinculos donde se
cumple es suficientemente grande para que se lo tome como un principio de la mecéanica.

Ejemplo. En el caso de las particulas unidas por una varilla, la fuerza de vinculo es
F' = FY ® Fy € T*R%, donde F! y Fy (como elementos del mismo R?) apuntan en la
direccion e definida por la varilla, y en sentidos opuestos:

Fj = —Fi =~ |[Fil| e

(suponiendo que la varilla tiene masa despreciable, y que por ende la tensién en un extremo
coincide con la tensién en el otro). Consideremos un elemento arbitrario [ver la ecuacion

(13)] l l
A= <V—|—§Qxe> &) (V—§Q><e) eTqQ
Luego,
[ [ [
(F*,A) = sz,v—i—EQxe + F;,V—iﬂxe = sz,v—i—EQxe —(F],v—
= (F},iQ xe)=1]|F]] (e,Q xe)=0.
Lo cual implica que FY cumple el principio de D’Alembert. ¢

7

l
- xe
2



Resumiendo lo visto en esta seccion, las ecuaciones de movimiento para un sistema con
vinculos que cumple el principio de D’Alembert son

A =F*+F", R € Q, F' e (TQ)°. (17)

Notar que ahora se han agregado 3N — K ecuaciones a las 3N + K originales, dando un
total de 6N, como el nimero de incégnitas.

2.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange

A continuacién vamos a recordar algunas ideas elementales sobre coordinizacion y pa-
rametrizacion de una variedad y su tangente, utilizando una notacién conveniente para
nuestros propositos. Luego, haciendo uso de estas ideas, vamos a transformar las ecuacio-
nes (17) en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales reciben el nombre
de ecuaciones de Euler-Lagrange (E-L).

2.2.1. Parametrizacion de la posicion

Dado un mapa (U, ¢) de @ (nuestro espacio de configuraciones), con ¢ : U — R"
(recordar que estamos indicando por n a la dimensién de @), y dado ¢ € U, notaremos

vla)=(a" (@), q" (@) = (¢ . q") .

A los sfmbolos ¢* los vamos a pensar como:

» funciones coordenadas ¢* : U — R,
= componentes de los puntos de ¢ (U) C R™,

= 0 componentes ¢’ : [t1,t;] — R de una curva en ¢ (U),
dependiendo del contexto.

El homeomorfismo ¢ : U — ¢ (U) define una parametrizacién de los puntos de U en
términos de los elementos (¢, ..., ¢") € ¢ (U), dada por

g=q(q"...q") =¢ " (¢"...q"). (18)

Utilizando la inclusién i : Q — R3V, tenemos para los puntos R de R*" contenidos en U
la parametrizacion

R:R(ql,...,qn) =jop ! (ql,...,q”). (19)
Notar que ahora R va a indicar un punto de @ C R3*" o la parametrizaciéon R =io ¢! :
o (U) — R,



Ejemplo. Volvamos a las particulas unidas por una varilla. Identifiquemos @ con R? x S2,
viendo a S? como los elementos de R? de norma uno. Asociado a ) tenemos una inmersién
i: Q — R dada por [recordar (11)]

i(r,u) = <r—|—éu) ® <r—éu>.

Luego, una parametrizacion evidente para R = i(r,u) es la dada por las coordenadas
(z,9,2,0,0), siendo las tres primeras las coordenadas de R? y las tltimas las coordenadas
esféricas; explicitamente:

r(z,y,2,¢0,0) = (v,9,2), (20)
u(z,y,2,6,0) = (cos¢ sinf,sin¢ sinf,cosf). (21)

Las ternas (z,y, z) describen la posicién del centro de masa del sistema (que coincide con
el centro de la varilla), y los angulos ¢, describen la posicién de la particula 1 respecto
del centro de masa. Por supuesto, el abierto U C R3 x S? donde dicha parametrizacién es
valida puede tomarse igual a todo @ menos el producto cartesiano de R? y un meridiano
que incluye a los polos n = (0,0,1) y —n, y pasa por el punto (1,0,0). ¢
2.2.2. Parametrizacion de la velocidad y los desplazamientos virtuales

El mapa (U, ¢) de @ induce otro (1@, ¢,) en TQ, con TyQ = UyerT,Q (el tangente
a @ alolargode U)y

0, TyQ = R™ : X eT,Q— (¢(q);0,,(X)),

siendo ¢, , : T,Q — T,R" la aplicacién tangente a ¢ en un punto g. Para esta ultima
escribiremos

QO*,q (X) = (qlv e qn) .
En lo que sigue, a los simbolos ¢* los vamos a pensar como

» funciones coordenadas ¢* : T, — R del tangente de Q,

= componentes de los puntos de T, ,)R".

Usando la parametrizacién (18) de los puntos de U, tendremos una para los elementos
X € Ty@Q en términos de las 2n-uplas

(qlv .“7qn;q-1’ '“’q*n) € ¢, (TUQ) )

dada por
X=X (q17 .“,qn;qu .“’q-n) = @;zq17,..7qn) (q17 ’qn) :



Aplicando a estas expresiones i, : TQ — ToR*" (la aplicacién tangente a i : Q — R3)
obtenemos

X (@ 58] = 00Tl () = (067, e (0 n?)
_ - @(ZO 80_1) 1 n )
= 2 o (¢", .. q") ¢

=1

Luego, escribiendo R = i o ¢!, podemos parametrizar las velocidades V y los desplaza-
mientos virtuales A del sistema en Ty;Q (que las estamos viendo como elementos de TR3Y)
segun las férmulas

: . "L OR. .
V=V(¢ . q%q" . q") = o (¢",.q") ¢ (22)
=1
y
IR ‘
A:A<q17'.'7qn;6q17“'75qn) :Z aqz (q17“'7qn> 6q27 (23)

respectivamente. Vamos a reservar el uso de los simbolos d¢° sélo para parametrizar des-
plazamientos virtuales.

Ejemplo. Parametricemos ahora la velocidad V de las particulas unidas por una varilla.
Segin la ecuacién (10) tenemos que

l l
R=r®ry,= (rcm+§e) @b (rcm—§e).

Usando (20) y (21), parar =r., y u = e, se sigue que
Tem = (2,9,2) y e=(cos¢ sinf,sin¢ sinf,cosb),

y por ende

R(z,y,2,¢,0) = <x—|—% cos ¢ Siné,y—i—é sin ¢ sinQ,qu% cos@) D

[ l [
&5, (SE —3 cos ¢ sinf,y — 3 sin ¢ sinf, z — 3 0089> .
En consecuencia [recordar la ecuacién (12)], para

[ [
V=vi®vy= ch+§w><e ® vcm—éwxe ,
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tendremos, segin la ecuacién (22), la parametrizacién

V=V<m,y,z,¢,e;¢,y,z,¢,é)

con

Vo (2,0, 2,6,0:,11,2,6,0) = % 4 5 4 D 2 — (i, ) (24)

y (como w x e = de/ dt)
w X e(m,y,z,¢78;x,y,z,¢,9> _ g_;¢+%é
= (— sin ¢ sin 0¢, cos & Sin9¢,0) + (cosqb cos 66, sin é COS@Q,—SimQé) _

En consecuencia,

w <m,y,z,¢,9;i,y,z,¢, «9) = <— singb@ — CcoS ¢ COSQSiﬂ@g}S,cosgb 0 — sin ¢ COSQSin9¢751n20¢> ,
(25)
dado que w = e x de/ dt. ¢

Queremos destacar una relacion importante entre las funciones R y V, que utilizaremos
en seguida, y que es la igualdad

oV
ag

(ql"."qn;q-17.'.’qn) = ; (ql,.“,qn)7 (26)
la cual se deduce inmediatamente de (22).

2.2.3. Desacoplando las incégnitas R (t) y F" ()

Tengamos en mente la ecuacion A —F*—F"Y = 0. La idea es aplicar miembro a miembro
esta ecuacion a un desplazamiento virtual arbitrario, y asi arribar a ecuaciones donde sélo
aparezca la trayectoria R ().

Consideremos una trayectoria suave R (t) tal que existe un ¢y para el cual R (tg) € U. En
¢ (U) tendremos asociada un tnica curva q (t) = (g1 (¢), ..., qn (t)), definida en un entorno
de tg, tal que

R(t)=R(¢(t) =R(q" (t),....q" (1))

En términos de la paremetrizacién (22), la velocidad correspondiente podremos escribirla

V0= V@) =3 5 ) d 0, 27)




Consideremos también, para cada instante ¢, un desplazamiento virtual arbitrario A (t) €
Tr(4 @, que podemos escribir

Alt)=Alq():6

) 6q" (1),

siendo dq () = (6¢* (t), ..., 8¢" (t)). Luego, usando el principio de D “Alembert, si para cada
t aplicamos A (t) — F* (t) — F" (t) € Ty R*" sobre A (t) tendremos

n

0:(A—F“—F”,A):<A—F“,A>:Z<A—F“ g§> oq' (t).

Como la expresién anterior debe valer para todo dq (t), es necesario que

<A Fe, g?> =0, i=1,..,n (28)

Notemos que de esta forma hemos encontrado una ecuacién para R (t) [a través de sus
coordenadas ¢' (t)], donde no aparecen las fuerzas de vinculo. Luego, si encontramos una
solucién ¢ (t), tendremos una solucién de la ecuacién original con

R =R(0) v F (1) = yR(H)~F ().

2.2.4. Derivacion de las ecuaciones de E-L

Analicemos por separado los términos (A, OR/dq") y (F¢, dR/ 0q").
Para el primero tenemos

OR dV OR d OR d {OR
<A’a—qf> <dt aq> a<v’a—qi>‘<v’%(a¢)>'

Dado que (usando regla de la cadena)

% (gf (g <t>>) = Z ai;; (a(8) ¢ (1),

OV 0 [
dgt  Og p=

o 001 0) = 5 (5 ().

’R
3q1 ) Z oq' 3qJ )

1

luego

12



Este resultado junto con la ecuacién (26) implican que
A BN 4y VY OV
aq’ dt a4’ aq’
Si ademas escribimos

OV\  10(V,V) v\
<“5E>‘2 o ! <VW¢>‘

tendremos que

OR\ d (9(3(V.V))\ 9(3(V.V))
<A%J‘%( o7 )‘ T 29)
\%

Observemos que la funcién % (V,V) = %VQ puede escribirse como

1
SV2=Toiog, (30)

siendo T : TR* — R : (X,Y) — 1 (Y,Y) = 1Y? la energia cinética del sistema.

Para analizar el otro miembro (F*, R/ d¢'), supondremos de ahora en mds que F* es
sélo funcién de la posicién (i.e. no es funcién de las velocidades ni del tiempo). Méas atn,
supondremos que todas las F¢ s son conservativas, i.c. existe V : R3¥ — R, la energia

potencial, tal que

oV
Fa = — i = — s
; \ Y% o,
o equivalentemente
oV
F¢=-VV=——.
v OR
En consecuencia,
OR OR 3(Voio<p*1)
Fa _— == — —_— — — B . ]-
< ’3q’> <VV’ 3q’> g’ (31)

Resumiendo, de las ecs. (28), (29), (30) y (31) se tiene

d (9(Teiop)\ O(Teiopr!) d(Voiop™)
dt g’ a4 aq"

= 0. (32)

1

Usando la proyeccion candnica 7 : T'Q) — ), podemos extender V o7 o ¢~ a una funciéon

de los ¢’s v los ¢'’s, independiente de los tltimos, dada por la composicién
Voijoro gp*_l.
Con ella es posible reescribir (32) como

d (0[(Toi.—Voior) o]\ dl(Toi—Voior)oy)
dt G’ oG’

= 0. (33)
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De este modo queda naturalmente definida una funcién L : T() — R, dada por

L=Toi,—Voior, (34)
en términos de la cual las ecuaciones (17) se transforman en
d (O(Lop;! Loyt
A (Lo )Y _OLows) oy
dt g aq"
u omitiendo ¢!,
d (0L oL
— - | —— =0 =1,...,n. 35
dt (aqz) ag T on (35)

Estas tltimas se conocen como ecuaciones de Euler-Lagrange (E-L), y a la funcién L

se le llama Lagrangiano o funcién Lagrangiana del sistema.

Observaciones.

= Las ecuaciones de E-L definen un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo

orden

L -1 ) L —1 ) L -1
Wbow )y Oboe )y Ooe) o io1m
¢ 0¢* 0¢’ 0¢* oq
para las incégnitas ¢' (t). Estamos denotando

70 =T .

Es necesario remarcar que la forma de las ecuaciones (35) es independiente del sistema
de coordenadas elegido.

Las ecuaciones (35) aparecen en el cdlculo de variaciones (ver [1, 3], y referencias
alli incluidas). De hecho, veremos mas adelante que las ecuaciones de movimiento
de los sistemas de particulas con vinculos pueden derivarse a partir de un principio

variacional.

El siguiente teorema condensa, y enuncia con precision, todo lo visto hasta el momento.

Teorema. Consideremos una subvariedad @ de R3Y de dimensién n y una funcién

V : R*N — R. Definamos la funcién L : TQ — R como L =T o4, — V oioT, con

» 7:TR*N — R dada por T (X,Y) = 1 Y?,

» i :Q — R3 lainclusién de @Q en R3V,
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s 7: 70 — @ la proyeccién candnica.

Supongamos que la curva R (t) de R*M y la seccién F () de T*R3Y | a lo largo de dicha
curva, definen una solucion de las ecuaciones
d2

EﬁRuy:—vvuR®)+Fww, R(t)e@, F'(t)e (TrpQ)’. (36)

Luego, para cada mapa (U, ¢) de @ tal que R (ty) € U para algin ¢y, se tiene que la curva

(@' (t),nd" (1)) =¢[R(t)] de R",

en un entorno de %, es solucién de (35). Reciprocamente, si para un mapa (U, ¢) de @ la
curva (q' (t),...,q" (t)) de R™ es solucién de (35), para la funcién L definida anteriormente,
luego la curva

R(t)=iop ' (¢"(t),....q" (1))

y la seccion
2

FW@z%ﬂuw+vaﬁ»eﬂwﬁw

definen una solucién de (36). W

2.3. Sistemas Lagrangianos

A los efectos de estas notas, entenderemos por sistema dindmico todo conjunto de
ecuaciones que tiene entre sus incégnitas una curva [ C R — S en algin conjunto S (que
define los estados del sistema), y llamaremos trayectoria o evolucidn del sistema a cada
curva que sea solucién de dichas ecuaciones.

Definicién. Se llama sistema Lagrangiano a todo sistema dindmico para el cual
existe una n-variedad ) y una funcion L : TQ) — R, tal que cada trayectoria del mismo
estd dada por una curva v : [t1,ts] — @ cuyas coordenadas (¢! (t),...,¢" (t)) en un mapa
(U, p) satisfacen las ecuaciones

d (0(Low;)\ O(Loyp?)
dt g’ oq

=0, i=1,..,n (37)

Cuando describamos a un sistema dindmico en términos de algin par (@, L) asociado (si
éste existe), diremos que estamos considerando la formulacién Lagrangiana del mismo.
Tal como hiciéramos para sistemas de particulas con vinculos, a la variedad () la llamare-
mos espacio de configuraciones, a L Lagrangiano o funcién Lagrangiana, y a las
ecuaciones (37) ecuaciones de Euler-Lagrange. ¢

Observaciones.

» El término sistema Lagrangiano también se usa para referirse a un par (@, L), siendo
(@ una variedad y L una funcién sobre su tangente.
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» Un mismo sistema dindmico puede estar definido por distintos pares (Q, L).

= La idea de sistema Lagrangiano puede extenderse al caso en que la funciéon Lagran-

giana depende del tiempo:

L:TQ xR —R.

Los sistemas dinamicos desciptos por tales Lagrangianos suelen ser no conservativos,
y reciben el nombre de no auténomos.

Los sistemas mecanicos que hemos considerado hasta el momento (es decir, sistemas
de particulas con vinculos) tienen un Lagrangiano muy particular [ver (34)], que
podemos escribir

L=T—-Vor, T:TQ — R, V:Q —R,

donde T es la forma cuadratica de una métrica en T'Q), y reciben el nombre de
sistemas Lagrangianos simples. En la seccién anterior 7'y V o7 eran T'o i, y
V o o7, respectivamente, siendo 7' la forma cuadratica que da lugar a la métrica
Euclidea en TR3*N | y T o4, su pull-back a T'Q.

Por supuesto, no todo sistema Lagrangiano es de esta forma.

La existencia y unicidad de las ecuaciones de E-L queda garantizada por la siguiente
condicién: para todo mapa (U, ¢) la matriz de coeficientes

O(Log.")

I 0¢’ 0q*

es invertible. En tal caso se dice que el sistema es regular. Los sistemas simples son
todos regulares, pues H;; es precisamente la matriz de la métrica definida por 7" en
las coordenadas en consideracion.

Dado un sistema de particulas con vinculos, que satisfagan el principio de D’Alembert,

la ventaja de describirlo utilizando el formalismo Lagrangiano es que éste brinda una
manera sistemdtica de derivar sus ecuaciones de movimiento. Los pasos a seguir son:

1.

Construir el Lagrangiano L; para lo cual basta con calcular su energia cinética Ty
su energia potencial V' restringidas a la subvariedad de vinculos Q;

elegir un sistema de coordenadas ¢ = (¢',...,¢") en una regién U, y considerar el

inducido en Ty Q)
Py = (q17 “"qn;ql7 7qn) )

calcular las derivadas parciales 9 (Lo p;1)/0q" y 0 (Lo ¢;1)/ 04",

evaluar el resultado en una curva incégnita (¢ (t),...,q" (¢) ;4" (¢),...,¢" (¢)) en Ty Q,
con ¢' (t) = dg' (t)/ dt;
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5. derivar respecto de t a 9 (L o ')/ 0¢';

6. para cada ¢, igualar a cero la diferencia entre el resultado del punto anterior y

O(Log:")/0q".

Notar que, en cambio, la escritura de las ecuaciones de Newton demanda la construccién
de cantidades vectoriales (como las fuerzas aplicadas), y que ademds, una vez escritas, es
necesario manipularlas para despejar las fuerzas de vinculo de las trayectorias.

Ejemplo. Escribamos el Lagrangiano y las ecuaciones de E-L para el sistema de las masas
unidas por una varilla. Supongamos que las particulas estan sélo sometidas a la acciéon

de la gravedad. Para construir L debemos dar la energia cinética y la energia potencial

restringidas a (). Obviamente, la energfa cinética del sistema es T = 3 (vi 4 v3) (recordar

que estamos tomando las masas iguales a 1). Teniendo en cuenta los vinculos, es decir, si
restringimos 7' a T'Q) tendremos a partir de las ecuaciones (12) que

2

.

Toi, =v?> — w”.
o1 ch+4

La energia potencial correspondiente es [ver (10)]
Voi=-2 <garcm>a

siendo g la aceleracién de la gravedad. En consecuencia, el Lagrangiano del sistema L :
TQ — R, viendo a Q como R? x S2, vale

2

l
L (Tem, €, Vem,w) = V2 + 1 W2+ 2 (g, Tem) . (38)

En un mapa (U, ¢) que dé lugar a la parametrizacién descripta por (20) y (21), tenemos
de (24) y (25)

.2 .2
Vi =it gt WP =0 +sin20¢ Y (g Tem) = —g2

si g = ||g|| v g apunta en la direccién de los z s negativos. Por ende,

1 2 9 g P2, 2
L o] (x,y,z,¢,0;x,y,z,¢,9)=x +y +z +Z<9 + sin 9¢)—292. (39)

Para hallar las ecuaciones de E-L seguimos los pasos 1-6 anteriores, obteniendo:

= para las coordenadas x, y y z:

= para las coordenadas ¢ y 6:

sin0 ¢ +2sinf cosffp =0, O—sinfcosfp =0. ¢ (41)
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2.3.1. Cuerpos rigidos

Un cuerpo rigido es un sistema de particulas sujetas a las restricciones
||I‘Z—I']|| _Cij:()a Vl SZ,]SN, (42)

siendo los ¢;; nimeros reales positivos. Puede verse que, si las particulas no estan contenidas
en una recta (para lo cual es necesario que N > 2), el espacio de configuraciones del sistema
es difeomorfo a Q@ = R® x SO (3), siendo SO (3) el grupo de Lie de matrices ortogonales
de determinante 1. El factor R? describe (por ejemplo) la posicién del centro de masa del
cuerpo, y el otro factor describe la rotacion rigida de los puntos del cuerpo en torno al
centro de masa. De hecho, dado un conjunto de N puntos (fijos) s; que cumplen (42) y
tales que Zf\il s; = 0, es posible escribir

r;="re,+ As;, A€ SO(3).

El espacio tangente a Q) serd entonces el algebra de Lie R? @ so (3), siendo so (3) el subcon-
junto de matrices anti-simétricas de 3 x 3, mufiido del conmutador de matrices. Si sobre
R3 consideramos el corchete de Lie

x,y] =xxy,

podemos identificar so (3) con este ultimo, via el isomorfismo

0 —Qs
(21,€9,Q3) — Q3 0 -
-y 0

Las velocidades de cada particula podran escribirse
Vi=Ven+ QX (r; —ren), QEso(3).
Supongamos que las particulas que conforman el cuerpo rigido estan sometidas sélo a

fuerzas conservativas, con potencial V. Sea T' = 1/2 (V,V) la energia cinética. A través
de la inmersién

i:R*x SO (3) —=R*™ ' (v, A) = OY, [tem + Asi
o mas precisamente, de su diferencial
iy i RE@50(3) = TR 1 (v, Q) = BN [Vem + Q X (v — Tem)]
se tiene la energia cinética del sistema (teniendo en cuenta los vinculos)

1
T o1, :g <ch>ch>+§I(97Q)7
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siendo I la bilineal
N
I(x,y) =Y ((x,y) {si,s:) — (x,8) (s1,5)),
i=1

llamada momento de inercia. Notar que I define una métrica en so (3). El Lagrangiano del
sistema sera

L (rcma A? ch7 Q) =

o] =

1
(Vem, Vem) + 5 I1(2,92) =V oi(rem, A).

Si V corresponde sélo a la fuerza gravitatoria sobre las particulas, entonces V oi (e, A) =
—-N <g7rcm>'

2.3.2. Potenciales dependientes de la velocidad

A pesar de que al deducir las ecuaciones de E-L para un sistema de particulas hemos
supuesto que las fuerzas aplicadas no dependen de las velocidades ni del tiempo, existen
sistemas donde eso pasa y sin embargo el formalismo Lagrangiano sigue siendo véalido. Un
caso particularmente interesante es el de la fuerza de Lorentz.

Consideremos una particula de carga e, sometida sélamente a la acciéon de un cam-
po eléctrico E (r,t) y uno magnético B (r,t). La ecuacién de Newton para la misma es
(tomando la velocidad de la luz ¢ igual a 1)

a=e¢ (E+vxB), (43)

siendo F = ¢ (E + v x B) la fuerza de Lorentz correspondiente (que es claramente depen-
diente de la velocidad y del tiempo). Representemos a E y B en términos de un potencial
¢ (r,t) y un potencial vector A (r,t), como

A
E:—w—%—t, B=VxA.

Luego, la ecuacién (43) puede escribirse como las ecuaciones de E-L para el Lagrangiano
dependiente del tiempo
L:TR*xR —=R

dado por L =T — U, siendo T' = 1/2 (v, v) la energia cinética de la particula y
U=e ((b - <A,V>)

la energia potencial (ver [1], pag. 26, para una demostracién).
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2.3.3. Coordenadas ciclicas: simetria y conservacién

Consideremos un sistema Lagrangiano (@, L), y fijemos algin mapa (U, ¢), con ¢ =
(q',...,q"). Se llama momento candnicamente conjugado a q¢' a las derivadas parciales

O (Log.! - in
pi = % (a' e a™dt s d) (44

Se dice que ¢' es una coordenada ciclica si

d(Log.")

aql = 07 (45)

i.e. L op,! no depende de una coordenada ¢'.

Proposicién. Si ¢' es una coordenada ciclica, luego su momento canénicamente con-
jugado es una constante de movimiento, es decir, p; se mantiene constante a lo largo de
toda trayectoria del sistema.

Demostracién. Si (q' (t),...,q" (t)) es una solucién de
dfoLop )] O(Lop)
dt g’ oq’ o

entonces, dado que ¢ es ciclica, y por ende se cumple (45), tenemos por definicién de p;

[ver (44)] que

d
%pz - 07

como queriamos mostrar. W

Ejemplo. En el caso de las masas unidas por una varilla y sujetas a la accion de la
gravedad, el Lagrangiano asociado [ver (38) y (39)] es independiente de las coordenadas x,
y v ¢. Luego, sus momentos canénicos conjugados

. . 2 . :
Pe=1%, py=Y Y p¢2581n29<z5
seran constantes de movimiento. La conservacién de los mismos es evidente de las ecua-
ciones de movimiento (40) y (41). Notar que p, y p, describen los momentos lineales del
sistema en las direcciones z e y, mientras que p, describe el momento angular del sistema
en la direccién z. ¢

La existencia de una coordenada ciclica se puede ver como una invariancia o simetria
del Lagrangiano ante la transformacién ¢ — ¢' + ¢. Para ver esto, supongamos que (U, ©)
es un mapa tal que ¢ (U) = R". Luego, que L o ¢, ! no dependa de ¢' es equivalente a la
igualdad

LO ()0;1 (q17 "‘7qi +€7 "'7qn; q17 "'7q.n) = L © gp;l (q17 "'7ql'7 "'7qn;ql7 "'7qn) Y
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para todo € € R. Consideramos transformaciones més generales, dependiente de parametros
reales e1, ..., €, de la forma

qi = QZ = QZ <q17 . 7qn;€17 "'7€k) )
8 7
con Q' : o (U) x R¥ — R tal que Q' (¢',...,¢%0,...,0) = ¢’. La condicién de invariancia

para L ante esta familia (multiparamétrica) de transformaciones se lee

-1 -n
Lotp;l <Q17"”Qn;Q ""7@ > = Logp*_l (q17""qn;q'17 "'7qn) Y vg‘]'

Si derivamos la igualdad de arriba respecto de los pardmetros ¢; e igualamos los tltimos a
cero tenemos

LO * % LO * " .
Z o <p Qj—l—z (’D acqgkq =0, J=1,..k

(46)

i

siendo QY = 0Q"/0¢;|._,. Es fécil ver a partir de la dltima ecuacién que sobre las trayec-
torias del sistema las funciones

_ ij
d=3pQY
son constantes de movimiento. Dejamos la demostracién de ésto tultimo como ejerecicio.
Existen extensiones globales (i.e. vélidas no sélo en cartas locales) de la idea desarrollada
arriba, es decir, existen nociones de simetria o invariancia globales del Lagrangiano que

tienen asociada una familia de constantes de movimiento (ver refs. [4, 5]). A continuacién,
vamos a desarrollar una de ellas. Para eso necesitamos considerar los siguientes elementos.

= Sea GG un grupo de Lie que actia sobre () a través de
p:GxQ— Q.

Si la accion es local, es decir, si sélo estd definida sobre una carta U, podemos cambiar
arriba y en lo que sigue () por el abierto U.

Las transformaciones antes analizadas estan asociadas a acciones locales. En el caso
de las coordenadas ciclicas el grupo involucrado es G = R, y la accién

¢ RxU—U : (gu)— ¢ " (p)+(0,..¢,..,0)),
con € en la posicion i-ésima.
= Definamos para cada g € G la aplicacion
$,:Q—=Q : g (9,9
y su tangente

(qﬁg)* TQ — TQ.

Vamos a decir que L es invariante ante la accion de G (definida por ¢) si

Lo(¢,). =L, Vgeg.
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= Para cada elemento n del dlgebra de Lie g = T.G de G, tenemos un campo vectorial
sobre () dado por la férmula
d
(77Q>q = s [¢6XP(WS) (qﬂs:o‘

En el caso de las coordenadas ciclicas, (nQ)q estd definido sélo a lo largo de U y vale

_ 1 0
(77Q>q = Pug (aqi) :

= La version intrinseca de la idea de momento canénicamente conjugado esta dada por
la de derivada de L a lo largo de la fibra FL : T(Q) — T*@Q, también conocida como
transformada de Legendre asociada a L, que se define como

_dL(X 4tY)
N dt

(FL(X),Y) ., con XY €T,Q.

t=0

De hecho, si para cada mapa (U, ¢) de @, y su inducido (Ty@Q, ¢,) correspondiente,
utilizamos en 7*Q el mapa dual (13,Q, (go*)_l), tendremos que

<s0*>_1 OFLO gp;l (q17 "’7qn;ql7 "'7qn) — <q17 "‘7qn;p17 "'7p7’L) )
con
d (Lot

Gq’ (ql’.“?qn;q-lj'“’q-n).

Di =

El siguiente teorema establece una conexién entre las simetrias de un Lagrangiano y
las leyes de conservacion del sistema que éste define (para una demostracion, ver [4], pag.
285).

Teorema de Noether. Sea (), L) un sistema Lagrangiano y ¢ : G x ) — @ una
accion de un grupo de Lie G sobre (). Si L es invariante ante la accion de G, luego, para
cada 1 € g tendremos que la funciéon ¢, : T'Q) — R, con

e (X) = (FL(X), (no),), X € T,Q.
es constante a lo largo de toda trayectoria del sistema. W
Podemos condensar todas las cantidades conservadas ¢, en una tnica aplicacion
J:TQ — g*,
denominada aplicacion momento, que en este caso esta dada por la ecuacion
(J(X).m)y = (FL(X), (ng),)

donde (-, -) o denota el pairing entre g y su dual. La aplicacién momento es un objeto central
en la teoria de reduccion [4, 5], sobre la cual no vamos a hablar en estas notas.
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2.3.4. Formulacion variacional

En esta seccién vamos a mostrar que las trayectorias de un sistema Lagrangiano pueden
definirse como las extremales de una funcional.

Consideremos un par (@, L) con L : TQ xR — R (Lagrangiano dependiente del tiempo),
ie. L=L(v,t),conveTQyteR.

Los conceptos que introduciremos a continuacién forman parte del llamado cdlculo de
variaciones. Existen diversos problemas de la fisica y la matematica que se plantean en
dicho contexto. Para una revisién del tema se pueden consultar los libros [1, 3] y las citas
alli contenidas.

Dados ¢1,q2 € Q y t1,t2 € R, denotemos por € (t1,t2;q1,q2) al espacio de curvas
v [t1,ta] — @ tales que v (t1) = q1 v v (t2) = ¢2. En tal espacio, definamos la funcién (o
funcional)

&mz/lwmw@

t1

llamada accién, donde por
Vil = TQ + t— (1)
estamos denotando la derivada de 7 (t), i.e.

Y(t) = Vet (d/dt’t) €T,y»Q-

Definicién. Una variacién de una curva v € € (1, t2; 1, ¢2) es una aplicacién
Ayt XxR—=Q = (1) — Ay (t,\)
tal que:
a. Ay (t,0) =~ (t), para todo t € [t1,to];

b. Ay (t;,A\) = ¢ y Ay (t2, ) = go, para todo A € R.

Notemos del punto 2 que para cada A la curva
Ayttt = Q ¢t Ay (A
estd en Q (t1,t2;q1,q2) -

Definicién. Una curva 7 es un extremo o extremal de S [y] si para toda variaciéon
A~y se tiene

=0.
d)\ A=0 A—0

23



Ejemplo. Si queremos hallar una funcién v : [ty,t5] — R, tal que v (t1) = ¢ y v (t2) =
g2, ¥ que su grafico defina en R? una superficie de revolucién de area minima, debemos
minimizar Sy, [y] con

L:TRxR—=R, L(v,t)=2mtV1+v2%

Esto se debe a que el area de la superficie de revolucién definida por v vale
to
A:27r/ t/1+42(t) dt
t1

Teorema. Una curva 7 es extremo de S [7y] si y s6lo si para todo mapa (U, ¢), tal que

7 interseca a U, se cumple que ¢ (v (t)) = (¢" (¢),...,q" (t)) es solucién de
-1 -1
d(9Lop )y _d(Loy. ):0, i=1,..n,
dt g’ aq*

para todo t tal que v (t) € U.

Demostracidn. Supongamos que v es extremo de S [y], y tomemos un mapa (U, ) por
donde pasa 7. Sea (t3,t4) C [t1,12] €l intervalo donde ~y (t) € U. Tomemos una variaciéon de
~ tal que

Ay (t,A) =~ (1), Vit € [t1,ta] — (t3,t4) . (47)
Luego,

S[Ay] = / L@ @)t [ L@ 0) i+ [ L5, 0) d

t3 tyq

— / L% /ML(A%(t)) dt+/t2L(f'y(t)) dt,

t3 ty
y por lo tanto

S [Ay)]
dX

d [*

- o [ Es o :

= [ @)

Dado que toda variacién cumple Avy, = v, tendremos para ¢ suficientemente chico que

dt.

A=0

Ay (t,AN) eU, Vte(ts,ts), VI <e
En consecuencia, podemos escribir
L(A9, (1) = Loy op, (Af5 (1) Vte (ta,ta), VA <e

Por otro lado, definiendo
P (A7) = (Aaa (1), AR (1), @, (AFA (1) = (Agx (1), AGY (£) s Ady (2) -, AGS (1))
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y usando regla de la cadena,

%L(MA -3 [a(L;q:o* ) Mﬁ ®) 8(L;q§0* ) % (Ad, (t))} )

=1

Dado que

d o\ d {d(AQf\ (t))l _ Cclit [d(ACIi (t))}’

o (Bd (1) = 5 dt )

el segundo término de (48) lo podemos re-escribir

O(Lop,") d oy d[0(Low)d(Agi(t)] d[d(Low")] d(Ag) (1))
g E(Aqk(ﬂ)_%{ g d\ ]_E{ g } -

Si utilizando esta ultima féormula integramos (48), obtenemos

[renaa = —/Z(% oe)) Obor)) d0GU),

ts ¢’ oq’ d\

tq

~ 0 (Lop ") d(Ad, (1))
2 "5 P

i=1 (%]

A partir de (47) tenemos que Ay (t3,\) = v (t3) y Ay (t4, A) = v (t4), YA € R, por lo cual

d(Agi (t3)  d(Ag (ta))

d dx =0

De todo esto concluimos que

:_/Mi(d [8<Loga:1>] _3(LO§P:1))A_O d(Ag (1))

_ dS[Ay)] d
dt a4 g’ d\

0
d\

dt.

A=0

A=0 t3 ;-1

Notar que al evaluar en A = 0 el factor entre paréntesis (dentro de la sumatoria) queda
evaluado en la curva

(Agy (1), Agg (1) = 0 (Ay (1) = (v (1)) = (¢" (8) ,...4" (1)) -

Dado que Agi (t) es una funcién arbitraria, la tinica posibilidad de que la ecuacién de
arriba se cumpla es que

d[o(Log)] Loy
dt gt g’

=0, 1=1,...,n,

como queriamos mostrar. La reciproca la dejamos como ejercicio para el lector. W
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A partir de este teorema, es posible definir a los sistemas Lagrangianos como los sistemas
dindmicos cuyas trayectorias 7 : [t1, 3] — @ extreman la funcional

siendo () una n-variedad y L : TQ) — R (podemos también introducir dependencia en
el tiempo). Los sistemas dindmicos cuyas trayectorias estan definidas de esta manera se
dice que satisfacen un Principio variacional, o mas concretamente, que satisfacen el
Principio de Minima accion, o Principio de Hamilton.

3. Formulacion Hamiltoniana de sistemas mecanicos

Hamilton desarrollé inicialmente esta teoria para estudiar cuestiones de 6ptica geométri-
ca. En 1834 mostro que su formalismo se aplicaba también a la mecanica. El lector intere-
sado puede encontrar transcripciones online de los trabajos originales de Hamilton en [6].

Un estudio detallado de los temas tratados en esta seccion puede encontrarse, por
ejemplo, en [1, 3, 4, 5].

3.1. Mecanica Hamiltoniana de una particula con potencial

Consideremos una particula en R? de masa m, sujeta a una fuerza dada por F = —VV.
La funcién V' a valores reales definida en R? (o en alguna regién de R?) se denomina funcién
potencial. La segunda ley de Newton (F' = ma) nos dice que

v ,
3¢ = mi', i=1,2,3.
Si escribimos el Lagrangiano
1
L=K~V = mi-V(), (49)

las ecuaciones de Euler-Lagrange coinciden con las dadas por la ley de Newton:

doL OL . oV oV

Cdtdq g dq < g e

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden. La técnica
usual para transformarlo en un sistema de primer orden consiste en incorporar ¢ como una
nueva variable. Haciendo esencialmente lo mismo, introducimos

p=mq,
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que es el momento o cantidad de movimiento, y asi podemos escribir

= — 50
q= (50a)
ov
= ——. 50b
p 97 (50b)
Definamos ahora el Hamiltoniano
H=K+V

como la suma de la energia cinética y la energia potencial, expresadas en funcion de q y p.
Para nuestra particula con potencial, obtenemos

Hg.p) = 3m <£>2 +Vi(g) = T, V(g). (51)
’ 2 \m 2m
Las ecuaciones (50) se pueden escribir ahora como
OH
= 52
=%, (52a)
0H

) = ———. 52b
b= (52b)

Estas ecuaciones se conocen como ecuaciones de Hamilton.

Espacio de fase Consideremos el “espacio con ejes q y p”; esto es, RS = R3 x R3, donde
pensamos el primer factor R como correspondiente a ¢ y el segundo factor a p. Este es el
espacio de fase para el sistema de una particula considerado. (En realidad, veremos después
que el espacio de fase es mas correctamente T*R? = R? x (R*)*.) Una curva (q(t),p(t)) en
el espacio de fase es solucién de las ecuaciones de Hamilton (52) si y sélo si es una linea
de flujo del campo Hamiltoniano Xy := (0H/0p, —0H 0q).

3.2. Momento generalizado

Revisemos la definicion de p = mgq de la seccién anterior mas detenidamente. Observe-
mos que si L estd dado por (49), entonces

oL )
— =mgq = p.
EY q9=pr

Esto nos lleva a definir, para un Lagrangiano mas general, por ejemplo uno que no esté dado
por una expresion del tipo (49), el momento generalizado

oL

= % (53)

p

Cada p; = OL/0¢" se denomina momento conjugado a q'. Observemos que esta expresion
pone de manifiesto la naturaleza del momento, en el sentido de que p no es un vector
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sino un covector. La expresion p = mq de la secciéon anterior presupone, en realidad, una
identificacién entre vectores y covectores a través de la métrica Euclidea estdandar en R3.
Asi, el Hamiltoniano H es en realidad una funcién definida en T*R3. Denotaremos las
componentes de los covectores mediante subindices, por lo que escribimos p = (p1, p2, p3).

Transformacién de Legendre Supongamos, olvidandonos por ahora de los Lagran-
gianos y los momentos, que se tiene una funcién suficientemente diferenciable y = f(x)
convexa, es decir, f’(x) > 0. La transformacion de Legendre de f serd una funcién g de
una nueva variable p. La idea es pensar a la variable x en el espacio vectorial R, y a p
en su dual R*. Es claro que R* puede identificarse con R, porque a cada ntmero p se le
hace corresponder la funcional z — px. Sea entonces p € R* = R, y consideremos la recta
y = px. Sea x = z(p) el punto donde la funcién F(p,z) = pr — f(z) tiene un maximo®
con respecto a x, es decir, el punto x en el que la curva y = f(z) estd més cerca de la
recta y = pz en la direccién vertical. Definimos entonces g(p) = F(p, z(p)). El punto z(p)
estd definido por la condiciéon OF/0z = 0, es decir, f'(x) = p. Observemos que el teorema
de la funcién inversa nos dice que, como f”(z) # 0, podemos despejar = de esta tultima
ecuacion.

Ejemplo. Si f(z) = mx?/2, entonces F(p,x) = pr — ma?/2. Asi, p = f'(z) = mx y
x(p) = p/m. Por lo tanto

2 2
p P> mp*  p
g(p) =F (p, —) =

m

2

m  2m?  2m

El lector reconocera g(p) como el término de energia cinética en el Hamiltoniano (51) para
una particula®. ¢

Consideremos ahora una funcién f: R" — R. Escribamos = = (xl, 2" e Ry
definamos p = (p1,...,pn) € (R™)* por
_of
pP= or’

De esta ecuacién se puede despejar x = x(p) si

o f
det (axiaxj> 70

(condicién que asumiremos que f cumple). Definimos F(p,z) = (p,x) — f(x), donde
(p,z) = px denota el “pairing” natural entre un espacio vectorial y su dual. Entonces
la transformacion de Legendre de f es, por definicién, la funcién g: (R™)* — R dada por

9(p) = F(p,z(p)) = (p,z(p)) — f(x(p)).

Utilizaremos la transformacion de Legendre para construir el Hamiltoniano en la si-
guiente seccién.

8Pruebe que, de existir, este punto es tnico.
9En R!. Si bien (51) correspondia a una particula en R3, la analogfa es inmediata.
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3.3. Las ecuaciones de Hamilton

Para el caso de una particula con potencial, hemos hallado un Hamiltoniano “a mano”,
aplicando las ideas usuales de convertir un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden en uno de primer orden, aunque con una ligera variacién (en vez de ¢, tomamos mg
como nueva variable). Veamos cémo la transformacion de Legendre nos sirve para siste-
matizar la obtencién del Hamiltoniano en un caso general. Por supuesto, las definiciones
ya dadas de Hamiltoniano, ecuaciones de Hamilton y momento serédn casos particulares de
las que presentaremos a continuacion.

Supongamos que tenemos un Lagrangiano'® L: TR™ — R, del cual asumimos que vale

0*L
o (57) O

es decir, para cada ¢ fijo, L es una funcion de ¢ como las consideradas para la transformacién
de Legendre. Si recordamos la definicién de momento generalizado (53), vemos que ésta
coincide con la forma de definir p usada para la transformacién de Legendre. Podemos
aplicar la transformacion a la funcién L(g, ): R™ — R, funcién de ¢ solamente, y obtenemos
la funcion que llamaremos el Hamiltoniano H: T*R"™ — R,

Aqui ¢ estd expresado en términos de p por la férmula p = 0L/0q, y depende ademés de
q.

Observacién: Se habla de “transformacion de Legendre” para referirse tanto a la cons-
truccion de la funcién (en este caso, de H a partir de L) como a la obtencién de las nuevas
variables (aqui, (g, p) a partir de (g, q)).

Teorema 3.1. Las ecuaciones de Fuler-Lagrange son, en estas condiciones, equivalentes
al sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden (ecuaciones de Hamilton)

. OH
. OH
Demostracion. Diferenciando H = pg — L se tiene
0H OH oL oL
—dq+ —dp=qd dg — —dq — —dq

pero los términos con dq se destruyen pues p = dL/Jq. Entonces

OH OH oL
—dq+ —dp =qdp — —d

10Es también de interés el caso en que L depende del tiempo. En estas notas no lo consideraremos, por
simplicidad.
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de donde

. OH
oL OH
dqg  0Oq°

De las ecuaciones de Euler-Lagrange
d OL - oL
dt 0¢ 0q
se tiene, por la definicién de p,
oL doL .
dq  dt 9q b
Por lo tanto resulta
. OH
 OH
p aq Y

que son las ecuaciones de Hamilton.

Asi probamos que si ¢(t) satisface Euler-Lagrange entonces (q(t),p(t)) satisface las
ecuaciones de Hamilton. La reciproca se prueba analogamente. Por lo tanto, los sistemas
de Euler-Lagrange y de Hamilton son equivalentes. §

Si estamos trabajando con un sistema mecanico donde el Lagrangiano estd dado por
la diferencia entre la energia cinética y la potencial, L = K — V', donde K es una forma
cuadratica con respecto a ¢ y V = V(q), entonces se puede probar que el Hamiltoniano es
la energia total H =K + V.

3.4. Campos Hamiltonianos

En este momento tenemos un Hamiltoniano dependiente de dos variables n-dimensio-
nales ¢ y p. El objetivo de esta seccion y de las siguientes es deshacernos finalmente de esta
distincién entre posicion y momento para escribir las ecuaciones en forma intrinseca, lo que
en cierto sentido puede interpretarse como considerar una tunica variable 2n-dimensional.
Esto puede parecer una cuestion puramente notacional al principio, pero resulta ser un
fenémeno mas profundo.

Dado un Hamiltoniano H(q,p) definido en el espacio de fase T*R" = R™ x (R")*,
definamos el campo Hamiltoniano en T*R"

OH & 9H D
T bp; 0¢7  dq dp;

(54)
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(con la convencién de suma). Las ecuaciones diferenciales para obtener las lineas de flujo
de este campo son (¢, p) = Xy, que son simplemente las ecuaciones de Hamilton.

Hay una forma intrinseca de definir X g, que nos servira para situaciones mas generales.
Se define en el espacio de fase T*R" la 2-forma

w = dq" A dp;.

(En el caso n = 1, correspondiente a una particula que se mueve a lo largo de una recta,
w es la 2-forma de drea en T*R = R?.) Esta es una 2-forma no degenerada, es decir que
una ecuacién de la forma ixw = w(X,-) = «, con a una 1-forma, define univocamente el
campo X. Veamos que la ecuacion

ix,w=dH (55)

define X segin la misma expresion (54) de arriba. Lo tinico que debemos hacer es verificar
que el campo (54) satisface esta ecuacién. En efecto,

: 3 7 . 7 . i aH aH i
iy, w=1x, (dq A dpi) = (1Xqu ) dp; — (ix,dp;) dq' = (3_p»dpi + 6_q"dq = dH.
Entonces, si H determina Xy a través de (55), y a su vez Xy representa las ecuaciones
diferenciales de Hamilton (pensando en las lineas de flujo), podemos tomar (55) como
nuestras nuevas ecuaciones de Hamilton.

3.5. Sistemas Hamiltonianos en fibrados cotangentes

En lugar de trabajar en T*R", podemos ir un paso mas alla y pasar al contexto de
variedades diferenciables en general.

Sea entonces () una variedad (el espacio de configuraciones del sistema) y sea L: T'Q) —
R un Lagrangiano. La transformacion de Legendre es una aplicacion F'L: TQ) — T*Q, que
no es mas que realizar la transformacion que ya conocemos fibra por fibra, como sigue.
Sea ¢ € (), y denotemos la restriccion de L a T,() por L,. Entonces la derivada de L,
es una aplicacién DLy: T,Q — L(T,Q,R) = T;Q, donde L(T,Q,R) denota el espacio de
aplicaciones lineales de 7, en R. Para w, € T,() definimos

FL(w,) = DLy(w,) € T}Q.

Esta aplicacién FL: TQ) — T*Q se denomina también derivada de L a lo largo de la
fibra. Esta no es necesariamente una aplicacion de fibrados vectoriales, aunque si preserva
la fibra. Si F'L es un difeomorfismo local, decimos que el Lagrangiano es regular; si es un
difeomorfismo global, entonces L es hiperregular. Se tiene que las formulaciones Lagrangiana
y Hamiltoniana son equivalentes en el caso hiperregular (ver [4] para una demostracion).
Supondremos en lo que sigue que L es hiperregular.

Para hablar de formulacion Hamiltoniana debemos definir una funciéon H: T%Q) — R
a partir del Lagrangiano, de la siguiente forma. Se define la accion A: TQ — R mediante

31



A(w,) = FL(w,) - w,, y la energia mediante £ = A — L. En coordenadas locales,

0L
A=q¢—
50
0L
E=¢— -1
50

El Hamiltoniano H se define como H = E o (FL)™': T*Q — R.

Formas candnicas en 7% Sea mg: T*() — () la proyecciéon canénica, con aplicacién
tangente Tmg: T(T*Q) — TQ, y sean oy € T/Q, va, € Ty, (T;Q). Definimos entonces la
1-forma canonica 6y por

(B0(0). v, = 1 (T (v0,)) -
Si (q%,...,q") son coordenadas locales en @, se definen coordenadas en T*@Q tomando
p; = OL/J¢' como coordenadas en cada fibra. Entonces en coordenadas locales se tiene

o = pidqi‘
Se define ademads la 2-forma (simpléctica) candnica, wy = —dby, que en coordenadas es
wo = dq’ A dp;,

coincidiendo con la w que habiamos definido en T*R™.
Las ecuaciones de Hamilton son entonces ix,wo = dH.

3.6. Variedades simplécticas

En lugar de T*(Q), podemos considerar en general una variedad M provista de una
2-forma w cerrada (dw = 0) y no degenerada (ixw = 0 < X = 0). Una tal variedad
se dice variedad simpléctica, y w una forma simpléctica. Toda variedad simpléctica tiene
necesariamente dimensién par.

Dada una funcién H: M — R, podemos escribir las ecuaciones de Hamilton en una
variedad simpléctica cualquiera mediante ix,w = dH, como ya el lector habra adivinado.

Coordenadas candénicas El siguiente teorema muestra que toda variedad simpléctica es
localmente como un fibrado cotangente, o més precisamente como T*R"™. Esto es, podemos
elegir coordenadas locales (g, p) de forma tal que la forma simpléctica w tiene la expresién
dq’ A dp;.

Teorema 3.2 (Darboux). Sea (M,w) una variedad simpléctica de dimension 2n. Enton-
ces en cada punto m € M existe una carta p: U — T*R"™, con m € U, tal que p,(w|U) =
wolp(U). En particular, hay coordenadas locales ¢', p; de M tales que w|U = dq* A dp;.

Estas cartas se llaman cartas de Darboux o cartas candnicas, y ¢' y p; se denominan
coordenadas canonicas.
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3.7. Invariancia de la forma de las ecuaciones de Hamilton

Sean M7 y M, dos variedades y f: M; — Mj un difeomorfismo. Tomar pull-back por f
de una funcién, k-forma o campo vectorial en M5 consiste en “traer” en forma natural dicho
objeto a M, utilizando f adecuadamente. Esto es, componiendo con f,con T'f x --- X T'f,
o con T'f~! respectivamente. Hace falta que f sea un difeomorfismo para poder tomar pull-
back de un campo vectorial, pero no para funciones o formas diferenciales. La notacién que
utilizaremos para operacion de pull-back por f sera f*, que es la utilizada, por ejemplo
en [4].

Si (M, w) y (Ms,ws) son variedades simplécticas y f: M; — M, es un difeomorfismo
que respeta la estructura simpléctica, es decir f*ws = wi, entonces se dice que f es una
transformacion canénica. Si se tiene un Hamiltoniano Hy: My — R, se define Hy = f*Hy =
HQ o) fI M1 — R.

Teorema 3.3. Xy, = f*(Xp,).

Demostracion. El campo Hamiltoniano Xy, esta definido por iXH2w2 = dH,. Tomando
pull-back por f, tenemos

* (ixg,w2) = f" (dH,)
if*<XH2)w1 = d(f*H2> = dHl,
lo que significa f* (Xp,) = Xp, pues w; es no degenerada.

Una transformacién candénica posee entonces la importante propiedad de preservar la
forma de las ecuaciones de Hamilton, en el siguiente sentido. El campo Hamiltoniano Xy, ,
que contiene la informacién sobre la evolucion del sistema, esta definido por la ecuacion
ixy,w2 = dHs. El pull-back de este campo por la transformacion candnica f satisface una
ecuaciéon analoga: if*(XHz)wl = dH;.

Si ()1 y Q2 son variedades, sabemos que T*@1 v T*(Q)5 poseen una estructura simplécti-
ca canodnica. Si p: ()1 — Q)2 es un difeomorfismo, entonces el levantamiento cotangente
T p: T*Q)1 — T*Qs resulta ser una transformacién canodnica, que recibe el nombre de
transformacion puntual.

En particular, si se tiene un cambio de coordenadas locales en @), el cambio de coorde-
nadas locales inducido en T*() preserva la forma de las ecuaciones.

No toda transformacion canodnica es de este tipo. La transformacién puede “mezclar”
las variables ¢ y p de posiciéon y momento.

Ejemplo. Consideremos una particula en R? \ {(0,0)} que se mueve bajo una fuerza
central. Es decir que el potencial V' sélo depende de la distancia de la particula al origen
de coordenadas. Tomemos coordenadas polares (r,6) en R?\ {(0,0)}, lo que da lugar a una
transformacién puntual del fibrado cotangente de R?\ {(0,0)}. Debido a la hipétesis sobre
el potencial, se tiene V' = V(r), y un sencillo cdlculo muestra que la energia cinética de la
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.92 .92
particula se escribe como m(7% + r267) /2. El Lagrangiano es L = m(7*> +r%07) /2 -V (r) y
los momentos conjugados a r y a 6 son, respectivamente,

—a—L—mf
Pr="97 =
oL o
= — = mr-0.
Do o0

Expresando la energia cinética en términos de p, y pg, el Hamiltoniano queda

2 2
Dy Yy
H(Taeupr)p0> = m + 27’)10’/‘2

+ V(r).

Lo dicho arriba nos asegura que las ecuaciones de movimiento de Hamilton presentan la
estructura usual ¢ = 0H/dp, p = —0H/dq, donde ¢ = (r,0) y p = (p,, pg). Es decir,

._OH _pr
"o m
p_OH _ b

Opg  mr?
: oH  p; ,
pr:_ﬁ_w_v(r)
) oH
pe_—W_O

Observemos, de paso, que la ultima ecuacién nos indica que el momento angular py se
conserva. 4
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VARIEDADES PLANAS Y GRUPOS CRISTALOGRAFICOS

JORGE LAURET

1. INTRODUCCION.

En el Congreso Internacional de Matematicos realizado en Paris en el
ano 1900, David Hilbert propuso una lista de problemas abiertos que él
consideraba los més importantes del momento (una lista realizada en el
ano 2000 de los problemas abiertos mas famosos en la actualidad se puede
encontrar en www.claymath.org/millennium/). Uno de ellos, el niimero 18
para ser mas precisos, hacia la siguiente pregunta (entre otras):

sHay en el espacio euclideo n-dimensional ... sélo una cantidad
finita de clases de grupos de movimientos rigidos esencialmente difer-
entes con dominio fundamental compacto?

Este problema involucra y concierne a varias ramas de la Matematica y la
Fisica, como por ejemplo la Cristalografia. La forma natural de imaginar un
cristal es como un sistema de moléculas entrelazadas (o bolas conectadas por
varas) que puede ser continuado en todas las direcciones y llena por com-
pleto el espacio. La propiedad fundamental requerida para un tratamiento
matematico de los cristales es la existencia de una pequena porcién del cristal
que actia como una especie de bloque o ladrillo para toda la estructura,
la cual debe ser por supuesto de una forma bien especial para que pueda
pegarse adecuadamente y llenar todo el espacio. El enfoque matematico
para el estudio de los cristales es reemplazar este ‘dibujo’ del cristal por el
grupo de movimientos rigidos del espacio euclideo R"™ que lo dejan invari-
ante. El dominio fundamental de la accién corresponde entonces al ‘ladrillo’
antes mencionado y la forma de llenar todo es mediante traslaciones. Puede
haber sin embargo también otras simetrias del cristal con puntos fijos como
rotaciones y reflexiones.

Otra area de la Matematica relacionada con el problema de Hilbert es
la Geometria Riemanniana. Una variedad plana es un espacio donde uno
puede hablar de geometria (distancia, dngulos, curvatura, ‘lineas rectas’,
etc.) y ademds esa geometria se comporta localmente como la més cono-
cida: la geometria euclidea. Esto significa que cerca de cada punto uno
puede introducir coordenadas de tal forma que con respecto a ellas las re-
glas de la geometria euclidea sean validas, aunque uno no puede hacer esto

Le agradezco al Comité Académico del IT Encuentro de Geometria Diferencial,
realizado del 6 al 11 de Junio de 2005 en La Falda, Cérdoba, por la invitaciéon para dar
este curso.
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2 JORGE LAURET

globalmente, es decir en todo el espacio. Las variedades planas que son
compactas son precisamente los cocientes de la forma R™/T", donde I' es uno
de los grupos de movimientos rigidos del espacio euclideo considerados en la
pregunta de Hilbert.

Es asi como este problema genera una interacciéon muy rica entre la ‘ge-
ometria’ y el ‘algebra’.

A pesar del pesimismo de Hilbert sobre una rdpida solucién del prob-
lema (varios de los otros problemas atiin se encuentran abiertos), en 1910 L.
Bieberbach (i.e. sélo diez afios después del congreso de Paris) logré dar una
respuesta positiva a la pregunta (con su correspondiente demostracién por
supuesto ...).

En este curso, estudiaremos la prueba de Bieberbach en su versién mod-
erna, la cual usa por ejemplo cohomologia de grupos y teoria de representa-
ciones enteras de grupos finitos. La intencién de estas notas, que no son
‘notas de curso’ en el sentido usual, es la de dar un resumen de las nociones
y resultados que se veran en el curso, y carecen por completo tanto de de-
mostraciones como de ejemplos. En otras palabras, pretenden solamente ser
un material de ‘lectura’ que sirva como guia para entender el problema de
Hilbert y la prueba de Bieberbach.

En la Seccién 2 se dan algunos preliminares sobre geometria diferencial y
Riemanniana de una forma escueta y algo informal. Los llamados Teoremas
de Bieberbach se encuentran en la Seccién 3.

No se reclama ningtn tipo de originalidad de estas notas, las cuales estan
totalmente basadas en partes del libro [2] y el articulo [3]. Para un estudio
mas profundo de este tema se recomienda fuertemente la lectura de dicha
literatura como un primer paso.

2. VARIEDADES PLANAS.

2.1. Variedades diferenciables. Una variedad diferenciable es un espa-
cio topoldgico Hausdorff M munido de una coleccién {U;};c; de abiertos y
homeomorfismos ¢; : U; — V;, V; abierto de R™ (n estd fijo y se llama la
dimension de M), tales que

M={]JU;

el
y cuando U; N U; # () entonces
(1) piop; 1 V; —V;

es C* (en el sentido usual para funciones de R" en R™) donde esta definida,
es decir en ¢;(U; NUj). Se asume también que dicha coleccién es maximal
en el sentido que todo par (U, ¢) que satisface (1) pertenece a la coleccién.

Una funcién f: U — R, U abierto de M, se dice diferenciable (0 C*°, o
suave) si

fogol._I:Vi—ﬂR



VARIEDADES PLANAS Y GRUPOS CRISTALOGRAFICOS 3

es C® en ¢;(UNVU;) para todo i € I, y se denota por C*°(U) al espacio
de todas las funciones diferenciables de U en R. Una funciéon f : M —
N entre dos variedades diferenciables se dice diferenciable si es continua y
po f e C®(f~YU)) para todo (U,¢) de N, y se la llama difeomorfismo si
es biyectiva y su inversa también es diferenciable.

Los pares (U, ¢) son llamados sistemas de coordenadas y si

¥ = (xlv"'axn)7 zp: U — R,

entonces para todo p € M, los nimeros (1(p), ..., zn(p)) son las coordenadas
de p segun el sistema (U, ¢).

La nocién de derivada direccional se generaliza de la siguiente manera:
un vector tangente v en p € M es una funcion lineal

v:C®U) — R,
donde U es algin entorno abierto de p, que satisface

v(fg) =v(f)g+ fvlg), Vf,ge€C*{).

El conjunto de todos los vectores tangentes en p forma un espacio vectorial
denotado por T, M y llamado el espacio tangente a M en p. Todo sistema
de coordenadas (U, ¢ = (z1, ..., %)) determina n vectores tangentes a%i]p en
todo p € U de la forma siguiente:

lp(f) = 3o f oo™t = Slof o™ plp) +tes),  VfeC™(U).

Los vectores tangentes J@%Jﬁ? vy %b} forman una base de T) M, lo que
muestra que dimT, M = n = dim M. La diferencial (o derivada) de una
funcién diferenciable f : M — N se define en cada punto p € M como la
transformacion lineal (df), : Ty M — T,y N dada por

(df)p(v)(g) =v(go f), Vg e C*(U), ve T, M,
donde U es un entorno abierto de f(p).

Otra interpretacion de los vectores tangentes es como ‘derivada de curvas’:
una curva C* en M es una funcién « : [0, 1] — M tal que poa : [0,1] —
R™ es C*° donde esté definida para todo sistema de coordenadas (U, ¢). Si
a(tg) = p entonces queda definido un vector tangente ¢(ty) en p por

alto)(f) = il f o,

el cual es llamado vector velocidad de « (o derivada de «).

Un campo C* en M es una funcién X que asigna a cada punto p € M
un vector tangente X, € T, M de tal forma que la funcién p — X,(f) es
diferenciable para toda f € C*>(M).

2.2. Variedades Riemannianas. Una métrica Riemanniana (-,-) en una
variedad diferenciable M es una funcién que le asigna a cada p € M un
producto interno (-, -), en T) M (definido positivo) de una manera diferen-
ciable en el siguiente sentido: para cada par X,Y de campos C'*° la funcién
p — (Xp,Y,), es diferenciable. Al par (M, (-,-)) se lo llama una variedad
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Riemanniana. Se prueba usando particiones de la unidad que toda variedad
diferenciable admite una métrica Riemanniana.

En un sistema de coordenadas (U, ¢ = (21, ..., %)), la métrica Riemanni-
ana queda determinada por las funciones diferenciables

()i U =Ry {)i5(0) = (g 1p 50 o)

y reciprocamente, si [(-, -);;](p) es una matriz simétrica definida positiva que
es diferenciable como funcién de p, entonces podemos usarla para definir
una métrica Riemanniana en U. Por ejemplo, la métrica euclidea en R"
satisface (-, -)sj(p) = 0y, es decir [(-,-);;](p) = I para todo p € R™.

La longitud de una curva « : [0,1] — M de una variedad Riemanniana

M se define por
1

1 1
to) = [ (60,602 ar.
y la distancia entre dos puntos p,q € M es
d(p,q) = inf{l(a) : @(0) = p,a(l) = ¢, a curva C*}.

Se cumple que (M,d) es un espacio métrico y la topologia definida por
d es la misma que tenia M. La variedad Riemanniana (M, (-,-)) se dice
completa si (M, d) es completo como espacio métrico (i.e. toda sucesién de
Cauchy converge), y en consecuencia, toda variedad Riemanniana compacta
es completa.

Una isometria f : M — N entre dos variedades Riemannianas es un
difeomorfismo tal que

((df)pXp, (df)pY}?>f(p) = (Xp, Yp)ps Vp e M,

o equivalentemente, si

dn(f(p), f(q)) = dm(p,q), Vp,q € M.

La composiciéon usual de funciones define una estructura de grupo en el
conjunto Iso(M) de todas las isometrias de una varieadad Riemanniana M
en si misma, y se podria decir que esta simple observacién es la esencia de
una profunda interaccion entre la geometria y el dlgebra.

2.3. Variedades planas. La nocién de curvatura de una variedad Rieman-
niana es bastante mas dificil de definir. En este curso, estamos interesados
en las variedades planas, es decir de curvatura idénticamente cero en todos
los puntos, las cuales se pueden definir de la siguiente manera.

Definicién 2.1. Una variedad Riemanniana (M, (-, -)) se dice plana si para
todo p € M existe un sistema de coordenadas (U, ¢ = (21, ...,2,)) alrededor
de p tal que

<'> >Z](Q) = <aixi|qa %|q>q = 5@']’7 Vq eU.

En otras palabras, una variedad se dice plana si localmente es isométrica
al espacio euclideo R".
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Teorema 2.2. [Clifford-Klein] Sea M una variedad Riemanniana simple-
mente conexa, completa y plana de dimension n. Entonces M es isométrica
a R™.

Corolario 2.3. Sea M una variedad Riemanniana conexa, completa y plana
de dimension n. Entonces M es isométrica a un cociente R"/T", donde
I’ C Iso(R™) es un subgrupo de isometrias de R™ que satisface las siguientes
propiedades:

(i) La accion de I' en R™ es discontinua: todas las drbitas

I(z) ={y(z) : v €T}
son subconjuntos discretos de R™.
(ii) La accion de T' en R™ es libre: el inico v € T' que tiene un punto
fijo (i.e. v(x) =x) es la identidad.
Reciprocamente, si un subgrupo I' C Iso(R™) satisface (i) y (ii), entonces
el espacio topolégico cociente R™ /T posee una estructura de variedad difer-
enciable que admite una métrica Riemanniana plana.

Se deduce que para estudiar las variedades planas, es suficiente (y quizds
incluso necesario) entender los grupos I' en cuestién. Serfa de gran util-
idad entonces contar con una traducciéon de las propiedades geométricas
y topoldgicas que deben poseer dichos grupos en propiedades algebraicas.
Nuestro primer objetivo serd por lo tanto describir el grupo Iso(R™), que es
donde viven todos ellos.

3. GRUPOS CRISTALOGRAFICOS Y DE BIEBERBACH.

Si A € O(n), el grupo de matrices ortogonales n x n, y a € R", es ficil
ver que la funcién « : R” — R” dada por

a(z) = Az + a,

es una isometria de R™. Reciprocamente, no es dificil probar que toda
isometria de R™ es de esta forma, lo cual se puede considerar como un resul-
tado fundamental de la geometria euclideana. Notar que esto es equivalente
a decir que toda isometria que fija el cero es automaticamente lineal, la
primera relacién entre una propiedad ‘geométrica’ y una ‘algebraica’.

Dichas funciones son también llamadas transformaciones o movimientos
rigidos. Si f(x) = Bx+b con B € O(n),b € R™, entonces la composicién de
a'y [ satisface

ao f(x) = ABx + a + Ab, Vo € R".

Luego el grupo de todas las isometrias de R” es lo que se llama el producto
semidirecto
Iso(R") = O(n) x R",

donde la estructura de grupo esta dada por

(A,a)(B,b) = (AB,a + Ab).
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Notar que el elemento identidad es e = (I,0), (A,a)"! = (A7}, —Ata) y
(4,0)(I,B)(A,0)"" = (1, Ab).

La parte lineal (o rotacional) y la parte traslacional de elementos de O(n)xR"
estan definidas respectivamente por

1:0(n) x R" — O(n), l(Aja)=A,
t:0(n) x R" — R", t(A4,a) = a.
Notemos que [ es un homomorfismo de grupos y por lo tanto I(T") (parte lineal
o rotacional de I') es subgrupo de O(n) para todo subgrupo I' C O(n) x R™.
Pero ¢ no lo es. Los elementos de la forma (I, a) con a € R" son llamadas
traslaciones puras y denotaremos por I' N R™ al conjunto de traslaciones
puras de T'.

Ya estamos en condiciones de describir varias interacciones entre propiedades
geométricas, topolégicas y algebraicas de subgrupos de Iso(R") = O(n) x R"™.

Proposicién 3.1. Sea I' C O(n) x R™ un subgrupo.

(i) T es discontinuo si y solo si I es discreto.
(ii) Sila accion de T es libre entonces I' es libre de torsion (i.e. v* # e
for ally # e, k € Z). La reciproca es vdlida si T es discreto.
(iii) Todo T discreto es cerrado.
(iv) R"/T es compacto si y sélo si t(al'a™t) genera todo R™ para toda
transformacion afin o € GL(n) x R™.

Definicién 3.2. Un subgrupo I' € O(n) x R™ se dice cristalogrdfico si es
discreto y R™/T" es compacto. Si ademds I' es libre de torsién entonces se lo
llama un grupo de Bieberbach.

En definitiva entonces, las variedades compactas planas son cocientes
R™/T" del espacio euclideo R™ por un grupo de Bieberbach I' (ver Coro-
lario 2.3 y Proposicién 3.1). Con el objeto de obtener una especie de guia,
podemos formularnos las siguientes preguntas o curiosidades sobre un grupo
de Bieberbach I', las cuales podrian ser consideradas ‘naturales’ de algin
modo:

(1) Sobre la estructura de I': ;Cuantas traslaciones puras posee I'? (i.e.
I'NR™ =7). Es facil ver que ' O(n) = {I} pero, ;cémo es el grupo
I(T') € O(n)? ;puede ser infinito?

(2) Puesto que II;(R"/T") ~ I' (grupo fundamental), sabemos que si
R™/I" es isométrica, difeomorfa, o apenas homeomorfa (en orden
decreciente de generalidad) a otra R™/T”, entonces I' ~ I"”. ;Hasta
qué punto la reciproca es valida?

(3) (Cuéntos grupos de Bieberbach (o cristalogréficos) salvo isomorfismo
hay en una dimensién dada n? ;Es el isomorfismo de grupos la
relacion ‘correcta’ a considerar en pos de contar cuantos hay?

(4) La versién geométrica y/o topoldgica de la pregunta anterior serfa:
. Cuantas variedades compactas planas n-dimensionales salvo isometria
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hay? ;y salvo difeomorfismo? ;y salvo homeomorfismo? ;cudl es la
relacion ‘correcta’ en este caso?

Teorema 3.3. [Primer Teorema de Bieberbach|. SeaT' C Iso(R™) = O(n) x
R™ un grupo cristalogrdfico. Entonces
(i) U(T') es un subgrupo finito de O(n).
(ii) T NR™ es un reticulado (o lattice) de R™ (i.e. un subgrupo abeliano
libre finitamente generado de rango n).

En particular, hay muchisimas traslaciones puras en I' y sélo una cantidad
finita de partes lineales. Este resultado concierne a las variedades planas de
la siguiente manera:

Corolario 3.4. Toda variedad compacta plana M estd cubierta por un
toro plano, y el cubrimiento es una isometria local. Ademds, el grupo de
holonomia de M es finito.

Sobre la prueba: Paran = 2 hay una prueba elemental usando solamente ge-
ometria euclidea del plano basica; méas precisamente, que si una isometria del
plano preserva la orientacién (i.e. det = 1) es necesariamente una rotacién
(si deja un punto fijo, que podria no ser el 0) o una traslacién (si no tiene
punto fijo). Para el caso general hay una prueba geométrica méds o menos
elemental en [1], y la prueba més conocida, que se puede encontrar en [4]
y [2], es bastante larga. La misma estd basada en entender las acciones de
subgrupos del grupo ortogonal O(n) desde varios puntos de vista, donde se
entrelazan nociones algebraicas y geométricas constantemente. O

Teorema 3.5. [Segundo Teorema de Bieberbach]. Sea f : T' — I” un
isomorfismo entre dos grupos cristalogrificos T, T' C O(n) x R™. Entonces
eziste o € GL(n) x R™ tal que f(v) = aya~! para todo v € T.

Es decir, todo isomorfismo entre grupos cristalograficos no es mas que un
cambio afin de coordenadas. En términos geométricos este teorema asegura
lo siguiente:

Corolario 3.6. Sean M y N dos variedades compactas planas, y suponga-
mos que 111 (M) ~ II1(N). Entonces M es afinmente equivalente a N. En
particular, M y N son difeomorfas y por lo tanto homeomorfas (pero no
necesariamente isométricas).

Sobre la prueba: La forma moderna de demostrar este teorema es usar co-
homologia de grupos, aunque a un nivel bien elemental. Asumiendo cierto
el primer teorema, el resultado se reduce simplemente a que el primer grupo
de cohomologia H'(®,R") de un grupo finito ® a valores en el grupo aditivo
R™ es trivial. O

Teorema 3.7. [Tercer Teorema de Bieberbach]. FEn cada dimension n,
hay solo una cantidad finita de grupos cristalogrdficos salvo conjugacion por
elementos de GL(n) x R™ (o equivalentemente, por Teorema 3.5, salvo iso-
morfismo).
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La versién geométrica seria:

Corolario 3.8. En cada dimension, hay solo una cantidad finita de var-
iedades compactas planas salvo equivalencia afin. En particular, también
hay un numero finito, e incluso la misma cantidad, salvo difemorfismo y
homeomorfismo, pero no salvo isometria.

Sobre la prueba: Consta de dos partes. La primera usa la teoria de exten-
siones de grupo y su relaciéon con la cohomologia de grupos. Mas precisa-
mente, el segundo grupo de cohomologia H?(®,A) de un grupo finito ® a
valores en un reticulado A de R™, parametriza las clases de isomorfismo de
extensiones de ® por A. Se prueba ficilmente que H?(®,A) es finito, lo
cual implica la finitud de las posibles extensiones. La segunda parte de-
muestra que hay s6lo una cantidad finita de pares (®, A) a considerar, para
lo cual hay que usar la teoria de representaciones enteras de grupos fini-
tos. Concretamente, hay que probar que existen s6lo un niimero finito de
clases de conjugacién de subgrupos finitos del grupo GL,,(Z) (matrices n xn
con coeficientes enteros cuyas inversas también poseen coeficientes enteros,
o equivalentemente de det = +1). O
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Esta es la versién sin figuras (y sin un par de ejemplos basados en dibujos) del
apunte.

Por la corta duracién del curso, y en parte para mantenerlo autocontenido
y en un nivel elemental, he renunciado por ejemplo a la definiciéon de superficie
(que indudablemente tiene muchas ventajas sobre la nocién de superficie para-
metrizada regular que presento) y también a la definicién general de una métrica
riemanniana en un abierto del plano (he considerado s6lo aquellas para las cuales
las curvas coordenadas son ortogonales). Por otra parte, advierto que voy de lo
particular a lo general de manera muy pausada.

1 Notacién y preliminares.

Sea ¢ : A — R* una funcién diferenciable, donde A es un abierto de R? y k es un
numero natural. Para cada (u,,v,) € A, la derivada parcial de ¢ con respecto a
u en (uy,v,) es la velocidad de la curva u — ¢ (u,v,) en u = u,. La denotamos
por

0
G (t10s 00) = 22 (119, 05) =

ou

La definicién de ¢, es andloga. Repasamos la regla de la cadena: Si v : R — RF
estd definida por 7 (t) = ¢ (u (t), v (t)), entonces

V(1) = du (u(t) v (®)u' (t) + do (u(t), v (1) ' ().

Si (u,v) = ugvy + - + vy es el producto escalar usual en R¥, denotamos
|u| = /(u,u). Si u,v son funciones de una variable, se cumple que

(u,v) = <u’,v> + <u,v'> )

Con el siguiente ejemplo repasamos la diferencia entre rapidez y velocidad de
una curva. La curva plana « (t) = (cost,sent) tiene velocidad variable 4/ (t) =
(—sent, cost) pero rapidez constante |y/| = 1.

. o taO'
dtoqb(u—l— Vo)

Curvas regulares con inversa continua.

Sea I C R un intervalo abierto, I = (a,b) con —oo < a < b < co. Decimos que
una curva y: [ — R" v (t) = (z1 (t),...,x, (1)) es regular, si es suave (es decir,



cada coordenada z; tiene derivadas de todos los érdenes, para i = 1,...,n) y
ademds ' (t) # 0 para todo t.

Se dice que una curva regular v : I — R™ uno a uno (es decir, sin autoin-
tersecciones: v (t1) = v (t2) sélo si t; = t2) tiene inversa continua, si para toda
sucesion t,, en el intervalo I y t € I, se cumple que

lim v (t,) =~() = lim t, =t

n—oo n—oo

(notar que como 7 es uno a uno, 7 (s) determina s de manera univoca).

Ejemplo 1 La curva o : R — R? o/ (t) = (t3, 0), €s uno a uno pero no regular:
Como o (t) = 0 exactamente para t = 0, recorre el eje de las x’s deteniéndose en
t = 0, pero no permanece detenida.

Ejemplo 2 La curva v : (—7/4,7/2) — R? dada por v (t) = sen (2t) (cost,sent)
es regular, uno a uno, pero su inversa no es continua.

2 Superficies parametrizadas regulares.

Una superficie parametrizada es una funcién diferenciable ¢ : A — R3, donde
A es un abierto de R2. Las curvas coordenadas de ¢ son las curvas u — ¢ (u,v,),
v — ¢ (up,v), con uy, v, fijos. La superficie parametrizada ¢ se dice regular si
para cada (u,v) € A las velocidades de las curvas coordenadas por ese punto no
son colineales, es decir, {¢y, (u,v), ¢, (u,v)} es linealmente independiente para
todo (u,v).

Por ejemplo, si f : A — R es una funcién diferenciable, entonces ¢ : A — R?
definida por ¢ (u,v) = (u, v, f (u,v)) es una superficie parametrizada regular cuya
imagen es el gréfico de f, pues ¢, = (1,0, fu), ¢» = (0,1, f,) son linealmente
independientes.

En estas notas consideraremos sdlo superficies con curvas coordenadas
ortogonales, es decir, con (¢, (u,v),d, (u,v)) = 0 para todo (u,v), especial-
mente las de revolucién:

Superficies de revolucién.

Sea ¢ : I — R? un curva regular con inversa continua. Denotamos por r y h la
primera y segunda coordenadas de ¢, es decir,

Suponemos ademéds que r (t) > 0 para todo t € I. La superficie de revolucién con
curva perfil ¢ es la superficie parametrizada ¢ : R x I — R3,

o (0,t) = (r(t)cos,r(t)senb, h(t)) (1)
= (r(t)(cos@,senf), h(t)).

Hemos sacado factor comin r (¢) en las dos primeras coordenadas para facilitar
la visualizacién de la superficie:



Observamos que fijado ¢t € I, la curva 6 — ¢ (0,t) describe una circunferencia
de radio 7 (t) en un plano horizontal a altura h (¢) (por eso elegimos los nombres
r y h para las coordenadas de la curva perfil). Se llama paralelo de altura h ().
Puede haber mas de un paralelo de una determinada altura.

Si fijamos 6, entonces t — ¢ (6,t) describe una curva congruente a la curva
perfil contenida en un plano vertical que contiene el eje z. Se llama meridiano
de dngulo 6.

Verificamos ahora que las curvas coordenanadas de una superficie de revolu-
ci6én (los paralelos y meridianos) son ortogonales. Calculando

o9 (0,t) = (r(t)(—senb, cosh),0)
o (0,t) = ('r' (t) (cos®,sen ), h’ (t)) ,

es facil obtener que (¢g (6,t), ¢ (0,t)) = 0 para todo (0,1).
Ejemplo 3 Las superficies de revolucién con curvas perfil
a(t)=(Rt) (teR), c(t)=(t0) (>0 y c3(t)=(t,t?) (t>0)

donde R > 0 constante, describen respectivamente un cilindro, un plano y un
paraboloide de revolucién (los dos tltimos agujereados).

Ejemplo 4 Mapas y mapeos de la tierra. Consideramos a continuacén dos
curvas ¢ : I — R? que recorren toda la semicircunferencia de radio 1 con z > 0.
Luego las superficies de revolucién asociadas tienen todas como imagen la esfera
de radio 1 menos los polos, que llamamos S. Para cada una de tales curvas c sea
¢ la restriccién al rectangulo A = (—m, ) x I de la correspondiente superficie de
revolucién. Notar que ¢ es es uno a uno (aunque la imagen no cubre el meridiano
de dngulo 7). Si elegimos una unidad de longitud tal que el radio de la tierra
mida 1, entonces podemos pensar ¢ : A — S como un mapeo (a cada punto del
mapa A le corresponde un punto de la tierra).

a) Si la curva perfil es
c:(—m/2,m/2) — R? ¢(t) = (cost,sent),

entonces los meridianos del mapeo asociado se recorren con rapidez unitaria, pues
| (t)| = |(—sent, cost)| = 1.

b) Si la curva perfil es ¢ : (—1,1) — R?, ¢(t) = (\/1 — t2,t), que describe la
semicircunferencia como un grafico de una funcién x = z (y), entonces el mapeo
asociado ¢ : A — S se puede pensar como enroscando el rectangulo A en el
cilindro de altura 2 donde la esfera estd inscripta, y luego proyectar sobre la
esfera, radialmente en cada plano horizontal.

Este mapeo ¢ tiene la propiedad de preservar areas. Mas precisamente, se cumple
que
area (D) = area (¢ (D))

para todo dominio D C A. En otras palabras, una regién cualquiera de la tierra
v la region del mapa que le corresponde a través de ¢, tienen la misma area. Este
hecho ya era conocido por los griegos antes de Cristo.



Escalas infinitesimales

Para los mapeos de la esfera dados, la escala no es constante, pues dada una
curva « en A de longitud ¢, la longitud de la curva ¢ o en S depende no sélo de
¢, sino también de a. Por ejemplo, para el mapeo del Ejemplo 4 (a), si para cada
te (—g, %) consideramos la curva

(677 [—1, ].] — A, Qi (9) = (H,t),

su longitud es 2 mientras que la longitud de ¢ o oy es

1
[ 1o @] do =2cost.

-1
En otras palabras, esos segmentos de rectas horizontales de longitud 2 en el mapa
se corresponden con trozos de paralelos en la esfera, cuya longitud disminuye a
medida que se acercan a los polos (o sea cuando t — +m/2).

Definicién. Sea ¢ : A — R? una superficie parametrizada regular con curvas
coordenadas ortogonales, como en el comienzo de la seccién. Los coeficientes de
la métrica, también llamados coeficientes de la primera forma fundamental de ¢,
son las funciones F, G : A — R definidas por

E (u7 U) = ’(bu (uvv)’2) G(u’v) = |¢v (uvv)|2 :

Observacién. Si consideramos a ¢ : A — R3? como un mapeo (a cada punto
del mapa A le corresponde un punto de la imagen de ¢), las funciones VE y
V/G pueden interpretarse como escalas infinitesimales horizontal y vertical,
respectivamente, en el siguiente sentido. Dada una curva « en el mapa A con
a(0) = (up,vo) y & (0) = (z,y) (en particular ||o/ (0)]] = v/22 + y?), entonces la
rapidez de la curva correspondiente en .S en s = 0, es por la regla de la cadena y
porque (¢u, ¢y) = 0,

‘(¢004)/ (0)‘ = |Pu (o, Vo) T + Dy (Uo, Vo) Y|
= 16w (0, 0) P 22 + [ (0, v0) P 2 (2)
= \/E (U, Vo) 22 + G (o, Vo) Y?.

O sea, para expresarlo con palabras, aunque no de manera tan precisa, \/E (u, v,)
vy /G (uo,v,) son las proporciones en las que el mapeo ¢ deforma el mapa A
cerca de (uo,v,) en las direcciones horizontal y vertical, respectivamente.

Ejemplo 5 Sea ¢ la superficie de revolucién con curva perfil

1
‘R — R? t) = [ ——. tanht
CROE, o) (Cosht, an )

que recorre toda la semicircunferencia de radio uno con z > 0 (notar que cosh? =
1 + senh?). Entonces ¢ describe la esfera menos los polos. Los coeficientes de la
métrica se calculan
E(6,t) =G (6,t) =1/ cosh?t.

Luego las escalas infinitesimales dependen del punto del mapa pero no de la
direccién. Por esta razon es facil verificar que el mapeo ¢ tiene la propiedad de
ser conforme: Si dos curvas en A se intesectan formando un determinado angulo,
entonces sus imagenes mediante ¢ se intersectan formando el mismo angulo.



3 Geodésicas.

Si ¢ : A — R3 es una superficie parametrizada regular, una curva v (t) =
o (u(t),v(t)), con u,v diferenciables (notar que la imagen de 7 estd contenida
en la imagen de ¢) se dice geodésica de ¢ si

<’Y”, bu (u,v)> = <'7//a o (va)> =0 (3)
osea,si (V' (t),du(u ) = (7" (¢) u(t),v(t))) =0

para todo t. Es decir, la aceleracion de ~ es ortogonal a la superficie en cada
instante. Desde la superficie se percibira la velocidad de v como constante. En par-
ticular la velocidad no cambia en magnitud, como muestra la siguiente proposicién.

Proposicion 6 Las geodésicas tienen rapidez constante.

Prueba. Calculamos
<|'y } ) '7 y > =2 <’7”"y/> =2 <’)//, ¢u (u, ’U) ’LL/ + QZ)U (’LL, U) ’Ul> =0.
Luego |7/|* es constante, y por lo tanto |y/| también. O

Ejemplo 7 Sea ¢ : R? — R3, ¢ (u,v) = (u,v,0), cuya imagen es el plano z = 0.
Una curva v (t) = (u(t),v (t),0) es geodésica si y sélo si u” = 0" =0, o sea siy
sblo si v recorre una recta con rapidez constante.

Proposicién 8 Sea S = {q € R® | |¢| =1} la esfera de centro cero y radio uno.
Los circulos mdzximos de S (intersecciones de S con planos que pasan por el cero),
recorridos con rapidez unitaria, son geodésicas.

Prueba. Supongamos que el plano estd generado por dos vectores ortogonales
unitarios U, V en R3. La curva 7 (t) = (cost) U + (sent) V en S recorre el circulo
maximo determinado por ese plano y su aceleracién es

7" (t) = — (cos) U — (sent) V = — (t).

Sea ¢ : A — R? una superficie parametrizada regular cuya imagen esté contenida
en S. En particular, |¢ (u,v)] = 1, de donde (¢py, ) = (¢v,¢) = 0 (por un
argumento similar al de la prueba de la Proposicién 6). Luego, si suponemos que
v (t) = ¢ (u(t),v(t)) para ciertas funciones u, v, resulta que

<7H7 bu (u, U)> = (=7, ¢u (u,v)) = — (¢ (u,v) , Jy (u,v)) = 0.

y de manera andloga con v en vez de u. Entonces, v es una geodésica de ¢. [

Observacion 9 a) Es posible probar que por cada punto p de A y cada vector
v existe exactamente una curva « en A con a(0) = py o/ (0) = v, definida en
un entorno suficientemente pequeno de cero, tal que ¢ o a es geodésica de ¢.
No lo demostraremos, solo indicamos que se deduce del teorema de existencia y
unicidad para el sistema de ecuaciones diferenciales (3). De manera muy imprecisa
podriamos decir entonces que en una superficie parametrizada regular, la nocién
de “ir derecho en la superficie” tiene sentido en cualquier punto y hacia
cualquier direccién.



b) Sea « : [a,b] — A una curva diferenciable tal que v = ¢ o v es de rapidez
constante. Se puede demostrar que v es geodésica de la superficie parametrizada
¢ si y sélo si v minimiza longitud localmente. Més precisamente, si para todos
s < t en [a,b] que estan suficientemente cercanos, se cumple que la longitud de
la curva ¢ o « restringida al intervalo [s,t] es menor o igual que la longitud de la
curva ¢ o 8 para cualquier curva 3 en A que une « (s) con « (t).

Superficies de Clairaut y Teorema de Clairaut.

Sea ¢ : A — R3 una superficie parametrizada regular con curvas coordenadas
ortogonales y sean E,G : U — R, como antes, funciones definidas por £ =

<¢u7 ¢u> 5 G = <¢v; ¢v>

Definicion. Decimos que una tal ¢ es de Clairaut si las funciones E y G no
dependen de u, o sea E, = G, = 0, o equivalentemente, E (u,v) = f(v) y
G (u,v) = g (v) para ciertas funciones f, g.

Ejemplo 10 Una supericie de revolucién como en (1), con curva perfil ¢, es de
Clairaut con

E@t)=ft)=r21t) v GO.0)=g1) =) (4)
(ya vimos que (¢g, ¢¢) = 0).

Ejemplo 11 El helicoide ¢ : R? — R3, v (u

, (v (cosu, senu),u) es una
superficie de Clairaut con f (v) =1+ vy g (v)

v) =
=1.

Ecuacién para las geodésicas de una superficie de Clairaut.
Proposicion 12 Si ¢ una superficie parametrizada de Clairaut, entonces la curva

v(s) =@ (u(s),v(s)) conu,v diferenciables v es geodésica si y sélo siu y v satis-
facen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

0 = f(v)uv + f)u” (5)
= —f'(v) ()’ + g (v) (v) +2g ()" (6)

Prueba. Calculamos v = ¢y, (u,v) v’ + ¢y, (u,v) V" y

’7// = (¢uuu/ + ¢’U,’U/U/) u' + Qbuu// + (¢vuul + ¢U’UU/) v+ ¢vvl/
= Quu (UI)Q =+ 2¢uvvlu/ + Pwo ('U,)2 + ¢uu” + d)v'U”'

(por abuso de notacién omitimos evaluar ¢ y sus derivadas en (u,v)). Luego,
como (¢, ¢,) = 0 pues la superficie es de Clairaut, tenemos que

(V' b0) = {buus bu) (1) + 2 (Puvs bu) 't + (s D) (V') + (i, ) u”
<7//7 ¢’U> = <¢uu7 ¢v> (UI)Q +2 <¢uva ¢v> v'u + <¢vv7 ¢v> ('U/)Z + <¢v, ¢v> v



Pero observamos que

2 <¢uuv ¢u> = <¢U7 ¢u>u =E,
2 <¢uv7 ¢u> <¢u7 ¢u>v =E,
<¢uuv ¢v> - <¢u7 ¢v>u - <¢’U,7 (z)vu) =0- Ev/2 = _Ev/2

(hemos usado de nuevo que (¢y, ¢) = 0). De la misma manera, intercambiando
los roles de u y v, se ve que

2 <¢m}>d)v> — Gva 2 <¢uv>¢v> — Gm <¢vv7¢u> = _Gu/Q-

Como también por hipétesis E,, = G, = 0, y ademéds F (u,v) = f (v) y G (u,v) =
g (v) tenemos que ~ es geodésica si y s6lo si u y v satisfacen las ecuaciones del
enunciado. O

Corolario 13 Si ¢ es una superficie parametrizada de Clairaut, entonces la
curva coordenda horizontal vy (u) = ¢ (u,v,) es geodésica si y solo si f' (v,) = 0.

En particular, el paralelo 0 — ¢ (0,t,) de una superficie de revolucion es
geodésica si y solo si 1’ (t,) = 0.

Prueba. Para la curva v tenemos ' = 1y v = v,. Asi v’/ =0y v/ = 0y luego la
ecuacién (5) no da condiciones y la ecuacién (6) queda f’ (v,) = 0. La afirmacién
sobre las superficies de revolucién resulta de (4). O

Teorema 14 Sea ¢ una superficie de Clairaut y sea vy (s) = ¢ (u(s),v(s)) una
curva con u,v diferenciables y v’ nunca nula. Entonces son equivalentes:

a) La curva vy es geodésica.

b) Las funciones |¥'| y f (v)u' son ambas constantes

¢) La curva v es una reparametrizacion de rapidez constante de alguna de las
curvas

N (t) =0 (uo,t) 0o y(t)=0¢ty(),

para cierta constante u,, donde y satisface la ecuacion diferencial

M W) =)+ ) 9 (7)
para cierta constante \.

Ejemplo 15 El teorema de Clairaut se puede aplicar para encontrar, en cada
instante, la curva en el mapa de la tierra (Ejemplo 4 (a)) que separa el dia de la
noche:

El eje de rotacion de la tierra esta inclinado respecto del plano P donde la
tierra gira alrededor del sol. Como la distancia de la tierra al sol es tan grande,
cometemos un error muy pequeno si suponemos que los rayos provenientes del
sol son paralelos. De este modo, la curva en la tierra que separa el dia de la
noche en cada instante es un circulo méximo (perpendicular al plano P), en
particular una geodésica. Como el mapeo que consideramos es de Clairaut, la
curva correspondiente en el mapa A puede obtenerse por la ecuacién de Clairaut.

Si la curva perfil es v (t) = (cost,sent), se ve de (4) que E (0,t) = cos®t y
G (0,t) =1, con lo cual f(t) = cos?t y g(t) = 1. Por el teorema, una curva en



el mapa que en un instante dado separa el dia de la noche es o bien una recta
vertical (equinoccio de primavera/otono) o bien, por (7), el grafico de una funcién
1 que satisface

Acos? (y) = cos? (y) + (y/)2

para cierta constante A que se puede obtener a partir del angulo de inclinacién del
eje de la tierra con respecto al plano P. Se verifica facilmente que las funciones

y = arctan (c sen (t — d))

satisfacen la ecuacién, para todo d y para 1+ ¢ = \.

Ante las preguntas de cémo se obtienen tales soluciones y si efectivamente
son todas, comentamos que para resolver ese tipo de ecuacién (al menos una algo
més débil, despejando ' previa suposicién que es positiva o negativa) se aplica el
primer método que se aprende usualmente en un curso de ecuaciones diferenciales:
Si h es nunca nula, las ecuaciones y' = h (y) y %1;) = 1 son equivalentes. Se integra
miembro a miembro esta tltima igualdad (usando sustitucién en el miembro

izquierdo) y luego se despeja y.

Prueba del Teorema 14.
a) = b) Si 7y es geodésica, ya sabemos por la Proposicién 6 que |y/| es cons-
tante. Pero por (5) tenemos que

(f @) ) = f' (@) u' + f (v) " =0. (®)

Luego f (v)u' es constante.

b) = a) Si f (v)u’ es constante, entonces por (8) vale la ecuacién (5). Con
una cuenta similar a la de (2) calculamos

"2 = ‘(Z)u(u,v)u’—i—(bv (u,v)’u"2
= FE(u,v) (u')2 + G (u,v) (v')2
= f(v) (u')2 + g (v) (v')Q.

Si |y/| es constante, entonces

0 = (VP = (7@ @) +90) (+)?)
= flv)d (u’)2 + f(v)2u'u" + ¢ (v) v (v')2 +g(v) 200"

v

!/

Reemplazandos f (v) «” por su valor despejado de (8), obtenemos

0=f"(v)d (u’)2 —2f" () (u')2 +4 (v)v (v')z + g (v) 20"0",
que no es otra cosa que la ecuacién (6) multiplicada por v/, que es nunca nula
por hipétesis.

¢) = b) Supongamos primero que < es una reparametrizacién de rapidez
constante de ;. Claramente v’ = u) = 0. Luego f(v)u' = 0, en particular
constante. Si en cambio



v (8) =7 (u(s)) = ¢ (uls),y(u(s))),

usando (7) para la ultima iguladad, calculamos

VP = |u (s () 0+ by (uyy () (u) |
= fly(w) (@) +gy @) (Y (@) @)
= A2 (y(w) ().

Luego, si || es constante, resulta f (y (u))«' constante, como querfamos.

b) = ¢) Si 7 es como en el enunciado y v’ (t,) = 0 para algin ¢, y f (v)u' es
constante, entonces f (v)u' =0, con lo cual &' =0 y 7 es una reparametrizacién
de Y1-

Si por el contrario v’ es nunca nula, entonces u tiene una inversa, que llamamos
z. Tenemos que v (z(t)) = ¢ (t,v(z(t))) = 2 (t) con y = v (z). Luego ~ es una
reparametrizacion v (s) = 72 (u (s)). Con argumentos similares a los de arriba se
ve que y = v (z) satisface la ecuacién diferencial indicada.

Ecuacion para las geodésicas en superficies de revolucién.

Proposicién 16 Sea v (s) = ¢ (0 (s),t(s)) una curva de rapidez unitaria de la
superficie de revolucion ¢ con curva perfil ¢ = (r,h), donde 0,t diferenciables y
t' nunca nulo. Sea o (s) el dngulo entre v' (s) y el paralelo por v (s). Entonces
es geodésica si y solo si existe una constante C' tal que

r(t(s))cosa(s)=C. 9)

Nota. El heho de requerir que 7y tenga rapidez unitaria no representa un problema
a la hora de las aplicaciones, pues usamos el resultado para obtener (informacién
sobre) las trayectorias de las geodésicas.

Prueba de la Proposicién 16. Como la direccién del paralelo por ¢ (6,t) es
60 (6,) / 160 (6,1)] = 69 (8,1) /7 (1), se tiene que
r (t) cosa =T (t) <'Y/7 qb@ (9) t) /’f’ (t)> = <r7/) b0 (07 t)> :

Pero v/ = ¢y (0,t) 0" + ¢ (0,t) t'. Como las curvas coordenadas son ortogonales y
E (0,t) =72 (t) por (4), se obtiene

r(t)cosa=E(0,t)0 =r*(t)¢,

que es constante si y sélo si 7 es geodésica por el Teorema 14, con (6,t) en el rol
de (u,v) y r? en el de f.

Ejemplo 17 Cilindro. Para el cilindro ¢ (0,t) = (Rcosf, R senf,t) se tiene
r = R. La Proposicién implica facilmente que las geodésicas son o bien meridianos
o bien hélices congruentes a una reparametrizaciéon de ~y (t) = (cost, sent, at)
para cierta constante a.



Ejemplo 18 Hiperboloide. Consideremos el hiperboloide de revoluciéon ¢ :
R? — R3, cuya curva perfil es la parametrizacién

c:R—=R%, ¢(t)= (\/1+t2,t)

de una hipérbola. Aqui r (t) = v/1 + t2. Sea v una geodésica de rapidez unitaria de
¢y a el angulo entre 7' y el paralelo por «, como en la Proposicién 16. Aceptamos
sin demostracion que 7y estd definida para todo s en la recta real. Supongamos
que en el instante s, vale

r(80) =:15>0, 1'(85) <0 y cosa(sy) = a,.

O sea, llamando C = r,a,,

t(so) >0, t'(so)<0 ¥y 141 (s0)? cosa(sy) = C.

Por la Proposicién 16 tenemos que

1+t(s)?cosa(s)=C para todo s. (10)

Sea o (0) = (cosf,senf,0) el paralelo donde el hiperboloide es més estrecho. Se
cumple que v nunca corta a o si C' > 1, necesariamente corta a ¢ y pasa hacia el
semiespacio inferior z < 0 si C' < 1 y por ultimo, en el caso C = 1 se cumple que
~ se enrosca una cantidad infinita de veces en el hiperboloide, acercandose tanto
como se quiera al paralelo o.

Caso C > 1: Si v cortara a o (cuya imagen es una circunferencia de radio
uno) en el instante s, se tendriar (s1) =1, 0seat(s1) = 0y por (10), cosa (s1) =
C > 1, lo que es imposible.

Los casos C' =1y C < 1 los dejamos para que el lector se ejercite, si lo desea.

4 Superficies que no estan incluidas de manera cané-
nica en el espacio euclideo.

A continuacién consideraremos un ejemplo de un “superficie” que no est4 incluida
de manera canonica en el espacio euclideo.

Un intervalo de la recta real se dice no trivial si es no vacio y no consta de
un solo punto. Sea

7 = {intervalos cerrados y acotados no triviales de la recta real} .

Notemos que Z no es un subconjunto de un espacio euclideo (si bien sus elementos,
los intervalos, si lo son). Nos preguntamos sobre diferentes maneras de definir una
nocién de distancia y de mejor camino entre dos elementos en Z, naturales desde
distintos puntos de vista. La primera respuesta obvia es la siguiente: Para x < y
y ' <y’ se puede tomar

dist ([z,y], [2/,¢]) = \/(33’ — )’ + (y — ),
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es decir, copiando la distancia euclidea del abierto {(m, y) €ER? |z < y} mediante
la biyeccién obvia. El mejor camino entre estos dos intervalos es entonces la curva
v:[0,1] = Z dadapr~y(t)=[(1—t)x+ta', (1 —t)y + ty].

Ahora bien, esta nocién de distancia puede no ser la més adecuada si conside-
ramos la naturaleza de los elementos de Z. En cierto sentido, esta nociéon de
distancia discrimina el tamafio de los segmentos: Por ejemplo,

dist ([0,10%],[1,1+10%]) =1 =dist ([0,107%],[1,14+107°]).

Sin embargo, tomando en cuenta el tamano relativo de los intervalos, los dos
primeros parecen estar mucho més cerca uno del otro que los dos ltimos (imagi-
nemos que le pedimos al intervalo [0, 10_3] que se mueva hacia el [1, 1+ 10_3]; le
va a parecer muy lejos). Dicho de otra forma, merecen una definicién de distancia
distinta de la de mas arriba, que contemple ese hecho.

Métricas riemannianas en abiertos del plano.

Una métrica riemanniana en un abierto A del plano es un concepto que permite
definir una nocién de longitud de curvas en A distinta de la euclidea. Conside-
raremos s6lo aquellas con curvas coordenadas ortogonales. Una tal métrica esta
dada por un par (E, G) de funciones diferenciables positivas F,G : A — R. Dada
una curva diferenciable v (t) = (u (t),v (t)) en A, la longitud de la velocidad de
~ en el instante ¢ respecto de la métrica (E, G) se define mediante

17" Oll .y = \/E (v () ()* + G (v (1) v (1)*
(E,G)

(comparar con (2)). La longitud de una curva diferenciable « : [a,b] — A res-
pecto de la métrica (E, G) esta definida por

b
fong (1) = [/ ®)] . (1)

Como en el caso euclideo se prueba que no cambia al reparametrizar +.

Se dice que las curvas coordenadas son ortogonales porque si en cada (u,v)
aplicamos polarizacion a la forma cuadrética ||- ||?E’G), resulta que ((1,0),(0,1)) =
0 y de alli las velocidades de las curvas u +— (u,v,), v — (u,,v) son ortogonales.

En estas notas consideraremos sélo un tipo especial de métricas riemannianas
con curvas coordenadas ortogonales en abiertos del plano, las llamadas métricas
de Clairaut, que son aquellas para las cuales las funciones F y G no dependen de
u, o sea B, = G, = 0, o equivalentemente E (u,v) = f (v) y G (u,v) = g (v) para
ciertas funciones f, g. (Comparar con la definicién de superficie parametrizada de
Clairaut.)

Ejemplo 19 La métrica usual en R? estd dada por E = G = 1. En este caso
(11) da la nocién usual de longitud de una curva en el plano.

Ejemplo 20 Una superficie parametrizada de Clairaut ¢ : A — R3 induce una
métrica riemanniana en A de Clairaut: Se definen E, G como en (4).

Si pensamos el abierto A como un mapa y ¢ como el mapeo, la longitud de
una curva « en el abierto A, calculada con la nueva métrica como en (11), serd
la longitud de la curva ¢ o a en la imagen de ¢, representada por « en el mapa.
Esto es facil de verificar usando la regla de la cadena.
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Ejemplo 21 El plano hiperbdlico. En este caso A = H = {(u,v) € R? | v > 0}
y se define
E (u,v) = G (u,v) = f (v) = g (v) = 1/0* (12)

para todo (u,v) € H. El abierto H munido de esta métrica es un modelo para el
semiplano de Lobachevsky, el ejemplo clasico (junto con la geometria esférica) de
un espacio donde no se cumple el quinto postulado de Euclides: Dada una “recta”
y un punto fuera de ella existe una y sélo una “recta” que no corta a la primera.
(Veremos méds abajo cudles curvas en H merecen ser el andlogo de las rectas en
el plano euclideo.)

No es un caso particular del ejemplo anterior, aunque si localmente (ver la
Proposicién 26).

Volvemos a ocuparnos del problema de la distancia en el espacio Z de inter-
valos de la recta real del comienzo de la seccién.

Una métrica en 7 que no discrimina tamanos.

Podemos parametrizar 7 mediante
F:H={(x,y) eR*|y>0} = I, Fl(x,y)=[r,z+y]. (13)

Si copiamos mediante F' la métrica hiperbdlica de H a Z, observamos que, a
nivel infinitesimal, cada segmento de Z usa su propio tamano como patron para
medir la distancia a los segmentos proximos, y esto es lo que entendemos por una
métrica que no discrimina tamanos. Mas precisamente, sean

v (t) = [z, 2t + i y AW =F (v () = (x,u)

una curva en Z y la curva correspondiene en el mapa H de Z, respectivamente
(aqui los subindices no denotan derivada parcial, los usamos para simplificar la
notacion). Por (12) tenemos que

17 O = £ o) (&) + 9 we) () = (& w)|* /o>

Luego la rapidez de v en el instante ¢ segin la métrica hiperbdlica que estamos
considerando es || (¢)|| = |(=}, y.)| /yt, que relativiza la rapidez segiin la métrica
euclidea al tamano y; del intervalo en ese instante t.

Ejemplo 22 Si el intervalo [z,z + y] se traslada hacia la derecha en s veces
su propia longitud, veamos que el traslado serd de s unidades si consider-
amos la métrica hiperbdlica. En efecto, para la curva « (t) = [z,x + y] + ty =
[ +ty,z+y+ty], con 0 < ¢t < s, tenemos que la rapidez de la curva aso-
ciada 7 (t) = (x + ty,y) en H segin la métrica hiperbdlica es H% (z + ty, y)H =
||(y,0)|](x+ty7y) = |y| /y = 1. Luego la longitud de ~ es [; dt = s.

Ejemplo 23 Sea v la curva en Z definida por v (t) = [0,€'] y sea ¥ (t) = (0, ¢")
la curva asociada en H. Tenemos que la rapidez euclidea, |y (t)| = ‘(O, et)‘ = e,
coincide con el tamano del intervalo en el instante ¢, que es ahora percibido
como unidad de medida en ese instante, asi que no nos sorprende que y tenga
rapidez (hiperbdlica) constante uno: || (¢)| = | (0, €)| /e’ = 1.
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Geodésicas de métricas de Clairaut en abiertos del plano.

Claramente, la manera en que definimos curva geodésica en una superficie para-
metrizada regular ¢ : U — R3 no tiene un andlogo obvio para definir curva
geodésica en un abierto A del plano provisto de la métrica riemanniana dada por
(E,G): Notemos que si bien uno puede considerar el plano dentro del espacio
via (z,y) — (z,y,0), la métrica en A dada por (E,G) no es necesariamente la
euclidea. (La conexién de Levi-Civita provee una tal nocién, pero escapa a los
alcances de estas notas).

Recurrimos entonces a la caracterizacién de las geodésicas de la Obsevacién
9 (a): Sea A un abierto del plano munido de una métrica riemanniana con curvas
coordenadas ortogonales dada por (E, G). Decimos que una curva « : [a,b] — A
de rapidez constante en A es geodésica para la métrica dada por (F, G) si mini-
miza localmente longitudes, calculadas por supuesto a partir de (F,G) como
en (11). Més precisamente, si para todos s < t en [a, b] que estan suficientemente
cercanos, se cumple que la longitud (medida usando (F,G)) de la curva « res-
tringida al intervalo [s,t] es menor o igual que la longitud de cualquier curva en
U que une a (s) con « (t) (también medida usando (F,G)).

Se puede probar (no lo haremos) que es vélida la siguiente versién andloga
del Teorema de Clairaut, que difiere muy poco de la del Teorema 14.

Teorema 24 Sea A un abierto del plano munido de una métrica riemanniana
de Clairaut dada por (E,G) y sea v (s) = (u(s),v(s)) una curva diferenciable
en A con v' nunca nula. Entonces son equivalentes:

a) La curva v es geodésica.

b) Las funciones ||| vy f (v)u' son ambas constantes

¢) La curva v es una reparametrizacion de rapidez constante de alguna de las
curvas

Nnt) = (uo,t) 0o (t)=(ty(),

para cierta constante u,, donde y satisface la ecuacion diferencial

M2 =f W)+ () 9 ) (14)

para cierta constante \.

Geodésicas en el plano hiperbdélico.

Por el Teorema de Clairaut se tiene que las trayectorias de las curvas geodésicas
en H son las curvas obtenidas mediante intersecciéon de H con rectas verticales y
circunferencias con centro en el eje horizontal. En efecto, ya vimos que las rectas
verticales siempre son trayectorias de geodésicas para una métrica de Clairaut.

Si por otra parte consideramos la funcién y (t) = /72 — (t — ac)2, para r > 0,
[t| <7, vemos que v (t) = (t,y (t)) parametriza la semicircunferencia superior de
radio r y centro en (z,0) y satisface la ecuacién de Clairaut (14) con f,g como
en la métrica hiperbdlica, para cierta constante .

Vemos que dada la trayectoria de una geodésica en H y un punto p € H fuera
de ella, existe una cantidad infinita de trayectorias de geodésicas por p que no la
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cortan. Luego H no cumple el quinto postulado de Euclides. No comentaremos
sobre los demas.

Geodésicas en 7 con la métrica hiperbdlica.

Como la métrica en Z que consideramos es la copiada de la del plano hiperbdlico
mediante la funcién F' de (13), observamos en particular que la trayectoria del
mejor camino entre dos segmentos de la misma longitud, digamos ¢, consiste de
segmentos de longitud mayor que £. Esto se puede explicar notando que como cada
segmento toma su propia longitud como unidad para medir distancias recorridas
o cambios en su tamano, un segmento mas grande recorrera distancias grandes
con mas facilidad. Por eso no le conviene simplemente trasladarse hasta su nueva
posicién conservando el tamano constante, como seria el caso para la métrica
euclidea para Z, sino destinar un poco de energia extra para ir aumentando de
tamano a medida que se traslada, de manera de percibir distancias como mas
cortas relativas a su tamafio, y finalmente, destinar un poco de energia extra
para ir disminuyendo de tamano a medida que se acerca a la meta.

Algunos segmentos de la trayectoria del mejor camino entre los segmentos s1
y so de igual longitud:
Inmersién local del plano hiperbdlico.

Tractriz. Supongamos que estamos parados en el origen del plano z-y y tenemos
atada con una soga una piedra ubicada en el punto (1,0). Si caminamos a lo largo
del eje y arrastrando la piedra, ;qué trayectoria describe la piedra en el plano, si
la soga no se estira? Una tal curva se llama tractriz.

Proposicién 25 La tractriz es el grdfico de la funcion f : (0,1) — R primitiva
de (o0 sea cuya derivada es) la funcion

flis)=—\5 -1 (15)
que satisface lim,_,1— f (s) = 0.

Prueba. Para cada s € (0,1) fijo, sea L la recta tangente al grafico de f en
(s,f(s)) y ps el punto donde L, corta al eje y (donde estamos parados en el
instante s). Sabemos que el segmento S5 de la recta Ly con extremos (s, f (s)) y
ps tiene longitud uno (el largo de la soga).

Sea x4 la distancia entre los puntos ps y (0, f (s)). Vemos en el grafico que, por
el Teorema de Pitagoras,

long (Ss) = /22 + s2,

donde f'(s) = —z4/s. Asi,

1= long (8,) = \/(—=sf ())” + 82 = s\/1+ ' (5)°.

Despejando f’ (s) obtenemos la funcién deseada. El comportamiento de f cerca
de 1 se deduce de la posicién inicial de la piedra. O
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Proposicién 26 Sea ¢ : (1,400) — R? definida por c(t) = (3,f(3)) (una
parametrizacion de la tractriz), sea A = {(u, v) €ER? | v > 1} y sea ¢ : A — R3
la superficie de revolucion con curva perfil c. Entonces la métrica riemanniana
inducida por ¢ en A como en el Ejemplo 20 es la métrica hiperbdlica en A, como

n (12).

Prueba. Como ¢ es una superficie de revolucién, (¢g, ¢;) = 0. Ademés, r (t) =
1/t y h(t) = f(1/t). Por otra parte, sabemos de (4) que

E@0.t) = | (0. 1) =r(t)° =1/t
GO,t) = |p(0,8) }’t\ =1/t%

La tultima igualdad se verifica facilmente usando (15). O

La proposicién anterior nos permitié representar localmente una parte del
plano hiperbélico (los puntos (u,v) € H con v > 1) como una superficie parame-
trizada en R3, respetando longitudes de curva (lo que se denomina una isometria
local, ver el comentario del Ejemplo 20).

Si queremos representar entornos de puntos de H con v < 1, podemos tomar
para 0 < v, < 1 fijo, A = {(u,v) € H |v > v,} y ¢ : A' — R3 definida por
¢ (u,v) = ¢ (u/vo,v/v,). También se cumple en este caso que la métrica rieman-
niana inducida por ¢’ en A’ es la métrica hiperbdlica en A’, pues la aplicacién
(u,v) — (cu,cv) de H en H deja invariante las funciones F' y G para todo ¢ > 0,
en particular para ¢ = 1/v,.

FIN
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UNA MIRADITA A LAS SUPERFICIES

CRISTIAN U. SANCHEZ

1. EL ESPAcIO R?

En el espacio vectorial R? tenemos, en cada punto x = (z1, 22, 3), su
espacio tangente T, (R3). Este no es mas que una copia de R® pero pensamos
que el origen ”0” de esta copia, estd ubicado en el punto x y los "ejes” son
paralelos a los del espacio vectorial. Una manera de decir esto es: tomemos
el espacio R® = R3 x R? y llamemos T, (R3) al siguiente subconjunto de RS
T, (R?) = {z} x R3. Consideremos ahora tres funciones U; : R? — R? (j =
1,2,3) definidas por U; (z) = (1,0,0) , Uz (x) = (0,1,0) , Uy (x) = (0,0,1)
las cuales identificamos con sus graficos en RS. De este modo Uj () =
(z,(1,0,0)) y similarmente las otras dos. Asi podemos escribir todo punto de
RS de la forma ((x1, 22, 23) (a,b,¢)) = ((z) (a,b,c)) con la siguiente notacién

((x1,m2,23) (a,b,c)) = aU; (z) + bUs (x) + cUs (x)
y lo pensamos como un vector tangente a R3 en el punto x. Si ahora
a : (a,b) — R3 es una curva C*® en R? es decir una funcién a(t) =

(1 (t),22(t),x3(t)) donde cada una de las componentes reales x; (t) tiene
infinitas derivadas en (a,b) entonces su vector tangente en ¢ es

I
—~
—~
Q
—~
~+
~—
S~—
—~
8
=~
~—~
~
S~—
8
o~

3
o () =@ () Uj (a (b)) (t),25(t)))
j=1
y esto define lo que llamaremos el campo tangente a la curva «. Observe-
mos que de este modo o' () € T, (R?), Vt € (a,b). La segunda derivada
de la curva también define un campo a lo largo de « cuya expresion es

3
o (1) = 3o (1) U (a (1)
j=1

y similarmente todas las otras derivadas.

Si ahora V' C R™ es un abierto y f : V — R3 es una funcién C* f(z) =
(f1(2), f2(2), f3(2)), para cada z € V, diremos que otra funcién F : V —
RS es un campo C* a lo largo de f si podemos escribir para cada z € V

3
(1) F(z) =) u;(2)U;(f(2)
j=1
donde las tres funciones reales u; (z) son C*° en V. De este modo, para

cada z € V, tenemos F (2) € Ty, (R?).
1



2 CRISTIAN U. SANCHEZ

Siguiendo el ejemplo de la derivada segunda, si ahora G (t) es un campo
C* a lo largo de la curva « de arriba, entonces podemos escribirlo

3

(2) Gt)=) u(OUj(a(t), Vte(ab)
j=1

y como las funciones u; (t) son C* podemos "derivarlo” a lo largo de «
definiendo

3
=S O (),  Vie(ab).
j=1

Volviendo al caso del campo F' en (1) vemos que, como z = (21,. .., 2n),
podemos definir la derivada parcial respecto de z; del campo F' como
5. O,
Fa) =3 52 (U, (F(), =€V,
j=1

Por otra parte, es claro que una funcién C* como la f de arriba ( f: V C
R" — R3 f(2) = (f1(2), f2(2), f3(2))) genera n campos C* a lo largo de
f que son sus derivadas parciales de la manera obvia

HE ng;z (e, eV

Volviendo al caso del campo G (t) definido a lo largo de la curva a en (2)
vamos a usar también las siguientes notaciones para el campo G’ (t)

DG
dt
y lo llamaremos derivada covariante Euclidea de G a lo largo de «.
Si ocurre que el campo G (t) tiene derivada nula es costumbre decir que G

es paralelo a lo largo de «.
Con este bagaje de notaciéon nos adentramos al estudio de las superficies.

G'(t) = (t) = VG

2. SUPERFICIES

Definicién 2.1. Un subconjunto S C R? es una superficie regular si para
cada p € S hay un entorno V de p en R? y una funcién X : U — VN S de
un abierto conexo U C R? sobre VNS C R3 tal que:

(1) X es C. Es decir si escribimos, para (u,v) € U,

X (u,v) = (z1(u,v), z2(u,v), z3(u, v))

entonces las funciones z; (u,v) tienen derivadas parciales continuas de todos
los érdenes en U. Es decir son funciones reales C"° en U. Cada funcién X
se llama una carta en S.

(2) X es un homeomorfismo es decir X y la funcién inversa X ! : VNS —
U son continuas y esto ultimo significa que X! es la restriccién de una
funcién continua F : W C R?® — U definida en un abierto W > V N S.
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(3) Para cada (u,v) € U, los campos a lo largo de X (derivadas parciales)

Q Xu(w) = 30 2w 0)U; (X (u,0)).
j=1
3 9z
Xv (u, U) = 87,0](“7 U)Uj (X (u7 U))
j=1

son linealmente independientes en el espacio tangente 'y, ) (R3) .

Nuestras consideraciones seran casi siempre ”locales ” por lo que nos

interesardn fundamentalmente las superficies definidas por una sola funcién
X definida en un abierto conexo del plano.
Veamos algunos ejemplos.

Proposicién 2.2. (Cartas de Monge) Si f : U — R es una funcion C'*
definida en un abierto conexo U C R%, entonces el grdfico de f

Gr(f) ={(w,v, f (u,v)) : (u,v) € U},
es una superficie reqular en R3.

Prueba. La funcién X (u,v) = (u,v, f (u,v)) cumple las condiciones (1), (2)
y (3) de la definicién. Para la condicién (2) podemos tomar V = W =
{(:cl,a:Q,:Ug) € R3: (x1,19) € U} y ' = Pr sobre las dos primeras coorde-
nadas. ¢

Proposicién 2.3. (Valores requlares) Dada g : H — R, funcion C™ en un
abierto de R® y ¢ € R tal que:
(1) M =g [d £ 6.
(2) Vg (x1,x9,23) # 0 (gradiente de g) para todo (x1,x2,x3) € M.
Entonces M es una superficie reqular en R3.

Prueba. Como Vg # 0 en cada punto a = (a1, as,a3) € M en dicho punto
se cumple que por lo menos una de las derivadas parciales dg/0x; (a) es
distinta de cero (digamos que dg/0z3 (a) # 0) y entonces podemos aplicar
el Teorema de la Funcion Implicita cuyo enunciado puede ser el siguiente:

Teorema 2.4. (de la Funcion Implicita) Sea g (z1,x2,x3) una funcién real
C™> definida en un entorno de (ay,az2) en R? y de a3 en R con g(a1,az.a3) =
c entonces si 0g/0x3 (a1, az,a3) # 0, existe un entorno V de (ay,az) en R?
y una funcion C* h:V — R tal que h(ai,a2) = a3 y
g (x1, 22, h (21,22)) = ¢, V(z1,22) € V.
Mas ain h es unica en el sentido de que existe un entorno W de az en R

(W es la imagen h (V') ) tal que hay una dnica solucion z € W de la ecuacion
g (z1,29,2) = c y esta es z = h (x1,x2) .

Entonces existe un abierto conexo U C R? tal que (aj,a2) € U y una
funcién C*°, h: U — R tal que

g (u,v,h(u,v)) = ¢, Y (u,v) € U.
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Tenemos ahora que X (u,v) = (u,v,h (u,v)) cumple X (U) C M y por la
Proposicién anterior M es una superficie regular en R3. ¢

Ejemplo. (Cilindros). Consideremos R? C R3 como el conjunto de
puntos con tercera coordenada nula y sea C' una curva en el plano definida
implicitamente por la funcién f (1, x2) = ¢, (f estd definida en algun abierto
W del plano R? es C* alli y para cada punto de C el gradiente V f es distinto
de cero, por ejemplo x% + :1;% = 1) y consideremos ahora la recta que pasa
por un punto de esta curva y es ortogonal al plano R?. Desplazando esta
recta a lo largo de la curva obtenemos un conjunto de puntos de R? que
denotamos por M. Podemos describir este conjunto mediante la funcién

F (21, 22,73) = f (21, 72)

yaque M = {(:cl,a:Q,azg) € R3: F(x1,19,23) = c}. Como VF (z1,z2,23) =
(0f J0x1,0f/0x2,0) es distinto de cero para cada punto en M vemos por
la Proposiciéon 2.3 que M es una superficie. Estas superficies se llaman
genericamente ”cilindros en R? 7.

Ejemplo.(Superficies de revolucién) En la misma situacién del ejem-
plo anterior, supongamos que la curva C' no contiene puntos de la forma
(1,0,0) (no corta el primer eje) y ahora hacemos girar la curva sobre el
primer eje. Cada uno de los puntos (z1,z2,0) € C genera una circunfer-
encia (z1,z9cosv,xysinv) para 0 < v < 27 y llamamos M al conjunto de
todos estos puntos en R3.

Vemos que un punto (y1, y2, y3) € M siy sélo si el punto (yl, y% + yg, O)
estd en C' y podemos definir

g (y1,y2,y3) = f (yl, \/ V3 +y§> -

Recordar que f estd definida en algun abierto W del plano R? es C*° alli
y para cada punto de C' el gradiente Vf = (9f/0x1,0f/0x2) es distinto de
cero. Entonces g esta definida en

A= {(y1,y27y3) €R’: (yl, \/M) € W}

lo que evidentemente es un abierto en R? y contiene a M. De hecho

M = {(y1,y2,y3) € R* : g (y1, 42, y3) = ¢}

y como

Vg W1,y2,y3) = (af/awl, Of/0x2 oOf/0xs

Y2 Y3
Vs + 3 V3 + 3
vemos que (yi1,y2,y3) € M implica que \/y3 +y3 # 0 y entonces a su vez

Vg (9179273/3) 7& 0.
Si la curva regular estd definida paramétricamente y no corta al eje en-

tonces estard dada por 7y (t) = (z1 (), 22 (t),0) (¢t € (a,b)) y podemos definir
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una carta que cubre ”casi todo” M mediante
X (t,v) = (21 (), z2 (t) cos v, za (t) sinw)

definida en (a, b) x (0,27). Se puede cubrir a M con dos cartas de este tipo.
Ejemplo.(Helicoides) Un Helicoide es una superficie generada por el
movimiento en ”tornillo” de una curva con respecto a una recta fija lla-
mada el "eje”. Las distintas posiciones de la curva generatriz son obtenidas
primero trasladando dicha curva una distancia A paralelamente al eje y
luego rotandola un dngulo v sobre el eje de modo tal que el cociente \/v se
mantiene constantemente igual a a. La constante 27wa es llamada el ”paso”
(pitch) del helicoide siendo esta la distancia a la que es trasladada la curva
en una vuelta completa. Podemos convenir que a > 0 pero es posible girar
en sentido horario o antihorario (tornillo derecho o izquierdo). a es cero para
una superficie de revolucién. Un helicoide recto es el generado por una
linea recta (o segmento abierto) que corta al eje ortogonalmente. Tomando
como eje el tercero de las coordenadas, el vector posiciéon es dado por

X (u,v) = (ucosv,usinv, av)

donde u es la ”distancia” desde el eje y v el dngulo de rotaciéon. Aqui vy v
pueden tomar todos los valores reales.

Las curvas v = cte. son los generadores mientras que las u = cte. son
hélices. Como X, - X, = 0 las hélices son ortogonales a los generadores.

En el caso general, los planos conteniendo al eje ”cortan” la superficie
en curvas planas que son ”congruentes” unas con otras y la superficie es
generada por el movimiento en tornillo de cualquiera de estas curvas. En-
tonces, sin perdida de generalidad, es posible asumir que la curva generatriz
es plana y dada paramétricamente por funciones

z1 =g (u), 2 =0, 3= f(u).
De este modo la la superficie es dada por
X (u,v) = (g (u) cosv, g (u)sinv, f (u) + av) .

Se verifica facilmente que las curvas v = cte. son las generadoras y las
u = cte. hélices y que X, - X, = af’ (u) y as{ en este caso estas son
ortogonales si, o bien f’(u) = 0 (en cuyo caso la superficie es un helicoide
recto), o a = 0 (y tenemos una superficie de revolucién).

3. PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL

Supongamos ahora tener una superficie M en R3 dada por una sola carta
X (u,v) = (z1(u,v), x2(u, v), x3(u, v))

para (u,v) € U C R?. Una curva regular en M es la imagen por X de
una curva C* regular (u(t),v (t)) (t € (a,b)) en el plano R? tal que para
to € (a,b) cumple (u (¢ ) (t )) € U. (Recordar que una curva en R? se
dice regular si (u’(t),v’ (t)) # 0, Vt € (a,b)). Entonces nuestra curva en
M es la funcién G (t) = X(u(t),v(t)) eﬁnlda en algin intervalo abierto
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conteniendo a t, y contenido en (a,b). El vector tangente a (3 en t, como
curva en R3, 3’ (t,) € T'x (u(to) (to)) (R?), es llamado el vector tangente a (3
en M y podemos escribirlo como

B (to) = Xu (u(to) ,v (o)) u' (to) + X (u(to) , v (o)) v' (to) -

El conjunto de todos los vectores tangentes a todas las curvas en M
que continenen al punto X (u(¢,),v (t,)) es claramente un subespacio de
dimensién 2 de T'x (u(t,),v(t0)) (R?) por la condicién (3) de la definicién. Lo
llamamos el espacio tangente a M en el punto X (u (¢,),v (t,)) v es deno-
tado por Tx (y(t,),u(t,)) (M). Es facil ver que todos los vectores del subespacio
de Tx (u(t,),0(t,)) (R?) generado por Xy (u (to),v (to)) y Xy (u (o) , v (to)) son
vectores tangentes a alguna curva en M que pasa por el punto X (u (t,) ,v (t,))-
En efecto, dado

A=Xy,(u(to),v(to)) c+ Xy (u(to),v(to))d, c,deR
consideremos la recta en R? que pasa por (u(t,),v (t,)) dada por
(u(to) v (to)) + s(c,d).

Para s en algin intervalo abierto (—e,¢) estos puntos estdn dentro de U y
tiene sentido considerar la funcién

a(s) = X (u(ty) + sc,v (t,)) + sd)
para la cual se cumple obviamente
o (0) = A.

En nuestra superficie M tenemos ademads las ”curvas coordenadas” que
son las curvas X (u,,v) y X (u,v,) que provienen de las rectas paralelas a
los ejes coordenados de R? por el punto (u,,v,) € U definidas en algtin
intervalo abierto. Obviamente los vectores tangentes a estas curvas son los
vectores Xy, (to, Vo) v Xy (U, Vo) -

En el espacio tangente a R? en X (uo,v,), T’ X (tt0,00) (R3), tenemos el pro-
ducto escalar usual de R? y este induce, de manera obvia, un producto
escalar en el subespacio Tx(y,v,) (M). Asi tenemos un producto escalar
natural en cada espacio tangente a M. Esto define, en el abierto U donde
esta definida nuestra carta, tres funciones reales C*° dadas por

E (u,v) = Xy (u,v)- Xy (u,v)

F(u,v) = Xy (u,v)- X, (u,v)

G(u,v) = X, (u,v) Xy (u,v)
las cuales determinan el producto escalar de cualquier par de vectores tan-
gentes a M en X (u,v). En efecto,

4 A-B = (Xy(u,v)a+ X, (u,v)b)- (Xy (u,v)c+ X,y (u,v)d) =
= Fac+ F (ad+ bc) + Ged =

= el F o ][a]
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Por esta razon estas tres funciones determinan también la longitud (como
curvas en R?) de las curvas en M ya que, por definicién, si 3 (t) = X (u (t),v (t))
es una curva en M definida en (c,d) y [a,b] C (¢,d) la "longitud” de g en
[a,b] es

b
Lt () =/ 18 (1) dt

donde la norma [|*|| es la usual de R3. Para nuestra particular curva en M
esto toma la forma

L2 (8) = / ’ (E (/' (1))” + 2F0 (£) o' (t) + G () (t))2)5 dt.
Donde las funciones E, F' y G son calculadas sobre la curva. Si escribimos
ds = (E (v (1)) +2Fu (8) o' () + G (v/ (75))2)é dt
simplificando, como es practica usual, dt? se obtiene

ds®> = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

que es cldsicamente llamada la primera forma cuadratica de M. La
forma mas "moderna ”de pensar es, como ya dijeramos, que las funciones
E,F y G (o la matriz formada por ellas) determinan el producto escalar
en cada punto de nuestra superficie. Si D C U es un rectangulo con lados
paralelos a los ejes coordenados digamos

D =a,b] x [e,d| CU

es costumbre definir el drea de la superficie X (D) como

b d
A:// V EG — F2dudv,

siendo EG — F? el determinante de la matriz en (4). Esta funcién que
suele llamarse el determinante de la primera forma tiene una importancia
geométrica que va mucho mas lejos que el calculo de las areas.

La primera forma fundamental permite también definir el Angulo entre dos
vectores tangentes a la superficie de la misma manera que es usual en R3 y
asi el coseno de este angulo esta nuevamente determinado por las funciones
E FydG.

El lenguaje usual de la Geometria Diferencial denomina ”intrinsecas”
a las cantidades que pueden calcularse en términos de estas funciones y
de este modo las longitudes de curvas en M asi como las areas y angulos
son cantidades intrinsecas. La idea profunda detras de esto es que uno
puede ”independizarse” del espacio ambiente y estudiar las superficies u
otros objetos mas generales, sin pensarlos dentro del espacio Euclideo.
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4. SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

Como tememos nuestra superficie dentro de R? es oportuno que saquemos
el mayor provecho de ello lo que nos lleva a considerar su campo unitario
normal. Este se define para nuestra superficie M = X (U) como

Xy (u,0) x Xy (u, )
(5) N (u,v) = | X0 (u,v) x Xy (u,v)]]

Puesto que por la propiedad (3) de la definiciéon X, (u,v) y X, (u,v) son
linealmente independientes en cada punto X (u,v) el vector X, (u,v) X
Xy (u,v) € Tx(uu) (R?) (producto vectorial) es no nulo. Asi N es, en cada
punto X (u,v), un vector unitario que ademads es ortogonal al espacio tan-
gente a M en el punto. Este N es un campo C* a lo largo de la funcién
X o, como es usual decir, a lo largo de M. Veamos este punto que es de
la mayor importancia. Tenemos las expresiones de los campos X, (u,v) y
Xy (u,v) en (3) entonces Xy, (u,v) X X, (u,v) es por definicién el campo

Xy (u,v) X Xy (u,v) = AUy (X (u,v)) + BUs (X (u,v)) + CUs (X (u,v))

donde

_ 92 ) 0m8 073 (11 )22

A = Aww) =52 (w0) 5 () — 5 0) 5 2 (),
- B Y i WL W iz |
B - B (U,U) - 8u (U,’U) av (U, U) au (U,U) av (’Ur,'U),

ox ox ox ox
C = Cuw)= 7 (u,0)5 2% (,0) = 22 (u,0) " (u,0).

Es claro, de acuerdo con nuestras definiciones, que N es un campo C* a
lo largo de M pues la norma de este vector (que es distinto de cero en cada
punto de U) también es una funcién C*° en U que nunca se anula.

Sea ahora Y (u,v) un campo C* a lo largo de M y tomemos un punto
P = X (uo, Vo) y un vector tangente w € T'x (u(t,)v(t,)) (M) = T (M). Como
w es combinacién lineal de los vectores Xy, (uo, vo) ¥ Xy (Uo, Vo) ya vimos
en la Seccién 3 que hay por lo menos una curva en M que pasa por p y
cuyo vector tangente en ese punto es w. Sea « (t) = X (u(t),v(t)) tal que
o/ (t,) = w, entonces podemos restringir Y a « y calcular

DY B B
% (to) == Va,(tO)Y == va

Por definicién VOE/( tO)Y €T, (R3) y observamos el siguiente hecho simple

Y’ (tO) =

pero fundamental.

Lema 4.1. El vector Vf,(to)Y €T, (Rg) no depende de la curva o (t) usada
para calcularlo, es decir, si §(s) = X(u(s),v(s)) es otra curva en M tal
que B (so) =p y B (s0) = w entonces

E _ vk
va/(to)y —_— Vﬂ/(SO)Y.
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Prueba. Para calcular estas derivadas restringimos el campo Y (u, v) a ambas
curvas y asi tenemos

3
Y() = Y yiu®), o)) Uj(a)),
j=1

3
Y(s) = > yi(u(s),v(s)Uj (B(s))-
j=1

Por definiciéon para calcular estas derivadas debemos derivar las compo-
nentes respecto de t en t = ¢, y respecto de s en s = s,. Para esto calculamos

dypdy (1), v (1)) Wi (0 (1) 0 (1o (1) + 225 (u (1) 0 ()0 (80)

dt —t, ou 3
dyj (u(s),v(s)) By , 9y ,
: ds o—s, - aiuj(u (80),v(80))u’ (80) + ?;(u (80),v(80))V" (80) -

Pero como u (t,) = u (80) = Uo , v (to) =V (S0) =V ¥
w= Xy (um Uo) a+ Xy (Um Uo) b,

tenemos que

y por lo tanto

dy; (u(t),v (1)) _ dy;(u(s),v(s))
dt ds

t=to S=5So

Lo que prueba el Lema. ¢

Entonces podemos escribir esta derivada covariente como VEY sin pre-
ocupacion.

Volvamos ahora a nuestro campo Y (u,v) C* alo largo de M y tomemos
nuevamente el punto p = X (u,, v,) y un vector tangente w € TX(u(to),v(to)) (M) =
T, (M). Supodremos ahora que el campo Y (u,v) es tangente a M es de-
cir que Y (u,v) € Tx(u,) (M) para todo (u,v) € U. En el punto p tenemos
ademds de nuestro espacio tangente el vector normal N (u,,v,) y por lo
tanto podemos escribir nuestro vector VEY € T, P (R3) descomponiéndolo
en sus componentes tangencial y normal como

VLY =ta (VEY) +no (VEY)

Es costumbre denotar a ta (VEY) = VY y asi nuestra ecuacion se ve
ahora como
VoY =V,Y +no(V5Y).
Es también usual denotar a la componente normal por
no (VgY) =a(w,Y (uo,v,)),

(recordar que Y (uo,v,) € Tp(M)). La notacién parece inadecuada pues
aparentemente estamos olvidando al campo Y y queddndonos solamente con
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el valor de Y (uo, vo), pero en verdad esta componente normal s6lo depende
de los vectores tangentes w y Y (uo,v,). Probaremos esto mas adelante.
La identidad

(7) VEY = V.Y +a(w,Y (u,v,))

se denomina la identidad de Gauss y a (w, Y (uo,v,)) la segunda forma
fundamental de M.

Estudiemos un poco mas la relaciéon entre las derivadas covariantes y el
producto escalar. Supongamos tener un par de campos (no necesariamente
tangentes) en M Z (u,v), Y (u,v). Podemos escribir a Z en la forma

3
Z (u,v) = sz (u, v) Uj (X (u,v)),
Jj=1

y similarmente a Y. El producto escalar de los dos campos define en U una
funcion

3
r(u,v) =Y (u,v) - Z (u,v) = Zyj (u,v) zj (u,v)
j=1

la cual es claramente C'*°.

Tomemos ahora una curva « (t) tal que a (tp) = p = X (o, V) y & (to) =
w y restrinjamos ambos campos y la nueva funcién r a la curva. Podemos
ahora calcular la derivada de la funcién real 7 en el punto ¢, obteniendo

dr (u(t),v(t))
dt

3d-ut,vt
_ 3 e ).0)

t=t, j=1 t=to

= VEY  Z (uo,00) + Y (u0,v,) - VEZ.

3 o
+ >y (to, o) dz; ( (2, ®))

j=1 t=to

Podemos escribir esto simplificadamente olvidando el punto (el cual estd
implicito en el vector w) como
aly - 7)

pn =Viy.z+v .VEz

t=t,
y vemos que la derivada covariante satisface la regla de Leibnitz con el
producto escalar. Podemos ademads usar la notacién

aly - 7)

o =w (Y- Z)

t=to

indicando que derivamos el producto escalar en la direcciéon de w o sea sobre
cualquier curva en M cuyo vector tangente sea w. Asi la regla de Leibnitz
luce como

(8) w(Y-2Z2)=VEy.z4+Y.VEZ

2 (Uo, Vo) +
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Vemos ahora que si Y y Z son campos tangentes obtenemos inmediata-
mente:

Como el campo normal a M que hemos definido en (5) es también un
campo en M podemos calcular su derivada covariante con respecto al vector
tangente w es decir VEN y obsevamos que como (N - N) = 1 (esta es la
funcién constante 1 en U) la férmula (8) nos indica que

0=w(N-N)=VLN -N+N-VEN=2(VEN-N)

es decir que Vg N € T, (M) pues el espacio tangente a M en p es el subespa-
cio de T}, (R3) formado por los vectores ortogonales a N(p). Esto produce
algo interesante y es que si movemos el vector w a lo l;argo de todo el espacio
tangente T}, (M) (como el N estd fijo) se genera un funcién

w— VEN

que tiene la importante propiedad de ser lineal en w como se ve inmedi-
atamente de la definicién. Es costumbre usar para este operador lineal de
T, (M) la notacién

Ay (w) = —-VEN
y se lo llama Operador de Weingarten o mas modernamente Operador
Forma de M en el punto p.

Observamos que si Y (u,v) es un campo tangente en M entonces podemos
calcular Ay (Y) lo que nos da un vector tangente en cada punto X (u,v)
sin embargo no es claro que esto sea nuevamente diferenciable, (el campo
tangente se escribe en términos de X, y X, con componentes C'° y se usa
la Seccién 10).

La razén del signo negativo en la definicién de Ay tiene su origen en el
siguiente hecho. Si Y =Y (u,v) es un campo tangente a M y w € T}, (M)
entonces como (Y - N) = 0 en M tenemos por(8) y la identidad de Gauss
que

0 = w(Y-N)=VEY.N+Y .VEN =
(W, Y (U, v0)) - N +Y (o, v,) - VEN =
a(w,Y (to,00)) - N =Y (up,v5) - An (w)

Es decir
(10) a(w,Y (o, 00)) - N =Y (tp,v,) - An (w)

que es una identidad fundamental relacionando el operador forma con la
segunda forma fundamental. Esta identidad nos permite probar lo que in-
dicdramos mas arriba respecto a que a (w,Y (uo,v,)) no depende mas que
del vector tangente Y (u,,v,) y no del resto del campo Y. En efecto, si
Z (u,v) es otro campo tangente a M tal que Z (uq,v5) =Y (o, Vo) la iden-
tidad (10) indica que

a(w,Y (up,v0)) N = a(w, Z (up,v0)) - N
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y como el espacio vectorial normal tiene dimensién 1 resulta
a(w,Y (to,v5)) = a(w, Z (o, vy)) -

Como todo vector tangente z a M en p es el valor de algin campo tangente
C* en p = X (uo,v,) podemos escribir ahora a (w, z).

Siendo « (w, z) un vector normal por definicién y N un vector unitario
normal, su producto escalar define una funcién escalar (a valores reales) en
Ty, (M) x T, (M) como

h(w,z) =a(w,z)-N.

Esta funcion real suele llamarse también segunda forma fundamental de M.
Lo mas usual en la Geometria Diferencial clésica es trabajar con h. Esto
tiene la ventaja de que ambas formas fundamentales toman valores en R.

En nuestro contexto dejaremos claro en cada caso si trabajamos con una
o la otra pero es obvio que son intercambiables.

5. EL OPERADOR FORMA

Vamos a continuar estudiando el operador forma de nuestra superficie M
definida por la carta X : U — R3. Para esto hacemos primero la siguiente
observacién.

Lema 5.1. El operador forma es simétrico.

Prueba. Sea p = X (uo,v,) un punto en M y llamemos w = Xy, (up, Vo) ¥
z = X, (uo, v,) ambos son vectores de T), (M). Como X, (u,v) es un campo
tangente en M tenemos obviamente (X, (u,v)- N (u,v)) = 0 y podemos
calcular usando la férmula (8)

(11) 0=w(X, -N)=VEX, N+ X, -VEN
y similarmente
(12) 0=z2(X, -N)=VEX,-N+ X, VEN,

Ahora bien VE X, es la derivada del campo tangente X, (u,v) sobre una
curva en M que tenga al vector w como tangente en el punto p. Como
la eleccién de la curva es arbitraria, podemos tomar la curva X (u,v,) y
restringir el campo X, (u, v) a esta curva. Tal restriccién nos da obviamente
el campo X, (u,v,) y ahora derivamos ese campo con respecto al parametro
de la curva. Entonces tenemos

dX’U ) o
(13) VgXU = M - X’Uu (um UO)
du U=Uo
Similarmente
X’LL 09
(14) vEX, = d 5“ v) = Xy (U0, v0)
v V=0,
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Reemplazando ahora estos resultados en (11) y (12) y restando miembro
a miembro por la igualdad de las derivadas segundas cruzadas
Xou (um Uo) = Xuw (um Uo)
resulta
X, -VEN=Xx,-VEN
o lo mismo

Xy (o, Vo) - AN (X (U, v0)) = Xy (to, Vo) - AN (X (o, Vo)) -

Por la linealidad del operador forma esta igualdad basta para mostrar que
este operador es simétrico. ¢

Corolario 5.2. La sequnda forma fundamental es una funcion bilineal simétrica.
(esto es tanto para h (w,z) como para o (w, z)).

Consideremos ahora una curva en M pasando por el punto p = X (ug, o).
Esta sera de la forma

p(t) =X (u(t),v(t), te (ab), ul(ty) = Uy, v(to) = vo.
Hagamos su desarrollo de Taylor de orden 2, alrededor de ¢,. Tenemos

p(to+At) = p(to) =

= (Xu (1o, 00) U (o) + Xy (o, v0) V' (t5)) At+
+ X (t0, 00) (W (t0))* A+

+Xou (o, vo) ' (to) V' (o) At?+

Xy (U, Vo) (v (£))* AL + 0 (AF).

Podemos considerar al vector diferencia p (t, + At) — p (t,) como un vector
en el espacio tangente T}, (Rg) y tomar la componente normal. Eliminando
el punto (u,,v,) para simplificar notacién tenemos

N - (p(to+At) — p(t,)) =

=[N Xpu (W) 4+ N - Xpuu/v'+

N - Xyttt + N - Xy, (V)AL 40 (AF2) .
Sigue ahora de las férmulas (11), (12), (13) y (14) que

(15N (up, Vo) * Xow (Uo, Vo) = —Xy (Uoyvo) - Vgu(um%)]\f =
= Xy (to,v0) - AN (Xuy (U, v5)) =
= o (Xy (to,v0) , Xo (Uoy Vo)) - N (o, Vo) =
= h(Xy (o, o), Xy (Uo, 1)) ;

y similarmente se obtiene

(16) N (o, Vo) * X (to, v6) = h ( Xy (o, Vo) , Xu (Uoy Vo)) s
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(17) N (to, Vo) * Xow (Uo, Vo) = h (Xy (U, Vo) , Xu (Uo, o)) -

Vemos asi que la forma bilineal simétrica A mide la ”desviacién” de la
curva p con respecto al plano tangente p.
Es usual denotar los coeficientes de la forma bilineal simétrica h en la
base del espacio tangente {X,, (u,v), X, (u,v)} con
(18)
L (u7 U) = h (Xu (u7 U) y Xu (’LL, U)) Xu (Um UO) AN (XU (uov ’Uo)) )
N (u,v) = h(Xy (u,v), Xy (u,v)) = Xy (to, vo) - AN (Xy (o, 10))
M (u7 U) = h (Xu (U, U) y Xy (’LL, U)) = Xy (Um UO) “An (XU (uov UO)) :

Tomemos el vector unitario tangente en p = X (uo, v,), w = aX, + bX,
y consideremos la curva 3 (s) = X (u(s),v (s)) parametrizada por longitud
de arco y tal que 3(0) = p, /' (0) = w. La segunda derivada 3" (s) es por
definicién el campo de curvatura de la curva (de velocidad unitaria) 3 (s).
Queremos calcular el producto escalar 37 (0) - N (u,, v,) tenemos

B"(0) - N (ug,v5) = h (w,w)

pues
B (s) N (u(s),v(s)) =0, Vs.
Derivando y haciendo s = 0 tenemos
B"(0) - N (o, v5) + 4 (0) - VN =0
lo que resulta en
B"(0) + N (1, v0) = = (0) - ViuN = ' (0) - Ay (w) = h (w,w) .

Si el vector w no fuera unitario podemos tomar —=2

/W w
curva (3 (s) como arriba parametrizada por longitud de arco tenemos igual-

mente

y construyendo la

2 2
87 (0) - N (g, v5) = h(w,w) _ La 2—|— 2Nab—i—Mb2
w-w FEa? + 2Fab+ Gb

donde los coeficientes son calculados en el punto (u,,v,). Esto muestra que
la cantidad " (0)- N (u,, v,), que es la componente normal de la aceleracién
de la curva en s = 0, es en verdad ”independiente” de la curva y sélo
depende del punto p y del vector tangente w. Esta cantidad se denomina la
curvatura normal de la superficie en la direccién del vector w y se
denota por ky(w). Claramente esta cantidad depende sélo de la direccién
pues ky(—w) = ky(w).

Vamos a pensar que tomamos la curvatura normal sélo de vectores uni-
tarios tangentes a M en p y de este modo tenemos

kn(w) =h(w,w) =w- Ay (w).

Vemos asi que ky(w) es lo que se denomina un polinomio cuadratico (forma
cuadrética) en la esfera unidad del espacio tangente T}, (M) y la transfor-
macion lineal Ay lo realiza con el producto escalar. Es bién sabido que pode-
mos encontrar una base ortonormal {e;, e2} del espacio tangente T}, (M) tal
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que si escribimos
w = aeq + bes
entonces

(19) En(w) = A1a® + \ob*.

Podemos, si es necesario invertir el orden de los elementos de la base de

modo que
A1 > A

Estos nimeros reales son los autovalores de la transformacion lineal simétrica
Ay y se denominan las curvaturas principales de M en p. Si las curvat-
uras principales son iguales, entonces ky es constante (para todo w de norma
1 en T, (M)) y en ese caso el punto p se denomina, punto umbilico de M
(en rigor se usa el nombre de umbilico cuando A; = A2 # 0 diciendose
que el punto es planar si A} = A9 = 0). Las direcciones dadas por los vec-
tores tangentes de la base ortonormal {ej, e2} se denominan las direcciones
principales en el punto p. En un punto umbilico cualquier base ortonormal
sirve para expresar la curvatura normal en la forma (19) y por eso se dice
que en esos puntos todas las direciones son principales.

Es usual considerar las funciones simétricas de las curvaturas principales

K= MMy =det (AN)

H = % ()\1 + )\2) = %t’l" (AN)

las cuales se denominan respectivamente Curvatura Gaussiana y Cur-
vatura Media de M en el punto p.

(20)

6. CURVATURAS
Veamos el siguiente

Lema 6.1. Sea M wuna superficie en R® y p un punto en M. Si {z,w} es
una base del espacio tangente T), (M), entonces

AN (2) x Ay (w) = K(p) (2 x w),
AN () xw+ 2z x Ay (w) = 2H(p) (2 X w).

Prueba. Como {z,w} es una base de T}, (M) podemos escribir
AN (2) = az+ bw,
AN (w) = cz+ dw.
y asi [ Z Z ] es la matriz de Ay en la base considerada. Entonces tenemos
AN (2) x Ay (w) = (az+bw) X (cz + dw) =
= (ad —bc)(z x w),
AN ) xw+zx Ay (w) = (az+bw) X w4+ z X (cz + dw) =
= a(zxw)+d(zxw)

y teniendo en cuenta (20) resulta el lema. ¢
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Ahora la ”identidad de Lagrange”: Dados cuatro vectores A, B,C, D en
R3 se cumple

A-C A-D
(AxB)-(CxD)zdet[B.C B-D]’

nos dice que
(An (2) x Ax (w)) - (2 x w)
(z xw) - (z X w)

An(2) -z An(2)-w
det[Ax(w)-z Ax(w)-w}

K(p)

det [

2.z z-w
wez w-w
Notar que, como {z,w} es una base, (z x w) # 0 y el divisor, que es

su norma al cuadrado, no de anula. Si especificamos la base {z,w} =
{ Xy (o, Vo) , Xy (o, v5) } en el punto p = X (u,, v,) tenemos

LN — M?
21 Kp) = ——.
Similarmente para la curvatura media se obtiene

(22) ) = =5

Esto nos permite pensar a K y H como funciones definidas en U y clara-
mente ellas son C*°.

Corolario 6.2. Si la superficie M estd libre de puntos umbilicos (propios o
planares) entonces las curvaturas principales son funciones C*° en U. En
todo caso ellas son continuas en U y pueden escribirse como

M= H+VH?2-K
o= H—-VH?-K
Prueba. ) )
(M + A2) (A1 — A2)
— XAy = ————
4 e 4
Como hemos supuesto A1 > A2 tenemos VH? — K = % y entonces

Hi\/fﬂi:)\l—;&i)\l_)@:{il i
,

2

H?> - K =

Notemos que el punto p es umbilico (o planar) si y sélo si H2 — K = 0 lo
cual dice que el conjunto

{(u,v) € U : X (u,v) no ubilico}

es abierto en U y por tanto en R? (obviamente puede ser ¢). ¢

Es costumbre decir que la superficie es llana (flat) si K = 0 y minima si
H = 0. En toda superficie minima se tiene K < 0 pues en ellas debe ocurrir
A1 > 0 > Ao, Es usual eliminar la posibilidad de que 0 > A1 > Ag lo cual se



UNA MIRADITA A LAS SUPERFICIES 17

”consigue” tomando el campo normal (—N). En nuestra superficie de una
sola carta donde tenemos la normal univocamente definida en términos de
los campos tangentes y estos tienen un orden dado por el de los parametros
esto puede lograrse definiendo una nueva carta para la misma superficie.
Dada X : U — R3, tomemos un nuevo abierto V C R?

V ={(a,b): (bya) € U}

y consideremos ahora la funcién ¢ : V' — U definida por ¢ (a,b) = (b,a) =
(t1 (a,b) ,t2 (a,b)); t1 (a,b) = b, ta(a,b) = a. La matriz jacobiana de ¢ es

claramente
01
1 0

y ahora definimos Y : V — R3 mediante
Y (u,v) = X (¢t (u,v)).

Entonces tenemos
Viuey L OX0n 0X01 _0X

6751 a’LL 8752 8’& 6752
0X oty 00X ot 00X
ot Ov + Oty Ov Oty
y de este modo el nuevo N es el opuesto del anterior.

Esto tiene un inconveniente obvio y es que podemos haber arreglado las
cosas en algunos puntos pero haberlas arruinado en otros por lo cual nece-
sitamos hacer este cambio "localmente” restringiendo la nueva carta a un

abiero mas chico es decir tenemos que fracionar el dominio de la carta.

Yo (u,v) =

7. OTRA VEZ LA identidad de Gauss

Queremos obtener una descripcién mas pedestre y por ende mas clésica,
de la identidad de Gauss (7) escribiendo la expresién en términos de la base
de T, (Rg) en cada punto de la superficie M es decir, de {X,, X,, N}. Para
esto derivamos los miembros de la base con respecto a ellos mismos, el efecto
es similar al de las ecuaciones de Frenet para las curvas.

Tenemos nuestra M = X (U) y tomamos nuevamente un punto p =
X (to.vp). Tenemos que V’)E(uXu SN (R3) y por tanto puede escribirse
como

VE X, = T X, +T% X, +h(Xy, Xu) N =
= I'“ X, +T" X, + LN

(para evitar confusién entre el campo normal N y la funcién N de la segunda
forma, denotamos con N al campo normal). Ahora debemos calcular los
coeficientes I' que se denominan simbolos de Christoffel de segunda
especie.

Si multiplicamos escalarmente esta ecuacién por X, y X, tenemos, ya
que por definicién V)E<uXu = Xuyu,
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Xow Xoy = T X Xy +T0, Xy Xy
Xuw - Xy = T Xu-Xo+10,X0 - Xy
o igualmente
(23) KXo Xy = FZuE + FZuF
Xuw Xy = FguF + FZUG
y como nuestra matriz de la primera forma cumple EG — F? > 0 podemos
obtener los coeficientes. Para esto es conveniente tener los productos es-

calares de la izquierda calculados de alguna otra forma y aqui observamos
que como F = X, - X, derivando respecto de u tenemos

y similarmente derivando F' = X, - X, respecto de u tenemos
Fu:quXv+XuXvu

de modo que para obtener lo que necesitamos hay que hacer también X,,- X ,,.
Hacemos
E,=2Xu - Xy
por la igualdad de las derivadas cruzadas y finalmente
1
qu'Xv =Fy, - §EU
y asi nuestro sistema toma la forma

1
5B = Xuw Xy =Ty,E+T},F

1
F, - iEU = Xy - Xo=Ty,F+17,G
y asi se ve que los coeficientes son funciones del punto (u,v) que se escriben
en términos de los coeficientes de la primera forma. Es también clasico

llamar a los productos escalares de la izquierda en (23)
KXo Xo = Tyuu

(nétese la vueltita de los subindices) que son los simbolos de Christoffel
de primera especie. Ellos son

Fu““ = %E’M’ Fuuv = Fu'uu = %Eva Fuvv = Fv - %G’UJ
Lowu = Fou = %EU, LPouo = Poou = 3Gu, Toww = %Gu.

Para obtener los de segunda especie se debe multiplicar por la matriz inversa
de la primera forma (ver Seccién 10). Nétese que los simbolos de Christoffel
de segunda nos dan la expresién de la componente tangencial de la derivada
covariante Euclidea que es la derivada covariante intinseca V,Y.
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8. EL TEOREMA DE (GAUSS

La férmula (21) parece indicar que la curvatura de Gauss depende in-
exorablemente de las coeficiéntes de las formas fundamentales primera y
segunda. Es uno de los descubrimientos mas importantes de Gauss que tal
dependencia es sélo aparente pues en verdad hay una relacién profunda en-
tre ambas formas que hace que K pueda expresarse solo en términos de las
funciones E, F'y GG. Ese es nuestro préximo resultado

Teorema 8.1. (Egregium) La curvatura Gaussiana puede calcularse en
cadas punto en términos de los coeficientes de la primera forma fundamental
y algunas de sus derivadas.

Prueba. Tenemos la férmula (21) y recordemos (15), (16) y (17). Podemos
escribir

(X - Xu X Xy [Xow - Xu X Xo] = [Xuw - Xu x X,)?

K= : :
(EG — F?)
o bien
(24)
(BG = F?)? K = [Xu - Xu X X0 X - Xy X Xy = [Xu - X x X2
Pero
ay a2 as
A-B x C =det b1 b2 b3 R
Cl C2 C3

de modo que en el denominador tenemos el producto de dos determinantes
y el cuadrado de otro. Por otra parte

det(A-B) = (detA)(detB),
det (At) = det A.

de modo que también

al b1 C1
A-BxC=det | az by c2
as b3 C3

Por lo tanto tenemos algunas identidades
[(Xuw - Xu X Xp] = det [ Xy, X, Xo]

donde en la notacién del segundo miembro [Xy,,, Xy, X,] indica la matriz
(3x3) cuyas columnas son las componentes euclideas de los vectores Xy, Xy,
vy X, respectivamente. Nétese que tambien podemos escribir

qu
[Xuw - Xy x Xy] = det | X,
Xy

donde ahora los vectores Xy, Xy, v X, son las filas en el orden obvio.
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Usando esto podemos escribir

qu
(X - Xu X Xo] [Xow - Xu X X] = det | Xy | det [Xop, Xu, Xo] =
- X’U
qu
= det Xy [vaquuXv] = Q
Xo
I qu ’ va qu : Xu qu : Xv 1
Q = det | Xy Xy Xu - Xy Xu- Xy =
_Xv' VU XuXv XU'XU |
[ qu : va qu : Xu qu : Xv 1
= det | Xy X E F
Xy X F G |

Con un esquema similar se puede hacer el otro término de la derecha de
(24) obteniendo
Xuv : Xuv Xuv ' Xu Xuv : Xv
[(Xuw - Xy X Xo]? =det | Xy Xy E F
Xy X F G

Hora, desarrollando ambos determinantes por la primera fila podemos
escribir (24) en la siguiente forma

(EG—F)’K = (Xuu- Xow — Xuo - Xu) (EG — F?) +

+det | Xy Xopo E F -
| Xy X F G |
0 Xuv : Xu Xuv : Xv
—det | Xy X E F
| Xy Xuww F G

Estudiemos ahora, separadamente, las ocho entradas en estos dos deter-
minantes que estan escritas como productos escalares. En verdad son seis
los productos a calcular. Empecemos con Xy, - X,,. Como E = X, - X,
derivando respecto a u obtenemos inmediatamente

1
Xy - Xy = §Eu

Procediendo similarmente se obtiene inmediatamente

lea Xv . Xuv = lGiu Xu : Xuv = %Ev

Xv ‘va =
2 2

Por otra parte
Fu:quXv+XuXuv
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de modo que

1
(25) qu : Xv = Fu - §Ev

y similarmente
1
Xy - Xy = Fy — iGu'

De este modo tenemos escritos los seis productos que conforman la ocho
entradas en términos de primera derivadas de las funciones E, F'y G.
Nos falta ahora una expresién para (X, - Xy — Xuo - Xup) para lo cual
procedemos como sigue.
A partir de X, - Xy = %Gu derivando ambos miembros con respecto a u
obtenemos
1

(26) §Guu = X * Xuv + Xy - Xuvu

y partiendo de (25) y derivando respecto de v obtenemos
1

(27) Fuy — iEm) = Xy * Xo + Xyu - Xoo.

Restando ahora miembro a miembro (27) menos (26) y usando la igualdad
de las derivadas cruzadas resulta finalmente
1 1

(qu . va - Xuv : Xuv) = Fuv - iEvv - iGuu

Esto completa la demostracion del Teorema Egregium. ¢
Es importante notar que como corolario obtenemos inmediatamente la
ecuacion de Gauss

(LN —M?) = <Fu - %Ew - ;Guu> +
et - F, —OlG %gu . _FéEU -
(EG — F?) I ! %sz b F e
) [ 0 B, 3G,
_m det ;gz ? g

que establece una profunda relacién entre los coeficientes de la segunda
forma y los de la primera como una ecuacién diferencial. Esto indica que
no se pueden elegir arbitrariamente 6 funciones en el abierto U y esperar
que haya una superficie para la cual ellas sean los coefcientes de las formas
primera y segunda.

9. OTRA VEZ EL TEOREMA DE GAUSS

Debido a la notable importancia de este resultado, incluimos en esta
seccién otra demostracion del Teorema Egregium.
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Como por la parte (3) de la definicién de superficie, los campos tangentes

3. 0z,

Xulww) = 3 P 005 (X (u,0)).
j=1
3 .

Xolnv) = 30 % )0 (X (u,0))
j=1

son linealmemnte independientes para cada (u,v), tenemos que la matriz
91 Oza Oz3
|: é?#l ('LL,’U) zug (U,,’U) (?a% (u,v)
G (u,0)  FE(u,v) FE(u,v)
tiene rango 2 en cada punto y esto dice que que al menos uno de los tres
determinantes Jacobianos de orden 2 es no nulo en cada punto. Digamos
que en el punto (u,,v,) (tal que p = X (u,,v,)) tenemos
0(xy,x
ACRE) Y
0 (u,v)
Entonces el teorema de la funcién inversa nos dice, para la funcién de U a
R? definida por
{ Iy = I (U,U)

T2 = T2 (U, /U)

que hay un entorno abierto V' de (uo, vo) (V C U) y otro H de (21 (o, Vo) , T2 (Uo, V5)) =
(210, T20) tal que la funcién restringida a V' es un difeomorfismno de V' sobre
H. Podemos escrbir la funcién inversa definida en H como

u= wu(ry,w)
v=wv(x1,x2)
Entonces si ahora llamamos

h(x1,x9) = z3 (u (z1,22),v (21, 22))
vemos que en el conjunto abierto H C R? tenemos definida la funcién
(28) Y (z1,22) = (21, x2, h (21, 22))
cuya imagen coincide con X (V) € M = X (U). De hecho Y (z1,22) =
X (u(x1,22) ,v (21, 22)) para (z1,z2) € H.

Ahora Y (H) coincide con el grifico de h sobre H y tenemos los vectores
tangentes en p = Y (x1, x2)

Viloran) = U (¥ (@102) + oo, 22)Us (Y (1,22))

oh
Ya(z1,22) = Uz (Y(21,22)) + 87,2(331,332)[]3 (Y(21,22)) .
Adoptaremos la siguiente notacién mas sencilla en cada punto de H.
oh oh 0%h
h

hl - - 2 = — 12 =
8.%17 8.7}27 81’183}2’

ete.
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Con esto es facil calcular
E=1+12, F=hihy, G=1+h3,

Y e D - SR R SIS
]/\‘7— _ (_hla _h27 1)
V14 h?+h3
I h11 M= hi2 N = hao

V1+hT+h3 V1+h+h3 V1+hi+h3
y entonces por (21), para cada punto (x1,z2) € H, la curvatura de Gauss
toma la forma:

hi1hea — h3,

(30) _ fmh2 7 by
[1+ k2 +h2]°

Elijjamos ahora un punto p = Y (21, %2,), (210, 220) € H y consideremos
el conjunto

H = H = (310,720) = {(2,9) € B2 : (2 + 210,y + 720) € H}

en R? que es un entorno abierto de (0,0) y tomemos la funcién C* a valores
reales definida en H por

h(z,y) = h(x + 210,y + 220) — h(Z10, 20) — Th1(T10, T20) — Yh2(T10, T20)-
Esta h (x,y) cumple: h (0,0) = 0, hy (0,0) = 0 = hy (0,0) mientras que

111 (0,0) = h11 (210, 20), h12 (0,0) = h1a (10, 220) ¥ h22 (0,0) = haa (10, 220)-
Ahora la funcién Y (z,y) = <x, y, h(z, y)) definida en H define una nueva

superficie en R® que no es otra cosa que la definida por (28) excepto por
un movimiento rigido que lleva el punto p a coincidir con (0,0,0) y el plano
tangente en p a coincidir con el plano (x,y,0). Entonces tienen la misma

curvatura de Gauss en p y (0,0,0). Calculemos ahora K (0,0) usando la
féormula (30)

K (0,0) = h11 (10, £20) hoo (10, T20) — h2o(Z10, Z2,).

Hagamos ahora el siguiente cdlculo auxiliar a partir de la primera linea
de (29).

Ey = 2hihio
Es = 2highi2 + 2h1hi22

y similarmente se obtiene

Fia = hiigho + hi1haa + hi2ha1 + hihoio
Gi11 = 2horho1 + 2hahoi.
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Ahora
Ey —2F12 4+ G2 = 2highia + 2h1hige —
—2 (h112h2 + hi1hoa + hi2ho1 + hihai2) +
+2ho1ha1 + 2haho11
= 2h}, — 2hi1hao
de donde resulta que
K (0,0) = —2 (Eg — 2F15 + Ga2) .

Es decir que en el punto la curvatura de Gauss se calcula sélo con los coefi-
cientes de la primera forma. ¢

10. LA MATRIZ DE Ay

Queremos entender cual es la matriz del operador forma en la base { X, X, }
en cada punto de M.

Lema 10.1. Sea A la matriz de la transformacion lineal Ay en la base
{Xu, Xy} sabemos que la matriz de productos escalares de los miembros de

esta base es
E F
-7 &]

yque L= X, -AnvXy, N= X, -AnX,, M= X, -AnX,. Confor-
man la matriz

L M|
o0 N
Entonces la matriz A es de la forma A = C~'B es decir
A - 1 G -F|[L M| _
~ EG-F2| -F FE M N |~

B 1 LG—-FM MG-FN
-~ EG-F?2| ME—FL NE—-FM |-

Prueba. Ejercicio. ¢
De este modo tenemos

LG - FM MG - FN
(31) AN(XU) - <EG—FQ> Xu+<M)Xva

ME —-FL NE - FM
@ A = () Y (Geom ) %

11. LAS ECUACIONES DE CODAZZI-MAINARDI

Estas ecuaciones completan el conjunto de ecuaciones necesarias para es-
tablecer todas las relaciones entre las funciones de la primera y la segunda
forma.
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Partiendo de la definicién de las funciones L, M y N de (18). Calculamos
Xv (L) = V)E(UN ' qu +N - quv = _AN (Xv) ' qu +N - quv

Xy (M) = VXN Xup+ N Xupw = —An (Xu) - Xuw + N - Xou,
y similarmente
Xu(N) = VEN-Xp+ N Xpou = —An (Xu) - Xuw + N - Xovu,

XU (M> = v?(vN ' Xuv +N- Xuvv = _AN (Xv) : Xuv +N- Xuvv;
Restando ahora miembro a miembro cada par de ecuaciones y usando la

igualdad de las derivadas terceras cruzadas tenemos
Xu (M) - Xv (L) - AN (Xv) : qu - AN (Xu) : Xuva

Xy (N) =X, (M) = AN (Xy) - Xuw — AN (Xu) - Xuw-
Estas son las ecuaciones buscadas. Ahora para completar su expresién es
necesario usar (31) que nos da la matriz del operador forma en la base
{Xu, Xy} v expresar los productos escalares que quedan indicados usando
las identidades calculadas en la prueba del Teorema Egregium. Por ejemplo

LG —-—FM MG —-FN
A Xv qu - Xu Xv qu
v (X) (e )%+ (rem ) %]
Xuqu = lEm X’U'qu:Fu_lE'u
2 2
y recordar que
oM
Xy (M) =—=M,.
(M) = —-

Aparentemente estas ecuaciones fueron obtenidas independientemente por
Peterson (1852) Mainardi (1857) y Codazzi (1868). Como veremos, el con-
junto de tres ecuaciones (estas dos més la de Gauss) "determina” la super-
ficie. Estas tres ecuaciones, las cuales son independientes, pueden escribirse
de la siguiente manera;:

(EN-112) E E, E,
— 1
(BG=F2) — —(EGfFQ)det F F, F, | —
(33) G G, G,
1 Jo(_Bu=Fy \_ 9 (_Fu=Gy
2,/(EG—F2) | 9v (EG—F?) du (EG—F?)
(34)
[ E B, L ]
2(EG—F?)(Ly—M,)—Q(E,—F,)+ det| F F, M |=0
| G G, N |
[ E E, L |
2(EG—F?)(My—Ny,)—Q(F, —Gy)+ det | F F, M | =0
G G, N |
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donde Q = EN + LG — 2F M.

12. EL TEOREMA FINAL

El siguiente Teorema es debido a Peterson (1852) y Bonet (1867).

Teorema 12.1. (Fundamental) Supongamos que en un dominio U (abierto
conezo) en R? con variables u y v tenemos dadas seis funciones E, F, G y L,
M, N (C*) que conforman dos formas cuadrdticas I y II con (EG — FQ) >
0 en U. Entonces si estas satisfacen el sistema de tres ecuaciones (33) y
(34), existe una superficie parametrizada por X : U — R? para la cual estas
formas cuadrdticas son su primera y sequnda formas. FEsta superficie estd
univocamente definida salvo movimientos rigidos en R3.

Prueba. Probaremos sélo la unicidad.

La superficie X : U — R (si existe con los dados E, F, Gy L, M, N) est4
determinada salvo un movimiento rigido. Para ver esto supongamos que son
dos las superficies existentes X (u,v) e Y (u,v) ambas definidas en U. Por
una traslaciéon en R? podemos lograr que ellas tengan en comtn el punto
p = X (U, Vo) =Y (Uo,05). En el punto p tenemos las bases de T), (R3)
{Xu (Uo, Vo) » Xy (o, Vo) , NX (u,, vo)} y {Yu (tho, Vo) , Yo (U, Vo) = NY (o, UO)}
y es bien sabido que hay una isometria de R? de hecho una transformacién
ortogonal que lleva la primera base en la segunda pues el angulo entre
Xy (U, ) v Xy (U0, o) €s el mismo que entre Yy, (uo,vo) v Yy (to,v0) ¥
las longitudes de X, (to,v0) ¥ Yu (o, v0) (y también las de X, (up,vo) y
Y, (uo,v,)) son iguales.

Consideremos ahora cualquier curva C*° regular (derivada no nula en todo
punto) C en U y pasando por (u,,v,), es decir (u (t),v (¢)), (v’ (¢),0 (t)) #
(0,0) y (u(to) v (to)) = (to, vo)-

La curva X (u(t),v (t)) y los campos X, (u(t),v(t)) y Xy (u(t),v(t)) a
lo largo de ella, satisfacen sobre la curva las ecuaciones

X' ()= X,(t)u (t)+ X, () (t),
(35) X ()= Xuu () u (t) + Xuw (£) V' (1),
X1 ()= Xy (0)u () + X (8) V' (2).
Ahora, como por la identidad de Gauss (7) y la Seccién 7 tenemos (usando
N para indicar el campo normal para evitar confusién con la funcién N)

Xpw = VE X, =T" X, +T% X, +LN

Xy = VE X, =T% X, +T% X, +MN

Xy = VEX,=T%X,+T%X,+NN
las cuales reemplazamos en (35) y recordando que

Xy X X,

N=2x22vy
EG — F?
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y tambien reemplazdndolo en (35) nos quedan tres ecuaciones diferenciales
vectoriales ordinarias en las tres funciones vectoriales X' (¢), X, (t) y X, (¢)
(cada una de ellas tiene tres componentes escalares)

X'(t)= R(Xy(t),Xo(),t)=Xu(®)u () +Xo (t)0' (1),
X'{L (t) = S (Xu (t) , Xo (t) 7t) )
X’L/) (t) = T (Xu (t) , Xo (t) ’t) .

La funcién R esta determinada sélo por la curva C mientras que en las
funciones S y T intervienen también las funciones E, F', G, L, M y N sobre
la curva.

Por lo tanto las mismas ecuaciénes diferenciales son satisfechas por las
tres funciones vectoriales Y (t), Y, (¢), Y, (t) y como estas coinciden con las
anteriores en el punto (u,,v,), entonces coinciden para todo ¢ en el dominio
de C por el teorema de unicidad de las soluciones de de las ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Como la curva C' es arbitraria (pasando por (u,,v,)) resulta que las ima-
genes de todas las curvas en el espacio de pardmetros (pasando por (ue, v,))
por las funciones X (u,v) e Y (u,v) coinciden salvo el movimiento rigido del
comienzo lo cual dice que las funciones coinciden en todo punto de U.

Para la prueba de la existencia de la funcién X (u,v) se puede consultar

1] o [2]. &
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