UNIVERSIDAD NACIONAL DE CORDOBA

FACULTAD DE MATEMATICA, ASTRONOMIA Y FISICA

SERIE “B”
TRABAJOS DE MATEMATICA

N° 63/12
VI Encuentro de Nacional de Algebra
Notas de Cursos
2 al 4 de agosto de 2012, La Falda, Sierras de Coérdoba.

Ivan Angiono — Nicolas Botbol — Rodrigo Iglesias
Emilio Lauret — Federico Quallbrunn — Ricardo Toledano

‘::: 1613 -2013 FAMAF
N 5
Nacional - ssag 400 FAMAF

- Facultad de Matematica,
de Cérdoba EEEE ANOS

Astronomia y Fisica

Editores: Jorge G. Adrover — Gastéon A. Garcia

CIUDAD UNIVERSITARIA - (5000) CORDOBA
REPUBLICA ARGENTINA



La presente publicacion fue financiada por el CIEM con fondos del CONICET, CCT-Cbha.



Prefacio

Los Encuentros Nacionales de Algebra vienen realizandose en las Sierras de Cordoba,
periddicamente y con gran éxito, desde que en 2003 tuvo lugar el primero. El segundo
Encuentro elENA IT se realiz6 en 2004 y a partir de éste se hicieron en forma bianual:
elENA TIT (2006), elENA IV (2008) y elENA V (2010).

El Sexto Encuentro Nacional de Algebra elENA VI, se llevara a cabo durante los
dias 2 al 4 de agosto de 2012, en el Hotel del Lago, la Falda, Sierras de Cordoba,
con la presencia de numerosos matemaéaticos del pais y también del extranjero. En esta
ocasion, el encuentro sera un congreso satélite del IV Congreso Latinoamericano de
Matemadticos, IV CLAM, que se realizara en la Ciudad de Cordoba del 6 al 10 de
agosto de 2012. Ademas, durante la semana que se desarrollara el IV CLAM, tendréa
lugar la Reuniéon Anual de la Union Matematica Argentina, la Reunion de Educacion
Matematica, el Encuentro de Estudiantes y el IV Festival de Matemaéticas. Por esta
razon, esperamos contar con la grata presencia de representantes y estudiantes de
universidades y centros tanto de todo el territorio argentino como del exterior, entre
ellos participantes de Bolivia, Brasil, Chile, Colombia, El Salvador, Espana, Estados
Unidos, Guatemala, Mexico, Paraguay, Perii.

En nombre del Comité Organizador nos es grato poner aqui a disposiciéon de los
asistentes a dichos cursos, y del ocasional lector, las notas de los cursos dictados en
dicho encuentro. Aprovechamos esta oportunidad para agradecer a todos los cursistas
por preparar sus cursos y muy especialmente a aquellos que se han tomado el enorme
trabajo de escribir estas notas con antelacién, para que estén disponibles al momento
del encuentro. Estas representan sin duda una gran ayuda para el seguimiento y mejor
aprovechamiento de los cursos por parte de los asistentes.

Gaston A. Garcia Carolina Maldonado Ricardo Podesta

Coérdoba, 1 de julio de 2012.
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GRUPOS DE COXETER Y SU COMBINATORIA

IVAN ANGIONO

RESUMEN. Estudiaremos los grupos de Coxeter partiendo de sus propiedades asocia-
das a la funcién longitud y expresiones reducidas para un conjunto de generadores
fijo. Introduciremos dos o6rdenes parciales entre los elementos del grupo y daremos
su relacion también con las expresiones reducidas. Finalmente introduciremos el con-
junto de raices asociado a un grupo de Coxeter y parte de su utilidad para obtener
resultados sobre el grupo.
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INTRODUCCION

Una de las cuestiones que mas llama la atencion de las matemaéticas es, a mi juicio,
la traduccion de un problema de un area en un problema de otro area, a veces com-
pletamente diferente, para simplificar notoriamente la obtencion de la respuesta que
se busca. Un ejemplo claro estd relacionado con los grupos de Lie. En primer lugar se
traducen varias preguntas sobre su comportamiento a preguntas sobre el algebra de
Lie asociada, y el problema inicialmente geométrico/analitico se traduce en un proble-
ma algebraico. En el caso de algunas de esas algebras podemos considerar un grupo
asociado, el grupo de Weyl, generado por elementos de orden 2 y satisfaciendo algunas
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4 IVAN ANGIONO

propiedades especiales, lo cual traduce parte del problema a estudiar en otro problema
algebraico, pero referido a la teoria de grupos. Sin embargo, en este contexto apare-
cen los grupos de Coxeter, que generalizan esta idea y traducen nuestras preguntas al
ambito combinatorio.

Y aqui aparece otra cuestiéon importante: el desarrollo de una teoria como la de
grupos de Coxeter, que vio la luz generalizando los grupos de Weyl, tiene consecuencias
fundamentales en otras dreas de la matemética. En este caso, ademés de su aplicaciéon a
la teoria de Lie, los grupos de Coxeter y su rica combinatoria tienen un fuerte impacto
en problemas algoritmicos, topologicos y algebraicos de distinta indole, algunos de ellos
de gran dificultad como los asociados a los polinomios de Kazhdan-Lusztig, ver |1, 4].

En estas notas descubriremos la teoria béasica asociada a estos grupos. En primer
lugar daremos su definicién y mostraremos algunos ejemplos conocidos que resultan ser
grupos de Coxeter. Estudiaremos sus primeras propiedades, tales como la propiedad
de Intercambio o la propiedad de Supresion, que caracterizan al grupo. En la segunda
parte, introduciremos el orden de Bruhat y conoceremos una caracterizacion importante
del mismo, asi como una descripcion de sus intervalos y aplicaciones a grupos de Coxeter
finitos. También conoceremos otro orden, el débil, y algunas propiedades. En la dltima
parte mostraremos una representacion fiel del grupo, que nos permitira interpretarlo
como un grupo generado por reflexiones en algin espacio vectorial R", las consecuencias
de la existencia de dicha representacion y la introduccion del sistema de raices asociado.

Notaciéon. N denotara el conjunto de nimeros naturales, Ny el de enteros no negativos
v Ny el conjunto NU {oo}. Dado n € N, I, denotara el conjunto {1,2,...,n}.

Dados a,b elementos de un conjunto A, d,; es el simbolo de Kronecker; es decir,
5a7b:0sia7éb, 5a,b:15ia:b.

Dado un producto ordenado s; - - - s, de elementos s; de un grupo, denotaremos

S1++ iyt Sip e Sn, 1<i <o < <,
al producto ordenado que resulta de quitar s;,,...,s;,.

1. GRuUPOS DE COXETER: DEFINICION, EJEMPLOS, PROPIEDADES

Los grupos de Coxeter se definen a partir de una presentacién por generadores y
relaciones. A continuacién presentaremos dicha definiciéon diferentes ejemplos, desde
los méas conocidos hasta los relacionados con las diferentes aplicaciones; en efecto,
explicaremos algunos de los usos de esta familia de grupos. Finalmente consideraremos
las propiedades bésicas que tienen estos grupos, relacionadas especialmente con la
longitud, y describiremos una familia de subgrupos, que resultan ser también grupos
de Coxeter. Los resultados fueron extraidos principalmente de [1, 2|, recomendamos
fuertemente leer estos libros a quien se interese en el tema.

1.1. Definiciones y propiedades basicas. Consideramos para empezar dos defi-
niciones que nos seran tutiles para introducir los grupos de Coxeter.

Definicién 1.1. Sea S un conjunto. M € N$*S es una matriz de Coxeter si
= es simétrica, o sea m;; = m;; para todo par de elementos i,j € S,y
= m;; = 1 siy solamente si i = j.
Un diagrama de Cozeter es un grafo cuyo conjunto de vértices es S, y cuyas aristas

son los conjuntos de dos elementos {7, j}, con i # j € S tales que m;; > 3. Las aristas
tales que m;; > 4 estan etiquetadas con m;; = m;.
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Ejemplo 1.2. Las siguientes matrices son de Coxeter:

132 BEE
(1.1) 3151,
9 5 1 7T 21 2
© 2 2 1
Sus respectivos diagramas de Coxeter son:
o1 052 9 o8 0% T o X om
0%2

Como en [2], consideramos un grupo W con unidad 1, y S un conjunto de generadores
tal que S7! = S. La longitud de w con respecto a S se define como

ls(w) :=min{n € Ny : 3s1,...,s, € S tales que w = s1-- - s}

En general S estara determinado por el contexto, y denotaremos simplemente ¢(w) a
la longitud. Una expresion w = sy - - - s se dice reducida si k = ((w).

Observacion 1.3. Algunas de las propiedades basicas de las expresiones reducidas y la
funcion longitud son las siguientes:

= Siz,w e W, se verifican las siguientes formulas:
l(zw) < l(x) + L(w), ((w) = L(w™), [0(w) — £(z)| < f(wz™).

» 51w = 51---5p5p+1 - S, €s una expresion reducida, entonces w; = s;---5, ¥
Wy = Sp41 - - - S son expresiones reducidas.

m Siwy =815, ywy =5] - 3; son dos expresiones de wy y we, y {(wiws) = p+q,
entonces las expresiones anteriores son reducidas.

Ahora asociaremos a cada matriz de Coxeter M sobre S (o equivalentemente a cada
diagrama de Coxeter) un grupo de Coxeter. Fijemos M una matriz de Coxeter. S, es
el conjunto de pares (s,t), s,t € S, tales que my < oc.

Definicién 1.4. Decimos que (W,S) es un sistema de Cozeter si W es el grupo
presentado por generadores S, y relaciones (st)™st = 1, para cada par (s,t) € SZ,. Esto
es, W es isomorfo al cociente F'//N, donde F' es el grupo libre generado por S,y N es
el subgrupo normal generado por (st)™, (s,t) € S2._.

En tal caso, W se dice un grupo de Coxeter, y S es el conjunto de generadores
de Cozeter. El rango de (W,S) es el cardinal de W. El sistema es irreducible si el
diagrama de Coxeter es conexo.

Veremos mas adelante que existe una correspondencia biyectiva entre matrices de
Coxeter y sistemas de Coxeter, salvo isomorfismo.

Observacion 1.5. Notar que en particular s> = 1, para todo s € S, pues mg; = 1.

Ademas, la relacion (st)™* = 1 es equivalente a:

ststs - - = tstst---
S—— S——
me elementos me: elementos

Observacion 1.6. Sea w : F — W la proyeccion candnica desde el grupo libre F
generado por S. Un morfismo de grupos ® : ¥ — G, donde G es un grupo arbitrario,
estd caracterizado simplemente por una funcién ¢ : § — G es decir, ¢ es el tnico
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morfismo de grupos tal que ®|s = ¢. Luego, ® induce un morfismo de grupos & :
W — G siysolosi N C ker ®; i.e., existe & : W — G tal que o = & si y solo si

(1.2) D(s)?=e, (P(s)P(t))™" = ((st)™") =1, para todo par s,t € S.
Por ejemplo, ¢ : F' — {£1} definido por ®(s) = —1 para todo s € S, induce un
morfismo ® : W — {#£1}. Notar que ®(w) = (—1)“*) para todo w € W, con lo cual

(1.3)  Llww') =l(w) +6(w') mbéd 2 para todo par de elementos w, w' € W.

Ejemplo 1.7. Para la primer matriz del Ejemplo 1.1, el grupo de Coxeter es el generado
por s;, 1 € I3, y las siguientes relaciones:

2 2 2
5] =585 =53=1, 818281 = 828182,
59853525359 = 5352535953, §183 = S3S51.

Para la segunda matriz, el grupo de Coxeter es el generado por s;, ¢ € I, y las relaciones:

2 2 2 2
S] =585 =53 ==5;=1, 51589581 = S981S9,
51535153515351 = 53515351535153, §283 = 8352,
5354 = 5453, 59854 = 54859.

1.2. Ejemplos clasicos. A continuaciéon interpretaremos varios grupos conocidos
como grupos de Coxeter, para algiin conjunto de generadores S adecuado.

Ejemplo 1.8. (W =Zy X -+ X Zs,{e1,...,e,}), donde e; es el generador de la i-
ésima copia de Zs, es un sistema de Coxeter cuyo grupo es de orden 2". Su diagrama
de Coxeter consta de n vértices desconectados, pues su matriz de Coxeter es m;; = 1,
Ejemplo 1.9. El grafo completo de n vértices cuyas aristas estan etiquetadas con oo
corresponde al grupo de Cozeter universal U, de rango n. Es el grupo generado por n
elementos de orden 2, sin relaciones extras, cuyos elementos son todas las palabras en
n letras que no tienen dos letras iguales repetidas.

El nombre proviene del hecho que, si (W, S) es otro grupo de Coxeter con n genera-
dores, existe un morfismo suryectivo de grupos U, —» W para cada biyeccion I, — S.

Ejemplo 1.10. Recordemos que el grupo simétrico S,, es decir, el grupo de permuta-
ciones de [,,, admite una presentacion por generadores s;, 1 <7 <n — 1 y relaciones:
S? = 1, 8iSi+1S8; = Si+15iSi+1, SiSj = Sjsi Si |Z —]| Z 2,
donde s; = (4,7 + 1) es la biyeccion que permuta los elementos i e i + 1, y por lo tanto

tiene orden 2. En consecuencia, su matriz de Coxeter tiene como entradas m; = 1,
M1 =3, Mmij = 2 si |i — j| > 2, y su diagrama de Coxeter es:

o1 0%2 ‘e ofn-1 |

Ejemplo 1.11. Si consideramos el diagrama de Coxeter infinito:

o1 0%2 0%3 o054

el grupo correspondiente es el de biyecciones de N que mueven a lo sumo una cantidad
finita de elementos. Es decir, el conjunto de biyecciones o : N — N tales que el conjunto
{n € N:o(n) # n} es finito. El mismo admite una presentacion por generadores s;,
1 > 1 y relaciones como en el caso de S,,.
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Ejemplo 1.12. Supongamos ahora que tenemos un conjunto de cartas numeradas de
1 a n, donde en la parte superior de la j-ésima carta se escribe +j, y en la parte
inferior —j. Nuestro nuevo grupo S? consta de todas las formas de ordenar las cartas,
pudiendo poner hacia arriba +j o —j para cada carta. Asi, un elemento del grupo es
una permutacion de I, junto con la informaciéon de los signos, es decir una funciéon
I, — {+,—}; luego, |[SZ| = 2" - nl. Podemos probar que el grupo SZ est4 generado por
las mismas s;, 1 < i < n — 1 (las biyecciones que cambian de lugar las cartas de las
posiciones i e i + 1, sin modificar la cara que estd hacia arriba) y s, el elemento que
voltea la carta que estd en la parte superior de la pila. Es claro que sps; = s;s9 para
cada ¢ > 1, mientras que SpS15051 = S1505150, pues ambas operaciones son:

(+1,42,43,--+ ,4n) — (=1, =2,43,--- ,+n).
En consecuencia, el diagrama de Coxeter de SP es:

0% 4 os1 052 oSn—1

Este grupo admite un subgrupo S que consiste de todos los movimientos de la pila
que rotan un nimero par de cartas. Ahora, sj = sps15¢ es la simetria

(+1,42,43,--- ,4n) = (=2,-1,+43,--- ,+n),

que toma las dos primeras cartas como un bloque y las voltea. Notar que s(sss[ =
S95hS9, SpS1 = $18p, por lo cual el diagrama de Coxeter de S es:

’
0%

oS1 052 - oSn—1.

Ejemplo 1.13. Consideremos dos rectas ¢; y ¢» en R? que pasan por el origen tal
que el dngulo entre ellas es m/m, con m > 2. Denotamos por 7, y 73 a las reflexiones
ortogonales por /; y {5, respectivamente, de modo que 7,75 es la rotacion de R? por un
angulo 27 /m. Luego, (r1r2)™ = id. Sea D,, el grupo generado por r; y 5. Podemos
identificarlo con el grupo de simetrias de un m-agono regular, de modo que es un grupo
finito, conocido como grupo diedral. Dicho grupo tiene orden 2m, pues consta de todas
las rotaciones del plano por un angulo de 27k/m, 0 < k < m, seguido o no de la
rotacion ry.

Si consideramos el diagrama de Coxeter o°! 0°2 el correspondiente grupo
de Coxeter I,(m) esta presentado por generadores si, sy, y relaciones s? = s2 = e,
(s182)™ = e, de modo que existe un morfismo suryectivo ¢ : Is(m) — D,, determinado
por s; — ;. Ahora, de acuerdo a la Observacion 1.5, todo elemento de I(m) puede
expresarse como una palabra s;$581 -+ 0 S98159 - - -, de longitud a lo sumo m, de modo
que |Ix(m)| < 2m = |D,,|. Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo, y cada grupo diedral es
un grupo de Coxeter.

Notar que si el angulo entre ¢; y ¢5 no es de la forma gm, ¢ € Q, entonces 75 tiene
orden infinito, y asi obtenemos el grupo de Coxeter [3(c0) asociado al diagrama de

0%2 |

Coxeter of!

Podemos obtener de modo anélogo los grupos de simetria de los poliedros regulares,
o mas generalmente (es decir, en dimensiones mas grandes) de los politopos regulares
en R%, d > 3. En R3 los poliedros regulares y sus correspondientes grupos de simetria
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son: tetraedro, con grupo de tipo Az, es decir S4; cubo y octaedro, con grupo Bs, es
decir S¥; dodecaedro e icosaedro, con grupo Hs, que es el correspondiente al diagrama

5
o

o

0.
1.3. Propiedades de intercambio y de supresion. Fijemos (W,S) un sistema
de Coxeter. Sean:

(1.4) T :={wsw™':seSwe W}, R:={1,-1} xT.

Dada s = (sy,...,S,) una sucesion finita de elementos de S, definimos

(1.5)  Z(s) :=(t1,...,tn), donde t; = (s1---8j-1)s;(sj—1-+-s1) € T, j € L.

Notar que t; = sy, y ademas sy ---s, = t,---1;. Para cada t € T, denotaremos n(s, t)
al nimero de enteros j € I, tales que ¢; = t¢.

Lema 1.14. (i) Para cada w € W y t € T, la paridad de n(s,t) no depende de la
sucesion de elementos s tal que w = s1---5,.
Asi, denotaremos n(w,t) := (=1)"Y para cualquier sucesion s como antes.

(i) Sea S(R) el grupo de permutaciones de R. Para cada w € W, sea U, : R = R la
funcion definida por

(1.6) U, (e, t) == (en(w™, 1), wtw™), e==x1,teT.
Luego, U : W — S(R), w— U, es un morfismo de grupos.

Demostracion. Sea F el grupo libre generado por S como en la Observacion 1.6. Defi-
nimos U : F' — S(R) como el morfismo de grupos determinado por s — Uy, s € S,

Us(e, t) = (e(—1)%, sts), e=*x1,teT.

Se deduce facilmente que U2 = idg, de modo que el morfismo esta bien definido; es
decir, en principio U, define una funcion de R en si mismo, la cual resulta ser una
biyeccion por la relacién anterior.

Dadas = (s1,...,8,), sean w = S, - - - $1, con lo cual Ug = Uy, o---oU,. Probaremos
por induccion en n que Us(e, t) = (e(—1)"®D wiw™).
Sin = 0,1, la prueba es directa. Si n > 2, sean 8 = (S1,...,8,-1), W = Sp_1 -+ S1;

asi, w = s, w. Por hipotesis inductiva,

Us(e, t) = Us, o Us(e, t) = Us, (6(—1)"(§’t),@t@_1) = (e(—l)”@’tH‘SSnﬂ@t@‘l,wtw_l) :

Asi, basta probar que n(s,t) = n(s,t) + d,, ata-1, que sigue de =(s) = (2(8), W 's,0).

Consideremos s,t € S tales que mgy < oo. Denotamos p = st € F, y p a su
imagen en W. Sea s = {s,t,s,t,...,s,t}, sucesion de longitud 2mg. Notar que p
tiene orden mg y los elementos t; asociados son t; = p’~'s. Luego, ti,...,tm,, son
todos distintos, y t,,,+; = t;, para todo 1 < j < mg. Asi, n(s,t) € {0,2}, de donde
Upmst = (Us o Up)™t = idg. De acuerdo a la Observacion 1.6, U induce un morfismo
U: W — S(R) tal que Uonm = U. Es decir, si w € W se expresa como w =
81+ 8n, entonces Uy(e,t) = (e(—1)"®Y wtw™), de modo que (—1)"*Y no depende
de la expresion elegida, y probamos (i) y (ii) simultdneamente. O

Podemos ahora caracterizar las expresiones reducidas a partir de los conjuntos =(s).

Lema 1.15. w = sy - - 5, es una expresion reducida de w si y solo si t; # t;, para todo
pari #j €l,.
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Demostracion. Dados s, Z(s), w como antes, sea T, := {t € T : n(w,t) = —1}.
Notar que 7, C {t1,...,t,} para cualquier expresion de w, con lo cual se deduce que
|Tw| < £(w), al considerar una expresion reducida.

Ahora, si todos los t;’s son diferentes, entonces n(s,t) vale 1 sit =t;, y 0sit ¢
{t1,...,tn}. Asi, T, = {t1,...,tn}, con lo cual n = |T,| > {(w). Luego, n = {(w); es
decir, la expresion es reducida.

Ahora si t; = t; para i < j, se tiene que s; = us;u™t, donde u = s;41---s;_1, y asi

2 ~ .
w:51"‘31'—131'U3j3j+1“'3n:31“'5i—1(3iu)5j+1"'3n:51"'$i"‘5j"‘5n,

es decir, s no da lugar a una expresion reducida de w. 0

Definicién 1.16. Dados un grupo W y un conjunto de generadores S, se dice que
(W, S) satisface la propiedad de intercambio fuerte si vale la siguiente afirmacion.

PIF: Sean w € W y t € T tales que {(tw) < ((w). Para cada sucesiéon s =
{s1,...,8n} de elementos de S tales que w = s ... $,, existe j € I, tal que
tSl cee Sj—l = S1° " sj_lsj.
Se dice que (W, S) satisface la propiedad de intercambio si vale lo siguiente.
PI: Sean w € W y s € S tales que {(sw) < l(w) = n. Para cada expresion
reducida w = s; - - - s, existe j € [, tal que ss;---5;_1 = 51+ -5;_15;.
Se dice que (W, S) satisface la propiedad de supresion si vale lo siguiente.
PS: Sean w € W y s = {s1,...,8,} una sucesion de elementos de S tales que
W =818y, (w) <n. Existen 1 <i < j <n tales que
w:slézé‘\jsn
Notar que, tal como lo indican sus nombres, PIF = PI. Veremos ahora que los
sistemas de Coxeter satisfacen ambas propiedades.

Teorema 1.17. Todo sistema de Cozeter (W,S) satisface la PIF.
Demostracion. Dados w € W y t € T, probaremos en primer lugar que:
Afirmacién 1.1. ((tw) < l(w) si y solo si n(w,t) = —1.

Asumimos primero que n(w,t) = —1, y fijemos w = s; -+ -8, una expresion reduci-
da. Luego, t € Z(s1, -+, Sm), pues t aparece un nimero impar de veces, o lo que es
equivalente, ¢ = (s1---s5j_1)sj(sj_1 - $1) para algin j. Luego,

C(tw) = L(S1 -+ 8j—1Sj41 - Sm) < L(w) = m.
Ahora, si n(w,t) = 1, el Lema 1.14 nos dice que:
U1 (e,t) = UwflUt(E,t) =U, ( — e,t) = ( —en(w, 1), wtw_l) = ( — €, wtw_l).
Asi n(tw,t) = —1, con lo cual la prueba anterior dice que ¢(w) = £(t(tw)) < L(tw).

Si l(tw) < f(w), se tiene que n(w,t) = —1; si w = s1 - - - §,, es una expresion cualquie-
ra, se tiene que t = (s1---s;_1)s;(s;j_1---s1) para algin j, y se satisface la PIF. [

Corolario 1.18. Sean w = s1 - -+ s, una expresion reducida yt € T. Son equivalentes:
1. L(tw) < L(w),
2. tw =81+ 8j_18j41 " Sp, para algun j € L,
3. t=151"--5_15j8j—1 51 para algin j € L.

Mds ain, j estd univocamente determinado en los items anteriores.
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Demostracion. La equivalencia entre 1. y 2. se sigue del Teorema 1.17. Ademas, se
deduce facilmente que 2. vale sii vale 3. y la unicidad se deduce del Lema 1.15. 0J

Definicién 1.19. Sea w € W. Consideremos los siguientes conjuntos:
To(w) :={teT : l(tw) < {(w)}, Dp(w) :==T(w)NS,
Tr(w) ={t T : l(wt) < l(w)}, Dr(w) :== Tr(w) N S.

T (w) (resp. Tr(w)) es el conjunto de refleziones asociadas a izquierda (resp. a derecha),
y Dr(w) (resp. Dr(w)) es el conjunto descendente a izquierda (resp. a derecha).

Sea w = s1 - -+ s, una expresion reducida. Notar que, de acuerdo al Corolario 1.18,
To(w) = {51+ sy155-1 - 51l € L)

y como el Lema 1.15 nos dice que todos estos elementos son diferentes, se tiene que

(1.7) | Te(w)| = £(w).
Ademés, se verifica que
(1.8) Tr(w) = To(w™), Dr(w) = Dp(w™).

Daremos a continuaciéon otras consecuencias del Teorema 1.17.

Corolario 1.20. Sean s € S, w € W. Se verifican:

1. s € Dp(w) sii existe una expresion reducida de w comenzando en s,
2. s € Dr(w) sii existe una expresion reducida de w finalizando en s.

Demostracion. Basta con probar 1., pues 2. se deduce de este item y (1.8).

Para probar 1., si s € Dr(w), el Corolario 1.18 dice que sw = S1---Sj_15j41 - S,
para algln j y una expresion reducida de w, de donde w = ss1---5;_15j41 -5, €s una
expresion reducida. La definicién del conjunto Dy (w) implica la reciproca. O

Proposicion 1.21. (W, S) satisface la PS.

Demostracion. Sea w = $1 -+ Sy, £(w) < m. Elegimos el mayor i tal que $;8;41 -+ Sp
no es reducida. Asi, £(s;Si41-*Sm) < €(Siy1+-+Sm), de modo que, por el Teorema
1.17, existe j > 7 tal que $;S;11- Sy = Sip1-+-5j Sy, con lo cual w = s1--- 5, =
S1- -85 S 0

De esta propiedad se derivan las siguientes consecuencias:

Corolario 1.22. 1. Cada expresion w = sy --- s, contiene una expresion reducida
que se obtiene quitando una cantidad par de letras.

2. Siw=s81- 8, =sy---s, son dos expresiones reducidas, entonces

{s1,..,8m} ={s1,...,s}

3. Ningin generador de Coxeter s € S puede expresarse en términos de los restantes
generadores; luego, S es un conjunto minimal de generadores para W.

Demostracion. La primer afirmacion sigue de modo inmediato de la Proposiciéon ante-
rior, mientras que la tltima sigue de la segunda afirmacion.

Probaremos la segunda afirmacion por induccion en ¢(w). Para ello, el caso ¢(w) = 1
es trivial. Supongamos ahora que vale para m—1 > 1, y sea w elemento de longitud m,
para el cual consideramos dos expresiones reducidas distintas w = sy -+ s, = 8] -+ s).
Como ((sjw) = m — 1 < l(w), existe j € L, tal que sjsy---sj_1 = s1---s;, de
acuerdo al Teorema 1.17, con lo cual s} = s;---5;_15;5;_1---51. De acuerdo a la
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primer afirmacion de este corolario, podemos obtener una expresion reducida de s a
partir de s;---s;_15;5j_1---s; borrando una cantidad par de elementos, de modo que
nos quedaremos finalmente con un tnico elemento: | = s; para algiun [ € I,,. Ademaés,

/ p—
m =

/ / /
w:$2"'3 8181“'8771:Sl"'8j71$j+1"'sm

tiene longitud m — 1, y se aplica hipotesis inductiva para ver que {s,,... s/ } C
{s1,...,8m}. Luego, {s1,...,8m} 2 {s},...,s,,}, v el resultado se completa intercam-
biando los roles de las expresiones reducidas. O

1.4. Caracterizaciéon de los grupos de Coxeter. Luego de verificar que todo
grupo de Coxeter satisface las PS y PI, veremos la fortaleza de estos enunciados, pues
caracterizan los grupos de Coxeter. Mas exactamente, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.23. Sea W un grupo y § un conjunto de generadores de orden 2. Son
equivalentes:
(i) (W,S) es un sistema de Coxeter,

(i) (W,S8) satisface la Propiedad de Intercambio,
(iii) (W, S) satisface la Propiedad de Supresion.

Demostracion. (ii) = (iii) La prueba de la Proposicion 1.21 no utiliza la hipotesis de
tener un sistema de Coxeter sino simplemente que satisface la PI.

(iii) = (ii) Sea w = sp---s, una expresion reducida, y s € S tal que {(sw) <
n = {(w). Como asumimos que vale la PS, podemos quitar dos letras de ss;---s,
y obtener una nueva expresion de sw. Si ninguna de esas letras es s, entonces sw =
$S1-+ 8§ ---5;--- S, para algunos i < j € I,, con lo cual w = sy ---5;---5;--- 5, tiene
longitud menor o igual que n — 2, que es un absurdo. Asi, una de las dos letras a quitar
es s, con lo cual sw = ssy---§; -+, para algin i € I,, y (W, S) satisface la PI.

(i) = (ii) Sigue del Teorema 1.17.

(ii) = (i) Sea s - - - s, = e una relacion en (W, S), un grupo generado por elementos
de orden 2 que satisfacen la PI; es decir, si consideramos el morfismo de grupos ¢ :
F— W, donde F es el grupo libre generado por S, consideramos s; - - - 5,, € ker ¢.

Notar que r = 2k para algin k, dado que ya vimos que vale PI < PS. Asi escribimos
la relacion como s; - - - s, = s} - -+ s}. Probaremos por inducciéon en k que esta relacion
se deriva de relaciones del tipo (ss')™ss = e; o sea, ker ¢ esta generado por (ss')™ss' y
s?. Si k =1, entonces s; = s}. Asumimos ahora que todo elemento de ker ¢ expresado
por menos de 2k elementos pertenece al subgrupo N generado por (ss')™ss y s2.

» Si sy - S, no es reducida, existe ¢ € I tal que s;41 - - - s es reducida, pero s; - - - s
no lo es. Aplicando la PI, existe j > 4 tal que s;41 -8 = 8;Sip1- -+ 55 Sk.
Como esta relacion tiene longitud menor que 2k, estd en N, lo cual nos lleva a
la relacion

-~ / /
31"'5i3i5i+1"'5j"'5k:31"’Sk,

de la cual podemos quitar s?, y por lo tanto estd en N por hipotesis inductiva,
y por lo tanto la relacion inicial también lo esta.

» Sisp--- s es reducida, asumimos que s; # s}, pues en tal caso las quitamos y
obtenemos una relaciéon de longitud menor. En otro caso, existe ¢ € [ tal que
§1+++8; = 8181+--8;_1, a partir de la cual obtenemos s;---5;--- s, = s+ 5,
que por hipoétesis inductiva pertenece a N. Si ¢ < k la prueba esta completa, pues
la relacion esta en N a partir de reemplazar la igualdad anterior en la original.
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Sii =k, se tiene s}s1---s,_1 = )55 -5}, con lo cual basta probar que
/
8181"'5k71 = 5132...Sk
es una relacion en N. Repitiendo el argumento, basta probar que
/ /
5181 Sk—1 = S1515152 "+ Sk—2
es una relacion en N. Iterando este proceso, lo anterior se reduce a probar que
/ / / /
81818181 cr — 81818181 Tty
. . m
la cual se sigue que pertenece a N a partir de (s15]) *1°1 = e.
Luego, (W,S) es un sistema de Coxeter. O

Veremos aplicaciones de este Teorema en los ejercicios para probar que algunos gru-
pos generados por elementos de orden 2 son efectivamente sistemas de Coxeter.

1.5. Subgrupos parabdlicos. A lo largo de esta seccion, fijemos X un subconjun-
to de S. Denotaremos Wy al subgrupo de W generado por los elementos s € X.
Subgrupos de este tipo se dicen parabolicos.

Para cada w € W, llamamos X (w) al conjunto de elementos s € S que aparecen
en una expresion reducida de w; notar que dicho conjunto no depende de la expresion
elegida, de acuerdo al Corolario 1.22.

Proposicion 1.24. Para cada X C S, se tiene Wy ={w € W : X(w) C X}.

Demostracion. Sea Sy := {w € W : X(w) C X'}. De la definicion de este conjunto se
sigue que Sy € Wy, con lo cual basta con probar que Sy es un subgrupo. En primer
lugar, X (w) = X(w™!), pues si w = sy ---s,, entonces w™' = s, - - - 5. Luego,
w e SX <~ X(U}) = X(wil) cCX @wil € S/\/.

Por otro lado, sean w,w' € Sy, y w = $1 -+ 5, W = s} - - - s/ dos expresiones reducidas.
Luego, ww' = sy --- 8,5 - -+ s, es una expresion de ww', de la cual podemos obtener una
expresion reducida quitando algunos elementos (posiblemente ninguno), de acuerdo al
Corolario 1.22. Asi, X(ww') C {s1,...,8,,81,...,8,} = X(w) UX(w') C X, con lo
cual ww’ € Sy. Por lo tanto, Sy es un subgrupo. O

Corolario 1.25. Wy NS =X.

Demostracion. Inmediato de la Proposicion anterior, pues X'(s) = {s}. O

Para cada w € Wy, denotaremos £x(w) a la longitud de w como elemento de Wy,
considerando el conjunto de generadores X.

Corolario 1.26. Para cada w € Wy, lx(w) = (w).

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 1.24 y la independencia de la expresion re-
ducida para obtener X,. O

A continuacién caracterizaremos los subgrupos Wy. La propiedad méas importante
es que Wy es un grupo de Coxeter.
Teorema 1.27. (i) (W, X) es un sistema de Cozeter.
(i) Si X, X" son dos subconjuntos de S, entonces Wy C Wy si y solo si X C X',
(iii) Sea (X;)icr una familia de subconjuntos de S, y X = M1 X;. Entonces,
Wy =NierWa,.
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Demostracion. (i) Wy es un grupo generado por elementos de orden 2, con lo cual
basta con probar que satisface la PI, de acuerdo con el Teorema 1.23. Si x € X y
w € Wy son tales que ly(zw) < fx(w) = n. A partir del corolario anterior, {(zw) <
l(w) = n. Si w = s1---5, es una expresion reducida, entonces s; € X(w) C X de
acuerdo con la Proposicion 1.24. Utilizando que W satisface la PI, existe ¢ € I, tal
que xSy 81 = 81+ 8; asi, (Wy, X) satisface la PL.

(i) Sigue de la Proposicion 1.24 y el Corolario 1.25.

(iii) Es inmediato a partir del inciso anterior. O

A partir del Teorema anterior comprenderemos la relacién entre las componentes
conexas del diagrama de Coxeter y los correspondientes subgrupos W y, de acuerdo con
el resultado que presentaremos a continuacion. Esta relaciéon nos permitird reducirnos
al estudio de grupos de Coxeter con diagrama conexo.

Proposicion 1.28. Sea (S;)ie; una particion de S tal que mg = 2 (es decir, st =1s)
para cada s € S;, t € S;, i # j. Entonces, W =[[,.; W,.

Demostracion. Para cada i € I, sea Wj el subgrupo generado por todos los W, j # i.
Notar que W/ es exactamente el grupo generado por S\ S;. El Teorema 1.27 nos dice
que Ws, "W/, = Wy = {e}. Ademas, W esté generado por la union de los Wg,’s, con
lo cual el resultado esta probado. O

Ejercicios.

1. Completar los detalles de los Ejemplos; es decir, probar efectivamente que los
ejemplos son grupos de Coxeter y que se satisfacen las relaciones indicadas.

2. Consideramos los siguientes elementos de S5: a; = (12)(34), ay = (12)(45), a3 =
(14)(23). Probar que a? = id y calcular el orden de los 3 productos a;a;, i < j.
Probar que existe un isomorfismo de grupos entre Hz y Ss.

3. El ejercicio anterior muestra que un mismo grupo puede tener mas de una es-
tructura como sistema de Coxeter, simplemente eligiendo diferentes conjuntos
de generadores. Veremos otro ejemplo. Consideremos el grupo diedral Dg que
tiene 12 elementos, ver el Ejemplo 1.13. Si &' = {ry, (r172), m2(r172)3}, probar
que (W,S8’) es un sistema de Coxeter reducible.

4. Probar que para todo par de elementos u # w € W, se tiene Tz (u) # T(w).

. Caracterizar T para cada grupo diedral D,,.
6. Probar que Tg(uw) = Tr(w) A w™Tr(u)w para todo par de elementos u, w € W

(donde A denota la diferencia simétrica entre los conjuntos).

7. Dados u,w € W, probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) l(uw) = L(u) + (w),

b) Tr(w) (N Tr(u) =0,

¢) Tr(uw) = Tr(w) Jw™ Tr(u)w,

d) Tr(uw) = Tr(w) Hw ' Tr(u)w (es decir, la unioén es disjunta).

8. Dado z € S,,, definimos el ntimero de inversion de x como:
inv(z) = [{(i,5) : 1 <i<j<mz(i)>x()}
inv(z) — 1, x(i)>x(i+1);
inv(z) +1, x(i)<x(@i+l).
b) Usar el hecho anterior para concluir que ¢(z) = inv(z) (definimos ¢ para el

conjunto de generadores S = {s1,...,S,—-1})-
¢) Probar que Dg(z) = {s; € S : z(i) > z(i + 1)}.

ot

a) Probar que inv(zs;) = {
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d) Concluir que (S,, S) satisface la propiedad del intercambio, y por lo tanto es

un sistema de Coxeter.
9. Dado X C S, sea Ty := {wsw™' : w € Wy, s € X}. Probar que Ty = T N Wy.

2. ORDEN DE BRUHAT, ORDEN DEBIL Y EXPRESIONES REDUCIDAS

Introduciremos a continuaciéon un orden parcial muy importante en el conjunto de
elementos de un grupo de Coxeter, llamado orden de Bruhat. También mencionaremos
algunas propiedades relacionadas con el orden débil. Veremos que el orden de Bruhat
esta relacionado con todas las subpalabras de las expresiones reducidas, mientras que
el orden débil esta relacionado con los comienzos de las mismas. Nuestra principal
referencia para esta seccion sera [1].

2.1. Orden de Bruhat: propiedades basicas.
Definicién 2.1. Sean (W, S) un sistema de Coxeter, y u,w € W.
(i) Bscribiremos u ——>v sit =u"v € T y {(u) < {(v).

(i) Escribiremos u — v si existe ¢ € T tal que u ——v .
(iii) Escribiremos u < v si existen w; € W tales que

u w1 Wa tee W, V.

El orden de Bruhat es el orden parcial en W definido por (iii) . El grdfico de Bruhat es
el grafo dirigido cuyos vértices son los elementos de W y cuyas flechas son las de (ii) .

Ejemplo 2.2. A continuacion, los graficos de Bruhat para S; e I5(4).
(321) abab = baba

SN N

(312) (231) aba bab

= !

(132) (213)
| |

N |
(123) ‘\\\\\\\\\ /////////7

e

Lo anterior se deduce a partir de:
7%3 = {(213)7 (132)7 (321)}> 7}2(4) = {CL, b, aba, bab}

Comenzaremos a descubrir cudles son las propiedades de este orden. La primera sera
la PROPIEDAD DE SUBPALABRA, donde por una subpalabra de una palabra s;ss--- s,
entendemos una palabra s;, ---s;,, donde 1 < iy <--- <i; <n.

Teorema 2.3. Sea v = sy ---S, una expresion reducida, y u € W. Entonces, u < v
sit u admite una expresion reducida que es una subpalabra de si--- s,.

Demostracion. (=) Sea u < v, con lo cual existen t; € T tales que

to t1 to tm—1 tm
u w1 Wa tee W V.
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! =, s esuna expresion reducida y z,,! = t,, 0™, ((z,}) < L(w™), la PIF

Como v~

nos dice que x,;! = s, ---8;---s; para algin ¢ € I,, con lo cual x,, = 81+ 5 Sp.
Siguiendo, cada x,,_i se obtiene quitando k£ + 1 de las s;’s de la expresion reducida de
v, por lo cual u admite una expresiéon que es una subpalabra de v. Por la PS, u admite
una expresion reducida que es una subpalabra de esta expresion de u, y por lo tanto

es una subpalabra de la expresion reducida de v.

(<) Comencemos por probar el siguiente resultado.

Afirmacion 2.1. Sean u #v € W yv = s1--- 8, una expresion reducida. Asumimos
que u admilte una expresion reducida que es subpalabra de v = sy---s,. Entonces
eriste w € W tal que u < w, l(w) = l(u) + 1 y w admite una expresion reducida que
es subpalabra de v = s1-- - sy,.

Demostracion. Dado que la cantidad de expresiones reducidas de u es finita, pode-
mos elegir aquélla que sea subpalabra de v = s;---s,, es decir de la forma u =
S1+Siy  *Siy 0+ Sny k= L(v) — L(u), con i minimo. Sea t = $,8,-1 " S+ Sp_15n €
T, de modo que

ut:sl...sil...sikil...si e

Asi, l(ut) < €(u) + 1. Supongamos que {(ut) < ¢(u), de modo que la PIF nos dice que

Sp.-

" L= 5,8,1""Sp- " Sp_15, para algin p > iy, o
m L= 8,8, 1 "8, " Syt Sp 8,8t Sp—15y, para algin i > ig > p.

En el primer caso, las dos expresiones distintas de ¢ nos dicen que

v =0t = (51 8,)(SnSn_1"""Si, *** Sn150)(SnSn_1""*Sp* " Sn_15n)

:81"'Sik"".§\p...8na
que contradice la hipotesis de que ¢(v) = n. En el segundo caso,

w=ut? = (51555 8p) (8B By Sy BB Sy)

(Snsn_l...sik...sn_lsn):Sl...sil-..sp.--sn7

que contradice la minimalidad de ix. Asi, {(ut) = ¢(u) 4+ 1, con lo cual w = ut es el
elemento buscado. O]

Luego, la prueba es inmediata por induccion en £(v) — ¢(u) a partir del Lema. O

Corolario 2.4. Los intervalos de Bruhat [u,v] == {w € W : u < w < v} son finitos.
Mas win, se tiene |[u,v]| < 2¢V).

Demostracion. Sean v = sq - - - s, una expresion reducida, y ((si, ..., s,) el conjunto de
subpalabras de s ---s,. De acuerdo al Teorema anterior, existe una funciéon inyectiva
[ fu,v] = ((s1,. .., 8,), de modo que |[u,v]| < [((s1,...,5,)| = 2" O

Corolario 2.5. La aplicacion W — W, w — w™!

de Bruhat. Esto es, u < v sit u=' < vl

, es un automorfismo para el orden

Demostracion. Es inmediato a partir del Teorema anterior. O]

A continuacion, probaremos que se satisface la PROPIEDAD DE CADENA.

Teorema 2.6. 5i u < v, entonces existe una cadena u < wy < --- < w, = v tal que
l(w;) = L(u) + i para todo i € L,.

Demostracion. Es consecuencia de la Afirmacién 2.1. O
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Observacion 2.7. u<lv denota un cubrimiento para el orden de Bruhat; esto es, u <p v
y no existe z € W tal que u < z < v. De acuerdo al Teorema anterior, u < v sii u < v

vy L(v) =Ll(u) + 1.
Probaremos que también se satisface la PROPIEDAD DEL LEVANTAMIENTO.
Teorema 2.8. Siu<wv ys € Dp(v)—Dr(u), entonces u < sv y su < v.

Demostracion. Aplicaremos varias veces el Teorema 2.3

Sea sv = s1 - - - S, una expresion reducida; luego, v = ss; - - - 5, también es reducida,
pues s € Dp(w). Asi, u admite una expresion reducida v = s;, ---;,, que es una
subpalabra de v = ssy---s,. Como su > u, pues s ¢ Dy(u), se tiene que s;, # s,
con lo cual u = s;, ---s;, es una subpalabra de sv = s;---s, y por lo tanto u < sv.
También, su = ss;, ---s;, es una expresion reducida y es a la vez una subpalabra de
v = 8§81 Sy, por lo tanto su < v. O

Corolario 2.9. (i) Sean s,s" € S tales que w<isw, s'w. Entonces, o bien sw,ws' <sws’,
0w = sws'

(i) Sise S, teT,s#t, son tales que w < sw, tw, entonces sw,tw < stw.
Demostracion. Inmediata a partir de la Proposicién anterior. 0
Finalizamos esta subseccion con el siguiente resultado.

Proposicion 2.10. El orden de Bruhat en W es dirigido: esto es, para cada par de
elementos u,v € W eziste w € W tal que u < w, v < w.

Demostracion. Lo probaremos por induccion en £(u)+£(v). Si ¢(u)+£€(v) = 0, entonces
u=v=-e,yw=e es un candidato. Asumimos ahora que ¢(u) + ¢(v) > 1, y que vale
la hipotesis inductiva. Podemos considerar u,v # e, pues w > e para todo w € W.
Sea s € Dp(u), de modo que {(su) = ¢(u) — 1. Por induccién, existe w' € W tal que
su < w', v <w'. Usando el Teorema 2.8, se tiene que sw’ < w’, en cuyo caso u < w’,
o sw’ > w', en cuyo caso u < sw’. Asi, el w buscado es en el primer caso w = w', y en
el segundo, w = sw'. O

2.2. Grupos finitos: algunas propiedades. A continuacion estudiaremos algunas
particularidades que presenta el orden de Bruhat cuando nos restringimos a grupos de
Coxeter finitos. En esta Subseccién, W sera siempre un grupo de Coxeter finito.

Proposicion 2.11. Eziste un unico elemento de longitud mdrima wy, que es mdrimo
para el orden de Bruhat.

Reciprocamente, si (W,S) es un sistema de Cozeter que admite un elemento u tal
que Dr(u) = S, entonces W es finito y u = wy.

Demostracion. Existe algtin elemento de longitud maxima wy. Para cualquier otro ele-
mento w € W, la Proposiciéon 2.10 dice que existe una cota superior z de estos dos
elementos, la cual satisface £(wg) < ¢(z). La maximalidad de ¢(w) nos dice que wy = x
por el Teorema 2.3 (wy debe ser una subpalabra de x de la misma longitud) y asi
wo > W.

Para la segunda afirmacion, probemos que v < u para todo v € W por inducciéon
en £(v) (el caso £(v) = 0 es trivial). Si v # e, existe s € S tal que sv < v, de modo
que s ¢ D (sv). Por hipotesis inductiva, sv < u, y por el Teorema 2.8, s(sv) = v < u.
Luego, W = [e, u] es finito, y u es el elemento maximo. O
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Proposwlon 2.12. El elemento wy tiene las siguientes propiedades:
(i) wg = e.
(i) L(wwy) = L(wy) — L(w) para todo w € W.
(iii) To(wwo) = T \ T (w) para todo w € W.
(iv) £(wy) = I7].
(v) L(wow) = L(wg) — L(w), L(wowwy) = L(w) para todo w € W,
Demostracion. (i) Como £(wy') = £(wy), la unicidad del elemento de longitud méxima
nos dice que wy ' = wy.
(i) En primer lugar, £(w) + (wwp) = £(w™") + L(wwy) > £(wg). Ahora, probaremos
que {(w) +£(wwy) < ¢(wp) por induccion en £(wgy) — (w). Si (wy) —F(w) = 0, entonces
w = wy y la igualdad es trivial. Asumimos ahora que vale para {(wy) — ¢(w) =k > 0,
con lo cual existe s € S tal que w < sw (ver Proposicion 2.11). Luego,
l(wwy) <l(swwp) +1 < (f(wy) — l(sw)) + 1

= L(wo) — (L(w) +1) + 1 = £(wo) — £(w),

lo cual concluye la prueba.

(iii) Notar que (ii) implica que tw < w sii twwy > w para todo t € T, con lo cual cada
t € T pertenece a uno y solo uno de los conjuntos T (w), Tz (wwy).

(iv) Siw = e en (i) , T = Tr(wo), vy el resultado sigue de (1.7).
(v) Notar que {(wow) = £(w wy) = L(wy) — L(w™) = L(wy) — £(w). O

2.3. Orden débil. Nuevamente (W,S) denotara un sistema de Coxeter.

Definicién 2.13. El orden débil a derecha <pg esta definido por la siguiente condicion:
u <p w sii existen s; € S tales que w = usy ---Sp y L(usy---s;) = L(u)+1i
para todo 7 € I.
El orden débil a izquierda <p esta definido por la siguiente condicion:
u <p w sii existen s; € S tales que w = s+ syuy £(s; - s1u) = L(u) + 1
para todo 7 € I.

Observacion 2.14. Estos dos 6rdenes son diferentes; sin embargo estan relacionados por
la condicién:
u<pw <& ul<pw

Ademas, justamente son 6rdenes mas débiles que el de Bruhat: si u <z v o u <, v,
entonces u < v.

Usaremos la siguiente notacion, analoga a la relacionada con el orden de Bruhat:

= u <lg v denota un cubrimiento para el orden a derecha; esto es, u <p v y no
existe z € W tal que u < z <g v.
v [u, v i ={weW:u<pw<guv}.
= De modo andlogo se definen u <1 v y [u,v] para el orden a izquierda.
Algunas propiedades del orden débil son las siguientes:

Proposicion 2.15. (i) Eziste una correspondencia biyectiva entre expresiones reduci-
das de w € W y cadenas mazimales de [e,w]g.

(i) u <g w sii L(w) = L(u) + (u" w).
(iii) Bl orden débil satisface la propiedad del prefijo:
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u <pg w st existe una expresion reducida w = Sq - -+ Sy, tal que u = sq - -+ S,
n="»L(u) <m=/Llw).
(iv) El orden débil satisface la propiedad de la cadena:
Siu < w, entonces existe una cadena u <p vy <g -+ <g v, = w tal que
((v;) = (u) + i para todo i € L,,.
(v) St s € Dr(u) N Dr(w), entonces u <g w si y solo si su <g sw.
(vi) Si W es finito, entonces w <g wo para todo w € W.
(vii) Si r(w) denota el nimero de expresiones reducidas de w € W, entonces
(2.1

2.1) r(w) = Z r(u).

UEW: u<lpw

Demostracion. Todos los items son faciles de probar, y quedan como ejercicio para el
lector. 0

Existe una buena caracterizacion para el orden débil, que damos a continuacion.
Proposicion 2.16. u <p w sit Tr(u) C T (w).

Demostracion. (=) Existe una expresion reducida w = s --- s, tal que u = sy -+ s,
k < mn. De la definicion de los conjuntos se sigue que Tp(u) C Tz (w).

(<) Asumimos que 7z (u) C T.(w), y fijamos u = s; - - - s una expresion reducida.
Sea t; = $1S9---8; -+ S281, para cada ¢ € I. Notar que n = f(w) > k por (1.7).
Probaremos por induccién en i que existe una expresion reducida w = sy -+ - s;8] -+ s/,
para i € I. El caso i = 1 sigue del Corolario 1.20. Asumimos que vale para i: w =
Sp -+ 88y -+ s, .. El Lema 1.15 nos dice que existe m € I,,_; tal que

/ / /
tl.+1:51...S,L.Sl...Sm...slsi...817

pues t;11 # t; para todo j € I;, con lo cual

2 / / ! / !
w:ti-i-lw: (8132...5i+1...8231>(51...Sisl...Sm...slsi...81)51...Si81...Sn_i
_ / - /
_Sl...8i+181...sm...sn_i'
Luego, como vale para ¢ = k, se tiene u <p w. O

Ejercicios.

1. Hallar el diagrama de Bruhat correspondiente al grupo diedral D,,. Probar que
dos elementos cualesquiera de distinta longitud son comparables; mas atn, vale
que {(u) < £(v) sii u < v.

2. Definimos el orden de Bruhat a izquierda cambiando la condicién ¢t = w~'v por
t = vu~! en la definicién del orden de Bruhat. Probar que dicho orden coincide
con el de Bruhat (es por eso que no se definen 6rdenes de Bruhat a derecha e
izquierda, sino un dnico orden de Bruhat).

3. Probar que el elemento de longitud maxima de S, es wy, la permutacién que
invierte el orden: ¢ <» n — . Hallar una expresiéon reducida de dicho elemento.

4. Dado X C Sy u,v € Wy, probar que u < v para el orden de Bruhat en Wy
sii u < v para el orden de Bruhat en W.

5. Sea W un grupo de Coxeter finito, y w € W. Probar que:

a) Dr(wwy) =S\ Dp(w).
b) Dr(wow) = wo(S \ Pr(w))wy = S\ woDy(w)we.
¢) Dp(wowwy) = weDr(w)wy.
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d) Tr(wewwy) = woTr(w)wp.
6. Probar la Proposicion 2.15.

3. REPRESENTACIONES LINEALES Y RAICES

En la dltima parte de estas notas descubriremos un punto de vista geométrico que
presentan los grupos de Coxeter. En primer lugar, los realizaremos como grupos lineales,
es decir como subgrupos de GL(V'), el grupo de automorfismos sobre un espacio R-
lineal V. Luego, daremos la definicién y algunas propiedades de los sistemas de raices
asociados a dichos grupos.

3.1. Representacion lineal y matriz de Coxeter. Mostraremos a continuacion
una representacion lineal canonicamente asociada a un grupo de Coxeter y algunas
consecuencias de su existencia. Entre otras, probaremos que existe una biyecciéon entre
las matrices de Coxeter y los sistemas de Coxeter salvo isomorfismos (notar que no
dijimos simplemente grupos, sino que debemos fijar el conjunto de generadores).

En lo que resta de estas notas, S serd un conjunto finito. Recordar que una repre-
sentacion lineal es un morfismo de grupos ¢ : W — GL(V'), donde GL(V') denota el
grupo de automorfismos lineales de V' (consideraremos R-espacios vectoriales).

Fijemos un entero m > 3, y reales ki, ko > 0 tales que kiko = 4 cos®(m/m). Fijemos
una base {vy,v9} de R? tal que el angulo entre vy y vy es 7/m, y sus normas satisfacen

2
ool = 2 g = 2,

Sea r; la reflexién ortogonal con respecto a v;, i = 1, 2.
Lema 3.1. r; estd determinada por:
ri(v) = —vy, ri(vj) = v; + kv, J # i
Demostracion. Es un calculo directo, que dejamos como ejercicio para el lector. 0

Sea a:S xS — R la funcion dada por

™ .
Qgs = 2, Qg = Qs = —2 COS , 813 < mg < 00,
rs
ag =0, slmg =2, gt = Qs = —2, Sl Mg = 00.

Ahora, sea {a,}es la base canénica de RS, el espacio vectorial de funciones de S a
valores en R; ésto es, a(t) = dg para cada par s,t € S. Definimos la transformacion
lineal o, : RS — RS, 0,(c;) = oy — agars. Definimos una forma bilineal B : V x V — R,
B(as, ) = ag /2. Dicha forma es simétrica, y B(as, as) = 1, B(as, ) < 0 para todo
par s # t € S. Si H, es el hiperplano ortogonal a «, con respecto a B, entonces
os(Hs) = Hs y Hy es un complemento lineal de Ray, pues B(as, o) # 0. También
os(as) = —as. Ademas, para cada s € S,

(3.1) B (05(v),04(w)) = B(v,w), para todo v,w € V.

Teorema 3.2. Sea (W, S) un sistema de Coxeter. Entonces, existe un inico morfismo
de grupos o : W — GL(R®), s +— 0.

Demostracion. Lo probaremos en una serie de pasos; el primero es facil de probar.

Afirmacién 3.1. 02 = id para todo s € S, y 0,04 = 040, si My = 2.
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Afirmacién 3.2. o,0, tiene orden mg $i 3 < mg < 00.

Sea V el subespacio generado por a; v a4, de dimension 2. Notar que o.04(V) C V),
pues ambas reflexiones dejan invariante a V' (basta con aplicarlas a a, y o). Luego,
podemos pensar a V como R?, y considerar o,0; : R? — R2 Dadas dos reflexiones
ortogonales con respecto a planos que se diferencian en un angulo 7, su composicion
es una rotaciéon de angulo 2v. En nuestro caso, a partir de la férmula de o5 y o, y del
Lema 3.1, o, y o, son las reflexiones con respecto a a, y 4. Luego, 0,0, tiene orden
Mg, pues es la rotacion en un angulo de amplitud 27 /mg; los conjuntos {(os0¢)™ () :
0<m < mg}, {(0s0,)™(cw) : 0 < m < mg} tienen my elementos cada uno de ellos.
Ahora, o,0, deja estable Hy, N Hy, y como (H, N Hy) U {a, oy} generan V| se sigue que
0,0 tiene orden my;.

Afirmacion 3.3. 0,0, tiene orden 0o 81 mg = 00.

Por induccion podemos probar que
(st)"(as) = (2m + 1)as + 2may, t(st)"(as) = (2m + Das + 2(m + 1) .
En particular, (st)” # id para todo n € N.
Luego, el resultado sigue de las Afirmaciones y la Observacion 1.6. U

Observacion 3.3. En general usaremos la notacion o, := o(w), para cada w € W.
Ademas, escribiremos w(a) = oy, ().

Teorema 3.4. Fxiste una biyeccion entre matrices de Cozeter y clases de equivalencia
de sistemas de Coxeter.

Demostracion. Simplemente, si mg; es finito, entonces el orden de st divide a m;, pues
se tiene la relacion (st)™st = e, pero por otro lado es al menos my;, pues a((st)m) + esi
a < mg (ver las Afirmaciones de la prueba anterior). Si mg = 0o, el Teorema anterior
también nos dice que (st)™ # e para todo m € N. Luego, cada matriz de Coxeter deter-
mina un tnico sistema de Coxeter, del cual obtenemos la matriz de Coxeter asociada
(inica) como la matriz de los érdenes de st, s,t € S. O

3.2. Raices. Reflexiones. En esta tdltima parte introduciremos el sistema de raices
asociado a un grupo de Coxeter y obtendremos una relaciéon con la longitud de cada
elemento de W. Ademés probaremos la inyectividad de la representacion o.

Definicion 3.5. El sistema de raices de (W, S) es el conjunto
A= {w(as)|s € S,w € W}.

Dado a € A, escribimos o = Zse s CsQl, donde los ¢, estan univocamente determinados.
Decimos que « es positiva (respectivamente, negativa) si ¢s > 0 (respectivamente,
¢s < 0) para todo s € S. Usaremos la notacion a > 0 (respectivamente, o < 0) para
indicar que « es positiva (respectivamente, negativa). Ademas,

Ay ={aeA:a>0}, A_:={aeA:a<0}

Observacion 3.6. Notar que B(a,«) = 1 para cada € A, pues W preserva B.
Ademas, A = —A, pues s(a;) = —as.

Teorema 3.7. Sean w € W, s € §. Si l(ws) > L(w), entonces w(ay) > 0. i l(ws) <
l(w), entonces w(as) < 0.
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Demostracion. Lo probaremos por induccion en ¢(w), siendo trivial el caso inicial
((w) = 0. Asumimos que w'(c) > 0 para cada w’ € W tal que £(w') < k, {(w's) >
l(w'), y sea w € W tal que ¢(w) = k. Fijemos una expresion reducida de w, la cual
termina en ¢, de modo que f(wt) = k — 1; luego, s # t. Sea X = {s,t}, de modo que
Wy es isomorfo al grupo diedral I,(m), donde m = myg. Consideramos
A={veW:v'we Wy, {(v)+ (v w) = l(w)}.
Notar que A # (), pues w € A. Fijemos entonces v € A de longitud minima, y vy :=
v w. Asi, ((v) + £(vy) = €(w). Por otro lado, wt € A, pues (tw Hw =t € Wy y
l(wt) = l(w) — 1, de modo que £(v) < {(wt) = k — 1. Supongamos que {(vs) < {(v); es
decir, {(vs) = ¢(v) — 1. Entonces,
((w) < L(vs) +L(sv™rw) = £(v) — 1+ L(sv ™ w) <L) — 1+ (v w) +1 = l(w).

Asi, l(w) = L(vs)+L(sv™w), y suT'w € Wy, con lo cual vs € A. Este hecho contradice
la eleccion de v, con lo cual £(vs) > £(v), y por hipétesis inductiva v(a;) > 0. De modo
analogo probamos que ¢(vt) > £(v), v asi v(ay) > 0. Dado que w = vvy, basta con
probar que vy (as) > 0, pues en tal caso es una combinacion lineal con coeficientes no
negativos de o, y a4, a la cual le aplicamos v, y obtenemos una combinacién lineal con
coeficientes no negativos.
Supongamos que {(vys) < {(vy). Entonces,
((ws) = L(vv ws) < L) + (v ws) = £(v) + L(vas) < L(v) + L(vy) = L(w),
lo cual es un absurdo. Asi, ¢(vys) > ((vxy). Luego, toda expresion reducida de vy
termina en ¢, y asi vy = (st)" o vy = t(st)", para algin m € N.
= Sim < oo, entonces {(vy) < m, pues vy no puede ser el elemento de longitud
maxima wy (wp tiene una escritura que termina en s). Calculando directamente,
donde interpretamos a «y, oy como dos vectores de longitud 1 en R, que forman
un angulo de m — m/m, vemos que vy (as) > 0.
= Si m = oo, entonces vy(as) > 0, ver la prueba de la Afirmacion 3.3.

En cualquier caso tenemos que vy(ag) > 0, lo que concluye la prueba.

Una vez probada la primer afirmacion, la segunda se obtiene a partir de ella, pues si
w' = ws, entonces ((w') < L(w's), y por lo tanto w'(as) = —w(ay) > 0. O

Corolario 3.8. La representacion o : W — GL(R®) es inyectiva.

Demostracion. Si w # e, existe s € S tal que {(ws) < f(w) (como dijimos antes, un
final de una expresion reducida), con lo cual w(as) < 0, y por lo tanto w(as) # as.
Asi, w ¢ kero. O

Corolario 3.9. A=A, UA_. O

Para cada w € W definimos L,, := {a € A, : w(a) < 0}.
Proposicién 3.10. (i) Para cada s € S, s(A4 \ {o}) = AL\ {a,}.
(i) Para cada w € W, l(w) = |L,,|.

Demostracion. (i) Sea o = ), sy € Ay, o # . Entonces, existe to # s tal que
¢, > 0, pues a no es un miultiplo de a; (todas las raices son unitarias). Dado que

s(a) =s (Z ctat> = Z cay + (—es + Z Cilst ) s,

tes t#s t#s
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s no modifica el coeficiente de «y,, que sigue siendo positivo, y por el Corolario 3.9,
s(a) € Ay. Luego, s(Ay\{as}) € Ap\{a,}, y aplicando s obtenemos la otra inclusion.

(i) El enunciado es claro para {(w) = 0 (es decir, w =€), y £(w) = 1 a partir de (i) .
Procederemos entonces por induccion, para lo cual, a partir del Teorema 3.7 basta con
probar lo siguiente:

Afirmacion 3.4. Sean w € W, s € §. Si w(as) > 0, entonces |Lys| = |Ly| + 1. Si
w(as) < 0, entonces |Lys| = |Ly| — 1.

Tenemos que L, = A, Nw ' (A_). Si w(a,) > 0, (i) nos dice que
Luys = Ay Nsw  (AL) = s(Ly,) U{as},
y as & s(Ly), con lo cual |L,s| = |L,|+ 1. De modo anélogo, si w(as) > 0,
Lus = AL Nsw  (AL) = s(Ly) \ {as},
con lo cual |L,s| = |Ly| — 1, y la Afirmacion queda probada. O

Sea o € A; asi, existen w € W, s € § tales que o« = w(«). Notar que
wsw (v) =w (W (v) = 2B(w ' (v), @) ) = v —2B(w (V) as) w(ay)
v —2B(v,w(as))w(as) = v —2B(v, a)a,
para todo v € V, con lo cual wsw™ € T no depende de w, s sino solamente de .

o Xi6 o
Llamaremos s, a este elemento, que resulta ser la reflexion ortogonal con respecto a «,
que envia o en —a y deja fijo el hiperplano H, ortogonal a «; ademas s, = s_,.

Lema 3.11. (i) La funcion Ay — T, a — s, es biyectiva.

(i) Dados a, 8 € A tales que w(c) = 8 para algin w € W, entonces ws,w™' = sg.

Demostracion. (i) La definicion de T dice que la aplicacion es suryectiva. Si s, = sg,

—B = s5(B) = sa(8) = B —2B(B, a)a,
con lo cual = B(f,a)a, y por lo tanto o = 3, pues ambas raices son positivas y son
vectores unitarios. Asi la aplicacion es inyectiva.

(i) Es inmediato de la definicion de sg v el hecho que B es W-invariante. 0J
Ahora podemos generalizar el Teorema 3.7.
Teorema 3.12. Dados w € W, a € A, l(ws,) > L(w) sit w(a) > 0.

Demostracion. (=) Aplicaremos induccion en ¢(w), siendo trivial el caso ¢(w) = 0.
Asumimos que u(a) > 0 para cada u € W tal que l(u) < k, l(u) < l(us,). Seaw € W
tal que {(w) =k, l(w) < l(ws,). Sea s € S tal que {(sw) = ¢(w) — 1. Notar que

U(swsy) > U(wsy) — 1 > l(w) — 1 = {(sw).

Por hipo6tesis inductiva, sw(a) > 0. Supongamos que w(a) < 0. La Proposicién 3.10
nos dice que w(a) = —ay, a partir de lo cual sw(a) = a, y s = (sw)s,(sw)™!, por el
Lema 3.11. Asi, ws, = sw. Como ¢(ws,) > {(w) > {(sw), obtenemos un absurdo, de
donde w(a)) > 0.

(<) Como en la prueba del Teorema 3.7, se deduce de la prueba anterior. 0J
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Ejercicios.

1. Probar que L,-1 = —wL,, para todo w € W.

2. Probar que para todo par de elementos v, w € W, £(vw) = £(v) 4+ ¢(w) si y s6lo
si Ly C Lyy,. En tal caso, probar que Ly, = Ly, Uw ™ 'L,,.

3. Sea w = s - -+ 5, una expresion reducida. Consideremos

67' = Qg 63' = SpSp—1 5j—1<045j)‘
Probar que (1, ..., 3, son r raices positivas distintas.
4. Si W es infinito, probar que ¢ toma valores arbitrariamente grandes, y por lo

tanto A es infinito. Si W es finito, probar que wo(A;) = A_.
5. Sean R, U, como en (1.4), (1.6). Definimos ¢ : R — A como sigue:

(t,£1) —»ye Ay, sit,=t.

a) Probar que ¢ es biyectiva.
b) Probar que ¢ o 7, = w o ¢ para todo w € W.
¢) Probar que la Proposicion 3.10 y el Teorema 3.12 se pueden probar a partir
del item anterior.
6. Consideremos la forma bilineal B(-, ).
a) Si |S| =2, probar que B(-,-) es definida positiva o semidefinida positiva.
b) Consideremos S = {s1, 52,53}, (D,¢,7) = (Ms; 55, Mgy 55, Misp.55) Y

d:= ! + ! + 1
p q T
Probar que B(,-) es
s definida positiva si y sélo sid > 1
= semidefinida positiva degenerada sii d = 1.
» de signo (2,1), es decir tiene dos autovalores positivos y uno negativo, sii
d<1.
Ayuda: dividir el estudio en dos casos: cuando el diagrama es un tridngulo,
o cuando no lo es (es decir, uno de las entradas de M es 2).
c¢) Hallar todas las ternas (p,q,r) para los cuales la forma bilineal es definida
positiva o semidefinida positiva.
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ANILLOS DE ENTEROS DE CUERPOS CUADRATICOS
EMILIO LAURET

RESUMEN. En este breve curso introduciremos una simple generalizacién del anillo
de los numeros enteros llamado anillo de enteros cuadrdticos. Veremos cémo se com-
porta su aritmética estudiando sus semejanzas y diferencias con los enteros racionales.
Finalizaremos con el concepto de niumero de clase de un dominio de integridad el cual
mide cuan lejos esta de ser dominio de factorizacion tnica.
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Como todos sabemos, el cuerpo de cocientes del anillo de nimeros enteros Z es el
cuerpo de los numeros racionales Q. En este curso consideraremos extensiones cuadréa-
ticas de Q, es decir, subcuerpos K de C de dimensiéon dos como espacios vectoriales
sobre Q. Dentro de cada uno de ellos definiremos su anillo de enteros Ok, que resultara

ser un Z-modulo libre de rango dos.

Los anillos Ok conservan algunas propiedades de Z, como por ejemplo que todo
elemento no nulo y no inversible se factoriza como producto de irreducibles, aunque tal

factorizacién no es tnica en general.
Los ejemplos mas conocidos son los enteros de Gauss

ZIV-1=Z+7Z-1
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y los enteros de Fisenstein

Z[H\Z/j‘g] — 747 1+\2/T3’
en los cuales existe un algoritmo de division (dominios Euclideos) tal como en Z. En

general éste no sera el caso, ya que por ejemplo en el anillo
ZIN =5 =7Z+7Z~ -5

ni siquiera se puede factorizar de manera tnica. También son enteros cuadraticos los
anillos Z[v/2] y Z[\/5], los cuales contienen infinitas unidades (elementos inversibles) a
diferencia de Z.

La principal similitud entre Z y Ok es que en ambos todo ideal se factoriza de
manera Unica (salvo orden) como producto de ideales primos. Sin embargo, Ok no
necesariamente es un dominio de ideales principales, por lo tanto esta propiedad no
asegura la factorizacion tnica de elementos.

Finalizaremos con el dificil concepto de nimero de clase de un anillo Ok, tema en
el que existen diversos problemas abiertos de enunciado entendible. Este nimero mide
por cuanto el anillo Ok no es un dominio de factorizaciéon tnica.

Estos cuerpos K de grado dos sobre Q son un caso particular de los cuerpos de nii-
meros (subcuerpos de C de dimension finita con respecto a Q). Ademaés, sus respectivos
anillos de enteros Ok son en particular lo que se llama Dominios de Dedekind, prin-
cipal objeto de estudio en cualquier curso de teoria algebraica de niumeros. Existe una
vasta bibliografia que trata sobre ellos. Recomendamos los textos de Narasimhan [4]
y Alaca-Williams [1]. Diversos ejemplos y pruebas fueron extraidos de las notas de
Pacharoni [5] y Conrad [2].

Le agradezco a Fiorela Rossi Bertone por revisar las notas y al Comité Organizador
del VI Encuentro Nacional de Algebra por la invitacion para dar el curso.

1. ARITMETICA EN CUERPOS CUADRATICOS

1.1. Cuerpos cuadraticos. Todo subcuerpo K de los nimeros complejos C contie-
ne al cuerpo de los niimeros racionales Q. Esto vale pues como el elemento 1 esta en
K, entonces
tm==x(1+---+1)e K,
m veces

es decir, los niimeros enteros estéan contenidos en K, por lo tanto su cuerpo de cocientes
—el cual es precisamente (Q— también lo esta. Luego todo subcuerpo de C se puede
ver como un espacio vectorial sobre Q, lo que permite la siguiente definicién con la que
trabajaremos de aqui en mas.

Definiciéon 1.1. Llamaremos —en este curso— un cuerpo cuadrdtico a un subcuerpo
de C de dimension dos como Q-espacio vectorial.

Para a € C denotaremos Q[a] = {g(a) € C : g(z) € Q[x]} y diremos que f(z) €
Q[z] es su polinomio minimal si es moénico, anula a o y es de grado minimo con esta
propiedad. Dicho polinomio es tinico e irreducible sobre Q (Ejercicio 1).

Sea K un cuerpo cuadratico. Si a € Q C K entonces su polinomio minimal es  — a.
Tomemos a € K \ Q, entonces {1,a} es una Q-base de K, en particular K = Q[a].
Como a? € K existen coeficientes ¢, 7 € Q tales que

?=q-a+r-1,
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0 equivalentemente

(1.1) flx) =2 —qx —r
es el polinomio minimal de « (Ejercicio 2).

Proposicion 1.2. Todos los cuerpos cuadrdticos son de la forma

Q[vm] =Q +Qvm,

con m € 7 libre de cuadrados. Mds aun, todos ellos son no isomorfos dos a dos.

Demostracién. Dado m € Z libre de cuadrados, facilmente podemos ver que Q[/m] es
un cuerpo cuadratico y que son no isomorfos de a pares (Ejercicio 3). Veamos ahora
que son todos. Sean K un cuerpo cuadratico y o € K \ Q, entonces K = Q[a]. Como
dimg(K) = 2 tenemos que 1, a, o* son linealmente dependientes, por lo tanto existen
a,b,c € Q tales que a #0 y

ac® +ba+c=0.

Sin pérdida de la generalidad, podemos suponer que a,b,c € Z. Multiplicando por 4a
tenemos que

(2ac + b)?* = b? — 4ac.
Denotemos 8 = 2aa+by n = b*—4ac € Z. Luego Q[v/n] C Q] y Q[8] = K. Ademés
dimg Q[v/n] = 2 por lo que K = Q[\/n]. Finalmente, K = Q[/m] donde n = k?m con
m € Z libre de cuadrados. O

A partir de ahora, a menos que aclaremos lo contrario, cuando escribamos Q[y/m
estaremos asumiendo que m es un entero libre de cuadrados, por lo tanto Q[\/m] es un
cuerpo cuadratico.

Definicion 1.3. Un cuerpo cuadratico K = Q[y/m] es llamado real si K C R ( <
m > 0) e imaginario si K Z R (<= m < 0).

Sea o : Q[v/m] — Q[v/m] definido por o(1) =1y o(y/m) = —/m extendiendo de
manera Q-lineal. Se ve que o es un morfismos de cuerpos (Ejercicio 4). Si a € Q[y/m)]
llamaremos a o(«) el conjugado de oy lo denotaremos por o/. Observemos que si m < 0
entonces el conjugado coincide con el conjugado complejo (Ejercicio 4) y que el mapeo
identidad y o son los tinicos morfismos de cuerpos de Q[\/m] a C. En otras palabras,
o es el elemento no trivial del grupo de Galois de la extension Q C Q[v/m].

Si a =71+ sy/m € Q[y/m] denotamos
Trg(a)=a+a' =2r vy  Ng(a)=ad =p* —mr’

Abreviaremos por Tr(a) y N(«) cuando no quepa lugar a dudas. El operador Tr resulta
aditivo y N multiplicativo (Ejercicio 5). Notemos que

o = (r+sym)® = r*+ms*+2rsym
= —r?+ms* +2r(r 4+ sv/m)
= 2ra — (r? —ms?),
por lo tanto
(1.2) f(z) :=2* + Tr(a) z — N(a)

anula a «, es monico y de grado dos. Esto nos asegura que si « ¢ Q entonces f(z) es
su polinomio minimal.
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Se puede definir la traza y la norma como sigue. Para o € K, el mapeo L, : K — K
de multiplicar por izquierda, i.e. L,(8) = af3, es una transformacion lineal del Q-
espacio vectorial K. Entonces (Ejercicio 6)

(1.3) Tr(a) = Tr(Ly) vy N(a) = Tr(Ly).

1.2. Enteros cuadraticos.

Definicién 1.4. Un nimero complejo « se dice un entero algebraico si es raiz de un
polinomio ménico en Z[z].

Se puede ver que los enteros algebraicos forman un anillo (Ejercicio 7). Luego también
lo hace el conjunto de enteros cuadrdticos Ok formado por los enteros algebraicos en
un cuerpo cuadréatico K. Mas atn, Ok es un dominio de integridad, es decir, un anillo
conmutativo con unidad sin divisores de cero.

Nuestro siguiente paso es determinar Ok para cuerpos cuadraticos K. Es claro que
Ok NQ = Z (Ejercicio 8). Para a € C denotemos Z[o] = {g(«a) € C: g(z) € Z[z]}. Se
prueba que Z[y/m] C O (Ejercicio 8). El siguiente resultado determina completamente
a OK.

Proposicion 1.5. Sea K = Q[\/m|. Entonces
Z[\/m] sim=23 (mdd 4),

ZIMYM sim=1 (méd 4).

Observacion 1.6. Notemos que

ZIWm] =7 +mZ = {a+bym:a,beZ},

PR =74 My = (S0 pe 7, a=b (n6d2)}

con m =1 (méd 4) en el segundo caso.

Demostracion. Un nimero complejo es algebraico si y so6lo si su polinomio minimal
tiene coeficientes enteros (Ejercicio 9). Si @ € K \ Q, hemos visto que su polinomio
minimal estd dado por (1.2). Luego, si m = 2,3 (méd 4) y a = r + sy/m € K,
entonces a € O si y solo si Tr(a) = 2r € Z y N(a) = r* —ms® € Z. Supongamos que
r ¢ Z, entonces s ¢ 7Z. Escribimos r = r1 /2y s = s1/2 con ry y $; impares, entonces
(r? —ms?)/4 € Z o equivalentemente 72 = ms? (méd 4). Como 7, y s; son impares,
r? = s2 = 1 (méd 4), lo cual nos lleva a una contradiccién ya que m # 1 (méd 4).
Luego r vy s son enteros racionales y queda probado el primer caso.

Ahora supongamos m = 1 (mdd 4) y tomemos « = r + sy/m € K. Como antes,
a € O siysolosi2r € Zyr? —ms? € Z. Esto tltimo resulta equivalente a r, s € Z
or,s € Z+ 3 :={a+3:a€Z}. Finalmente notemos que

1
a=r+sy/m = r—l—s(Q%m—l)
14+ +v/m

2 Y

= (r—s)+(2s)

por lo que a € Ok siy solo sir — s,2s € Z. O
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Los enteros algebraicos Z[y/—1] son comunmente llamados enteros de Gauss y enteros
de Eisenstein los de Z[HF] Por comodidad denotaremos para K = Q[/m],

vm sim=2,3 (mdd 4),
%ﬁ sim=1 (méd 4),
por lo tanto tenemos que

Se puede ver que Tr(a) y N(«) son enteros racionales si a es entero algebraico (Ejer-
cicio 10).

1.3. Elementos destacados en Ok. A continuacion estudiaremos los conceptos de
elementos inversibles, irreducibles y primos en los enteros cuadraticos O, comparan-
dolos con los propios de Z.

Recordemos las siguientes definiciones en un dominio de integridad A:

» ¢ se llama unidad si existe v € A tal que ev = 14 (se denota v = e 1);

= v se llama irreducible si es no nulo, no es unidad y v = af implica que o o 3 es
una unidad;

» 7 se llama primo si es no nulo, no es unidad y si 7 | o8 entonces 7 |« o 7 | 5.

Comencemos estudiando el conjunto O de unidades de O para K = Q[y/m].
Supongamos que € es una unidad, entonces

1=N(1) =N(es™") = N(¢)N(e ")
(e

por lo tanto N(¢) es una unidad en Z, es decir N(¢) = £1. Méas anin, la reciproca es
cierta ya que si £1 = N(g) = e¢’ entonces ¢! = +&’ € Ok. Podemos enunciar lo
siguiente:

() sie € Ok, € es unidad si y sdlo si N(g) = £1.

Ejemplo 1.7. Con esta equivalencia calcularemos Oj para cuerpos cuadraticos ima-
ginarios K = Q[y/m] (m < 0). Supongamos m = 2,3 (méd 4), por lo tanto O =
Z[/m]. Entonces € = a + by/m € OF (a,b € Z) si y sblo si

N(e) = a* — mb* = £1.
Esto nos dice que Z[/—1]* = {1, ++/—1} v Z[\/m|* = {£1} para m # —1.

Ahora tomemos m = 1 (méd 4), por lo tanto ¢ = #ﬁ € Z[#]X (a,b € Z,
=b (mdd 2)) siy solo si
a* — mb?

N(e) = — = +1.

X
Luego Zlm]* = {1} param # 3 y 2 [ M| = {41, #1573, £157 ).

El caso de cuerpos cuadraticos reales K = Q[y/m] (m > 0) es muy diferente. Por
ejemplo, notemos que 14+1/2 es una unidad de Z[x/ﬁ] al igual que todas sus potencias, las
cuales son distintas (Ejercicio 11), es decir, Z[v/2] tiene infinitas unidades. Es notable
esta diferencia con el caso imaginario en el que, como acabamos de ver, siempre existe
una cantidad finita de unidades.
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Supongamos que m = 2,3 (mdéd 4). Notemos que si e =z + y/m € Ok (z,y € Z),
entonces N(g) = (x 4+ yy/m)(x — yy/m) = 1 si y solo si (z,y) es una solucion de la
ecuacion de Pell

(1.6) z? —my® = 1.

Luego, las soluciones de la ecuacion de Pell estan en correspondencia con las unidades
en Ok de norma 1. En varios casos no existen unidades de norma —1, e.g. m = 3
(Ejercicio 12), por lo que la correspondencia llegaria a todas las unidades de Ok-.

Para cerrar el tema de las unidades en Ok para cuerpos cuadraticos reales K, enun-
ciaremos el teorema que las caracteriza. Para la demostracion de este teorema y un
amplio estudio del tema, sugerimos ver el Capitulo 11 de [1].

Teorema 1.8. Sea K un cuerpo cuadrdtico real y sea € la menor unidad de O mayor
a 1 (unidad fundamental). Entonces

Op = {£":neZ}.

Ahora estudiemos los elementos irreducibles en Og. Supongamos que v € Ok es tal
que N(v) = p es un primo racional no necesariamente positivo. Si escribimos v = a3,
entonces p = N(a)N(5) lo que implica que N(a) o N(f) es +1, o equivalentemente «
o [ es unidad por (&). Esto nos permite enunciar lo siguiente:

(d)  siy € Ok satisface que N(v) = p es primo en Z, entonces 7 es irreducible.
Sin embargo la reciproca no es verdadera tal como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.9. El elemento 3 es irreducible en Z[/—1] mas N(3) = 9. En efecto, si
3 = af, tomando norma en ambos miembros obtenemos que 9 = N(a)N(53), lo cual
implica que N(«a) € {£1, £3, £9}. Pero N(a) > 0, si N(«) = 1 entonces « es unidad,
si N(a) = £9 entonces [ es unidad, y N(a) no puede valer 3 (Ejercicio 13), por lo
tanto 3 es irreducible.

Es sabido que en un dominio de integridad, todo elemento primo es irreducible.
Ademas, la reciproca es cierta en Z (més generalmente en todo dominio de ideales
principales), pero no lo es en general en Ok.

Ejemplo 1.10. El nimero 3 es un elemento irreducible en Z[v/—14] (Ejercicio 14) que
divide a 15 = (1 + +/—14)(1 — v/—14) pero no a 1 + +/—14. En general, un entero
racional ¢ € Z divide un entero cuadréatico o = a + bwy (a,b € Z) si y solo si ¢ divide
aayben Z. Luego 3 no es primo en Z[y/—14].

1.4. Factorizacion en Og. Recordemos las diferentes definiciones relacionadas con
la factorizacion en un dominio de integridad A.

s A se dice de factorizacion si todo elemento o no nulo, no unidad, puede escribirse
COMO @ = 71 ...%, CON 71, ..., 7, elementos irreducibles.

» A se dice dominio de factorizacion inica (DFU) si es de factorizacion y ademas
sia="9...7% = 01...0m (7,0; irreducibles) entonces n = m y existe una
permutacion s de n elementos tal que 7; es asociado a ;) para todo i (i.e.
existe ¢; unidad tal que ¢;7; = (55@).

» A se dice dominio de ideales principales (DIP) si todo ideal de A es principal, es
decir, generado por un elemento.

» A se dice dominio Fuclideo (DE) si existe ¢ : A~ {0} — N tal que
(i) si a, B € AN {0} entonces p(a) < ¢(af);
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(i) si o, € Ay B # 0 entonces existen ¢, € A tales que & = g + r donde
r=0,0r#0y o(r) < pla).
Probemos primero que el anillo de enteros Ok de un cuerpo cuadratico K es de
factorizacion a partir del siguiente enunciado:

(V) todo 0 # o € Ok no unidad se factoriza como producto de irreducibles en Ok.

Demostracion. Si o € Ok no es nulo ni unidad, tiene un divisor irreducible v, (Ejer-
cicio 15), entonces o = y1a9 con 1 < N(ag) < N(«). Si ay no es irreducible y no es
unidad —i.e. N(ay) # 1— entonces a3 = Y2a, con s irreducible, obteniendo asi una

sucesion decreciente de nimeros naturales N(a), N(ay), N(ag),..., la cual en algin
momento debe estabilizarse en 1, digamos N(c;) = 1. Por lo tanto o = 71 ... y;a; con
M-, Yj—1,7;0; elementos irreducibles. 0

Sin embargo, dicha factorizacion en Ok puede no ser unica (salvo orden y unidades).
En general, O no es DFU, més atn, la cantidad de elementos irreducibles en una
factorizacion de un entero puede no ser siempre la misma.

Ejemplo 1.11. Notemos que

31 =81=(5+2V-14)(5 — 2v/-14).

Ya vimos que 3 es irreducible en Z[v/—14] (Ejercicio 14). Veamos que 5 £ 2y/—14
también lo son. Ambos tienen norma igual a 81, por lo tanto si suponemos que 5 +
2v/—14 = af entonces N(«) € {1, 3,9,27,81}. Si escribimos o = a+by/—14 € Z[/—14]

tenemos
N(a) = a® + 14b°.

Claramente N(«) # 3,27. Ademaés, los tnicos elementos en Z[y/—14] con norma igual
a 9 son £3, los cuales no dividen a 5 + 21/—14. Finalmente obtenemos que N(«a) =1
o N(«) = 81, es decir, a o 5 es unidad, por lo tanto 5 & 2/—14 es irreducible.

Sabemos que todo dominio de ideales principales es un dominio de factorizacion
tnica. Para nuestros anillos Og con K un cuerpo cuadratico, la reciproca es cierta,
lo cual demostraremos mas adelante (Teorema 2.13). En particular Z[v/—14] no es un
dominio de ideales principales por Ejemplo 1.11.

Ejemplo 1.12. Veamos que el ideal a = 20k + /—140k no es principal en Z[/—14].
Supongamos que a = aQf para algin o € Ok. Tenemos que « | 2 entonces existe
p € Ok tal que 2 = off. Tomando norma a ambos lados obtenemos que 4 = N(a)N(/3).
De la misma manera, como « | v/—14 resulta que N(«a) divide a N(v/—14) = 14, por lo
tanto N(a) es 1 o 2. Escribiendo a@ = a + by/—14 tenemos que N(«) = a? + 14b* # 2,
entonces N(a) = 1. Asi a = aOk = Ok lo cual no es cierto.

Finalizaremos esta seccion considerando los dominios Euclideos. Supongamos que
K es un cuerpo cuadratico imaginario, entonces es posible probar que Ok es dominio
Euclideo con respecto a una funcién ¢(-) si y sélo si lo es con respecto a N(+). Esto nos
permite usar la siguiente propiedad

(&) Ok es DE con |N(-)| siy solo si Vo € K 3a € Ok tal que N(z —a) < 1.

La siguiente demostracion, al igual que muchas otras, se encuentra en [5]. Ademés [1]
recorre el tema exhaustivamente.
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Demostracion. Supongamos que Ok es dominio Euclideo. Si x € K existe ¢ € N tal
que cx € O, por lo tanto existen a, v € O tales que cx = ca+ con |[N(y)| < |N(¢)|.
Esto implica |[N(z — )| = |N(7)|/|N(¢)| < 1.

Reciprocamente, dados a # 0y § en Ok, existe z € K tal que |[N(8/a — z)| < 1,
entonces f = za+ (f —za) y N8 — za)| < |N(a)]. O

Ejemplo 1.13. Usando ({) se puede probar (Ejercicio 16) que el anillo de enteros O
de un cuerpo cuadratico imaginario K = Q[y/m] (m < 0) es dominio Euclideo si y solo
si

m=—1,-2,-3 —7,—11.

Ejemplo 1.14. Similarmente, el anillo de enteros Ok de un cuerpo cuadratico real
K = Q[\/m] (m > 0) es dominio Euclideo con respecto a |N(-)| si y solo si

m=2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29, 33, 37,41, 57, 73.

Sin embargo no podemos afirmar que los enteros positivos libres de cuadrados m que
no estan en esta lista no sean dominio Euclideos para alguna funcion ¢(-). Por ejemplo

para m = 69, Og = Z[%@] es dominio Euclideo con respecto a la funcién

la® + ab — 170 si (a,b) # (10, 3),

QO(G+ wa) = {26 si (a)b) = (10,3)

Mas atin, el niimero 26 puede ser reemplazado por cualquier entero mayor o igual a 26,

por lo que Z[%@] es dominio Euclideo con respecto a infinitas funciones distintas. El

anillo Z[v/14] también resulta dominio Euclideo con respecto a una funciéon distinta de
INC)I-

Recomendamos [1| para ampliar el tema, en particular su suggested reading al final
de Capitulo 2.

1.5. Ejercicios.

1. Sea a € Cy f(x) su polinomio minimal.
a) Probar que f(z) es irreducible en Q[z], es decir, si f(z) = g(z)h(z) con
g(x), h(z) € Q[z], entonces g(x) o h(x) es constante.
b) Probar que el conjunto de polinomios en Q[z] que anulan a « es el ideal
generado por f(x).
2. Sea f(x) € Q[x] de grado dos. Probar que f(x) es irreducible en Q] si y s6lo si
no tiene raices racionales.
3. Sean m y n enteros libres de cuadrados distintos.
a) Probar que Q[/m] es un cuerpo.
b) Probar que 1y y/m son linealmente independientes sobre Q. Concluir que
Q[v/m] es un cuerpo cuadratico.
¢) Probar que Q[v/m] y Q[/n] son no isomorfos. Ayuda: considerar la ecuacion
vVm =a+by/n con a,b € Q.
4. Sea o : Q[v/m| — Q[y/m] dado por o(1) =1y a(y/m) = —y/m.
a) Probar que o es un isomorfismo de cuerpos.
b) Probar que todos los morfismos de Q[v/m] a C son Id y o.
¢) Probar que si m < 0 entonces o(«) = @, donde la barra denota el conjugado
complejo.
5. Probar que Tr(a+ ) = Tr(a) +Tr(8) vy N(af) = N(a)N(B) para a, f € Q[v/m].
6. Probar (1.3).
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7. Probar los siguientes hechos.
a) « es entero algebraico si y solo si Z[a| es finitamente generado como Z-
modulo.
b) Si«y fson enteros algebraicos entonces también lo son a+ 3y 5. Concluir
que el conjunto de enteros algebraicos forman un subanillo de C.
¢) Para todo a € C que es anulado por algin polinomio en Q[z] (ndmero
algebraico) existe m € Z tal que ma es entero algebraico.
8. Probar las siguientes afirmaciones.
a) Todo entero racional es entero algebraico.
b) Los tunicos nimeros racionales que son enteros algebraicos son los enteros
racionales.
¢) Los elementos en Z[v/m] = Z + \/mZ son enteros algebraicos.
9. Un polinomio f(z) = ag+az+-- -+ a,z™ € Zlx] se dice primitivo si el maximo
comun divisor de {ao,...,a,} es 1. Probar los siguientes hechos.
a) (Lema de Gauss) El producto de dos polinomios primitivos es primitivo.
b) « es entero algebraico si y solo si su polinomio minimal vive en Z[z].

10. Probar que Tr(«a),N(a) € Z para todo o € O.

11. Probar que 1 ++v/2 € Z[V2]* y (1 +v/2)" # 1 para todo n # 0.

12. Probar que todas las unidades de Z[v/3] tienen norma 1.

13. Probar que N(«a) # 3 para todo o € Z[v/—1].

14. Probar que 3 es un elemento irreducible en Z[y/—14].

15. Probar que todo elemento no nulo y no unidad en Ok es divisible por un ele-
mento irreducible en Of. [Ayuda: si v = aff con 1 < N(a) < N(v), v a no es
irreducible, entonces repitiendo el procedimiento, probar que en algiin momento
debe estabilizarse].

16. Probar la afirmacion de Ejemplo 1.13. [Ayuda: ver [1, Thm. 2.2.3 y 2.2.5||

17. Probar la afirmacion de Ejemplo 1.14 tinicamente para m = 2, 3, 6. |Ayuda: ver |1,
Thm. 2.2.8]|

2. TEOREMA DE FACTORIZACION UNICA DE IDEALES

2.1. Ideales. Tomemos a un ideal no nulo en Ok, donde K como siempre denota un
cuerpo cuadratico. Primero veamos que siempre contiene un entero racional no nulo.
Sean a € a~ {0} y f(x) = 2* + bz + ¢ € Z[z] su polinomio minimal. Notemos que
¢ # 0 pues f(x) es irreducible en Q[z]. Como f(a) = 0, tenemos

c=—a(a+b)€aq,

por lo tanto ¢ € aNZ. Ademas aNZ es un ideal de Z, entonces aNZ = aZ para algin
a € 7.

Sea p un ideal primo no nulo de Of. Veamos que p contiene exactamente un primo
racional. Sea a € pNZy a = py...p, € Z su descomposicion en primos (racionales),
entonces como p es un ideal primo tenemos que p; € p para algin . Ahora supongamos
que p y ¢ son dos primos distintos en p. Por ser coprimos existen r,s € Z tales que
1 =pr+qgs € p, por lo tanto Ok = p, lo que contradice la hipotesis. Luego pNZ = pZ
para exactamente un primo racional p € Z.

Denotaremos (ay, . .., a,,) al ideal generado por a, ..., a,, en Ok, es decir,

(o, ... o) = 0Ok + -+ + @, Ok.

Sea a un ideal de Ok. Recordemos que Ok = Z + wxZ por Proposicion 1.2, donde
wg estd dado por (1.4). En particular, a es un Z-submoédulo de Ok de rango dos
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(Ejercicio 1). Luego, por el teorema de subgrupos de grupos abelianos libres, existen
a,b,c € Z, a,c > 0, tales que

(2.1) a=aZ+ (b+ cwk)Z.

En particular a = (a,a) con a := b+ cwg, es decir, todo ideal no nulo en Ok es
generado por a lo sumo dos elementos.

Definicién 2.1. Dado a un ideal no nulo de Ok, el cardinal del conjunto de coclases de
Ok /a es llamado norma de a 'y se denota N(a) o simplemente Na. Si a = {0} entonces
Na := 0.

Se puede mostrar que N(a) = ac si a es como en (2.1) (Ejercicio 2).
Proposicion 2.2. Para § € Ok no nulo, N(3) = |[N(B)|.

Demostracion. Por un lado sabemos que () = aZ+aZ por (2.1) donde a,c € N, b € Z
y @ = b+ cwg. Por (1.5) tenemos que (5) = fZ + fwiZ. Sea R = (r;;) € GLy(Z) la
matriz de cambio de bases entre {a, o} y {8, fwk } del Z-mo6dulo (B), més precisamente

B _ (T T2 a
Bwi To1 T22 a)’
Sea () = Z (c))’ entonces S := R(Q es la matriz de la transformacion lineal Lg

(ver (1.3)) con respecto a la base {1,w}, pues

1Y 1Y a\ ([ B
(o) = () =) = ()
Finalmente por (1.3) tenemos que

N(f) = det(Q) = | det(R)| det(Q) = [det(S)| = [N(3)]
pues det(R) = £1. O

Dados a y b ideales de O, recordemos la definicion de suma, producto y conjugado
de ideales:

a+b = {a+f:a€a, fecb},
ab = {Zazﬂii@i € a, f; € b para todo z'},
=1

a = {d:a€al.

Se puede ver (Ejercicio 3) que si a = (aq,...,a,) y b= (f1,...,[0s) entonces a + b =
(a1, ... a0, B1,..., Bs), ab = (a1 f1, ..., 0;0;,...,000s) y o = (], ..., ).
Ejemplo 2.3. En el anillo Ok = Z[\/—5] tenemos
(3,2 +V=5)(3,2—+V=5) = (9,6 +3v-5,6—3/-5,9)
= (3)(3,2+v—5,2—+/-5)
= (3)
pues 1 = (24+v/=5)+ (2 —v=5) =3 € (3,2 +/=5,2 — V/-5).

Se dice que a divide a b (se denota a | b) si existe un ideal ¢ de Ok tal que b = ac.
Notemos que si a | b entonces b = ac C a. Veremos que la reciproca es cierta, (i.e.
b C a= a]|b)como consecuencia del teorema de factorizacion tnica de ideales.
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Definicion 2.4. Se llama ideal fraccionario de K a un Og-submoédulo a de K que
satisface ba C Ok para algin b € N.

Un ideal de O es trivialmente un ideal fraccionario. A partir de ahora, a éstos los
llamaremos ideales enteros. Es posible probar que si a y b son ideales fraccionarios,
entonces también lo son su suma y producto (Ejercicio 4).

Como corolario del teorema de factorizacion tnica de ideales veremos que todo ideal
fraccionario no nulo tiene inverso (i. e. existe a~! ideal fraccionario tal que aa™' = Of).
Por ahora so6lo lo probaremos para ideales enteros primos.

Lema 2.5. Todo ideal primo p no nulo de Ok es inversible.

Demostracion. Sea q = {z € K : xp C Ok}. Claramente q es un Og-modulo que
contiene a Ok. Si a € p N Z, entonces aq C qp C Ok, por lo que q es un ideal
fraccionario. Por otro lado tenemos que p C pg C Ok, pero como p es un ideal maximal
(Ejercicio 5) entonces pq = Ok o pq = p. El caso pq = p no es posible (Ejercicio 6), lo
cual completa la demostracién. O

Teorema 2.6. Todo ideal a no nulo de Ok se descompone de manera unica —salvo
orden— como producto de ideales primos de Of.

Demostracion. Probemos primero la existencia de la factorizacion. Sea T el conjunto de
ideales propios de Ok que no se factorizan como producto de ideales primos. Queremos
ver que T es vacio. Supongamos T # (). Puesto que Ok es Noetheriano (Ejercicio 7),
T contiene un elemento maximal a (Ejercicio 8). Como a no es primo, esta contenido
en un ideal maximal p (Ejercicio 8), que resulta primo (Ejercicio 5). Por Lema 2.5
existe p~! ideal fraccionario tal que pp~!' = Ok. Luego ap~! es un ideal propio de
Ok que contiene propiamente a a pues Ox G p~!, por lo tanto ap~* € 7. Entonces
ap~! = p;...p, para ciertos py,. .., p, ideales primos, lo que implica a = ppy ... px &€ T
contradiciendo la hipotesis. Asi T = ().

Ahora veamos la unicidad. Sea a un ideal de Ok tal que a = p;...p, = q1...4s,
con Py, ..., P41, ..,qs ideales primos de Ok. Veamos que q; divide a p;...p,, por
lo tanto divide a alguno de ellos (Ejercicio 9), digamos p;. Como todo ideal primo es
maximal (Ejercicio 5), p1 = q;. Por Lema 2.5 tenemos que

Po...pr=plla=q'a=0qs...qs.

Repitiendo este argumento se prueba que r = s y que py, ..., p, coinciden con ¢y, ..., q,
salvo el orden. O

2.2. Consecuencias del teorema de factorizacién tinica. Ahora si estamos en
condiciones de demostrar que todo ideal fraccionario no nulo tiene inverso. En efecto,
por Teorema 2.6 sabemos que a = p; ... p,, y por Lema 2.5 se tiene que a™! = p; ' ... p!
es un ideal fraccionario. Més atun, Teorema 2.6 asegura que todo ideal fraccionario se
descompone de manera tnica salvo orden como

i1 ...9s

P1-..Ps

1
donde escribimos — en lugar de p; .

i
A continuacion demostraremos que en el contexto de los ideales, contener es sinénimo

de dividir.

Proposicién 2.7. Sean a y b dos ideales en Ok, entonces a | b si y sdlo si b C a.
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Demostracion. La ida es clara. Supongamos que b C a. El caso a = Ok es trivial. Si
a = (0) tenemos que b = (0) y por lo tanto a | b. Asumamos entonces a ideal entero
propio. Por Teorema 2.6 podemos descomponer a a y b como

a ar b by
a=p...pen, b=p...p",

donde aq, by, ..., a,, b, son enteros no negativos y pi, . .., p, son ideales primos distintos.
S6lo resta probar que b; < a; para todo j. Supongamos que esto no es cierto, digamos
by > ay. Como b C a se tiene

P B CoprMa Coprh Coppt MRl

Sin embargo, el lado derecho es divisible por p; pues by — a; > 0, mientras que el lado
izquierdo no lo es por la unicidad de la factorizacién, lo cual es absurdo. Por lo tanto
bl S ai. Ol

A partir de la descomposicion tnica de ideales se puede definir el mdximo comain
divisor y el minimo comiun muiltiplo de dos ideales a = pi*...p y b = pbt . P
(a;, b; > 0) como
d;

<Hr o

med(a,b) = pS' ... p& vy mem(a, b) = pit ..

donde ¢; := min(a;, b;) y d; := méx(a;, b;) para cada i. Se puede mostrar que med(a, b) =
a+ by mem(a,b) = anb (Ejercicio 10).
Otra consecuencia es

(2.2) N(ab) = Na Nb

para ideales enteros a y b. Recordemos que por Proposicion 2.2 sabemos que |[N(«a)| =
N(a) para cualquier a € O, por lo tanto (2.2) vale para ideales principales. El caso
general requiere algo més de trabajo (Ejercicio 11).

La propiedad (2.2) nos permite enunciar, de manera analoga a (#), la siguiente
condicion para que un ideal sea primo.

Proposicion 2.8. Sip es un ideal entero tal que Np = p es un primo racional entonces
p es un ideal primo.

Demostracion. (Ejercicio 12). O

Consideremos un ideal primo p no nulo de Og. Sabemos que existe un tinico primo
racional p en p, por lo tanto (p) C p, o equivalentemente p ocurre en la factorizacion
de (p) = p1...p, por Proposicion 2.7. Aplicando norma a ambos lados obtenemos
p? = Np; ... Np,, lo cual nos asegura que r < 2. Mas aiin, si 7 = 2 entonces N(p;) = p
para i = 1,2. Esto implica que (p) =p (r = 1) o (p) = pp’ (r = 2) pues si p divide a
(p) también lo hace p’. Luego, el ideal (p) se factoriza de una de las siguientes maneras
(y p se denomina con respecto a K como sigue):

pp’  con p #p’ (p se parte en K),
(2.3) (p)=4¢ p con p =y’ (p permanece primo en K),
p> conp =1p (p ramifica en K).

Notemos que en todos los casos tenemos pp’ = (Np). Asi, para cualquier ideal entero
a, por (2.2) obtenemos

(2.4) aa’ = (N(a)).

Con estas nuevas herramientas podemos trabajar con ejemplos explicitos.
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Ejemplo 2.9. En Ejemplo 2.3 vimos que si p = (3,2 + v/=5) C O = Z[/-5),
entonces pp’ = (3). Luego, Np = 3 por (2.4) y p es primo por Proposicion 2.8. Més
atn, p no es principal pues si p = (@) con a € Ok, entonces 3 = Np = |N(«)| lo cual
no puede suceder pues N(a + by/—5) = a® + 5b% # 3 para todo a,b € Z. Asi, Ok no es
un dominio de ideales principales.

Ejemplo 2.10. En Ejemplo 1.11 vimos que 3% = (5 + 2y/—14)(5 — 2¢/—14) con 3,
a:=5+2y/—14y o/ =5 — 2y/—14 elementos irreducibles en Z[/—14]. Si a = (3%),
entonces tenemos dos factorizaciones distintas a = (3)? = (a)(’), pero no de ideales
primos.

Sea p = (3,1 + +/—14), entonces
pp’ = (9,3 +/—14,3 — 3v/—14,15) = (3).

En efecto, en la ultima igualdad claramente vale C pues todos los elementos de pp’ son
divisibles por 3. Ademéas 3 =2-9 — 15 € pp’ lo que asegura D. En particular Np =3 y
p es un ideal primo. Luego a = p*p" es su descomposicion en ideales primos. Es posible
comprobar que (o) = p* y (o/) = p" (Ejercicio 13).

Para un cuerpo cuadratico K = Q[y/m], llamaremos discriminante de K a

g — dm  sim=2,3 (méd 4),
K7 m sim=1 (mdd 4).
Claramente se tiene que K = Q[/dk|. Méas aun, {1, %} es una base del Z-modulo

Ok (Ejercicio 14). También haremos uso del conocido simbolo de Legendre el cual para
un primo racional p impar y a € Z se define por

+1 sipta y z2=a (méd p) tiene solucion en Z,
a
<—> =d¢-1 sipta y 2> =a (méd p) no tiene solucién en Z,
b 0 sip|a.

Se puede ver que <“7f)> = (%) (%) para todo a,b € Z (Ejercicio 15).

El siguiente resultado da simples condiciones para que saber como se factoriza (p),
para un numero primo racional p > 2.

Teorema 2.11. Sean p un primo racional impar y K = Q[v/m| un cuerpo cuadrdtico
con discriminante di. Entonces se tienen las siguientes equivalencias.

(i) (p) = p? si y solo si (d—K) =0.
p
(i) (p) =pp’ conp #p' siy sdlo si (d?K) = +1.
(iii) (p) =p si y sdlo si (d—K) =—1.
P

Demostracién. Comencemos suponiendo que (p) = p?. Entonces existe 7 = a+b dKJ“T Yy

€ p~ (p) con a,b € Z. Sin embargo,

2a + bd b 2
2 <m+§,ﬁd[(>

2
_ %((2@ +bdg)? + de2> + 3(a +bd)bVdi € (p)
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por lo tanto p divide (en Z) a (2a + bdg)* + dgb* y a (a+ bd )b. Sip | b entonces p | a
y en consecuencia p | m lo cual contradice la hipotesis. Esto implica que p | a 4+ bdg y
ptb, sumado a que p | (2a + bd)? + dgb?, resulta p | dg, es decir, (%) = 0.

Ahora supongamos p | dx. Consideremos p = (p) + (v/dk), entonces (Ejercicio 16)
(2.5) p? = (0", pV/dx, dic) = (p),
con p ideal primo por (2.4) y Proposicion 2.8.

Supongamos que (‘%) = 1, es decir, existe a € Z tal que a®* = dx (méd p). Si

p = (p,a + v/d) entonces (Ejercicio 16)

(26) pp/:<p2,p(a+ \/dK)vp(a_ \/dK)aa2_dK>: <p>
con p y p’ ideales primos. Ademas p # p’ pues p +p’ = Ok.

Reciprocamente, si (p) = pp’ con p # p’, entonces N(p) = N(p’) = p. Tomemos
a=a+b M € p ~ (p) donde a,b € Z satisfacen que p t med(a,b). Como (a) C p
se tiene p | () por Proposicion 2.7, por lo tanto p = Np divide a

N{a) = [N(@)] = |N (23 4 M /3, )| = 1 |20+ bae)? — Wi

en particular (2a + bdx)* = b*dy (méd p). Si p | b entonces p | a lo cual contradice la
hipotesis. Luego p 1 b, entonces existe ¢ € Z tal que be = 1 (méd p) (i.e. ¢ es el inverso
de b modulo p), por lo tanto 22 = dg (méd p) tiene solucion z = (2a + bdg)c.

El daltimo caso es inmediato a partir de los dos items anteriores. 0

Existe una teoria similar para p = 2 que utiliza el simbolo de Kronecker, la cual no
abordaremos para no abultar el texto (ver [4]).

Para finalizar esta seccion, veamos que en estos anillos todo DFU es necesariamente
DIP. Necesitaremos el siguiente lema que tiene valor por si mismo para entender los
ideales primos en un DFU.

Lema 2.12. Si Ok es un dominio de factorizacion unica, entonces todo ideal primo
en Ok es principal.

Demostracion. Primero veamos que dado 7 elemento irreducible en O, el ideal ()
es maximal. Supongamos que (1) C a C Ok y (m) # a para algin ideal entero a.
Sea a € a ~ (m), escribimos (7) = ab por Proposicion 2.7. Para todo 5 € b se tiene
af € (m), entonces 7 | aff y por lo tanto 7 | S pues a ¢ (7). Esto nos dice que (7) = b,
de esta forma () = (m)a lo que significa que a = Ok y (7) es maximal.

Tomemos p un ideal primo de Ok y a € p no nulo. Como Ok es dominio de factori-

zacidn Unica, existen 7y, ..., 7, elementos irreducibles tales que o = 7y ... m,.. Esto nos
dice que p divide a (m) ... (m.), por lo tanto divide a algun (m;), i.e. (m;) C p. Por lo
anterior (7) es maximal y en consecuencia vale la igualdad. O

Teorema 2.13. El anillo de enteros Ok de un cuerpo cuadrdtico K es dominio de
tdeales principales si y solo st es dominio de factorizacion unica.

Demostracion. La ida vale en general. Sea a un ideal de Ok, veamos que es principal.
Claramente podemos suponer que a es propio. Descomponemos a = p;...p, como
producto de ideales primos pq, ..., p, por Teorema 2.6. Por Lema 2.12, p; = (m;) para
algin m; € Ok, por lo tanto a = (my ... 7). O

Como consecuencia tenemos que Z[v/—5] no es un dominio de factorizacion tnica ya
que en Ejemplo 2.9 vimos que no es dominio de ideales principales.
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Ejercicios.

. Probar que todo ideal a de O es un Z-modulo libre de rango 2.
. Probar que si a es un ideal de Ok como en (2.1) entonces Na = ac. [Ayuda:

mostrar que un conjunto de representantes de Og/a es {r + swg : 0 < r <
a, 0 <s <c}|

. Probar que si a = {ay,...,a,) y b= (04,...,s) entonces:

a) a+b="{(ay,...,q,01,...,0).
b) ab = <a1617---7aiﬁj7~--7arﬁs>-

c) a ={(af,...,al).

. Sean a y b dos ideales fraccionarios. Probar que también lo son a + b, ab, o' y

ca para ¢ € Q.

. Probar que todo ideal primo es maximal. [Ayuda: todo dominio de integridad

finito es un cuerpo.]

. Probar que si p y q son ideales primos entonces pq # p.
. Probar que Ok es Noetheriano, es decir, toda cadena ascendente a; C as C ...

de ideales en Ok debe estabilizarse en algiin momento.

. Probar las siguientes equivalencias para un anillo A.

(i) A es Noetheriano.
(ii) Todo subconjunto no vacio 7 de ideales en A contiene un elemento maximal,
es decir, existe a € T tal que a ¢ b para todo b € T distinto de a.
(iii) Todo ideal en A est& contenido en un ideal maximal.
(iv) Todo ideal en A es finitamente generado.
Probar que si un ideal primo p divide a un producto de ideales ab, entonces p
divide a uno de ellos.
Probar que mcd(a,b) = a+ b y mem(a,b) = a N b. Generalizarlo para una
cantidad finita de ideales.
Sean a y b dos ideales enteros en Ok de norma m y n respectivamente. Deno-
temos &1, ..., &m ¥ M, - - -, My los conjuntos de representantes de Ok /a 'y Ok /b
respectivamente.
a) Probar que existe v € Ok tal que med(ab, (7)) = a.
b) Probar que los elementos & +yn; para 1 <i < my 1 < j < n viven en
clases distintas de Ok /ab.
¢) Probar que los mn elementos del item anterior forman un conjunto completo
de representantes de Ok /ab.
Probar Proposicion 2.8
Probar que (5 + 2v/—14) = (3,1 + /—14)* en Z[/—14].
Probar que O = 7Z + MZ.

Probar que <%> = (%) (%) para todo a,b € Z.
Probar (2.5) y (2.6)

3. GRUPO DE CLASES

Finitud del nimero de clases. Sea K un cuerpo cuadratico con anillo de

enteros Og. Vimos al comenzar Subseccion 2.2 que todo ideal fraccionario no nulo
tiene inverso, lo que nos asegura que el conjunto de ideales fraccionarios no nulos
forman un grupo multiplicativo (abeliano). Este grupo sera denotado por Ag.
Notemos que si « € K entonces (a) := {af : f € Ok} es un ideal fraccionario en
K. Los ideales fraccionarios de esta forma seran llamados naturalmente principales.
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Claramente los ideales fraccionarios principales no nulos forman un subgrupo Ilx de
Ak.

Definicién 3.1. El grupo cociente Jx = Ak /Ilg es llamado el grupo de clases de
tdeales de K, o simplemente grupo de clases.

La intencion es probar que el grupo Jk es finito. El orden de tal grupo lo denotaremos
por hg y es llamado nimero de clase de K. Se puede ver que (Ejercicio 1)

En general, el nimero hx mide por cudnto Ok no es dominio de factorizacion tnica.
Dado a un ideal fraccionario no nulo de K, denotaremos [a] su clase en Jx. Notemos
que [a] = [b] equivale a a = (a)b para algtn o € K.

Lema 3.2. Para todo entero t > 0 existe una cantidad finita de ideales enteros a de
O tales que Na < t.

Demostracion. (Ejercicio 2). O
Lema 3.3. Todo ideal entero no nulo a contiene un elemento o # 0 tal que

IN(a)| < Ck Na,
donde Cx = (1 + |N(wk)| + |Tr(wk)|)-

Demostracion. Sabemos que Ok = Z+wgZ por (1.5). Sea t la parte entera de (Na)'/2.
Luego, entre los (t+ 1)2 numeros de la forma a+bwg con 0 < a,b < t deben existir dos
cuya diferencia esté en a pues #Ok/a = Na < (¢ + 1)% Llamemos « a tal diferencia
que podemos escribir como o = a + bwg con —t < a,b < t. Entonces

IN(o)| = [(a+ bwgk)(a+ bwi)|
= |a® + b*N(wk) + abTr(wg)|
< (14 N(wg)| + | Tr(wk)]),

por lo que concluimos |N(a)| < Ck Na. O
Lema 3.4. En toda clase de ideales existe un representante a C Ok tal que Na < Ck.

Demostracion. Consideremos la clase [b] de un ideal fraccionario no nulo b. Podemos
suponer que b~! es un ideal entero. Por Lema 3.3 existe 8 € b~! tal que [N(B)| <
Cx Nb~t. Seaa = ()b en la clase [b]. Entonces NaNb~! = N(ab™!) = N(8) = |[N(8)| <
CxNb~!, por lo tanto Na < Ck.

O

Estos tres lemas implican la finitud de hx (Ejercicio 3).
Teorema 3.5. FEl nimero de clase de K es finito.

Fijado un cuerpo cuadratico K, el calculo explicito del ntimero hx es generalmen-
te complicado. En la actualidad se utilizan métodos computacionales para ello, sin
embargo como veremos en la siguiente seccion, atin no se entiende completamente su
comportamiento.

Calculemos algunos de ellos usando Lema 3.4 y Teorema 2.11. La intencion es dar
un representante de cada clase de Jg. Por Lema 3.4 es suficiente buscar dentro de
los ideales enteros de norma menor o igual a Cx. Mas ain, gracias al teorema de
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factorizacion tnica de ideales, podemos concentrarnos en los ideales primos. No es
dificil chequear que (Ejercicio 4)

1+ |m)| sim=2,3 (méd 4),
(3:2) Ck = 2+ |1 —m|
4

Ejemplo 3.6. Comencemos con el caso K = Q[v/2] en donde Ok = Z[V?2], dx =8 y
Ck = 3. Sea p un ideal entero con norma igual a 2 o 3, por lo tanto primo. Esto significa,

por (2.4), que p divide a (2) o a (3) respectivamente. Tenemos que (2) = (v/2)? y (3) es
primo pues (%) = —1 (ver Teorema 2.11), luego p = (v/2) sélo puede ser igual al ideal

principal (2). Concluimos que todo ideal fraccionario es principal, o equivalentemente

sim=1 (méd 4).

Ejemplo 3.7. Sea K = Q[v/—1] por lo tanto O = Z[v/—1], dx = -4y Cx = 2. En
este caso (2) = (1 ++/—1)%, entonces

hapy=m = 1.

Para estos dos ejemplos ya sabiamos que hx = 1 pues en ambos casos Ok es dominio
de factorizacion anica por ser dominio Euclideo (ver Ejemplo 1.13 y Ejemplo 1.14). Con
este mismo método se puede comprobar que hx = 1 para los listados en Ejemplo 1.13
(Ejercicio 5) y en Ejemplo 1.14 (Ejercicio 6), aunque los célculos necesarios aumentan
significativamente a medida que dy crece.

Ejemplo 3.8. Tomemos K = Q[v/-5], asi Ox = Z[-5], dx = —20y Cx = 6. Sabemos
por Ejemplo 2.9 que no es dominio de ideales principales, y en consecuencia tampo-
co es dominio de factorizacion tnica por Teorema 2.13, entonces hx > 2. Tenemos
(Ejercicio 7)

(2) = 93 donde py = (2,1 +vV=5), ps=pl
(5) = p3 donde ps = (v/=5), ps=ps.

Luego, todos los ideales enteros de norma menor o igual a 6 son

P2, Ps, P, P, Ps, PaPs Y Papl.

La primera factorizacion de (3.3) nos dice que [(1)] = [(2)] = [p2]?® por lo tanto [ps] ™! =
[p2]. Ademas se tiene que py no puede ser principal y

Paps = <67 2(1 + \/__5)7 3(1 + \/__5>7 (1 + \/__5>2>
= (1+V-5),
lo que implica
[p2ps] = [(1)], [ps] = [p2] ™ = [p2], [ps] = [ps] ™ = [pa],
[p2ps] = [(1)], [p3] = [(1)], [ps] = [(1)].
Esto nos permite concluir
Jo=s = {[(), b2} =22 v hoyy= =2

Con incluso menos célculos es posible ver que hg =5 = 2 (Ejercicio 8). Para el
resto de los cuerpos con hy > 1 la cantidad de posibilidades aumenta, aunque vale la
pena mostrar que hg, =3 = 3 (Ejercicio 9).
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3.2. Conjeturas de Gauss. El problema de determinar el ntmero hy se remon-
ta a Gauss en su conocido tratado Disquisitiones Arithmeticae sobre formas binarias
cuadraticas publicado en 1981. A pesar de que un gran nimero de prestigiosos mate-
maéticos han trabajado en esta area, existen diversas cuestiones sobre el nimero hx que
atin no han resueltas. Daremos un breve recorrido sobre algunas ellas para el caso de
cuerpos cuadraticos imaginarios. Un excelente resumen historico hace Dorian Goldfeld
[3], quien probd un importante teorema que veremos al fin de estas notas.

El primer avance significativo para entender el nimero hx fue debido a Dirichlet
en 1839. Este resultado es llamado Dirichlet class number formula y se puede escribir
como sigue:

wH/ —dK

- h o L) si dge < 0,
. K =
Vdg .
—— L(1 d
log(e) ( aX) Sl ag > 07

donde dg es el discriminante de K, w el nimero de unidades en Ok, ¢ la unidad
fundamental de Ok y L(-, x) la serie L correspondiente al caracter x(n) := (def), ie.
L(s,x) = >, x(n)n~*. Ademéas dio una formula finita para el nimero L(1,y), la
cual desafortunadamente no es efectiva en la préctica.
Gauss hizo varias conjeturas en su tratado sobre el comportamiento de hg, tal como
lim h@[m = h'm hK = +OO,

m——o00 dg—>—00

que fue probada por Helbronn en 1934. Ademas dejo listas de cuerpos cuadraticos
imaginarios con niimeros de clase menos a 6, afirmando ademés que estaban completas.
Efectivamente lo estaban. Por ejemplo para hx = 1 son

dg = —3,—4,—7,—8,—11,—19, —43, —67, —163.

A decir verdad, ésta no es la némina original de Gauss ya que su trabajo lo realizaba en
el contexto de las formas cuadraticas binarias. Recién a mediados de la década del 607,
Baker y Stark probaron independientemente que la lista estaba completa para hx = 1,
y luego para hx = 2 a principios de los 70

La version moderna de las listas conjeturadas por Gauss es el llamado Gauss’ class
number problem y se puede enunciar de la siguiente manera:

Encontrar un algoritmo efectivo para determinar todos los cuerpos cuadrd-
ticos imaginarios con numero de clase dado.

En la década del 70°, Goldfeld publicé una serie de trabajos relacionando este pro-
blema con series L de curvas elipticas sobre @, y junto con los resultados de Gross y
Zagier en esta area en 1985, se obtuvo el siguiente teorema.

Teorema 3.9 (Goldfeld-Gross-Zagier). Para todo € > 0 existe una constante ¢ > 0
calculable de manera efectiva tal que

hie > ¢ (log|dg|)' ™
para todo cuerpo cuadrdtico imaginario K.

Este teorema resuelve —salvo una cantidad finita de calculos— el problema de Gauss
sobre el nimero de clases. De todas maneras, la “cantidad finita” de calculos necesarios
son exageradamente grandes, tanto que solo se conocia para hyx < 7 hasta el 2004, ano
en el que Watkins determiné todos los cuerpos cuadraticos imaginarios con ntimero de
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clase menor o igual a 100. Para esto realiz6 modificaciones en los trabajos de Goldfeld
obteniendo una mejor constante ¢, aunque aun asi los calculos demoraron siete meses
dentro de la computadora. Como curiosidad, los cuerpos cuadraticos con numero de
clase igual a 100 son 1736, y el valor maximo de di para éstos es 1856563.

El caso cuadrético real es mucho menos entendido. Finalizamos estas notas con la
siguiente conjetura de Gauss atin abierta.

Conjetura 3.10. (Gauss) Fzisten infinitos cuerpos cuadrdticos reales con nimero de
clase uno.

3.3. Ejercicios.

1. Sea K un cuerpo cuadrético. Probar que Ok es un dominio de factorizaciéon
lnica si y sélo si hyg = 1.
2. Probar Lema 3.2 siguiendo los siguientes pasos.
= Es suficiente demostrarlo para ideales primos.
» Si p es un ideal primo, entonces Np es p o p? para p un primo racional.
= Concluir la demostracién usando Teorema 2.11.
3. Probar Teorema 3.5 como una simple consecuencia de los Lema 3.2, Lema 3.3 y
Lema 3.4.
Probar (3.2).
Probar que hyx = 1 para K = Q[y/m] con m = —2, -3, -7, —11.
Probar que hyx = 1 para K = Q[y/m] con m = 2,3,5,13.
Probar (3.3).
Probar que hqp =15 = 2.
Probar que hqy/=33 = 3 y dar los representantes de Jgy, /=3

© oo o
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ESPECIES COMBINATORIAS

RODRIGO IGLESIAS

RESUMEN. Las funciones y series generatrices son un intrumento clasico para el con-
teo de estructuras combinatorias de algtin tipo (arboles, particiones, grafos, etc.). La
teoria de especies combinatorias fue introducida por A. Joyal en 1980 como un método
sistematico para definir y analizar estructuras combinatorias y sus series asociadas,
dando explicaciones naturales a las manipulaciones algebraicas que se hacen con las
funciones generatrices.

Asi como la suma y multiplicaciéon en el anillo de caracteres provienen de ope-
raciones en la categoria de las representaciones de un grupo, de manera similar, las
operaciones de suma, multiplicacion, derivacion, composicion, etc. entre series forma-
les son manifestaciones de operaciones en una categoria més rica: la de las especies
combinatorias.

En el curso vamos a introducir el concepto de especie combinatoria y sus ope-
raciones mas béasicas, mostrando como funcionan en ejemplos importantes como las
especies de particiones, permutaciones, arboles y ciclos. Veremos una extensiéon del
concepto de especie, el de las especies ponderadas y sus series, en particular las serie
indicatriz de ciclos apuntando a dar esquematicamente una prueba puramente combi-
natoria del teorema de enumeracién de Polya-Redfield, el cual da un método general
para contar las 6rbitas de una accién del grupo simétrico.
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INTRODUCCION

Supongamos que queremos calcular el nimero a, de arboles con raiz con n nodos
(etiquetados) asi como el namero t,, de tipos de isomorfismos de arboles con n nodos
(no etiquetados). Para esto es conveniente considerar las funciones generatrices

:L.n
Ax) = Za”ﬁ’ T(x) = Ztnx”
n>0 ’ n>0

puesto que se sabe por los trabajos de Cayley y Polya entre otros que estas series
generatrices satisfacen identidades como

Alx) = 2@, T() =23 exp (y)

De identidades como estas podemos obtener formulas de recurrencia para los coeficien-
tes.

De donde provienen o qué significan estas identidades, o para qué otras estructu-
ras podemos obtener este tipo ecuaciones funcionales o diferenciales, son el tipo de
preguntas que queremos responder.

En 1980 A. Joyal introdujo en [4] una teoria que es capaz de dar respuestas satisfac-
torias a estas preguntas. Las especies combinatorias forman una categoria de objetos
con operaciones de suma, multiplicaciéon, composicion, derivaciéon, etc., que resultan
naturales desde el punto de vista intuitivo o visual y que sin embargo resultan ser los
movimientos detras de escena de varias manipulaciones usuales y menos intuitivas que
se hacen con las series generatrices.

Por ejemplo las identidades de arriba son manifestaciones distintas de una tnica
ecuacion que indica un isomorfismo entre dos especies:

A= XE(A)

Esta ecuacion esencialmente dice que especificar un arbol con raiz sobre un conjunto
de nodos es equivalente a especificar un nodo y un conjunto de arboles con raiz sobre
el resto de los nodos. Una vez planteada la ecuacién entre especies, la teoria nos da
métodos sisteméaticos para deducir ecuaciones entre las diferentes series generatrices.

En estas tres clases el objetivo es introducir las nociones basicas de la teoria de
especies combinatorias que nos permitan leer y escribir ecuaciones en esta categoria,
apuntando a entender la explicacion que ésta da de la teoria enumerativa de Polya
para el calculo de tipos de estructuras (no etiquetadas) que usualmente son las que
presentan mayor dificultad para ser enumeradas.

Para una introduccion a las especies combinatorias es muy recomendable el articulo
original [4] de A. Joyal asi como el muy buen libro |2]| de F. Bergeron, G. Labelle y P.
Leroux.

1. ESPECIES

Definiciéon 1.1. Una especie combinatoria es un functor M : B — E donde B es el
grupoide cuyos objetos son los conjuntos finitos y cuyos morfismos son las biyecciones.
E es la categoria cuyos objetos son los conjuntos finitos y cuyos morfismos son las
funciones. Si U es un conjunto finito, M[U] es el conjunto de todas las estructuras de
especie M sobre U.

En otras palabras, una especie es una regla M que por cada conjunto finito U produce
un conjunto finito M [U] —el conjunto de todas las estructuras etiquetadas de especie M—
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y por cada biyeccion f : U — V —que puede pensarse como una manera de permutar
las etiquetas— produce una funcion M|[f] : M[U] — M[V] de manera que:
i) para todas las biyecciones f: U -V yg:V =W

Mlgo f] = Mlg] o M[f]
ii) para todos los conjuntos U
M(Idy] = Idy

Observar que M|[f] es forzosamente una biyeccion para toda f. Decimos que un
elemento s de M[U] es una M-estructura, y que U es su conjunto subyacente. Dadas
M-estructuras u € M[U] y v € M[V], una biyeccion f : U — V tal que M[f](u) = v es
un isomorfismo entre u y v, y en tal caso decimos que u y v son M-estructuras isomorfas.
El tipo de isomorfismo de u es el conjunto de todas las M-estructuras isomorfas a u.

FiGURA 1. El functor M en este caso corresponde a la especie de los
grafos conexos. La biyeccion M|[f] , llamada transporte de estructura,
puede verse como un reetiquetamiento de los nodos de los grafos.

1.1. Ejemplos de especies.

Ejemplo 1.2. Una estructura de esquema simplicial sobre el conjunto E es una familia
F de subconjuntos no vacios de E tales que: i) toda parte no vacia de un elemento de F
estad también en F y ii) los singletones {x} donde x € F pertenecen a F. Los elementos
de F son los simplices. La dimension de un simplice es su cardinal menos uno y la
dimension de un esquema simplicial es el maximo de las dimensiones de los simplices
que contiene. La especie de los esquemas simpliciales estd dada por el functor Sim
que a cada conjunto E le hace corresponder el conjunto Sim|E] de todos los esquemas
simpliciales sobre E. Dada una biyeccion f : U — V la biyeccion Sim|f] es la inducida

por f.
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Las propiedades de las M-estructuras que se preservan por isomorfismos definen
subespecies de M. Decimos que N es una subespecie de M si para todo E se tiene que
N[E] C M[E] y para cada biyeccion f: U — V se cample N[f] = M[f][y -

Ejemplo 1.3. La especie G de los grafos esta definida como la subespecie de Sim tal
que G[FE] es el conjunto de todas las estructuras simpliciales de dimension 1. La especie
G. denota la subespecie de G de los grafos conezxos.

Ejemplo 1.4. La especie de las forestas es la subespecie de G de los grafos sin ciclos. Las
forestas conexas forman la especie a de los drboles. Los arboles con un nodo distinguido
del resto forman la especie A de los drboles con raiz, también llamados arborescencias.
Mas precisamente, la especie A se define por A[E] = E x a[E] para cada E.

Ejemplo 1.5. Una estructura de particion sobre el conjunto F es una familia de
subconjuntos no vacios disjuntos de F cuya uniéon es E. Denotaremos por Par la
especie de las particiones, donde Par[E] es el conjunto de todas las estructuras de
particion sobre E.

Ejemplo 1.6. La especie End es la especie de los endomorfismos, donde End[FE]
es el conjunto de todas las funciones de E en E. Si f : U — V es una biyeccién
vy g € End|[U], entonces End[f](u) = fowuo f~ es decir que el transporte de una
estructura de endomorfismo a lo largo de una biyeccion f estd dado por la conjugacion.
Es conveniente a veces visualizar a un endomorfismo de E como un grafo dirigido donde
E es el conjunto de nodos y hay una flecha que va de = a y si y solo si f(x) = y. Un
endomorfismo conezxo es un endomorfismo cuyo grafo es conexo. Denotamos por End,
la subespecie de los endomorfimos conexos.

Ejemplo 1.7. La especie § de las permutaciones es la subespecie de End de los
endomorfismos biyectivos. La especie C de los ciclos es la subespecie de S de las per-
mutaciones cuyos grafos son conexos. Convenimos que el conjunto vacio no admite
ninguna estructura de ciclo, es decir C[)] = (). De esta manera podemos decir que una
permutacion es un conjunto (posiblemente vacio) de ciclos. En particular S[0] = {0}
tiene cardinal igual a uno.

Ejemplo 1.8. Denotamos por L la especie de las listas u érdenes lineales, donde L[F]
es el conjunto de todos los 6rdenes totales sobre E. Un 6rden lineal puede representarse
por un grafo dirigido donde E es el conjunto de nodos y hay una flecha que va de = a
y siy solo si x es el antecesor de y.

Ejemplo 1.9. La especie E es la especie de los conjuntos. El conjunto de E-estructuras
sobre U tiene un tnico elemento: E[U] = {U}. Denotamos por E, la especie de los
conjuntos no vacios, E[U] = {U} si U es no vacio y E4[U] =0 si U es vacio.

Ejemplo 1.10. La especie E), es la especie de los k-conjuntos, es decir, los conjuntos
de cardinal k. Esté definida por

| {U} si|U| =k
E[U] = { 0 en caso contrario

Es decir que no es posible poner una estructura de k-conjunto a un conjunto que no
tenga cardinal k, y si tiene cardinal £ entonces posee una tnica Ej-estructura.

Ejemplo 1.11. La especie X es la especie de los singletones. Es la especie Ej en el
caso especial k = 1:
. 1
X[U] = {U} si|U| .
0 en caso contrario
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Ejemplo 1.12. La especie 1 es la especie conjunto vacio. Es la especie Ej en el caso
especial k£ = 0. Es decir que U tiene una tinica estructura de conjunto vacio si es vacio,
y ninguna estructura de conjunto vacio si no es vacio.

Ejemplo 1.13. La especie 0 es la especie nula. No importa cudl sea el conjunto U,
éste no tiene O-estructura alguna, es decir, 0[U] = () para todo U.

1.2. Especies como acciones del grupo S,. Para cada entero n > 0 denotamos
por [n] el conjunto de los primeros n naturales y por M [n| el conjunto de M-estructuras
sobre [n]. Cada especie M determina una acciéon del grupo simétrico S,, de las endo-
funciones biyectivas de [n] sobre el conjunto M[n]. Si x € M[n]y o € S, la accion esta
dada por

o.x = M[o|(x)

Como M es un functor, se verifica que esta formula define un homomorfismo de grupo
que vade S, en Syypn). Es decir que una especie M define una familia de representaciones
—una representacion para cada n— del grupo simétrico S, por permutaciones de un
conjunto finito. Inversamente, dada una familia de acciones del grupo simétrico, una
para cada n, es posible definir sin ambiguedad la especie M correspondiente.

La orbita de una M-estructura x € M[n] es el conjunto de todos los elementos de
la forma M[o|z con o € S,. El estabilizador o grupo de automorfismos de x es el
conjunto de todos los o € S, tales que M[o]z = x. Cada tipo de estructura de especie
M corresponde a una tnica 6rbita por la accion de S, para algin n.

U
v
®

FiGUurA 2. Cada permutacion de los elementos de U determina una per-
mutacion de las estructuras de grafo conexo sobre U. Cada érbita de esta
accion de S5 sobre M [3] corresponde a un tipo de estructura de grafo co-
nexo de 3 vértices.
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2. LA CATEGORIA DE LAS ESPECIES

Definicién 2.1. Sean M y N dos especies. Un morfismo h de M en N es una trans-
formacion natural de M en N, considerando que M y N son ambos functores de B en
E.

En otras palabras, un morfismo de especies h : M — N es una familia de funciones
hy : M[U] — N[U], una funcion para cada conjunto finito U, de manera que el siguiente
diagrama conmuta:

M[U] iy N[U]
M| | V7]
hy
M[V] N[V]

Podemos interpretar al morfismo A como una construcciéon que a partir de una M-
estructura produce una N-estructura de manera que da lo mismo reetiquetar antes de
la construccion que después.

Si para cada U el morfismo hy es inversible, es decir, si Ay es una funcién biyectiva,
decimos que h es un isomorfismo de especies. Si f : M — N es un isomorfismo, se
dice que M y N son especies isomorfas o combinatorialmente equivalentes y si bien la
notacion M ~ N es usual, por regla se escribe M = N sobreentendiendo que M y N
no son necesariamente iguales sino sélo isomorfas.

Ejemplo 2.2. Sea h : G — Par el morfismo que para cada estructura de grafo g € G[U]
sobre un conjunto de nodos U, construye la particion hy(g) € Par[U] del conjunto U
determinada por las componentes conexas del grafo g.

Ejemplo 2.3. Sea Inv la especie de las involuciones, esto es, Inv[U] es el conjunto
de todos los endomorfismos f de U tales f? = Id. Sea Gy la especie de los grafos (no
dirigidos) cuyas componentes conexas son de tamano < 2. Si f es una involuciéon en
Inv[U] definimos hy (f) como el grafo con nodos en U tal que u,v € U estan conectados
si y solo si f(u) = v. Se verifica que h define un isomorfismo entre Inv y Gs.

Ejemplo 2.4. Sea S(A) la especie de las permutaciones de drboles con raiz. Una
estructura de especie S(A) sobre un conjunto U se contruye de la siguiente manera.
Primero se elige una particion m de U. Luego sobre cada parte 7; se elige una estructura
de arbol a; con raiz r;, y sobre el conjunto de miembros de la particion se elige una
permutacion . Vamos a definir un isomorfismo h : S(A) — End. Dada una S(A)-
estructura p sobre U, definimos un endomorfismo hy(p) : U — U como sigue. Sea
u € U, y sea m; el miembro de la particién que contiene a u y a; es arbol sobre el
miembro ;. Si u no es la raiz r; entonces hy(p)(u) se define como el vecino de u en
a; mas cercano a la raiz de r;. Si w = r; entonces hy(p)(u) = ry(;). La construccion h
determina un isomorfismo entre End y S(A). La figura 3 ilustra este isomorfismo.

3. SERIES ASOCIADAS A UNA ESPECIE

3.1. Serie generatriz y serie de tipos. Son problemas fundamentales de la combi-
natoria enumerativa calcular los cardinales de M|[n] y de M[n]/ ~ para alguna especie
dada. Vamos a definir ahora algunos invariantes de las especies cuyo célculo involucra
resolver estos problemas. Por invariante nos referimos a cualquier objeto que se asocie
a cada especie de manera que especies isomorfas reciban el mismo objeto.
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R

Endomorfismos ~ Permutaciones de arboles con raiz

F1iGURA 3. Isomorfimo entre la especie End de los endomorfismos de un
conjunto y la especie S(A) de las permutaciones de arboles con raiz

Definicién 3.1. Sea M una especie, sea M[n] el conjunto de M-estructuras sobre
el conjunto [n] = {1,...,n} y |M[n]| su cardinal. La serie generatriz de M o serie
exponencial de M es la serie formal M (x) definida por

I.n
M) = 3 M)l 2
n>0
Si h es un isomorfismo entre las especie M y N, tenemos biyecciones hy, entre M|[n]
y N[n] para cada n, por lo tanto M (z) = N(x), lo que muestra que la serie generatriz
es un invariante. Mas ain, para cada n la biyeccién hp, es un isomorfismo entre la
accion de S, sobre M[n] y la accion de S, sobre N[n]. Por lo tanto la cantidad de
Orbitas en ambas acciones es idéntica, es decir, |M[n]/ ~| = |N[n|/ ~| para todo n.
Esto indica que la siguiente serie también es un invariante.

Definicién 3.2. Sea M una especie y sea M([n|/ ~ el conjunto de los tipos de M-
estructuras sobre {1,....n}. La serie de tipos de estructuras de M es la serie formal

M (z) definida por
M(z) =Y [Mn]/ ~| 2"
n>0
La serie de tipos de M-estructuras puede describirse como la serie generatriz de la
siguiente especie M asociada a M.

Definicién 3.3. Sea M una especie. Una M-estructura sobre un conjunto U es un par
(s,m) donde m es una M-estructura sobre U y s es un automorfismo de m, es decir
que s es una estructura de permutacion sobre U tal que M[s](m) = m.

Proposicion 3.4. La serie generatriz de la especie M es tgual a la serie de tipos de
estructuras de la especie M.

Prueba: El grupo S, actia en M|n| por la accion s.m = M|s|(m). Para cada
m € M{n] definimos Aut(m) como el conjunto de los s tales que s.m = m y definimos
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Orb(m) como el conjunto de todos los t € M[n]/ ~ es una 6rbita de la accién denotamos
por |t| la cantidad de elementos en la orbita t. Entonces

‘M[n]’: Z 1 = Z |Aut(m)| = Z \OTZ(!m)]

(s,m),s.m=m meM|[n] meM|[n]

4 Y Y Y

teM[n]/~ mEt teM(n]/~ mEt

=nl > 1= nl[Mn]/~|

teM[n]/~
O
Ejemplo 3.5. Sea E la especie de los conjuntos. Entonces E[n] consiste en una tnica
estructura para cada n, de manera que |E[n]| = |E[n]/ ~| = 1. Luego
xn x o n
E(:E)zzmze E(:z:):Zx =
n>0 n>0
Asimismo
ok
y
Ei(z)=¢"—1 BEi(x)= 2
+ + 17

En particular las series generatrices de la especie singleton X, de la especie 1 del
conjunto vacio y de la especie nula 0 son

X(z)=2 I(x)=1 0(z)=0

Ejemplo 3.6. Consideremos la especie S de las permutaciones. Como |S[n]| = n!
tenemos que la serie generatriz es
D

n>0

La orbita o tipo de una permutacion o estd caracterizada por su descomposicién en
ciclos. Si g; es la cantidad de ciclos de tamario i, el tipo de o estd dado por la secuencia
0103...0,, donde 01 + 205+ 303...+no, = n. Tales secuencias estan en biyecciéon con los
diagramas de Ferrer de n puntos, o con el conjunto de particiones del niimero n. Una
particion del niimero n es una forma de escribir a n como suma de ndmeros naturales,
sin importar el orden de los sumandos. Por lo tanto |S[n|/ ~| = p(n), donde p(n) es la
cantidad de particiones de n. La serie generatriz de los niimeros p(n) es bien conocida,
ver por ejemplo [3], de la cual obtenemos

1
p(n
; 1—x)(1—332)(1—1’3)(1—3:4)...
Ejemplo 3.7. Consideremos la especie L de las listas. Sobre [n] podemos formar n!
listas diferentes, es decir que |L[n]| = n!. Ademés podemos obtener cualquier lista
reetiquetando los elementos de cualquier otra, es decir que L[n] consiste en una tnica
6rbita. Entonces
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Observemos que S y L tienen la misma serie generatriz. Sin embargo S y L no son
isomorfas como especies ya que sus series de tipos son distintas. Esto prueba que la
serie generatriz no es un invariante completo de las especies. Por otro lado, vemos que
E'y L tienen la misma serie de tipos de estructuras. Sin embargo sus series generatrices
son distintas, lo que muestra que no son isomorfas. Por lo tanto la serie de tipos de
estructura tampoco es un invariante completo.

4. (OPERACIONES CON ESPECIES

4.1. Suma y producto. La suma o union disjunta U 4+ V de dos conjuntos U y V'
se define como

U+V=Ux{1}) UV x{2}).
Sif:U—=U'yg:V — V' son dos funciones, la funcion f+¢: U +V — U + V' se
define por

(f +9)(u,1) = f(u) (f +9)(v,2) = g(v).

Si bien U + V no es igual a V' 4 U, hay un isomorfismo entre ambos conjuntos.
Asimismo U + (V + W) ~ (U+ V) + W.
Definicién 4.1. La suma de dos especies M y N es la especie M + N definida por

(M + N)[U] = M[U] + N[U] (M + N)[f] = M[f]+ N[f]

donde f: U — V es una biyeccién entre conjuntos finitos.

Intuitivamente, poner una estructura de especie M + N sobre un conjunto U es elegir
entre poner sobre U una M-estructura o una N-estructura.

Observar que |(M + N)[n]| = |M[n]| + |N[n]| para todo n. El conjunto de 6rbitas en

(M + N)[U] es la union disjunta del conjunto de las orbitas en M[U] con el conjunto
de las orbitas en N[U]. Por lo tanto

Proposiciéon 4.2. La series asociadas a la suma M + N son

(M + N)(z) = M(z) + N(z) (M + N)(z) = M(z) + N(z)
Definicién 4.3. La especie producto M N se define por
(MN)[U]= ) M) x N[Uy] (MN)[f]= > M[fle,] x N[f,]

Esto significa que poner sobre U una estructura de especie M N consiste en elegir un
subconjunto Uy, poner sobre U; una M-estructura y poner sobre su complemento U,
una N-estructura. Se puede probar que:

Proposicion 4.4. Cualesquiera sean las especies M, N y H, tenemos los siguientes
isomorfismos de especies:

i) (MN)H = M(NH)

ii) MN = NM

iii) HM + N)=HM + HN

Si My, M, ..., M, son especies, poner sobre U una estructura de la especie producto
My M,...M,, consiste en particionar U en n subconjuntos U; (posiblemente algunos
vacios) y poner sobre U; una estructura de especie M,. En particular, si M es una
especie, poner sobre U una estructura de especie M"™ consiste en elegir para cada
1 =1, ...,n un subconjunto U; de manera que los U; son disjuntos y cubren a U, y luego
poner sobre cada U; una M-estructura. Remarquemos que en una M"-estructura las
partes U; tienen un orden.
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Proposicion 4.5. La serie generatriz del producto MN es
(MN)(z) = M(x)N(x)

Prueba: El cardinal del conjunto de M N-estructuras sobre n es

n

el = Y MOV =3 () 1M N - 4]

U1 +Uzx=U k=0
_ N~ [ME]] N - ]|
_”!;; K (n— k)
Entonces

O

Ejemplo 4.6. Sea D la especie de las permutaciones que no tienen puntos fijos, es
decir, D[U] es el conjunto de las biyecciones o : U — U tales que o(u) # u para
todo u € U. Se puede ver que la especie S de todas las permutaciones es isomorfa al
producto de la especie E de los conjuntos por la especie D, es decir, S = ED. Entonces
S(xz) = E(z)D(z), lo que permite deducir una forma cerrada de la serie generatriz de

e’ 2 2 9 3 4
D@y:1_$: 1—x+5_75+m (1+2*+2°+ 2"+ ...)
n _1 k
-y (x5
k!
n>0 \ k=0
Esto muestra que D[n] = n! (ZZ:O (_k—l,)k>, de donde vemos que cuando n — oo la

probabilidad de que una permutaciéon tomada al azar no tenga un punto fijo tiende a
1/e.

También se puede verificar que la serie de tipos de estructura se comporta bien con
respecto a la suma y multiplicacion de especies.

Proposicion 4.7. St M y N son especies entonces
(M + N)(z) = M(z) + N(z), (MN)(z) = M(z)N(z).

4.2. Composicion de especies. Sea N una especie tal que N[0] = (). Dotar a un
conjunto finito U de una N™-estructura consiste en particionar a U en una familia
ordenada de exactamente n subconjuntos no vacios Uy, Us,...,U, y elegir sobre cada
U; una N-estructura. Podemos pensar que cada parte U; estd rotulada con un niimero
del 1 al n. El grupo S,, actia sobre estas estructuras intercambiando estos rotulos.
Una estructura de especie N"/S,, corresponde a una orbita de esta accion, es decir,
consiste en particionar U en n partes no vacias sin rotular y colocar sobre cada parte
una N-estructura. Se puede ver que la serie generatriz de N™/S,, es
n
(V5@ = Y
Sea M una especie cualquiera. La especie composicion M(N) se define como sigue.
Especificar una M (N )-estructura sobre un conjunto U consiste en especificar
i) una particion m del conjunto U, con miembros Uy, Uy, ...
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ii) una M-estructura sobre el conjunto m = {Uy,Us, ...} de los miembros de esa
particién
iii) una N-estructura sobre cada conjunto U;

Proposicion 4.8. La serie generatriz de la composicion de dos especies satisface
M(N)(z) = M(N(z))

Prueba: Sea M, la especie que asigna una M-estructura cuando el conjunto sub-
yacente tiene cardinal n, y no asigna estructura en caso contrario. Similarmente, sea
M, (N) la subespecie de M(N) donde la particién del conjunto tiene exactamente n
miembros. Entonces

M=) "M, M(N) =" M,(N)

De la definicion de M (N) poéemos ver que M, (N) :_]\4n X (N™/S,,). En particular
M, (V) () = [ M) (N°/8,) () = | fu]) 2

Luego
M) (w) = 3 (010l TE — arva)

n>0

O

Ejemplo 4.9. La especie S(A) de las permutaciones de arboles con raiz esta ilustrada
en la parte derecha de la Figura 3. Efectivamente, es una composicion de la especie
S de las permutaciones con la especie A de los arboles con raiz. El conjunto U es
particionado en miembros, sobre cada miembro vemos una estructura de arbol con raiz
y vemos una estructura exterior de permutacion sobre el conjunto de los miembros.

Ejemplo 4.10. Una estructura de particion sobre un conjunto U consiste en especificar
una particion de U en miembros U;, sobre cada U; colocar una estructura de conjunto no
vacio, y sobre el conjunto de los miembros colocar una estructura de conjunto. Dicho
brevemente, una particion es un conjunto de conjuntos no vacios. Entonces Par =
E(E,). De este isomorfismo de especies se deduce que

Par(z) = ¢!

En forma similar podemos calcular la serie generatriz de las particiones en k partes.
Esta especie se puede expresar como Ey(F,). Por lo tanto su serie generatriz es

(" = 1)
k!

Ejemplo 4.11. Colocar una estructura de permutacion sobre un conjunto U consiste
en especificar una particion de U en miembros U, sobre cada U; colocar una estructura
de ciclo, y sobre el conjunto de los miembros colocar una estructura de conjunto. Es
decir, una permutacion es un conjunto de ciclos (que por definicion son de longitud no
nula). Entonces S = E(C). La serie generatriz de la especie de las permutaciones con
exactamente k ciclos es

Ep(Ey)(x) =

B = ot (12
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5. ESPECIES PONDERADAS

La serie generatriz de una especie M da una medida de la especie M en el sentido
que es una recopilacion de los cardinales |M|[n]|, los cuales son una medida natural de
los tamanos de los conjuntos M[n] de M-estructuras sobre {1, ...,n}. El cardinal de un
conjunto finito es, en particular, una funcién p que a cada conjunto finito A le asigna
un elemento de un semianillo S —el de los ntimeros naturales— que satisface:

i) WA+ B) = p(A) + u(B),

i) l(A X B) = p(A)u(B).

Permitiendo que el semianillo S sea arbitrario podemos obtener medidas més refina-
das de los conjuntos de estructuras. Por ejemplo, en lugar de medir el conjunto de los
grafos de n nodos por su cardinal, podemos asociarle el polinomio ¢,,o+ gn1 2+ gna®>+ ...
donde g, es la cantidad de estructuras de grafo con k puentes sobre un conjunto de
n nodos. A continuacion veremos una manera de construir tales medidas considerando
la categoria de los conjuntos ponderados.

5.1. Categoria de los conjuntos ponderados. Sea M un monoide donde cada
elemento tiene un numero finito de factorizaciones. Un conjunto ponderado es un par
(A,w) donde A es un conjunto y w es una funcion w : A — M. En tal caso decimos
que w es una M-ponderacion y que w(a) es el peso de a.

Un morfismo entre conjuntos ponderados (A,w) y (B,v) es una funcion f: A — B
que preserva los pesos, es decir, tal que vo f = w.

La suma (A,w)+ (B, ) de conjuntos ponderados es el par (A+ B, w+v) donde A+ B
es la union disjunta de A y By la ponderacion w+v esté definida por (w+v)(x) = w(x)
siz€ Ay (w+v)(r)=v(x)siz e B.

El producto (A,w) x (B,v) de conjuntos ponderados es el par (A x B,w x v) donde
A X B es el producto cartesiano y w X v esta definida por (w x v)(a,b) = w(a)v(b).

El anillo de series formales Z[M] es el anillo de las combinaciones lineales formales
de elementos de M. Un elemento f de Z[M] es de la forma

F=> fl)e

donde f(x) es un niimero entero y es nulo excepto para un conjunto finito de elementos
de M. La suma y el producto en Z[M] estan dados por

(f +9)(x) = f(z) + g(x)
(f9)(x) = Y fu)g(v)

UvV==x
Un conjunto M-ponderado es sumable si w™'(m) es un conjunto finito para todo peso
m € M.
Sea [y la categoria cuyos objetos son los conjuntos M-ponderados sumables y cuyos
morfismos son las funciones que preservan las ponderaciones.
Sea (A,w) € Ey. La cardinalidad (o peso total) de A es la serie formal en Z[M]
definida por

acA

Proposiciéon 5.1. Si A, B € Ey entonces
|A+ B,

|A x B|

= [Al, +1Bl,
= [Al,|Bl,

wXvV
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5.2. Especies ponderadas y sus series asociadas. Una especie ponderada es un
functor M, : B — Ey;. Es decir que M, es una regla que

i) para cada conjunto finito U produce un conjunto M-ponderado sumable M[U] =
(M[U]’ wU)

ii) para cada biyeccion f: U — V produce una funcion M|[f] : M,[U] — M[V] que
preserva los pesos de manera que

a) para todas las biyecciones f: U -V yg:V - W

Mlgo f] = Mlg] o M[f]
b) para todos los conjuntos U
M{Idy| = Idaqy

La funcion M(f] se llama el tranporte de estructura a lo largo de f. Se deduce de la
definicion que M|[f] es una biyeccion que preserva los pesos y por lo tanto
|M[Ul,, = [M[V]]

wy

El cardinal [M[U]|, lo vamos a notar mas simplemente por [M[U]|, y una especie
ponderada M la vamos notar por M, donde w hace referencia a la familia de pondera-
ciones wy.

La serie generatriz de una especie ponderada M se define como

M) = S IMpall, 5

n>0

Si w y v son estructuras en M[U] y M[V] respectivamente tales que M[f](u) = v,
decimos que u y v son isomorfas. Observar que en tal caso wy(u) = wy(v), por lo tanto
el peso de las estructuras es constante a lo largo de cada clase de isomorfismo. Esto
permite definir sin ambiguedad el peso w(t) de un tipo de estructura t como el peso w(a)
de cualquier estructura a que represente a la clase t. De esta manera, la ponderaciéon
de M[U] induce una ponderacion del conjunto M[U]/ ~ de los tipos de estructuras y
la cardinalidad de M[U]/ ~ queda definida como

MUY/~ = Y wt)

teM[U]/~

La serie generatriz de tipos de la especie ponderada M se define como

M(x) =" |M[n]/ ~|, ="

n>0

Ejemplo 5.2. Sea S la especie de las permutaciones. Sea o € S[n| una estructura de
permutacion sobre el conjunto [n] = {1, ...,n} y sea 0; la cantidad de ciclos de tamanio i
en su descomposicion en ciclos. Para cada biyeccion f : [n] — [n] tenemos una biyeccion
S[f] : S[n] — S[n] dada por el functor S. Es decir que S determina una accion del
grupo de permutaciones sobre el conjunto de las estructuras de permutacion dada
por S[f](¢) = fof~'. Es 1til interpretar esta accion representando a o por su grafo
asociado y a f como un reetiquetamiento de los vértices del grafo. La descomposicion
en componentes conexas corresponde a la descomposiciéon de o en ciclos. La 6rbita de la
permutacion o abarca a todas las permutaciones con la misma descomposicion. Luego
podemos identificar al tipo de la permutacion o con la secuencia oy, 09, ... El peso de o
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se define como w(o) = s7's52s5%...s9". La cardinalidad de S[n]| es

|S[n]|, = Z STt sg.sin = Z P71y ey ) STHSS2S0

c€S[n] r14+2ro+...4nrp=n

donde p(ry, ..., 7,) es la cantidad de permutaciones sobre [n] con peso si's5?...s0m. Obser-
vemos que p(ry,...,7,) es el cardinal de la orbita de una permutacion de tipo ry, o, ....
Entonces para calcularlo es suficiente calcular el estabilizador de una permutacion tal.
Si interpretamos a o como un grafo etiquetado, debemos contar cuintos reetiqueta-
mientos preservan la estructura de grafo etiquetado.

Una forma de reetiquetar preservando al grafo es que cada etiqueta se mantenga en su
componente conexa , produciendo en cada componente un corrimiento ciclico. En una
componente de ¢ elementos tenemos ¢ tales corrimientos. Por lo tanto hay 17273"...
formas diferentes de reetiquetar de esta manera.

Por otro lado, podemos intercambiar en bloque las etiquetas entre componentes
de igual tamano, preservando un orden prefijado en cada componente ciclica. Hay
r1!ralrsl... intercambios de este tipo. Estos movimientos de las etiquetas conmutan con
los del tipo anterior.

Puede verse que cualquier reetiquetamiento que preserve la estructura de grafo de
o se obtiene de forma tinica como composiciéon de un movimiento del primer tipo
compuesto con uno del segundo tipo. Por lo tanto el estabilizador de o tiene cardinal
11272791351 v por lo tanto

n!
N 1T1T1!2r27“2!3r37“3!...

De aqui obtenemos que la serie generatriz de la especie de las permutaciones ponde-
radas es

P(T1y ey )

T1 T2 T n

n! si'sy?...sn x
Sul(z) = Z Z | ! n Il
1mr 127205137375l 0", I 0l

n>0  r14+2ro+3r3+...4+nrp=n

- Y S S ST
N 7“1! 1 7"2! 2 7”3! 3

r1,72,...€L>0

_OO 1 sz sE\T B S1  So  S3 ))
_g ;H(k) _eXp<x<1+2+3+“'

=0

Ejemplo 5.3. Consideremos la especie Par de las particiones. Si m € Par[n] es una
particion del conjunto [n] y m; es el ntimero de partes de tamafio ¢ en 7, se define el
peso w(m) como el monomio s7*s32...s7".

Al igual que en el caso de la especie de permutaciones, cada tipo de particiéon esté
caracterizado por su peso. Es decir que las 6rbitas de la acciéon del grupo simétrico
sobre el conjunto Par[n| son distinguidas por el peso w.

La cardinalidad de Par[n] es
|Par[n]|, = Z STt sh.spn = Z G171, ey ) STSS2ST0

w€Par[n] r14+2ra+...4nrp=n

donde ¢(r1, ...,7,) es la cantidad de particiones sobre [n| con peso s's5?...sl". El calcu-

lo de ¢(ry,...,r,) es muy similar al caso de la especie de permutaciones en el ejem-
plo anterior. Es suficiente calcular el subgrupo estabilizador de una particion de tipo
1,72,y ey Ty
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Por un lado tenemos los reetiquetamientos que mantienen cada etiqueta dentro de
la misma parte donde habita. Hay (1!)™(2!)"2(3!)"3...(n!)"" de estos movimientos de
etiquetas. Por otro lado estan los movimientos que intercambian las etiquetas en blo-
que entre partes de igual tamano manteniendo un orden prefijado en cada parte. Hay
rilral...r,! de estos reetiquetamientos, los cuales conmutan con los anteriores. Luego

n!
r (1) 2Nz Ly l(nd)re

q(r1y .y rn) =

Obtenemos asi la funcién generatriz

n

n! sitsl?.. st T
Par,( 1 52 L
ar, (@) = 3 2 A1 (225! (373! (nl)rr! nl

n>0 ri4+2ro+...4nrp=n

_ s2 83
_eXp<x (1'+2l+3'+ >)

. . z_ .., .
Observar que sustituyendo = por 1y s; por z* se obtiene e(¢"~1), la funcion generatriz
ordinaria de la especie de particiones.

T1 T2

Las operaciones de suma y producto de especies ponderadas se definen imitando la
definicion de suma y producto de especies ordinarias reemplazando la suma y producto
cartesiano de conjuntos por sus versiones ponderadas. En forma anéloga se verifica que
las series generatrices y las series de tipos de especies ponderadas se comportan bien
con respecto a estas operaciones.

Proposicién 5.4. Si M, y N, son especies ponderadas entonces

(Mw + Nu)(x) = Mw@) + Nu(x), (MwNu)(x) = Mw(x)Nu(x)-
(Mo + N,)(2) = My () + Np(), (MuN,)(x) = My(z)N, ().

5.3. Serie indicatriz de ciclos. Dada una especie (ordinaria) M, observamos que

la especie M —cuyas estructuras son los pares (m, o) donde ¢ es un automorfismo de
la M-estructura m— tiene una ponderacion natural. El peso de un elemento (m, o) es

s7's9?... donde g es la cantidad de ciclos de longitud 7 en 0. Denotamos a esta especie

ponderada por M. La serie generatriz de M como especie ponderada se puede escribir

como
r xn g (o} g
M(z) = g ] < g |M[o]| 311522333...>

n>0 oESy

donde M|o] es el conjunto de M-estructuras sobre [n] que son fijadas por la permutacion
o de [n]. La serie indicatriz de ciclos de M (o simplemente serie de ciclos) es la serie
formal en las variables s, so, ... definida por

ZM(SI, S9, S3, ) = M\(l)

Ejemplo 5.5. Sea M la especie E de los conjuntos. En este caso M coincide con la
especie ponderada de las permutaciones S,,. De acuerdo al calculo que ya efectuamos
de la serie S, (z) obtenemos que la serie de ciclos de E esta dada por

51 Sy s
Zp(s1, S2,...) = exp <T1 + 52 + 33 + )
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De las propiedades de las series ponderadas vemos que
Zyin = Zy + 2, ZuNn =ZmZN-

Veamos que la serie de ciclos es un refinamiento de la serie generatriz y de la serie de
tipos a la vez.

Observar que el cardinal del conjunto M|[o| sb6lo depende del tipo ng,ns... de la
permutacion o. Entonces podemos escribir M[o] = M[nq,na, ...].

Proposicion 5.6. La serie de ciclos de M se puede escribir como

ny ng _ns
511897857 ..

1"1n1! 2"2n2! 3"3n3!...

Zni(s1, 82,...) = > |M[nyns..|

n1+2n2+3n3+...<oco

Prueba: La identidad se consigue agrupando los términos de acuerdo al tipo de
cada permutaciéon ¢ en la suma original y recordando que 1"'n;! 2™ny! 3™ngl... es
el cardinal del subgrupo estabilizador de una permutacion de tipo ny, ns, ... cuando el
grupo S, actiia por conjugaciéon sobre el conjunto de las permutaciones. 0

Corolario 5.7. La serie generatriz de M se obtiene como
Z]V[(JI, O, O, ) = M(x)

Sea M/ ~ el conjunto de tipos de M-estructuras, esto es, un elemento ¢ de M/ ~
es una oOrbita en M [n| por la accion de S, para algin n. Si G es un subgrupo de S,
entonces el indice de ciclos de G se deﬁne como

g 571897555,
UEG

Dado x € t, con t € M/ ~, si G, es el subgrupo estabilizador de x observamos que
Z(G,) solo depende de t, por lo tanto denotamos por Z(G;) y por |G| al indice de
ciclos y al cardinal de GG, respectivamente. La cantidad de elementos en la 6rbita ¢ la
denotamos por [t|.

Proposicion 5.8. La serie de ciclos de M se puede escribir como

Zu(s1,82,..) = Y Z(Gy)

tEM/n

Prueba:

I = Y S S D S

n>0 " (4,0)eM[n] n>0 " zcMn] 0€G,
-y Y Y Y g =Y Y Oy g
n>0 teM[n]/~ n! z€t 0€G, n>0 teMin]/~ 'aer
Z Z 25‘1’1532... = Z Z(Gy)
n>0 teM[n]/w UEG teM/~

Corolario 5.9. La serie de tipos de estructura de M se obtiene como

Zy(w, 2%, 2%,..) = M(x)
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Prueba: El célculo anterior muestra que

ZM(x I :L’ E E E 01+202+303+

n>0 teM[n UEG
1
=2 D g s Z > " = M)
n>0 teMn]/~ ceGy n>0 teMn]/~

6. TEOREMA DE REDFIELD-POLYA

Un problema fundamental en combinatoria es contar el nimero de o6rbitas cuando
un grupo acttia sobre un conjunto finito. Una especie M brinda una familia de acciones
—una para cada n— del grupo S, sobre el conjunto de M-estructuras M [n|. Entonces el
problema de contar las orbitas de estas acciones es equivalente al de calcular la serie
de tipos M (x).

Como vimos, la serie de tipos se comporta bien con respecto a las operaciones de
suma y multiplicacion de especies. Sin embargo, no pue/dgiecirse lo mismo respecto

de la operacion de composicién. En efecto, la identidad M (N)(z) = M(N(z)) es falsa.
Por ejemplo, si S, E' y C son las especies de las permutaciones, los conjuntos y los
ciclos respectivamente, tenemos el isomorfismo de especies S = F(C). En efecto, una
permutacion es un conjunto de ciclos. Sin embargo sus series de tipos son
~ 1 ~ x ~ 1
Sx)=1] Clx) = E(x) =

1—2an 1—2z
n>0

Dado que la composiciéon es una operaciéon fundamental en la construccion de especies
interesantes, es importante disponer de un método para calcular la serie de tipos de
estructura de una composicién. La clave esta en interpretar a la serie de tipos como
Zy(z, 2%, 23, ...) puesto que la serie de ciclos satisface la siguiente ley de sustitucion.

Proposicién 6.1. Sean M y N especies, tal que N[Q] = 0. Entonces
Z]M(N)(Sla S9, 83, ) = ZM(ZN(Sla S92, S3, )7 ZN(SQ, S4, S, ), ZN(Sg, S6, S9, ), )

Nos referiremos a esta identidad como el teorema de enumeracion de Pélya o teorema
de Redfield-Polya. En esta secciéon damos una guia para probar esta identidad de series
formales basandonos en la prueba y la teoria formulada por Joyal en [4].

Como consecuencia inmediata de esta formula obtenemos

Corolario 6.2. La serie de tipos de estructura de la composicion de especies estd dada
por

P

M(N)(z) = Zy(N(z), N(z?), N(z), ...)

Ejemplo 6.3. De la expresion que obtuvimos para la serie de ciclos de la especie de
los conjuntos obtenemos que

— N N(? N(a?
E(N)(z) = exp () + (@) + C + ...
1 2 3
Para probar la proposicion 6.1 debemos calcular la serie generatriz de la especie

ponderada M(N). Es decir que debemos analizar la especie M (N) con la ponderacion
determinada por la descomposicion en ciclos del automorfismo. Una estructura de es-

—~——

pecie M(N) sobre un conjunto U es un par (x,0) donde = es una M (N)-estructura y
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o es una permutacion de los elementos de U que fija la estructura z, es decir tal que
M(N)[o|x = x. En la Figura 4 vemos un ejemplo de una estructura de esta especie y
del peso correspondiente.

La M(N)-estructura x sobre U es de la forma x = (m,ny,ne,...), es decir consiste
en una particion de U, una N-estructura n; sobre cada miembro U; de la particion, y
una M-estructura m sobre el conjunto de los miembros. Entonces, el automorfismo o
de = induce una permutacion o entre los miembros de la particion. Observemos que
el par (m, ) es una estructura de especie M sobre el conjunto de los miembros de la
particion de U.

Para entender esta estructura conviene considerar primero el caso en que la permu-
tacion inducida @ consiste en s6lo un ciclo. Nos referiremos a tales estructuras como
N-coronas. En la Figur/\a/él podemos observar como el automorfismo o induce la des-

composicion de una M (N)-estructura como uniéon disjunta de N-coronas.

—_—

FI1GURA 4. Ejemplo de una estructura de una especie de la forma M (N).
En este caso M es la especie de los grafos y N es la especie de los
arboles. El automorfismo o estd representado por las flechas delgadas y
descompone a la estructura en tres N-coronas. Una corona de longitud 3
que aporta un peso s3sg. Otra corona de longitud 1 que aporta un peso
s2s5. Y una tltima corona de longitud 2 que aporta un peso s3. Por lo

tanto el peso total de la estructura es s?s3s3sg .

6.1. Coronas de N-estructuras. Colocar una estructura de N-corona de lon-
gitud n sobre conjunto U consiste en particionar al conjunto U en n partes igua-
les Uy,Us,...,U,, colocar una N-estructura sobre cada U; y especificar biyecciones
o; : Uy — Uiy (identificando n 4+ 1 con 1) de manera que realicen isomorfismos de
N-estructuras. En otras palabras, una N-corona es un conjunto de N-estructuras junto
con un automorfismo que permuta circularmente los miembros de la particiéon. Deno-
tamos por C¥ a la especie de las N-coronas de longitud n.

Una estructura de N-corona marcada (de longitud n) sobre U consiste en una
N-corona de longitud n sobre U junto con un elemento del conjunto {Uy, ..., U,}. De-
notamos por LY a esta especie. Observar que |LY [U]| = n |CY[U]).
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Proposicion 6.4. Sea L, la especie de las listas de longitud n. Entonces tenemos el
1somorfismo de especies

Lﬁf = N(Ln)

El isomorfismo entre estas especies estd sugerido por la Figura 5. La idea es con-
siderar la parte U; distinguida y componer los isomorfismos saliendo de ella n veces
hasta obtener un automorfismo de la U; distinguida que fija la N-estructura. Toda la
informacion de la LY -estructura queda codificada por este automorfismo junto con las

secuencias determinadas por la cadena de composiciones saliendo de cada elemento de
U;.

FIGURA 5. Ejemplo del isomorfismo entre la especie de las N-coronas
marcadas de longitud n y la especie N(L,,). En este caso la especie N es
la de los arboles y n = 3. A la izquierda tenemos una corona de arboles
de longitud 3 con uno de los miembros marcados. El automorfismo o de
la corona estd compuesto por un 3-ciclo y por un 6-ciclo, por lo tanto
el peso de la corona es s3sg. A la derecha tenemos el arbol de listas
asociado junto con el automorfismo @ inducido por o. El peso de 7 se
obtiene dividiendo los indices de o por 3.

El grupo Z, actia naturalmente por automorfismos de la especie LY permutando
ciclicamente los U;. Entonces podemos describir a la especie C2¥ como la especie cociente

(6.1) erzv = N(Ln)/zn

Cada ciclo ¢ del automorfismo o de una N-corona de longitud n tiene longitud kn para
algin entero k. El correspondiente ciclo ¢ del automorfismo inducido & tiene longitud k.
Teniendo en cuenta este hecho junto con el isomorfismo 6.1 se puede probar la siguiente
formula para la serie de ciclos de una corona.

Proposicion 6.5. La serie indicatriz de ciclos de la especie de las N-coronas de lon-
gitud n esta dada por

1
ch (Sl, S92, 83, ) = EZN(STH S2ns S3n; )

En particular
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Corolario 6.6. La serie generatriz de la especie de las N-coronas de longitud n estd
dada por

6.2. Conjuntos de k R-estructuras. Sea R una especie tal que R[0] = (. Una
Ei(R)-estructura sobre U se especifica eligiendo una particién de U en exactamente k
miembros y colocando sobre cada miembro una R-estructura. Una manera alternativa
de describirla es como la especie cociente Ej(R) = R¥/Sj. La serie de ciclos esta dada
por la siguiente férmula.

Proposicion 6.7. Sea R una especie tal que R[0] = (). La serie indicatriz de ciclos de
la especie de los conjuntos de exactamente k R-estructuras es

(ZR(Sl, S9, S3, ))k
k!

Corolario 6.8. La especie Eq4(CY) de los conjuntos de exactamente d N-coronas de
longitud @ tiene como serie de ciclos a

ZEk(R)(Sla'SZyS?n ) =

(ZN(SZ'> 524, 534, ‘--))d
ZEd(CiN)<$1,SQ,83,...) = idd|

P

Dado un conjunto U podemos especificar una M (N )-estructura sobre U mediante la
siguiente serie de pasos.

1. Especificamos una secuencia dy, ds, ds, ... tal que d; = 0 para ¢ mayor que cierto
n.

2. Determinamos para cada ¢ un subconjunto U; de U de manera que los U; son
disjuntos y cubren a U.

3. Elegimos sobre cada U; una estructura de especie Fq,(CV), es decir, una estruc-
tura de conjunto de exactamente d; N-coronas de longitud ¢. Cada corona de
longitud 4 tiene ¢ miembros. Sea U el conjunto de todos los miembros de coronas
y sea ¢ la permutacion de estos miembros inducida por las coronas.

4. Elegimos sobre el conjunto U de los miembros de las coronas una M-estructura
que quede fija por la permutaciéon &. La cantidad de tales M-estructuras soélo
depende de la secuencia dy, ds, ... v la notamos por M|d;, ds, ...|

—_—

Esta descripcion de la especie M (V) es la guia para establecer el siguiente isomorfismo
de especies ponderadas.

Proposicién 6.9. La especie ponderada ]\T(F) se puede expandir como
M(N)= > Mldi,dy,..] Eq(Cl) Eg,(Cy) Eg(Cy) ...
di,dz,...

Evaluando las series generatrices de ambos miembros obtenemos la siguiente identi-
dad de series formales.

Z SiyS2iy S35y «e- i
ZM(N) — Z M[dl,dg,...] H( N( 2 3 ))

, i)
dy,da,... 1>1

Teniendo en cuenta la expresion para la serie de ciclos obtenida en la Proposicion 5.6
el teorema de Redfield-Poélya se obtiene de esta tltima identidad.
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FORMAS DIFERENCIALES EN CURVAS ALGEBRAICAS
(UNA INTRODUCCION A LAS CURVAS ALGEBRAICAS)

FEDERICO QUALLBRUNN

RESUMEN. En este curso vamos a tratar de brindar una introduccién a la geometria
de las curvas algebraicas a partir del estudio de sus formas diferenciales y la relacion
con integrales abelianas y funciones abelianas.
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Palabras de advertencia. Las siguiente son las notas de un curso de tres clases de
una hora sobre la geometria de curvas algebraicas. El autor NO cree que pueda cubrir
el material de estas notas en tres horas. Mas bien, las notas servirian de complemento
o ampliacién al contenido del curso en si.

Mas importante atn, estas paginas no tienen ninguna intencién de explicar estos
temas, como sera claro para cualquiera que las hojée. Bajo ningliin concepto puede
este ser un medio para entender las cosas que aca se cuentan, mas bien es un medio
para informarse acerca de esta matematica que el autor asegura es muy linda. En todo
caso, tal vez el mayor valor que tengan estas notas sea el de dirigir al lector hacia
bibliografia més rica e interesante, si eso llegase a suceder me sentiré realizado. Vale
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aclarar que mucho del contenido aqui presente esta inspirado en las notas del curso del
Prof. Cukierman [2].

Como requisitos a este curso conviene tener familiaridad con los elementos bésicos de
la geometria de variedades tales como atlas, cambios de cartas y coordenadas locales.
También ayuda bastante tener algiin conocimiento sobre formas diferenciales, més que
nada su definicion y como se comportan bajo cambio de coordenadas.

INTRODUCCION

Desde el siglo XVIII los matematicos estuvieron interesados en estudiar las propieda-
des de las funciones que son primitivas de funciones racionales o funciones algebraicas.
Ejemplos tales como

() = [ () = [ 2

n(z) = —, arcsin(z) = —
1 S 0 V1—s2
aparecen tipicamente en los primeros cursos de analisis. Fueron originalmente estudia-
dos por sus propiedades analiticas (In(z)) o por su relacion con la geometria cléasica
(arcsin(z)).
Otras funciones como

* ds z ds
olz) = /0 S Y= /0 V- k)

son menos conocidas (no tienen nombre propio, por lo menos no en analisis 1), pero
aparecen frecuentemente como soluciones a problemas de mecénica o problemas de
rectificacion de curvas (calculos de longitud de arco).

Las propiedades del logaritmo y la exponencial bien pueden deducirse, como lo hacen
en [1], de la clasica formula:

In(a) + In(b) = In(ab).

Asimismo también hay formulas similares para las funciones trigonométricas inversas,
aunque son menos lindas:

arcsin(a) + arcsin(b) = arcsin(av'l — b2 + bv/1 — a?).

Esta formula, que puede deducirse de la féormula de la suma del seno o bien derivando
respecto de a de los dos lados, también puede usarse para deducir las propiedades de
las funciones trigonométricas.

Estudiando problemas de elasticidad, Bernoulli mostré que seria 1til conocer pro-
piedades de la funcion ¢(z) = fOZ %. Para esta funcion Fagnano encontré en 1718
la formula

29(a) = o220,

y en 1756 Euler descubri6 que valia la férmula mas general:

av1l—0b*+by1—a*

14+ a2b?

¢(a) + ¢(b) = ¢( ).
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El problema de Euler. Estos descubrimientos llevaron a Euler a formular el proble-
ma de estudiar las funciones que admiten férmula de la suma, més en concreto:

Sea ¢ una funciéon algebraica, es decir, una funcion implicitamente definida por una
ecuacion del tipo

fla,o(x) = " + file)e" ™ + -+ fua(x)p + fo(z) =0

donde los f;(z) son polinomios en z.
Sea también una funcion racional de dos variables R(x,y) € C(z,v).
A partir de estos datos consideramos la funcién

)= | Rls.plo)s.
20

Pregunta 0.1 (Euler). ;Se puede encontrar siempre una funcion algebraica g(a,b) en

a y b tal que valga

§(a) +£(0) = £(g(a,0))?

;Para qué tipo de funciones £(z) existe una formula asi?

Después que Euler formuld esta pregunta Lagrange encontrd una féormula de este
tipo para la funcion ¢ (z) de méas arriba. Entre 1824 y 1826 Abel escribié una serie de
trabajos en los que muestra que no es siempre posible encontrar una férmula para la
suma como buscaba Euler, pero si es posible encontrar féormulas menos fuertes pero
méas generales.

Teorema 0.1 (N.H.Abel). Dada la funcion £(z) = fzzo R(s,p(s))ds existe un nimero
p, que sdlo depende de la ecuacion algebraica que verifica ¢ (o sea sélo depende del
polinomio f(x,y)) y que tiene la siguiente propiedad:

Para cualquier n € N existen p funciones algebraicas yi(z1,...,Tn), - Yp(T1, ..., Ty)
de n variables y una funcion elemental v(xq,...,x,) (composicion de funciones alge-
braicas y logaritmos) tales que

§(@1) + -+ &(wn) =v+ &) + -+ &)

En pocas palabras el teorema dice que a cualquier suma de n términos la podemos
reducir a una suma de p términos méis un sumando dado por una funcién elemental.
Las formulas de Fagnano, Euler y Lagrange corresponden al caso en que p = 1y la
funcion v = 0.

Como todo gran teorema, el de Abel abre més preguntas de las que cierra. {Cémo
se calcula el nimero p? ;Y las funciones y;? ;{De donde sali6 la funcion v, por qué en
las formulas de Fagnano y Euler no aparece?

Observacion 0.2. El lector avisor se habria dado cuenta que muchos de los objetos
sobre los que estamos hablando hasta acd no estan del todo definidos. Por empezar
no queda del todo claro cudl es el dominio de las funciones £(z). Sabemos, basados
en el caso particular de las funciones exponenciales y trigonométricas, que mucho se
simplifican los argumentos si consideramos funciones de variable compleja. Por otro
lado, al considerar funciones en el plano complejo, hay que especificar las ramas del
logaritmo y de las funciones algebraicas que uno esté usando, y asi la definicion de £(z)
que se present6 aca resulta ambigua.

Posiblemente estas sutilezas tuvieran sin cuidado a Euler. Posiblemente Abel se
haya dado cuenta de que son necesarias ciertas precauciones al usar estas definiciones
(después de todo él también fue el primero en estudiar seriamente la cuestion de la
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convergencia de series). Fue sin embargo Riemann el que dio a estas cuestiones un
marco teodrico solido.

En el siglo XIX Riemann y sus sucesores se dieron cuenta gradualmente que las
propiedades de estas funciones y las respuestas a las preguntas antes planteadas estan
intimamente relacionadas con la geometria de las curvas algebraicas. Este descubri-
miento fue una de las razones que originaron el estudio de las curvas algebraicas y la
Geometria Algebraica en general.

Ejercicios.
1. (Periodo del péndulo) Consideremos el problema del péndulo (de masa m sin
rozamiento, con una varilla de masa despreciable de longitud [ = 1) Denotemos
0(t) es el angulo con la vertical a tiempo ¢, y g la gravedad (constante). Sea 6
el angulo inicial del movimiento (es decir 6y = 6(0) y %|,_o = 0). Entonces la
energia cinética en tiempo t estd dada por

Y la energia potencial por
U(t) = mghy = mg(1 — cos(6(t)).

Supongamos la hipotesis (de indole fisico) que la energia total K +U es constante
a lo largo del tiempo.
a) Deducir que necesariamente se cumple la ecuacion diferencial

do
dt

b) Analizar la para qué puntos (t,6(¢)) la funciéon 6(t) es inversible y su inversa
es derivable. Denotemos a la inversa t(6) (es el tiempo que le lleva al péndulo
alcanzar el angulo ).

¢) Mostrar que en el intervalo (0, 6y) vale la siguiente formula para ¢(6):

= /2g(cos(#) — cosby).

1 v
)= \/2_9/0 V/cos(v) —cosfy

d) Hacer un cambio de variables para escribir a ¢ como una funcion de la forma

1 z ds
>_@/I VA=) (s—a)

2. Mostrar que, en coordenadas polares, la longitud de arco de la elipse

__|_b_2:1

estd dada en términos de la integral

1 — k*z?
/ V(I —22) (1 — k2?)’

donde k=1 — (%)%
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3. La lemniscata es una curva plana dada por la ecuaciéon
(2% +y°)* = a(z® — y?).

Dar una expresion para la longitud de arco de la lemniscata en coordenadas
polares, como la integral de una funcion del tipo £(z) = fzzo R(s,¢(s))ds.

1. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS

Definicion 1.1. Una curva algebraica plana C es un subconjunto de C? tal que existe
algin polinomio de dos variables f(z,y) € Clz,y] tal que C = C(f) = {(z,y) €
C?| f(x,y) = 0}. Si existe un polinomio primo f tal que C'= C(f) entonces la curva C
se dice irreducible.

Afirmacion 1.1. Si C' es una curva irreducible entonces existe un polinomio primo
f tal que C' = C(f), para cualquier otro polinomio primo g tal que C' = C(g) existe
A € C tal que g = \f.

Definicién 1.2. Sea C(f) una curva irreducible y f un polinomio primo que la define.
Al dominio integro C[C] := C[z,y|/(f) lo llamamos anillo de coordenadas o anillo de
funciones regulares de la curva y a su cuerpo de fracciones Frac(C[C]) lo llamamos
cuerpo de funciones racionales de C, también lo denotamos K(C').

La primera de las ideas que tuvo Riemann para tratar el problema de Euler fue la
siguiente: En vez de tratar con “funciones multivaluadas”, como por ejemplo

V(1= a?)(1 - k22?)

hay que considerar la curva asociada a la funcioén, en el caso anterior la curva y? =
(1 —2?)(1 — k?2?).

Observacion 1.3. Sea p = (xg,y0) € C tal que %]p =# 0. Entonces, por el Teorema
de la Funcion Implicita, existe un abierto U C C y una (tnica) funcién holomorfa
p: U — Ctal que g(xg) =yo y f(z,p(x)) = 0 para todo x € U. Es decir que ¢(z) es
una funcion algebraica de ecuacion implicita f(z, ) = 0. En ese sentido es que consi-
deramos heuristicamente que la ecuacion f(x,y) = 0 da lugar a “funciones algebraicas
multivaluada”. Por ejemplo f(z,y) = y?> — z da lugar a las diversas determinaciones de
la raiz cuadrada.

Hasta Riemann sélo se consideraban las funciones algebraicas definidas en un abierto
U C C conveniente de manera de poder determinar la funcién univocamente. Riemann
mostro que la geometria global de la curva {f(z,y) = 0} determina el comportamiento
de las funciones algebraicas asociadas.

1.1. Curvas racionales y fracciones simples.

Definicion 1.4. Una curva algebraica irreducible C(f) (f primo) se dice racional si
existen funciones racionales X,Y € C(t) y T' € C(z,y) tales que
f(X,Y) =0eC(1),
T(X(t),Y(t) =teCt) vy
X(T(z,y)) =z, Y(T(x,y)) =y como elementos del cuerpo K(C).
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Proposicion 1.5. Sea f € Clx,y| primo tal que C(f) es una curva racional. Entonces
toda funcion £(z) = f; R(s,p(s))ds se escribe, en algin entorno simplemente conexo
U de zy apropiado, como

§(2) = 5(z,9(2)) + Z bilog(T (2, ¢(2)) — ai),

con S(z,y), T(z,y) € C(z,y) .

Demostracion. Como C(f) es racional existen funciones X(¢), Y(¢) y T(x,y) con las
propiedades de la definicion 1.4. Luego en la integral [ R(s,¢(s))ds podemos hacer el
cambio de variables
s=X(1), ¢(s)=Y(1)

de manera que R(X, Y)dd—)fdt = pdt, donde p € C(t). Ahora a la integral [ p(t)dt pode-
mos aplicarle el método de fracciones simples para encontrarle una primitiva de la forma
r+ Y, bilog(t —a;), con a;,b; € Cy r € C(t). Entonces reemplazando t = T'(s, ¢(s))
tenemos que la primitiva de [ R(s, p(s))ds es S(z,¢(2)) + >, bilog(T(z, p(2)) — i),
donde S(z,y) = r(T(z,y)). O

Sabemos ahora que el método de fracciones simples puede extenderse a integrar
funciones algebraicas ¢ tales que cumplan una ecuacion f(z, ¢(z)) = 0 con C(f) C C?
una curva racional. Cabe preguntarse c6mo reconocer si un polinomio f € Clx,y]
define una curva racional. No vamos a dar aca un criterio general, slo mencionamos el
siguiente criterio, cuya demostracion es caso particular de un procedimiento bastante
mas general para reconocer curvas racionales.

Proposicion 1.6. Sea f € Clz,y| un polinomio primo que sdlo contiene monomios de
grados r y r + 1. Entonces la curva C(f) es racional.

Demostracion. Notemos como f,..1 y f. las partes homogéneas de grados r+ 1y r res-
pectivamente. Reemplazando y = tx en f(z,y) = 0 obtenemos f,(x,tx)+ fr11(z, tx) =
2" fo (L, )+ 2" f.1(1,t) = 0, con lo cual obtenemos la parametrizacion X = — fﬁ(ll(’lt)t),
Y =tX. [

Ejercicios.
1. a) Verificar que una curva C(f) es racional si y solo si K(C(f)) = C(t).
b) Concluir que el teorema de Luroth en teoria de cuerpos implica la siguiente
afirmacion:
Sea C una curva algebraica plana. Si existen dos funciones racionales X (),
Y (t) € C(t) tales que la aplicacion

T:C— C?
t—= (X(1),Y(t)

cumple I'm(7T) C C, entonces la curva C' es racional.
2. Encontrar una primitiva de 1/y(x) donde

y(@) = —a? + VT T 3B — a2 + Vol T i,
(Sugerencia: Observar que y3 + axy + bz* = 0 para ciertas a,b € C.)

3. Probar que toda curva dada por un polinomio f de grado 2 es racional. Concluir
que toda funcion de la forma £(z) = fzzo R(s,vas? + bs + c)ds se escribe como
suma de funciones algebraicas y logaritmos de funciones algebraicas. (Sugerencia:
Usar el mismo cambio de variables que en la demostracion de la Proposicion 1.6.)
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2. FORMAS DIFERENCIALES EN CURVAS REGULARES.

Para continuar con nuestro estudio de las integrales abelianas vamos a considerar
compactificaciones de las curvas afines. Una forma canoénica de compactificar una curva
plana afin es considerar la proyectivizacion de la curva.

Sea f(xz,y) = fo+ -+ fn € Clz,y] un polinomio de grado n, siendo f;(x,y) el
término homogéneo de grado i de f. Consideremos ahora el polinomio f € C|z,y, 2]
definido por f(z,y,2) = 3.1, 2" ' fi(z,y). Observemos que el polinomio f(z,y,z2) es
homogéneo de grado n.

Definicién 2.1. La proyectivizacion de la curva C(f) es el subconjunto de P?(C)
definido como

C(f) ={(z:y:2) €PXC) t.q.: f(z,y,2) =0} C P*C).

En general, dado un polinomio homogéneo g cualquiera, decimos que el conjunto
C(g) = {(z:y:2) €P*(C) t.q.: g(z,y,2) =0} C P*(C)

es una curva algebraica proyectiva.

Observacion 2.2. En P? tenemos el cubrimiento por abiertos afines coordenados. Estos
son los abiertos de la forma U; := {(zo : z; : m9) € P?(C) t.q. : x; # 0}. La proyecti-

vizacion C'(f) de una curva afin C(f) contiene a la curva afin como un abierto denso.

En efecto C(f) = C(f) N Us.

Por otra parte, siendo cualquier curva proyectiva un cerrado de P?(C) (ejercicio:
verificar esta afirmacion), y siendo que P?(C) es una variedad diferencial compacta,
tenemos que una curva proyectiva es, como subespacio topologico de P?(C) (considerado
con la topologia de variedad diferencial), compacto.

Definicién 2.3. Una curva algebraica afin C' C C? se dice regular si esta dada por un

polinomio f € Cl[z,y| tal que para todo punto p € C' se tiene (%\p, %]p) #(0,0).
Una curva algebraica proyectiva C' C P? se dice regular si para todo punto p € C

existe un abierto de la forma U; := {(x¢ : 71 : 22) € P? t.q. : x; # 0} tal que C N Uj; es

una curva afin regular.

Observacion 2.4. Si consideramos el polinomio f como una funcién holomorfa
f : C?* = C la condiciéon de regularidad nos dice que podemos aplicar el Teorema,
de la Funcion Implicita para funciones holomorfas. Supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que %|p # 0, tenemos entonces que existe un entorno U € C y una funcién
holomorfa g : U — C? tal que f(g(y),y) = 0, Vy € U. En este caso el teorema de
las fibras que se ve generalmente en cursos de geometria diferencial tiene una version
holomorfa, que implica que la restriccion de la proyeccion a la curva C, (z,y) — y es
una carta de la nica estructura de variedad holomorfa que hace de C' una subvariedad
holomorfa de C* de dimension 1 (dimension como variedad compleja). En particular C
es una varidead diferencial de dimensién real 2. A una variedad holomorfa de dimension
compleja 1 se la denomina superficie de Riemann.

Por lo anterior una curva proyectiva regular tiene también un cubrimiento por abier-
tos y cartas holomorfas que le dan estructura de subvariedad holomorfa de P?(C) de
dimensioén compleja 1. Mas atn, una curva regular es una superficie de Riemann com-
pacta.
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2.1. Formas diferenciales en curvas. Ya mencionamos que una forma de tratar
con funciones algebraicas era considerar curvas algebraicas en el plano. Asi, en vez de
tratar con la “funcién multivaluada” /x, simplemente consideramos la restriccion de
la funcién (x,y) — y a la curva 22 — y = 0. Para estudiar integrales de funciones
algebraicas vamos a necesitar de otra construccion geométrica, la de forma diferencial.
Hablando mal y pronto una forma diferencial sobre una variedad es simplemente algo
que tiene sentido integrar. Vamos a tratar de hacer esto méas preciso a continuacion.
Recordamos, sin embargo, que lo recomendable es que el lector ya haya tomado contacto
con la nocién de formas diferenciables y bajo ningin concepto este apunte es una
introduccion al tema, para esto recomendamos el libro [6], capitulo 4.

Definicion 2.5. Una 1-forma diferencial holomorfa en una variedad compleja X es
una seccion holomorfa del fibrado cotangente T*X — X. Denotamos al C espacio
vectorial de 1-formas holomorfas Q'[X].

Afirmacién 2.1. Similarmente al caso de formas diferenciales toda 1-forma diferencial
holomorfa puede escribirse localmente de la forma Y fidz; con f; funciones holomorfas
y z; coordenadas locales. En el caso en que la variedad tenga dimension compleja 1
cualquier forma puede escribirse localmente como f(z)dz.

Definicién 2.6. Una 1-forma diferencial meromorfa en una superficie de Riemann X
es una l-forma w definida sobre un abierto denso U C X tal que para todo p € X,
existe un entorno de p donde w puede escribirse como w = f(z)dz con f una funcion
meromorfa. Observemos que el conjunto de formas meromorfas tiene una estructura
de espacio vectorial sobre el cuerpo K(X) de funciones meromorfas. A este espacio lo
denotamos Q'(X).

En el caso en que la superficie de Riemann X sea una curva plana tenemos muchas
1-formas sobre X que vienen de restringir 1-formas definidas en el plano C? (o P?(C))
a X . En particular podemos considerar una curva no singular C'(f), las 1-formas que se
escriben como g1 (x, y)dz+ go(z,y)dy con g; € Clx,yl; y la restriccion de estas 1-formas

a C(f).

Ejemplo 2.7. Sea f € Clz,y] primo y C = C(f) C C2 Supongamos que C' es no
singular. Considerando que la funciéon f restringida a C' es identicamente nula, entonces
tenemos que, en C, vale la igualdad df = 0, o sea.

(2.1) Jzdx + fydy = 0.

Lema 2.8. Sea f € Clx,y] primo de grado d y X = C(f) C P*(C) la proyectivisacion
de la curva C(f). Supongamos que X es no singular. Entonces tenemos bien definida
una aplicacion lineal

Clz, yl<a-3 — Q'[X]

hr—>wh: hd!L‘,

of
0y

donde Clz,y|<4—3 denota el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual que
d — 3. Mas aun esta aplicacion es inyectiva.

of
oy ”
sobre la curva afin C(f). Veamos que define una tnica forma meromorfa en X. Para

esto notemos que la curva C(f) vista dentro de C(f) C P?(C) es el conjunto {(z : y :

Demostracion. Denotemos f, = % vy [y = A priori wy, es una forma meromorfa
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1) € P*(C) t.q. : f(x,y,1) =0}, y que en un punto (v : y : z) € P*(C)lo que expresamos
en coordenadas afines como w, se expresa en coordenadas homogéneas como

% %) (o
wp((x:y:2)) = szd<—).
(vl =7
Luego, si denotamos g(z, v, z) el homogeneizado de g(z,y) v f,(z,y,2) el de f,(z,v),
podemos escribir la ecuacion de arriba como

22) (@ 5y s 2)) = h(x,y, z) zd—ld (f) B

folzy,2) =
h(z,y,z) 241\ [(dr zdz
(2.3) - (_( 4:7) ) (— + —2) ,
fy (‘/'E7 y? Z) Ze Z z
donde e es el grado de h. Esta tltima expresion es la de una forma meromorfa sobre
X.
Tenemos entonces una forma meromorfa wy, sobre X. Vamos a ver que es regular en
todo punto. Primero veamos que es regular en el abierto denso C(f) C C(f).
Tomemos entonces un punto p € C(f) tal que f,(p) = 0, como X es no singular

entonces necesariamente f,(p) # 0. Por la identidad del Ejemplo 2.7 llegamos a la
conclusiéon de que vale

h h
Wh 3 dx xdy.
Entonces wy, es regular en p.

Ahora veamos que wy, es regular en C(f) \ C(f). Notemos primero que C(f)\ C(f)
consiste de los (finitos) puntos de la forma (z : y : 0) tales que f(x,%,0) = 0. Usando la
expresion (2.3) vemos que, si e < d — 3, entonces wy, es regular en (z : y: 0) € C(f) si
y s6lo si ‘;:’” + ”fé‘lz lo es. Para ver que esta tltima forma es regular en X \ C(f) podemos
razonar como en el Ejemplo 2.7 y ver que esto es consecuencia de la regularidad de X.
En efecto, escribiendo (2.1) en coordenadas homogéneas tenemos que

fo(z,y, 2)(de + gdz) = —f,(z,y,2)(dy + gdz)

Esta formula junto a la regularidad de X muestran que wy es una forma regular en

todo punto.
El hecho de que la aplicacion es inyectiva sale facil del hecho de que la forma wy,
tiene siempre coeficientes no nulos si h(z,y) # 0. O

El siguiente teorema, que no vamos a demostrar, caracteriza completamente las for-
mas holomorfas en una curva plana no singular.

Teorema 2.9. Sea X como en el lema anterior. La aplicacion

C[%?J]Sd—?) — QI[X]
g — W

es un isomorfismo. En particular, si la curva tiene grado d, el C-espacio vectorial de
formas diferenciales holomorfas tiene dimension (d —1)(d — 2)/2.

Demostracion. Ver |7, cap. 7. O
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Ejercicios.

1. Dado un polinomio homogéneo g € Clx,y, z] y la curva proyectiva plana X =
C(g), consideramos el anillo cociente C[X] := C[z,y, z]/(g). Lo llamamos anillo
de coordenadas homogéneas de la curva X.

a) Mostrar que, al ser ¢ homogéneo, C[X] tiene una graduacion de manera que
la proyeccion Clz,y, z] — C[X] respeta el grado.

b) Supongamos que C[X] es un dominio. Consideremos entonces el cuerpo
K(X) := {5 t.q. - f,g € C[X], deg(f) = deg(g)} que llamamos cuerpo
de funciones racionales. Probar que si C' es una curva afin tal que C' C X
entonces K(C) = K(X).

2. Probar que cualquier curva proyectiva es un cerrado de P?(C) (ojo, un polinomio
homogéneo de tres variables NO define una funcion P? — C).

3. Sea f(z) € C[z]. Mostrar que si la proyectivizacion de la curva plana y?— f(z) = 0
es regular entonces el grado de f es necesariamente menor o igual a 3.

4. a) Sea X = P!(C) con coordenadas homogéneas (z : y), y sea una l-forma
meromorfa w que en el abierto y # 0 se escribe w = f(z)dz. Entonces
necesariamente f(x) es una funcion racional.

b) Concluir que P!(C) no posee formas holomorfas globales.

3. EL TEOREMA DE ABEL

Recordemos que empezamos estudiando integrales de la forma

2) = [ Rispts))ds.
20
con ¢(s) una funcion satisfaciendo una ecuacién polinomial f(s,¢(s)) = 0. Hasta
ahora, para estudiar las funciones £(z) del principio, hemos introducido primero curvas
algebraicas para pensar a las funciones algebraicas ¢(s) como funciones sobre una curva
algebraica C'(f). Luego definimos 1-formas holomorfas y meromorfas en las curvas
algebraicas, el proposito de esto es poder pensar en la expresion [ R(s,¢(s))ds como
la integral de la forma (meromorfa) w = R(z,y)dz, definida sobre la curva C(f).
Recordemos que, dada una 1-forma diferencial n = f(x)dx definida sobre una varie-
dad M, podemos definir la integral de 1 a lo largo de una curva [0,1] = M como

[n=[ st

notemos que, si 7 es una forma holomorfa en una variedad compleja, esta formula sigue
teniendo perfecto sentido y generaliza la integral curvilinea de funciones complejas.
Recordemos que podemos definir una 1-cadena como una combinacién entera simbolica
de curvas Y n;c; v extender linealmente la definicion de integral a cadenas.

Definiciéon 3.1. Sea X una superficie de Riemann y n € QY(X). El residuo de 7
alrededor de un punto singular p es el nimero res,(n) := [ 1 donde ¢ es una curva que
encierra a p y a ningtin otro punto singular de 7.

3.1. La aplicaciéon de Abel-Jacobi. Sea X una curva proyectiva regular. Vamos a
definir una funcién cuyo dominio es X, que va a englobar informacién sobre funciones
de la pinta £(z2) = f:; R(s,¢(s))ds. Para poder entender esta aplicacion es preciso hacer
consideraciones sobre la topologia y la geometria de X.



CURVAS ALGEBRAICAS 79

El teorema 2.9 afirma que, si X es una curva plana regular, el espacio vectorial Q[ X]
de 1-formas holomorfas tiene dimension finita. De hecho vale una afirmacién un poco
méas general.

Afirmacion 3.1. Sea X una superficie de Riemann compacta. El espacio Q'[X] tiene
dimension finita sobre C. Al nimero g = dimg Q'[X] se le llama el género de X .

Tomemos entonces una base wy, . ..,w, de Q[ X]. Un paso importante en el estudio
de las funciones £(z) fue considerar simultaneamente las integrales de las formas w.
Asi uno toma en cuenta la aplicacion

p p p
(3.1) P (/ wl,/ w2,...,/ Wy)-
Po Po Po

La conveniencia de estudiar tal aplicacion estaba explicita en los trabajo de Riemann
sobre integrales abelianas y aparentemente en los trabajos originales de Abel sobre el
tema también tiene un lugar importante.

La féormula 3.1, sin embargo, no define ninguna funcién asi como asi, por empezar
tenemos que darle sentido al dominio y codominio de la aplicaciéon, tarea que en este
caso es altamente no trivial.

La formula [ zi) w no tiene, a priori, sentido ya que la integral de una 1-forma depende
realmente de la curva sobre la cual estamos integrando y no solamente de los puntos
inicial y final de la curva. Mas precisamente vale la siguiente afirmacion:

Afirmacion 3.2 (Teorema de Stokes para formas holomorfas). Sea X una variedad
holomorfa, n una p-forma holomorfa y A un p+ 1 simplex en X entonces

e
0A A

La forma dn se calcula localmente de la misma manera que para formas diferenciales
sdlo que usando la derivada compleja (y coordenadas complejas).

En particular, como una superficie de Riemann tiene dimensiéon compleja 1, no hay
2-formas holomorfas no triviales en una superficie de Riemann, por lo que todas las
1-formas holomorfas son cerradas. Esto implica, junto con el teorema de Stokes, que
en el caso de superficies de Riemann la integral fc n de una 1-forma 7 a lo largo de una
curva ¢ solo depende de la clase de homologia de la curva c. En efecto, si ¢ y ¢ son
dos curvas homolégicamente equivalentes entonces el ciclo [c] — [¢/] es el borde de una
cadena A de dimension 2 y, usando el teorema de Stokes,

I SRR
c c [c]—[¢'] oA A A

Vemos asi que es preciso tener en cuenta las clases de homologia de 1-cadenas para
hablar de la aplicacion de Abel-Jacobi, es decir que hay que tener en cuenta al grupo
H,(X,Z). Respecto de este grupo tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2 (Riemann). Sea X una superficie de Riemann y sea g = dimg Q'[X] el
género de X. Entonces H\(X,7) = 7Z*9.

Demostracion. Ver [6] capitulo 1 y referencias ahi dadas. O

Ahora estamos en condiciones de darle sentido a las integrales de la féormula 3.1. En
efecto si tomamos una base 6y, ...,09, de Hy(X,Z); tenemos que las integrales f;)w

estan definidas a menos de un término de la forma Y n; [; w. Mas precisamente, si
J
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cy c son dos curvas (reales) en X que empiezan en py y terminan en p, entonces el
1-ciclo [¢] — [¢] es homélogo a una combinacion entera Y n;d; y, por lo tanto, [ w —
fc,w = > n féiw. Esto hace que considerar las propiedades de la integral fp’lw se
haga muy dificil. Abel se dio cuenta que si se consideran todas las formas holomorfas
simultaneamente el panorama sorprendentemente se hace mucho méas claro. Vamos a
ver por qué.

Sea una base wy,...,w, del espacio de 1-formas holomorfas de X, y sea d1,...,da
una base de H{(X,Z). La matriz de periodos de X es la matriz de g x 2g

f51w1 f52gw1

f61 Wy .- f62g Wy
Los 2g vectores columna de esta matriz IT; = (f; w1, ..., [5 wy) € CY se llaman periodos.

Tenemos que vale lo siguiente

Afirmacion 3.3. Los periodos {11;}1<,<24 forman un conjunto linealmente indepen-
diente sobre R. En otras palabras el conjunto

29
A= {Zniﬂi 'n; € Z}
i=0

forma un reticulado del espacio C9.

Notemos que, mientras que la integral fzf; w estd bien definida modulo los 2g periodos
de w, que en general forman un conjunto denso en C, el vector

p P
/ wla"w/ Wy
po Po

estd bien definido moédulo el reticulado A C C. Luego, eligiendo un punto py € X
arbitrario, tenemos que la férmula

P p P
pb—)(/ wl,/ WQ,...,/ wg)
Po Po Po

define un morfismo de variedades holomorfas.
AJy: X — CI/A.
Un poco mas en general podemos definir, para todo n € N, morfismos
Ad, : X" — CI/A.

n Di n Di
(pl,...,pn)»—><2/ wl,...,Z/ wg).
i=1 Y Po i=1 Y Po

Afirmacion 3.4. Si X es una curva proyectiva y reqular la variedad C9 /A tiene estruc-
tura de variedad algebraica y los morfismos AJ, son morfismos requlares de variedades
algebraicas.

La(s) demostracion(es) de la afirmacion de méas arriba conforma(n) un hito en la
geometria algebraica de segunda mitad del siglo XX. Muchas de las herramientas que
conforman la geometria algebraica moderna juegan algin papel en la demostracion de
la forma mas general de este teorema. Sin, embargo, mientras estemos trabajando con
curvas proyectivas sobre los nimeros complejos, no vamos a necesitar esta afirmacion.
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Vamos a usar los morfismos AJ, para investigar las féormulas de la suma de las
funciones abelianas £(z).

3.2. Divisores y equivalencia racional. Si bien no es como fue expresado origi-
nalmente, para hablar del teorema de Abel nos conviene usar la nocién de divisores en
curvas y la de equivalencia racional de divisores.

Definicion 3.3. Sea X una curva algebraica. El grupo de divisores de X Div(X) es el
grupo abeliano libre generado por los puntos de X. Tipicamente notamos los elementos
de Div(X) como ). n;[p;], a cada uno de estos elementos lo llamamos un divisor. El
grado de un divisor ), n;[p;] es el nimero ) . n; € Z. Llamamos soporte de D al
conjunto de puntos {p;}. Al subgrupo de divisores de grado 0 lo denotamos Divy(X).

Ejemplo 3.4. Sea X una curva regular proyectiva y f € K(X) una funcién meromorfa.
El divisor de ceros y polos de f es el divisor (f) = >_ x ord,(f)[p]. Donde ord,(f)
es el orden de p como cero o polo de f. Notar que es un divisor bien definido ya que,
al ser X proyectiva y regular, es compacta y una funciéon meromorfa sélo puede tener
entonces finitos ceros y polos, por lo que la suma es finita. Puede demostrarse que (f)
siempre es un divisor de grado 0 (Ver [6] cap. IV.3.18, o [7] cap. 7).

Ejemplo 3.5. Asimismo tenemos, para toda forma meromorfa n € Q'(X) el divisor
de ceros y polos de la 1-forma (n) = >~ cx ord,(n)[p].

Definicion 3.6. Dos divisores D y D’ sobre una curva X son racionalmente equivalen-
tes (o linealmente equivalentes, son sinénimos) si y solo si existe una funcion racional
f tal que D — D' = (f). Lo denotamos D ~, D'.

Observacion 3.7. Dos divisores racionalmente equivalentes tienen el mismo grado.

3.3. El teorema de Abel. Como bien senala Kleiman en [4] no existe un tnico
teorema de Abel. Sin, embargo, a partir del libro [8] la siguiente afirmacion fue conocida
generalmente como EL teorema de Abel:

Teorema 3.8.

ATu(prs- -3 pn) = Adn(qr, -+ Gm) € CV/A <= "[pi] = nlpo] ~sat Z[qi] — m[po].

i=1
So6lo vamos a describir la demostracion de una de las implicaciones (la que efectiva-

mente es debida a Abel) que es algo menos complicada y basta para dar “formulas de
la suma” bastante generales.

Demostracion. (=) Ver [3] cap. I1.2.
(<=) Definamos una funcion

2 Dive(X) — C7/A

n

w3 lpd — [a) (z/wz/w)

i i=1 V4 i=1 v i
(notar que esta funcion esta bien definida, es decir que no depende del agrupamiento
de las p; con las ¢;). Ahora, si D = (f), tenemos un morfismo (ejercicio: verificar que

la siguiente formula define un morfismo de variedades holomorfas)
Y PY(C) — CY/A,
(Ao + A1) = p((Ao - f = A1)
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Si z; son las coordenadas de CY, las formas dz;, con 1 < ¢ < g generan el espacio
cotangente T7(CY/A) para todo p. Como P'(C) no tiene formas holomorfas globales
(ver el ejercicio 4 de la seccion anterior) entonces 10*(dz;) = 0, luego 1 es constante,
por lo tanto u(D) = ((0:1)) =((1:0)) =0. O

El teorema de Abel nos da un criterio para establecer cuando tenemos igualdades
entre sumas de la forma &(s1) + -+ 4+ &(sp) = &(s7) + -+ - + &(s),) cuando podemos
establecer m = 1 entonces tenemos una férmula de la suma como queria Euler. En
cualquier caso el teorema nos dice que es clave el estudio de los divisores de grado
cero modulo equivalencia racional. De hecho, podemos interpretar parte del teorema
de Abel sobre formulas de la suma para funciones abelianas como la siguiente:

Afirmacién 3.5. Sea D un divisor en una curva X (proyectiva, regular) de género g
tal que deg(D) = 0. Entonces para todo punto py en un abierto denso Up de X existen

puntos qi,...,qy tales que
g

D~y Z[%‘] — glpo)-

=1

Demostracion. Ver [5] cap. 11.2 Lemma 5. O

Ejercicios.

1. Dada X curva algebraica proyectiva regular. Tomemos dos bases distintas § y
B de Hy(X,Z), y dos bases distintas Q y €’ de Q'[X]. Mostrar que los cambios
de base entre las matrices de periodos Ilg o y Ilg o definen un isomorfismo de
variedades holomorfas entre C9 /Ay C9/A’, donde A = T3 o-Z%9 y N = Mg - Z*9.
A esta variedad la llamamos variedad Jacobiana de X y la denotamos Jac(X).

2. (Descomposicién de Hodge en curvas) Dada una superficie de Riemann
compacta sea A'(X) el R-espacio vectorial de formas C> sobre X, considerada
como superficie diferencial. Sea ¢§ la diferencial de de Rham usual y

(3.2) 0— A%X) S AYX) S AX(X) =0

el complejo de de Rham diferencial, cuya homologia es H'(X,R).
a) Mostrar que si tomamos A-(X) = A(X) ®g C y la sucesion exacta

0 — A%(X) 228 AL(X) 225 42(X) =0

la cohomologia de esta sucesion es H(X,R) ® C = H'(X, C).
b) Sea X(X) el médulo de campos de vectores tangentes (diferenciales) sobre
X, observar que home(AL(X),C) 2 X(X)® C
¢) Sea U C X un abierto coordenado y (z,y) : U — R? una carta. Probar
que dz := dr + idy y dz := dx — idy forman una base de A{(U) como
C>*(U)-mddulo.
d) En particular si z : U — C es una carta holomorfa, tomamos = = R(z),
i)

y = S(z). Ahora formamos dz y dz como en el punto anterior. Llamemos -

vy £ € X(X)®C a la base dual de {dz,dz}. Probar que si f € C*(U) ® C
es una funcion diferencial que toma valores en C, la expresion % = 0 tiene
sentido y es equivalente a que f cumpla las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
e) Sea w € Q'[X] una 1-forma holomorfa, en particular w € AL(X). Probar
que w es cerrada (i.e.: §(w) = 0), y que, si es exacta (i.e: si existe f tal que

§(f) = w), entonces w = 0. En particular Q'[X] ¢ H'(X,C).
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f) Siw € Q'X] se expresa localmente como f(2)dz definimos @ localmente
como f(z)dz. Mostrar que esto define una forma global w € AL(X). Mas

ain esta construccion nos da que Q'X] @ Q1X] C H'(X,C).
Afirmacion:(Teorema de Hodge para curvas)

H'(X,C) = Q'[X] @ QX].

o

. Usando el teorema de Hodge para curvas probar la Afirmacién 3.3.
4. Sea X una curva algebraica proyectiva, f y g € K(X) funciones racionales.
Demostrar:

a) (fg) = (f)+ (9)-
b) (§)=(f)—(9).
o (h=—n.
5. Sean p, ¢ € P1(C), entonces [p] ~rat [q]-
6. Interpretar la afirm. 3.5 en términos de sumas de funciones abelianas ), £(z;).

4. EL TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

A lo largo de esta seccién X siempre va a ser una curva algebraica proyectiva regular
e irreducible.

Definicién 4.1. Decimos que un divisor D = > . n;[p;] € Div(X) es positivo (lo
notamos D > 0) si n; € N, para todo i. Esto define una relacion de orden parcial,
decimos que D > D' siy s6losi D — D' > 0.

Observacion 4.2. Notar que para cualquier par de funciones racionales f, g € K(X) vale
ord,(f + ¢) > min{ord,(f),ord,(g)}. Luego, si (f) > Dy g > D, vale (f + g) > D.

Definicién 4.3. Dado un divisor D € Div(X) definimos el espacio £(D) como el
C-espacio vectorial

LD):={feK(X):(f)+ D >0}.

Observacion 4.4. Notar que, dado el divisor D = >, n;[p;] — Zj m;(g;], mj,n; € N;
el espacio £(D) no es otra cosa que el espacio de funciones racionales con un cero de

orden al menos m; en cada ¢; y un polo de orden a lo sumo n; en cada punto p;. En
particular £(0) = C.

Observacion 4.5. Si D < D’ entonces L(D) C L(D').

Lema 4.6. Sea D € Div(X) y p € X. Entonces L(D — [p]) = L(D) ¢ L(D — [p]) es
un subespacio de codimension 1 de L(D).

Demostracion. Elijamos una coordenada local z alrededor de p. 5i n, € Z es el coefi-
ciente que multiplica a [p] en D entonces definimos un funcional « : £(D) — C de la
siguiente manera: a f una funcion racional le asignamos el coeficiente c,, en su desa-
rrollo en serie de Laurent en coordenada z. Si a = 0 entonces L(D — [p]) = L(D). Si
a # 0 entonces L£(D — [p]) = ker(«) es un subespacio de codimension 1. O

Proposicion 4.7. Sea D € Div(X). El espacio L(D) es de dimension finita sobre
C. De hecho, si escribimos D = DY — D~ con DV y D~ divisores positivos (mayores

que 0) soportados en subconjuntos disjuntos de puntos, tenemos que dim(L(D)) <
1 4 deg(D).
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Demostracion. Si deg(D') = 0 entonces DT = 0 por lo que dim(£(D")) = 1. Como
D < DT entonces L(D) C L(D"), en particular dim(£(D)) < 1+ deg(D™).

Ahora procedemos por induccién en el grado de DT. Supongamos entonces que la
proposicion es cierta para deg(D') < k — 1. Sea ahora D tal que deg(D") = k.
Tomemos un punto p del soporte de D' y consideremos el divisor D — [p], su parte
positiva es DT — [p]. Por hipotesis inductiva dim(L(D — [p])) < 1+ deg(D* — [p]). Por
el lema anterior £(D — [p]) es igual a £L(D) o es un hiperplano en £(D), lo que prueba
la proposicién. O

Observacion 4.8. Notemos que por la demostracion del Lema 4.6 y por la proposicion
anterior podemos mas precisamente decir que, dado D, existen finitos puntos q1, ..., g,
tal que si p € X \ {q1,...,q,} entonces L(D — [p]) es una hipersuperficie de £(D). En
los otros casos, tenemos L(D — [¢;]) = L(D).

Notamos con ¢(D) la dimension del espacio £(D).

Definicién 4.9. Dado un divisor D € Div(X) definimos el espacio Kx (D) como el
C-espacio vectorial

Kx(D):={neQ'(X):(n)+ D >0}
Similarmente a las demostraciones anteriores se pueden demostrar:

Lema 4.10. Sea D € Div(X) yp € X. Entonces Kx(D—[p]) = Kx(D) ¢ Kx(D—|[p])
es un subespacio de codimension 1 de Kx (D).

Proposicion 4.11. Sea D € Div(X). El espacio Kx(D) es de dimensidn finita sobre
C.

Notamos con §(D) a la dimension de Kx (D).

Ahora podemos enunciar el teorema Riemann-Roch, vagamente es un resultado acer-
ca de la relacion entre la cantidad de funciones racionales con polos y ceros prescripto
y la cantidad de 1-formas con polos y ceros prescriptos. Mas precisamente:

Teorema 4.12 (Riemann-Roch). Sea X wuna curva reqular y proyectiva, de género
g = dim QY[ X]. Para todo divisor D sobre X se tiene

(D) —0(—D) = deg(D) — g + 1.

Demostracion. Ver |7] capitulo 7C. O
Corolario 4.13. Dados puntos distintos py,...,p, € X y nimeros complejosry, ..., T,
€ C tales que >, r; = 0 eziste una w € Q'(X) tal que w es regular en X \ {p1,...,pn},
ord,, (w) = —1 para todo 1 <1i <mn, yres,,(w) = r;.

Demostracién. Dados puntos distintos p, ¢ € X existe w € Q'(X) regular en X\ {p, ¢}
y tal que res,(w) = 1y res,(w) = 0. Para ver esto, tenemos por Riemann-Roch que
([pl+1q]) = (—=[pl —1[¢]) +2+9g—1 =g+ 1y por el teorema de los residuos toda
n € Kx(p+ q) cumple res,(n) + res,(n) = 0. Tomando una n € Kx(p+¢q) \ Q'[X] y
tomando w = n/res,(n) se tiene lo afirmado.

Ahora elijamos un punto ¢ € X \ {p1,...,pn} y tomemos w; como arriba, regular en
X\ {¢,pi} y tal que resy, (w;) = r; y resy(w;) = —r;. Entonces w =Y " | w; responde a
la cuestion. 0

Definicién 4.14. En el espacio 2!(X) definimos tres sub-espacios vectoriales (sobre

C):
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1. I = I[(X) = Q'[X] el conjunto de 1-fromas holomorfas, que también llamamos
(siguiendo la terminologia clésica) formas diferenciales de primera especie.

2. 11 = 11(X) = {w € QYX) : resy(w) = 0, Vp € X} el espacio de formas
diferenciales de seqgunda especie.

3. 11T = I11(X) = {w € QY(X) : ord,(w) > —1 Vp € X} el espacio de formas
diferenciales de tercera especie.

Observacion 4.15. Notar que la condicion w € I11(X) significa que el desarrollo en
serie de Laurent de w alrededor un punto cualquiera es de tipo rdz/z con r € C.

Proposicion 4.16. Con la notacion anterior, tenemos las siguientes relaciones:

» [INIIT=1.

df € 11, para toda [ € K(X).
dK(X))nI=0.

d(K(X)) N 111 =0.

Demostracion. Ejercicio. O
Proposicién 4.17. QY (X) = IT + II1.

Demostracion. Sean € Q'(X). Como el nimero de polos de 7 es finito, por el corolario
4.13, existe w € I1] tal que res,(w) = res,(n) para todo p € X. Entonces n—w € I1y
por lo tanto la descomposicion n = (n — w) + w satiface lo requerido. O

Esta descomposicion nos da una forma de expresar integrales abelianas. En efecto si
&(p) = f;o w, con w € QY X), podemos escribir a w como una suma w = df + wy + w3
con wy € Il'y wy € II1 (0jo, como IIy I1] no estan en suma directa esta escritura
no es tnica). Con lo que, localmente alrededor de pg, £(p) = f(p) + &2(p) + log(g(p)),
con f y g algebraicas en X.

EJERCICIOS
1. Dado el siguiente teorema:

Teorema 4.18 (Riemann). Sea X una curva algebraica irreducible proyectiva
y reqular y M(X) el cuerpo de funciones meromorfas en X, entonces K(X) =

M(X).

Mostrar que para todo par de formas n y w existe f € K(X) tal que n = fw.
2. Mostrar que, si D ~ D’ entonces £(D) = L(D’).
3. Probar que existe un divisor K tal que Kx(D) = L(K — D) para todo D €
Div(X).
4. Probar que si w € I11 entonces w = rdg/g con g € K(X), r € C.

5. LO QUE QUEDO EN EL TINTERO

5.1. Curvas singulares. Dijimos al principio que la teoria de formas diferenciales
en curvas surgié a partir del estudio de funciones abelianas como por ejemplo

o) = [ =
Esta funciéon seria, en todo caso, la integral de una forma diferencial sobre la curva
proyectiva C'(f) con f = z?y? — z*. Sin embargo C(f) es una curva singular. La teorfa
para curvas singulares se apoya fuertemente en su contraparte para curvas no singulares,
para cada curva X tenemos una curva no singular X (no necesariamente plana) y un
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morfismo X — X que llamamos resolucion de singularidades de X. Todos los teoremas
mencionados aqui se generalizan a curvas singulares y la principal herramienta para
generalizarlos es estudiar la resolucion de singularidades de X.

5.2. La formulacién algebraica. Todos los resultados vistos aqui tienen formula-
ciones algebraicas que son suceptibles de ser traducidos a curvas definidas sobre cuerpos
que no son necesariamente C. Se empieza por notar que el anillo de coordenadas de
una curva afin regular es un ejemplo de dominio de Dedekind y se desarrolla una teoria
anédloga con diferenciales de Kdhler en lugar de diferenciales holomorfas. La version
puramente algebraica del teorema de Abel, sin embargo, es un poco mas larga de ex-
plicar que la que vimos aca, ya que no hace uso ni de integrales de 1-formas, ni de
cocientes por reticulados como C9/A.

5.3. Teoria de Hodge en curvas. Muchas de las generalizaciones de los resultados
vistos acé para varidades algebraicas de dimensién mayor pasan por la descomposicion
de Hodge de los grupos H'(X,C). Si bien la teoria de Hodge en general puede ser
un tema arduo, el caso particular de curvas requiere menos herramientas y es un buen
ejemplo para empezar a entender la teoria mas general de la topologia de las variedades
algebraicas.

REFERENCIAS

[1] T. Apostol, Calculus, Wiley Vol.1 (1967).

[2] F. Cukierman, Notas sobre Integrales Abelianas, Sociedad Mateméatica Peruana (2008).

[3] P. Griffiths, J. Harris, Principles of Algebraic Geometry, Wiley Classics Library Edition (1994).

[4] S. Kleiman The Picard scheme, ICTP Lecture notes.

[5] S. Lang Abelian Varieties, Interscience tracts in pure and applied mathematics Vol. 7 (1958).

[6] R. Miranda, Algebraic Curves and Riemann Surfaces, Graduate Studies in Mathematics Vol.
5 (1995).

[7] D. Mumford, Algebraic Geometry I: Complex Projective Varieties, Grundlehren der mathema-
tischen Wissenschaften Vol. 221 (1995).

[8] H. Weyl, Die Idee der Riemannsche Fliche, Mathematische Vorlesungen an der Universitit
Gottingen Vol. 5 (1923).

UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES, FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES, DEPARTA-
MENTO DE MATEMATICA. CIUDAD UNIVERSITARIA, PABELLON 1, CIUDAD AUTONOMA DE BUENOS
AIRES.

E-mail address: £quallb@dm.ub.ar



Cursos de Nivel Avanzado







INTRODUCCION A LA TEORIA DE ELIMINACION
NICOLAS BOTBOL

RESUMEN. El objeto de estudio de estas notas es la teoria de eliminacién, y en parti-
cular, nos concentraremos en estudiar resultantes. Cuando hablamos de resultantes,
precisamente nos referimos a resultantes homogéneas en el espacio proyectivo, que
llamaremos, resultante de Macaulay. Esta resultante surge como una generalizacién
de la resultante de Sylvester para dos polinomios univariados.

Dado un conjunto de n polinomios homogéneos fi,..., f, en n variables con coe-
ficientes en un anillo A, introduciremos la nocién de ideal eliminante, 2l de A, que
resultara bajo ciertas condiciones un ideal principal, y cuyo generador llamaremos Re-

sultante homogénea de f1,..., f,. Veremos que el conjunto de ceros de 2 en Spec(A)
parametriza los coeficientes para los cuales los polinomios f,..., f, tienen un cero
comun.

Veremos ademés que esta resultante puede ser calculada como el determinate de
un complejo de A-modulos y que ademés coincide con la parte en codimensiéon 1 de
un ideal de menores maximales de una cierta matriz M, que se lo conoce como ideal
inicial de Fitting de M.
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INTRODUCCION

El objeto de estudio de estas notas es la teoria de eliminacién, y en particular, nos
concentraremos en estudiar resultantes. Cuando hablamos de resultantes, precisamen-
te nos referimos a resultantes homogéneas en el espacio proyectivo, que llamaremos,
resultante de Macaulay. Esta resultante surge como una generalizacion de la resultante
de Sylvester para dos polinomios univariados, que repasaremos en la Seccion 1.

El contexto sera el siguiente: A un anillo conmutativo con unidad que se supondré
casi siempre integro y noetheriano, R = A[Xj,...,X,] el anillo de polinomios con
coeficientes en A con la graduacion habitual, donde deg(X;) = 1 y deg(a) = 0 para
todo a € Ay R, su ideal irrelevante de elementos de grado positivo. Sea fi,..., f, una
sucesion regular de n polinomios homogéneos, con deg(f;) =d; > 0,e I = (f1,..., fn)-

El anillo cociente B = R/I es un anillo graduado, con la graduacion heredada
de R. El ideal homogéneo 0 de B, tiene una descomposicion 0 = p N q, donde q
es la componente R, -primaria o componente irrelevante y p = H%+(B) es un ideal
homogéneo que se define pasando al cociente por I al ideal TFg, (1) de formas de
inercia de I en R.

Escribamos B := B/H}, (B). Naturalmente, los subesquemas cerrados de Proj(R)

definidos por Proj(B) y Proj(B) coinciden. Ademas, llamando B, y B, a las partes
homogéneas de grado v, se tiene que B, = B, si v es suficientemente grande. Precisa-
mente, para que B, y B, coincidan, basta encontrar un valor v, tal que H& (B), =0
siv >y =) ,(di — 1)+ 1, que llamaremos indice de saturacion de I (el estudio del
valor v estd contenido en la ultima parte del Apéndice B, dedicado a la regularidad
de Castelnuovo-Mumford).

Como R es un anillo graduado sobre A, Proj(R) es un esquema proyectivo so-
bre Spec(A), y también lo es Proj(B) = Proj(B). Llamando 7 a la proyecciéon 7 :
Proj(R) — Spec(A), asi como a la proyecciéon inducida 7 : Proj(B) — Spec(A), obte-
nemos que la imagen de Proj(B) por 7 estd dada por el ideal eliminante Hp, (B)NA =
HIO%+ (B)o, que denotaremos por 2. Esto seréd estudiado en detalle en la Secciéon 2, donde
ademas probaremos el Teorema Principal de Eliminacion, Teorema 2.7, que establece
la relacion entre el ideal de coeficientes 2 y la existencia de ceros comunes de [ para
esos coeficientes.

Mejor que el ideal de eliminacion 2L, es el ideal de Fitting § := Fitto(B,) con v > 1y
(tipicamente v = 14), ya que no solo es principal en codimension 1, con el mismo
conjunto de ceros que 2, sino que ademas verifica propiedades funtoriales muy conve-
nientes, como ser estable por cambios de base. Ademas, su parte de codimensiéon 1y
puede ser calculado mediante un producto alternado de determinantes.
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Como lo senial6 Jouanolou, Hurwitz demostro en 1913 (ver [Hurl3]) que, en el caso de
polinomios homogéneos genéricos fi,..., f. -y este serd nuestro contexto- el complejo
Koszul es aciclico en grados positivos si el numero de polinomios r es menor o igual al
ntmero de variables n, ya que forman una sucesion regular. Desde alrededor de 1930 se
sabe que las resultantes homogéneas se pueden calcular como el invariante de McRae de
este complejo, y a esto es a lo que nos referiamos al decir que la parte de codimensiéon
1 de § := Fitty(B,) con v > vy puede ser calculado mediante un producto alternado
de determinantes, que vienen de los diferenciales de este complejo de Koszul graduado,
en grado v con v > vj.

En la Secciéon 3 recordaremos la definiciéon de este complejo, y desarrollaremos las
herramientas necesarias para nuestras aplicaciones. En la Seccién 4 veremos, en el Teo-
rema 4.1 que el ideal 2 es primo y principal y que por lo tanto define una subvariedad
de Spec(A) de codimension 1. Luego, probaremos que 2A = anna(B,) si v > vy, es
decir, que es un A-modulo de torsion. Al final de esa seccion, mostraremos que (con
hipotesis) todo A-modulo M de torsion define un divisor div(M), y que dada una re-
solucion libre de M, este divisor puede ser calculado mediante un producto alternado
de determinantes. Como mencionamos, esta resolucion sera el complejo de Koszul de
fi,-.., fr en grado v > 1. En la Seccién 5 definiremos y estudiaremos los ideales de
Fitting mencionados, asi como el invariante de MacRae, lo que completaré el estudio
de la resultante de Macaulay.

Es importante entender la diferencia que estamos marcando entre los ideales 2 y
$: Mientras que el primero es principal e irreducible y describe la imagen cerrada de
7 : Proj(B) — Spec(A), el segundo no lo sera y describe la imagen de Fitting de ,
pero el divisor asociado a § coincide con 2 lo cual dice que la parte en codimension 1
de V(§) coincide con V(2l), y en particular como conjuntos también coinciden.

Como ya se dijo, a lo largo de estas notas, estudiaremos la relacion y propidades
de estos dos ideales, ya que, como mencionamos, el primero es més intuitivo geomé-
tricamente, pero el segundo presenta mejores propiedades algebraicas. Un estudio mas
detallado sobre imagenes cerradas e imagenes de Fitting se puede encontrar en [EHO0O,
Cap. V.

Notacién. En estas notas, los anillos serdn todos conmutativos y con unidad, éstas
son hipotesis habituales en el area, aunque parte de la teoria pueda desarrollarse sin
ellas.

Cuando llamemos A a un anillo, en general estaremos pensando en que A es el anillo
de coeficientes universales Z[{U;,}] o un anillo de coeficientes arbitrario, pero esto
es simplemente una intuicion que deberia ayudar al lector a entender la geometria de
fondo. En general A no sera provisto de una graduacion, y por lo tanto el esquema que le
asociaremos sera Spec(A). Cuando querramos indicar que A es un cuerpo, comtinmente
escribiremos k en lugar de A.

El anillo R, por lo general serd un anillo de polinomios en n variables X;, con coe-
ficientes en A o en k. Nos interesard dotar a R de la graduacion habitual, donde
deg(X;) = 1y deg(a) = 0 para todo a € A. Esta graduacién nos permitira definir en
R el ideal maximar irrelevante de elementos de grado positivos R, = (Xq,...,X,) ¥
geométricamnte le asociamos a R el esquema proyectivo Proj(R) que se escribe P! o
]P’Z’1 seglin corresponda.

Notaremos con fi,..., f. al conjunto de R polinomios homogéneos, en n variables
X;, con coeficientes en A, es decir, elementos homogéneos de R. Tipicamente f; tendréa
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grado d;, es decir, f; € Ry,. Estudiaremos principalmente el caso en que r = n, y
que forman una sucesion regular en R. Esto dice que el cociente B := R/I es una
interseccion completa.

Frecuentemente escribiremos,

fi= Z ua,iXa

loo|=d;

con Uy; € A, a = (g, ...,qp), |o) =ag+ -+ a,, X=X X"y fai €A
para todo a y todo i. También nos permitiremos reemplzar las u,,; por U, ;, cuando
querramos indicar que son variables. Es decir, la diferencia radica en que en el primer
caso tenderiamos a creer que estan especializadas y que A es un anillo de coeficientes
cualquiera, mientras que en el segundo no lo estan y A = Z[{U;,}] es el anillo de
coeficintes universales.

En cualquier caso, escribamos I := (fi,...,f,) C R;, ideal homogéneo de R, y
B := R/I. Como I es homogéneo, B es un R-mo6dulo graduado, con la graduacion
heredada de R. Escribiremos Proj(B) para denotar el subesquema de Proj(R) definido
por I, que cominmente se escribe V().

Mas en general, dado un ideal J de un anillo S, escribiremos V(J) par denotar
Spec(S/J). También, si S fuera un anillo graduado estandar y J homogéneo, V(J)
podré denotar Proj(S/.J). Esta notacion es habitual y hace referencia a la intuicion de
pensar V'(J) como una subvariedad del espacio afin o proyectivo asociado al anillo de
polinomios S definida por “los ceros” de f, donde f recorre todos los elementos de J.

1. RESULTANTE UNIVARIADA

En esta primera parte, estudiaremos la resultante de dos polinomios univariados y de
dos polinomios homogéneos en dos variables. Esta teoria clasica que data del siglo XIX
nos permitird comprender con facilidad el contexto geométrico y algebraico de la teoria
de eliminacién general, asi como de remarcar el caracter universal de la resultante.

1.1. Definicién. Sea A un anillo conmutativo con unidad. Sean f, fo € A[X] dos
polinomios de grado dy, ds > 0. Escribamos

dy da
(1.1) [X) =) aX!, y fo(X) =) biX"
=0 =0

A estos dos polinomios les asociamos la matriz Sylvester definida como sigue.

Definicién 1.1. Sean A un anillo conmutativo con unidad, fi, fo € A[X] dos polino-
mios de grado di,dy > 0, como en (1.1). La matriz

aq, 0 -+ 0 by 0 - 0
Ad,—1 Qg : © ba, :
: ag,—1 - 0 by
Syl(fi, f2) = ag : ag, 0 b 0
0 ag ag,1 0 - b,
0 0 o a0 0 - b

de (dy + dy) x (dy + dz) con coeficientes en A, se llama matriz de Sylvester de fi, fa.



INTRODUCCION A LA TEORIA DE ELIMINACION 93

Definicién 1.2. Sean fi, f» € A[X] dos polinomios de grado dy, ds > 0. Definimos la
Resultante de Sylvester de fi, fa, como

Resx (f1, f2) = det(Syl(f1, f2))

1.2. Propiedades elementales. Los polinomios fi, fo definen un morfismo de A-
modulos

(1.2) AlX)ct, ® AlX]ct, —> AlX)caria,
(h1,ha) = hifi + hafo

En estos términos, la Proposicion 1.3 dice que Resx(f1, f2) € im(9). Ademas, es facil
ver que la matriz de 0 en bases canonicas coincide con la matriz Syl(f1, f2) (ver ejercicio
2).

Proposicion 1.3. Sean fi, fo € A[X] dos polinomios de grado di,ds > 0. Entonces,
existen dos polinomios hy, hy tales que deg(h;) < d;, i = 1,2 y Resx(fi1, fo) = fih1 +
fahoy € A[X].

Demostracion. Es inmediato verificar que se tiene la siguiente igualdad de vectores
(Xhrdmt xhrd=l X D) SYIf, o) = (X2 f1, o XL L, XD fay oo, X fa, fo)
Desarrollando la regla de Cramer se tiene que
Resx(f1, f2) - 1 = det M,

donde M es la matriz que se obtiene a partir de Syl(fi, f2) reemplazando la tltima fila
por el vector (Xdel, . ,Xfl, fl, Xdlfg, Ce ,ng, fg)
Calculando det(M) por la tltima fila, se tiene lo buscado. O

Para polinomios sobre un anillo integro, se tiene el sigueinte resultado, que es una
de las motivaciones principales para el estudio de las resultantes.

Proposicion 1.4. Sea A un anillo integro con cuerpo de fracciones K. Sean fi, fo €
A[X] dos polinomios de grado dy,dy > 0 y sea O un morfismo de A-mddulos como en
(1.2). Entonces son equivalentes

1. 0 es inyectivo,

2. ResX(fl, fg) 7& 0,
3. f1 y fa son coprimos en K[X].

Demostracion. La equivalencia entre los puntos 1. y 2. se desprende del Ejercicio 3.
Para ver que 1. y 3. son equivalentes, supongamos primero que f; y fs son coprimos en
K[X], y que existen polinomios h; y hy tales que deg(h;) < d;, i = 1,2,y d(hy, hy) = 0.
Esto ultimo dice que hyfy = —haofs, v entonces, filho v fa|h1, de lo cual se deduce,
observando los grados, que hy = hy = 0. Si f1 ¥ f2 no son coprimos en K[X], entonces
existe un polinomio h de grado positivo tal que f; = hg;, con deg(g;) < deg(f;) = d;,
1 =1,2. Sea d € A el producto de los denominadores de ¢; y ¢». La no-inyectividad
de O se defuce del hecho que 0 = d(fof1 — fif2) = h(g2f1 — g1f2), es decir de que
0 # (gg, —gl) € ker(a) O

Como consecuencia de esto se tiene que Resx(f1, f2) # 0 siy solo si f; y fo tienen
una rafz comun en una extension algebraica de K (ver Ejercicios 4 y 5).

Si introducimos una nueva variable Y para homogeneizar a los polinomios fi, fa,
podemos definir la resultante homogénea de dos polinomios homogéneos bivaluados de
la siguiente forma:
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Definiciéon 1.5. Sean fi, fo € A[X, Y] dos polinomios homogeéneos de grado dy, ds >
0. Definimos

Resxy (f1(X,Y), f2(X,Y)) := Resx(f1(X, 1), fo(X, 1)).

1.3. La universalidad de la resultante. Una de las propiedades méas importantes
de la resultante, es su caracter universal. Para ello, escribamos

(1.3) Z a X',y fo(X Z b X",

y sea A = Zag, ..., aq,,bo,- . ,bd2] el anillo de pohnomlos en d; + dy + 2 variables,
llamado anillo de coeficientes universales de f1, fo. Sea k un anillo conmutativo con
unidad, y € : A — k un morfismo de anillos que se extiende a € : A[X] — k[X] poniendo
e(X) = X.

Considere el siguiente diagrama:

Resx

(1.4) A[X] x A[X]E2A

k[ X] XE:[ ]Rel#&ﬁ

La universalidad de la resultante se traduce a decir que el diagrama (1.4) conmuta,
es decir que, dados dos polinomios fi, fo € A[X] como en (1.3)

Resx (e(f1),€(f2)) = € Resx(f1, f2) € k.

Esta propiedad de la resultante es una de las propiedades principales que desearemos
conservar al extender la teoria al contexto multivaluado.

La intuicién detras de esta propiedad esencial es que una especializaciéon de coe-
ficientes corresponde a un morfismo de evaluacion ¢ : A — k. Por ejemplo, si p es
un primo de A, podemos considerar el morfismo €, que resulta de la composicién
A — A, = k(p) :== A,/pA,, donde el primero es el morfismo inyectivo de localizacion
en p y el segundo es pasar al cociente por el nico ideal maximal de A,. El morfismo
€p corresponde a “una evalucion”. Esto es claro si p = m es maximal, ya que en ese
caso k(m) := Ay /mA, = A/m. Interpretamos geométricamente al morfismo ¢, como
la inclusion del punto Spec(k(p)) en Spec(A).

Gracias a esta universalidad, podremos concentrarnos en estudiar las propiedades
de la resultante sobre el anillo de coeficientes universales Z[{U;,}|, y luego deducir
propiedades en otros contextos mediante un cambio de base (o aplicando un morfismo
de evaluacion e).

Ejercicios.

1. Sean f1, fo € A[X] dos polinomios de grado dy,dy > 0. Entonces Resx (f1, f2) =
(—1)%% Res (fo, f1).

2. Probar que la matriz de 0 definida en (1.2) en bases candnicas coincide con la ma-
triz Syl(f1, f2) v deducir que Resx(f1, f2) € im(0). Comparar con la Proposicion
1.3.

3. Sea 9 : A" — A" un morfismo de A-mo6dulos. Sea M la matriz de 0 en dos bases
cualesquiera de A™. Entonces 0 es inyectivo sii det(M) # 0.

4. Sea A un anillo integro con cuerpo de fracciones K y sean f1, fo € A[X]. Entonces
Resx (f1, f2) # 0 si y solo si fi y fo tienen una raiz comin en una extension
algebraica de k.
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5. Sea k un cuerpo y fi, fo € k[X]. Entonces, dimy ker Syl( f1, f2) = deg(ged(f1, f2))

2. TEORIA DE ELIMINACION

En esta seccion demostraremos el Teorema Principal de la Teoria de eliminacién. Este
puede formularse en un lenguaje geométrico, como haremos en la primera parte, y en
uno mas algebraico como haremos mas adelante. En la Seccion 4 relacionaremos estos
resultados con lo que llamaremos la resultante homogénea o resultante de Macaulay.

Sea A un anillo (conmutativo con unidad). Consideremos el anillo de polinomios
R:= A[Xq,...,X,], con la Z-graduacion dada por deg(X;) = 1 para todo i y deg(a) =
0 para todo a € A, y escribamos R, := (Xj,...,X,) el ideal irrelevante de R.

Sean f1,..., f, elementos homogéneos de R, con deg(f;) = d; para todo i. Concreta-
mente, cada f; se escribe de la forma

fi = Z ua,iXa

l|=d;

con Uy, € A, a=(ag,...,0n), | =0+ +a,, X=X - X3y fo; € A para
todo a y todo 1.

Escribamos [ := (fy,..., f.) C Ry, ideal de R, y B := R/I. Como I es homogéneo,
B es un R-moédulo graduado, con la graduacion heredada de R.

Antes de continuar, permitdmosnos observar algunas propiedades del anillo cociente
B que seran de utilidad.

Observacion 2.1. Sea B := R/I el anillo graduado, con By = Ry/(I N Ry). Se tiene que

1. Como I N A =0, entonces By = A.
2. B esta generado como anillo por A y Bj.
3. Para todo entero no-negativo d, By es un A-mo6dulo finitamente generado.

Trabajaremos, frecuentemente en el contexto universal, es decir, supondremos que
los coeficientes u,; son variables, que notaremos U,;, y el anillo A serd el anillo,
A:=7Z[U,; i=1,...,r |a| =d,], de coeficientes universales de los polinomios f;.

2.1. El Teorema Principal de Eliminacién geométricamente. Obsérvese que
los elementos f; son polinomios en las variables X, con coeficientes en A, con los
cual A puede ser pensado como el anillo de coeficientes que parametriza al sistema
{fi =+ = fu =0}, del cual queremos eliminar las variables X;’s.

Desde un punto de vista geométrico, siendo B un anillo graduado con coeficientes
en A, se tiene que:

Proj(B) < Proj(R) :=P""" =P}~ ! x Spec(A).

Esta inclusion de esquemas esta inducida por el morfismo suryectivo de anillos R —
B que consiste en pasar al cociente por [.

Asociado al espacio P! hay una proyeccién natural 7 : P! — Spec(A). La res-
triccion de m a Proj(B), 7 : Proj(B) — Spec(A) define un subesquema (cerrado) de
Spec(A), Z = w(Proj(B)). El ideal de definicion de Z en Spec(A), que notaremos 2,
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estd dado por el niicleo del morfismo natural de anillos asociado a la proyeccion m, es
decir:

A := ker(A — T'(Proj(B), Oproi(n))) = ker(A — [ [ Bix,)

= (I :5 (Ry)®*)NA=Hp (B)o.

La primera igualdad se deduce de que cada seccion s € I'(Proj(B), Opyoj(p)) esta univo-
camente determinada por sus restricciones a cada abierto afin D*(X;) = Spec(Bx;)).
La segunda y tercera igualdad es simplemente observar que

Hy, (B) == J(0:5 (Ry)") = ker(B — [ [ Bix,))
>1 i

y que A se incluye en B en grado cero, es decir, que

ker(A — [ [ Bix,)) = ker(B — [ [ Bix,)) N A = Hy,, (B)o.

A partir del razonamiento anterior concluimos que el proceso de eliminacion consiste
en calcular Hy (B)o. Es interesante notar que Hy (B) = (I :z (Ry)")/I = I*/I,
donde I*** es la saturacion de I respecto del ideal irrelevante R,. El lector mas fa-
miliarizado con la teoria de esquemas, podra observar que los anillos B y B/H%JB)

definen el mismo subesquema proyectivo de IP’Z_I.
Definicion 2.2. Definimos el ideal eliminante de I como
A= HY, (B)o = (I :a (R)).

Si A es el anillo de polinomios k[Uy,...,Uy], Spec(A) = A} el espacio afin de
dimesnién m sobre k. Sea IP’Z_l el espacio proyectivo de dimension n sobre k. El espacio
producto ]P’Z_l x A", viene provisto de sus dos proyecciones naturales, y nos centraremos
en estudiar la proyecciéon respecto de la segunda coordenada, que llamaremos 7, definida
como 7(z,y) =y € A}". Sea

W= {(z,y) € IP’Z_l x A7': fi(z,y) =0, Vi}

un subconjunto de Py~ x AT,
Lo anteriormente dicho demuestra el siguiente resultado:

Corolario 2.3. Con la notacion precedente, se tiene que
(W) =V ().

En la subseccion siguiente daremos una herramienta necesaria para calcular un (el)
generador del ideal eliminante 2I.

2.2. Sobre la R, -torsién de B. Pasaremos ahora a dar una interpretacion del
ideal 2 en término de anuladores.

Lema 2.4. Se tiene la siguiente igualdad de ideales de A

A= Hpy, (B)o = | Janna(By).

>1
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Demostracion. Para cada par (v, /) € Z220= definimos el morfismo A-lineal
@V’g : Bl, — HOmA(Bg, By+g>

definido por ©,,4(b) = (¢ c¢-b),conbe B,,c€ Byy c¢-b € B,4y.
Como Hp, (B) := (0 :5 (Ry)"), se tiene que para cada v > 1,

(2.1) Hy, (B), = | Jker(6,,).

>1
Como I C R, entonces AN T =0y por lo tanto By = A, con lo cual
(2.2) ann(By) = ker(0g,) para todo £ > 0.
A partir de (2.1) y (2.2) se tiene que Hp, (B)o = Uy, anna(By). O

Obsérvese que como B esta generado en grado 1 como se mencioné en la Observacion
2.1, el morfismo de multiplicacion By ® By — Byi1 : ¢1 ® ¢ — cicq es suryectivo, y
todo elemento ¢ € Byyq puede ser descompuesto como ¢ = ) . ¢} ® ¢j. Con la notaciéon
del Lema 2.4 , dado b € ker(0,,) se tiene que be = b(>_, ¢t ® ch) =Y, ¢l @ bch =0 en
By 4e41 y por lo tanto, se tiene para cada (v, f) € Z2, la inclusion

ker(©,,) C ker(0,,s41).

Esto dice que anny(By) C anna(Bey1) para todo £ > 0, y por lo tanto Hp, (B)o puede
ser calculado mediante el colimite filtrante lim ann,4(By).
o
Una pregunta que surge en este punto es ;Existe un valor de ¢ a partir del cual esta
cadena ascendiente de anuladores se estaciona? ;Cual?
El siguiente resultado responde la primera pregunta, el Lema B.4 responde a la
segunda cuando [ esti generado por una sucesion regular.

Lema 2.5. Sea vy > 0 un entero tal que H%+(B)l,0 = 0. Entonces, para todo entero
(>0 se tiene que
anny(B,,) = anny(Byyie).

Demostracion. A partir de (2.1), con la notacion del Lema 2.4 y la hipotesis sobre v,
se tiene que
0=Hp, (B = Jker(O,,0),
>1
de lo se obtiene que ker(©,,,) = 0 para todo ¢ > 1. Repitiendo los argumentos ante-
riores, se tiene que si a € anny(B,,+¢) entonces aB,, C ker(0,,,) = 0 para todo ¢ > 0.
Luego aB,, = 0y se concluye que a € anny(B,,). O

Obsérvese que un tal entero v > 0 tal que Hy (B) siempre existe ya que H%+(B)
es un R-modulo de torsion (ver Ejercicio 2) y serd estudiado en el Lema B.4 cuando [
esta generado por una sucesion regular.

El lema anterior prueba que una vez alcanzado un entero 1, para el cual H%+ (B),, =
0, entonces el ideal eliminante 2 puede ser calculado como annx(B,,), y lo resumimos

en el siguiente corolario. Un tal entero 1 se llama indice de saturacion de I, ya que
Isat =7
v9g ~ “Tro-

Corolario 2.6. Sea vy > 0 un entero tal que I2* = 1,,. Entonces,
A = anny(B,,).
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2.3. El Teorema Principal de eliminaciéon. Recordemos que el Lema 2.4 nos
permitia escribir al ideal eliminante 2 en término de anuladores, de la siguiente forma

A= Hpy, (B)o = | Janna(By).

>1
Es facil ver que el ideal 21 también puede ser escrito como sigue
(2.3) A={fecA: fX! €I, paratodo iy algin £ > 1}.

El siguiente resultado es conocido como Teorema Principal de Eliminaciéon y consti-
tuye el resultado principal de esta seccién.

Teorema 2.7 (de Eliminacion). Sea A un anillo conmutativo, R = A[Xq,..., X,],
I C Ry un ideal homogéneo de R, 2 su ideal eliminante, k un cuerpo y p: A — k un
morfismo de anillos. Entonces p(2) = 0 sii existe un cero no-trivial de I en k.

Para demostrar el teorema anterior, haremos uso del siguiente lema:

Lema 2.8. Sea A un anillo conmutativo, M un A-mddulo de tipo finito, k un cuerpo
y p:A— k un morfismo de anillos. Entonces, M ®4 k # 0 sii p(anna(M)) = 0.

Demostracion. Si existe un elemento a € anns(M) tal que p(a) € p(anns(M)) es no
nulo en k, entonces p(a) anula M ®4 k ya que a anula a M. Como M ®4 k es un
k-espacio vectorial, entonces no tiene torsion, entonces deberia ser M ® 4 k = 0.

Veamos que si M ®4 k # 0 entonces p(anny(M)) = 0. Para ello, supongamos que
M ®4 k # 0. Como M es de tipo finito, existe una sucesion exacta de la forma

0— K - A” s M — 0.

Tensorizando por k se obtiene la sucesion exacta

Ko kD% s Mo,k — 0.

El hecho de que M ®4 k # 0 dice que ¢ ® idy, : K ®4 k — kP es suryectiva. Luego,
existen elementos ay, ..., a, € K tales que la familia {c(a;) ®q k, ..., t(a,) ®, k} es una
base de kP. Sea [a] = [a4]- - - |a,] € Mat, ,(A) la matriz de multiplicacion por ay, ..., a,
en base canonica. La observacion anterior nos dice que p([a]) es una matriz inversible,
y que por lo tanto det(p([a])) # 0, y como p es morfismo, det([a]) # 0. El Ejercicio 3
dice que det([a])A? C K y por lo tanto, 0 # det([a]) € anna(M), lo cual prueba que
anny (M) # 0. O

Estamos ahora en condiciones de demostrar el Teorema 2.7.

Demostracion del Teorema 2.7. Supongamos que existe 0 # ¢ € k", que es un cero
comun de I, es decir, p(f)(¢) =0 en k C k para todo f € I. Sea f € A, como vimos
en (2.3) se tiene que fX! € I, para todo i y algin £ > 1. En particular, se tiene que

p(fX))(C) = (p(H)X)(C) = p(f)G = 0.
Como ¢ # 0, existe un i tal que ¢; # 0, de lo cual se deduce que p(f) = 0. Esto prueba
que p(A) = 0.
Supongamos ahora que p(2) = 0, y consideremos B = R/I. Recordemos que (por
la Observacion 2.1) B es graduado con By finitamente generado como A-modulo para
cada d y B como anillo esta generado por Ay By. Ademas, se tiene que la multiplicacién

Bl®ABd—>Bd+1ib®bll—>bb/
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es suryectiva. El Lema 2.4 dice que A = J,», anns(By), vy entonces para d > 1
anny(By) = 0, y por lo tanto p(anny(B,)) = 0. Aplicando el Lema 2.8 con M =
ann,(By) se tiene que By ®4 k # 0.

Tensorizando B con k sobre A se tiene B’ := B ®4 k, que es graduado y que verifica
que B = k y que B/, es un k espacio vectorial no nulo de dimensi6n finita. Ademés
By esta generado por {zi,...,x,}, siendo z; la clase de X; en B’, y el morfismo de
multiplicacion B} ® 4 B) — B}, : b® > bb' es suryectivo. De esta forma, si existiera
un entero ¢ tal que zf = 0 en B’ para todo i, se tendrfa que B/ = 0 para todo
d>n(f{—1)+1, lo que contradiria la no nulidad de B),.

Esto dice que existe un elemento ¢ € B} tal que 0 # (¢ € B/, para todo d > 1.

Supongamos que 1 — ¢ € B’ fuera inversible, es decir, que existe o € B’ tal que
(1-Co=1yo=>",0 con o; € B. Desarrollando se tiene que oo + Y .-, (0; —
Coi_1) — (o, lo cual prueba que oy = 1, 0; = (o es decir que o; = (' para i =
1,...m— 1,y que (™" = 0, lo cual es absurdo. Esto prueba que 1 — ¢ € B’ no es
inversible en B'.

Como 1 — ¢ € B’ no es inversible en B’, existe un ideal maximal m que lo contiene.
Sea L = B’/m el cuerpo cociente y ' : B’ — L la proyeccion natural. Claramente
(¢) =1, y la restriccion de 7’ a B} = k da un morfismo natural ¢ : k < L C k.

El diagrama conmutativo

muestra que el morfismo 7' se levanta a un mofismo 7, que a su vez se levanta a un
morfismo e. El morfismo ¢ : R — L C k satisface que €(X;) = 7'(z;). Definiendo
G = €(X;) € L, se tiene que ((1,...,(,) € k', v que f(¢h, ... ¢) = 0 para todo
fel O

Ejercicios.
1. Sea R un anillo conmutativo, sea [ un ideal de R y M un R-mo6dulo. Entonces
(0 ‘M IE) = HOIHR(R/Ié, M)
2. Sea R un anillo graduado y M un R-mo6dulo de R, -torsion. Entonces, existe un
entero vy tal que Hy (M), = 0 para todo v > vj.
3. En el contexto de la demostracién del Lema 2.8, pruebe que det([a]) AP C K.

3. EL coMPLEJO DE KOSZUL

El complejo de Koszul fue primeramente introducido por Jean-Louis Koszul para
definir una teoria de cohomologia para algebras de Lie, y result6é ser una construcciéon
homolo6gica muy valiosa para el algebra conmutativa.

En esta seccion, supondremos que R es un anillo conmutativo, con unidad (y no
necesariamente noetheriano ni local por ahora). Sea M un R-mo6dulo.

Si y es un elemento de R, entonces el endomorfismo de R-moédulos, multiplicar por

y (que se denotara con y), nos da un complejo: Ko(y) : 0 = R % R — 0, que resulta
ser el complejo de Koszul asociado a y.
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Este caso simple ilustra dos propiedades importantes del complejo de Koszul. Si se
indexa con la posicion cero a la copia de R que esta a la derecha y con uno a la que esta a
la izquierda, se puede observar que la homologia en lugar cero es la imagen homomorfica
de R modulo los multiplos de y. Mientras que la homologia en primer lugar representa
el anulador del elemento y. Es decir: Hy(Kd(y)) = ann({y}) y Ho(K.(y)) = R/R(y).

Supongase ahora que se tienen dos elementos x,y en R, considérese la sucesion
(ordenada) z,y, que se puede pensar como un vector en R?. Se construye el complejo
de Koszul, K.(z,y), asociado a la sucesion z,y, de la siguiente forma:

Ko(z,9): 05RARABR 0.

Donde los morfismos dy y 1 son tales que dy es la matriz vertical (x,y)" y 0; es la
matriz horizontal (—y, x). La condicion (x,y)" - (—y,z) = 0 dice que K,(z,y) resulta
ser un complejo.

Mas generalmente, dados elementos xy,...,x, del anillo R, se construye el com-
plejo de Koszul asociado a la sucesion (importa el orden) zy,...,z,, denotado por
K.(z1,...,x,), como el producto tensorial en la categoria de R-complejos de los com-
plejos Kq(z;), para cada i. Asumiremos ahora que los productos tensoriales, y las
construcciones de algebras simétricas y exteriores son como R-moédulos.

Recordemos que el producto tensorial de complejos se define de la siguiente forma:
Dados F, y G, dos complejos de cadenas de R-moddulos, acotados inferiormente.

Fo: = FYF " yG,: ~~—>G¢3G¢71%—_>1'--

Se tiene el siguiente diagrama asociado al producto tensorial:

1®Y;_1 1®v;-1 1®v;-1
1 © Gj—fL@l'E X Gj—lL@I'F'—l X Gﬁiﬁ' -
1®Y; 1@, 1®y;
= ®G; p®l F,® G e Fiy ;—>_1®1 e
1®y;4+1 1®¢j41 1®vj11
i1 ® Gj+fﬂiFi ® Gj+1@—i®>1Fi71 ® Gﬁiﬁ* -
1®vj42 Yiva 1®Yj42

El complejo total asociado a este complejo doble se lo llama complejo producto tensorial
de F, v G, y se lo escribe F, @z G4 : - -- ¢k$2 Dyiq %41 Dy, ﬁ Dy, ¢k—_>1 .-+, donde
Dy, = ®i+j:k F; ® G, y los morfismos ¢;, estan definidos de la siguiente forma:

Pelrwa;  Fi® G — F, @G,

¢k|Fi®G_7 = ©Qi-1 ® 1, sir=1—1

Oklroc, = (—1)'1®@ Y, sis=j—1

¢r|Fec, = 0, en caso contrario.

Se verifica facilmente que con estos morfismos F, ® g G, es un complejo de cadenas,
que es el producto tensorial de F, con G, en la categoria de complejos.

Como se comento antes se puede obtener el complejo de Koszul asociado a una suce-
sion arbitraria (finita), =1, ..., x,, de elementos del anillo R, Kq(z1, ..., x,), mediante
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la tensorizacion de los complejos Kq(z;), es decir

Ko(z1,... 1) = (X) Kal).

1<i<n

De esto se deduce que como el producto tensorial de complejos es conmutativo (salvo
isomorfismos), entonces el complejo de Koszul asociado a una sucesion, resulta inva-
riante (salvo isomorfismos) por reordenamientos en la sucesion. Es decir, dado o un
elemento del grupo de automorfismos G,,, se tiene que

Ko(z1,..20) = Q) Ka(@i) = Q) Kel@o(i) = Ke(@o1); - - - Taim))-
1<i<n 1<i<n

Esta construccién puede automatizarse usando el dlgebra exterior (cf. [Eis95]).

Recordemos (sin demostracion), algunos de los resultados mas importantes para
nuestras aplicaciones que involucran al complejo de Koszul. Las demostraciones de
estos resultados se pueden consultar en [Eis95].

Primero veamos que si bien el complejo no determina si una dada sucesion es regular
o no, determina algo aun mas importante: dada una sucesion x1, ..., x,, éste permite
determinar la longitud de una sucesion regular maximal en el ideal [ = (xy, ..., z,).

Teorema 3.1. Sea N un mddulo finitamente generado sobre un anillo R. Supdngase
que Hj(Ko(z1,...,2,) ® N) =0 para j >n—r, y que H,_,(Ke(x1,...,2,) @ N) # 0,
entonces toda N-sucesion mazimal en I = (x1,...,x,) C R tiene longitud r.

Se notara también por K(z1,...,2,; N) al complejo Ke(z1,...,2,) ® N. (Se suele
notar K&(xy,...,2,; N), cuando no se sobrentiende que el anillo de base es R).
En particular se tiene el siguiente resultado:

Corolario 3.2. : St zq,...,x, es una N-sucesion en I, que genera I. Entonces el
complejo de Koszul Ko(z1, ..., 2,; N) resulta aciclico, es decir, es una resolucion libre

del mdodulo R/I @ N.

Como es sabido, todo modulo libre es proyectivo, entonces el complejo Ko(X; N)
resulta una resolucion proyectiva del modulo R/I ®g N. De esto tltimo, tomando
homologia, se obtienen los funtores derivados del funtor = ®z NN, con lo cual, resulta
que H;(K,(X;N)) = Tor®(R/I, N).

Ademas, resulta que esta es la resoluciéon més corta posible del modulo. Como la
longitud del complejo es finita, entonces también se tiene que sélo finitas homologias
pueden ser no nulas, esto nos permite asociarle al médulo R/I ®g N un valor entero
no negativo que se denomina profundidad del médulo.

3.1. El complejo de Koszul graduado. Lamentablemente la reciproca del coro-
lario anterior es falsa en el caso general, aunque resulta cierta si el anillo de base es
local o graduado. Este ultimo es el contexto general de estas notas, ya que en nuestras
aplicaciones R es un anillo de polinomios sobre un anillo conmutativo A.

Teorema 3.3. Sea N un mddulo finitamente generado sobre un anillo local (o gradua-

do) R con ideal mazimal (o mazimal homogéneo) m. Sea xq,...,x, una sucesion en
m. Supdngase que para algin i se tiene que H;(N @ Kq(z1,...,2,)) = 0, entonces se
tiene que H;(N ® Ko(21,...,2,)) =0 para todo j > 1.

En particular si Hi(N@Kq(21,...,2,)) = 0, entonces x1, . .., T, forma una sucesion

N-reqular en m.

Esto permite dar para el caso local una versiéon maés fuerte del corolario anterior
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Corolario 3.4. Dado un anillo local (o graduado) R con ideal mazimal (o mazimal
homogéneo) m, y N un R-mddulo finitamente generado . Sea I = (x1,...,x,) un ideal
propio de R, que contiene una sucesion N-reqular de longitud n. Entonces xy,...,x,
es una sucesion N-reqular.

De aqui se deduce un resultado de importante valor geométrico, ya que éste expresa
la naturaleza geométrica del concepto de profundidad anteriormente mencionado.

Corolario 3.5. Dado un anillo R y N un R-mddulo finitamente generado, se tiene
que Si T1,...,T, es una sucesion N-reqular, entonces x1',...,x" también lo es, para
todo natural m.

Nos concentraremos ahora en estudiar al complejo de Koszul en el contexto especifico
de nuestras aplicaciones. Para ello, sea R un anillo graduado, R = ®;>0R;, M un R-

modulo graduado, e I = (21,...,2,) un ideal homogéneo de R, donde deg(z;) = d;

para todo i. Entonces el complejos de Koszul Kq(z1,...,z,; M) hereda la graduacion

de R y se escribe

Ki(zy,..,a; M) oo @ M(=d;—d;) - @ M(—d;) - M — M/T -0,
1<i<j<r 1<i<r

donde M(—d). = M,._4, y las flechas son morfismos de modulos graduados, de grado
cero.

Sea r,nydy,...,d. enteros positivos, y sean fi,..., f. polinomios homegéneous de
grado dy,...,d, en las variables X := X,..., X,, definidos como

F(X) =) UiaX,
o] =d;
para todo i =1,...,r, donde o € N,
Sea A:=Z[Uo: |a| =d;, i=1,...,r] y escribamos R = A[X].

Lema 3.6. Sir < n entonces f1,..., f, es una sucesion reqular en R.

Demostracion. Paracadai=1,...,r sea ¢ := U; .. 04 0..0) €l coeficiente correspon-
J Y Y 7( geeeyyhgyUgeeny )
diente a X" del polinomio f;.
Obsérvese que todos los coeficientes U, , restantes forman una sucesion regular en

R. Ademas, el cociente de R por estos U o es isomorfo a Zley, ..., e, ][X] vy fi = ;X%
en el cociente.
Es facil ver que en Zleq, . . ., €.][X] los polinomios X; —e€, ..., X, —¢, también forman

una sucesion regular, que el anillo cociente queda isomorfo a Z[X], y que f; = Xzfi”rl
en el cociente.

Finalmente, sabemos que X' ... X%+! s una sucesion regular en Z[X] indepen-
dientemente del orden. 0

Se tiene entonces como corolario el siguiente resultado

Corolario 3.7. Sea I = (f1,..., fn), entonces el complejo de Koszul
Ko(fi, s fusR): o= @ R(=di—d;)) = @ R(=di) = R—0,
1<i<j<r 1<i<r

es una resolucion libre graduada y finita de R/1.
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Ejercicios.

1. Sea (R, R;) un anillo local (o graduado) z1,...,x, € R,. Entonces z1, ..., x, es
una sucesion regular en R sii para todo ¢ =0,...,n — 1, 2,11 no esti en ningin
primo asociado de (z1,...,z;_1).

2. Si los elementos x1,...,x, € R forman una sucesion regular en R, entonces
). b también.

3. Siun ideal I de un anillo conmutativo Noetheriano puede ser generado por una
sucecion regular, entonces puede ser generado por un conjunto de elementos que
son una sucesion regular en cualquier orden.

4. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos, sean ry,...,r, € Sy s; := ¢(r;) € R. Si
ri,...,r, forman una sucesion regular en R, entonces para todo R-moédulo M,
Hi(Ko(ry,...,rp) @g M) = Tor? (S/(s1,...,8.7), M).

5. Sea K¢(X) el complejo de Koszul asociado a la sucesion X, y supongamos que
x; es una unidad de A. Entonces el complejo K,(X) resulta aciclico.

4. RESULTANTE

En esta seccion definiremos y estudiaremos el objeto principal de estas notas, que es
la resultante homogénea, o resultante de Macaulay.

4.1. Resultante de Macaulay. Sea r, n y dy,...,d, enteros positivos, y sean
fi, ..., [ polinomios homegéneous de grado dy, ..., d, en las variables X := X, ..., X,
definidos como
[(X) =) UiaX®,
|or|=d;
para todoi=1,...,r, donde o € N".
Sea A:=Z[U;o:|a| =d;, i=1,...,7r] y escribamos R = A[X].

Teorema 4.1. Si r = n entonces el ideal A es un ideal primo y principal de A,
generado por un elemento que llamaremos Resultante de fi,..., fn, que denotaremos

Res(f1,. .., fn), y que verifica que Res(X, ... X&) =1.

Para demostrar este teorema, vamos a seguir la demostracién dada por Jean-Pierre
Jouanolou en [Jou91]. Cabe mencionar que el anillo Z puede ser reemplazado por un
anillo conmutativo reducido, con el solo fin de que la resultante no quede definida a
menos de constantes.

Para demostrar el Teorema 4.1 anterior, nos apoyaremos en tres lemas. Antes de eso,
introducimos la siguiente notacion.

Definicién 4.2. Dado I un ideal de un anillo graduado R, con ideal irrelevante R, ,
se definen las formas de inercia de I como

TFp, (I) == | J( :r (Ry)").
£>0

Esta notacion proviene de su nombre Trdgheitsformen, en aleméan, introducidas por
Hurwitz en el contexto de la teoria de eliminacion.
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Lema 4.3. Para todo entero j =1,...,n se tiene
TFg, (1) = | JU :r X}) = ker(R — By,).
>0

Ademas, TFg, (I) es un ideal primo de R.
De la segunda parte, intersecando con A, se tiene que 2 es un ideal primo de A.

Demostracion. Sea 1 < j < n un entero, y para cada ¢ = 1,...,r, escribimos U; para
denotar al coeficiente correspondiente al monomio X;li del polinomio f;. Es decir, si
B = d;e;, siendo e; el j-ésimo vector canoénico, U; = U, g.

En el anillo R := R[X; '], el polinomio f; se escribe de la siguiente forma:

Fi(X) = XJ(Ui + ) Ui XX 4),
aFp

Sea A" 1= Z[U;jo : i = 1,...,r,a # ], con lo cual A = A'[Uj], y escribamos
Gip = Dazs Ui XX

Se obtiene asi un isomorfismo de anillos

Bx, — AX][X;': U= U — fi/ X = —gip.
Esto prueba que cualesquiera sean ¢, 7, X; no es un divisor de cero en Bx,. Entonces
la primera parte se desprende de que
ker(R — BX7> = ker(R — BXin) = ker(R — BXin> = ker(R — BX]-)

Ademés, como Z es integro, By, también lo es, y por lo tanto, TFg, (I) es un ideal
primo de R. 0

Lema 4.4. Sir < n entonces TFg (I) = 1.

Demostracion. De la definicion de TFg, (I) se desprende que TFg, (/) D I. Demos-
traremos entonces que TFg, (I) C I. Por el Lema 4.3, basta mostrar que si existe un
entero ¢ para el cual X‘f € I entonces f € I. Si que esto valiera para ¢ = 1, enton-
ces siendo verdadero para £ — 1 también se tendria para £ ya que X’ f = X, (X‘71f).
Veamos que vale si £ = 1.

Sea f € Ry escribamos

(4.1) Xof =) hifiel
i=1
Se tiene que >.'_ hif; = 0 en R := R/(X,) y los polinomios f; son genéricos en las
variables X7, ..., X, 1. Sabemos (por el Lema 3_6) que, como r < n — 1, los polino-
mios fi,..., fr forman una sucesion regular en R y entonces el complejo de Koszul
K.(f1,..., fr; R) es aciclico (ver el Corolario 3.2). Ademas, la exactitud en la posiciéon
1
= P R(—di—d) 2 @ R(~di) 2 R~ R/(ha,.... k) — 0.
1<i<j<r 1<i<r

del complejo K (f1,..., fr; R) dice que (hq,...,h,) e_ker(ao) siysolosi(hi,...,h) €
im (01 ), es decir, si existen (..., R} ;,...) € Di<icj<n—11(d; — d;). Esta dltima condicion

es equivalente (Ejercicio 1) a que exista una matriz antisimétrica H € Mat, ,.(R) tal
que

H-(Frv ) = (B, o),
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Interpretando R como R’ := AlXy,...,X,1], y H € Mat, . (R') definimos g; € R de
forma tal que

H'(fh'"?f?”)t:(gla"'vgr)7

donde §; = h; para todo i, es decir que que existe para cada i, existe un polinomio p;
tal que h; — g; = X,p;- Ademas, como H es antisimétrica, se tiene que »_ f;g; = 0.
Retomando la ecuacion (4.1), se tiene

(4.2) Xof = Z(gi + Xopi) fi = Zgifi + Xn Zpifi~
i=1 i=1 i=1
De (4.2) se deduce que X,,f = X,,>_._, pifi en R o equivalentemente (ya que X,, no es
divisor de ceros en R) f ="' pif;, es decir, que f € I. O

Lema 4.5. Supongamos r =n y sea f € TFr, (I) € R. Entonces f € I ¢ f depende
de todos los coeficientes U, ,, de todos los f;.

Demostracion. Sea U = U, , un coeficiente cualquiera, es decir, fijemos algtn 7 y algin
a. El coeficiente U corresponde al monomio X que aparece en f;. Supongamos ahora
que f € TFg, (I) no depende U, y veamos que f € I.

Escribamos g; := f; — UX® y consideremos el morfismo de algebras ¢ : Rx,..x, —
Rx,..x, definido como U — —g;/X*, U;p — U,z si (7,5) # (i,a) y X; — X, para
todo j. Obsérvese que ¢(f;) = 0 para todo i, y que como f y f; no dependen de U si
j # 1, entonces ¢(X! f) = X! f para todo { y &(f;) = f; para todo j # i.

Como f € TFg, (I), se tiene que X' f = >, h;f; € I para algin ¢ € N. Aplicando
¢ a la identidad anterior, usando que ¢(f;) = 0, ¢(f;) = f; si j # i, y escribiendo
h; := ¢(h;) se tiene que

O(Xf) =Y Mifi € Rx.ox,.
J#i
Multiplicando por una potencia conveniente X? de las X,’s se obtiene la siguiente
igualdad en R

XPo(XLf) = X XLf =D Mif; € R

J#i
Esto altimo dice que si escribimos " := (f1, ..., fi_1, fit1,- .., [n) €l ideal generado por
n — 1 polinomios, entonces f € TFg, (I'). El Lema 4.4 aplicado con r = n — 1 nos dice
que TFg, (I')=1"C 1. O

Vayamos entonces a la demostracion del Teorema de eliminacion.

Teorema 4.1. Si r = n, entonces el ideal A es un ideal primo y principal de A,
generado por un elemento que llamaremos Resultante de fi,..., f,, que denotaremos
Res(fi,. .., fa), y que verifica que Res(X, ... X&) =1.

Demostracion. Sea U = U, , un coeficiente cualquiera, y escribamos A" := Z[U;z :
(7,8) # (i,)]. Con esta notacion, A = A’'[U]. Como I N A = 0, el Lema 4.5 dice que
todo 0 # f € A satisface que degy(f) > 1. Definamos entonces

s :=min{deg,(f) : 0 # f € A}.
Sea f € A que satisface deg (f) = s. Como A’ es factorial, entonces existe una facto-
rizacion f =[] ¢; en finitos ¢;, con ¢; primo en A’
Como TFg, (1) es in ideal primo por el Lema 4.3, entonces A = TFg, (1) N A, lo
cual implica que existe un i tal que ¢; C 2. Como ¢;|f, se tiene que 1 < deg;(¢;) <
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degy (f) = s. Como ¢; € A, por definicion de s se tiene que deg(¢;) = degy(f) = s.
Esto prueba que existe un elemento primo t:= ¢; € 2.

Veamos ahora que 2 = tA. En efecto, como A’ es integro, dado g € 2, podemos
escribir en A, tg = ut + v, donde t,u € A" y v verifica que v = 0 6 deg;(v) < s. Como
v=1tg —ut, entonces v € A C Ay ANIT =0, si v # 0, entonces por el Lema 4.5 v
depende de todos los coeficientes de los f;, en particular depende de U, pero la elecciéon
de s, se tendria que degy(v) > s, lo cual lleva a una contradiccion. Entonces se tiene
que v = 0 y por lo tanto tg = ut. Como t no depende de U y R tiene grado positivo
en U y es primo, entonces t|g

Como esto vale para U arbitrario, se tiene que t es tnico a menos de un elemento
inversible de A’, es decir, de Z. Este elemento es 1 por la normalizacion elegida en el
enunciado. 0

4.2. Resultante y divisores. Hemos visto en el Lema 3.6 que si fi,..., f. son r
polinomios genéricos y r < n, entonces es una sucesion regular en R. El Corolario 3.7
dice que entonces el complejo de Koszul Ko(f1,. .., f; R) es un complejo de R-modulos
aciclico, y en particular, complejo Koszul es aciclico en grados positivos si el nimero
de polinomios r es menor o igual al nimero de variables n

Veremos ahora como anny(B,) puede ser calculado mediante un producto alternado
de determinantes, que vienen de los diferenciales de este complejo de Koszul graduado,
en gradov > vy :=> (d; — 1)+ 1.

En la Seccién 4 vimos, en el Teorema 4.1 que el ideal 2 es primo y principal y que
por lo tanto define una subvariedad de Spec(A) de codimension 1. Luego, probamos
entre el Lema 2.4 y el Corolario 2.6 que 2 = annx(B,) si v > vy, es decir, que es un
A-modulo de torsion.

Mostraremos ahora que todo A-mdédulo M de torsiéon con A un dominio noetheriano
y factorial, define un divisor div(M), y que dada una resolucion libre de M, este divisor
puede ser calculado mediante un producto alternado de determinantes.

En lo que sigue, solo nos interesara la estructura de A-moédulo de los objetos. Es
importante que el lector tenga en cuenta que si bien lo que desarrollaremos en esta parte
es general para cualquier A-mo6dulo con A un dominio noetheriano y factorial, nuestro
es interés esté en el caso en que A es el anillo de coeficientes universales de n polinomios
genéricos, M = B, con v > 14 y la resolucion libre Fy de M es Ko(fi,..., fr; R), con
v 2 .

Sea A un dominio noetheriano y factorial con cuerpo de fracciones k.

Definiciéon 4.6. Sea A un anillo noetheriano y factorial y sea M un A-modulo de
torsion de tipo finito. Denotemos por div(M) al divisor asociado a M:

div(M) = > ((Mp)p,
peassa (M) ht(p)=1

donde assa(M) = {p € Spec(A) : Im € M,anns(m) = p} es el conjunto de primos
asociados a M, ht(p) es la altura de p y ¢(M,) la longitud de M.

Definicién 4.7. Si [ es un ideal de A, la parte principal de I, que frecuntemente se
denota por [I], consiste en el ged de los generadores de 1.

Obsérvese que aca entran la hipotesis de factorialidad requerida sobre A, asi como
la finita generacion de I, que estd garantizada por la noetherianidad de A.
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Con esta notacion, si el ideal I se descompone en factores irreducibles de forma tal
que su parte principal es [I] = [[, pt, entonces div(A/T) = 32, lip;.

Teorema 4.8. A un dominio noetheriano y factorial y Fo un complejo finito de A-
modulos libres finitamente generados. Escribamos

On On— 15) 15)
F.:00F, 2% F, 1= .. 25 F-5F—>0

y supongamos que F; = B, (1O F;, By = E,41 =0, 0, = (Zp fp> , donde ¢, : E, — E,
p Cp
es un endomorfismo inyectivo. Entonces, H;(F,) es un A-mddulo de torsion par todo

(]

> (—1)'div(H;(F.)) = > (—1)' div(det ¢;).

% 7

En particular, si F, es aciclico, la parte principal de Hy(F,), [Ho(F.)], estd dada
por el elemento [[,(det ¢;) D" de A,

Demostracion. Sea k el cuerpo de fracciones de A. Debemos probar que H;(F,) es un A-
modulo de torsion par todo ¢, para ello, veamos que H;(F,)® 4k = 0. Como A es integro,
k es la localizacion en el ideal 0, es playo sobre A, entonces H;(Fo) @4k = H;(Fe®4k).

Ademas, la homologia of FF ®4 k es cero porque 0; ® 1 restringido a F; ®4 k es un
automorfismo. Entonces H;(F,) es de torsion para todo i.

Sea 0, = (8 é), entonces el complejo (F,,d,) tiene homologia cero. Definimos la

¢it1 0
Ci+1 1

(ai &\ (Piqr O\ (0 @i\ (¢ O\ (0 I\ /
L O 1 (o R I R (A I CRA RS EL

Esto dice que {f;} definen un morfismo f, : (Fs,d,) — (F, 0s).
Ademas, f; es inyectiva y coker(f;) puede ser identificado con coker(¢;,1). Los mor-
fismos 0; y 0 inducen morfismos ©,,; de acuerdo al siguiente degrama

aplicacion fn =1d, fi = ( > : F; — F; para todo ¢ < n. Como

0;
coker(¢i1 )~ = =coker(¢;)

0;

F; Fiq
fit1 fi
. 9;
Pi Fl'fl

Esto dice que se tiene una sucecién exacta corta de complejos

(4.3) 0 — (F.,d.) 25 (F.,.) — (coker(s), 0.)[1] — 0.
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que se escribe en forma de digrama como sigue, donde las columnas son exactas

—>C0ker(¢n)0n—>‘ -——=coker(¢y)——coker(¢; ) —=0
Y 8n 6n—l 62 , 81 o
0 .Fn Fn—l ‘Pl PO 0
fn fn—1 f2 i
oy, o5 1 04 2
0 .Z'?n Fn—l ‘Fl 'FIO 0
0 0 0 0

La sucesion exacta (4.3) da una sucesion exacta larga en homologia
R Hl(F.,ai) — Hi(F.,a.) — Hi+1(coker(¢.),0.) — Hi_l(F.,ﬁi) — e

Como el complejo (Fy, 0,) es exacto, se tiene que el complejo (coker(¢s ), s )[1] tiene la
misma homologia que (Fy, 0, ). Esto es, H;(F,,0s) = H;11(coker(¢,),0,), v en particular
sus divisores asociados coinciden, de lo cual se deduce que

div(coker ¢;) = div(im 6;_1) + div(ker 6;_1) = div(im 6;_1) + div(im ;) + div(H;_1 (F})).

La conclusion sigue del siguiente resultado clasico de Bourbaki [Bou98, Cap. 7, Sec. 4,
n. 6, Corolario de la Prop. 13]:

Sea M un A-modulo finitamente generado y ¢ un endomorfismo inyectivo de M.
Entonces div(coker ¢) = div(det ¢). O

Volvamos a nuestro contexto habitual y sea A = Z[U, .| es el anillo de coeficientes
universales de n polinomios genéricos fi,..., f,, M = B, con v > 14 v la resoluciéon
libre Fy de M es Ko(f1,..., fu; R), con v > 1. Se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.9. El complejo Ko(f1, ..., fn; R), de A-mddulos es una resolucion de B,
con diferenciales 0f. Ademds, la parte principal de B, es decir anny(B,), estd dada

por T,(det a7)=D",

Esto permite calcular, teniendo una descomposicion como la del Teorema 4.8, un
(el) generador de ann(B,) como producto alternado de matrices que vienen de los
diferenciales 07 de Ko(fi1,..., fu; R)..

Ejercicios.

1. En el contexto de la demostracion del Lema 4.4, H,(Ko(f,...,f; R)) = 0 es
equivalente a que exista una matriz antisimétrica H € Mat,.,.(R) tal que

H-(Frr ) = (B, o),
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5. IDEALES DE FITTING

En esta seccion desarrollaremos el contenido bésico sobre ideales de Fitting, y deter-
minantes de complejos, lo que esta estrictamente vinculado con el invariante de McRae,
que se define a partir de un A-moédulo M, y que bajo buenas condiciones describe la
parte de codimension uno del soporte de M. Quien esté interesado en profundizar las
ideas rapidamente expuestas en esta seccidon, puede consultar el trabajo de McRae
[Mac65], que es la fuente original, y el articulo de Northcott [Nor76] en el cual se trata
la existencia y algunas propiedades de este invariante.

Para el célculo de este invariante, que definiremos a partir de ideales de Fitting,
haremos uso de una técnica desarrollada por Cayley conocida como determinante de
un complejo. Para esto se puede consultar unas notas de Demazure [Dem84| y un
tratamiento mas general se puede obtener en el Apéndice del libro |[GKZ94].

5.1. Ideales de Fitting. Sea A un anillo conmutativo, F'y G dos A-médulos libres,
y ¢ : FF'— G un morfismo de A-mdédulos. Consideremos bases para estos modulos, y
notemos por |¢| a la matriz de ¢ escrita en estas bases. Definimos det, () como el
ideal de A generado por los menores de tamano v x v de |p|. Haremos la convencion
de que la matriz de tamano nulo tiene determinante 1, con lo cual det,(¢) = A para
todo v < 0.

Proposicion 5.1. Sea M un A-médulo finitamente generado, y sean F > G — M — 0

y F’ i; G'" — M — 0 dos presentaciones libres de M. Entonces para todo v € 7 se
tiene que
det TQ(G)*V(SO) = det Tg(G/)fu(SO/)-
Una demostracion de este resultado, como de los siguientes, se puede consultar en
[Nor76, Cap. 3.1.]. Podemos ahora dar la definicion de los ideales de Fitting:

Definicién 5.2. Sea M un A-modulo finitamente generado, y sea F' 5 G — M — 0
una presentaciéon libre de M, definimos para cada i € N, el v-ésimo invariante de
Fitting de M, como el ideal

Fitt,j(M) = det Tg(G)_,,(QO).
El invariante Fitto(M) suele ser denotado por Fitt y llamado invariante de Fitting
inicial de M.

Enunciaremos a continuacion algunas propiedades relevantes sobre estos invariantes.
Notese que el item 2, es la mencionada propiedad de cambio de base deseada en nuestra
aplicacion al calculo de resultantes.

Proposicién 5.3. Sea M un A-mddulo finitamente generado.
1. Los invariantes de Fitting de M forman una sucesion creciente:
Fitt(M) = Fitto(M) C Fitty (M) C Fitto(M) C --- .

Mas ain, si M puede ser generado por m elementos, entonces Fitt,, (M) = A.
2. Dado un morfismo A — B de anillos, se tiene que, para todo v € N

Fitt, (M ®4 B) = Fitt, (M)B .

3. Para todo v > 1 se tiene que ann(M) Fitt, (M) C Fitt,_(M). Mds aun, si M
puede ser generado por m elementos, entonces

ann(M)™ C Fitt(M) C ann(M).
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4. Si M es un A-mddulo que admite una presentacion finita (se dice que M es
finitamente presentado), entonces cada uno de sus invariantes de Fitting es un
ideal finitamente generado de A.

Enunciaremos a continuaciéon un resultado muy importante conocido como Lema de
McCoy, que tampoco demostraremos.

Lema 5.4. (McCoy) Sea ¢ : F' — G un morfismo entre dos A-mddulos libres de rango
r1 Y 1o respectivamente. Entonces ¢ es inyectiva si y solo si anng(det,, (¢)) = 0. mds
ain, cuando se estd en esta situacion se tiene que r1 < To.

Utilizaremos este resultado al final de esta secciéon para obtener una descomposicion
de un complejo libre, como la deseada en el Teorema 4.8.

5.2. La Caracteristica de Euler. Nuevamente aqui A es un anillo conmutativo,
y M es un A-moédulo. Antes de poder definir el invariante de McRae de M, que deno-
taremos por G(M ), debemos definir algunos conceptos previos que estan intimamente
ligados a él.

Definiremos previamente otro invariante, conocido como Caracteristica de Fuler, que
tiene la propiedad de caracterizar a aquellos médulos que tienen anulador trivial.

Lema 5.5. Sea M un A-mddulo, y consideremos dos resoluciones libre finitas Fq y F,
de M, entonces se tiene que Y .(—=1)'r; =Y .(=1)"r, donde r; = rg(F;) y ri = rg(F}).

Ahora podemos definir la Caracteristica de Euler de M como sigue:

Definicién 5.6. Sea M un A-moédulo que admite una resolucién libre finita F, por
modulos F; de rango r;. Definimos la caracteristica de Euler de M como

i=0
El siguiente teorema, debido a Vasconcelos, caracteriza los médulos cuya caracteris-
tica de Euler es cero, y que seran de interés préoximamente.

Lema 5.7. Sea M un A-mddulo que admite una resolucion libre finita de longitud
finita. Entonces la caracteristica de Eurler de M es un entero no negativo y

1. x(M) >0 si y solo si anng(M) = 0;

2. X(M) =0 siy solo si annyg(M) # 0, si y solo si 0:4 anna(M) = 0.

Aplicando este resultado en el contexto habitual, donde M = B, para v > vy,
deducimos que x(B,) = 0 ya que anna(B,) # 0 y esta generado por la resultante. La
altima parte dice que anna(B,) contiene un elemento que no es divisor de cero, que
justamente es la resultante mencionada.

5.3. El Invariante de McRae. Estamos ahora en condiciones de definir el inva-
riante de McRae de un A-moédulo que admite una resolucion libre finita y tal que
X(M) = 0. Nuestra aplicacion serd como siempre al caso en que A es el anillo de
coeficientes universales, y M = B, para v > 1.

De acuerdo con los establecido en el trabajo de Northcott [Nor76|, daremos la si-
guientes definiciones:

Definicién 5.8. Si M es un A-mo6dulo que tiene una resolucion libre finita de longitud
uno de la forma 0 — F; — Fy — M — 0y tal que x(M) = 0, diremos que M es un
modulo elemental.
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Si M es un A-modulo elemental, entonces el ideal de Fitting inicial Fitt(M) es
principal (ademaés es integro y fraccionario).

Definicién 5.9. Notaremos por S(M) al ideal de Fitting inicial de estos modulos y lo
llamaremos invariante de McRae de M. Més en general, si M es un A-mo6dulo. Dada
una resoluciéon finita F, por médulos elementales Fj, se le asocia un ideal invertible
fraccionario

&(M) = [ [ Fite(£) Y,
=0

que se denomina invariante de McRae de M.

Enunciaremos a continuaciéon algunas propiedades importantes del invariante de
McRae que estan para probar en los ejercicios de esta seccidon, y cuya demostracion se
encuentra completa en [Nor76, Cap. 3.6 y 6.2].

Sea M un A-modulo que tiene una resolucion finita de modulos elementales. Entonces
el ideal &(M) de A es un ideal principal generado por un elemento que no es divisor
de cero. Ademas, satisface que Fitt(M) C &(M) y es minimal con esta propiedad, es
decir, si I es un ideal principal de A que contiene a Fitt(M), entonces también contiene
aB(M).

La propiedad anterior implica que si A es un DFU, como lo es el anillo de coeficientes
universales, entonces &(M) esté generado por el ged de los generadores de Fitt(M).

Ademas, hay una serie de equivalencias al hecho de tener una resolucion por médulos
elementales, que se resumen en el siguiente resultado:

Lema 5.10. Si M es un A-mddulo, entonces las siguientes tres afirmaciones son equi-
valentes:

1. M admite un resolucion finita por mddulos elementales;

2. M admite una resolucion libre finita de caracteristica de Fuler cero;

3. M admite una resolucion libre finita y ann(M) contiene un elemento que no es
divisor de cero.

Esto ultimo nos dice que M admite una resolucion libre finita y ann(M) contiene
un elemento que no es divisor de cero, entonces M admite un resoluciéon finita por
modulos elementales y por lo tanto podemos definir el invariante de McRae como en
la Definicion 5.9.

en la proxima parte daremos un método constructivo para calcular el ideal G(M).

5.4. Un algoritmo par calcular G(M). A partir de ahora supondremos que A es
un dominio integro, y que M es un A-moédulo que admite una resolucion finita libre de
longitud n > 1,

F. : 0 F, B8 F, ™ .. 53 F - M=o,

tal que x(M) = >.(—1)"r; = 0, donde 7; es el rango del modulo Fj.
Descompongamos ahora los moédulos F; del complejo F,, empezando desde la iz-
quierda.
Sea FY(LO) =0y F,(Ll) .= F,,, escribimos entonces F = F,(LO) <> FT(Ll) . Como ¢, es
inyectivo, entonces por el Lema de McCoy, 5.4, se tiene que:

1. F,_1 se escinde en Fé(i)l @ Fflljl, donde estos dos modulos son libres de rango

Tn V Tn_1 — Tp respectivamente. El morfismo ¢, : F,, — F,,_; se puede escribir
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matricialmente como ¢, = (¢, d,), donde det(c,) # 0. Se reescribe el comienzo
de la resolucion anterior de la forma

0 0 F
o o ®
— R O

2. Ahora, como el morfismo ¢, es biyectivo sobre el cuerpo de fracciones de A
y como im(d,) = ker(d,_1), se deduce que F,,_5 se parte en F( )2 @ F( ) 9
dos modulos libres de rango r,_1 — 7, ¥ 7o — (r,_1 — 1) Tespectivamente. El
morfismo ¢, 1 : F,, — F,,_1 se escribe matricialmente como

_ ap—1 Cp-1
Pl = bn—l dn—l

, donde det(c,_1) # 0. Se reescribe el comienzo de la resolucion F, como

0 0 0— L O,
Cn Cn by 21
@ @ @ @
dn
0 r e g0 Bl
3. de esta forma se obtiene que para cadai = 0,...,n F; se escinde como F; = F(O)@

Fi(l) con ambos modulos libres de rango Z?;éfl( 1)/ rl+1+] Y Do o(=1)7 TH_]

repectivamente, y para ¢ = 1,...,n el morfismo ¢; : FZ @ F(l) — F; 01 &) F
se escribe matricialmente como

o G G
SOZ - bz dl )
donde el determinante de ¢; es no nulo. A
4. Finalmente, dado que x(M) = > 7 ,(—=1)’r; = 0, una descomposicién de esta

forma termina con un morfismo ¢; que se escribe como (a; ¢1)*, con det(c;) # 0,
obteniéndose una resolucién libre con morfismos como se ilustra en el diagrama:

0 FT(LO N R Fl(o) _a Féo)
@ /@§< ¢
0 dn jal) dn— L a2 _ (1) dy j2s

71 N S L —_— 1 _— 0

Obsérvese que se obtiene una familia de matrices cuadradas, que estan definidas
complementando las filas o columnas de la matriz anteriormente definida, y cuyo de-
terminate es no nulo.

Corolario 5.11. Con la notacion anterior, se tiene

T _pi-1 , _ det(cr)det(cs) ...
G(M) B det(F,)A o Hdet(ci)( A= det(CQ) det(C4) .. .A'

Vimos que G(M) es el menor ideal principal que contiene a Fitt(M), esto dice
que &(M) es la parte de codimension uno de Fitt(M). A partir de la Proposicion
5.3.3., se tiene que los primos asociados de Fitt(M) son exactamente los mismos que
los primos asociados de ann(M). Més precisamente, si A es un DFU, y Py,..., P,
denotan los factores irreducibles del ged de un sistema de generadores de Fitt(M),
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entonces P{'... P es un generador de &(M), donde /; denota la multiplicidad de

r

S(M) en A/(P;) que también suele escribirse e;.

Aplicando estos resultados al anillo A = Z[U, ,| de coeficientes universares, que puede
ser reemplazado por otro anillo aplicando la propiedad de cambio de base, tomando
M = B, con v > vy, se obtiene que

&(B,) = det((K.),)A := [ [ det(a)"V"" A,
i=1
Ademas, si v > 1y, se tiene que los primos asociados de Fitt(B,) son exactamente los
mismos que los primos asociados de ann(B,), que ann(B,) es principal y primo, y

que &(B,) es el menor ideal principal que contiene a Fitt(B,), esto dice que no sblo
S(B,) es la parte de codimension uno de Fitt(B,), sino que &(B,) = anna(B,).

Ejercicios.

1. Sea A un anillo conmutativo, y sea M un A-moédulo presentado por
Ar 2y An M 0,
donde det(¢) no es divisor de cero en A. Entonces
anng (M) = Fittg(M) :4 Fitty (M).
2. En el contexto del ejercicio anterior, si M es un A-modulo presentado por
A" LA™ s M 0,

donde det(¢) no es divisor de cero en A, m > n, y depthanng M =m —n + 1.
Entonces anny (M) = Fitto(M).

3. Sea M un A-médulo que tiene una resolucion finita de modulos elementales.
Entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas:
a) Supongamos que se tiene dos resoluciones por modulos elementales

O0—=F, —F_ 1= —=F—=F—=>M=0

0—>F,—-F,,— - —=>F —>F,—>M=0

del A-mo6dulo M, entonces

[ Fitt(F) D" = [ [ Fiee(#) 0"
1=0 =0

b) Si se tiene una sucesion exacta de la forma 0 — M’ — M — M" — 0 de
A-modulos, donde M’ y M"” admiten ambos una resolucién finita de modulos
elementales, entonces (M) = S(M")S(M").

¢) Sea S un conjunto multiplicativamente cerrado de A. Entonces el Ag-modulo
Mg tiene una resolucion finita de modulos elementales, y ademaés se tiene que
S(M)As = &(Mg).

d) El ideal fraccionario &(M) de A, resulta un ideal integro de A. Mas atn es
un ideal principal generado por un elemento que no es divisor de cero, tal
que Fitt(M) C &(M) y es minimal con esta propiedad, es decir, si I es un
ideal principal de A que contiene a Fitt(M), entonces también contiene a
S(M).
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e) La propiedad (d) implica que cualquier generador de &(M) sirve como ged
(méaximo comin divisor) de cualquier conjunto de generadores de Fitt(M).
En particular, si A es un DFU, G(M) esta generado por el ged de los gene-
radores de Fitt(M).

6. EJEMPLOS

En esta seccion desarrollaremos dos ejemplos de resultantes multihomogéneas, que
seran acompanados con el correspondiente codico en Macaulay2 [GS|, usando el pa-
quete EliminationMatrices desarrollado junto con Laurent Busé y Manuel Dubinsky
[BBD12].

Ejemplo 6.1. En este ejemplo veremos un caso muy simple, de dos polinomios ho-
mogéneos en dos variables, uno cuadratico y uno lineal. Una aplicacion tipica de este
ejemplo es el caso del calculo del descriminante de un polinomio f;.

Sea A= Qla,b,c,d,e]y R= Alz,y], fi = ax® +bxy +cy’ y fo = dx + ey.

il : load "EliminationMatrices.m2"
i2 : R=QQ[a,b,c,d,e,x,y];

i3 : fl=a*x"2+bxx*xyt+cxy~2;

i4 : f2=dxxtexy;

i5 : vari = {x,y};

i6 : m =matrix {{f1,f2}};

1 2
o6 : Matrix R <--- R

i7 : eliminationMatrix(vari,m, Strategy=> Macaulay)

o7 = {2Y | ad 0 |
{2} | bed |
{2} | c 0 e |

3 3
o7 : Matrix R <--- R

i8 : det(o0o0)

2 2
08 = ckd - b*d*xe + axe

08 : R

Un ejemplo clasico es calcular la resultante de f; = az? +bry +cy? y fo = 2ax + by,
que se obtiene substituyendo d por 2a y e por b.
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i9 : substitute(oo,{d=>2*a, e=>b})

2 2
09 = - axb + 4a c

09 : R
110 : factor oo

2
010 = (a)(- b + 4daxc)

010 : Expression of class Product

El hecho de poder evaluar directamente d en 2a y e en b es justamente la propiedad de
universalidad que tanto hemos remarcado. Eso dice que calcular la resultante conmuta
con el morfismo de especializacion.

Otra forma de calcular la matriz resultante de Macaulay Mnu es como el morfismo
M,, = (R(-2)® R(-1) — R)VO :
paravy=(2—-1)+(1—-1)+1=2.
i11 : K = koszul m
1 2 1
oll =R <-- R <--R
0 1 2
011 : ChainComplex

i12 : nu = (2-1)+(1-1)+1;

i13 : Mnu = mapsComplex (nu, vari, K)

o013 ={{2Y | ado0 |, 0}
{2} | bed |
{2} | c 0 e |

013 : List

i14 : de = detComplex (nu, vari, K)

2 2
014 = cxd - bxd*e + ax*e

0ol4 : frac(R)

Observar que en el caso en que 1 es el indice de saturacion, la matriz M, de
dos polinomios homogéneos en dos variables, siempre resultard cuadrada. No es asi si
v > 1y, ni para més polinomios y més variables para ningutn v. Podemos verificar
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este hecho en este ejemplo, asi como que el determinante del complejo Kq(f1, f2; R),
no depende de v > 14, v coincide con cd? — bde + ae?.

i15 : Mnu = mapsComplex (nu+1l, vari, K)

015 ={{3} 1 ao0odoo |, {1} | -4 |}
3} I baedo | {1} | -e |
{3} 1 cbO0Oed |l {2} 1 a |
3} 10c00e | {2x 1 b |
{2} | ¢ |

015 : List

Esto dice que el complejo Kq(f1, f2; R) en grado v = 3 se escribe
f1
0= R(=3), 0 R(—2), & R(-1), L R, 0,

el cual puede escribirse, identificando R(—3), con A, R(—2), & R(—1), con A& A3y
R, con A*

—d
—e a 0 d 0 0
a b a e d 0
b c b 0 e d
c 0 c 0 0 e
0> A — A?gqp A3 — At 0.

i16 : de = detComplex (nut+l, vari, K)

2 2
016 = c*d - b*d*xe + axe

016 : frac(R)

Ademas, el divisor asociado al 0-ésimo ideal de Fitting de M,,, Fitto(M, ), para todo
v > 1, no depende de v. Estudiando la descomposicion primaria de Fitto(M, ), vemos
que la parte principal de Fitto(M,) esta dada por el primo 2 = (cd? — bde + ae?).

En este ejemplo, el ideal Fitto(M,) se calcula como el ideal de menores de 4 por 4
(maximales) de la matriz anterior.

i17 : minors(4,015_0)

22 2 2 2 2 2
017 = ideal (c d - bxckxd*e + axc*e , - bkcxd + b d*xe - axb*xe , akxcxd

2 2 2 2 3 3 2 2
- axbxdxe + a e , cxd e - bxd¥e + axe , - ckd + bxd e -axdxe )

017 : Ideal of R
Su descomposicon primaria se caalcula como sigue

118 : primaryDecomposition oo
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2 2 2 2 2
018 = {ideal(c*d - bxd*e + axe ), ideal (c, a, e , d , b )}

018 : List
De aca leemos que
FittO(Ml,) =pNnyq,

donde 2 = (cd? — bde + ae?) es la parte principal de Fitto(M,), y q = (c,a, €*,d* b?) es
la componente soportada sobre el ideal (a, b, ¢, d, e), es decir, V(q) es un punto miltiple
sobre el origen.

Ejemplo 6.2. En este ejemplo veremos un caso apenas mas complicados, de tres
polinomios homogéneos en tres variables, uno cuadratico y dos lineal. La eleccion de
los grados esta limimitada por el comando primaryDecomposition.

Sea A = @[a,b,C,d,e,f,g,h,:C,y,Z] y R = A[l’,y,Z], fi= ax® + bry + Cy2 y fa =
dz + ey.

il : load "eliminationMatrices.m2"
i2 : R=QQ[a,b,c,d,e,f,g,h,x,y,2];
i3 : fl=a*xx"2+bxx*xyt+cxy~2+d*z"2;
i4 : f2=exxtaxy+f*z;

i5 : f3=gxxth*xy+tex*z;

i6 : vari = {x,y,z};

i7 : m =matrix {{f1,f2,f3}};

1 3
o7 : Matrix R <--- R

Calculamos la matriz resultante de Macaulay Mnu como el morfismo
M,, == (R(-2) ® R(-1) ® R(-1) = R),, .
para vy = 2.
i8 : K = koszul m
1 3 3 1

R <-- R <-- R <--R
0 1 2 3

08

08 : ChainComplex

i9 : nu = (2-1)+(1-1)+(1-1)+1
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Ademas, podemos verificar que el determinante del complejo Ko(f1, f2f3; R), no
depende de v > vy. Ademas agregamos el comando time para mostrar el poco tiempo
de computo que estos calculos insumen, y verificamos que la matriz Mnu_0 tiene rango
maximo.
i10 : Mnu = mapsComplex (nu, vari, K)

010 ={{2Y | ae00go0O0 |, {1} | -g |, 0}
{2 I baeOhgo| {1} | -h |
{2y | 0fo0oee0g | {1} | -e |
{2l co0ao0o0ho]| {1} 1 e |
{2 1 00falOeh | {1} 1| a |
{2 1 doo0fo00e | {1} 1| f |

010 : List

111 : rank Mnu_0 == rank target Mnu_0

0ll = true
Esto dice que el complejo K(f1, fo; R) en grado v = 2 se escribe

0= R(—4), 3 (R(=3)® R(—3) & R(—2)), > (R(-2)® R(—1) @ R(—1)), % R, — 0,

el se escribe, siendo v = 2, identificando R(—4), = R(-3), = 0, R(-2), = A,
R(-1), =A%y R, =~ A5 con

—q a e 00 g 00

—h b a e 0 h g O

—e 0 f 0 e e 0 g

e c 0 a 0 0 h O

a 00 f a 0 e h

f ‘ d 00 f 0 0 e
050—=20000A = ApA®qg A3 — A% — 0.

Obsérvese ahora que el calculo del ideal de Fitting Fitto(Mnu_0) es casi instantaneo:

i12 : fitt= time(minors (rank Mnu_0O, Mnu_0))
-- used 0.003 seconds

32 3 4 2 22
012 = ideal (- a e f + a*bxe f - c*e f - axb*exf g + 2cxe f g -

a dxfxg - cxf g + 2a exf h - bxe f h + 2axdxexfxgxh + bxf gxh

2 2 32 42 2 3 4 2
- dxe fxh - axf h , a e - a bxe + axcxe + a bxexfxg -
2 3 2 22 3 2
2axcxe fxg + a dxg + axcxf g - 2a exfxh + axbxe fxh -
2 2 22 222 33 4

2a dxe*xgxh - axbxf gxh + axd*e h + a f h , - a e + axbxe -
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cxe - axbxe fxg + 2cxe fxg - a dxexg - ckxexf g + 2a e fxh -

bxe fxh + 2axd*e gxh + b*exf gh - dke h - axexf h , - a e +

22 3 2 2 3 2

22 32 3 4 2

2 2 22 2 2 2 2 2
a dxg h + cxf g h - 2a exfxh + b*xe fxh - 2axdxexgxh -

bxf gxh + dxe h + axf h , - a e g + axbxe g - cxe g -

axbxexfxg + 2cxe fxg - a dxg - cxf g + 2a exfxgxh -

bke f*gkh + 2axd+exg h + bxf g h - d*e gxh - a*f g*h )

Ideal of R

Su descomposicion primaria se calcula asi

113 :

013 =

primaryDecomposition fitt

3 2 3 4 2 2 2
{ideal(a e - axbxe + c*e + axbkexfxg - 2cxe f*g + a dxg +

22 2 2 2 22

2 2 3 4 2 6 4 2 22 3 2
a*f h ), ideal(h, g, f, e , a e , a -2a bxe + a b e + 2a c*e )}

y se observa que

Fitto(M,) = 2ANq,

donde A = (a®e?—abe®+cet+abe f g—2ce? fg+a*dg*+cf?g? —2a’e fh+be* fh—2adegh—
bf?gh + de*h? + af?h?) es la parte principal de Fitto(M,), y q = (h, g, f, €3, a’e? ab —
2atbe+a?b*e? +2a3ce?) es la componente soportada sobre el ideal (h, g, f, e, a), es decir,
V(q) es un plano multiple de codimension 5.
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Obsérvese que, como antes, 2 puede calcularse mediante el determinante del complejo
K.(f1, fo; R) en grado v = 2, uasando el comando detComplex (nu, vari, K).

APENDICE

El ojectivo de esta seccion es complementar el contenido de las notas con dos te-
mas fuertemente vinculados con la teorfa de eliminacion, y cuyo interés trasciende la
aplicacion que le daremos.

Estos dos temas con, primero el estudio de los moédulos de cohomologia local, y
luego uno de los invariantes més importantes de un modulo graduado, la regularidad
de Castelnuovo-Mumford.

El primero, cohomologia local, aparece en nuestras aplicaciones al definir el ideal
eliminante, ya que escribimos 2 = H%+(B)0, es decir, como el 0-ésimo moédulo de
cohomologia local de B en grado 0.

El segundo, el estudio de la regularidad de Castelnuovo-Mumford, aparece al querer
conocer a partir de qué grado el modulo Hy (B), se anula. El Lema B.4 da una
respuesta a este problema en el caso en que I esté dado por una sucesion regular.

A.1. Cohomologia local. La cohomologia local fue desarrollada por Alexander
Grothendieck en la década de 1960, en parte, para responder a una conjetura de Pie-
rre Samuel acerca de cuéndo ciertos tipos de anillos conmutativos son de dominios de
factorizacion tnica.

La cohomologia local se ha convertido en una herramienta indispensable y es objeto
de mucha investigacion. Mostraremos acéd algunas propiedades y aplicaciones de la
cohomologia local, principalmente orientadas a la teoria de regularidad.

Entre muchos otros atributos, cohomologia local permite responder a muchas pre-
guntas aparentemente dificil. Un buen ejemplo de este problema, donde cohomologia
local ofrece una respuesta parcial, es cuantos generadores tiene un ideal a menos de
radical.

A.1.1. Como funtor derivado de I'r(—). Sea R un anillo noetheriano, I C R un ideal
y M un R-mo6dulo. Se define

I'j(M):={me M : existe n € N tal que I"m = 0}

Observacion A.1. Obsérvese que Homg(R/I, M) = {m € M : Im = 0} para todo ideal
I de R, se obtiene el isomorfismo natural

—
Luego, M — T';(M) define un funtor covariante I';(—).
Lema A.2. T';(—) es un funtor aditivo exacto a izquierda.

Demostracion. cf. [Hun07, Sec. 2] o [BH93, Prop. 3.5.1] en el caso I = m. O

Definicion A.3. Los funtores de cohomologia local H:(—) son los funtores derivados a
derecha de I';(—). Es decir, si Z® es una resolucion injectiva del R-mddulo M, entonces
Hi(M) = HY(T;(Z*)) para todo i > 0.

Observacion A.4. Sea R un anillo noetheriano.
1. Sea M un R-modulo, entonces HY(M) = T(M) y Hi(M) = 0 para todo i < 0;
2. si J es un R-modulo injectivo, entonces Hi(.J) = 0 para todo i > 0;
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3. para todo R-mo6dulo M y todo ¢ > 0 se tiene
Hj(M) = lim Ext%(R/I™, M);
_>

Hay una inyeccién natural
¢ ExtG(R/I", M) = hom(R/I", M) — M
dada por o(f) = f(1), tal que im(p) ={m € M : ["m =0} =05, I™.
Aplicando el funtor limte directo lim Ext%(R/I", M) = lim hom(R/I", M) que coin-
— —
cide con la unién U,m € M : I"m = 0 que a su vez coincide con I';(M) por definicion.
El funtor Exty(R/I'—) es el i-ésimo derivado del funtor homg(R/I", —). Tomando

colimites filtrantes, que conmutan con tomar funtores derivados por ser el colimite
filtrante un funtor exacto (cf. [Eis95, Prop. A6.4]) se obtiene la equivalencia deseada.

Observacion A.5. Sea R un anillo noetheriano.

1. como H}(—) es un é-funtor, dada una sucesion exacta corta de R-modulos 0 —
M — M — M" — 0, da una sucesion exacta larga de cohomologia

0= T/ (M) =Ty (M)—=Ty(M")— H (M) — -

2. ademas, si [ y J son ideales de A, como {I"™ + J"} es cofinal con {(I + J)"} y
{I" N J"} es cofinal con {(INJ)"}, vy I'r(T;(M)) =T,(T1(M)) =Tr4s(M), de
la sucesion exacta corta

0—R/(I"NJ")—>R/["®R/J"— R/(I"+J") =0,
aplicando Hompg(—, M), se tiene la sucesion exacta larga de Mayer-Vietoris
0= Trps(M) =Ty (M)®T (M) = Ting(M) — Hp, j(M) — -+ .

A.1.2. Como la homologia del complejo de Cech. Sea S un anillo noetheriano, R =
Slxy, ..., xp], m := (z1,...,2,) el Gnico ideal maximal graduado y M un R-moédulo.
El morfismo de localizacién en x; define un complejo

Co(M):0—= M — @My, = @i jMyp; — -
Observe que ker(M — @®;M,.) = T',(M). Por lo tanto, HS(M) = H°(C?)
Proposiciéon A.6. Para todo R-mddulo M y para todo i > 0,
H, (M) = H'(CR).

Si R no es noetheriano, el complejo de Cech recién definido no siempre calcula
los funtores derivados de I';/(—) en la categoria de R-modulos. Ni siquiera si [ es
finitamente generado. Por esta y otras razones, la definicién general de cohomologia
local probablemente debe hacerse en una categoria méas amplia (haces sobre Spec(R),
cf. [Har67]).

Ejemplo A.7. Sea p un niimero primo. Calculamos H,(Z), donde p es el ideal generado
por p. Dado que Z es un dominio de ideales principales, todos los modulos divisibles
son inyectivos, y entonces una resolucion inyectiva de Z estad dada por 0 - Z — Q —
Q/Z — 0.

El funtor I'y(—) calcula la p"-torsion para todo n. Aplicando este funtor a la reso-
lucion inyectiva, se obtiene que hay un tinico término que no se anula, que vivie en
lugar cohomolégico 1, a saber I',(Q/Z). Por lo tanto todas las cohomologias locales se
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anulan, excepto por le (Z), que es isomorfa a la p-torsion en Q/Z. Por la propiedad
de factorizacion tnica, este modulo puede ser identificado con Z[p~']/Z, donde Z[p™']
es el anillo de los nimeros racionales cuyos denominadores son una potencia de p.

Ejemplo A.8. Un ejemplo muy similar que sea mas en la direcciéon de estas notas es
el célculo de los Hy (M), donde R = Kk[X], k es un cuerpo, Ry = (X), y M es un
R-mo6dulo finitamente generado.

Por el teorema de estructura para dominio de ideales principales, M es suma directa
de modulos ciclicos. Como los funtores de cohomologia local conmutan con sumas
directas, que basta con calcular la cohomologia local de R/(g) para algin g € R.

En primer lugar, calcular la cohomologia local de R sobre si mismo, es decir, cuando
g = 0. Como en el ejempoplo anterior, como R es un dominio de ideales principales,
todo modulos divisible es inyectivo.

La capsula inyectiva de R es su cuerpo de fracciones K = k(X), y como K/R es
divisible, resulta inyectivo.

Asi una resolucion inyectiva estd dada por

0—-R—K—K/R—QO.

Ahora aplicamos I'g, (—) y calculamos la cohomologia local como la cohomologia del
complejo
0—=TIg, (K)—=Tg, (K/R)—0.

Se desprende que HA(R) = 0 para todo j # 1 y se puede identificar I'g, (K/R) =

H} (R).
+

Como antes, la propiedad de factorizacion unica muestra que Hp, (R) = R[X ']/R =
k[ X, X1 /k[X].

Este modulo tiene una k-base formada por elementos de la forma %, con n > 1.

1
xXn

La multiplicaciéon por X en actia de forma usual, X - = ﬁ sin > 1,y al final,
cuandon =1, X - + =0.

Para calcular Hp, (R/(g)) cuando g # 0, se utiliza la secuencia exacta corta,

0—=R-% R— R/(g) = 0.

Esta sucesion exacta corta induce una larga sucesiéon exacta en cohomologia, con las
flechas de Hy (R) a Hp, (R) dadas por la multiplicacion por g. Dado que solo hay
un s6lo médulo de cohomologia local no nulo de R, se obtiene una sucesion exacta de
cuatro términos:

0 — Hp, (R/(9) = Hp, (R) = Hp, (R) — Hp, (R/(g)) = 0.

Como cada elemento de Hh (R) es anulado por una potencia de R, si h es un elemento
coprimo con X, entonces h debe actuar como una unidad en H}1;£+(R). Esto ultimo se
debe a que existen a,b € R tales que ah =1—5bX,y 1 —bX acttia como una unidad en
este modulo. Escribiendo g = X"h donde ged(h, X) = 1, se deduce que Hy (R/(g))
es el niicleo de la multiplicacion por X™ en Hp (R) y Hp (R/(g)) es el contcleo de
la multiplicacién por X". El conjunto de elementos en H112+(R) anulados por X" es
generado por ¢ y por lo tanto es isomorfo a R/(X™). Como Hp, (R) = R[X'|/R,

X’I’L
este modulo es divisible por R, y por lo tanto el contcleo es 0.
Resumimos los resultados: si ¢ = 0, entonces H}%+(R) = 0 para todo 7 # 1, y

Hp (R) = RIX /R = k[X']. Si g # 0, escribimos g = X"h, donde X no divide
h, se tiene que Hy, (R/(g)) = 0 para todo i # 0y Hy (R/(g)) = R/(X™).
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Como corolario de este ejemplo se desprenden (por induccion) dos resultados: el
primero correspondiente al caso g =0

Corolario A.9. Si R = A[Xq,...,X,] es un anillo de polinomios en n variables sobre
un dominio A (esta hipdtesis puede ser relajada), y sea Ry = (Xi,...,X,) el ideal
mazximal irrelevante de R. Entonces

Hy (R) =0 para todo i # n, y Hp (R) = ﬁA[Xfl, X,

El segundo corolario corresponde al caso g # 0.

Corolario A.10. Si R = A[Xy,...,X,] es un anillo de polinomios en n variables
sobre un dominio A (esta hipdtesis puede ser relajada), sea Ry := (X1,...,X,) el ideal
mazximal irrelevante de R y f1, ..., fu n polinomios homogéneos de R, con deg(f;) = d;,
que forman una sucesion reqular en R. Escribamos B := R/(f1,..., fn). Entonces

Hj,, (B) = 0 para todo i # 0, y Hy, (B) = R/(X{", ..., X).

A continuacién enunciamos una propiedad fundamental de la cohomologia local que
nos permite cambiar de bases.

Proposicion A.11. Sea R un anillo noetheriano, I un ideal y M un R-mddulo. Sea
¢ : R — R un morfismo de anillos y M' un R'-mddulo. Sea I' el ideal I - R’ en R'.

1. Si ¢ es playa entonces H}(M) @p R = H,(M ®g R'). En particular, la coho-
mologia local conmuta con localizacion y completacion.

2. H{(N) = H},(N), donde la primera cohomologia local es calculada sobre R y la
sequnda sobre R’.

Demostracion. Elija generadores x1,...,x, de I. El primer punto se sigue del hecho
que Co(X; M) ®@r R = Co(X; M ®r R'), y como R’ es playo sobre R la cohomologia
conmuta con .

El segundo punto es consecuencia de los isomorfismos Co(X; N) = Co(X; R) @ N =
Cu(X; R) &5 R @ N = Cu(6(X); ') @ N = Ca(6(X); N). =

Esto dice que calcular la cohomologia local sobre el anillo de base coincide con hacerlo
sobre la localizacion.

B.2. Regularidad de Castelnuovo-Mumford. La regularidad de Castelnuovo-
Mumford es un invariante fundamental en algebra conmutativa y en geometria al-
gebraica. Es una especie de cota universal para invariantes importantes de algebras
graduadas como por ejemplo para el maximo grado de las syzygies de un ideal y para
el méximo grado de no-nulidad de los médulos de cohomologia local.

Intuitivamente, mide la complejidad de un médulo o de un haz: la regularidad de
un modulo aproxima el mayor grado de un generador minimal y la regularidad de un
haz estima el menor twist para el cual el haz esta generado por sus secciones globales.
Este invariante fue usado para medir la complejidad de problemas computacionales en
geometria algebraica y en algebra conmutativa (ver por ejemplo [EG84] o [BM93]).

Se ha intentado encontrar cotas superiores para la regularidad de Castelnuovo-
Mumford en termino de invariantes mas simples como por ejemplo lo son la dimension
y la multiplicity. De todas formas, la regularidad de Castelnuovo-Mumford no puede ser
acotada en término de ninguno de éstos dos, lo cual hace su calculo aun méas interesante
y no trivial en muchos casos.

A pesar de que la definicion original, dada por Mumford en 1966 en [Mum66| fue
enunciada en término de anulaciéon de la cohomologia de haces, daremos una definiciéon
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puramente algebraica de esta regularidad, en términos de médulos cohomologia local,
dada originalmente por Ooishi en 1982 [00i82|. Cabe mencionar que las dos definiciones
puramente algebraicas mas populares de regularidad de Castelnuovo-Mumford son, una
en término de nimeros de Betti introducida por Eisenbud y Goto en 1984 en [EG84| v
la otra usando cohomologia local (ver def. en A.3), que es la que adoptaremos.

Hay dos resultados esenciales que motivan definir la regularidad de Castelnuovo-
Mumford en términos de cohomologia local: el teorema de Grothendieck que establece
que H. (M) = 0 para i > dim(M) y i < depth(M), asi como la no nulidad de estos
modulos para ¢ = dim(M) y i = depth(M); y el teorema de anulacion de Serre que
determina la anulacién de las piezas graduadas HY, (M), para todo i, y todo > 0. La
regularidad de Castelnuovo-Mumford es una cota inferior para este grado de anulacion.

Si H: (M) # 0, se define

(B.1) ai(M) := sup{p | Hy (M), # 0},
en caso contrario, a;(M) := —oo. Una notacion también frecuente en la literatura es la

de “end", en nuestro caso, escribiriamos a;(M) := end(H.(M)).

Definicion B.1. (Regularidad Castelnuovo-Mumford) Sea M un R-moédulo graduado
y sea { € Ny. Se define la regularidad de Castelnuovo-Mumford de M a nivel ¢ como

reg’ (M) := sup{a;(M) +i:i>(}.
La regularidad de Castelnuovo-Mumford de M se define como
reg(M) = reg’(M).
Obsérvese que como cdy, (M) < oo, tenemos
reg (M) € Z U {—oc}.
El méximo sobre los ¢ positivos es también un invariante interesante:

greg(M) := sup{ay(M) + i} = reg(M/Hy (M)).

Ver Bayer y Mumford [BM93| o [Mum66].
A continuacién repasamos algunos hechos simples sobre la regularidad.

Lema B.2. Sea M un R-mddulo graduado finitamente generado {,k € Ny. Luego, se
tienen las siguientes afirmaciones:

1. Si k > 1 entonces regh(M) < regg(M)

Para todo n € 7 se tiene regt(M (n)) =reg’ (M) —n.
reg(M) = max{end(F (M)), reg! M)}

reg(M/ Ty (M) = reg! (M/Ty(M)) = reg (M) < reg(M).
M =Tw(M) siy sélo sireg!(M) = —oo.

M =0 si y sdlo sireg(M) = —oc.

S O W N

Podemos dar una caracterizacion alternativas de Regularidad en nivel /, sin necesitar
pasar por la definicion de los modulos a;(M):
Para todo ¢ € Ny y que todo R-moédulo graduado finitamente generado tiene:

(B.2) reg' (M) = inf{r € Z : HL(M),y;_¢ = 0,Yi > (}.

A continuacién damos dos resultados que son los que motivaron este apéndice sobre
regularidad, por su aplicaciéon a estas notas sobre resultantes.
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Lema B.3. Si R = A[Xy,...,X,] es un anillo de polinomios en n wvariables sobre
un dominio A (esta hipdtesis puede ser relajada), y sea Ry = (Xi,...,X,) el ideal
mazximal irrelevante de R. Entonces

reg(R) = 0.
Ademids, reg(R) = reg®(R) para todo { < n.

Demostracion. Por el Corolario A.9 se tiene que H};L+(R) = 0 para todo i # n, y
Hp (R) =+ A[XTY .., X 1. Aplicando la definicion de a;(R) dada en (B.1)

X1 Xn
an(R) :=sup{p | Hn(R), # 0}, y a;(R) = —o0 si i # n.
Ahora, como H(R), = AXTH X1, tenemos HE(R) -, & ﬁA # 0

1
XXy, n
y H(R), = 0si p> —n+ 1. Luego, a,(R) = —n.
Por la Definicion B.1 se tiene que reg’(R) := sup{a;(R) +i : i > (}, de lo que se

deduce que para todo £ < n,

reg(R) = reg’(R) = reg"(R) = a,(R) +n=-n+n=0. O
El segundo corolario corresponde al caso g # 0.

Lema B.4. Si R = A[X;,...,X,] es un anillo de polinomios en n variables sobre un
dominio A (esta hipdtesis puede ser relajada), sea Ry = (X1,...,X,,) el ideal mazximal
irrelevante de R y fi,..., fn n polinomios homogéneos de R, con deg(f;) = d;, que
forman una sucesion reqular en R. Escribamos B := R/(f1,..., fn). Entonces

reg(B) = (d; —1).

Ademds, reg’(R) = —oo para todo £ > 1.

Demostracion. Por el Corolario A.10 se tiene que H};ﬁ(B) = (0 para todo 7 # 0, y
HY (B) = R/(X{",...,X). Aplicando la definicién de a;(R) dada en (B.1)

ao(R) = sup{p | HO(R), # 0}, v as(R) = oo sii #0.
Sea jip := Y ,(d;—1). Como Hy, (B): p= R/(X{", ..., X"),, tenemos que HY(B),,

es isomorfo al A-médulo X~'... X&—1A £ 0y HYB), = 0si u > puo. Luego,
ao(B> = Mo-

Por la Definicién B.1 se tiene que reg®(B) — oo si £ > 1, y que
reg(B) = reg”(B) = ao(B) + 0 = 0. [

Este resultado demuestra que H2(B), =0siv > vy :=>_,(d;—1)+1, y que ademas,
este valor es optimo.

Ejercicios.
1. Probar que I';(—) es un funtor aditivo exacto a izquierda
2. Probar el Corolario A.9.
3. Probar el Corolario A.10.
4. Extender el Corolario A.10 al caso de r < n polinomios homogéneos de R =

A[Xq, ..., X,], con deg(f;) = d;, que forman una sucesion regular en R.
5. Probar el Lema B.2.
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TORRES RECURSIVAS DE CUERPOS DE FUNCIONES SOBRE
CUERPOS FINITOS

RICARDO TOLEDANO

RESUMEN. Se estudia el problema de la construccién de torres recursivas de cuerpos
de funciones sobre cuerpos finitos con buenas propiedades asintoticas.

INDICE
Introduccion 127
1. Definiciones y Resultados Basicos 128
1.1. Cuerpos de Funciones 128
1.2.  Extensiones algebraicas y ramificacion 132
1.3. Sucesiones y torres de cuerpos de funciones 135
Ejercicios 139
2. Construyendo torres de cuerpos de funciones 139
Ejercicios 140
3. Torres de tipo Kummer asintéticamente buenas 140
3.1. Comportamiento asintético de sucesiones y torres moderadas 140
Ejercicios 143
Referencias 143
INTRODUCCION

Un cuerpo de funciones algebraicas F' de una variable sobre un cuerpo K es un
cuerpo F en el cual existe un elemento = trascendente sobre K tal que la extensiéon de
cuerpos F'/K(x) es finita. Una torre de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto
K es una sucesion F = {F;}°, de cuerpos de funciones sobre K que cumple varias
condiciones de naturaleza técnica que se detallan en la Secciéon 1.3. Las torres de cuerpos
de funciones han sido estudiadas con bastante profundidad a partir de la década del
80 debido, principalmente, a los trabajos de Goppa [6] y de Tsfasman, Vladut y Zink
[12] en los cuales se muestra la utilidad de estas teorias matematicas en problemas
relacionados con la teoria de codigos algebraicos. En este curso veremos ejemplos de
construcciéon de las denominadas torres de cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos
asintoticamente buenas (ver Secciones 2 y 3). Esta clase de torres es la que tiene
importancia en la teoria de codigos pues permitirian la construcciéon de cédigos cuyos
parametros superan ciertas cotas tebricas que, hasta hace un tiempo atras, se creian
que eran muy dificiles de superar. La referencia basica que mencionaremos para ciertos
resultados que no demostraremos es el libro de Stichtenoth [11]. También se pueden
estudiar varios de los conceptos mencionados en este curso en los libros de Rosen [9] y
de Niederreiter y Xing [8] (en particular en el libro de Niederreiter y Xing se estudian
también propiedades asintoticas de torres (no recursivas) de cuerpos de funciones con
métodos de la teoria de cuerpos de clases). En el capitulo 7 de [11] y en el articulo [4]
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de Garcia y Stichtenoth se puede encontrar la mayoria de los resultados bésicos de la
teoria asintotica de torres recursivas de cuerpos de funciones. Varios resultados de las
Secciones 2 y 3 han sido tomados de la tesis doctoral de Maria Chara (Universidad
Nacional del Litoral e IMAL, 2012) a quien agradezco haberme permitido usarlos en
estas notas.

1. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

1.1. Cuerpos de Funciones. Sean K C F' cuerpos. Decimos que F es un cuerpo
de funciones algebraicas sobre K si existe un elemento x € F' trascendente sobre K tal
que F es una extension finita de K (x).

El conjunto

K :={z € F : z es algebraico sobre K},

es un subcuerpo de F' que se denomina cuerpo de constantes de F' sobre K. Se tiene que
K C K C F, y se verifica facilmente que F es un cuerpo de funciones sobre K. Decimos
que K es algebraicamente cerrado en F (o que K es el cuerpo total de constantes de
F) si K = K, es decir, los tnicos elementos de F' que son algebraicos sobre K son los
elementos de K.

Sea F' un cuerpo de funciones sobre K. Un anillo de valuacion de F es un anillo
O C F que tiene las siguientes propiedades:

) KCOCFEy

11) para cualquier 0 # z € F se tiene que z € O 0 271 € O.

Se sabe que O es un anillo local, es decir, O tiene un tnico ideal maximal P (ver
[11, Proposiciéon 1.1.5]).

Teorema 1.1. [11, Teorema 1.1.6] Sea O un anillo de valuacion de un cuerpo de
funciones F' sobre K y sea P su tinico ideal mazimal. Entonces:

a) P es un ideal principal.

b) Si P =tO entonces cualquier 0 # z € F tiene una representacion inica en la forma
z =1"u para alginn € Z y u € O*.

c) O es un dominio de ideales principales. Mds precisamente, si P =tO y{0} #1 C O
es un tdeal entonces I = t"O para algin n € N.

Un lugar (o también primo) P del cuerpo de funciones F' es el ideal maximal de
algiin anillo de valuaciones O de F'. Cualquier elemento t € P tal que P = tO se llama
elemento primo (o pardmetro local) para P.

Cada anillo de valuacion O de F' determina un tnico lugar P de F'y reciprocamente.
Debido a esto, es usual denotar por Op al anillo de valuaciéon univocamente determinado
por el lugar P.

El conjunto de lugares de F' se denotara por P(F'). Se omite el cuerpo K en esta
notacion pues para cada lugar P de F' se puede probar que K C Op.

Un ejemplo basico e importante de cuerpo de funciones es el denominado cuerpo de
funciones racionales K(z) donde = es un elemento trascendente sobre K. En este caso
los anillos de valuaciones estan asociados de manera univoca a los polinomios moénicos
irreducibles con coeficientes en K con una excepcion: sea f € K[z] un polinomio ménico
e irreducible sobre K. El conjunto

h(zx)

Of::{m thyg€ Klz],g#0y f1g},
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es un anillo de valuacion de K(z) y su ideal maximal es

Pf = {M

h,ge Klx],g #0, flhy f1g}.
También el conjunto

Om::{E; h,g € K[x],g # 0y deg f < degg},

es un anillo de valuacion de K (x) y su ideal maximal es

_ (=)
Foo = {g(:ﬁ)

y se lo denomina lugar (o lugar o primo) infinito. Se demuestra en [11, Proposition
1.2.1] que los lugares de K (x) son los arriba mencionados y que

th,g€ Klz],g# 0y deg f <degg},

deg Py =deg f, deg P, = 1y K es el cuerpo total de constantes de K ().

Una descripcion alternativa de un lugar, que resulta de utilidad en muchos casos, esta
dada en términos de las denominadas valuaciones discretas de F'.
Una valuacion discreta de I es una funcién v : F' — Z U {oco} con las siguientes

propiedades:
1) v(z) = 0o siy solo si x = 0.

2) v(zy) = v(z) +v(y) para todo z,y € F.
3) v(z+y) > min{v(z),v(y)} para todo =,y € F.
4) Existe un elemento z € F' con v(z) = 1.
5) v(a) = 0 para todo 0 # a € K.

En este contexto el simbolo oo representa un elemento que no estd en Z y que
satisface las siguientes propiedades: co+ 00 =oco+n =n+ 00 = 00 y 00 > m para
todo m,n € Z. De las propiedades (2) y (4) se obtiene que v : FF — Z U {0} es
sobreyectiva. La propiedad (3) se llama Desigualdad Triangular.

Bajo ciertas condiciones se tiene la igualdad en la Desigualdad Triangular.

Lema 1.2. [11, Lema 1.1.11]|(Desigualdad Triangular Estricta) Sea v una valuacion
discreta de F' y sean x,y € F' con v(z) # v(y). Entonces

v(z +y) = minfu(z), v(y)}-

Por cada lugar P de F' se puede definir una valuacién discreta vp de F' de la si-
guiente manera: sea t un elemento primo para P. Entonces todo 0 # z € F tiene una
representacion unica z = t"u con u € Op y n € Z. Se define

vp(z):=n vy vp(0):=o00.

Teorema 1.3. [11, Teorema 1.1.13| Sean F un cuerpo de funciones sobre K y P un
lugar de F. La funcion vp recién definida es una valuacion discreta de F'. Mds ain,
tenemos que

Op={z€ F:vp(z) >0},
Op ={z € F:vp(z) =0},
P={z¢€ F:vp(z) > 0}.
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En el caso del cuerpo de funciones racionales K(z) las valuaciones discretas estan
determinadas por los polinomios monicos e irreducibles con coeficientes en K y por el
lugar infinito P,, de la siguiente manera (ver |11, Proposition 1.2.1]): si f € K[z] es
monico e irreducible y z(x) = h(x)/g(x) € K(x) entonces

r(x)
t(z)’

donde f1ry ftt. En el caso del lugar infinito P, se tiene que si z(z) = h(z)/g(x) €
K (x) entonces

l/pf(z(x)) =n, siz(x) = f(x)"

vp, (2(x)) = degg — degh.
Sea P un lugar de F'y sea Op su anillo de valuaciones. Como P es un ideal maximal,
el anillo de clases residuales Op/P es un cuerpo que contiene una copia isomorfa de
K. Por lo tanto consideraremos que K C Op/P. Para x € Op denotamos por z(P) a
la clase de residuos modulo Py para z € F'\ Op definimos z(P) = co. Sea P € P(F).

a) Fp:=Op/P es el cuerpo de clases residuales de P. La funcion

F — FPU{OO}
o z(P)

se denomina funcidn de clases residuales.
b) Definimos el grado de P como deg P := [Fp : K|. Un lugar de grado uno, se dice
que es un lugar racional de F.

Por ejemplo, los lugares racionales de K (x) estan en correspondencia univoca con los
elementos de K y el lugar infinito P,,. El grado de un lugar es siempre finito, més atn,
tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.4. [11, Proposicion 1.1.15| Sean F un cuerpo de funciones sobre K y
P eP(F). 85i0# x € P entonces

deg P < [F : K(z)] < 0.

Observacion 1.5. Para el caso en que deg P = 1 tenemos que Fp = K, y la funcion de
clases residuales, aplica F' en K U{oo}. En particular, si K es algebraicamente cerrado,
todos los lugares son de grado uno, y por lo tanto se puede mirar a cada elemento z € F
como una funciéon
z: P(F) — KU{oo}
P —  z(P).
Es por esto que a F' se lo denomina cuerpo de funciones. Los elementos de K, interpre-

tados como funciones, son funciones constantes y por esta razéon K recibe el nombre
de cuerpo de constantes de F.

Sea z € F'y P € P(F). Decimos que P es un cero de orden m de z si vp(z) = m > 0.
Decimos que P es un polo de orden m de z si vp(z) = m < 0. Notar que en el caso de
K(z) el lugar Py es el polo de x mientras que Py es el cero (de orden uno) de f(z).

Observacion 1.6. |11, Corolario 1.3.4] En un cuerpo de funciones F' sobre K todo
elemento 0 # z € F tiene una cantidad finita de ceros y de polos.

Para evitar complicaciones técnicas y casos patologicos supondremos, de ahora en
adelante, que el cuerpo de constantes K es algebraicamente cerrado en F', es decir,
K =K.
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El grupo abeliano libre generado por los lugares de F' se denomina grupo de divisores
de F'y lo denotamos por Dp, es decir,

Dy = Z npP :np € Z y casi todo! np =0
PeP(F)

Los elementos de Dp se llaman divisores de F. Si D = > npP € Dr el soporte de
PEP(F)
D se define como
supp D :={P € P(F') : np # 0}.
Un divisor de la forma D = P con P € P(F) se dice que es un divisor primo. El
elemento neutro del grupo de divisores Dy es el divisor

0:= Z rpP,
PEP(F)
con rp = 0 para todo P € P(F).
Para Q € P(F) y D =Y npP € D definimos vg(D) := ng, por lo tanto
suppD ={P € P(F):vp(D)#0} y D= Z vp(D)P.
PEPB(F)

Definimos un orden parcial en Dg de la siguiente manera

Dy <Dy siysolosi vp(Dy) <vp(Dy) para todo P € P(F).

Si D1 < Doy Dy # D escribiremos que Dy < Dy. Un divisor D se llama positivo (o
efectivo) si D > 0.
El grado de un divisor D se define como

deg D = Z vp(D)deg P.
PEP(F)

Por la Observacion 1.6, sabemos que todo elemento no nulo z € F' tiene una cantidad
finita de ceros y polos en P(F'). Por lo tanto la siguiente definicion tiene sentido. Sea
0 # z € F' y denotemos por Z al conjunto de ceros (resp. N al conjunto de polos) de
z en P(F). Entonces definimos

(2)o := Z vp(2)P, el divisor de ceros del elemento z,
Pez

(2)o0 1= Z(—vp(z))P, el divisor de polos del elemento z,
PeN
(2) == (2)0 — (2) oo, el divisor principal del elemento z.

Teorema 1.7. [11, Teorema 1.4.11] Sea z € F'\ K. Entonces
deg (2)o = deg (2)0o = [F: K(2)].
En particular, todos los divisores principales tienen grado cero.

A divisor D € Dp le corresponde un K-espacio vectorial £(D) que se denomina
espacio de Riemann-Roch asociado a D y se define como

L(D) = {z € F: vp(z) > —vp(D)} U{0}.

IPara todos excepto un namero finito.
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El espacio de Riemann-Roch, es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K, cuya
dimension se denota por ¢(D).
El género g de un cuerpo de funciones F' sobre K se define como

g(F/K) =méax{deg D —{(D)+1: D € Dp}.

El género es uno de los invariantes mas importantes de un cuerpo de funciones, se
puede probar que existe y que es un entero no negativo, (ver [11, Proposicion 1.4.14]).
Por ejemplo, el género de K(z) es cero para todo elemento x trascendente sobre K.
Maés atn, un cuerpo de funciones I sobre K es de la forma K (x) siy solo si F' es de
género cero y tiene al menos un divisor de grado uno (ver [11, Proposition 1.6.3]).

1.2. Extensiones algebraicas y ramificaciéon. De aqui en adelante supondremos
que el cuerpo total de constantes de todo cuerpo de funciones es perfecto. Sean F' un
cuerpo de funciones sobre K y F’ un cuerpo de funciones sobre K’ tales que K C
K’y F C F'. Supondremos también que que ambas extensiones F'/F y K'/K son
algebraicas.

Sean P € P(F) y Q € P(F’). Decimos que Q divide a P o que Q estd arriba de P si
P C Q. Denotamos esta situacion con el simbolo Q|P.

Se puede probar (ver [11, Proposicion 3.1.4]) que si Q|P entonces existe un tnico
entero e > 1 tal que vg(z) = evp(z) para todo z € F, y ademés que Q N F = P. Sean
PeP(F)y Q€ P(F') tales que Q|P.

a) El indice de ramificacion e(Q|P) de @ sobre P se define como el tinico entero
e(Q|P) := e que satisface

vo(z) = evp(x).
(ver [11, Definicion 3.1.5])

b) Decimos que Q|P esta ramificado si e(Q|P) > 1,y que Q|P no ramifica si e(Q|P) =
1. Decimos que un lugar P € P(F) esta ramificado o ramifica en F’ si existe @) €
P(F’) tal que Q|P y e(Q|P) > 1. En caso contrario decimos que P no ramifica en
I

¢) f(Q|P) = [F} : Fp] es el grado de inercia (o grado relativo) de Q sobre P.

Si F'/F es una extension algebraica separable y Q € P(F") entonces la restriccion
QNF de @ a F es un lugar de F.

Si F"/F’ es otra extension algebraica separable,y P € P(F), Q € P(F')y R € P(F")
son tales que R|Q y Q|P entonces tenemos que

e(R|P) =e(RIQ)e(QIP) vy  f(R[P) = f(RIQ)[(QIP).

Teorema 1.8. [11, Teorema 3.1.11|(Igualdad Fundamental) Si F'/F es una extension
finita de cuerpos de funciones y P € P(F) entonces

Y. eQIP)f(QIP) = [F': F].
QEP(F)
QP
En el caso de que la extension F'/F sea finita y Galois se tiene que si Q|P y Q'|P
entonces e(Q|P) = e(Q'|Py f(Q|P) = f(Q'|P). Por lo tanto si F’/F es una extension
finita y Galois entonces
ref =[F: F],
donde r es el nimero de lugares de F’ arriba de Py e = ¢(Q|P) y f = f(Q|P) para
todo @ € P(F') arriba de P.
Sea F’/F una extension finita de cuerpos de funciones de grado n y sea P € P(F).
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a) Decimos que P se descompone completamente en F’ si existen exactamente n lugares
distintos de F” arriba de P. En este caso se tiene que e(Q|P) = f(Q|P) = 1 para
todo Q|P.

b) Si existe un lugar @ € P(F”) tal que e(Q|P) = n entonces decimos que el lugar P
es totalmente ramificado en F'. En este caso se tiene que hay un tnico lugar de F’
arriba de P.

¢) Si existe un unico lugar @ € P(F’) arriba de Py e(Q|P) = 1 entonces decimos que
P es inerte en F' y en este caso f(Q|P) = n.

En el siguiente resultado se da una condicién suficiente para la irreducibilidad de
ciertos polinomios con coeficientes en un cuerpo de funciones que, en ciertos casos,
es muy util. Es una version adaptada a cuerpos de funciones del conocido criterio de
irreducibilidad de Eisenstein para polinomios con coeficientes enteros.

Proposicion 1.9 (Criterio de Irreducibilidad de Eisenstein). [11, Proposicion 3.1.15]
Sea F/K un cuerpo de funciones y consideremos el polinomio

o(T) = a,T" + @ T" 7 + -+ a,T + ag

con coeficientes a; € F. Supongamos que existe un lugar P € P(F') tal que una de las
stguientes condiciones vale:

1) vp(a,) =0, vp(a;) > vp(ag) >0 para i =1,...,n—1, y med(n,vp(ap)) = 1.

2) vp(an) = 0, vp(a;) > vp(ag) > 0 para i = 1,...,n — 1, med(n,vp(ap)) = 1 y
’UP(CLQ) < 0.

Entonces o(T') es irreducible en F[T]. Si F' = F(y) donde y es una raiz de ¢(T),

entonces P tiene una tunica extension P’ € P(F'), y tenemos que e(P'|P) = n y
f(P'|P) =1, es decir, P es totalmente ramificado en F(y)/F.

En muchos casos se construyen extensiones de cuerpos de funciones F' adjuntando
a I’ un elemento integral sobre un anillo de valuaciones de ese cuerpo. Como veremos
mas adelante serd importante tener un criterio de integrabilidad utilizando el polinomio
minimo del elemento a adjuntar.

Proposiciéon 1.10. [11, Proposicion 3.3.1] Sea F/K un cuerpo de funciones y sea
F' O F una extension finita de cuerpos. Sea R C F un anillo integralmente cerrado tal
que F' es el cuerpo cociente de R (se dice también que R es un anillo de holomorfia de
F). Para z € F' denotemos por o(T) € F[T| a su polinomio minimo sobre F. Entonces

z es integral sobre R <= ¢(T) € R[T].

Para determinar el comportamiento de la ramificacion de un lugar en extensiones
simples en las cuales se conoce el polinomio minimo del elemento que genera a la
extension, el siguiente teorema, debido originalmente a Kummer, que enunciamos a
continuacion es de mucha utilidad. Utilizaremos la siguiente notacion: dado un lugar
P de un cuerpo de funciones F' y un polinomio ¢(T) = _ ¢;T* € Op[T], denotaremos
por ¢ (T) al polinomio

O(T) = c(P)T" € Fp[T],
donde Fp = OP/P

Teorema 1.11 (Teorema de Kummer). |11, Teorema 3.3.7] Sea F'/K un cuerpo de
funciones. Supongamos que F' = F(y) donde y es un elemento integral sobre Op, y
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consideremos el polinomio minimo (1) € Op[T] de y sobre F'. Sea

= H%‘(T)

la descomposicion de B(T) en factores irreducibles sobre Fp (es decir, los polinomios
(T),...,v(T) son irreducibles, mdnicos y distintos dos a dos en Fp[T] y ¢ > 1).
Consideremos polinomios mdnicos p;(T) € Op[T] con

2(T)=w(T) y  deg(pi(T)) = deg ((T)).
Entonces para 1 < i <r, existen lugares P, € P(F") que satisfacen
BlP, py)el y  f(BIP) > deg (wi(T)).
Mds ain P; # P; para i # j.
Con hipdtesis adicionales se pueden obtener los indices de ramificacion, grados de

inercia y numeros de lugares arriba de un lugar dado. Supongamos que al menos una
de las siguientes hipdtesis (x) o (xx) vale:

=1 para 1=1,...,7; (%)

{1,y,...,4™ '} es una base integral para P. (%)

Entonces para 1 < i < r existe exactamente un lugar P; € P(F') tal que P|P y
vily) € P;. Ademds e(P,|P) = 1 y f(P|P) = deg~; para 1 < i < r. Por lo tanto
Py, ..., P son los lugares de P(F") que estdin arriba de P.

El divisor diferente de F'/F es un divisor que se define de la siguiente manera:

Diff(F'/F) = Y > d(QIP)Q

PeP(F) Q|P

donde d(Q|P) es un entero no negativo univocamente definido por P y @ llamado
exponente diferente, (ver [11, Seccion 3.4]). La determinacion precisa de este divisor es
fundamental para el calculo del género de extensiones finitas y separables de cuerpos
de funciones.

Para poder determinar explicitamente o, al menos, poder encontrar cotas para el
divisor diferente, es necesario tener algiin control sobre los exponentes diferentes invo-
lucrados. El siguiente teorema relaciona el exponente diferente con el indice de rami-
ficacion permitiendo en muchos casos obtener aproximaciones y cotas del diferente.

Teorema 1.12 (Teorema del divisor diferente de Dedekind). [11, Teorema 3.5.1| Si-
guiendo con la notacidn anterior tenemos que para todo Q|P

d(QIP) = e(Q|P) — 1,
y la igualdad vale si y sélo st e(Q|P) no es divisible por la caracteristica de F,.

La denominada férmula del género de Hurwitz establece una importante relaciéon en-
tre los géneros de los cuerpos de funciones que forman una extension finita y separable.

Teorema 1.13 (Formula del género de Hurwitz). [11, Teorema 3.4.13] Sea F' un cuerpo
de funciones sobre K y sea F'/F una extension finita y separable. Denotemos por K’
al cuerpo de constantes de F'. Entonces

[F . F]
[K'": K]
donde Diff(F'/F) denota al diferente de F'/F.

29(F') — 2 = (29(F) — 2) + deg Diff(F'/F),
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Sea F'/F una extension finita y separable de cuerpos de funciones sobre F, y sean @
y P lugares de F’ y F respectivamente tales que Q| P. Decimos que la extension Q|P es
moderada si char (F;) no divide a e(Q|P); en caso contrario decimos que la extension
Q|P es no moderada o salvaje. Notar que en el caso moderado, si e(Q|P) = 1 entonces
la extension Q| P es moderada. En el caso moderado, si hay ramificacion, se dice que la
ramificacién es moderada. En el caso no moderado hay, necesariamente, ramificacion.

Enunciamos ahora un resultado sobre la ramificacion en una clase especial de exten-
siones de cuerpos de funciones llamadas extensiones de Kummer.

Teorema 1.14 (Extensiones de Kummer). [11, Proposicion 3.7.3] Sea F/K un cuerpo
de funciones tal que K contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad (conn > 1y
mced(n, char (K)) = 1). Supongamos que u € F es un elemento que satisface

u#w?  para todow € F ydn, d> 1.

Sea
F'=F(y) cony"=u.

La extension F'/F se llama extension de Kummer de F y se tienen las siguientes
propiedades:

1. El polinomio ®(T) = T" —u es el polinomio minimo de y sobre F (en particular
es irreducible sobre F'). La extension F'/F es una extension de Galois de grado
[F' . F| = n; su grupo de Galois es ciclico y los automorfismos de F'/F estdn
dados por o(y) = Cy donde ( € F, es una n-ésima raiz de la unidad.

2. Sea P € P(F) y Q € P(F') un lugar arriba de P. Entonces

eQP) =~ y dQIP)=——1.

rp rp

3. Si K" denota el cuerpo de constantes de F' entonces

n 1 rp
Fy=1+——|g(F)—1+= (1-22) deg P
g(F") T g(F) +22 ) deg
PEP(F)
Corolario 1.15. Sea F un cuerpo de funciones y sea F' = F(y) cony®* =u yu € F,
donde n # 0 modd char (K) y K contiene una n-ésima raiz primitiva de la unidad.
Supongamos que eziste un lugar Q € P(F) tal que med(vg(u),n) = 1. Entonces K es

el cuerpo total de constantes del cuerpo F', la extension F'/F es ciclica de grado n, y

g(F") =1+n(g(F)—1)+ % > (n—rp)degP.

PeP(F)

1.3. Swucesiones y torres de cuerpos de funciones. La construccion de cuerpos
de funciones F'/F, con abundancia de lugares racionales con respecto al género tiene
un papel importante en la teoria algebraica de codigos, (ver [11], [8]). Hay una relacion
entre N(F) = N(F/F,), el ntumero de lugares racionales de F', y g(F) = g(F/F,), el
género de F', la cual establece que, para ¢ fijo, N(F') no puede ser muy grande con
respecto a g(F'). Este resultado se conoce como la cota de Hasse-Weil y es uno de los
resultados mas importantes de la teoria de cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos.

Teorema 1.16 (Cota de Hasse-Weil). [11, Teorema 5.2.3] Sea F/F, un cuerpo de
funciones. Entonces

IN(F) = (¢ +1)| <29(F)v/4q.
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Una mejora de esta cota es debida a Serre (ver [11, Teorema 5.3.1]) y establece que

IN(F) = (¢ + D] < g(F)[2v/4],

donde |z] denota el piso del ntimero real z, es decir, el mayor entero m tal que m < x.

Una manera de medir cuan abundante son los cuerpos de funciones F/IF, con muchos
lugares racionales con respecto al género, es mediante la denominada funciéon de Thara
que se define como

A(q) = limsup Nalg)
g—o0 g
donde
N,(g) = max{N(F/E,) : g(F/F,) =g},

Thara demuestra en |7] que si ¢ es un cuadrado (es decir, ¢ = p**) entonces A(q) >
/4— 1. Drinfeld y Vladut [2] mostraron que A(¢q) < ,/g—1 con lo cual A(p**) = pF—1.
Luego Garcia y Stichtenoth [3| dieron la primera demostracion constructiva de que
A(p**) = pF — 1 usando extensiones de Artin-Schreier. Cuando ¢ no es un cuadrado, el
valor exacto de A(q) no se conoce. La no trivialidad de A(q) para todo ¢ (es decir que
A(q) # 0) se debe a Serre [10] quien, con métodos de la teoria de cuerpos de clases,
demostré que existe una constante ¢ > 0 tal que

Aq) > c-logg,

para todo ¢. Posteriormente Zink [13] mejora esta cota inferior para el caso ¢ = p?

demostrando que

2(p* — 1)
p+2

y mas tarde, Bezerra, Garcia y Stichtenoth [1] generalizaron este mismo resultado para

cualquier potencia cubica, es decir

A@p®) >

?

2(¢° — 1)
q+2
para todo ¢ potencia de un primo. El aspecto distintivo de los trabajos mencionados
de Garcia y Stichtenoth estd en la obtencion de una cota inferior para A(¢q) mediante
la construccion de torres de cuerpos de funciones asintoticamente buenas sobre F, (Ver
[11] v [4]) definidas recursivamente por una ecuacion polinomial en dos variables. Este
tipo de construcciones es el de mayor interés en la teoria de codigos y es el princi-
pal objeto de estudio de este curso. Comenzamos definiendo el concepto de sucesiéon

admisible.
Una sucesidn F = {F;}32, de cuerpos de funciones F; sobre un cuerpo perfecto K se
dice que es admisible si se cumplen las siguientes condiciones:
DR ehnGhRG -,
ii) la extension Fj1/F; es finita y separable para todo i > 0,
iii) K es el cuerpo total de constantes de cada Fj; es decir, el cuerpo K debe ser
algebraicamente cerrado en F; para cada ¢ > 0.

Alg®) >

)

Si ademaés se cumple que

iv) g(F;) — oo para i — 00,
entonces decimos que la sucesion admisible F es una torre de cuerpos de funciones
sobre K.

Observacion 1.17. La condicion 1v) se obtiene de las condiciones 1), 1) y de la siguiente
condiciéon que es levemente mas débil y es muy 1til en la practica:
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iv’) existe 7o > 0 tal que g(F},) > 1.
En efecto, por la féormula del género de Hurwitz, tenemos que
9(Fipr) =12 [Fipa : El(g(F;) —=1) Vi =0.
Como g(F;,) > 1y [Fi41: F}] > 1, entonces
9(Fi) < g(Fig+1) < g(Figp2) < -+,

y como el género de un cuerpo de funciones es un niimero entero, tenemos que g(F;) —
00 para ¢ — 00

Decimos que una sucesion F = {F;}2°, de cuerpos de funciones sobre K es recursiva
si existe una sucesion {x;}2, de elementos trascendentes sobre K y un polinomio en
dos variables

flz,y) € Klz,y],
tales que
I) FO = K(Io),
11) Fii1 = Fi(x;41) donde x;4; es un cero de f(z;,y) € Fy[y], es decir, f(x;, xi11) =0
para ¢ > 0.

Notar que si el polinomio en una variable f(z;,vy) € K[x;][y] es separable entonces la
extension F; 1 /F; es separable.

Asociado a una sucesion recursiva F = {F;}°, de cuerpos de funciones F; sobre K
tenemos el denominado cuerpo de funciones bisico K(z,y) donde x es trascendente
sobre Ky f(x,y) = 0. Es usual decir que la ecuacion f(x,y) = 0 define o genera a la
sucesion F.

En general, trabajaremos con sucesiones recursivas F sobre [, donde f(x,y) es de
la forma

f(@,y) = ar(y)ba(x) — az(y)bi(2),
con aj, az, by y by polinomios con coeficientes en [F, tales que

med(ag, ag) = med(by, be) = 1.

Notar que de la definicion de sucesion recursiva tenemos que cada extension F 1/ F;
es finita, pues [Fi1; : F;| < deg ,(f(x;,y)). Ademas

F; = K(xo,...,x;) para i > 0,

y por lo tanto
Fob=K(x)CFH C---CF,CF1C--.
Entonces para probar que una sucesion recursiva F = {F;}°, de cuerpos de funciones
sobre K es una torre, basta mostrar que:

1) el polinomio f(z,y) € K[z][y] es separable, como polinomio en la segunda variable,
para cualquier elemento trascendente x sobre K,
11) K es el cuerpo de constantes de todos los Fj,
1) g(F;,) > 1 para algtn i.
La siguiente proposicion (ver [11, Proposicion 7.2.15]) da una condiciéon suficiente
para que ocurra I).

Proposicidon 1.18. Consideremos una sucesion recursiva F = {F;}3°, de cuerpos de
funciones donde Fy es un cuerpo de funciones con cuerpo de constantes K y [Fiyq :
F;] < oo para todo i > 0. Supongamos que para todo i > 0 existen lugares P; € P(F;) y
Q; € P(Fii1) con Q;|P; e indice de ramificacion e(Q;|P;) > 1. Entonces F; C Fiyq.
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Mas ain, si suponemos que e(Q;|P;) = [Fiy1 : Fj] para todo i, entonces K es el
cuerpo de constantes de F; para todo 1 > 0.

Si una sucesion recursiva F es una torre decimos que F es una torre recursiva (de
cuerpos de funciones sobre K).
Sea F = {F;}°, una sucesion de cuerpos de funciones sobre K.

a) Decimos que un lugar P € P(F;) se descompone completamente en F si P se des-
compone completamente en cada extension F;/F;, para j > i. El espacio de des-
composicion Split(F/Fy) de F sobre Fy se define como

Split(F/Fy):={P € P(Fy) : deg P =1y P se descompone completamente en F}.

b) Decimos que un lugar P € P(F;) ramifica en F si P ramifica en alguna extension
F;/Fy, para i > 0. El espacio de ramificacion Ram(F/Fy) de F sobre Iy se define
como

Ram(F/Fy):={P € P(Fp) : P ramifica en F}.

¢) Unlugar P € P(F;) esta totalmente ramificado en F si P esta totalmente ramificado
en cada extension F;/F;, para j > i. El espacio de ramificacion completa (o espacio
de ramificacion total) Cram(F/Fy) de F sobre Fy se define como

Cram(F/Fy):={P € P(Fp) : deg P = 1y P es totalmente ramificado en F}.

Cuando K = F, uno de los problemas principales de esta teorfa es la determinacion
precisa del niimero N (F;) de lugares racionales de F; y del género g(F;) para cada i > 0
de una sucesién o torre F de cuerpos de funciones sobre I, dada.

Las siguientes definiciones son relevantes para esta clase de problemas. Sea F =
{F;}22, una sucesion admisible de cuerpos de funciones sobre F,. La tasa de descom-
posicion v(F/Fy) y el género v(F/Fy) de F sobre Fy se definen, respectivamente,
€Omo

. N(F) - g(F)
Fy):= lim ——% Fo):= lim ——~—.
V(‘F/ 0) zirgo [E : FO]7 W(f/ 0) ZLISO [Fz : FO}
Si g(F;) > 2 para i > ig > 0, el limite \(F) de F se define como
N(F;)
A(F):= lim
( ) i—00 g(Fl)

Se puede probar que la sucesion {N(F;)/[F; : Fp]}iso0 es mondtonamente decreciente
v que la sucesion {(g(F;) — 1)/[F; : Fy]}i>0 es mondtonamente creciente, por lo tanto
ambas convergen en Ry U {oco}. Luego los limites anteriores existen (en R U {oco}) v
tenemos que 0 < v(F/Fy) < 00, 0 < y(F/Fy) < 00, y, por la definicion de A(q),

(1.1) 0 < A(F) < Alg),

para cualquier sucesion admisible F con g(F;) > 2 para i > ig > 0, para algtun iy (ver
[11, Capitulo 7]).

Notar que la definicién del género de F tiene sentido incluso en el caso de una
sucesion F de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K.

Una sucesion F de cuerpos de funciones sobre I, se dice que es asintdticamente buena
si v(F/EFy) >0y v(F/Fy)) < co. En caso contrario se dice que F es asintdticamente
mala. Por lo tanto, una sucesion admisible F es asintoticamente mala si v(F/Fy) =0
o si y(F/Fy) = 0.

Como vimos antes, la condicion g(F;) > 2 parai > i > 0 implica g(F;) — oo cuando
i — oo. Por lo tanto, cuando hablamos del limite de una sucesion A(F) en realidad
estamos hablando del limite de una torre.
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Es claro que en el caso de una torre F tenemos que F es asintoticamente buena si y
solo si A(F) > 0. Por lo tanto una torre F es asintoticamente mala si y sélo si A\(F) = 0.
Si A(F) = A(q), donde A(q) es la funcion de lhara, decimos que F es asintdticamente
optima.

Ejercicios.
1. Demostrar la Proposicion 1.18.

2. CONSTRUYENDO TORRES DE CUERPOS DE FUNCIONES

Como ya dijimos, un problema con importantes consecuencias en la teoria de codigos
algebraicos es el calculo de A(q). De la desigualdad (1.1) vemos que se pueden conseguir
cotas inferiores de A(q) calculando, o al menos estimando, el limite A(F) de torres
recursivas de cuerpos de funciones sobre F,. El primer problema a resolver es que
la ecuaciéon que define recursivamente a una sucesioén sea una torre. Estudiaremos a
continuacion condiciones suficientes para que una ecuacion de la forma a(y) = b(z)
defina una torre recursiva de cuerpos de funciones sobre F,.

Usando propiedades bésicas de las valuaciones en un cuerpo de funciones el siguiente
lema es inmediato.

Lema 2.1. Sean F' un cuerpo de funciones sobre K, x € F' un elemento trascendente
sobre K y f(x) = ap2" + ap_ 12" ' + - + a1z + ag € K[x] un polinomio de grado n.
Supongamos ademds que i € {0,1,...,n} es el menor indice tal que a; # 0. Entonces,
st P es un lugar de F, tenemos que

vp(a;x') = jwp(x) si vp(x) > 0;
vp(f(z)) = { vp(a,xz™) = nup(x) si vp(x) < 0.

Si vp(z) = 0 entonces vp(f(x)) > 0.

Corolario 2.2. Con las condiciones del lema anterior tenemos que si vp(x) > 0 en-
tonces vp(f(x)) >0 y sivp(x) < 0 entonces vp(f(z)) < 0.

Sea x un elemento trascendente sobre un cuerpo K. Consideremos el cuerpo de
funciones racionales K (z) sobre K. Para a € K, denotamos por P, al tnico lugar de
K(x) asociado al polinomio x — a, es decir, P, es el cero de x — « en K(z). También
denotamos por P, al polo de x en K(z).

Teorema 2.3. Sea K un cuerpo perfecto y sean a,by y by polinomios coprimos dos
a dos con coeficientes en K. Supongamos que deg(a) = deg(by) = m > 2 y que
deg (ba) = m —r con med(m,r) = 1. Consideremos los siguientes cuerpos de funciones
definidos de manera recursiva:

Fo = K(x) es el cuerpo de funciones racionales sobre K;
Fiv1 = Fi(xi1) con a(zigr) = by(x;)/ba(x;) para todo i > 0.
Entonces F = {F;}2, es una sucesion recursiva de cuerpos de funciones sobre K.
Mds aun, se cumple que:
1) F; C Fipa.
11) El lugar P, que es el tinico polo de xy en Fy, es totalmente ramificado en la
sucesion. En consecuencia, K es el cuerpo total de constantes de F; para todo
1> 0.
Si ademds el polinimo a(x) —

€ Fi[z] es separable para todo ¢ > 0, entonces
Fi11/F; es separable para todo i > 0.
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Observacion 2.4. Si en el Teorema 2.3 tenemos que a(7) =T, deg (b(T)) =m—ry
deg (b2(T)) = m > 2 con med(m,r) = 1, entonces se prueba al igual que en el teorema,
que el polo de x; en F; es totalmente ramificado en Fj,; y por lo tanto también se
obtiene que K es el cuerpo total de constantes de F; para todo ¢z > 0.

Ejercicios.
1. Demostrar el Lema 2.1 y su corolario.
2. Demostrar el Teorema 2.3.

3. TORRES DE TIPO KUMMER ASINTOTICAMENTE BUENAS

En esta seccion daremos una demostracion de la no trivialidad de la funcion de
Thara A(gq) cuando ¢ es una potencia al menos par de un primo p. Utilizaremos las
denominadas torres de tipo Kummer que son sucesiones admisibles y recursivas f =
{F;}32, de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K, de caracteristica p, que
estan definidas por ecuaciones de la forma y™ = f(z) con med(n,p) = 1 y para ciertas
elecciones adecuadas de f(z) € K(x).

3.1. Comportamiento asintético de sucesiones y torres moderadas. Sea F
un cuerpo de funciones sobre un cuerpo perfecto K y F’ una extension finita y separable
de F. La extension F'/F se dice que es moderada si para todo lugar () de F’ se tiene que
el indice de ramificacion e(Q|P) es coprimo con la caracteristica de K donde P = QNF.
En caso contrario se dice que la extension F'/F es no moderada o salvaje.

Sea F = {F;}°, una sucesion de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K.
Se dice que F es una sucesion moderada si la extension Fi, 1/ F; es moderada para todo
1 > 0. En caso contrario se dice que F es una sucesion no moderada o salvaje.

Uno de los resultados generales més ttiles en la teoria de las torres moderadas es el
siguiente teorema de Garcia, Stichtenoth and Thomas [5, Theorem 2.1].

Teorema 3.1. Sea F = {F};}°, una torre moderada de cuerpos de funciones sobre IF,.
Si
1) F es de ramificacion finita, es decir, el conjunto Ram(F/Fy) = {P € P(Fy) :
P ramifica en F} es finito y
11) el conjunto Split(F/Fy) = {P € P(F,) : P se descompone completamente en F}
€s no vacio,

entonces F es asintolicamente buena y ademds
2t
= ;
2g<F0) -2 + s
donde t = [Split(F [ Fo)| y s = 3" pec pam(F/m) A9 P-

Este resultado nos dice que en el caso de torres moderadas con ramificacién finita
(es decir, el conjunto de ramificacion Ram(F/Fp) es finito) la existencia de al menos
un lugar de Fj que se descomponga completamente en la torre alcanza para garantizar
el buen comportamiento asintotico de la torre. Esto es falso en el caso de torres no
moderadas pues se conocen ejemplos de torres F no moderadas con ramificacion finita
y género v(F) infinito, con lo cual A(F) = 0y, por lo tanto, F es asintéticamente mala.
El siguiente lema es un criterio 1til para garantizar ramificacion finita en una sucesion.

A(F)

Lema 3.2. Sea F = {F;}2, una sucesion recursiva y admisible de cuerpos de funciones
sobre F, definido por la ecuacion H(x,y) = 0 donde H € F,[z,y]. Supongamos que
existe un conjunto Sy C F, tal que siy € Sy y H(B,7v) = 0 entonces f € Sp. Sea {z;}i>0
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una sucesion de elementos trascendentes sobre F, tal que Fy = Fy(xo) y Fir1 = Fi(xi41)
donde H(z;,x;11) = 0 para todo i > 0. Si Q es un lugar de F; tal que la clase residual
z:i(Q) € Sy entonces xo(Q) € Sp.

El lema anterior permite demostrar la siguiente proposicion que sera de particular
utilidad en la construcciéon de torres asintoticamente buenas de tipo Kummer.

Proposicion 3.3. Sea m > 2 un entero y q una potencia de un niumero primo tal
que ¢ = 1 méd m. Sea F = {F;}°, una sucesion de cuerpos de funciones sobre F,
definida recursivamente por la ecuacion

b ()
3.1 m_
(3.1) s
donde b1(T),bo(T) € F,[T] son polinomios comprimos tales que deg (b1(T)) = m y
deg (by(T)) = m — r con med(m,r) = 1. Entonces F es una sucesion admisible y

moderada. Supongamos ademds que existe un conjunto Sy C [, con las siguientes
propiedades:
(I) Zy, C Sp.
(11) Zy, C S.
(111) Z, C S, for all v € Sy, donde o, (T) = by(T)y™ — by (T).
Entonces Ram(F/Fy) es un conjunto finito. Mds precisamente si P € P(Fy) es un

lugar ramificado en la sucesion F entonces P =Py, o P es el cero de xq—y para algin
Y e So.

Estamos ahora en condiciones de enunciar y demostrar el siguiente resultado que
es de importancia para nuestro propoésito de hallar una cota inferior no trivial de la
funcion de Ihara en ciertos casos.

Teorema 3.4. Sea m > 2 un entero y q una potencia de un numero primo tal que
q =1 méd m. Sea 8 € F; y sea h(T) € Fy[T] un polinomio separable y de grado
m —r conmed(m,r) =1y 1 <r <m-—1tal que h(0) = ho # 0 y Zrm_(3/ne) C Fy.
Supongamos que existe un conjunto Sy C Fy tal que

(1) 0 € Sp;

(H) Zn C So;
(111) para cada v € Sy se tiene que Zy, C Sy donde H,(T) = h(T)y™ — BT™.

Entonces la sucesion F = {F;}2, deinida recursivamente por la ecuacion

n_ B

h(x)’

es una torre de cuerpos de funciones sobre F, tal que

(3.2) y

(a) Fii1/F; es una extension moderada de grado m para todo i > 0.

(b) Sea P € P(Fy) ramificado en F;/Fy para algin i > 1 y sea xo un elemento trascen-
dente sobre F, tal que Fy = F,(zo). Entonces P es el polo P, de xy en Fy o es un
cero de xo — 7y para algin v € Sp \ {0}.

(¢) El cero Py, de xo en Fy se descompone completamente en F;/Fy para todo i > 1.

(d) A(F) = 2(|So| —2)7".

Demostracion. La Proposicion 3.3 nos dice que F es admisible y moderada. Sea {z;};>0
una sucesion de elementos trascendentes sobre F, tales que Fy = Fy(z) vy Fipqx =
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E($i+1) donde

T
ba; Vi>0.
Veremos ahora que el lugar P,, (el cero de z( en Fp) se descompone completamente
en F;/Fy. Sea @ un lugar de F; que sea un cero de . Luego Q N Fy = P,, v ademas,
por (3.2), se tiene que @ es un cero de x1,Zs,...,z;. Notar que P, se descompone
Completamente en F;/Fy siy solosi @Q se descompone completamente en Fipa /F;.

Sea F = {F} °, la sucesion de cuerpos de funciones sobre F, en la cual Fy = Fy =

Fo(x0) v Fy = Fj_1(x;/x;_y) for all i > 1. Luego F esta recursivamente definida por la
ecuacion 8

@

porque de (3.3) se verifica que

Tit1 " B .
— > ().
( 7 ) Wy 0

En realidad se tiene que F=F pues Fj 1 = Fi+1- Por lo tanto se puede considerar a
F definida por la ecuacion

Sea z = h(x,). Luego z € OF pues vg(z) = vg(h(r,)) = 0 de modo que 2(Q) € F;.
Notar que si h(T) = hp, T™" + -+ + hyT + hg entonces z(Q) = ho € F;.

8
h(zn)

e 0 _ 5
2(Q)  ho
Como B/hy # 0y ¢ =1 mdd m el polinomio T — 3/hy € F,[T] es separable. Por
hipotesis la ecuacion 7™ = 3/ h tiene m raices distintas en F, y el Teorema de Kummer
(Teorema 1.11) dice en este caso que @) se descompone completamente en F;,1/F; lo
cual equivale a que P,, se descomponga completamente en F;/Fy. En consecuencia
N(F;) > m' y por lo tanto g(F;) — oo si i — oo.

Esto demuestra que F = {F;}°, es una torre de cuerpos de funciones sobre I,
que satisface (a) y (c) del Teorema 3.4. Notar que también se cumple (b) gracias a la
Proposicién 3.3. Por lo tanto todo lugar de Fj ramificado en la torre es P, o el cero
de xy — 7 para algun v € Sy \ {0} (recordar que P,, se descompone completamente).

Finalmente usando el Teorema 3.1 se deduce que

2

1So| — 2

Reduciendo la ecuacion T™ = modulo @) se obtiene que

AMF) >

O

Estos resultados nos permiten ahora demostrar la no trivialidad de la funciéon de
Thara A(q) para ciertos valores de g:

Teorema 3.5. Sea ¢ > 2 una potencia de un nimero primo y sea F = {F;}2, la
sucesion de cuerpos de funciones sobre F, definida por la ecuacion
xd~!

xi1 — (x — )V’

(3.4) yi =

con o € F. Sea Sy = F,. Entonces
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I) 0 € S,

II) Zf C So,

111) para cada v € Sy se tiene que Zy, C Sy donde H,(T) = h(T)y™ — pI™. Mds
precisamente siy € I entonces v~ = 1 y por lo tanto T — f(T) = (T — )"
tiene todas su raices en [Fy.

Por lo tanto

2

AMNF) > —,
q—2
Y en consecuencia
2
A2") > sin>2 y A@P™) > s1p es un primo impar.
n — 2 -2
Ejercicios.

1. Demostrar el Lema 3.2.

2. Demostrar la Proposiciéon 3.3

3. Demostrar el Teorema 3.5

4. (Problema para una tesis doctoral): Determinar si existen torres recursivas a-
sintéticamente buenas con ramificacion infinita.

5. (Problema para otra tesis doctoral): Determinar si existen torres recursivas asin-
toticamente buenas sobre cuerpos primos (es decir sobre F,,).
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