REPRESENTACIONES DEL GRUPO SIMETRICO
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INTRODUCCION

Los primeros aportes a la teoria de representaciones del grupo simétrico fueron hechos por
Frobenius y Schur a fines del siglo XIX y pocos anos més tarde Young le dio un gran impulso
al area. Desde entonces la teoria de representaciones del grupo simétrico en particular, de los
grupos de Coxeter en general, y sus diversas aplicaciones tienen un gran interés cientifico que
incluso se ha acentuado en los tltimos anos.

Hay excelentes libros y articulos que tratan este tema desde diversos puntos de vista y algunos
de ellos, como por ejemplo [Ja] o [Ma], son clasicos de la literatura en el area. Numerosos autores
ponen énfasis al destacar la profundidad y dificultad de sus resultados a pesar de que muchas
veces los argumentos combinatorios utilizados son relativamente elementales. Remarcan que
esta caracteristica combinada con las tan diversas ramas de la matematica que confluyen a esta
area, le otorgan al tema una belleza especial.

Estas notas son una breve introduccién y contienen las demostraciones de dos teoremas cen-
trales del area. El primero es el Teorema del submédulo de James, en caracteristica arbitraria,
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para los mddulos de Specht S*; y el segundo es el que establece un isomorfismo entre el anil-
lo de Littlewood-Richardson, formado por los caracteres virtuales de todos los S, v el anillo
de funciones simétricas con coeficientes enteros. Las demostraciones de estos teoremas estan
completas salvo por algunos resultados de la teoria de representaciones de grupos finitos o de
algunas identidades que relacionan entre si las distintas familias de polinomios simétricos. Estos
resultados e identidades son basicas en las respectivas areas y son enunciados en estas notas sin
demostracion.

Las notas esan divididas en tres partes. En la primera introducimos el grupo simétrico S,
y enunciamos algunos resultados de teoria de representaciones de grupos finitos. En la seccion
que describimos la representacion canénica de S,, destacamos algunas diferencias que aparecen
si la caracteristica del cuerpo divide a n.

En la segunda parte demostramos el Teorema del submoédulo de James en caracteristica
arbitraria siguiendo la monografia [Ja]. Esta demostracién no requiere de ningin resultado de
teoria de representaciones. Luego, como consecuencia de este teorema, obtenemos la clasificacion
de las representaciones irreducibles de §,, sobre cualquier cuerpo de caracteristica cero. Esta
clasificacién requiere solamente el resultado que establece cuantas representaciones irreducibles
no equivalentes tiene un grupo finito. La clasificacién de las representaciones irreducibles de
S, en caracteristica arbitraria tampoco requiere otros resultados de teoria de representaciones
pero si es necesario un poco més de trabajo. Se puede consultar en [Ja].

La tercera parte esta dedicada al isomorfismo entre el anillo de Littlewood-Richardson, y el
anillo de funciones simétricas con coeficientes enteros. Comenzamos enunciando las propiedades
bésicas de los caracteres de grupos finitos sin demostraciones. De manera anédloga se define el
anillo de funciones simétricas, pariente muy cercano del anillo de polinomios simétricas, y lista-
mos algunas de las identidades béasicas que relacionan entre si las distintas familias de polinomios
simétricos. El libro [Ma] es una referencia clésica en este tema. Aceptando las propiedades de los
caracteres y las identidades entre polinomios simétricos demostramos el isomorfismo menciona-
do siguiendo [Go]. De este teorema se desprenden muchas férmulas famosas de los caracteres
de S,, que son obtenidas en la ultima seccién.

1. PRIMERA PARTE: EL GRUPO SIMETRICO Y REPRESENTACIONES DE GRUPOS

1.1. Factorizacién en el grupo simétrico.

El grupo simétrico S, es el conjunto de todas las biyecciones 7 : {1,...,n} — {1,...,n} con
la composicién de funciones como multiplicacién. Sus elementos son llamados permutaciones.
Ocasionalmente serd necesario considerar el grupo de permutaciones (biyecciones) de algun

conjunto finito F que no sea necesariamente {1,...,n}. A este grupo lo denotaremos Sg.
Una permutacién puede ser descripta a través de su tabla de valores (horizontal)
1 2 .. n
TTr) w2 - w0y
Por ejemplo, si
123456 78 123456 78
728147653 Y TT817260534
entonces
12345678
°T73 2586 71 4

Una permutacién 7 se dice k-ciclo o simplemente un ciclo (de longitud k) si fija todos los
elementos de {1,...,n} salvo los de un subconjunto {ay, as, ..., ar} C {1,...,n} paralos cuales
m(a;)) =am, i =1,...,k =1,y m(ax) = a;. En este caso denotamos a 7 por (ajas...ax). Los
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ciclos de longitud 2 se llaman trasposiciones. Dos ciclos se dicen disjuntos si los correspondientes
subconjuntos no fijos son disjuntos. Es claro que ciclos disjuntos conmutan entre si. El siguiente
teorema es bien conocido.

Teorema 1.1. Toda permutacion se factorea de manera inica, salvo por el orden, como produc-
to de ciclos disjuntos. Ademds, toda permutacion se factorea como producto de trasposiciones
(no necesariamente disjuntas). Esta factorizacion no es inica pero la paridad de la cantidad de
trasposiciones que aparecen en cualquier factorizacion de una permutacion dada es unica.

Por ejemplo, las permutaciones de arriba son

o = (1283)(57) T = (1842)(37)(56) or = (13567)(48)
= (12)(28)(83)(57) = (18)(84)(42)(37)(56) = (13)(35)(56)(67)(48)

Dada una permutacion 7, la paridad mencionada en el teorema se llama signo de 7 y sera de-
notada por sg(m). Por ejemplo sg(o) = 1, sg(7) = —1. Es claro que sg : S,, — {1,—1} es un
homomorfismo de grupos.

1.2. Particiones y clases de conjugacion de S,,.

Una particion A de n es una sucesion débilmente decreciente de niimeros enteros no negativos
A = (A1, Ag,...) que suman n. Los numeros \; se llaman las partes de A. Por lo general
cerraremos el paréntesis en la dltima parte no nula. Por ejemplo (6,3,2,2,1) es una particién
de 14.

Las particiones también pueden ser descriptas a través de la notacion exponencial: si X =
(A1, Ag,...) es una particién de n, y r, es la cantidad de veces que aparece a en (Aq, Ag,...)
escribimos A = [1" 2™ ... n™] omitiendo los nimeros cuyos exponentes son cero. Por ejemplo
(6,3,2,2,1) = [11 2231 61].

El Teorema 1.1 permite definir el tipo de una permutacion de S,, como la particion de n que
resulta de considerar las longitudes de los ciclos que aparecen en su factorizacion, incluyendo
a los puntos fijos como ciclos de longitud 1. Por ejemplo o = (1283)(57) = (1283)(57)(4)(6) es
de tipo (4,2,1,1) = [122 41].

En general, en un grupo G, dos elementos z,y € G se dicen conjugados si existe un elemento
g € G tal que x = gyg~!. Es claro que la conjugacién es una relacién de equivalencia y por lo
tanto G queda descompuesto como unién disjunta de sus clases de conjugacién.

En el grupo simétrico S, las clases de conjugacién quedan descriptas por las particiones de
n. Mas precisamente, si 0 € S, y

0 = (al,law c. al,kl) s (a,n,lar’g . ar’kr)
es su descomposicién como producto de ciclos disjuntos, entonces

ror ' = (m(ar,)m(ars) ... w(ar)) - (m(ari)m(ars) ... w(arg,))

es la descomposicién de mom~! como producto de ciclos disjuntos. Lo dicho hasta aqui forma

parte de la prueba del siguiente teorema. La demostracién completa se puede consultar en [Go.

Teorema 1.2. Dos permutaciones estin en la misma clase de conjugacion si y solo si son del

mismo tipo. Ademds, si o € S,, es tipo [1"™ 2™ ... n™] entonces el centralizador Cs,(0) de o en
S, tiene orden |Cs, (o) = 1"r1272r5! ... n"r,! y por lo tanto la clase de conjugacion de tipo
(17272 . n™] tiene
n!
11 2r2eyl o ey,

elementos.
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Ejemplo. Las particiones de 4 son
(4> = [41]7 (37 1) = [11 31]> (2>2) = [22]> (27 1, 1) = [12 21]7 (17 L1, 1) = [14}

y las respectivas clases de conjugacién de S, son

Tipo Clase Cantidad de elementos
[41] {(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432) } 45 =6

[1131] {(123),(132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)} T = 8
27] {(12)(34), (13)(24), (14)(23) } S5 =3

[122'] {(12),(13), (14), (23), (24), (34) } oy = 6
[14] {1} =1

1.3. Representaciones de grupos.

Dado un espacio vectorial V' de dimensién finita sobre un cuerpo k, denotamos con Auty (V') al
grupo de automorfismos k-lineales de V. Dada una base B de V'y L € Auty (V') denotaremos con
[L]p a la matriz de la transformacién L en la base B. Sabemos que [-|p : Auty (V) ~ GL(m, k)
es un isomorfismo de grupos.

Una representacion (T,V) de dimensién finita de un grupo G sobre un cuerpo k es un
homomorfismo de grupos

T:G — Auty (V)

para algin k-espacio vectorial V' de dimension finita. Dado que el grupo de automorfismos
de un espacio vectorial de dimensién 1 es isomorfo a k*, las representaciones de dimensién
1 son homomorfismos 7" : G — k*. Como k* es conmutativo, el conmutador de un grupo
G esta contenido en el nicleo de toda representacion de dimensién 1. Por lo tanto el grupo
simétrico §,, tiene solamente dos representaciones de dimension 1: la representacién trivial y la
representacion signo.

Dadas dos representaciones (71, V1) y (1%, V) de G, denotamos con

Homg(Vi, Vo) ={L: Vi — Vo : Les k-lineal y L o T1(g) = T»(g) o L para todo g € G}.

Las dos representaciones se dicen isomorfas si existe un isomorfismo de espacios vectoriales
L € Homg(V4, V3). Los elementos de Homg(Vy, V2) se llaman G-morfismos o morfismos de
entrelazamiento.

Un subespacio W C V se dice G-invariante si T(g)w € W para todo g € G y todo w € W.
Una representacion se dice irreducible si los tinicos subespacios G-invariantes de V' son los
triviales. Una representacion se dice completamente reducible si todo subespacio G-invariante
tiene un complemento G-invariante.

Es sabido que una representacién de dimensién finita es completamente reducible si y sélo
si es suma directa de una cantidad finita de representaciones irreducibles. Este resultado tiene
una demostracién sencilla y es cierto atiin en un contexto mucho mas general, ver [CR, Thm
15.3].

A continuacién enunciamos algunos resultados de la teoria.

El siguiente teorema es basico en la teoria de representaciones de grupos finitos y su demostra-
cién no es complicada, ver por ejemplo [CR, Thm 10.8].
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Teorema 1.3 (Maschke). Sea (T, V') una representacion de dimension finita de un grupo finito
G sobre un cuerpo k. Si char(k) no divide a |G| entonces (T,V') es completamente reducible y
por lo tanto V' es suma directa de una cantidad finita de representaciones irreducibles.

La cantidad de representaciones irreducibles de dimensién finita de un grupo finito G depende
del cuerpo y enunciamos dos teoremas que hablan de ella.

En el primero, si k = C, el resultado es consecuencia de la teoria de caracteres; y si k es
arbitrario, el resultado es consecuencia de la teoria de representaciones de algebras asociativas
semisimples de dimensién finita y de la estructura del dlgebra kG (ver [FH, Prop 2.30] o [CR,
Thm 27.22, Rmk 27.25]).

Teorema 1.4. Sea G un grupo finito y k un cuerpo tal que char(k) no divide a |G|. Entonces el
numero de clases de isomorfismo de representaciones irreducibles de dimension finita de G sobre
k es menor o igual a la cantidad de clases de conjugacion de G. Si ademds k es algebraicamente
cerrado entonces vale la 1gualdad.

El segundo teorema es parte de la teoria de Brauer de representaciones modulares. Trata el
caso particular en que G es un grupo tal que todas sus representaciones irreducibles sobre Q
son irreducibles sobre C. Demostraremos que S,, tiene esta propiedad (ver Teorema 2.13).

Una clase de conjugacion se dice p-regular, p primo, si el orden de sus elementos es coprimo
con p. Un grupo tiene clases de conjugacién p-regulares si y sélo si p divide a |G| (Teorema de
Cauchy). Para la demostracién del siguiente teorema se puede consultar las secciones 82 y 83
de [CRJ]. Ver también [CR, Thm 29.15] y la pagina 40 de [Ja].

Teorema 1.5. Sea G un grupo finito tal que todas sus representaciones irreducibles sobre Q
son irreducibles sobre C. FEntonces el niumero de clases de isomorfismo de representaciones
irreducibles de dimension finita de G sobre un cuerpo k con char(k) = p es igual a la cantidad
de clases de conjugacion p-requlares de G.

1.4. La representacion canodnica y la representaciéon estandar de §,,.

Sea C' = {€1,...,€,} la base candnica de k™. La representacion candnica de S, es (T,k")
con T(7)e; = €x(s). El conjunto de matrices {[T'(7)]c : m € S, } es exactamente el conjunto
de matrices de permutacion de GL(n,k), es decir, las matrices que resultan de permutar las
columnas de la matriz identidad. Por ejemplo, si n = 3 tenemos

™ [T(me ™ [T(me T [T(m)e
100 001 010

1 {010 (123) [1 0 0 (132) [0 0 1
00 1 010 100
010 001 100
12) [1 0 0 (13) [0 1 0 23) [0 0 1
00 1 100 010

La representacién (7', k™) no es irreducible. El subespacio kvg generado por el vector vy = ) ¢;
es S,-invariante y la accion de S,, en él es trivial. Otro subespacio S,,-invariante de k™ es

W=A{v=> wi, z;, €k:> x;,=0}.

Es claro que si char(k) no divide a n entonces W N kyy = 0 y por lo tanto k" = W & kuvg. En
cambio, si char(k) divide a n, entonces vy € W.
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Ejercicio 1.6.

(1) Demostrar que, independientemente de char(k), W y kvy son los tinicos subespacios no
triviales de k™ que son S,-invariantes. Sugerencia: Demostrar que si W’ es S,-invariante y
contiene algin vector cuyas coordenadas en la base C' no son todas iguales, entonces W’
contiene todos los vectores €; — €;.

(2) Demostrar que si char(k) no divide a n entonces W es irreducible, y si char(k) divide a n
entonces W /ku, es irreducible.

(3) Demostrar que si char(k) divide a n entonces k™ no es completamente reducible.

La representacion estindar de S, es (T, W), en el caso en que char(k) no divide a n o
(T, W/kuvg) en el caso en que si divide (para no recargar la notacién, hemos mantenido la letra
T para los correspondientes homomorfismos).

Analicemos las matrices de la representacién estandar cuando n = 3. El conjunto B =
{€1 — €2, €9 — €3} es base de W y las matrices son

T [T(7)|lwls T [T'(7)|lwls T [T(7)|wls
1 (é (D (123) (? j) (132) (j (1))
w (3) ] e () e ()

Si char(k) = 3 entonces vy = €;+€ea+e€3 = (61 — €2) — (€2 — €3) € Wy W/ky, es isomorfa a la
representacion signo de Ss.

La representacién candnica de §,, es un caso particular de las llamadas representaciones de
permutacién, las cuales definimos a continuacién.

1.5. Representaciones de permutacién.

Una accion de un grupo G en un conjunto finito £ es un homomorfismo de grupos

G — SE
g (e gee).
La accién se dice transitiva si dados eq, es € E existe un g € G tal que g.e; = es.
Dada una accién de un grupo G en un conjunto finito £ = {ej,...,e,} se obtiene una

representaciéon de GG en el espacio vectorial kE ~ k™ extendiendo linealmente la accion, es decir
definiendo T'(g) € Auty(kE) como T'(g)(>_ wie;) =D x; g.¢;.

Las representaciones construidas de esta manera son llamadas representaciones de permuta-
cion de G. Es claro que {[T(g)]E 1g € G} es un subconjunto de las matrices de permutacién
de GL(m,k). En particular, una representacién de permutacién nunca es irreducible (salvo que
sea de dimensién 1) pues

k> e) v {v=> me, x; €k D x; =0}
son GG-invariantes.

Observacion 1.7. Al ser [T(g)]g una matriz de permutacién para todo g € G, es en particular
una matriz ortogonal con sélo unos y ceros. Por lo tanto las representaciones de permutacién
vienen provistas naturalmente de una forma bilineal no degenerada G-invariante en la que F
es base ortonormal. Si k es Q o R esta forma bilineal es producto interno, si k = C la forma
sesquilineal correspondiente es producto interno.
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Ejemplos.

(1) La representacién canénica de G = S, es la representacién de permutacién correspondiente
a la accion de S, en £ = C, la base canodnica de k.

(2) La representacion reqular (a izquierda) de un grupo G es la representacién de permutacién
correspondiente a la accion regular a izquierda de G en E = G dada por multiplicacién a
izquierda.

(3) Mas generalmente, si H < G es un subgrupo de G, entonces G actia en el conjunto de
coclases F = G/H por multiplicacién a izquierda: g.(goH) = (g9go)H. La representacion
de permutacion que se obtiene es, por definicién, la representacion inducida a G por la
representacion trivial de H.

Por ejemplo, si H = S,,_1 lo vemos como el subgrupo de G = §,, correspondiente a las
permutaciones que fijan n entonces

E=S8,/S,1={(0n)S,_1,(2n)S,_1,...,(n—1n)S,_1,Sn_1}
y la accién S, en E es 7.((jn)S,—1) = (7(j)n)S,_1. Por lo tanto, la biyeccién
E={(1n)S,-1,2n)S,-1,...,(n—=1n)S—1,Sn-1} = {€1,...,en} =C
(Jn)Sn-1 — €;
establece un isomorfismo entre la representaciéon de permutacién dada por S,,/S,—1 y la

representacién canonica.

Construiremos todas las representaciones irreducibles de S, como subrepresentaciones de
representaciones de permutacion.

2. SEGUNDA PARTE: MODULOS DE SPECHT

2.1. Diagramas, tablas, tabloides y subgrupos de Young.

Dada una particién A = (A1, Ay, ...), el diagrama de Young o de Ferrer de A es el dibujo que
consiste en filas de cuadritos justificadas a izquierda, donde la i-ésima fila tiene \; cuadritos.
Por ejemplo, si A = (3,2,2,1) su diagrama es

La particion traspuesta de X se denota con X' y es la que tiene diagrama traspuesto al diagrama
de \. Por ejemplo, si A = (3,2,2,1) entonces X' = (4,3, 1) pues su diagrama es

|

Dada una particién A = (Ag, A, ..., \.) de n, una tabla de tipo A es una asignacién biyectiva
de los nimeros {1,2,...,n} a los cuadritos del diagrama. Por ejemplo,
8]4]5]
t= 123
711
16|
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es una tabla de tipo (3,2,2,1). Denotamos con t; ; el nimero que tiene el cuadrito de la fila ¢
y columna j. En el ejemplo de recién ¢35 = 1. En analogia con las particiones, definimos tabla
traspuesta: si t es una tabla de tipo A, entonces t' se denotard la tabla, de tipo X', dada por
tg’j = t;,. Denotamos con T) el conjunto de todas las tablas de tipo A.

Si A es una particion de n entonces S,, actia en Ty por (m.t);; = m(t;;). Es claro que T)
tiene n! elementos y que S,, actua transitivamente en 7). Mdas aun, para cualquier ty € T) fija
la biyeccién

(2.1) Jto : Sn = T\

™ +— .1

establece una correspondencia entre la accion regular a izquierda de S, en si mismo y la accién
de S, en T). Por lo tanto, la representacién de permutacién dada por la accién en las tablas es
una version grafica de la representacion regular a izquierda de S, y en particular no depende
de la particion \.

Dada una tabla t € T) llamamos R; al subgrupo de S, que estabiliza las filas de t y C; al
subgrupo de S,, que estabiliza las columnas de t. Por ejemplo, si

4]5]
3
1

t =

’@\I[\DOO

entonces Rt = 8{4,5,8} X 8{273} X 8{177} X 8{6} y Ct = 8{2,6,7,8} X 8{173,4} X 8{5}
Los subgrupos R; y C;, variando t se llaman subgrupos de Young de S,,.

Observacion 2.1. Acé resumimos algunas propiedades de los subgrupos de Young que son faciles
de demostrar.

(1) Para toda t € T\ y toda 7 € S,,, se cumple R, ; = 7Ryw ' y Cry = nCim L.

(2) Dada una tabla ¢ de tipo A = (Aq, Ag, ..., A.), la estructura del subgrupo R; depende sdlo
de X pues Ry >~ Sy, X -+ X Sy,. Ademas es claro que C; = Ry.

(3) La interseccién de subgrupos de Young es subgrupo de Young. En efecto, Ry, N Ry, = Ry,
donde t3 es una tabla cuyas filas sean las intersecciones de las filas de t; y 5.

Dos tablas t; y to de tipo A se dicen equivalentes por filas si tienen los mismos nimeros en
cada fila, es decir si existe m € Ry, tal que m.t; = to. Un tabloide {t} de tipo A es la clase de
equivalencia por filas de una tabla t de tipo A. Denotamos con {T'}, el conjunto de todos los
tabloides de tipo A. Es conveniente pensar que los tabloides son tablas en las que borramos la
lineas verticales. Por ejemplo,

8[4]5] 845 45 8
sit=1{2]3 , entonces {t} = 2 3 = 23

711 71 17

6] 6 6

Por la tanto, un tabloide de tipo A = (A1, Ag, ..., \.) es una particién del conjunto {1,...,n}
en r partes tal que la i-ésima parte tiene \; elementos. En verdad esta afirmacién requiere una
(muy sencilla) demostracién de buena definicién: dos tablas son equivalentes por fila si y sélo
si definen la misma particién de {1,...,n}.

El grupo simétrico también actia transitivamente en los tabloides por m.{t} = {7.t}. También
seria necesario verificar la buena definicién de la accién, aunque si ya la hicimos en el parrafo
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anterior, la acciéon que estamos definiendo ahora estda automaticamente bien definida como la
acciéon de S,, en las particiones del conjunto {1,...,n}. La representacién de permutacién en
el espacio vectorial k{7T'}, sera denotada por M?*.

Asi como la accion de S, en T) es una version grafica de la accidon regular a izquierda de S,
en sf mismo, la accién de S, en {T'}, es una versién grafica de la accién a izquierda de S, en
S,/ Ry, para cualquier tabla to de tipo A, segun lo establece la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2. Sea ty € T\ fija y sea fi, : S, — T la biyeccion fy, () = w.to. Entonces
las coclases a izquierda del subgrupo de Young R, coinciden, a través de fi,, con clases de
equivalencia por filas en T).

Demostracion. Lo que afirma el teorema es que si 7’ = 7p, con p € Ry, entonces 7'.ty es
equivalente por filas a m.ty. Esto es consecuencia de que 7.ty = (7p).tg = wpr (7m.ty) y que,
segtin la parte (1) de la Observacién 2.1, mpr ! € R, 4, - O

Teorema 2.3. Sea A = (A1, \a, ..., \.) una particion de n, entonces

(1) M* es isomorfa a la representacién inducida a S, por la representacion trivial del subgrupo
S)q X oo XS)\T.
. |
(2) dlmM)\ = [Sn : 8)\1 X - X S)\T] = m
(3) SiV es un subespacio S,-invariante de M y V contiene un tabloide, entonces V. = M*.

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia de la proposicion anterior, de la parte
(2) de la Observacién 2.1 y de la definicién de representacién inducida por la representacién
trivial del subgrupo (ver Ejemplo (3) de la Seccién 1.5). La segunda afirmacion es consecuencia

de la primera, y la tercera es por el hecho de que S, actiia transitivamente en la base {7}, de
M, O

Ejemplos.

(1) Los dos casos extremos son los correspondientes a las particiones [n!] y [17]. En el primer
caso {1}y = { 12 ... n } y por lo tanto M™'] es la representacién trivial. En el segundo
caso los tabloides son “iguales” a las tablas y por lo tanto M "' e 1a representacion regular
a izquierda de S,,.

(2) Los tabloides de tipo [1 (n—1)!] quedan determinados por el tinico ntimero de la segunda
fila y por lo tanto la representacién ML ("' ¢s isomorfa a la canénica.

(3) Miremos algunas matrices de la representacién M 2’ de S,. Todos los tabloides son

[ 12 13 23 14 24 34
{T}[221—{34v24v14’23’13’12}

y tomando como base ordenada B = {T'}22

[(12)]s= [(24)]5= [(123)]5=

[(423)] 5 = [(1234)]p = [(4132)] 5=

coooro coocoo+
CoOrRr o000 OO~ OO
—HO0O 0000 OO0 O
Co00COR OHOOCOO
CoOOrROO OCO~ROOO
O O0OO0O0O0C HFOOOOO
cooroo co~rooo
OO0 O0O0 OO0 ORO
—0O 0000 ROOOOO
Co00COrR OO0 OCO R
CoOO0OOrRO OROOOO
COoOR OO0 OO0~ OO
—oo0oocoo0oo cooroOo
CoOOrRrO0OO0 OO0 OO
O 0000 COoO0OORO
COoOO0OO0ORO OROOOO
CoRr o000 ROoOOOOO
SO0 O0OO0OKR OOROOO
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2.2. Politabloides y médulos de Specht S*.

Ya mencionamos que las representaciones de permutacion de dimensién mayor que 1 no pueden
ser irreducibles. En particular M* contiene muchos subespacios invariantes. Uno de ellos es el
generado por los politabloides que a continuacién definimos.
Dada una tabla t, sea
= Z sg(m)m € kS,.
TECt

Por ejemplo, si

~
I
NEE
ot

entonces C; = 8{173’4} X 8{576} X 8{2} y
¢ = (1) — (13) — (14) — (35)+(134)+(143)
— (56)—0—(13) (56)—1—(14) (56)+(34) (56) — (134)(56) — (143) (56)

— (1) = (13) = (14) - (35)+(134)+(143) ) (1 - (56)

Ejercicio 2.4. Sea (ab) una trasposicién en C;, demostrar que (1— (ab)) es factor (a izquierda
o a derecha) de ¢, en el algebra kS,,.

Dada una tabla t el politabloide asociado a t es e, = ¢;{t}. Por ejemplo, si

r— [3]4]2]
115
entonces ¢; = (1) — (13) — (45)+(13)(45) y
=242 142 352 4 152
15 3 5 14 3 4
- 234 124 _ 235 4 1235
15 3 5 14 3 4

El subespacio de M?* generado por los politabloides es por definicién el mddulo de Specht
asociado a la particién A y lo denotamos con S*. Cuando char(k) = 0 los subespacios S* son
irreducibles y, variando A, forman un conjunto completo de clases de isomorfismo de representa-
ciones irreducibles de §,,. En la préoxima seccién demostraremos este resultado.

Observacion 2.5. A continuacién destacamos algunas propiedades de los politabloides.

(1) El politabloide asociado a t, a pesar de ser un elemento de M?*, depende de la tabla ¢ y no
solamente del tabloide {t}. Por ejemplo,

s— [4]3]2]
15

es equivalente por filas a la tabla t del ejemplo anterior. Sin embargo ¢, = (1) — (14) —
(35)+(14)(35) v
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5 # €

e,=234 123 245 4 12
15 45 13 3 4

En principio hay n! politabloides en M?, que tiene dimensién y por lo tanto hay
mucha dependencia lineal entre ellos.

(2) En realidad es exagerado contar n! politabloides de tipo A pues si to = 7.ty con m € Cy, (es
decir equivalentes por columnas) entonces es claro que e;, = te;,. Como la estructura de
Cy, sblo depende de A, resulta que a lo sumo hay (salvo miltiplos) W'/\, politabloides
de tipo A. Aun contando sélo éstos hay todavia mucha dependencia lineal.

(3) Queda de ejercicio verificar que mem™! = cry vy mTe; = ery para toda tabla t y toda
permutacién 7. En particular, dado que §,, actia transitivamente en las tablas, S, actia
transitivamente en los politabloides y por lo tanto si un subespacio S,-invariante V' de
M? contiene un politabloide e, entonces contiene a todos los politabloides y asi S* C V.
Sin embargo el hecho de que 7.e; = e,; para todo politabloide e; y toda permutacién 7
no debe hacernos pensar que S* es una representacién de permutacién pues los u

Mgl A
politabloides de un tipo dado son por lo general muy linealmente dependientes.

n!
Al el D

A continuacién describimos todos los politabloides de tipo A = (2,2) sin considerar tablas
t1 y ta con ty = m.ty, ™ € Cy,. Al lado de cada politabloide se indican las coordenadas +1 con
respecto a la base

. 12 13 23 14 24 34
{T}[221_{ 34’24’14’23’13’12}
de M2,

Sit=[1]3| entonces ¢ = 13 — 23 14 4 24 = (0,4 —, —,+0);

214 2 4 1 4 2 3 1 3
sit=/112] entonces ¢,= 12 — 23 14 4 34 =(+0,—,—,0,4);

3|4 3 4 14 2 3 12
sit=[2]1 , entonces e; = 12 13 24 4 34 =+ —-,0,0,—,4);

314 3 4 2 4 13 1 2
sit=[1]2 , entonces e; = 12 13 24 4 34 =+ -,0,0,—,4);

413 3 4 2 4 13 1 2
sit=|[2]1] entonces ¢, = 1.2 — 23 14 4 34 —0,—,—,0;

314 3 4 1 4 2 3 1 2
sit=[3/1| entonces ¢, = 13 — 23 14 4 24 = (0,+—,—,+0).

412 2 4 1 4 2 3 1 3

Atn sin haber considerado tablas equivalentes por columnas, los tres ultimos politabloides son
iguales a los tres primeros y se ve que .S 2] tiene dimensién 2. Esta representacion de S; también
se obtiene a través de la representacion estandar de Sz y el morfismo Sy — S3 con ntcleo el
subgrupo normal de Ay.
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2.3. Teorema del submdédulo de James.

Definicién 2.6. Sean t; y t5 dos tablas, no necesariamente del mismo tipo, pero si correspon-
dientes a particiones de un mismo n. Entonces t; y t5 se dicen disjuntas por filas, o simplemente
disjuntas, si para todo 4, j la fila ¢ de ¢; y la fila 5 de ¢, tienen a lo sumo un niimero en comun.

Por ejemplo, ¢, =|3]4 2‘ , ty=1315] v ¢t3=13]1] son disjuntas dos a dos.
115 112 215
4] 4]

Recordemos que si A es una particién entonces X' es la particién traspuesta y analogamente,
si t es una tabla, entonces t’ es la tabla traspuesta.

Lema 2.7. Sean t y s tablas correspondientes a particiones de un mismo n.

(1) Si ci{s} # 0 entonces t' y s son disjuntas.
(2) Si ademds t y s son del mismo tipo entonces c;{s} = c{t} = +e;.

Demostracion. (1) Si ¢’ y s no fueran disjuntas entonces habria un par de nimeros a y b que
estan en una misma fila de s y en una misma columna de ¢, es decir que habria una trasposicién
(ab) € C; N Rs. Si (ab) € Ry entonces (ab){s} = {s}. Si (ab) € C; entonces del Ejercicio 2.4
sabemos que (1— (ab)) es factor a derecha de ¢;. Entre las dos cosas obtedriamos que ¢;{s} = 0,
absurdo.

(2) Dado que ¢;{s} # 0 tenemos que t' y s son disjuntas. Esto quiere decir que los elementos
de la primera fila de s estan en diferentes columnas de ¢t y por lo tanto, dado que s y ¢ son
del mismo tipo, hay un elemento m; € C, tal que la primera fila de {m;.t} es igual a la primera
fila de {s}. Una vez acomodada la primera fila lo mismo podemos hacer con la segunda sin
arruinar la primera y obtener un elemento m € C; tal que las dos primeras filas de {my.7;.t}
son iguales a las dos primeras filas de {s}. Asi sucesivamente, encontramos un elemento 7 € C;
tal que {m.t} = {s}. Por lo tanto {s} es uno de los tabloides que aparecen en el politabloide e,

y queda ¢;{s} = sg(m)c{t} = sg(m)e;. O

Corolario 2.8. Si \ es una particion de n y v € M?* entonces cyv es miltiplo de e; para toda
tabla t de tipo A.

Demostracion. El lema anterior afirma que si ¢t es de tipo A entonces ¢;{s} es te; para todo
tabloide {s} € M*. Como todo vector v € M* es combinacién lineal de tabloides, obtenemos
lo afirmado. O

Recordemos (ver Observacion 1.7) que toda representacion de permutaciéon (7,V) de un
grupo G viene provista naturalmente de una forma bilineal G-invariante (-,-) en la que E es
base ortonormal y T'(g) es ortogonal para todo g € G. Tal es el caso de M* con E = {T}, y
con respecto a esta forma bilineal el operador ¢; es simétrico pues

(crv,w) = <Z sg(m)m.v,w) = (v, Z sg(m)m L) = (v, Z sg(m)mw) = (v, cpw).

el el el

Dado un subespacio V' de M?*, denotaremos con V+ el subespacio ortogonal a V con respecto
a esta forma bilineal.

Si k = Q esta forma bilineal es producto interno y V+ @& V = M* para cualquier subespacio
V. En cambio, si char(k) # 0, podria ocurrir que V- NV # 0. En general, dada una forma
bilineal B no degenerada sobre un k-espacio vectorial V', para todo subespacio W C V se sabe
que dimy (W/W A WL) es el rango de la matriz de Gram G;; = B(e;, ¢;) de B, con {¢;} una
base de W.
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Teorema 2.9. Sea \ una particion de n y sea V un subespacio S, -invariante de M. Entonces
SAcV o Vc(shHh

En particular SA/SA A (SH)* es irreducible para toda particion \ de n. Mds ain, si char(k) =0,

S*N (SY)+ =0 y por lo tanto S* es irreducible para toda particion X de n.

Demostracion. Por el corolario anterior sabemos que c;v es multiplo de e; para toda tabla t
de tipo A y todo v € V. Entonces hay dos posibilidades. Si V' contiene un vector v tal que
c,v # 0 para alguna tabla ¢, entonces e; € V' y por la parte (3) de la Observacién 2.5 obtenemos
que S* C V. Si por el contrario c;u = 0 para todo v € V' y toda tabla t de tipo A, por ser ¢
simétrico obtenemos 0 = (v, {t}) = (v, e {t}) = (v, e;) para todo v € V' y toda tabla ¢ de tipo
A lo que implica que V C (SH)*.

Es claro ahora que S*/ S (SH)L es irreducible. Resta probar que si char(k) = 0 entonces

S*N(S*)* = 0. Esto es claro si k = Q, pues la forma bilineal es producto interno. En particular
dimg S* es el rango de la matriz de Gram de (-,-) en S*. Si char(k) = 0 entonces dimy S* =
dimg S? y el rango de la matriz de Gram no depende de k, por lo tanto S* N (SM* =0. O

L Qué falta para completar la clasificacion de las representaciones irreducibles de S,,7 Dos
cosas: primero determinar las clases de isomorfismo entre las representaciones S*/ SN (SM)L

variando A; y segundo demostrar que las clases obtenidas son en total la cantidad que deben
ser.

En el caso en que char(k) = 0 demostraremos en la préxima seccién que S* ~ S* si y sélo si
A = p. De este modo, utilizando los Teoremas 1.2 y 1.4 obtendremos que estas representaciones
forman un conjunto completo de clases de isomorfismo de representaciones irreducibles de &,,.

Como las representaciones S* estan definidas sobre Q, la clasificacién para char (k) = 0 ayuda
para el caso char(k) = p pues permite utilizar el Teorema 1.5 que dice que si char(k) = p
entonces S, tiene tantas clase de isomorfismo de representaciones irreducibles como clases de
conjugacion p-regulares. Se prueba entonces que una particion A de n corresponde a una clase
de conjugacién p-regular de S, si y s6lo si A es p-reqular, que quiere decir no tiene p partes
positivas iguales entre si. Luego se prueba que SA/S,\ N (SH)* # (0 siy solo si A es p-regular y

finalmente que entre estas representaciones no hay isomorfas entre si. De este modo se obtiene
que el conjunto

{S/\/S’\ ﬂ (S’\)L : A es particion p-regular de n}

es un conjunto completo de clases de isomorfismo de representaciones irreducibles de &, en
caracteristica p. Los detalles estan en [Ja).

Ejercicio 2.10. Sea A = (3,2).

(1) Escribir los
nas.

(2) Encontrar una base de S*. {Depende de char(k) la dimensén de S*?

(3) Demostrar que S* N (SN = 0 si char(k) = 0 o char(k) > 5 y determinar S* N (S*)* para
char(k) = 2,3,5.

(4) Dar las matrices de las trasposiciones (12), (23), (34) y (45) en las diferentes posibilidades
de char(k).

3,2, politablodes de tipo A que hay sin considerar tablas equivalentes por colum-
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2.4. Subrepresentaciones de M* y clases de isomorfismos y cuando char(k) = 0.

A continuacién asumiremos que char(k) = 0 y probaremos que S* ~ S* si y sélo si A = p.
Obtendremos entonces que
{S’\ A es particion de n}

es un conjunto completo de clases de isomorfismo de representaciones irreducibles de S, sobre k.
En efecto, como las particiones de n parametrizan las clases de conjugacion de S, (ver Teorema
1.2) el Teorema 1.4 implica que tenemos todas las representaciones irreducibles sobre k. Esta es
la inica instancia en la que utilizamos un resultado de representaciones de grupos para describir
las representaciones irreducibles de S,,.

Para probar que S ~ S si y sélo si A = u necesitamos dos resultados. El primero es el
siguiente lema que describe qué subrepresentaciones tiene M*.

Lema 2.11. Sean )\ y p particiones de n tales que existe un operador de entrelazamiento no
nulo L € Homg, (S*, M*). Entonces existen tablast y s de tipo \ y ju respectivamente tales que
t' y s son disjuntas. Ademds Homs, (S*, M*) ~ k y por lo tanto S* aparece dentro de M* con
multiplicidad 1qual a 1.

Demostracion. Sea L € Homg, (S*, M*), L # 0. Como char(k) = 0, el Teorema 2.9 dice que
M* = S* @ (SM)* y por lo tanto podemos extender L a todo M* (definiéndolo cero en (S*)+)
y pensar que L € Homg, (M*, M*). Como L es no nulo en S existe una tabla ¢ de tipo \ tal
que L(e;) # 0. Esto implica que

0+# L(et) = L(c{t}) = o L{t}) = & st{s}, con zs € k y s tablas de tipo u

y por lo tanto ¢;{s} # 0 para alguna tabla s de tipo u. Por el Lema 2.7, t' y s son disjuntas.
En el caso en que A = p, la igualdad de arriba y la segunda parte del Lema 2.7 dice que

L(e;) es multiplo de e; para toda tabla ¢t. Si L # 0 debe haber una tabla t tal que L(e;) = wey,

x # 0. El punto (3) de la Observacién 2.5 dice que L es multiplicacién por x en todo S*. O

El segundo resultado que necesitamos es el que caracteriza cudndo dos particiones de n, A\ y u,
admiten tablas t y s de tipo A y u respectivamente tales que t’ y s sean disjuntas. El Teorema de
Gale y Ryser, considerado por muchos matematicos como una perla de la combinatoria, afirma
tales tablas existen si y sélo si < A en el siguiente sentido

k k

(p1, pr2y -+ o) = (A1, Ag, ... ) siy solo si Z,ui < Z)\i para todo 1 < k < n.
i=1 i=1

Por ejemplo, el diagrama de orden las particiones de 6 es

% (3,3) N /(3,1,1)\
6)— (5,1)— (4,2 32,1 22.1,1)—(2,1,1,1,1)— (1,1,1,1,1,1
(6)— (5, 1)—( )\(4’1’”/ ( )\(2’2’2>/( ) —( )— ( )

Es claro que = es un orden parcial y que ¢ =< A implica que ¢ < A donde < es el orden
lexicografico. En particular,

W =Ay A= puimplican que A = p.

Por lo tanto, para probar que S* ~ S si y sélo si A = 1, necesitamos solamente la parte “sélo
si” del Teorema de Gale y Ryser.

Teorema 2.12. Sean A y p particiones de n. Existen tablast y s de tipo A y p respectivamente
tales que t' y s son disjuntas si y solo si p < X. En particular p < X\ si y solo si N < .
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Demostracion. Hacemos la parte “sélo si”, que es la tnica que necesitamos. Que t' y s sean
disjuntas implica que los elementos de la primera fila de s estan en diferentes columnas de ¢ y
por lo tanto hay un elemento m; € C; tal que la primera fila de {m.t} contiene los elementos de
la primera fila de {s} y en particular g1 < A;. Ademas es claro que (m;.t)" sigue siendo disjunta
de s. Esto implica que los elementos de la segunda fila de s estan en diferentes columnas de
7.t y por lo tanto hay un elemento m € Cr,; = C; tal que las dos primeras filas de {mom;.t}
contienen a los elementos de las dos primeras filas de {s} y en particular p; +ps < A+ Xo.
Asi sucesivamente obtenemos que g < A.

En la literatura hay varias pruebas de la reciproca. En [Kr] hay una demostracién completa
del teorema que es muy breve. ([l

En resumen hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.13. El conjunto {S’\ © A es particion de n} es un conjunto completo de clases de
1somorfismo de representaciones irreducibles de S, sobre cualquier cuerpo de caracteristica cero.
Mds aun
=S & P mn s
=

para ciertos enteros no negativos my.

3. TERCERA PARTE: CARACTERES

3.1. Resultados basicos.

En esta segunda parte estudiaremos los caracteres de S,, sobre el cuerpo de los complejos.
Comenzamos repasando las definiciones y propiedades basicas.

Dada una representacién de dimensién finita 7' : G — Aute (V') de un grupo G, el cardcter
de T es la funciéon ¢,y : G — C definida por ¢,y (g9) = tr(T(g)). Si la representacion es
irreducible, entonces el caracter se dice irreducible. Es claro que los caracteres son funciones de
clases, es decir que son invariantes por conjugacion. Sean

(1) F(G) el C-espacio vectorial de todas las funciones de G a valores complejos.

(2) Fu(G) el C-espacio vectorial de todas las funciones de clase de G a valores complejos.

(3) Fu(G)q el Q-espacio vectorial de todas las funciones de clase de G a valores racionales.

4) X ( ) el conjunto de todos los caracteres de G.

(5) Z(G) el conjunto de todos los caracteres irreducibles de G.

(6) V(G) el conjunto de todos los caracteres virtuales, es decir las funciones de clase que son
combinaciones lineales enteras de caracteres irreducibles.

Tenemos
I(G) C X(G) C V(G) C Fu(G) C F(G),
y en el caso particular G = §,, el Teorema 2.13 implica que

(3.1) Z(S,) C X(Sn) CV(Sn) C Fu(Sn)o C FaulSn) C F(Sn).
En F(G) se define el producto interno
Z o9
gEG

Es sabido que:
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(1) Relaciones de Ortogonalidad de Schur. Z(G) es una base ortonormal de F(G). En
particular, si k; es la cantidad de elementos de la i-ésima clase de conjugacién de Gy g; es
un representante de ella, entonces

Z’f ¢(9:)¥(9i) = 064G

para todo ¢, € Z(G).
(2) Sean Gy y G dos grupos finitos. Dadas ¢; € F.(G;), sea ¢1-¢2 € Fu(Gh x G2) definida por

102 (91, g2) = &1(g1)02(g2). Entonces
I(G1 x G2) = {x1-x2 : xi € Z(Gy)}.

En particular ¢1-¢o € V(G X Gy) para todo par ¢; € Z(G;).
(3) Si ¢ € X(G) entonces ¢(1) = dim(V) y

> x(1)? =G|

XEZ(G)

(4) Si ¢ € X(G) entonces (¢, ¢) = 1 siy sélo si ¢ € Z(G).

(5) Si ¢ € V(G) entonces ¢ € X(G) siy sblosi (¢, x) € Z>o para todo x € Z(G). En particular
(p,0) =1 siys6losi¢po—a¢estd en Z(G).

(6) Si T es la representacién de permutacién obtenida por una accién en E, entonces ¢r(g) es
la cantidad de puntos fijos de g en F.

(7) Restriccién e Induccién de funciones de clase. Sea H un subgrupo de G. Si ¢ € F,(G)
entonces la restriccion ¢|g € Fu(H). Al revés, si ¢ € Fy(H), y definimos

61%(0) = i 3 o

zeG

donde ¢ es la extensién de ¢ a todo G definida por cero en el complemento de H; en-
tonces ¢|(g) € Fu(G). Si ¢ € X(G) es el cardcter de T entonces ¢|y es el caracter de
T|g. Andlogamente, si ¢ € X(H) es el cardcter de T entonces ¢|%(g) es el cardcter de la
representaciéon inducida por T" a G.

(8) Ley de reciprocidad de Frobenius. Sea H un subgrupo de G y sean ¢ € Fu(G),
Y € Fq(H). Entonces

(&, %) e = (ol ).

3.2. Caracteres de S,: El anillo de Littlewood-Richardson V(S).

El hecho de que los grupos S, variando n, estén candnicamente contenidos unos dentro de
otros permite definir el siguiente anillo graduado conmutativo.
Convengamos que V(S) sea Z y sea
=Dvs.)

n>0

Definimos ahora la siguiente multiplicacién en V(S). Si ¢ € V(S;), ¥ € V(S;) entonces, de
acuerdo al punto (2) de la seccién anterior, ¢ - € V(S; X S;). Sea

¢p = (6 9)|% € V(Siy),

donde la induccién se hace considerando a §; x §; como el subgrupo de S;; que permuta
los primeros ¢ nimeros entre si y los tultimos 7 ntimeros entre si. Este producto es asociativo,
distributivo y conmutativo como consecuencia de las propiedades de los caracteres descriptas en
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la seccién anterior y de propiedades bésicas de S,,. El anillo V(S) se llama anillo de Littlewood-
Richardson. De acuerdo a las inclusiones descriptas en (3.1) V(S) es subanillo de Fu(S)g =
D,,>0 Fei(Sn)o que se define de manera analoga.

A continuacién enunciaremos dos teoremas que caracterizan la estructura de los anillos V(S)
y }"Cl(S )Q.

Para cada n, sea 1, € Z(S,) el cardcter trivial, es decir la funcién constantemente 1. Para
cada particiéon A de n sea 1y € X(S,) el cardcter de la representacién de permutaciéon M*

Teorema 3.1. Las funciones ¥y, variando A, junto con el 1 € V(S), son base del Z-mddulo
V(S). Ademdas, si X = (A1, A2, ..., \.), entonces

Uar = 1y, 1oy .- Lo

Demostracion. La base canénica del Z-médulo V(S) es Z(S) (relaciones de ortogonalidad de
Schur y definicién de V(S)). El Teorema 2.13 dice que la matriz que relaciona los caracteres
Y v los caracteres irreducibles es triangular superior con 1’s en la diagonal. Por lo tanto los
caracteres ¥, son base del Z-médulo V(S).

La férmula enunciada es consecuencia inmediata de la definicién de producto en V(S), del
Teorema 2.3 y del punto (7) de la seccién anterior. O

El producto interno

(6.4) = =1 3 6(0)0a).

" oeS,
del C-espacio vectorial F(S,) queda, de acuerdo al Teorema 1.2,
1
(32) )= > == do)¥(0,), ¢ € FalSie,

()

donde o, es un representante de la clase de conjugacién de tipo pen S, y si p = [1" 272 ... n™]

o particiéon de n

2(p) = 112720 oo n e,

Declarando ortogonales a F(S,)o ¥ Fe(Sm)g, con n # m, obtenemos un producto interno
en el Q-espacio vectorial F(S)g en el que U,Z(S,) es una base ortonormal (relaciones de
ortogonalidad de Schur). Otra base ortogonal es la formada por las funciones caracteristicas
©x € Ful(Sn)o de las clases de equivalencia (¢, es la funcién que vale 1 en la clase de tipo A y
0 en las restantes). No forman base ortonormal pues

1
(3.3) (or, o2) = 20

Sean A\ = [1" 2" ... .n™] y p = [1°1 22 ... m®"| particiones de n y m respectivamente y sea
AU p = [Imfsirets2 1 1a ynidn de Ay p. Observar que A\ U u es particiéon de n +m y
que se puede definir alternativamente como AU u = (X + p/)’. Ademads, si v una particién de
n + m entonces, considerando S,, X S, C Spim, Puls,xs,, = 0 salvo que v = AU p, con Ay i
particiones de n y m respectivamente, en cuyo caso ¢, s, xs,, = ©x * Pu-

Teorema 3.2. Sean A y u particiones de n y m respectivamente. Entonces
AP XA p) ¥
APu = Ty Paupe
Y (N T

Demostracion. Por la identidad (3.3) sabemos que

oxpu =Y 2(V)(orpu 0) Pu-

v particién

de n+m
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Utilizando la Ley de Reciprocidad de Frobenius (ver (8) de la seccién anterior) y lo mencionado
antes del teorema sobre la restriccién de las funciones caracteristicas, obtenemos

oxou= > 2W)((ox- @)l 00) @

v particién
de n+m

- Z Z(V)<90>\'¢u7¢v|8n><8m>8n><8m @v

v particién

de n+m
(AU p)
= 7 P
2(N)z(p) T
que es lo que queriamos demostrar. O

El teorema principal de esta segunda parte de las notas establece que el anillo V(S) es
isomorfo al anillo de funciones simétricas con coeficientes en Z. Demostraremos este teorema en
la Seccion 3.5. Ahora dedicaremos las préximas dos secciones a describir el anillo de funciones
simétricas.

3.3. Polinomios simétricos en d variables.

El grupo simétrico S; actiia en el anillo de polinomios Z[xy, .. ., z4] permutando las variables.
Sea
Ad = Z[I‘l, Ce ,Z’d]sd
el anillo de polinomios invariantes bajo esta accion. Intencionalmente hemos cambiado por d
la letra n que veniamos utilizando para indicar al grupo S,,. Esto se debe a que en la préxima
seccidon perdera relevancia la cantidad de variables.
El anillo A4 es graduado:
Ao =EPA;

n>0
donde A} son los polinomios homogéneos simétricos de grado n.
Para k =0,...,d el k-ésimo polinomio simétrico elemental Ej es
11 <...<ip

En otras palabras, los polinomios simétricos elementales son los que aparecen cuando desarro-
llamos

d
(L2 X) (14 X) . (142gX) = Y B XY =1+ (e +. Az X+ 4 (21 2g) X
k=0

El siguiente teorema es bésico en la teorfa de polinomios simétricos, ver por ejemplo en [La].

Teorema 3.3. Los polinomios E, ..., Ey son algebraicamente independientes. Mds aun, Ay es
isomorfo al anillo de polinomios Z[FE, . .., Ey.

Dado que Ej es homogéneo de grado k, tenemos que
E,=E,, ...E,

es homogéneo de grado n para toda particién A de n en la que la primera parte no supere d.
El teorema anterior nos dice que estos polinomios ) son base del Z-mddulo AJ.

Las particiones A de n con primer parte menor o igual a d son las traspuestas de las particiones
de n en r partes no nulas con r < d. Hay varias bases famosas del Z-mddulo A} parametrizadas
por las particiones de n en r partes no nulas con r < d. Probablemente las mas famosas son:

r
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(1) La que acabamos de describir: los polinomios simétricos elementales Ey.

(2) Los polinomios simétricos monomiales M), definidos como la suma de todos los monomios
distintos que resultan de permutar el monomio z* = xfl .. .xéd.

(3) Los polinomios simétricos completos Hy = H,, ... H),, donde Hj es la suma de todos los
monomios de grado k.

(4) Los polinomios simétricos de Newton Py = Py, ... P,,, donde P, = x’f+. ) .—1—352 es la suma de
todas las potencias de grado k. En rigor de verdad, estos polinomios son base del Q-espacio
vectorial A} ®z Q, es decir polinomios simétricos con coeficientes racionales.

(5) Los polinomios simétricos de Schur Sy que son el cociente de los siguientes determinantes

de Vandermonde. Dada una particion A\ con r < d partes no nulas sea A, la matriz d x d

A1 A1 A1
x}\ xg\ o e :L'g\l
2 2 2
1'1 x2 PPN xd
A}\ —=
Ad Ad Ad
:Ul :UQ A [L’d

(A\j; = 0 parar < j <d)ysea p = p(d) la particién (d — 1,d —2,...,2,1,0). Es claro
que det Ay, es cero si x; = x; y por lo tanto det Ay;,, como polinomio, es divisible por
det Ap = Hz‘<j<xi — ZL'j). Sea
det A)\-I—p
Sy =—"="".
det A,

Sy es simétrico pues es cociente de dos polinomios antisimétricos.

Observacion 3.4. Una propiedad importante de todos los polinomios que acabamos de definir
es que si A es una particion y ), es uno de los polinomios mencionados que esta definido para
d y d+ 1 variables, entonces Qy(x1,...,2q) = Qx(21,...,24,0).

En la siguiente tabla mostramos las diferentes bases de A3 (o A ®z Q).

A E\y My H)y Py S
x%+m§+x§+ mi‘—l—x%—&—x%—l—
3 3, .3 3 3,..3
rix2+x1T5+T]T3+ rix2tx1T5+ria3t
1 4 4, 4, 4 : 4, 4, 4
4] (z1+zx2+4m3) 1 +x3+T3 x1x§+x%mg+x2:ﬂ§+ Ti+xs+a3 mlngrxgngrxgngr
x%:p%—{—m%m%—l—x%m%—l— m%m%—l—z%m%—l—:p%x%—i—
x%xgxg—&-xlx%xg—&—a:lxgac% x%xzxg—&-a:l:c%acg-l—xlmg:cg
(xi’—i—x%—&-x%—l— xi’x2+x1x%+x§’x3+
[11 31] (z1+w2+23)2x x‘fzg +x1x§+x‘f:v3+ x%xz +zlm§+:pf:r3+ (w‘f+:pg+m§)>< m1x§+x‘§zg+x2:p§+
(r122+T123+2T273) $1x§+z§z3+a§2w§ x1$§+$§$3+z2$§+ (z1+z2+23) $%$%+$%LE§+(E%I§+
z12223)(x1+x2+23) 2(z%x2x3+x1x§x3+x1x2x§)
2, .2, .2 2,222 2 2
(z{+o5+z5+ rixs+aixstasast
1T 1T T 2
[22] (x1x2+x1$3+x2z3)2 J:%cc%—i—z%x%—&—x%xg 3 (:c%—i—x%—&—x%)Q 3 3
xw+xm+mm)2 22xox3+x12iT3 210223
122 +x123+T223 12223 +T1X53T3+T122T3
2, .2, .2
($1+.1’2+CL’3+ 2 2 2
2 a1 T1T2x3 X ) ) ) (xf+x5+23) T1T2x3 X
[1 2] T{T223+ 212523+ 212225 T1T2+T1T3+2223)

(z1+z2+x3) X(w14z2+23)? (T1+32473)

X (z1+z2+23)2

Observar que la particién [1?] fue omitida por tener mds de tres partes. Puede resultar més
practico ver esta tabla eligiendo una base y escribiendo las restantes en coordenadas con respecto
a ella. En la siguiente tabla elegimos la base correspondiente a los polinomios M.
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A E,\/ M/\ H)\ P)\ S)\
[4'] (1,4,6,12) ri+ri+as (1,1,1,1) (1,0,0,0) (1,1,1,1)
3 3 3
A8 (0,1,2,5)  CCRTOIRESIET g5 98) (1,1,0,0) (0,1,1,2)
T123+T503+T2x3
[2%]  (0,0,1,2) wixd+atei+aias (1,2,3,4) (1,0,2,0) (0,0,1,1)

1221 (0,0,0,1)  afwpzz+miades+rizead  (1,3,4,7) (1,2,2,2) (0,0,0,1)

3.4. El anillo de funciones simétricas A.

Un hecho fundamental en la teoria de polinomios simétricos es que la cantidad de variables
no tiene tanta relevancia. Las bases del Z-médulo A)} estdn parametrizadas por las particiones
de n con a lo sumo d partes no nulas. Por este motivo, si fijamos n, a medida que d crece
se van incorporando nuevos polinomios hasta que d = n. De ahi en adelante, la cantidad de
polinomios se estabiliza. Ademas, al agregarse una nueva variable, los polinomios de las distintas
bases “cambian poco” en el sentido descripto por la Observacion 3.4.

Esto nos lleva a considerar un nuevo anillo, el de las funciones simétricas, que no sélo hace
mas transparentes los resultados referidos a polinomios simétricos, sino que ademas es un anillo
muy importante que esta relacionado con varias areas de la matematica.

Sea A" el Z-mo6dulo
AN ={f=(fi,for-) : fa€AG Y fara(z1,...,24,0) = fa(x1,...,24)}

Esta es la definicion formal, pero conviene pensar a A™ como el conjunto de “funciones” simétri-

cas en las (infinitas) variables x1, zs, . .., homogéneas de grado n y con coeficientes enteros. Por
ejemplo x1 + x5 + 23+ ... denota a
(1‘1,1’1 +ZE2,I1+$2+I3,JI1 +ZL’2+JI3+$4,...)

y es la lnica, salvo escalar, funcién simétrica homogénea de grado 1.

Utilizando la Observacion 3.4, podemos extender la notacién que tenfamos para los poli-
nomios simétricos a las funciones simétricas de la siguiente manera. Si A es una particiéon de n
y Q) es un polinomio simétrico de los que habiamos definido, ahora @), sera la nica funcion
en A" que se proyecta a Q(x1,...,xq) para todo d que tenga sentido. Por ejemplo

M(Q,l) = I%IQ + I’ll‘; + l’%l‘g + I‘ljjg + x%xg + x2x§ + x%lﬂ + xlxi + ...
- <O’ M(271) <:U1’ 1'2), M(Q’l) (xl’ L2, .1'3), M(271) (.1'1, L2, T3, -1'4)7 s )

Resulta asi que el Z-modulo A™ tiene como base cualquiera de las cuatro mencionadas ante-
riormente: E, M, H y S parametrizadas por todas las particiones de n, sin restricciones en la
cantidad de partes no nulas (los polinomios P son base de A™ ®7 Q). Siempre consideraremos
estas bases ordenadas lexicograficamente de mayor a menor.

Finalmente definimos en A = @ A™ la estructura de anillo (graduado) dada por la multi-
plicacién de funciones. Aqui hace falta verificar la buena definicién del producto. En términos
generales

A =lim Ad
d
es el limite inverso, en la categoria de anillos graduados, con respecto a las proyecciones co-
rrespondientes a evaluar en cero la tltima coordenada. Este anillo se conoce con el nombre de
anillo de funciones simétricas.
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Este anillo ha sido y es muy estudiado. Resumimos a continuacion algunas de sus propiedades
sin dar demostraciones. Hay numerosa bibliografia que trata este tema y contiene las pruebas.
Para demostraciones concisas se puede consultar [FH] o [Go]. Para un tratamiento més extensivo
ver [Ma] o [Fu].

(1) Sea K = K(n) la matriz que tiene en sus filas las coordenadas de la base de Schur S de A™
con respecto a la base M, es decir

Sy = Z K/\uMu

w1 particién de n

se llama matriz de Kostka y sus elementos K, se llaman nimeros de Kostka. Por ejemplo

(41 [1'3Y 27 22 Y [ [1'sf 27 (22 Y

47 1 1 1 1 1 [44) 1 -1 0 1 -1

s3] o 1 1 2 3 o [1t3t7 o 1 -1 -1 2
K(1)= 22] 0 0 1 1 g K= [22] 0 0 1 -1 1
[122'] o 0 0 1 3 1227 0 0 0 1 -3

1 o 0 0 0 1 14 0 0 0 0 1

Observar que los vectores de la columna S de la tabla de la seccién anterior corresponden
al bloque superior izquierdo 4 x 4 de K(4). Otros ejemplos son

(6] ['4' 237 [*3'] ['2% (%2 [17)

cococooco o~
cCoo0o0oOo R
COoOOC O
COoOO RN
OO = = NN =
O RN W W W
— R U1 O O

[6'] [1'57 [2'4') Q747 (37 ['2'3Y] [178Y [2%) (1727 (120

un
-2

-

-

— N
N~
(R

2
o
N2

Il

ey

=

- DN
w =
w = [ %)

N

R u—
V]
o

IS

SRRERERERLS
OO DO DD DODODODODODOO O
[ecNeoNeoNoNoNoNeNe Nl
O OO DD O OO O - ==
SO OO OO O K F N
OO0 O0OO0OO R OR H M
COoOO0OO0CO R RF R~ NNRH
COO0CORNKHWWW R
O OO ONKFF WN =
O O RN WR W
O WKN R WWO O =
—ooo S 5 og oo

(2) De la definicién de los polinomios M se deduce que para cualquier funcién simétrica f la
coordenada p de f en la base M es el coeficiente que f tiene en el monomio z# = /" x4* ...
En particular K, es el coeficiente que S tiene en el monomio z*. Se obtiene que Ky =1
y Ky, = 0si > A, es decir que K es siempre triangular superior con 1’s en la diagonal
(recordar que el orden de la base es de mayor a menor).

(3) Los nimeros de Kostka se pueden calcular combinatoriamente: K, es la cantidad de formas
en que se puede completar el diagrama de A con py 1’s, ps 2’s, ete., de modo que las filas
sean débilmente crecientes y las columnas sean fuertemente crecientes. Por ejemplo, si

A=1[12'311=(3,2) y p=[172" = (2,1,1,1) tenemos que K, = 3 pues

1[1]2] 1[1[3] ¢ [1][1]4]

b

314 214 213
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(6)

(3.4) (Pr, Bu)a = {

(7)

LEANDRO CAGLIERO

son las 3 formas de llenar el diagrama con dos 1’s, un 2, un 3 y un 4 de la manera establecida.
Queda como ejercicio verificar los dos ceros que aparecen en K (6) arriba de la diagonal.
Los nimeros de Kostka también aparecen en las coordenadas de la base H con respecto a
la base de Schur. M&s precisamente

Hi= Y  KaS.

o particién de n

Observar que aqui la matriz estd traspuesta. En analogia a lo dicho en (2), si u es particién
de n en d partes y f es una funcién simétrica entonces la coordenada p de f en la base
de Schur S es el coeficiente que det(A,q))fs tiene en el monomio 2#HP( D) donde f, es la
proyeccion de f a polinomio simétrico en d variables. En particular, si A\ y ¢ son particiones
de n, entonces K, es el coeficiente del polinomio det(A,,)H, en el monomio z#+°™.

Inclusive también se obtiene a partir de K la matriz cuyas filas son las coordenadas de la
base FE en la base M. Si J = <0 1) es la matriz que tiene todas sus entradas 0 salvo

i..0
todos 1’s en la “antidiagonal”, entonces K'JK es matriz cuyas filas son las coordenadas de

la base E en la base M.

Sea (-, )5 la forma bilineal en A (o el producto interno en A ®z Q) tal que las funciones de
Schur son ortonormales. Entonces resulta que las bases M y H son duales entre si, es decir
(Hx, M,)p = 0y, Este resultado se deduce sin dificultades de (1) y (4). Ademas

0, si A #
Z(A) = 111272 ooyl st A== (1272 on ]

Sea C' = C(n) la matriz cuyas filas son las coordenadas de la base P en la base de Schur,
es decir

P,= Y Cubh

A\ particién de n

Esta matriz tiene coeficientes en Z pero su inversa tiene coeficientes racionales no enteros.
Maés precisamente, como S es base ortonormal y P es ortogonal la identidad (3.4) implica
que C'C* es la matriz diagonal cuyas entradas son los nimeros z(\), es decir que

_ Cur
Si= > ) P,

o particién de n

De acuerdo a lo dicho en (4), C(n)x, es el coeficiente del polinomio det(A,q))P en el
monomio z**7(™ Por ejemplo

PR [ 8T 27 P2 Y

COREE S A S S

[4'] 1 -1 0 1 -1 113l _1 0 1 1
c)=[1'37 1 0 -1 0 1, ¢ = sl = s vl
27 1 -1 2 11 2 0 -3 i 0 5

[1221] 1 1 0 -1 -1 2 51 1 1 11

o sy s N2 0 —3 i3

[14] _1 1 1 _1 1

4 3 8 4 24
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=y
iy

th

6]
[1'5]
(2! 4]
[174']

C(6) = 3%]
[1t 234
(1% 3Y]

(2]
1% 2%]
[1*21]

(19

el e e e e T e T e T e

51] [21 41]
-1 0
0 —1
-1 1
1 -1
-1 0
0 0
2 0
-1 3
1 1
3 3
5 9

(1747 [37]
10

0 0

0 —1

0 -1
12
-1 1
1 -1
-2 -3
2 1
2 1
10 5

(8) Las coordenadas de Hj,y en la base P son

H[nl] -

w particién de n

2

[112'3Y] 123

0 —1
1 0
0 0
0 0
-2 1
0 1
—2 1
0 2
0 —2
0 —2
16 10
1
_—_p,
2(p) "

2]

0
0
-1
1
2
-1
-1
3
1
-1
5

23

[*2% [*2 [

0 1 -1

-1 0 1
1 -1 1
1 -1 1
0 -1 1.
0 0 -1
0 2 1

-3 1 -1
1 11

-3 -3 -1
9 5

Esta seria la primera fila de la matriz cuyas filas son las coordenadas de la base H en la
base P. Es claro que esta matriz, al igual que las demas matrices de coordenadas que no
hemos mencionado, se obtienen a partir de las ya mencionadas.
(9) Hasta aqui, todas estas propiedades son lineales del Z-médulo A. Algunas propiedades del

anillo A son

a. Los conjuntos {Ey, By, Es, ...} v {Hy, Ho, Hs, ...} son algebraicamente independientes

sobre Z y

A =Z[E,, By, Es, ..

.| = Z[H,, H,, H;, ..

1.

b. Las expresiones algebraicas de las funciones de Schur en términos de £'y H estan dadas
por las famosas identidades de Giambelli:

Sy = det(Hy,4j-1) = det(Ey,4j-:)

donde p = N. Por ejemplo, en 3 variables

$%$2+$1$%+1‘?1‘3+
:clxg—l—zgmg—l—zgzg—l—
S[ll 31] =

2,222, 2 2
1Ty XT3 FTETZ+

2 2 2
2(zjzow3tr1r503+210203)

_‘HS

E,
= | E,
0

H,

By
Ey
Ey

mera:g +z§+

z%x2+xlx§+x%x3+

x1x§+x%xg+x2x§+

T1T2T3

T1T2+T123+T2T3

= 1

0

x‘ll +z%+x§+

x?x2+z1z%+x?zg+
1 xg +zgx3 +5621‘%+
wiri+atei+aiai+

:L‘%.Z‘ng, —+x1 x%xd +x1x2x§

r1t+x2+T3

T1T2T3 0
r1t+retr3 T1x2+T1T3+T2T3

1 r1+Ta+x3

c. Es claro que P\P, = Py, y H\H, = H),. Por otro lado, los coeficientes de estructura

en la base de Schur

SiSu= > &, S

v particién

den+m

son los famosos numeros de Littlewood-Richardson.
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3.5. El isomorfismo de anillos V(S) ~ A.
El mapa caracteristico

ch: V(S) - A®zQ
es la funcién ch = @, ., ch,, donde para cada n definimos

ch, : V(S,) — A" @7 Q
por

1
chy (@) = —— &(0,)F,
2 2p)
donde 0, es un representante de la clase de conjugacion de tipo p en S,,. Por ejemplo, el punto
(8) de la seccién anterior implica que la imagen del caracter trivial de S, es la funcién simétrica
completa de grado n, es decir

1
cho(ly) = > W P, = Hyay.

Observemos que en la definicion del mapa ch “participan” dos familias de grupos simétricos:
la familia {S,, : » > 0} la cual define el anillo graduado de caracteres virtuales @ V(S,,) y cuyo
pardmetro n corresponde al grado, y la familia {S; : d > 0} la cual estd oculta en las infinitas
variables del anillo A y cuyo parametro d solamente aparece cuando convertimos en polinomio
de d variables a una funcion simétrica.

El mapa caracteristico se puede extender a

ch : fcl<8)Q — A ®Z Q

con la misma definicién y se obtiene que ch aplicado a las funciones caracteristicas de las clases
de conjugacién da

1 particién de n

1 particién de n

ch(py) = ﬁ P.

Recordemos que en el Teorema 3.2 dice que
(AU p)
PAPu = T o7y PA
SERETOVET/ Rt

mientras que el punto (9)c dice que PyP, = Py,. Como las funciones caracteristicas ¢, son
base del Q-espacio vectorial F,;(S)q y las funciones Py son base del Q-espacio vectorial A ®z Q
obtenemos que ch : F;(S)g — A ®z Q es un isomorfismo de anillos.

Maés atn, F4(S)g v A ®z Q tienen sus respectivos productos internos: el dado por la férmula
(3.2) y el descripto en el punto (6) de la seccién anterior. Las identidades (3.3) y (3.4) implican
que ch : F4(S)p — A ®z Q es una isometria. Finalmente obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.5. El mapa caracteristico ch : Fy(S)g — A @z Q es un isomorfismo de anillos
1sométrico y su restriccion

ch:V(S)— A
también es un isomorfismo de anillos tal que ch(yn) = Hy.
Demostracién. Solo resta ver que ch(V(S)) = A. Dado ch,(1,) = Hpy y que ch @ Fyu(S)g —
A ®7 Q es isomorfismo de los anillos, el Teorema 3.1 implica que

ch(¢ap) = Hy

para toda particién A. Sabemos que las funciones H son base del Z-moédulo A y el Teorema 3.1
dice que los caracteres ¥,;» son base del Z-mdédulo V(S). d
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A partir de este teorema podemos traducir a V(S) todos los resultados conocidos para A
enunciados en la seccién anterior. El principal es

Corolario 3.6. Sea xy el cardcter del médulo de Specht S* entonces ch(xy) = Sx. En parti-
cular, la tabla de caracteres x\(o,) de S, es C(n),n.

Demostracion. El punto (4) de la seccién anterior, junto con el (2), dicen que

Hy=S\+>_ KunSp

>

El Teorema 2.13 y el teorema anterior implican que

Hy = ch(xy) + ZmﬂACh(XA).

B>

Ademads sabemos que ch(x,) y Sy son bases ortonormales de A. Aplicando el hecho general que
a continuacion enunciamos, obtenemos que ch(x,) = S\ para toda particién A. Si {¢;} y {€;}
son bases ortonormales tales que para ciertos escalares

€1 =€)
/ ! !
€2 + A12€] = €5 + Aqx€;
/ / ! ! /
€3 + a13€1 + Qo3€2 = €3 + Ay3€] + Ag3€y

etc., entonces ¢; = €; para todo i (y a;; = a;; para todo i, j).
Para demostrar que xx(0,) = C(n),x observemos que, por definicién de ch, el coeficiente de
ch(xx) = S\ como combinacién de los polinomios P es % Por otro lado, el punto (7) de la

. . . . c
seccién anterior dice que este coeficiente es TT) O

3.6. Algunas férmulas famosas.
Férmula de Frobenius para y,. Sean A y p particionesdeny p=(n—1,n—2,...,1,0), entonces

xx(0,,) = coeficiente del polinomio det(A,)P, en el monomio z***.

(si A tiene d partes no nulas entonces da igual (y es més practico computacionalmente) usar
p=(d—-1,d—2,...,1,0)). Este resultado se deduce del punto (7) de la seccién anterior.

Férmula de Frobenius para dim S*. Sea A una particién de n en d partes no nulas y sea p =
(d—1,d—2,...,1,0), entonces

dim S* = coeficiente del polinomio det(A,)(z1 + - -+ + x4)" en el monomio z***.
Esto es consecuencia de que dim S* = x,(1) y de que el 1 estd en la clase de tipo u = (n). Es
relativamente sencillo deducir de esta férmula (ver [FH|) que

n!
1<)
La “Hook Length Formula” para dim S*. Sea \ una particién de n y para cada (i, j) definimos h;;
como la longitud del codo que tiene vértice en el cuadrito (7, j) del diagrama de A y se extiende
hacia la derecha y hacia abajo. En el siguiente ejemplo hemos rellenado el diagrama con los
valores f;;.
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4]1]

’»—coq;c»
O

Se deduce con facilidad de la formula de Frobenius (ver [Go]) que

n!

Hi,j hij '

La descomposicién de M* en irreducibles. El Corolario 3.6 y el punto (4) de la seccién anterior
dice que los nimeros de Kostka /K, son los mismos que los m, del Teorema 2.13. Por lo tanto

M =S & P K 5"

B>

dim S* =

La férmula del determinante de los caracteres irreducibles. Recordemos que 1,, es el caracter de
la representacion trivial de S,, para todo n > 1 y convengamos que 1, = 0 para n < 0. Como

consecuencia del punto (9)b obtenemos si A = (Aq,..., \g) entonces
I, L R O W
-1 Iy o Dggd—
o =det(Lygmi) =] . ’ 7
Tngmarr Dyare o 1y,
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