RETICULOS EN ESPACIOS EUCLIDEOS
JUAN PABLO ROSSETTI

RESUMEN. Un reticulo (o lattice) en un espacio euclideo R™ es el conjunto de combinaciones
lineales enteras de n vectores linealmente independientes en R™.

Intentaremos ver un panorama general de los lattices en R™ y de algunos de los problemas
mds importantes relacionados con ellos, a saber: packing problem (empaquetamiento de esferas);
covering problem (cubrimiento con esferas); kissing number (ntumero de contacto); lattice quan-
tizer problem (reticulos cuantizadores). Para esto, comenzaremos con definiciones bdsicas, y
con la construccién de algunos lattices especiales.

Como disponemos de tres clases, veremos en profundidad tres tépicos:

1. mejor lattice packing en dimensiones muy bajas (< 4). En particular, la desigualdad de

Mordell, y su aplicacion al caso n = 4.
2. Clasificacién de los llamados lattices de raices, mediante el método de pegado de Kneser.
3. Isospectralidad de lattices. Ejemplos de Milnor, Kneser, Conway & Sloane, etc.
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1. INTRODUCCION

Definicién 1.1. Un reticulo (o lattice)' A en un espacio uclideo R" es el conjunto de combi-
naciones lineales enteras de n vectores linealmente independientes en R™. En simbolos,

A= Z m; Vi, donde m; € Z.
i=1

Ejemplo 1.2. Un ejemplo muy sencillo de lattice es A = Z", es decir los puntos del espacio
R" cuyas coordenadas son todas enteras. Este lattice serd llamado cibico, o también el lattice
canonico o standard.

A modo de motivacion, introduciremos algunos de los problemas mas importantes relaciona-
dos con lattices

1. Empaquetamiento de esferas packing problem

2. Numero de contacto kissing number

3. Cubrimiento con esferas covering problem

4. Reticulos cuantizadores lattice quantizers

5. Formas cuadraticas quadratic forms

6. Isospectralidad 1sospectrality

7. Relaciéon con Codigos lattices and codes

8. Poliedros y embaldosamientos polyhedra and tilings

CuaDRO 1. Lista de problemas importantes relacionados con lattices (en la
columna de la derecha figura el nombre en Inglés).

En este ‘minicurso’, sélo abordaremos algunos de estos puntos. Ademas, hay otros problemas
muy importantes relacionados con lattices que no incluimos. Por ejemplo, el famoso Teorema
de Minkowski —luego generalizado por Blichfeldt [Bl1]— que dice que un conjunto convexo,
simétrico respecto al origen, de volumen > 2" contiene en su interior o en su frontera un punto
con todas sus coordenadas enteras (ademéds del origen). A partir de este resultado, Minkowski
obtuvo muchos otros, dando origen a la llamada Geometria de Numeros, considerada parte de
la Teoria de Numeros.

También dejaremos de lado los problemas de contar cuantos puntos de un lattice estan dentro
de una cierta region, ya estudiado por Gauss, y aun en gran desarrollo.

Por 1ltimo, mencionamos los problemas locales, como son los de hallar, dentro del espa-
cio de lattices, los que localmente maximizan la densidad —llamados extremos—; o poniendo
condiciones menos restrictivas, los lattices perfectos (ver por ejemplo [Ma).

A continuacién explicamos brevemente cada uno de los temas de la lista.

1. Packing problem. Este es el problema de empaquetamiento de esferas en espacios euclideos
de dimensiones 1,2, 3,4, 5,.... Dado un nimero grande de esferas iguales, jcudl es el modo mas
eficiente (es decir, mas denso) de empaquetarlas?

Como se puede intuir, esto tiene aplicaciones importantes. En dimension 3, el problema tiene
una historia extremadamente rica. Se lo conoce como conjetura de Kepler, puesto que fue el
mismo Johannes Kepler quien en el ano 1610 planted el problema, intuyendo una respuesta, la
de “las naranjas en la verduleria”.

o pronunciaremos ldtiz.
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FIGURA 1. Forma en que se apilan las naranjas en una verduleria.

Notablemente, siendo ésta la respuesta correcta, le ha llevado a la matematica unos 400 anos
poder demostrarlo. En el camino, quedaron muchas ‘pruebas’ fallidas. Recientemente, Thomas
C. Hales ha completado una prueba [Hal], que llevard muchos anos hasta ser verificada en
todos sus detalles. A pesar de esto, los expertos en el tema opinan que la prueba de Hales es
correcta, por lo que ahora se considera probada la Conjetura de Kepler.

Al mejor ‘packing’ se lo puede obtener también colocando esferas del mismo radio centradas
en los puntos de un lattice llamado face-centered cubic lattice (fcc lattice). Ver Figuras 1y 2.

FiGURA 2. Bolas dispuestas con sus centros en el fcc lattice.

El nombre ‘fcc’ lattice se debe a que se obtiene a partir del lattice cibico, adjuntando puntos
en los centros de las caras (faces). Este lattice pertenece a una familia muy importante de
lattices, la familia A,, n € N, donde dimA,, = n, que a su vez forman parte de los llamados
root lattices o reticulos de raices, que veremos mejor mas adelante (en la Seccién 4).

Hay diferencia al hablar del mejor sphere packing en general y el mejor sphere lattice packing.
En el primer caso, ya en dimension 4 el problema no esta resuelto. En el segundo caso, se conoce
la respuesta hasta dimension 8 inclusive. Sin embargo, vale la pena remarcar que esto se conoce
desde 1935, y desde entonces el caso en dimension 9 no se ha podido resolver atin. Ampliaremos
estos comentarios en la Seccién 3.

2. Kissing number. Este problema consiste en determinar, para cada dimensiéon n, cuantas
esferas se pueden colocar alrededor de una fija (todas del mismo radio) de modo que todas
toquen o ‘besen’ a la esfera fija.

En dimension 2 la solucién es sencilla, siendo el kissing number igual a 6.

En dimensién 3 el problema —conocido como el problema de las 13 esferas— tiene una
historia muy interesante, incluyendo una famosa controversia en 1694 entre David Gregory y
Sir Isaac Newton. No es muy dificil reducir las posibilidades a que puede haber a lo sumo 13
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FicUurA 3. Kissing number en dimension 2

esferas alrededor de una fija. Por otra parte, si se colocan 13 esferas del mismo radio, una en
el centro, y las otras 12 en lo que serian los vértices de un icosaedro, se observa que estas 12
tocan a la central, y sin embargo no se tocan entre ellas, dejando suficiente espacio inclusive
como para moverse cualquiera de ellas de un lugar a otro, como si ‘orbitaran’ alrededor de la
central.

F1GURA 4. Dos arreglos distintos que muestran que el kissing number en dimen-
sion 3 es > 12. El segundo, corresponde al icosaedro.

Dicho esto, ;habra o no suficiente espacio como para poner otra esfera orbitando alrededor
de la central?

Si bien hay muchas pruebas sobre el nimero correcto, ninguna de ellas es verdaderamente
elemental, como a uno le gustaria ver para un problema de este tipo, finito y de naturaleza tan
concreta (ver [CS], [Mul]).

El estudio en dimensiones mayores es muy interesante, y se lleva a cabo con métodos muy
diversos, destacandose la optimizacién no lineal (ver [Mu2], [Mu3]).

3. Covering problem. De algiin modo, esto es un problema dual del packing problem. Pregunta
por la forma més econémica de cubrir el espacio euclideo n-dimensional con esferas (que se
superponen) del mismo radio.

Este problema es tanto o més interestante que los anteriores, y ain mas dificil de resolver.
Tiene aplicaciones importantes, como por ejemplo, a radares, comunicaciones, etc. Para lattices
esta resuelto hasta dimensién 5 solamente, mientras que en general, sélo hasta dim 2!

La demostracion en dimension 5 fue lograda después de mucho trabajo por Ryskov y Bara-
novskii (resumida en [RB]). Consiste en clasificar todos los lattices en dicha dimension, de
acuerdo a su celda de Voronoi.
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FiGURA 5. Celdas de Voronoi para lattices en dimension 2

4. Lattice Quantizers. Un cuantizador (o quantizer) puede ser pensado como un conversor
analdgico-digital. Son extensamente usados en el mundo real, por ejemplo en sistemas de co-
municaciones digitales, en redes de telefonia de larga distancia, en instrumentos de medida
digitales, etc.

Cuando un mensaje es enviado a través de un canal ruidoso, es de interés eliminar ese ruido
agregado al mensaje original. Esto es similar a problemas en teoria de c6digos, con los cuales
hay una intima relacién.

Bajo ciertas condiciones generales, un lattice puede ser considerado como un quantizer vec-
torial. Alrededor de cada punto del lattice se encuentra su celda de Voronoi, la cual se usa para
convertir cada punto dentro de ella en un punto del lattice. De este modo se obtiene el convesor
analégico-digital.

Interesa medir cuanto ha sido el error promedio cometido, lo cual se hace usualmente mediante
la integral de las distancias al cuadrado en la celda de Voronoi. Esta es la cantidad que se quiere

minimizar, al variar los lattices. El problema para lattices se ha resuelto sélo hasta dimensién
3 [BS].

5. Formas cuadraticas. Hay una relacion directa entre lattices y formas cuadraticas definidas
positivas. En verdad, podriamos hablar de una identificacién, donde a lattices ‘equivalentes’
le corresponden formas cuadraticas ‘equvalentes’. Entre los problemas mas importantes para
éstas, se encuentran:

— clasificacion en cada dimension;
— determinar los enteros n representados por las mismas (al valuarlas en enteros);
— hallar el menor entero representado por una forma cuadratica dada.

Finalmente, mencionamos el famoso teorema de Lagrange, que dice que todo entero se puede
representar como la suma de cuatro cuadrados.

6. Isospectralidad. Diremos que dos lattices son isospectrales si los multiconjuntos de las
longitudes de sus vectores (i.e. contados con multiplicidad) coinciden. Esta definicién estd bien
justificada porque dos toros planos A1 \R"™ y A5 \R" son isospectrales siy sélamente si los lattices
A1y Ay lo son.

Un problema de mucho interés es el de buscar pares de variedades Riemannianas distintas (es
decir, no isométricas) que sean isospectrales. A través de lattices se obtuvo el primer ejemplo
de este tipo, dando respuesta asi a un problema general de Geometria Espectral, cuyos origenes
se remontan a fines del siglo XIX.
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Veremos varios ejemplos de lattices isospectrales: Milnor en dimension 16, Kneser en dim. 12,
Conway & Sloane en dims. 6 y 5; y plantearemos algunos problemas y preguntas abiertas en el
tema.

7. Relacién entre Cédigos y Lattices. Hay una relacién estrecha entre lattices y codigos,
en especial con los autocorrectores, que les permite a ambos temas enriquecerse el uno del otro
(ver el libro [Eb], totalmente dedicado a esta relacién).

Es sencillo construir un lattice A a partir de un codigo lineal binario C, como la preimagen
de C de la proyeccién ¢ : Z" — Z3; i.e., A = ¢~ (C).

En este curso, este tema soélo aparecera cuando estudiemos el asombroso ejemplo de lattices
isospectrales de Conway & Sloane en dimensién 6.

8. Poliedros, embaldosamientos, parallelohedra. Este es un tema muy amplio, del cual
s6lo daremos ahora una idea de la Conjetura de Voronoi sobre parallelohedra.

rhombic

Dodecahedron <~ >
' ‘ rectangular
Cuboid

hexagonal
truncated hexarhombic ’ Prism
cglé?ahedron Dodecahedron

F1GURA 6. Los cinco parallelohedra de Fedorov, son a su vez las cinco celdas de
Voronoi de lattices en dimensién 3. Sélo el octaedro truncado es primitivo.

Un tiling o embaldosamiento del espacio es una particién del mismo en tiles o baldosas. A
veces se pide que todas las baldosas sean congruentes entre si, a veces se pide ademas que
todas estén igualmente orientadas, i.e., que todas sean las trasladadas de una fija. En este
caso, estamos muy cerca de los parallelohedra, que se definen como polytopes® convexos que
embaldosan el espacio.

Este tema ha sido estudiado intensamente, entre otros por Voronoi, quien en 1909 formulé la
siguiente conjetura:

todo parallelohedron es un “Voronoi polytope” con respecto a algun lattice,
es decir, es la imagen por una transformacién afin de la celda de Voronoi de un lattice. El
mismo Voronoi probd esto para las dimensiones mas bajas y para el caso de parallelohedra
primitivos, es decir, aquellos P donde d+ 1 copias de P se encuentran en cada vértice. Ademas,
la conjetura ha sido probada para algunos casos especiales, como el de los zonotopes.

Notas: éstas son las notas de un curso de 3 clases en el Congreso ‘elENA 3’, Vaquerias, Cérdoba,
Agosto de 2006. No pretenden tener ninguna originalidad pues muchas partes, asi como varias figuras,

han sido tomadas de libros y articulos citados en las referencias.

2aunélogos de poliedros, en dimensiones mayores.
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Disculpas: he preferido usar algunos términos en Inglés, como ‘lattice’; ‘kissing number’, etc, porque
asi es como se los encuentra usualmente. Les pido disculpas a quienes les pueda molestar esto.



58 JUAN PABLO ROSSETTI

2. ALGUNAS NOCIONES BASICAS

De acuerdo a su definicién, a un lattice A se lo puede ver como un conjunto de puntos en el
espacio. Sin embargo, hay otras formas de ver a A que resultan mas interesantes. En lugar de
pensar el vector v € A como un punto de R”, lo identificamos con la traslacion en R™ por v.
Es decir, la transformacion rigida del espacio Ly : x — v + x. Asi, identificamos

A —— L,
v «—— L

En este caso, hablaremos de reticulo o lattice de traslaciones.

Esto da origen a una accion del lattice A en R™, que resulta ser propiamente discontinua. En
particular, no hay puntos fijos en esta accion —excepto cuando el vector v es el vector nulo— por
lo que el espacio de orbitas, o cociente T := A\R™, no tiene singularidades. Por consiguiente T’
resulta ser una variedad diferenciable, compacta y sin borde. Si a T' le proveemos las distancias
(o la métrica) de R", entonces T' serda una variedad Riemanniana de dimensién n, llamada
toro plano. De este modo, queda clara la relacion de lattices con Geometria Riemanniana. Si
bien en cada dimensién todos los toros planos son todos topoldgicamente iguales, no lo son
geométricamente, como veremos mejor en la Seccién 5.

A con la suma es un grupo abeliano, que lo podemos pensar como un subgrupo de (R", +).
Desde este punto de vista, los lattices en una dimension fija son todos isomorfos entre si.

Un lattice A en R™ tiene muchas bases, es decir, subconjuntos {vy,...,v,} C A de vectores
linealmente independientes, que generan A, es decir, cuyas combinaciones lineales enteras dan
todo A. En simbolos, A = (vy,...,Vy),

Consideramos ahora el parallelotope

P .= thi para 0 <t; <1.
i=1

\ Vo

\4] 0 Vi

F1GURA 7. Los parallelotopes P y P’ correspondientes a bases distintas de un
mismo lattice tienen el mismo volumen.

Claramente, P es un dominio fundamental para la acciéon arriba mencionada, aunque por
supuesto, no es el unico, ni el mejor. Definimos el volumen del lattice, vol(A), como el volumen
de P. En el Ejercicio 1, pedimos que pruebe que el volumen de un lattice no depende de la base
elegida.

Dado p € A, la celda o regién de Voronoi de p se define como el conjunto de puntos
de R™ que estdn mds cerca (o igual) de p que de cualquier otro punto de A. Este concepto
fue introducido por Dirichlet en dimensién 2, por lo que se llama dominio, region o celda de
Dirichlet-Voronor.
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La celda de Voronoi es también un dominio fundamental, y provee un embaldosamiento o
tiling del espacio. En dimensién 2, hay esencialmente dos tipos o formas de celdas de Voronoi
asociadas a lattices (ver Figura 5). Una es hexagonal y la otra rectangular. Genéricamente, un
lattice en dimensién 2 tiene celda de Voronoi hexagonal.

Un lattice rectangular tiene celda de Voronoi rectangular. En dimension 2, la forma hexagonal
es llamada primitiva porque corresponde al caso genérico. Puede ser caracterizada también
por la propiedad que en el tiling correspondiente, el minimo ntimero posible de poligonos se
encuentran en cada vértice —tres en este caso.

En dimensién 3 hay cinco tipos de celdas de Voronoi (ver Figura 6), siendo sélo uno de ellos
primitivo (E.S. Fedorov [Fed]).

En dimensién 4 el problema fue resuelto por Delone [Del], (ligeramente corregido por Stogrin
[Sto]) con una enumeracién de 52 tipos de lattices. El nimero de formas primitivas ahora no
es mas uno, sino tres.

El ejemplo standard de una no-base de un lattice es tomar en R? el lattice cuadrado I, := Z2
y los vectores vi := e; + €5 ¥ Vo := €] — 5. Entonces, si bien {v{,vs} es una base de R?, no lo
es de I, pues no lo genera.

En cambio, (v, va)z es un sublattice de I, de indice 2. En general, decimos que un sub-
conjunto A’ de A es un sublattice de A si a su vez es un lattice en el mismo espacio que
A.

Notemos que si A’ C A es un sublattice, entonces el cociente A/A" es un grupo finito. El
indice de A’ en A es el cardinal de este grupo.

Para t € R se define tA := {tv: v € A}. Llamaremos homotecia a esta operacion.

Un sublattice especial es 2A = {2v : v € A}. En este caso el grupo cociente A/2A es isomorfo
a Zj5, y por lo tanto tiene cardinal 2".

Las transformaciones rigidas del espacio R" estan dadas por el grupo O(n). Podemos pensar
que O(n) actia en el conjunto de lattices de R™. Diremos que dos lattices en la misma 6rbita
por esta accién son congruentes (o iguales), y se denotan con el simbolo =.

Por otra parte, si dos lattices estan relacionados por una homotecia, se llamaran semejantes
(o equivalentes), y los denotaremos con 2. Para todos los problemas sobre lattices menciona-
dos en la Introduccion, no hace ninguna diferencia considerar lattices semejantes, por lo que se
justifica el nombre de equivalentes para esta nocién.

Definimos el determinante de un lattice A por det(A) = vol(A)?2.
Hay una formula simple para calcularlo. Supongamos que las coordenadas de los vectores de
una base de A son

V1 = (Uu, V12, - - - ,U1m)
Vo = (1)21, V22, - - - 7U2m)
Vi, = (Un1, Un2, - - -, Unm), donde m > n.
V11 V12 ... Vlim
. V21 V22 ... U9 . .
La matriz M := " | se llama matriz generadora del lattice.
Unt Un2 ... Unm

La matriz A := M M" se llama matriz de Gram del lattice.
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Notemos que la entrada (i, ) de A es el producto interno v; - v;.
Entonces, se cumple que det(A) = det(A).
Si M es cuadrada, entonces det(A) = det(M)2.

Ejemplo 2.1. Veamos un par de ejemplos muy simples para ilustrar las definiciones anteriores.
Consideramos en dimensién 2 los dos siguientes lattices:
H, el lattice hexagonal, generado por los vectores (1,0) y (%,
Ay = {(l’o,xl,ﬂig) 7 To+ T+ T = O}
Vale la pena remarcar que si bien usamos tres coordenadas para describirlo, A, esta contenido
en el espacio euclideo 2-dimensional {(x¢, z1,22) € R? : 2y + 21 + x5 = 0}.
Una base para A es {(1,—1,0),(0,1,—1)}. Entonces tenemos como matrices generadoras

para H y A, respectivamente
1 0 1 -1 0
e e

2
Luego, las matrices de Gram son respectivamente

il [0

Asi, calculamos facilmente det(H) = 2 y det(4,) = 3.
No es dificil ver que estos dos lattices son equivalentes. Por ejemplo, se puede multiplicar H

“7?:), y

[

por /2, obteniendo asf la matriz de Gram } , que también se obtiene al tomar en A, la

2 1
1 2
base {(1,—1,0),(0,—1,1)}. Y la matriz de Gram determina el lattice salvo congruencia.

Como se puede ver, una ventaja de usar A; en lugar de H es que uno tiene coordenadas
enteras, en lugar de la molesta \/75 Ademas, en A, se aprecia inmediatamente la simetria entre
las tres coordenadas.

Ejemplo 2.2. Definimos los lattices face-centered cubic y body-centered cubic (abreviados fcc
y bee) como aquellos donde se agregan a un lattice cibico los puntos en los centros de las caras
de los cubos para el fcc y los centros mismos de los cubos para el bee. (ver Figura 8).

.
b I

FicurA 8. Los lattices fce y bee, basados en un lattice cibico de lado a.

En varios ejercicios se pide que trabaje con estos dos importantes lattices.

Definicién 2.3. Dado un lattice A en R”, sea A* := {w € R" : w - v € Z}, el lattice dual de
A (esta nocion es la correspondiente a la de dual en general).

Definicién 2.4. Un lattice L se dice entero si los productos internos de sus vectores son
enteros, i.e., z -y € Z, para todo z,y € L.3
Notar que si L es entero, entonces L C L*, o lo mismo, él es un sublattice de su dual.

3Algunos autores definen ‘entero’ cuando las normas de los vectores son enteras.
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Un lattice entero L se dice par si las normas de todos sus vectores son pares, i.e. X - x € 27,
para todo x € L.

Un lattice entero se dice unimodular si su volumen es 1, o equivalentemente, si es igual a
su dual.

Observacion 2.5. Si L (# 0) es un subgrupo aditivo de R y el cardinal de su interseccién con
un intervalo (¢, s) es finita, entonces L es un lattice en R.

Lo anterior vale con méas generalidad, pasando a R"™:
si L es un subgrupo aditivo de R™ y el cardinal de su interseccion con una bola centrada en el

origen es finita, entonces L es un lattice de dimension k < n, en algin subespacio k-dimensional
de R™.

Apéndice: dos teoremas algebraicos. Haremos aqui unos comentarios de Algebra, que
pueden ser ttiles para resolver los ejercicios 9 y 10 de esta seccidn.

Primero, recordamos un teorema general sobre modulos libres, y luego lo aplicaremos a
nuestro caso.

Teorema 2.6. (ver [Hu] Thm. 6.1) Sea F un mddulo libre sobre un D.I.P.* R, y G un submddu-
lo de F. Entonces G es un R-mddulo libre y rango(G) < rango(F’).

A nosotros nos servira tomar F' en el teorema como A = Z", que es un modulo libre sobre el
DIP Z. Si A’ es un subgrupo aditivo de A, entonces A’ juega el rol de G en el teorema, luego
resulta que A’ es un Z-mdédulo libre de rango menor o igual que el rango de A. En particular,
A’ tiene un base.

Teorema 2.7. Si M y N son grupos abelianos y M' y N’ son subgrupos de M y N respectiva-

mente, entonces
MeN M N

MoN MON

Si AV CACZ" Ay N subgrupos, entonces existe una base de A, {vy,...,v,} y ntimeros

mi, ..., mg, con k < n, tales que {myvy,...,mpvy} es una base de A’. Luego,
A (Vi,.. ., Va)y
N (Mavi, ..., My Vi),

(Vi) & @ (Vu)g
(Mivi)y, @ - © (Mg Vi)
o Avi)g (Vi)
(v, v (M1 vi)y

Loy @ -+ ® L, DZ™F.

2

DIP. significa dominio de ideales principales, que aqui siempre lo pensaremos como el anillo de enteros Z.
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Ejercicios.

1.

10.

Probar que el volumen de un lattice no depende de la base elegida para calcularlo.
[Posible ayuda: recordar de Algebra Lineal que una matriz n x n con coeficientes en
el anillo Z es inversible en Z si y sélo si su determinante tiene inverso en Z.]

. Probar que vol(tA) = " vol(A) cuando A es un lattice en dimensién n..
. Probar que el kissing number en dimension 2 es 6.

. Probar que el face-centered cubic lattice (fcc lattice) y el body-centered cubic lattice

(bee lattice) no son equivalentes.

. Hallar la matriz generadora y la de Gram, el volumen, el determinante, los vectores

minimos, las primeras 5 cdscaras® y la celda de Voronoi de los siguientes lattices:
1) en dimensién 1: [} = Z; Ay,
2) en dimensién 2: I, = 7?; el lattice hexagonal; Ay; Do;
3) en dimensién 3: I3 = Zs3; As; A%L; el fee lattice y el bee lattice.

. Dado un lattice A en R",

a) Probar que A* es realmente un lattice en R™.
b) Probar que (A*)" = A.
c¢) Probar que

vol(A)vol(A*) = 1.

. Probar que el dual del fcc lattice es el bee lattice (y viceversa).
. Probar que A3 y D3 son semejantes, i.e. A3 & Ds.

. Sea A un lattice en R". Sea A’ C A un subgrupo aditivo que contiene n vectores

linealmente independientes. Probar que A’ es un sublattice de A (de indice finito).
[Ayuda: usar teoremas sobre médulos de estructuras algebraicas.]

Sea A = ((1,0),(0,1)) y A" = ((1,1),(2,4)). Calcular el indice de A’ en A y el grupo
cociente A/A'.

Hallar el cociente A/A’ de A = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) y A" = {(1,3,5), (5, 10,0)).
[Ayuda: hallar una base de A y una de A’ de modo que cada vector de la segunda sea
un multiplo (entero positivo) de algtin vector de la primera.|

5subconjuntos con todos sus elementos de la misma norma.
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3. LATTICE PACKINGS

Dado un lattice L, hay una distancia minima entre sus puntos, que coincide con la longitud
de los vectores minimos de L. La mitad de esta longitud es el packing radius o radio del
empaquetamiento asociado a L, que tiene sus bolas centradas en puntos de L.

Si en cambio pensamos en cubrir el espacio con bolas centradas en los puntos de L, entonces
el menor radio con el que se logra esto se llama radio de cubrimiento.

La idea de densidad de un empaquetamiento es el cociente entre el espacio ocupado y el
espacio total. En el caso de empaquetamientos que no provienen de lattices, no es muy sencillo
dar una buena definicién de densidad. En la Digresion 3.3 se introduce este tema.

Para lattices no hay ningiin problema en definir densidad ni espesor, este 1ltimo es el concepto
analogo para cubrimientos.

La densidad de un lattice L es

volumen de una bola

A(L) =

volumen del lattice

El espesor de un lattice L se define exactamente igual, s6lo que es siempre mayor o igual
que 1.

Conviene también definir la densidad centrada de un lattice 0(L) = %f), donde V,, es el
volumen de bola de radio 1 en R™. Apenas uno supera la dimension 3, conviene trabajar con ¢
en lugar de A.

No es dificil probar que el mejor lattice packing en dimensién 2 es el hexagonal.

Demostracion. Supongamos que A es éptimo. Si en A no hubiera dos esferas que se tocan,
entonces no seria éptimo, puesto que existirfa un escalar ¢, 0 < ¢t < 1 tal que tA tendria
mayor densidad que A. Entonces, hay dos esferas que se tocan. Luego, tenemos una hilera
de esferas, una atras de la otra. Mas aun, A consiste de uniones de estas hileras de esferas,
todas paralelas entre si. Ahora, si estas hileras paralelas no se tocaran, entonces nuevamente
A no seria 6ptimo. Por lo tanto, deben tocarse. Al tocarse, vemos que hay infinitas posiciones
posibles, pero claramente la mejor es la correspondiente al lattice hexagonal. O]

Es notable que Gauss probé en el review de un articulo, que el 6ptimo lattice packing en
dimensién 3 es el del fce lattice. Veremos esta demostracién en clase, porque es mas lindo
“mover las manos” en este caso. Es una demostracion sencilla y hermosa, que contrasta con
otras demostraciones en el tema, que suelen ser complicadidisimas y tediosas. Ver [Ha2].

Para empaquetamientos que no vienen de lattices, el problema es muchisimo mas dificil. Por
ejemplo, en dimensién 2 tenemos

Teorema 3.1 (Thue, 1890). La mayor densidad posible de un empaquetamiento de esferas en

dimension 2 estd dada por el empaquetamiento hexagonal, con A = \/Lﬁ = 0,907.

Aunque parezca muy facil, este Teorema no lo es. Ver por ejemplo una prueba en [Ha2], que
consiste en tomar un empaquetamiento arbitrario del plano con las esferas de radio 1 y luego
particionar el plano en tres tipos de regiones, cada una con densidad menor o igual que \/%
Ya dijimos que en dimensién 3 este problema es el famoso problema de Kepler.

Calculemos ahora densidades de algunos ejemplos.

Ejemplo 3.2. Dy, el checkerboard lattice.
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Este lattice provee el empaquetamiento de esferas mas denso conocido hasta el momento.
Korkine y Zolotareff, ya en 1872, probaron que es el éptimo entre los lattice packings [KZ1],
[KZ2].

Calculemos su densidad.

Recordemos que Dy = {uy, us, us, uq) € Z* : uy + us + ug + uy es par.}. Asi, (1,1,0,0) € Dy,
pero (1,0,0,0) ¢ Dy4. De hecho, notemos que todo vector en D4 deber tener norma mayor o
igual que 2, pues si sélo uno de sus coordenadas es no nula, ésta debe ser par, luego su norma
serd al menos 4; y si tiene dos coordenadas no nulas, entonces su norma es la menos 2.

Esto nos dice que el packing radius de Dy, es \/75

Ademés, la esfera centrada en (0,0,0,0) de radio ? tiene 24 esferas que la rodean: son las
centradas en los puntos (+1,41,0,0), de los que hay (3) x 22 = 24,

Nos falta calcular el determinante de D,. Para ello, notemos que los vectores de la forma
(2,0,0,0) estdn en Dy y que una matriz generadora del mismo es

2000
M =

oo
[ S
—__ O
i

Por lo tanto, det(Dy) = (det(M))? = 4. Luego, vol(D,) = 2.
[Observemos que en general, det(D,,) = 4]
Ahora bien, como denotamos el volumen de una esfera de radio 1 en R™ por V,,, el volumen

de una esfera de radio r en R" es r"V,.
2
En el caso n =4, V; = %-. De modo que

—~

“S

~
3

2

2 (I~
= — =0,617.

2 16 ’

Ejemplo 3.3. A, estd generado por n vectores de la forma (0,...,0,1,—1,0,...,0) (v los

vectores tienen n + 1 coordenadas, pero A, tiene dimensién n).

Asi, la matriz n x (n 4+ 1), M, generadora de A, es

A(Dy) =

1 -1 0 0 - 0
01 -1 0 --- 0
M=|0 0 :
Lo 0
000 -~ 0 1 —1|

Y la matriz de Gram de A,,, es cuadrada n x n:

2 -1 0 0 - 0
-1 2 -1 0 - 0
0 -1 2 :

A=
0 0 . . =1 0
S |
0 0 0 -1 2
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Calculemos su determinante. Teniendo en cuenta que es el determinante del lattice A, si
desarrollamos el determinante por la primera fila de la matriz obtenemos la siguiente recursion:

det(A,) = 2det(A,_1) — det(A,,_2). De donde sale que
det(A,) =n+ 1.

Por otra parte, es claro que los vectores de norma minima en A, son los de la forma
0,...,0,4+1,0,...,0,F1,0,...,0), lo que implica que el packing radius de A,, es p = \/75
Por lo tanto
4 3

A(Ag) volumen de una esfera _ - T 0.74

vol(A3) Jdt(Ay)  3v2

Hay otras formas posibles de calcular la densidad de A3, mas geométricas, pero no las veremos
aqui.

Calculemos la densidad centrada para todo n:

LA
e Y 17 B T e G

3.1. Secciones.

Definicién 3.4. Una seccion (k-dimensional) de un lattice L en E es la interseccién S N L,
donde S es un subespacio k-dimensional de F y dicha interseccién es un lattice de rango k en S.

Lema 3.5. Sea L un lattice en R™ y SN L una seccion k-dimensional de L. Denotemos con P
la proyeccion ortogonal sobre S*. Entonces Py,(L) es un lattice (en S*). En particular, Py(L)
tiene elementos de norma minima.

Demostracion. Es claro que Py(L) es un subgrupo aditivo de R". Entonces por la Obser-
vacion 2.5, basta ver que los puntos de Py(L) no se acumulan en el origen, o equivalentemente,
que sus normas no se acumulan en el cero. Probaremos esto por el absurdo. Supongamos que ex-
iste una sucesion {h,, }men que tiende a cero, con h,, > 0 para todo m (inclusive, podemos pen-
sar que los h,, son todos distintos), donde h,, = N(Pyx(W,,)), con w,, € L. Tomamos cualquier
base {vi,...,vi} de LN S y completamos a una base de R™ con vectores vi,1,...,v, € S+

(notar que para j > k, los v; no tienen por qué estar en L). Escribimos w,, = Y

1=

Sumando y restando adecuadamente multiplos enteros de los v;’s, para 1 < i < k, obtenemos
vectores w,,, en L de la forma

1 Ci,;mVi-

k n
W,, = g CimVi + g CjmVj
i=1

j=k+1
con 0 <¢,, <1,parai=1,..., k. Ahora
k n
N(W,) = N (Z a,,mv,) +N ( > cjvmvj>
i=1 j=k+1

< M+hy,<M+1,

donde M es una cota superior de las normas de los elementos en el parallelotope de dimensién k
determinado por vy, ..., v, y consideramos que m es suficientemente grande. Luego, tendriamos
infinitos vectores w,, € L dentro de una bola de radio M + 1, lo que es un absurdo, porque
contradice la Observacién 2.5. Por lo tanto, Py(L) tiene vectores de norma minima, como
queriamos probar 0
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Notemos que si dim(S) = n — 1 entonces N P, (L) = ¢Z para algin c.

Teorema 3.6. Sea L un lattice de dimension n y L NS una seccion k-dimensional de L. Sea
{vi,...,Vi} una base de LN S. Entonces

(i) Ewxisten Vii1,...,vp € L tal que {vy,...,v,} es base de L. (En otras palabras, siempre

una base de una seccion se puede completar a una base del lattice.)

(ii) L* NS+ es una seccion (n — k)-dimensional de L*.

(i)
det(LNS)

det L
Demostracion. Parte (i) Tomamos vy € L~ (LN.S) de modo tal que N(Pg(vgi1)) es minima

det(L* N S*) =

(donde P, denota la proyeccién ortogonal sobre S+). Luego tomamos vy € LN (LNS®RvV, )
tal que N(Pgi1(Viki2)) es minima. Y asi sucesivamente, hasta tomar v,. Es claro que los v;
forman una base de R”, y estan en L, por lo tanto s6lo debemos probar que generan todo L.
Para ver esto, probemos primero que

(Vi, s Vi, Vier)z = LV (VL - Vi, ViR
La inclusiéon ‘C’ es obvia. Veamos ‘O’. Sea w € L N (vy,..., Vg, Vgi1)r. Entonces Pi(w) €
S+. Podemos pensar todo en el espacio vectorial (k + 1)-dimensional (vy,..., Vg, Vii1)r. De

este modo, St tiene dimensién uno.® Luego, Py(w) = mPy(vyy1) para algin m € Z. Ahora
tomamos w — mvyyq € L, y se cumple Py(W —mvg,1) = Pp(w) —mPy(viy1) = 0, por lo tanto

w—mvy1 € S. Entonces w—mvy,, = Zle m;v;, conm; € Z. Luego, W € (vi,..., Vg, Vki1)z.
Asi, hemos probado que (vq,..., Vi, Vir1)z = LO(Vy, ..., Vi, Vii1)R.

Procediendo del mismo modo, obtenemos que (vi,...,Vii2)z = L N (Vi,...,Viio)r, v
asi sucesivamente hasta llegar a (vy,...,v,)z = LN(vy,...,v,)gr = L Por lo tanto, {vy,...,v,}
es una base de L.

Parte (ii). Sea {v7,...,v:} la base dual de {vy,...,v,}. Es facil ver que ésta es una base de

L* (Ejercicio). Notemos que si j > k + 1, se cumple que v} -v; = 0 para todo i = 1,...,k.
Luego vi € S* para todo j = k+1,...,n. Por lo tanto L* NS+ = (vi ,...,Vvi)z.
Parte (iii). Tomamos ahora en R" una base ortonormal {e;,...,e,} con e; € S paral <i <k

y ej € St para k+ 1 < j < n. Entonces, una matriz M generadora de L es’

Vi
. Vo . B|O
M = [ CTD
VTL
Recordemos que la matriz generadora de L* era la transpuesta de la inversa de M, es decir, la
B
matriz ( 0 ) (D:)t . Como det X = det X*, tenemos que

det(LNS) = (detB)?
det(L*NS*H) = (det D7)
det(L) = (det B)*(det D)

6Quizds haya que justificar mds cuidadosamente este hecho.

TAqui estamos usando que al tomar una base ortonormal, todo se puede hacer igual que si usaramos la base
candnica, que es con respecto a la cual se definieron matriz generadora, etc. Esto se puede entender sin dificultad
pensando por ejemplo que estamos cambiando el lattice por uno isométrico de acuerdo al cambio de bases que
hicimos, o de lo contrario, se pueden usar matrices (ortogonales) de cambio de base y probar las cosas con toda
formalidad.
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de donde resulta la igualdad enunciada en (iii). O

Corolario 3.7. Sea L, un lattice entero unimodular, o un lattice cuyo dual le es equivalente
(y a L, se lo ha normalizado poniendo det L, = 1). Entonces,

el menor determinante de una seccion k-dimensional de L, es igual a

el menor determinante de una seccion (n — k)-dimensional de L, para 0 < k < n.

En general, en un lattice, las secciones de menor determinante son las mas interesantes.
Por ejemplo, la seccién unidimensional de menor determinante contiene un vector de norma
minima del lattice. Ademas, en algunos casos, las secciones son de gran interés. Por ejemplo,
en el Leech lattice, de dimensién 24, se encuentran todos los lattices laminados de dimensiones
menores como secciones del mismo.

3.2. Desigualdad de Mordell. Recordemos que la densidad centrada de un lattice L de

dimensién nes 0(L) = %f), donde V;, es el volumen de la bola de radio uno en R". Si denotamos

con p(L) la norma minima de vectores en L, entonces tenemos
(L 2 1
(3.1) (L) = ( (4 )> T
(det L)
Denotaremos con 9,, la maxima densidad centrada de lattices de R™, es decir:
0n := max{d(L) : L es lattice de R"}.

Ahora estamos en condiciones de probar la desigualdad de Mordell, que relaciona la maxima
densidad centrada en dimension n, §,, con la de dimensién n — 1, J,,_;. Con ella, es posible
probar en forma casi inmediata cudl es el mejor lattice packing en dimensién 4 (respectivamente
8) sabiendo sélo cudl es la densidad maxima en dimensién 3 (respectivamente 7).

Desigualdad de Mordell.
(3.2) 26, 1> ur

Demostracion. Consideramos un lattice L, de densidad méxima en R”, y le modificamos su
escala de modo que det(L,) = 1. Entonces el dual L* cumple que det L* =1y §(L*) < 6(L).
Entonces pu(L*) < u(L).

Sea F' una seccién 1-dimensional de L}, y sea F la seccién correspondiente en L,, (de dimen-
sion (n —1)). Se cumple que det E' = det F' = p(L*). Por lo tanto

4 4 (det E)
~ —“(LQ”)Z 5(E) (det E)?
N(Ln)%

< Sy (det E)2

2
Esto implica que
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de donde se obtiene la desigualdad anunciada. 0

Veamos ahora la aplicacion de esta desigualdad geométrica para obtener la densidad méxima
4.
Sabemos que 6; = 1, 6, = ﬁg y que d3 = ﬁi' La Desigualdad de Mordell para el caso n = 4

1
nos dice que 203 > 67 . Por lo tanto, debe ser d; < %.
Por otra parte, ya hemos calculado que 6(D,) = %. Por consiguiente, d, = % y el lattice Dy
tiene densidad maxima.
En (3.2) se d4 la igualdad en los casos n = 2, 4 y 8. Y si los lattices Ko, Aig, Aoy v Pisp son
los mas densos, en sus respectivas dimensiones, entonces también se dara para n = 12, 16, 24
y 48 respectivamente.

Observacion 3.8. Lattices laminados. Es muy interesante la historia de cémo se van descubriendo
los mejores empaquetamientos de lattices y los mejores conocidos hasta el momento (ver [CS]).
En particular, hay una familia de lattices de construccién muy sencilla, que resultan excelentes
para empaquetamientos.

Una forma simple de entender esta construccién es pensar primero en el empaquetamiento
hexagonal en dimensién 2 (respectivamente, en un lattice laminado A,, en dimensién n), al que
transformamos en bolas de dimensién 3 (resp. n) puestas como si estuvieran en una mesa de
billar (resp. en un hiperplano n-dim. en el espacio (n + 1)-dimensional), siguiendo el esquema
hexagonal (resp. de A,). Ahora hay que colocar una bola ‘arriba’ de estas, para producir el
lattice 3-dimensional (resp. (n + 1)-dimensional) més denso posible. Habra que poner la bola
sobre las otras, pero conviene hacerlo en algun ‘valle’ que haya, que corresponderé a los llamados
agujeros del lattice hexagonal (resp. de A,,). Entre todas las construcciones posibles, se eligen
las mas densas, y ésos son los lattices laminados en dimension n + 1.

En las primeras 8 dimensiones son los 6ptimos! Y en la mayoria de las dimensiones menores
que 25 los mejores conocidos. Ademds, para n < 24 casi siempre hay un tnico lattice laminado
en cada dimension (ver [CS]).

3.3. Digresidn: definicién de densidad para empaquetamientos. (seguimos el Apéndice A
de [CE].) En caso que haya interés en saber mejor como es realmente la definicién de densidad de
un empaquetamiento de esferas y algunas cuestiones relacionadas, daremos enunciados precisos
sobre lo que significa para un empaquetamiento tener densidad, cémo se define esa densidad y
abordaremos el tema de si hay o no un empaquetamiento de densidad méaxima.

También veremos un resultado que nos asegura que los empaquetamientos periddicos tienen
densidades tan cercanas como uno quiera al empaquetamiento mas denso. Esto permitiria re-
stringirse a este tipo de empaquetamientos, sin sentir que se estd perdiendo generalidad.

Sea P un empaquetamiento de esferas en R™. Decimos que P tiene densidad A si Vp € R,
se cumple:

A — im vol(B(p,r) N 77)7
r—oo  vol B(p, )

donde B(p,r) es la bola de centro p y radio r.
e Se prueba en [Gr| que: si este limite existe para un p, entonces existe para todo p, y es el
mismo para todo p.

Decimos que el empaquetamiento tiene densidad uniforme, o lo mismo, que es uniformemente
denso, si el limite existe uniformemente para todo p.
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Ejemplo 3.9. Es bastante claro que todo empaquetamiento proveniente de un lattice tiene
densidad uniforme.

Por otra parte, imaginemos que a uno de estos lattice packing le quitamos todas las bolas
contenidas en un cierto semiespacio. El resultante es un empaquetamiento que tiene densidad
(la mitad de la densidad que el original), pero no tiene densidad uniforme.

e En este caso, en [Gr] se prueba que: “para todo conjunto compacto R que es la clausura
de su interior y V p se cumple
1((rR NP
A= i VUER+P) OP)
r—00 volrR
donde rR + p significa R aumentado a escala por el factor r y trasladado por p.”

A pesar de que no todo empaquetamiento tiene densidad, todos tienen una densidad superior
(‘upper density’), definida por:

(B
A = limsup sup vol(B(p.7) ﬂP).
r—oc  pern VOl B(p,T)

e Nuevamente, en [Gr| se prueba que el supremo de todas las densidades superiores se alcanza
por un empaquetamiento uniformemente denso.

En nuestro caso, estamos interesados en los empaquetamiento provenientes de reticulos (lat-
tice packings), y por anadidura en los empaquetamientos periédicos.
Usando los resultados mencionados, no es dificil ver que

Teorema 3.10. Los empaquetamientos periodicos tienen densidades que se acercan arbitrari-
amente a la densidad mdxima posible.

Demostracion. Supongamos que A es la densidad maxima de empaquetamientos en R", y sea P
un empaquetamiento uniformemente denso de densidad A. Sea R el parallelotope fundamental
de cualquier lattice A C R™. Sabemos que

A — lim vol(rRNP)
r—oo  vol(rR)

Sea € > 0. Si elegimos r suficientemente grande, entonces el volumen total de las esferas en P
que estan completamente adentro de rR dista menos que evol(rR) de Avol(rR), puesto que
s6lo una fraccién despreciable de las esferas interseca los lados de rR.%

Ahora definimos un empaquetamiento periédico P’ tomando todas las esferas de P que estan
enteramente en rR, y también incluyendo todas las traslaciones de ellas por vectores en el
lattice rA. Asi, este empaquetamiento periédico tiene densidad al menos A — e. O

Observacion 3.11. (a) Notemos que la construccién hecha arriba de un empaquetamiento
periddico, es valida en general. Es decir, a partir de un empaquetamiento cualquiera de densi-
dad uniforme A, se pueden construir empaquetamientos periédicos con densidades tan cercanas
a A como uno quiera. [Ejercicio: ver si se puede quitar la hipdtesis de que el empaquetamiento
original sea uniformemente denso.]

8Aqui ‘despreciable’ se refiere a que el nimero de esferas que cortan el borde de una regién de este tipo
es despreciable con respecto al niimero de esferas que estdn totalmente contenidas en dicha region. En R™ el
ntmero de las que intersecan el borde crece proporcionalmente a 7"~ ! mientras que el nimero de las que estdn
totalmente adentro crece proporcionalmente a r”.
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(b) Lo anterior vale en R"™, pero no vale en otros casos, como por ejemplo en el espacio
hiperbdlico H", puesto que en dicho espacio el nimero de esferas que cortan el borde de una
region no es despreciable con respecto al nimero de esferas que estan totalmente contenidas en
dicha regiéon, aun cuando esta region se agranda con r que tiende a infinito.
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Ejercicios.

1.

10.

Probar que la densidad A de un lattice no depende de su escala, i.e., si A = A’ entonces

A(A) = A(N).

. Idem que en ejercicio anterior pero con ‘espesor’ en lugar de ‘densidad’.

. Hallar el packing radius, el covering radius, la densidad del empaquetamiento, el espesor

del cubrimiento, el conjunto de longitudes y de normas de los vectores (sin multiplici-
dades) de los lattices del Ejercicio 5 de la Seccién 2

. Para cada k posible, obtener las secciones k-dimensionales de menor determinante de

los lattices Ay, As, A5y Dy.

. Calcular el kissing number de A,,, D,, y B, paran € Ny 5 < k <8.

. Calcular la densidad centrada 6 de I,,, de D,, y de A,.

. Verificar que la densidad del hexagonal close packing es \/Lﬁ

. Calcular dg teniendo en cuenta que d; = % y que Fg es un lattice muy bueno.

. Sea A3 :={(z,y,2) € Z®: exactamente 1 6 3 coordenadas son pares}. Verificar que:

a) Az es un lattice en dimensién 3.

b) Se pueden empaquetar esferas de radio ‘/75

c¢) Calcular la densidad de Aj.

d) el kissing number de Az es 12. Notar que la configuracién no es de la forma del
icosaedro. ;Cual es?

e) Notar que Az es el fec lattice.

Calcular la densidad de Ay, el lattice laminado en dimensién 4.
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4. ROOT LATTICES

Hay ciertos lattices que aparecen con mucha frecuencia al estudiar los distintos problemas
planteados. Por ejemplo, ya nos hemos encontrado con el fcc lattice, con Eg, A, vy D,,. Estos
son ejemplos de root lattices (o reticulos de raices). En esta seccién intentaremos obtener su
clasificacién. Usualmente esto se hace siguiendo un camino parecido al de la clasificacion de
las 4gebras de Lie semisimples, usando sistemas de raices y diagramas de Dynkin (ver por
ejemplo [Eb], Cap. 1). Aqui seguiremos un camino muy distinto, aplicando el método de pegado
de Kneser para probar el Teorema de Witt.

Recordemos que L es entero si x -y € 7Z para todo x,y € L. En este caso, se cumple que
L C L*. Es importante el grupo finito L*/L, llamado grupo cociente dual del lattice. Su cardinal
coincide con el determinante de L, es decir |L*/L| = det L.

Definicién 4.1. Una raiz” en un lattice entero L es un vector de norma 2. Un root lattice (o

lattice de raices) es un lattice entero que esta generado por raices.

Notemos que la reflexion segin una raiz r preserva L, pues dicha reflexion esta dada por el
mapeo
X-T
XH—X—2—r,
r-r
el cual tiene su imagen dentro de L justamente porque r - r es par.

4.1. El método de pegado de Kneser. (Seguimos [Co]) Kneser obtiene muchos lattices
enteros de determinante chico ‘pegando’ lattices de raices, ya sea cada uno a si mismo, o entre
ellos. Esto es interestante porque los lattices enteros no estan (ni estaran) clasificados.

El ejemplo de isospectralidad en dimensién 16 de la Seccién 5 consiste de dos lattices pares
unimodulares. Este tipo de lattices s6lo aparecen en dimensiones multiplos de 8 y son impor-
tantes en Teoria de Numeros. De hecho, su clasificacién en dimensién 24 esta considerada un
gran logro matematico, y ha sido quizas la maxima aplicacién de este método de pegado.

Para comprender el método, conviene que veamos dos ejemplos de ‘pegado’ de lattices.

Ejemplo 4.2. Sean Ry S dos lattices enteros ortogonales de dimensién 1 en el plano, generados
por vectores ortogonales r y s respectivamente, para los cuales se cumple

N(r)=r-r=2 N(s)=s-s=2 y r-s=0.
Ahora, buscamos un lattice entero L en dimension 2 que contenga propiamente a Ry a S.

Seay € L~ (R® S), entonces y es de la forma y = Ar + us.
Ahora bien, la condicién de ser entero para L implica que

Z3y-r=Ar-r =2\
73y -s=us-s=2u
De donde tenemos que A,y € %Z. Ademas, tenemos
Z3y-y =2\ +2u°
Hay una tnica soluciéon moédulo R @ S de estas ecuaciones, que es
1 N 1
= —r+ —s.
Y=o Ty
Decimos que el lattice L generado por y y R @ S se obtiene ‘pegando’ los lattices Ry S por el
vector de pegado y (glue vector). Graficamente, la Figura 9 nos muestra los vectores de pegado
indicados con cruces.

90tra definicién usual de raiz incluye también los vectores de norma 1.
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S
0 O O O
X X X
0 O O O
X X X
0 O O O
X X X
® > = o— R
r

FiGurA 9. Los circulos indican puntos de R&® S y las cruces los restantes puntos
de L.

73

Ejemplo 4.3. El mismo método se puede usar para pegar cualquier niimero de lattices enteros,
digamos L1, Lo, ... Ly entre si, para formar un lattice entero L que contenga a L1 ® Lo®- - -@ L.

Asi, L sera generado por Ly ® Ly ® - - - P Ly junto con ciertos vectores y =y;+ys+-- -+ ¥,
donde y; € RL; = L;®R = (L;) (el espacio real generado por L;). El vector y tiene producto
interno entero con los vectores de L;, por lo tanto y; € L;‘. Por supuesto, nos interesa conocer

y; modulo Lj;.

Los posibles y; son llamados vectores de pegado (o glue vectors) para L;, y corresponden
a elementos del grupo cociente dual L;*/L;. Esta observacién permite buscar y encontrar los

glue vectors en los distintos casos.

4.2. Los lattices A,, D, y E,. Recordemos las definiciones de A,, D,,, E,:

A, ={(xo,x1,...,2,) €Z" > 2, =0}
(n>2) D, =A{(x1,...,x,) €L : Y x; € 2L}
{

(x; € +ZViy Y a; €22+ 1)} (definicién impar)

(X1,...,28) :xy =29 =" =x,y: (1; ELVIYy Y 2, €27) 6

Hay distintas definiciones equivalentes de estos lattices; por ejemplo, la definicién par de Ey_,

es poniendo siempre la condicién ) x; € 27Z.
Algunas matrices de Gram de estos lattices son:
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: : correspondiente a la
lattice matriz de Gram p e determinante
2 1 1 (1,1, 0,0,..., 0)
A, (n>1) 1 2 (1, 0,—-1,0,..., 0) nt1
1 ...................
1 --. 1 2 (1, 0, 0,0,...,—1)
[2 0 1 1]
(1, 1, 0,0,..., 0)
0 2 1 (1,—1, 0,0,..., 0)
D, (n>2) 1 1 2 (1, 0,—1,0,..., 0) 4
i 1 . .. 1 2 | ) 7 I ?
igual que para D,, excepto
E,(n>3)  que las entradas (1,3) y ver abajo 9—n
(3,1) son 0 en lugar de 1
Usando la notacién (1*) := (1,1,1,1); (1%,(3)*) = (1,1,1, 3, 3), etc., definimos los siguientes
vectores, con la intencién de mostrar bases de E,,.
Vi = (1>8 Va = ((%)77 _%) V3 = ((%)67 _%7 %)
V4 = ((%)57 —%7 (%)2) Vs = (%7 —%7 (%)6) Vg = <_;7 (%)7)

Hacemos las siguientes observaciones:

{v1,Va,...,Vvi} es una base de Fj, para 1 < k <8.

El vector vy pertenece a Fg. Asi que seria Fy = Eg, por lo que al llegar a 8 paramos
con los lattices F,,.

La base de FEg recién mostrada produce la matriz de Gram

813 --- 3
312 1 1
1
S B o1
[ 3/1 .- 1 2]
Como vy + vz = (1°,0,0), definimos v} := v; — (1%,0%) = (0%,1,1), y para n > 3

podemos reemplazar v; de la base anterior por v| obteniendo asi una nueva base, con
matriz de Gram como la indicada en el cuadro anterior.

Con estas matrices de Gram, se ve claramente que A,, D, (n > 2) y E, (n > 3) son
root lattices, pues los vectores de norma 2 los generan.
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Observacion 4.4. A partir de las matrices de Gram se ve claramente que
An g An—i—l; An g Dn+1 An g En+1
Dn g Dn+1 Dn g En+1 En g En+1
Este hecho serd importante al final de la demostracién del Teorema de Witt.

Observacion 4.5. = D no es lattice de raices, pues Dy = (2),, luego la matriz de Gram
es [4], que no corresponde a un lattice de raices.

Dy =((1,1),(1,-1)), => la matriz de Gram de D es [ g (2) }, luego Dy = Ay @ A;.

Por lo tanto D5 no es indescomponible.
E, y E5 no son de raices.
E; = A, & A,, por lo tanto no es indescomponible.
Los demas, es decir

n>1 n>3 4<n<8

son lattices de raices indescomponibles.

E, = Ay y E5 = Dy (ver los Ejercicios), por lo que realmente los lattices ‘nuevos’ son
Ee, E7y Es.

Estudiemos ahora los glue vectors de cada uno de estos lattices. Es decir, para cada A,
buscamos una raiz r tal que r ¢ A, y luego consideramos (A,r),.

Expresamos r como r = h + v, donde h € RA es horizontal y v L RA es vertical.
Se cumple que 2 = N(r) = N(h) + N(v), por lo que estas ultimas normas deben ser < 2.
Hay dos casos especiales:

N(h) =2, olomismo v =0, entoncesr € RA;
N(v) =2, olomismoh=0, entoncesr L RA y (A1), 2 A A

En general sucede que N(h) < 2y N(v) < 2. Recordemos que para todo x € A se cumple
Z>r-x=h-x, luego h € A*.

Veamos ahora cémo son los grupos cocientes duales A*/A para A, D, y E,. Como estamos
interesados en vectores en A* mdédulo A, lo que debemos considerar son las coclases en estos
cocientes. Uno puede buscar ‘a mano’ estas coclases, y si encuentra tantas como det A, entonces
sabe que termind. A continuacién listamos todas las coclases.

caso A,
o =N
1 =G G
[Z] = ((RL_H)Z’ (7;_21 )j>con i+ jnt de norma n_—il

Estos forman el grupo ciclico de orden n + 1, Cy 41 = Zy i 1.

caso D,
[0] =(0") (=A) de norma 0
= ((%)n) de norma 7%
[ ] = (0", ) de norma 1
= ((% de norma %
Forma n un grupo de 4 elementos, Cy si n es impar y Cy @ Cy si n es par.
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caso Fq_,
En Eg no hay, pues det Es = 1, luego Eg es unimodular, i.e. Ef = FEg, .. Ef/Fy es trivial.

En E;, det By = 2, y tenemos ((0)2, (%)6> de norma $ = 3.
En Eg, det By = 3, y tenemos <(%)3, (%)5) de norma 34 + 55 = 1, y otro vector en la clase

de dos veces éste, ((—%)3, 05) de norma j.

En general, tenemos
0] (=4)

1] =(G-3)7, (%)87"> de norma 2 que forman el grupo ciclico C,,.

Notemos que en Eg ocurre que <(% -1 (%)7> = vy € L.

Remarcamos el hecho que estas listas de glue vectors son completas, es decir, no hay més
que éstos. Ademads, en todos los casos (excepto los casos Fj para k < 4 que no importan) los
vectores elegidos tienen norma minima dentro de su clase.

Para probar el Teorema de Witt, debemos ahora considerar los vectores en A* cuyas normas
son menores que 2. En el Cuadro 4.2 estan las normas correspondientes a A,, para n < 8. Los
casos D,, v F, quedan como ejercicio.

1
2 72
s P 7 s
4 4
N !
5 % 4 % s P4 % s
6 % 1w P 12 1 % 1w % 6
L R A T A B

S VI 20 % o9 P ou %o
9 9 9 9 9 9

CUADRO 2. Normas de vectores de pegado para A,, n < 8. En la fila k-ésima
figuran las normas de los vectores de pegado para Aj.

Teorema de Witt. Todos los lattices de raices son suma directa de A,, D, y E,, los cuales
son de raices paran > 1, n > 2 yn > 3 respectivamente.

Demostracion. Ya vimos en la Observacion 4.5 la ultima afirmacion. Para la primera afirmacion
—que es la dificil— es equivalente probar que un lattice de raices indescomponible es de la forma
A,, D, o E,.

Supongamos que L fuera un contraecjemplo, es decir, un lattice de raices indescomponible
distinto de los mencionados. Consideremos ahora un sublattice (posiblemente de dimensién
menor) indescomponible maximal en L de la forma A,, D, o E, y llamémoslo X,,. Como L
estd generado por raices, debe haber una raiz r € L que no pertenece a X,,. Mas aun, debe
haber un r no perpendicular a X,, —de lo contrario, L se podria descomponer.

Podemos escribir r = h+v donde h y v son las partes ‘horizontal” y ‘vertical’ de r con respecto
a X,. Esdecir, he RX,, y v L RX,,. Ademds, como L debe ser entero, los productos internos
de h con vectores de X,, deben ser enteros. Entonces podemos aplicar la teoria de pegado vista
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arriba. De este modo, h debe ser un vector de pegado de X, lattice que estamos pegando al
lattice generado por v (o a si mismo en el caso que v = 0).

La idea de la demostracion es analizar todos los casos posibles, mostrando que siempre el
lattice que se obtiene al pegar r a X, es nuevamente alguno de Ay, Dy o E}, contradiciendo la
maximalidad de X,,.

Hagamos en detalle el caso en que X,, = A,. Observemos el Cuadro 4.2. Nos interesan
s6lamente los vectores de pegado que tienen su norma menor o igual que dos.

En la primera diagonal (desde arriba hacia abajo-izquierda) vemos las normas %, %, %, etc, es
decir de la forma ;%5. Ellas corresponden a los glue vectors denotados [1] (o equivalentemente
[n]) para A,. Notemos que hay una simetria total entre tomar esta diagonal, y la diagonal que
va hacia abajo-derecha, por lo que bastard con analizar un solo caso.

En la segunda diagonal (hacia abajo-izquierda), vemos que las normas son %, 1 = %, g,
% = %, %, ..., es decir de la forma 2(7::11), correspondientes a los glue vectors denotados [2] (o
equivalentemente [n-1]).

Si miramos bien, nos damos cuenta que las otras normas en el cuadro se agrandan réapida-
mente, y sélo estas dos diagonales junto con 5 entradas mas —salvo simetria— tienen normas
menores o iguales que 2. Més precisamente, fuera de las dos diagonales hay sélo tres normas
menores que 2 y otras dos iguales a 2.

Para n > 8 sélo las dos entradas de las dos primeras diagonales son < 2. Por la Obser-
vacion 4.4, sabemos que A, esta contenido en A, 1, en D1 yen FE,.q.

Si tenemos en cuenta los determinantes, vemos que det (X,,,r), = det X,, N(v) cuando v # 0.

Si h = [1] entonces N(v) = 2 — N(h) = 2 — L5 = =2 Ademds, como det(A4,) = n + 1,
tenemos que

n+2
det (X,,r), = (n+1) e + 2 =det(A,41).
Andlogamente, si h = [2] entonces N(v) =2 — N(h) =2 — 2(5—;11) = ni“. Entonces tenemos
que

4
det <Xn7 I'>Z = (n + 1) n——l—l =4 = det(Dn+1).

Como sélo tenemos estas dos posibilidades de pegado, y sabemos que ambas deben ocurrir
para obtener A, y D,1, entonces se concluye que el pegado de X,, por r para n > 8 da
siempre:

A, 41, siel vector era de tipo [1] o [n] (en el tridngulo de normas, esto corresponde a la primera
diagonal), o bien,

Dyq, si el vector era de tipo [2] o [n-1] (en el tridngulo de normas, esto corresponde a la
segunda diagonal).

Esto concluye la demostracién para el caso n > 8 (y X, = A,).
Sin < 8, tenemos tres normas menores que 2, correspondientes a vectores de tipo [3] o [n-2]:

3 _ 33 Co
5 =% sin=>5
12 _ 34 Co
- = sin==6
15 _ 35 co
S 2 sin=7

La primera, 2 con n = 5, corresponde a h = [3]. Entonces N(v) =2 — N(h) =2 -3 =

Como det(As) = 6, tenemos que
1
det (X,,,r), =6 5= 3 = det(Ep).

Como sabemos también que A; C Eg, resulta que (X, [3]), = Fs.
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Anélogamente se prueba que los casos correspondientes a las otras dos normas menores que
2 generan Fr y FEg respectivamente. Y con mayor generalidad, se prueba que las normas en la
tercera diagonal, generan F, i partiendo de X,, = A,.

Finalmente, analizaremos los casos donde N (h) = 2, que son esencialemente distintos, puesto
que el lattice (X,,,r), serd ahora n-dimensional en lugar de tener dimensién n + 1.

Primero conviene hacer una lista de los casos donde sabemos cémo se pegan los lattices A,
D, y E, a si mismos, es decir, cuando es posible agregarles vectores en el mismo espacio (sin
aumentar la dimensién) de modo de obtener un nuevo lattice entero, que por supuesto sera mas
denso que el original.

La lista es corta:

si se pega el vector de tipo [4] a A7 se obtiene Er;

si se pega el vector de tipo [3] 6 [6] a Ag se obtiene Ej;

si se pega el vector de tipo [1] 6 [3] a Dg se obtiene Ey
(para esto, a veces conviene usar la definicién par de E,,).

Ahora consideramos la norma 2 en el cuadro de normas, correspondiente al vector h de tipo
[4] para A;. En este caso, v = 0y el cdlculo de los determinantes es distinto. Un representante

de [4] es ((%)4, (—%)4) Este vector sumado a sf mismo da (1, (—1)*) € Ay, por lo que el indice

de A7 en (A7, [4]), es 2. Por lo tanto, el determinante del lattice extendido es cuatro veces més
chico que el de A7, es decir % = 2, el cual es exactamente el determinante de E;. Por el mismo
argumento de siempre, obtenemos que la extensién de X, por [4] en este caso debe ser Er.

El otro caso de norma 2 es andlogo y da Fj.

Repetimos el razonamiento de la demostracion: teniamos la lista completa de vectores de
pegado para A,. Calculamos lo que genera cada uno de estos pegados, y vimos que era nue-
vamente uno de estos lattices. Asi, incorporando la idea del sublattice propio indescomponible
maximal X, se llegé a un absurdo.

Con esto, concluye la demostracion para X, = A,. Dejamos los otros dos casos como ejerci-
cios, largos, pero no dificiles puesto que la idea es exactamente la misma. 0
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Ejercicios.
1. Demostrar las siguientes afirmaciones que relacionan lattices con sus duales:
a) (cL)*=c'L* c € Roy;
b)) LD K = L* C K*;
c) L=Jd K= L*"=J"NnK*"

2. Probar que el lattice ctibico [, := Z™ no es de raices (con la definicién que elegimos
en estas Notas). Pero si lo multiplicamos por v/2, entonces v/2I,, si es de raices para
todo n.

. Porqué v/2I,, no aparece en la clasificacién de esta seccién?
3. Probar que la ‘definicion par’ y la ‘definicién impar’ de E,, son equivalentes.

4. Probar que Ey = A,.
[Ayuda: cambiar en la base elegida para A, el ltimo vector v4 = (1,0,0,0,—1) por
vy — vy = (1,0,0,—1,0) — (1,0,0,0,—1) = (0,0,0,—1,1), calcular la nueva matriz de
Gram y comparar con la de Fy.]

5. Probar que F5 = Ds.
[Ayuda: como en el ejercicio anterior, cambiar ahora en la base elegida para Ds el se-
gundo vector (1, —1,0,0,0) por el quinto menos el segundo (1,0, 0,0, —1)—(1,—1,0,0,0).]

6. Hacer los cuadros de normas de vectores de pegado para D,, y E,, en forma anéloga al
Cuadro 4.2.

7. Completar la demostracion del Teorema de Witt sobre lattices de raices indescom-
ponibles en los casos en que el sublattice maximal X, es D, v E,.

8. Recordemos que A, = (e; — ey, €3 —€3,...,€, —€,11),, v denotemos con V el subes-
. : 1
pacio vectorial real de R"*! dado por V = {(21, 29, ..., %41 > 1y 7 = 0}.

Sea A’ := {fGV*:%(::)EZ, \V/V:ei_ei+1}.
Probar que A’ es un lattice y que tiene una base de la forma
{61,61+€2,...,€1+€2+"‘+€n},

donde ¢; es la funcional lineal definida por €;(z1, xg, ..., Tpi1) = ;.
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5. ISOSPECTRALIDAD DE LATTICES

5.1. Ejemplo de Milnor en dimensién 16. Aqui veremos una demostracién del hecho
que los lattices D} y Fg @ Eg son isospectrales y no isométricos. Estos son los tinicos lattices
pares unimodulares en dicha dimensién. Esto di6 origen al primer ejemplo de dos variedades
Riemannnianas isospectrales y no isométricas, contestando asi una importante pregunta de
Geometria Riemanniana y Espectral.

Este ejemplo es casi simultaneo con el famoso articulo de Mark Kac [Ka] “Can one hear the
shape of a drum”, que motivé notablemente a matematicos y fisicos a estudiar el problema de
isospectralidad. La igualdad de las normas de vectores de Dj; v Es @ Eg habfa sido probada
por Witt en 1941 [Wi], pero fue Milnor quien se dié cuenta de la aplicacién y la importancia
de este hecho [Mi].

Recordemos que D, := {(z1,...,x,) € Z": " x; es par.} es un lattice de raices.
Para n natural, se define
(5.1) D} = (Dn,(5,--,3)),-

Cuando n > 2 es par, D, es un lattice entero. Cuando n = 8, Dy es muy especial. También
es de raices y es equivalente a Fjg.

Definicién 5.1. La serie theta de Jacobi (o la 0-serie) de un lattice L es la serie

‘9L = QL(Q) = qu-v.
veL

Notemos que 6, es igual a > a,q", donde a, := #{v € L : v-v = r}. Por ejemplo, el

TERZO
lattice cuadrado I, tiene un vector de norma 0, cuatro vectores de norma 1, cuatro de norma 2,

cuatro de norma 4, ocho de norma 5, etc., por lo que su 6-serie es
O, =1 +4q+4¢° +4¢* +8¢° + . ..

Usualmente se toma ¢ = e®™*_ pensando en z € C, y se la llama 01(z). Una razén para esto
es porque a veces —como en el caso de los lattices pares unimodulares— 6(z) es una forma
modular en z, es decir,

0u(—3) = =36.(2)

o equivalentemente, 0,(%E2) = (cz + d)20,(z) para [2 %] € T' = SLy(Z), el grupo modular.

Estas formas modulares son muy importantes en Teoria de Numeros. De hecho la demostracién
original de la ‘isospectralidad’ de Dy y E2 viene del hecho que en dimensién 16 el espacio de
formas modulares es unidimensional. Luego, dos de ellas pueden diferir sélo por un multiplo
escalar. Como los lattices siempre tienen un solo vector de norma cero, resulta que sus series
6 tienen el mismo ag (el escalar seria uno). Por lo tanto las @-series de estos dos lattices en
dimensién 16 deben ser iguales.

En cambio, la demostracién que veremos es elemental. Sera el resultado de manipulaciones

de tres series 8 bésicas.

Observacion 5.2. (1) 0,1, = 01,01,. '° En particular, 6« = 6.,

Esto es consecuencia directa de la definicién de norma y del hecho que los vectores de norma
ven Ly & Ly son aquellos cuyas componentes en L, y en Ly tienen respectivas normas vy y s
tales que v + vy = 1.

10Aclaracién: la suma directa de lattices se considera suma directa orthogonal.
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(2) Notemos que Ly L’ son isospectrales si y sélo si 0, = 0.

Hay tres Jacobi #-series bdsicas asociadas a lattices (o ‘shifted’ lattices) que tienen una
notacién determinada (por razones histdricas). Son las correspondientes respectivamente al
lattice Z, al shifted lattice Z+ %, y a Z multiplicado por un cardcter no trivial x (ver Figura 10).

impar?
. : 117 Oy =0y, 1=2q7 +2¢7 + 2% + - +2¢ & A+

=5 =3 =1 1 3 5 2
2 2 2 2 2 2
t t t t } } } 7 93:: QZ :1+2q+2q4+2q9++2q”2+
-3 -2 -1 0 1 2 3
X T T T T T T g 6= 0, =1- 20420 - 20+ (1)

-2 -1 0 1 2 3

F1GUurA 10. Tres Jacobi §-series cldsicas.

Lema 5.3. 0p, = (05 + 67)

Demostracion. Probemos primero el caso n = 2, mediante esquemas, donde los signos menos
representan los puntos del lattice donde el cardcter x vale —1 y los signos mas donde vale + o
donde directamente no hay ningun carécter:

+ + + + + + - + - + 2 020 2
b+ -+ -+ - 02020
+ + + + + + - + - + 2 020 2
+ + + + + -+ - + - 02020
62 + 62 = 20p,

Podemos pensar que el origen de R? estd en el extremo superior izquierdo de cada uno de
los tres esquemas, que por supuesto son infinitos y periédicos. De este modo, tenemos una
demostracion visual para el caso n = 2.

El caso general, se demuestra de la misma manera, puesto que es evidente que al ser 0% la
theta serie del lattice ctbico [, y 0} la del mismo lattice pero con signos opuestos para los
puntos con suma de sus coordenadas impar, al hacer %(8? +07) se obtienen sélo los puntos con
suma de sus coordenadas par, representados por 0p,_ . 0

Lema 5.4. Df = I,.

Demostracién. Como a D pertenece el vector vo = (1,1 1 1) entonces también le pertenecen
4 2799959/

Vo — <€3 + 64) = (%’ %7 _%’ _%> =V, V2= (%7 _%7 %7 _%)7 y V3= (%7 _%7 _%7 %)

Ademds, vemos que vy, vy, Vo ¥ V3 generan D), todos tienen norma 1 y son ortogonales, por
lo tanto D} es equivalente a I;. O

Una forma explicita de ver esto es via avg + bvy + cvy + dvs «— (a,b, ¢, d).
En consecuencia,

(5.2) Op; = 0.

Por otra parte, para n par,
1 1
CIRREE 5) (unién disjunta).

SeanX::D”—'—(%""’%’%) € Y:Dn+(%7a%7_%)

Df =D, UD, +(



82 JUAN PABLO ROSSETTI

Se verifica que X e Y son congruentes, luego 0y = 0y
Y también que |, + (%, cee %) = X UY.| (Para probar esta igualdad, vemos que “2” es

consecuencia de la definicion de X e Y, pues D,, C [,,. Para “C”, seaw = (%—f—ml, cee %—l—mn) €
I, + (%, ce %) Si > m, es par, entonces w € X. Si > m; es impar, entonces w € Y, cosa que
se ve claramente tomando m,, + 1 como tltima coordenada de la ‘parte entera’ de w.)

Luego

Por lo tanto
1
(5.3) Op+ = 5(9;‘ + 05 + 0%)
De (5.2) y (5.3) resulta
1
b3 = 5 (02 + 65+ 61),
o lo mismo
03 = 03 + 03 (Identidad de Jacobi)
De aqui, vamos a deducir que
Escribimos v = « + 3, donde v = 03, a = 05 y 3 = 0}
Oy = Opr = 5(05+ 05 +05) = 3(a® + 3° + %) =
Opz = 10+ 2 +9%)" = §(0° + B + (0 + B)*)° = §(20% + 208 +28%)" = (o + aff + %)
Luego 9E§ = ot + 2033 + 20262 + 203 + 2?32 + 4.
Ahora

Ops, = 3(02° +05°+61°) = 5(" + 8 +9%) = 5(a'+ 8 +(a+0)") = 522" +40°5+
1 por Jacobi

6a%6% + 4a B3 + 26%) = at + 2038 + 30232 + 203 + 3.
Por lo tanto, se probo 5.4, y asi la isospectralidad anunciada.

Afirmacién 5.5. Los lattices D y E2 no son isométricos.

Demostracion. Daremos dos ideas de demostraciones de esta “no isometria”. La primera es
que en Dy los vectores minimos son (1,1,0,...,0), (0,1,0,—1,0,...,0), etc. Hay exactamente

4(12 ) de éstos. Sin embargo, se puede ir de uno a otro ‘pasando’ por vectores de este tipo,

siempre teniendo productos internos no nulos. En cambio, esto no es posible en E?.

La segunda idea, casi una prueba completa, es que E? estd generado por vectores de norma
minima, pero Dy no. Esto es as{ porque entre los vectores generadores de Dj; se necesita
poner algunos con %’s en sus coordenadas —que no son minimos— o de lo contrario nunca lo

generaremeos. Ol

Observacion 5.6. En realidad, E2 y D{; tienen no sélo los mismos “sublattices 1-dimensionales”
sino también todos sus sublattices de dim< 4.

A partir de esta observacién, Kneser [Kn| se dié cuenta que tomando lattices ortogonales a
copias de Dy contenidas en E? y en Dj; se lograban lattices isospectrales de dimensién 12, a
saber: D1y v Eg @ Dy.

En los ejercicios, pedimos que realice la demostracién de este hecho, en forma andloga a la
hecha en esta seccion.
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5.2. Unas palabras de historia. Luego del descubrimiento de las isospectralidades vistas
en la subseccién anterior, hubo mucho interés por encontrar ejemplos de isospectralidad en
dimensiones menores. jHasta qué dimension se podria bajar? Ya se sabia que en dimenson 2
no podia haber ejemplos no triviales de lattices isospectrales (ver Ejercicio 2). Pero las dimen-
siones entre 3 y 11 estaban ‘abiertas’. Unos diez anos més tarde, Kitaoka [Ki] hallé un ejemplo
en dimensiéon 8, usando herramientas complicadas, que no fueron utilizadas para continuar
progresando en el problema.

Nuevos avances en isospectralidad de lattices fueron logrados por Alexander Schiemann,
quien realiz6 una extensa bisqueda computacional hallando ejemplos en dimensién 4 [Schl].
Simultdneamente (aunque publicado un par de anos més tarde), Conway y Sloane [CSi] encon-
traron ejemplos en dimensiones 6 y 5. Estos ultimos son tan asombrosos como elementales. Es
un hecho notable su simpleza, la facilidad con la que se construyen y se prueba su isospectral-
idad. Ademas, en el mismo trabajo, Conway y Sloane simplificaron y generalizaron varios de
los ejemplos aislados de Schiemann en dimensién 4, iluminando algo que hasta el momento no
se comprendia.

Luego la tnica dimensién donde no se conocia la respuesta al problema era 3. Hubo muchos
intentos por resolverlo, quedando varios de ellos ‘cerca’ de lograrlo, y otros que pretendian
haber dado la repuesta contenian errores. Finalmente fue nuevamente Schiemann [Sch2] (di-
rigido por Fritz Grunewald) quién di6 una demostraciéon de que no hay lattices isospectrales
en dimension 3. Esta prueba depende de algoritmos computacionales para resolver cientos de
casos. Sin dudas que seria muy lindo ver una nueva prueba, geométrica, de este importante
teorema, aunque sea dificil lograrla.

5.3. Ejemplos de Conway-Sloane en dim 6 (y 5). Tomamos los dos siguientes codigos
binarios. Son muy sencillos puesto que cada uno tiene sélo 8 palabras (filas, en el arreglo).
Ademas, son lineales, porque la suma de dos palabras da otra palabra.

G Co
00 0O0O0O0 000O0O0O0
110000 101000
001100 001010
000O0T171 100010
111111 111111
001111 010111
110011 110101
111100 01 1101

Notemos que la palabras en las filas segunda, tercera y cuarta tienen dos unos y cuatro ceros,
por lo tanto peso 2. En general, los pesos son 0, 2,2, 2,6, 4, 4,4 en ambos c6digos, que en notacion
de multiconjuntos serfa {{0!,23 43 6}}. Por lo tanto C; y Cs son “isospectrales”. Sin embargo,
no son isomorfos —mas precisamente, no hay un isomorfismo que preserve longitudes— pues
la suma de dos palabras de longitud 2 en C; siempre da una palabra de longitud 4, mientras
que en Cy no.

Para i = 1, 2, definimos en R®

L, = {v = (21, 29,...,76) € Z% : al reducir v (médulo 2), da una palabra en CZ-} )

Equivalentemente, L; = f~1(C;) donde

f z — Zy . . .
_ _ es la proyeccion candnica, es decir T; =
(1, xn) — (T1,...,Tp)

0, s1x; es par
1, six; es impar
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Claramente, f es un epimorfismo de grupos y los L;’s son lattices.
Afirmacion 5.7. Ly y Lo son lattices isospectrales.

Demostracion. Hay una correspondencia biunivoca entre C; y Cy que preserva pesos: si una
palabra de C; tiene exactamente dos coordenadas de una cierta paridad, entonces hay que in-
tercambiar la segunda de estas coordenadas con la coordenada que le sigue, en orden ciclico. Por
ejemplo, (1,1,0,0,0,0) — (1,0,1,0,0,0). La misma regla da una correspondencia biunivoca en-
tre los vectores de Ly y Lo que preserva longitudes. Por ejemplo (3,5,0,2,4,6) — (3,0,5,2,4,6).
Los vectores donde todas las coordenadas tienen la misma paridad no se cambian. Esta biyec-
cién prueba la isospectralidad de Ly y L.

2da Prueba. (parecida a la anterior) La isometria de R® dada por el intercambio de las coorde-
nadas segunda y tercera, (1, T2, T3, T4, T5, Tg) — (T1, T3, To, T4, T5, Tg), leva f71((1,1,0,0,0,0))
en f71((1,0,1,0,0,0)). Por lo tanto las preimégenes de las primeras palabras no nulas de cada
c6digo (es decir, aquellas en la segunda fila) son isométricas.

Como lo mismo ocurre al tomar preimagenes de cada una de las otras 7 filas, por el Ejercicio 4
resulta la isospectralidad de Ly y Lo. O

Afirmaciéon 5.8. Ly y Ly no son isométricos.

Demostracion. Una forma de verlo es que los vectores minimos en L; son +(1,+1,0,0,0,0),
+(0,0,1,4+1,0,0,) y £(0,0,0,0,1,+1), que generan L;; mientras que en Ly los vectores minimos
son (1,0,+1,0,0,0), (0,0,1,0,4+1,0), (£1,0,0,0,1,0) y sus opuestos, que no lo generan.

Otra demostracion seria observando que en L; la suma de dos vectores minimos nunca da
otro minimo, pero en Lo si. O

Observacion 5.9. L; es una version a escala del lattice cibico Ig, pues estd generado por
(1,£1,0,0,0,0), (0,0,1,£1,0,0,) y (0,0,0,0,1,41), que son 6 vectores de norma 2 mutua-
mente ortogonales. Esto es muy sorprendente, puesto que intuitivamente uno tenderia a pensar
que al menos los lattices cubicos (I, = Z,) no son isospectrales a otros no cubicos. Al lattice
Lo se lo llama isocibico.

Observacion 5.10. De modo que en dimensiones > 6 no es ni siquiera posible oir si un lattice
es cubico o no.

En cambio, para dimensiones < 5, ser cibico es una “propiedad audible”, i.e., si dos lattices
son isospectrales y uno es ctiibico entonces el otro también lo es (ver [Col. pag. 60).

Ejemplo 5.11. A partir del ejemplo de isospectralidad visto en dimensién 6, se puede obtener
el siguiente ejemplo [CSi]:

Sean L) y L) los respectivos sublattices de L; y L perpendiculares al vector z := (1,1,1,1,1,1).
Es decir, L} :={x € L; : x -z = 0}.

No es dificil ver que L} y L) son lattices en dimensién 5. Y dejamos como ejercicio (ver
Ejercicio 6) las demostraciones de la isospectralidad y la no isometria.

A continuacién, enunciamos algunos problemas no resueltos en el tema:
1. Dar una nueva prueba (geométrica en lo posible) del Teorema de Schiemann en dimen-
sion 3.

2. Los ejemplos de familias con 4 parametros de Conway y Sloane en dimension 4 no han
sido totalmente estudiados aun. Por ejemplo, la no isometria no ha sido probada.



RETICULOS EN R" 85

3. También, uno puede preguntarse ;jcuales son todos los ejemplos de lattices isospectrales
en dimensién 47

4. ;Cuaél es la menor dimensién donde se puede hallar una familia de (al menos tres) lattices
mutuamente isospectrales. (Hay una cota superior para el nimero posible de lattices
mutuamente isospectrales en cada dimensién [Pe].)

5. Las conjeturas de conmesurabilidad y jigsaw.

La primera afirma que si dos lattices son isospectrales entonces son ‘conmensurables’
(dicho brevemente, que los lattices estén relacionados por nimeros racionales).

La segunda —extremadamente ambiciosa— dice que dos lattices isospectrales son
como dos jigsaws, o rompecabezas, compuestos por las mismas piezas (un nimero finito
de ellas), pero acomodadas en forma distinta.

En el ejemplo en dimensién 6 que vimos, el jigsaw tendria 8 piezas (correspondientes
a las ocho preimégenes de las palabras de los c6digos), aunque se podria arreglar de
modo de tener sélo 3 6 4 piezas.
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Ejercicios.
1. Demostrar que si dos lattices son isospectrales, entonces tienen el mismo volumen.
2. Demostrar que si dos lattices en dimensién 2 son isospectrales, entonces son isométricos.
[Ayuda: usar alguna parametrizaciéon de los lattices en dimensién dos y el ejercicio
anterior.|
3. Probar que Dy y E3 & D, son isospectrales.
[Ayuda: Usar las series theta y la Identidad de Jacobi.]

4. Sean Ly L' lattices tales que L = LiULyU- - -ULy, (unién disjunta) y L' = L{ULLU- - UL},
(unién disjunta) y existen isometrias ¢; de R" tales que ¢;(L;) = L para 1 < j < k.
Entonces L y L’ son isospectrales.

Dar un ejemplo donde bajo las condiciones anteriores L y L' no son isométricos.

5. Para la proyeccién f definida en (5.3), probar que f71((0,0,0,0,0,0)) = 2[5 y que L, y
L, son lattices en RS. )

[Ayuda: L, = f~4(C;) 2 f1(0) = (2Z)°, y como f es homomorfismo y C; es un
subgrupo de Z$, L; es subgrupo (aditivo) de R® y de Z5 ]

6. Probar que los lattices L} y L} obtenidos en dimensién 5 son isospectrales.

[Ayuda. Usar los mismos argumentos que para dimensién 6: la misma biyeccién que
antes, pero restringida a Rz muestra la isospectralidad, y por ejemplo estudiar los
vectores minimos muestra la no isometria.|

. Probar que si L y L’ son isospectrales, entonces L & (v), y L' & (v), también lo son.

. Probar que si Ly @ (v1), y L2 @ (va), son isospectrales y vol(L;) = vol(Lsy), entonces

Ly y Ly son isospectrales y N(vy) = N(va).
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