INTRODUCCION A LA TEORIA DE INVARIANTES
ALVARO RITTATORE

ABSTRACT. Estas notas corresponden al cursillo “Introduccién a la teoria de invariantes” dic-
tado en elENA III, Vaquerias, Cérdoba, 31 de julio — 5 de agosto de 2006. En ellas pretendemos
introducir brevemente el lenguaje de la teoria de invariantes moderna. FEn particular, pre-
sentaremos las definiciones de cociente categdrico y geométrico, viendo en mas detalle el caso
de un grupo finito actuando en una variedad algebraica afin.
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INTRODUCCION

La construccion de invariantes es una de las herramientas fundamentales — sino la funda-
mental — para la clasificacion de objetos matematicos. En ese sentido, la teoria de invariantes
permea toda la matematica. En la actualidad, se considera que su objeto de estudio son las
acciones de grupos de transformaciones en variedades.

En [5] el lector encontrard una exposicién sobre la historia y principales problemas abordados
por la teoria de invariantes. Comentemos solo aqui que comienza con los trabajos de Euler,
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Lagrange, Gauss, Cauchy y otros sobre la clasificacién de formas cuadraticas. A mediados del
siglo XIX, se desarrollan los métodos algebraicos formales para la construccién de invariantes
y se presenta el problema de la generacion finita de invariantes. Los trabajos de Hilbert, y en
particular el décimo cuarto problema de su famosa lista presentada en el Congreso Matematico
Mundial de Paris en 1900, estdn en el origen de la teoria de invariantes tal cual se entiende hoy
en dia.

El objetivo de este cursillo es presentar las definiciones y problemas basicos de la teoria de
invariantes, asumiendo conocimientos minimos de algebra conmutativa y geometria algebraica
afin. Hemos divididos las notas en 4 secciones. En la Seccion 1 presentamos el lenguaje
de la geometria algebraica a ser utilizado en el resto del trabajo. Las restantes secciones
se corresponden a cada una de las exposiciones a realizar. En la Secciéon 2 presentamos las
propiedades bésicas de los grupos algebriacos y sus acciones regulares en variedades. En la
Seccion 3 definimos los cocientes categdrico y geométrico, y establecemos algunas propiedades
de los mismos. En la Seccién 4 probamos la generacion finita de invariantes en el caso de los
grupos finitos, asicomo la relacion entre la existencia de cociente y el problema de la generacién
finita de invariantes. Finalizamos la seccién presentandos dos resultados cruciales en el estudio
de las acciones regulares de un grupo algebraico: los teoremas de Sumihiro y Rosenlicht.

En lo que sigue supondremos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado. Si bien muchas de
las definiciones y resultados presentados son véalidos (con eventuales modificaciones) en carac-
teristica arbitraria, por simplicidad supondremos que chark = 0. Entenderemos por variedad
algebraica afin una variedad algebraica afin definida sobre k.

1. PRELIMINARES

En esta seccion presentamos muy brevemente — y de forma no muy rigurosa — las nociones
bésicas de geometria algebraica necesarias en lo que sigue. Omitiremos las pruebas; el lec-
tor interesado en las mismas puede consultar por ejemplo [2], y por un tratamiento mas en
profundidad de la geometria algebraica [3].

1.1. Conjuntos algebraicos y variedades algebraicas afines.

Si k[zy,...,z,] denota el dlgebra de polinomios en n-variables con coeficientes en k, y X C
k[z1,...,x,] es un subconjunto, notemos por

V(X)={(a1,...,a,) €K": f(ar,...,a,) =0}.

Por ser k algebraicamente cerrrado este conjunto es no vacio (Hilbert Nullstellensatz, ver
Teorema 1.2), y se verifican las siguientes propiedades:

(1) V(X) = V((X)), donde (X) denota el ideal generado por X. En particular, existen
fis.o, fi € X tales que V(X) =V(f1,... fi).

(2) V(0) = k", V(Kk[z1,...,z,]) = 0.

(3) Para toda familia de ideales {1, }aca, Naca V(1) = V(Uneala).

(4) Para todo par de ideales I, J C klxy,...,z,], VI)UV(J)=V({INJ)=V(IJ).

Definicién 1.1. Llamaremos topologia de Zariski en k™ a la topologia cuyos cerrados son de
la forma V(X), para X C klzy,...,2z,]. Un conjunto algebraico de k™ es un cerrado en la
topologia Zariski.
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Reciprocamente, dado un subconjunto X C k™ podemos considerar el ideal
I(X) = {fek[xlw"axn] : f‘X:O}
El Nullstellensatz nos dice que Z(X) es un ideal radical:

Teorema 1.2 (Nullstellensatz). Para todo subconjunto X C k", el ideal Z(X) es radical. Mds
atin, X = {p} si y solamente si T(X) es un ideal mazimal.

Ademads se cumple que para todo X C k", VZ(X) = X (topologia Zariski), y para todo
I CKk[zy,...,2,], se verifica TV(I) = /1.

Observacion 1.3. Si f € klxy,...,z,], entonces el conjunto k% = {p € k" : f(p) # 0} es un
abierto de k™. Es facil ver que estos conjuntos, llamados los abiertos bdsicos, constituyen una
base de la topologia de Zariski, ver Ejercicio 1.

Definicién 1.4. Sea X C k™ un conjunto algebraico y fi, fo € k[x1,...,z,]. Entonces fi|x =
fa|x siy solamente si f;— fo € Z(X). Luego, la restriccién a X induce un morfismo sobreyectivo
k[z1,...,2,] — K[z1,...,2,]/ Z(X). Llamaremos dlgebra de funciones requlares en X al dlgebra
k[X] = Kk[z1,...,2,]/ Z(X).

Diremos que el par (X k(X D es una variedad algebraica afin (omitiremos la referencia al
algebra de funciones regulares cuando esté claro por el contexto).

Observacion 1.5. (1) Si X es una variedad algebraica, el dlgebra k[ X] es afin, es decir finitamente
generada sin nilpotentes.
(2) Reciprocamente, sea A un algebra afin y ay,...,a, generadores. Entonces el morfismo
sobreyectivo inducido ¢ : k[xy,...,z,] — A, ¢(x;) = a;, induce un isomorfismo de &lgebras
kl[z1,...,2,]/ Kerp = A.

Por el Nullstellensatz, tenemos que en esta correspondencia los ideales maximales de A estan
en biyeccién con los puntos de V(Ker(gp)) C A™; ver Ejercicio 3.

Ejemplo 1.6. (1) El espacio k™ es una variedad algebraica, lo notaremos por A", y lo llamare-
mos el espacio afin.

(2) Un punto p = (ai,...,a,) € A" tiene como ideal asociado el ideal maximal M, = (z; —
ai, ..., T, — ay); por lo tanto {p} es cerrado. El Nullstellensatz puede leerse entonces como los
ideales mazimales de k|xy, ..., x,| son de la forma (x1 — aq,...,x, — a,), a; € k.

Definicién 1.7. Diremos que la variedad afin X es irreducible si toda vez que X = Y; U Yy,
Y1, Y5 cerrados, entonces o bien Y7 = X o bien Y, = X.

Observacion 1.8. (1) Si X es una variedad algebraica afin, entonces los cerrados de la topologia
Zariski se obtienen como los ceros comunes de un conjunto finito de funciones regulares f1, ..., f, €
k[X].

(2) Nuevamente, si f € k[X], entonces el conjunto X; = {z € X : f(z) # 0} es un abierto de
X para la topologia de Zariski, siendo la familia de tales conjuntos una base para esta topologia,
ver Ejercicio 1.

Definicién 1.9. Diremos que un mapa ¢ : X — Y entre variedades agebraicas afines es
polinomial o un morfismo de variedades algebraicas afines si * : k[Y] — kX = {f : X —
k funcién}, ¢*(p) = po ¢, tiene su imagen contenida en k[X]. En otras palabras, precomponer
una funcién regular en Y con ¢ da una funcién regular en X.

Observacion 1.10. Es facil ver que si X CA™ Y CA™ y o = (01,...,0m) : X =Y, ¢; € k¥,
entonces ¢ es morfismo si y sélo si ¢; € k[X], ver Ejercicio 2.
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Lema 1.11. (1) Un morfismo ¢ : X — Y entre variedades algebraicas afines es una inmersion
cerrada (es decir inyectivo con imagen cerrada) si y sélo si o* : kK[Y] — k[X] es sobreyectivo.

(2) Un morfismo ¢ : X — Y es dominante (i.e. p(X) =Y ) si y sdlo si p* es inyectivo.
Proof. Ver Ejercicio 7. U

1.2. Variedades algebraicas.

Comenzamos por definir el haz de funciones regulares en una variedad afin.

Definicién 1.12. Sea X un espacio topolégico. Un haz de anillos es una correspondencia F
que a cada abierto U C X le asocia un anillo F(U), de modo que si U C V son dos abiertos,
existe un morfismo de anillos (la restriccion) ryy : F(V) — F(U) tales que se verifica
(1) F(0) =0
(2) si U C V. C W C X son abiertos, entonces ryy = ryy o rwy ¥ rov = idzwy;
(3) para todo abierto U C X, todo cubrimiento {V;};e; de U por subconjunto abierto y toda
familia s; € F(V;) tal que rv,vinv;(s:) = 7v,viav,(s;), existe una tnica s € F(U) tal que
ruv;($) = s, para todo i € I.

El anillo F(U) se denomina el anillo de secciones del haz F en el abierto U.

Definicién 1.13. Sea X C A™ una variedad algebraica afin. Definimos el haz de funciones
requlares en X, que notaremos Oy, del siguiente modo.

Si f € k[X], entonces Ox(Xy) = k[X], el localizado del anillo k[.X] respecto a f. SiU C X
es un abierto Zariski cualquiera, cubrimos U por abiertos basicos Xy, y definimos Ox(U) de
modo tal que se cumpla (3) para este cubrimiento. Ver [2, Sec. 1.4] o [3] por una prueba de
que este procedimiento efectivamente produce un haz de anillos.

Observacion 1.14. Si X es una variedad afin y U C X un abierto, la k-algebra Ox(U) puede
interpretarse como el dlgebra de las funciones regulares de U en k.

A modo de ejemplo, si f € k[X], entonces Ox(Xy) = k[X]; puede interpretarse como que
la funcién regular f € k[X| puede invertirse en Xy, dando lugar a una funcién regular en ese
abierto — esta idea vaga puede formalizarse, consultar la biliografia recomendada.

Definicién 1.15. Una prevariedad algebraica es un espacio topologico X munido un atlas afin,
es decir tal que existe un cubrimiento U; por abiertos con U; homeomorfo a una variedad afin,
de modo que las estructuras de variedades afines inducidas por U; y U; en U; N U; coinciden.
En este caso, se puede probar que existe un tnico haz de k-algebras en X, que notaremos
Ox, de modo que Ox(U) = Oy, (U) para todo abierto U C Us.
Consideremos en X x X la topologfa inducida por la topologfa Zariski de U; x U; (ver Ejercicio

6). Diremos que X es una variedad algebraica si la diagonal A(X) C X x X es cerrada en
X x X.

Observacion 1.16. (1) Si X es una variedad algebraica e Y C X es un cerrado de X, entonces
Y es una variedad algebraica; diremos que Y C X es una subvariedad de X.

(2) Si X es una variedad algebraica y U C X un abierto, entonces U es una variedad algebraica.

(3) El algebra Ox (U) puede interpretarse como el algebra de las funciones regulares en U (por
ejemplo, a través de un cubrimiento por abiertos afines).

Ejemplo 1.17. Una subvariedad cerrada de una variedad afin es afin, pero no es necesariamente
asi en el caso de los abiertos, como muestra el ejemplo de X = A?\ {(0,0)} C A% En efecto,
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toda funcién regular f € Ox(X) puede extenderse a una funcién regular de A% Luego, si X
fuera afin serfa A%, ver Ejercicio 8.

Definicién 1.18. Sea X un espacio topoldgico irreducible X, vy X=X D> X; D Xy D --- D
X; = ) una familia de conjuntos cerrados irreducibles (inclusiones estrictas). Diremos la cadena
Xo D -+ D X tiene largo [.

Notemos que si X es una variedad algebraica afin, entonces toda cadena de irreducibles tiene
largo finito, por lo que tiene sentido definir la dimension de X, que notamos dim X, como el
largo de una cadena maximal de irreducibles — puede probarse que toda cadena maximal de
irreducibles tiene el mismo largo. Si X es una variedad algebraica irreducible, al ser cubierta
por abiertos afines toda cada de irreducibles sera de largo finito, y podemos nuevamente definir
la dimension de X como el largo de una cadena maximal.

Definicién 1.19. Sea X, Y dos variedades algebraicas. Una funcion continua f : X — Y es un
morfismo de variedades algebraicas si para todo U C'Y f*: Oy (U) — ki), ff(a) =aof,
tiene imagen contenida en Ox (f~(U)).

Definicién 1.20. Sea X una variedad algebraica. Diremos que un subconjunto ¥ C X es
constructible si puede describirse como uniones e intersecciones finitas de cerrados y abiertos

de X.

Ejemplo 1.21. Consideremos el subconjunto Y = {(z,y) € A? : z # 0} U {(0,0)} C A% El
conjunto X es constructible, pero no es una variedad algebraica (ver Ejercicio 9).

Terminamos esta secciéon con dos resultados debidos a Chevalley sobre morfismos de var-
iedades algebraicas.

Teorema 1.22 (Chevalley). Sea f: X — Y un morfismo de variedades algebraicas. Entonces
f(X) CY es constructible. O

Teorema 1.23 (Chevalley). Sea f: X — Y un morfismo dominante de variedades algebraicas
wrreducibles, y sea r = dim X — dimY . Entonces

(1) existe un abierto no vacio U C'Y contenido en f(X) tal que para todoy € U, dim f~1(y) =
ry

(2) si ademds para todo W C'Y se verifica que para toda componente irreducible Z de f~1(W)
dim Z = dim W + r, entonces f es un mapa abierto. O

Ejercicios.

(1) Sea X una variedad algebraica afin. Probar que los abiertos basicos son una base de la
topologia Zariski.
(2) Sea X C A"eY C A™ dos variedades afines. Probar que una funcién ¢ = (¢1,...,¢om) :
X — Y es un morfismo si y sélo si ¢; € k[X] para todoi=1,...,m.
(3) Sea A un élgebra afin, y ¢ : k[zq,...,2,] — A un morfismo de dlgebras sobreyectivo.
(a) Consideremos el espectro mazximal

Spm(A) = {M C A: M ideal maximal de A} .

Probar que los conjuntos V(I) = {M € Spm(A) : I C M}, I C A ideal, son los
cerrados de una topologia en Spm(A), que llamaremos la topologia Zariski.
(b) Probar que ¢ induce un homeomorfismo entre V(Ker(p)) C A™ y Spm(A).
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(4) (a) Probar que X = A'\ {0} es una variedad algebraica afin, identificdindolo con la
subvariedad de A? asociada al ideal I = (zy — 1) C k[z,y]. Deducir que k[X] =
K[z, z71].

(b) Dado f € Kkl[z1,...,2,], consideremos el conjunto A} = {z € A" : f(z) # 0}.
Probar que este conjunto es homeomorfo (con la topologfa de Zariski) a V ({z f(z) —
1>) c A" De este modo, A’ es una variedad algebraica afin. Deducir que
k[A?] = k[.’lﬁl, vy Iy, m}

(c) Generalizar al caso X una variedad algebraica afin y f € k[z].

(5) (a) Probar que una variedad afin X es irreducible si y sélo si el ideal asociado Z(X) es
primo. En particular, X es irreducible si k[X] es un dominio.

(b) Dar un ejemplo de una variedad algebraica reducible (i.e. que no es irreducible)
que sea conexa.

(6) (a) Probar que klzy,...,z,] @ K[y1, ..., ym] = k[z1,..., 20, y1, ..., Ym], via el isomor-

S0 9(p ® Q) (@1, Y1 2 ) = D@1+ )G Yo - U

(b) Probar que si n = s+ t, st # 0, entonces la topologia Zariski de A™ no es la

topologia producto de A% x A,

(c) Sean X C A®eY C A' dos variedades algebraicas afines. Probar que X xY C As**
es un cerado. Calcular su ideal en funcion de los ideales de X e Y. Diremos que

X x Y es la variedad producto de X con Y. Observar que de acuerdo a la parte

anterior, la topologia de la variedad producto no es la topologia producto usual.

(d) Probar que k[X x Y] =2 k[X]|®k[Y].

Probar el Lema 1.11.

Probar que A%\ {(0,0)} no es una variedad afin (cf. Ejemplo 1.17).

Probar lo afirmado en el Ejemplo 1.21.

Sea X = A'UA! (uni6n disjunta). Consideremos en X la relacién de equivalencia x ~ y
si x =y # 0. Probar que X/ ~ es una prevariedad que no es variedad.

(7)
(8)
(9)
(10)

2. GRUPOS ALGEBRAICOS AFINES
2.1. Definicién y primeros ejemplos.

En esta seccién presentamos brevemente las definiciones y resultados basicos de la teoria de
grupos algebraicos afines.

Definicién 2.1. Sea G una variedad algebraica afin. Supongamos que el conjunto subyacente
G esta equipado con una estructura de grupo abstracto, es decir con un producto asociativo
m : G x G — G, un elemento distinguido 1 € G y un mapa inversa ¢ : G — G satisfaciendo
los axiomas de grupo. Si ademéds m : G X G — G e i : G — G son morfismos de variedades
algebraicas, diremos que G es un grupo algebraico afin.

Si G, H son dos grupos algebraicos afines, un morfismo de grupos f : G — H es un morfismo
de grupos algebraicos si ademas es un morfismo de variedades algebraicas.

La nocién de isomorfismo de grupos algebraicos es la estandar: es un morfismo de grupos
algebraicos que es un isomorfismo de variedades algebraicas.

Un subgrupo algebraico o un subgrupo cerrado de un grupo algebraico GG' es una subvariedad
cerrada H C G tal que H es un subgrupo abstracto de G.

Observacion 2.2. Es claro que si G es un grupo algebraico y H C G un subgrupo algebraico,
entonces H es un grupo algebraico con la restricciéon del producto e inversa de G a H.
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Ejemplo 2.3. El grupos aditivo G, consiste en la variedad algebraica A! con la estructura
dada por la suma en k, es decir m(a,b) = a + b, i(a) = —a, para todo a,b € A! = k.

En efecto, m : G, x G, — G, es un morfismo de variedades algebraicas, ya que k[G,| = k]
y para todo p € k[z], m*(p)(z,y) = p(x + y) € k[z,y]. Del mismo modo se prueba que la
inversa es un morfismo de variedades algebraicas (ver Ejercicio 1).

Ejemplo 2.4. El grupo multiplicativo G, consiste en la variedad algebraica afin A'\ {0}
munida del producto de k* (ver Ejercicio 1.4).

En efecto, m(a,b) = ab para todo a,b € G,,, y recordando que k|G,,] = k[z, 27|, obtenemos
que m* : k[z, 27 — k[z, 27! ® k[z,z7!] estd dada por m*(z*!) = 2*! @ 2 € klr, 27|
Claramente i*(2*!) = 7L, por lo que G,, es un grupo algebraico affn.

Ejemplo 2.5. Obviamente, todo grupo finito es un grupo algebraico.

Ejemplo 2.6. El grupo general lineal GL, (k).

El conjunto GL, (k) de las matrices n x n invertibles pueden verse como el conjunto de las
matrices tales que el determinante (una funcién polinomial) no se anula; luego es una variedad
algebraica afin, con k[GLn(k)} =Kk[z11, ..., Tpn, ﬁ], donde w;; es la funcién coordenada que a
una matriz le asocia su coeficiente en la fila i-ésima y columna j-ésima.

El producto de matrices es claramente un morfismo de variedades algebraicas. Por otro lado,
es sabido que los coeficientes de la inversa de una matriz A son polinomiales en los coeficientes
de Ay det(A), por lo que GL, (k) es un grupo algebraico afin.

El conjunto SL, (k) de las matrices con determinante 1 claremente es un subgrupo cerrado
de GL, (k).

Ejemplo 2.7. Los grupos cldsicos son grupos algebraicos afines, ver por ejemplo [2, Cap. 3].

Ejemplo 2.8. Dado que el producto de dos grupos algebraicos en un grupo algebraico (ver
Ejercicio 3), el toro (algebraico) T™ = G, es un grupo algebraico afin.

Lema 2.9. Sea G un grupo algebraico afin y U,V C G dos subconjuntos abiertos no vacios de
G, con'V = G. Entonces G =UV.

Proof. La inversién y la multiplicacién a la derecha — la traslacion derecha — por un elemento
fijo son isomorfismos de variedades algebraicas. Luego para todoz € G zV ™! = {zv™' : v € V}
es un abierto denso de V, por lo que U N2V ~! # (), es decir existen a € U y b € V tales que
a=axb"t. O

Proposicion 2.10. Sea G un grupo algebraico afin y H C G un subconjunto constructible, tal
que es un subgrupo abstracto. Entonces H = H, es decir H es un subgrupo algebraico de G
(ver Ejercicio 4).

Proof. Por ser H constructible, existe U C H abierto no vacio en el grupo algebraico H.
Dado que la traslacion a derecha es un isomorfismo de variedades algebraicas, deducimos que
H = UpeyhU es abierto en H. Aplicando el lema 2.1 al par de abiertos H, H deducimos que
H=HH=H. O

Teorema 2.11. Sea ¢ : G — H un morfismo de variedades algebraicas. Entonces
(i) Ker p C G es un subgrupo normal cerrado.

(ii) Ime C H es un subgrupo cerrado.

(#i) dim G = dim Ker ¢ 4+ dim Im ¢.

Proof. Ver ejercicio 7. O
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Teorema 2.12. Sea G un grupo algebraico afin.

(i) Las componentes irreducibles de G son sus componentes conexas.

(ii)) G = Ul_,2;G, donde Gy es la componente irreducible por la identidad y x1,...,x, € G.
Mads aun la componente irreducible por x es xG.

(#i) La componente irreducible por la identidad es un subgrupo normal irreducible de G.

(iv) Si H es otro grupo algebraico y ¢ : G — H un morfismo de grupos algebraicos, entonces

(,D(Gl) C H,.

Proof. (i) Afirmamos que alcanza con probar que hay una tinica componente irreducible por 1.
En efecto, si X C G es una componente irreducible y = € X, entonces g,-1 = 9, : X — G,
o(a) = x7'a tiene imagen irreducible, y como contiene a g,-1(z) = 7'z = 1, deducimos que
0, (X) C G;1. Como g, es un isomorfismo para todo y € G, deducimos que G; = X.

Sean X,Y C G componente irreducibles de G conteniendo a 1. Entonces m(X xY) = XY C
G es irreducible y contiene a X UY = (X -1)U(1-Y), porlo que XY =X =Y.
(ii) El mismo argumento de (i) muestra que si X es una componente irreducible y = € X,
entonces X = zG;. Como las compontentes irreducibles son una cantidad finita, deducimos el
resto de la afirmacion.
(iii) Como antes m(G x G1) C Gy, y del mismo modo se prueba que G;' C G;. Luego G es
un subgrupo. Para probar que GG; es normal alcanza con observar que el razonamiento anterior
se puede aplicar usando traslaciones a izquierda, probando entonces que si z € X, X una
componente conexa, entonces X = zG; = Gx.
(iv) Nuevamente, como G es irreducible ¢(G1) es un conjunto irreducible que contiene a 1y,
por lo que ¢(G1) C H;.

O

2.2. Acciones de grupos algebraicos. Médulos.

Es bien sabido que estudio de la estructura de un grupo a través de sus acciones en con-
juntos arbitrarios es de gran utilidad; dentro de este esquema, tiene particular relevancia el
estudio de la teoria de representaciones del grupo. En el contexto de los grupos algebraicos
la interpretacion de los mismos como grupos de transformaciones de objetos geométricos tiene
particular relevancia.

Definicién 2.13. Sea G' un grupo algebraico y X una variedad diferenciable. Una accion
reqular (izquierda) de G en X es un morfismo de variedades ¢ : G x X — X, que es ademads
una accién del grupo abstracto G en X, es decir, si ¢(a,x) =a-x,1-x =z, (ab)-x =a-(b-x)
para todo a,b € G, x € X. Diremos que X es una G-variedad.

Observacion 2.14. Notemos que si a € G, entonces ¢, : X — X, p,(x) = a-x, es un isomorfismo
de variedades algebraicas.

Definicién 2.15. Sea G un grupo actuando en un conjunto X. Si z € X, llamamos orbita del
elemento x por la accion de G,y notamos O(z) = G - x, al conjunto {a-z:a € G} C X.
Llamamos estabilizador de x o grupo de isotropia de x al conjunto G, = {a € G : a-x = x}.
Si G, = G diremos que x es un punto fijo para la accién de G. Notaremos X, o X“ cuando
no haya confusién posible, al conjunto de los puntos fijos por la acciéon de X.

Observacion 2.16. Si GG es un grupo algebraico actuando regularmente en una variedad alge-
braica X, entonces el grupo de isotropia de un elemento x € X es un subgrupo cerrado de

G.
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En efecto, consideremos el mapa de orbitas ¢ : G x X — C x X, ¢(a,z) = (x,g - x). Sl
t: G — Gx X eslainclusién t(a) = (a, ), entonces G, = (¢por) LA(X ) donde A(X) C X x
es la diagonal.

Definicién 2.17. Un espacio homogéneo es una G-variedad X, G un grupo algebraico, tal que
G -z = X para algin (para todo) z € X.

Ejemplo 2.18. Si GG es un grupo algebraico, la multiplicaciéon induce una accion G x G — G,
a-b = ab, de G en si mismo (basta aplicar los axiomas de grupo), siendo un espacio homogéneo.

Ejemplo 2.19. Si H C G es un subgrupo, toda accién de G induce una de H por restriccion.
En particular, H actia en G por multiplicacién a izquierda. En este caso, las orbitas de H
son las coclases Hx, x € G.

Ejemplo 2.20. G actia sobre si mismo por conjugaciéon: a-b = aba™!, a,b € G. En este caso
las érbitas son las clases de conjugacién de G.

Ejemplo 2.21. En la linea del ejemplo anterior, consideremos la accién de las matrices inver-
tibles en las matrices, ¢ : GL,(k) x M, (k) — M, (k), A- B= ABA™'. En este caso las 6rbitas
consisten en las matrices equivalentes.

Ejemplo 2.22. EI espacio homogéneo (G x G)/A(G).

Consideremos la accién de G x G en G dada por (a,b)-x = axb'. La drbita del 1 es todo G,
y el grupo de isotropia de 1 es A(G). Luego, como conjuntos actuados por un grupo abstracto,
G es isomorfo al espacio homogéneo (G x G)/A(G).

Definicién 2.23. Sea G un grupo algebraico y X, Y G-variedades. Diremos que un morfismo
v : X =Y es de G-variedades si p(a-x) =a- p(z) paratodoa € Gy x € X.

Teorema 2.24. Sea G un grupo algebraico afin actuando regularmente en una variedad alge-
braica X. Entonces para todo x € X, la orbita O(x) es abierta en O(x).

Proof. Consideremos el mapa ¢, : G — Y%, v:(9) = g - x. El mapa ¢, es morfismo de
variedades algebraicas, por lo que su imagen O(x) es constructible, y contiene entonces un
abierto U de Y. Pero como O(z) es homogéneo, trasladando U por los elementos de G tenemos
que O(x) = Ugega - U es abierto en Y. O

Corolario 2.25. Toda accion reqular de un grupo algebraico G' en una variedad algebraica X
contiene orbitas cerradas.

Proof. Podemos asumir que tanto G como X son irreducibles. Probemos el resultado por
induccion en dim X. Si dimX = 0 no hay nada que probar. Si dimX = n, yx € X
consideramos Y = O(z) \ O(z). Si Y # 0, entonces Y es un cerrado no vacio de X que no
es igual a X, por lo que dimY < dim X. Como Y es G-estable, deducimos por hipétesis de
induccion que existe una G-Orbita cerrada en Y, que obviamente sera cerrada en X. 0

Definicién 2.26. Sea V un espacio vectorial finito dimensional, considerado como variedad
algebraica afin. Sea GG un grupo algebraico afin actuando regularmente por transformaciones
lineales. Diremos que V' es un G-mddulo racional, o una representacion lineal. En otras
palabras, un G-mddulo racional es una representacién de GG como grupo abstracto, de modo
que el morfismo ¢ : G X V' — V es un morfismo de variedades algebraicas (ver ejercicio 8).

Si V' es un espacio vectorial de dimensién infinita, diremos que es un G-mddulo racional si es
una representaciéon de G como grupo abstracto, de modo que para todo v € V existe W C V,
G-submodulo de dimensién finita tal que v € Wy G x W — W es un morfismo de variedades
algebraicas, es decir, W es un G-moddulo racional.
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Definicién 2.27. Sea GG un grupo algebraico actuando regularmente en una variedad algebraica
X. Definimos la accién izquierda G x Ox(X) — Ox(X) por a- f(z) = f(a™' - x), y la accién
derecha Ox(X) x G — Ox(X) por (f-a)(z) = f(a-z), ver Ejercicio 5.

Observemos que las acciones definidas mas arriba son por automorfismos de k-algebras, es
decir a- (fg) = (a- f)(a-g), vy (fg)-a=(f-a)(g-a).

Teorema 2.28. Sea G un grupo algebraico actuando reqularmente en una variedad afin X.
Entonces para la accion inducida K[ X] es un G-mddulo racionall.

Proof. Sea v : Gx X — X, p(a,x) = a~'-z; consideremos ¢* : k[X] — k[G x X] = k[G]@k[X].
Entonces ¢* es una estructura de comédulo, por lo que la accién es racional (ver Ejercicio 6). [

Terminamos esta seccion con la caracterizacion de los grupos algebraicos afines como los
subgrupos cerrados de GL, (k).

Teorema 2.29. Sea G un grupo algebraico afin. Entonces existe una representacion racional
de dimension finita fiel de G. En particular, todo grupo algebraico afin es un subgrupo cerrado
de GL,, (k) para algin n > 0.

Proof. Consideremos la accién de G en G por multiplicacién izquierda. Entonces k[G] es un G-
modulo racional para la accién inducida de G. Sean fi,. .., f, un generador de k[G]. Entonces
exsite un G-médulo V' C k[G] de dimension finita con {fi,..., f,} C V. Luego, V es un
generador de k|G| como k-élgebra, y existe un morfismo de G-médulo élgebras sobreyectivo
S(V) — k[G]. Por el Ejercicio 10, S(V') =2 k[V*], y el Lema 1.11 nos garantiza que el morfismo
inducido ¢ : G — V* es una inmersién cerrada, que por construccién es G-equivariante. 0

Ejercicios.

(1) Completar la prueba de las afirmaciones del ejemplo 2.3. Probar que bajo la identifi-

cacion del ejercicio 1.6, m*(z) =z ®@ 1+ 1 ® x.

(2) Completar la prueba de las afirmaciones del ejemplo 2.4.

(3) Probar que G, H son dos grupos algebraicos afines, entonces G x H lo es.

(4) Probar que si G es un grupo algebraico y H C G es un subgrupo abstracto, entonces
H C G es un subgrupo algebraico.

(5) Sea G un gurpo algebraico y X una G-variedad. Probar que los mapas definidos en la

Definicién 2.27 son acciones de GG por automorfismos del algebra.

(6) Sea G un grupo algebraico afin.

(a) Probar que k[G] es un algebra de Hopf, con la multiplicacién y unidad usuales de
k[G], comultiplicacién m* : k[G] — k|G x G] = k[G] ® k[G], counidad la evaluacién
en 1y antipoda i*, donde i(z) = 27!, x € G.

(b) Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita. Probar que V' es un G-médulo
racional si y solamente si es un k[G]-comdédulo. SUGERENCIA: Si V' es un G-
moédulo, y ¢ : GxV — V es la accidn, entonces ¢* : k[V] — k[V x G| = k[V]®Kk[G]
es la coaccion.

(c) Probar que el resultado anterior sigue siendo vélido en dimensién infinita.

(d) Completar la prueba del teorema 2.28.

(7) Probar el Teorema 2.11. SUGERENCIA: Para la prueba de (iii) se necesitara el teorema
de Chevalley sobre la dimension genérica de las fibras de un morfismo.

(8) Sea V, un espacio vectorial de dimensién finita. Probar que V' es un G-mdédulo racional
si y sélo si el morfismo inducido p : G — GL(V) es un morfismo de grupos algebraicos.
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FiGURE 1. Una accién con todas sus orbitas cerradas.

(9) Sea G un grupo algebraico actuando regularmente en una variedad algebraica X. Probar
que toda orbita de dimensién minimal es cerrada.
(10) Sea V un G-mdédulo racional de dimensién finita.
(a) Probar que V* es un G-médulo racional para la accién a - f(v) = f(a 'v), a € G,
fevsveV,
(b) Probar que como G-médulo algebras, k[V] = S(V*), donde S(V) es el élgebra
simétrica de V.

3. GEOMETRIA DE LAS ACCIONES REGULARES

Sea GG un grupo algebraico actuando regularmente en una variedad algebraica X. El estudio
de la geometria de esta accion puede dividirse en dos partes: por un lado el estudio de la
geometria de las orbitas — los espacios homogéneos — y por otro el estudio de la relacion de
las orbitas entre si. El objeto geométrico mediante el cual se controla esta relacion entre las
orbitas es el espacio cociente.

Comenzamos esta seccion introduciendo nuevos ejemplos de acciones regulares, y mostrando
como “linearizar” las acciéon de un grupo algebraico afin en una variedad algebraica afin. A
continuacion, introducimos las nociones de cociente categoérico y geométrico.

3.1. Acciones regulares.

Ejemplo 3.1. Consideremos la accién de GL,, (k) en A" por multiplicacién izquierda. En esta
situacion GL, (k) tiene dos drbitas: A" \ {0} — que es una 6rbita abierta — y {0} — que es
cerrada.

Ejemplo 3.2. La accién del ejemplo anterior induce una accién de GL, (k) en P*7!(k). M4s
atin, como k Id actia trivialmente en P"~1(k), la accién original induce una accién de PGL, (k)
en P71 (k).

Para estas acciones, P""!(k) es un espacio homogéneo.

Ejemplo 3.3. Consideremos la accién de G, en A% dada por A - (z,y) = (z,y + Ar). Todas
las 6rbitas de esta accién son cerradas, y de dos tipos: los puntos de la forma (0,a), a € k, son
fijos, mientras que O(a,b) = {(a,y) : y € k}; verfigura 1

Ejemplo 3.4. La acciéon de G,, por homotecias en A", t - v = tv, posee una unica érbita
cerrada: el origen (0,...,0). El conjunto de las restantes 6rbitas — las érbitas de A™ \ {0} —
es el espacio P"1(k) de las rectas (puntuadas) por el origen; ver figura 2.

Ejemplo 3.5. La accién de G,, en A? dada por t - (z,y) = (tz,t~'t) tiene como drbitas las
hipérbolas no degeneradas, cada eje sin el origen y el origen; ver figura 3.
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FIGURE 2. La accién de G, en el plano por homotecias.

\_

=

FIGURE 3. Las drbitas de la accién ¢ - (x,y) = (tz, t™'1).

Mostremos ahora como una accién regular de un grupo algebraico afin en una variedad afin
puede verse como la restriccién de una accién lineal en A™ a una subvariedad cerrada.

Teorema 3.6. Sea G un grupo algebraico afin actuando regularmente en una variedad alge-
braica afin X. Entonces existe una representacion lineal V y una inmersion cerrada morfismo
de G-variedades ¢ : X — V. En otras palabras, existe n > 0 tal que X C A" y la accion de G
en X es la restriccion de una accion lineal en A™.

Proof. La prueba de este teorema es completamente similar a la del Teorema 2.29.
Consideremos la accién de G en G por multiplicacién izquierda. Entonces k[X] es un G-
modulo racional para la accién inducida de G. Sean fi, ..., f, un generador de k[X]. Entonces
exsite un G-médulo V' C k[X] de dimensién finita con {fi,...,fn} € V. Luego, V es un
generador de k[X]| como k-dlgebra, y existe un morfismo de G-médulo dlgebras sobreyectivo
S(V) — k[X]. Por el Ejercicio 10, S(V') 2 k[V*], y el Lema 1.11 nos garantiza que el morfismo
inducido ¢ : X < V* es una inmersion cerrada, que por construccion es G-equivariante. ([l

3.2. Cocientes categoricos y geométricos.

Supongamos que G es un grupo abstracto actuando en un conjunto X. Notemos por Orb(X)
al espacio cociente de X por la relacion de equivalencia x ~ y si existe a € G tal que g -
x = y (es decir las clases de equivalencia son las érbitas de la accién). Llamamos espacio de
drbitas (abstracto) al par (Orb(X),7), donde 7 es la proyeccién canénica para la relacién de
equivalencia.

Observemos que en este caso se cumple la siguiente propiedad universal:/\ para toda funcién
f: X — Z constante en las drbitas de la accién, existe una tnica funcién f: Orb(X) — Z tal
que el siguiente diagrama conmuta:
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| A

OI’bG (X)

Observemos que para que el espacio de orbitas asociado a una accion regular sea una variedad
y el mapa 7 un morfismo, es necesario que todas las orbitas sean cerradas. El ejemplo 3.4 ya
nos muestra que no siempre estamos en esta situacion. Motivados por la propiedad universal,
definimos entonces el anadlogo en el caso de acciones regulares de grupos algebraicos:

Definicién 3.7. Sea G un grupo algebraico actuando regularmente en una variedad algebraica
X. Un cociente categorico para la accién de G en X es un par (Y, 7), donde Y es una variedad
algebraica y m : X — Y un morfismo de variedades constante en las érbitas de G, tal que para
todo otro par (Z, f), Z variedad algebraica y f: X — Z morfismo de variedades constante en

las orbitas, existe un tnico morfismo f : Y — Z tal que el diagrama de abajo conmuta:

x-1.yz

|7

Y

Si las fibras de 7 contienen exactamente una érbita, diremos que el par (Y, 7) es un espacio
de orbitas. Notaremos Y = G\ X, o, cuando no haya confusién respecto al tipo de accién (e.g.
cuando todas las acciones consideradas son izquierdas), X/G.

Observacion 3.8. Ya hemos comentado que el espacio de drbitas no siempre sera el cociente
categérico. Sin embargo, los ejemplos mas abajo muestras que aunque no todas las érbitas sean
cerradas, el cociente categdrico puede existir.

En relacién a las dérbitas cerradas, observemos que si el cociente categérico X/G existe,
entonces toda fibra 77!(y), ¥ € X/G, es un subconjunto cerrado G-estable de X, por lo que
contiene al menos una érbita cerrada.

Observacion 3.9. Es importante remarcar que el cociente categdrico no necesariamente existe
(ver [2, Ex. 6.4.10] por un ejemplo concreto de este hecho).

Observacion 3.10. Claramente, una funcion regular f : X — k es constante en las orbitas
si y sélo si f € k[X]¥. Luego aplicando la propiedad universal del cociente tenemos que
7™ Ox/(X/G) — Ox(X)¢ es un morfismo sobreyectivo.

En efecto 7%(g) = g o m para toda g € Ox/q(X/G), y como 7 es G-invariante tenemos que
7(g) lo es. La propiedad universal garantiza la sobreyectividad.

Revisitemos los ejemplos de la seccion anterior a la luz de estas definiciones.

Ejemplo 3.11. Para la accién de Gl,(k) en A" por multiplicacién a izquierda (Ejemplo 3.1),
todo morfismo f : A" — Z constante en las érbitas es constante en el abierto A™ \ {0}, por lo
que es constante. Luego, el cociente categdrico existe y es un punto: 7 : A" — {p}.

Ejemplo 3.12. Si G es un grupo algebraico, todo G-espacio homogéneo X posee cociente
categdrico igual a un punto 7w : A" — {p}; en este caso tenemos un espacio de orbitas.

Ejemplo 3.13. Consideremos la accién de G, en A? a - (z,y) = (x,y + az) (Ejemplo 3.3).
Supongamos que existe el espacio de orbitas m : A" — Y. Entonces, como 7 es continua,
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tenemos que m(0,y;) = 7(0,92) para todo y1,y> € k, de donde la fibra 71 (W(O, O)) es el eje
Oy, y por lo tanto una union infinita de orbitas cerradas. Luego, no existe el espacio de drbitas
en este caso.

El lector debe observar que el argumento de més arriba, si bien es correcto, es menos ingenuo
de lo que parece a simple vista, ya que la topologia considerada no es Hausdorff.

Observemos que si consideramos el abierto U = A™\ Oy, en este caso la accién de G, si posee
un espacio de dérbitas, que puede visualizarse como la restriccién de proyeccion sobre el eje Ox.
Es decir, el morfismo 7 : A"\ Ox — A\ {0} 7(x,y) = z, provee un espacio de drbitas para la
accién de G, en U.

Ejemplo 3.14. La accién de G,, en A? por homotecias (Ejemplo 3.4) tiene como cociente
categdrico un punto.

Si consideramos la restriccién de esta acciéon a A%\ {0}, el cociente categérico es la proyeccion
canénica A?\{0} — P!(k); es un espacio de 6rbitas. En particular, observemos que la restriccién
a un abierto del cociente categérico no es el cociente categérico (comparar con Teorema 3.21 y
Ejercicio 4).

Ejemplo 3.15. La accién de G,, en A? dada por ¢ - (z,y) = (tz,t"'y) (Ejemplo 3.5) no tiene
espacio de oOrbitas; sin embargo, el cociente categérico existe, ver Teorema 4.5.

Observacion 3.16. Es facil ver que el espacio cociente, en caso de existir es tinico a menos de
isomorfismos, ver Ejercicio 3.

Como ya lo dijéramos, el cociente categérico describe de algiin modo la geometria de la accién
del grupo G. Cuando tenemos un mejor control del comportamiento del mapa cociente (por
ejemplo si sabemos que es un espacio de 6rbitas), podemos obtener més informacién acerca de
la geometria de la accién. Sin embargo, es de interés controlar el comportamiento del mapa
cociente con respecto a los haces de funciones de la variedad actuada y su cociente, lo que a
priori no es garantizado por la existencia del espacio de orbitas. Estas consideraciones motivan
la siguiente definicién.

Definicién 3.17. Sea GG un grupo algebraico actuando regularmente en una variedad algebraica
X. Un cociente geométrico para la accién es un par (Y, 7), donde Y es una variedad algebraica
y m: X — Y un morfismo tales que:

(1) 7 es sobreyectiva, abierta y con fibras las G-6rbitas de X;

(2) para cada abierto U C Y, el mapa 7j; : Oy (U) — Ox (W‘l(U))G es un isomorfismo de
algebras.

Observacion 3.18. Probaremos en 3.21 que en caso de existir el cociente geométrico es el cociente
categorico. En particular, es tinico a menos de isomorfismos.

Observemos que la condicién (1) dice en en particular que el conjunto subyacente al cociente
geométrico es Orb(X) y que 7 es la proyeccién candnica. La condicién (2) permite controlar,
junto con la condicién de ser 7 un mapa abierto, los aspectos més finos de la geometria de la
accion.

Ejemplo 3.19. Sea X un G-espacio homogéneo y x € X arbitrario, entonces X = O(z) y
m:G — X, w(a) = a-x es un cociente geométrico. Si H = G,, las fibras de 7 son las coclases
aH, a € G.

La importancia del siguiente resultado debe quedar clara a la luz de los dicho en la intro-
duccion de la seccién y del ejemplo anterior.
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Teorema 3.20. Sea G un grupo algebraico afin y H C G un subgrupo cerrado. FEntonces
G/H admite una estructura de variedad algebraica casai proyectiva, de modo que la proyeccion
canonica ™ : G — G/H es el cociente geométrico de la accion de H en G por multiplicacion a
derecha.

Proof. Ver por ejemplo [2]. O

Teorema 3.21. Sea G un grupo algebraico actuando regularmente en una variedad algebraica
X, de modo que existe un cociente geométrico (Y, m). Entonces (Y, ) es el cociente categdrico
para la accion considerada. En particular, el cociente geométrico si existe es unico a menos de
isomorfismos.

Proof. Sea Z una variedad algebraica y f : X — Z un morfismo constante en las G-6rbitas.
Debemos construir ]?: Y — Z tal que f = fo .

Asumimos primeramente que Z C A" es una variedad afin, por lo que f = (f1,..., fn),
con f; € k[X] parai = 1,...,n. Como viéramos en la Observacién 3.10, el hecho que f; sea
constante en las érbitas se traduce en f; € k[X]9. Por ser Y un cociente geométrico, tenemos
que 7 : k[Y] — Oy (W_I(Y))G = k[X]¢ es un isomorfismo; luego existe una tnica f; € k[Y]
tal que f, o = W*(*ﬁ) = f;. El morfismo (ﬁ, e ,]/‘;) es el buscado.

Si Z es una variedad algebraica arbitraria, consideramos un cubrimiento por abiertos afines
W;, i € I. Para cada i € I, los conjuntos V; = f~}(W;) C X son abiertos G-estables,
y entonces los conjuntos 7(V;) son abiertos en Y. Como los conjuntos W; son afines y los
pares (V;, 7|y, : Vi — m(V;)) son cocientes geométricos (ver Ejercicio 4), existen morfismos

fi:ﬂ(‘/;)—>I/Vitalesqueﬁo77w:fi:f viny, = fj

ﬁ|ﬂ(m)mﬂ(vj) = filx(v)n=(v;)- Entonces, existe una tnica f : Y — Z tal que f[rw;) = fi, que es
el morfismo buscado.

v;. Como f; vinv;, deducimos que

O

El siguiente teorema nos garantiza que el espacio de 6rbitas en caso de existir (y ser una
variedad normal) es el cociente goemétrico:

Teorema 3.22. Sea G un grupo algebraico afin y X una G-variedad tal que Orb(X) admite
una estructura de variedad algebraica normal, de modo que w: X — Orb(X) es un morfismo
de variedades. Entonces (Orb(X), 7'(') es el cociente geométrico de X para la accion de G.

Ejercicios.

(1) Probar rigurosamente las afirmaciones de los ejemplos 3.13 y 3.14.

(2) Probar que si G es un grupo actuando en un conjunto X, entonces dos puntos pertenecientes

a la misma orbita tiene grupos de isotropia conjugados.

(3) Probar, usando la propiedad universal del cociente, que el cociente categdrico en caso
de existir es inico a menos de isomorfismos.

(4) Sea G un grupo algebraico afin y X un G-variedad tal que el cociente geométrico 7 :
X — X//G existe. Consideremos un abierto U C X saturado (es decir 7= (m(U) = U ).
Probar que (U, 7|y) es un cociente geométrico.

(5) Consideramos la variedad de banderas

FA") ={0=W W - CV,=A"}.

Es sabido que F(A") es una variedad algebraica proyectiva.
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(a) Probar que es una G = GL,(k)-variedad para la accién inducida por la accién
inducida por la multiplicacén a izqueirda de una matriz por un vector.

(b) Probar que es un espacio homogéneo, y probar que el grupo de isotropia de una
bandera es conjugado al subgrupo B de las matrices trangulares superiores. Leugo
G/ B es una variedad proyectiva.

4. GENERACION FINITA DE INVARIANTES

El problema de la existencia del cociente para una acciéon regular estd intimamente rela-
cionado con el 14to problema de Hilbert, o de generacion finita de invariantes. En lenguaje
moderno, (en su forma mas general) éste puede enunciarse as:

Sea A un dlgebra finitamente generada y G un grupo algebraico afin actuando en A por
automorfismos. ;Cudndo es A%, el dlgebra de invariantes, finitamente generada?

La respuesta completa a este problema es el resultado del trabajo de muchos matematicos a lo
largo de siete décadas (Hilbert, E. Noether, Weyl, Weinzenbock, Nagata, Hochschild, Mostow,
Mumford, Haboush, Popov, por mencionar algunos). Antes de ser formulado por Hilbert,
algunos casos particulares del problema ya habian sido resueltos por Gordan, Hilbert mismo
y otros. E. Ncether prueba en 1915 que para todo grupo finito la respuesta es afirmativa. En
1950 Nagata presenta el primer ejemplo de un algebra finitamente generada actuada por un
grupo algebraico afin cuya algebra de invariantes no es finitamente generada. Los trabajos de
Mumford, la escuela de Nagata y Haboush permitieron responder afirmativamente el problema
en el caso de grupos reductivos, y Popov, basandose en el trabajo de Nagata, mostré que esta
propiedad caracteriza a los grupos reductivos:

Un grupo algebraico afin G es tal que para toda G-mddulo dlgebra — es decir un dlgebra
en la que G actia por automorfismos del dlgebra — finitamente generada, A® es finitamente
generada, si y solamente si G es reductivo.

Remitimos al lector a [2] y [5] para un panorama de este problema.

En esta seccion mostraremos el caso finito, y como este problema se conecta con el problema
de la existencia del cociente categorico.

Teorema 4.1 (Naether). Sea G un grupo finito y A una G-mddulo dlgebra conmutativa. En-
tonces la extension AY C A es integral, y si A es finitamente generada, entonces A9 también
lo es.

Proof. Sea x una indeterminada; extendemos la accién de G en A a una accién de G en Alz]
haciendo que x sea un punto fijo. Si a € A, el polinomio F,(g) = [[,c(z — g - a). Claramente

el polinomio P, es G-invariante, por lo que todos sus coeficientes pertenecen a A%. Luego la
extension A9 C A es integral.

Si A es finitamente generada el hecho de ser A“ fnitamente generada es un consecuencia del
teorema de Artin-Tate. O

Presentamos a continuacién una construccién mas o menos explicita de los invariantes de un
grupo finito, en el caso particular de k[z1,. .., z,].

Lema 4.2. Sea G un grupo finito y A una G-mddulo dlgebra. Entonces el operador de Reynolds
R:A— A% R(z) = ézger - f, con d = |G| el orden de G, es un morfismo de G-mddulos
tal que R(zy) = R(x)y para todo v € A, y € AC.
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Proof. Probaremos sélo la tltima afirmacién, el resto queda como ejercicio (ver Ejercicio 2).
Seaz € Aeyc A%, Entonces

|Zg ‘G’Z )(g- ) MZQ r)y = (R(x))y.

geG geqG

O

Teorema 4.3. Sea G un grupo finito y V un G-mddulo de dimension finita. Entonces k[V]% es
un dlgebra finitamente generada por polinomios homogéneos de grado menor o igual a d = |G|,
el orden del grupo G.

Proof. Sea A C k[V]9 el élgebra generada por los invariantes homogéneos de grado menor o
igual a d. Debemos probar que A = k[V]¢.

Afirmamos que k[V] = Ak[V].4. En efecto, si f € V* es un polinomio lineal entonces
fm € Ak[V]<q sin < d. Sin = d, entonces [[,.o(t —a- f) € k[V][t] y evaluando en ¢ = f
obtenemos una relacién ¢+ a;f¢ 1+ + a9 =0, con a; € k[V]¢, C A. Entonces

(4.1) FLEA+ Af 4 AF C AK[V] oy

Consideremos ahora n > d tal que f, f2,..., f" ' € Ak[V].4; multiplicando la ecuacién (4.1)
por f"~¢ obtenemos lo deseado.

Claramente, si f* € Ak[V].4 para todo f € V* y n > 0, entonces k[V] = Ak[V]_q4

El operador de Reynolds R : k[V] — k[V] preserva grados, luego aplicando R a la igualdad
Ak[V] 4 = k[V] obtenemos:

A= AKVIS,) = AR(K]V]q) = R(AK[V]oq) = R(K[V]) = K[V]°,
y la prueba estd terminada. O

Veamos las consecuencias geométricas del teorema de E. Neether:

Teorema 4.4. Sea G un grupo finito actuando reqularmente en una variedad algebraica afin X .
Entonces k| X]“ es un dlgebra afin y el par (Spm(k[X]®),7), donde 7 es el morfismo inducido
por la inclusién k[ X]% — k[X], es un cociente geométrico.

Proof. Como una consecuencia directa del Teorema 4.1 obtenemos que k[X]% es un &lgebra
afin; sea Y = Spm(k[X]¥). Como la extensién k[X]¢ C k[X] es integral, el morfismo 7 es
finito y por lo tanto un mapa cerrado. Mas aun, 7w es dominante ya que 7* es inyectivo, por lo
que 7 es sobreyectivo, y por lo tanto abierto.

Para probar que 7 es constante en las érbitas basta probar que para toda f € k[Y] = k[X]% y
a € G, se cample que f(7(z)) = f(m(a-z)). Por construccién tenemos que si f € k[Y] = k[X]¢,
entonces f = m*(f), es decir f(n(z)) = f(z) = fla-z) = f(r(a- ).

Probemos a continuacion que las fibras de 7 son las 6rbitas de G. La G-equivariancia de m
implica que para todo z € G, O(z) C 7~ !(7(x)). Supongamos que existe 2’ € 7~ (7 (z))\O().
Entonces G-x NG -2’ = (), mientras que 7(x) = w(z'). Como las érbitas son cerradas (de hecho
finitas), existe f € k[X] que las separa, es decir f(G -x) =1, f(G -2') = 0. Consideremos la
funcién G-invariante F'(z) = [[,.oa - f; claramente se sigue cumpliendo que F(G -z) = 1y
F(G-2') = 0. Viendo a F' como una funcién regular en Y, tenemos que 7(z) # w(z'), lo que
contradice nuestra hipotesis.

Nos resta probar que si U C Y es un abierto, entonces 7* : Oy (U) — Ox (ﬂ_l(U))G es un
isomorfismo. Como todo abierto puede cubrirse por abiertos elementales Y, f € k[Y], basta
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probar que Oy (Yy) = Ox (7 (Y7)

)G = Ox(X;)% para toda f € k[X]®. En este caso,
™ (k[Yy]) =7

"((R[X]9) ) = (7 (RIX]) 1o ) =

K[X]9), = (k[X/) = k[r ()]

f

El teorema anterior es en realidad un caso particular del siguiente teorema.

Teorema 4.5. Sea G un grupo reductivo actuando en una variedad afin X . Entonces el cociente
categdrico X /G existe y estd dado por la inclusién candnica Spm(k[X]%). O

De hecho, los grupos reductivos son los tnicos grupos para los cuales toda G-variedad afin
admite un cociente categdrico, ver [2] para més detalles.

Observacion 4.6. No es cierto que toda accién de un grupo reductivo (atn en el caso finito)
admita un cociente categérico, ver por ejemplo [5, §4.6].

Observacion 4.7. La elaboracion de algoritmos que permitan obtener conjuntos de generadores
para el dlgebra de invariantes de una G-médulo algebra es claramente un problema interesante,
como lo muestran los resultados anteriores. Recientemente la teoria de invariantes ocmputa-
ctonal, que estudia los problemas de la teoria de invariantes en sus aspectos algoritmicos, ha
tenido un desarrollo importante. Sugerimos a los lectores interesados en estos aspectos la
consulta de [1].

Algunos resultados importantes.

En este parrafo enunciaremos dos resultados cruciales a la hora de estudiar las acciones
regulares de los grupos algebraicos afines: los teoremas de Sumihiro y Rosenlicht.

El Teorema de Sumihiro puede, en algiin sentido, considerarse una generalizacién del Teo-
rema 3.6. Nos muestra como localmente las acciones de un grupo algebraico afin son “lineales”.
Enunciaremos aqui una version parcial del mismo, y mostraremos en un caso concreto como a
partir del mismo puede obtenerse informacién sobre las acciones regulares de un grupo alge-
braico.

Teorema 4.8 (Sumihiro, [6]). Sea G un grupo algebraico afin, X una G-variedad algebraica
normal irreducible e Y C X wuna orbita cerrada. FEntonces existe un abierto G-estable U C
X conteniendo a Y, un G-mddulo racional finito dimensional y una inmersion abierta G-
equivariante U — P(V'). O

Definicién 4.9. Sea G un grupo algebraico afin. Una G-variedad X es simple si posee una
Unica érbita cerrada.

Corolario 4.10. Sea G un grupo algebraico afin y X una G-variedad simple. Entonces X es
casi-proyectiva.

Proof. Por el teorema de Sumihiro, existe un abierto U C X G-estable que contiene a Y, y
una inmersiéon G-equivariante abierta U < P(V'), con V un G-mddulo de dimensién finita. El
Ejercicio 1 nos garantiza que U = X. U

El teorema de Rosenlicht nos afirma que para toda accién regular (en una variedad irre-
ducible) es posible encontrar un abierto estable para el cual exista el cociente geométrico. El
lema de Zorn nos garantiza entonces la existencia de abiertos maximales para esta propiedad.
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Sin embargo, no existen abiertos maximos; en otras palabras, una accién puede poseer dos
abiertos (o mds) estables maximales distintos para los cuales exista el cociente. Los cocientes
obtenidos no son necesariamente variedades algebraicas isomorfas. Este problema es uno de
los fundamentales de la llamada teoria geométrica de invariantes: dado un grupo algebraico
afin y una G-variedad X, dar un procedimeinto para encontrar los abiertos maximales para los
cuales existe el cociente geométrico, y estudiar la variacién de los mismos. En [4] encontrara
la resolucién al problema de la construccién de los cocientes (debida a Mumford), asi como
el estudio de las variaciones de los mismos. En [2] se encontrard una prueba del resultado de
Rosenlicht.

Teorema 4.11 (Rosenlicht). Sea G un grupo algebraico afin y X wuna variedad algebraica
irreducible. Entonces existe un abierto G-estable ) # U C X tal que la accidon restringida a
U admite un cociente geométrico. Mds aun, U puede tomarse tal que todos sus puntos sean
regulares (es decir que U sea liso como variedad algebraica). 0

Ejercicios.

(1) Sea G un grupo algebraico afin, X una G-variedad simple, Y C X la tnica 6rbita
cerrada. Probar que si Z C X es un cerrado G-estable, entonces Y C Z. En particular,
el tnico abierto G-estable que contiene a Y es la variedad X.

(2) Sea G un grupo finito y V un G-médulo. Probar que R : V — V¢ R(v) =23 . a-v,
donde v € V' y d = |G| es el orden de G, es una proyeccién, morfismo de G-médulos.
En particular, V¢ admite un complemento directo en la categoria de G-mdédulos. El
morfismo R se denomima operador de Reynolds.

(3) Consideremos la accién de Zs = {1,0,0°} en k[x,y] dada por o- 2= —y,0-y =2 —y.
(a) Hallar los polinomios invariantes de grado menor o igual a tres.
(b) Probar que

kX, Y] =k[X*— XY + Y X’ +Y® - 3XY? XY(X —-Y)].

(4) Consideremos las acciones de los ejemplo 3.3, 3.4 y 3.5. Hallar los diferentes abiertos
maximales para los cuales existe el cociente geométrico, y describir el mismo.

(5) Sea G = GL, (k) actuando por conjugacion en M, (k). Probar que el cociente categdrico
es isomorfo a A",
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