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Prodlogo

Estas notas corresponden a un breve e introductorio curso sobre Optimizacién Numérica
que dicté en la Facultad de Matematica, Astronomia y Fisica de la Universidad Nacional
de Cérdoba.

La audiencia estaba integrada por alumnos y docentes de areas tan diversas como
Matemaética, Fisica y Economia. Dado lo heterogeneo del grupo y limitada por el
tiempo, las notas incluyen ideas generales de los temas que cubre el area de Opti-
mizaciéon Numérica, y una extensa bibliografia que va desde textos clasicos asi como
publicaciones muy recientes.

En la primer clase se introduce el problema general de optimizacion y se presentan
algunos ejemplos. En las tres clases siguientes se analiza el problema de optimizacion
irrestricto y el de sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales. La referencia basica
de estas clases es el tecto de Dennis y Schnabel [12]. Durante la clase 5 se presenta el
problema de programacion no lineal, estableciendo condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de solucion. Finalmente en la tdltima clase se detalla el bien conocido
algoritmos de programacién cuadratica sucesiva para resolver el problema de progra-
macién no lineal.

Todas las clases incluyen algtun ejercicio con la intencion de atraer estudiantes que
se interesen por un area novedosa, con un numero considerable de aplicaciones en el
mundo real y tanta investigacién que realizar como es la de Optimizacién Numérica.

Deseo agradecer a Andres Barrea, Rodrigo Burgesser, Pablo Di Ronco, Gabriela
Martinez, Fernando Menzaque, Silvina Smith y German Torres por su interés en este
curso. Quiero expresar un especial agradecimiento a Cristina Turner, quien hizo todo
lo posible para que esta visita al FaMAF se concretara y a Elvio Pilotta, por sus obser-
vaciones y comentarios sobre estas notas.
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Clase 1

Problema general de Optimizacion

1.1 Definiciones - Clasificacion de problemas

Definicién 1.1 (Problema general de optimizacién, PGO)
Dado un conjunto S, y una funcion f:S — R el problema de hallar z, € S tal que

flzy) < f(x), VresS

se dice problema general de optimizacion.
Se denota

min f(z).

TE€S

Convencién: usualmente se habla de minimizar y no de maximizar. Claramente maxi-
mizar f puede obtenerse de minimizar —f.

Clasificacion del PGO

Se puede clasificar el problema general de optimizacién en optimizacion discreta y opti-
mizaciéj continua, analizando el conjunto S. Mas precisamente.

Definicién 1.2 (Optimizacién discreta)
Se dice que PGO es un problema de optimizacion discreta si card(S) < Vo, esto es si S
es un conjunto finito o numerable.

Ejemplo 1.1
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1.
S ={1,4,-8,8}, f(z) = 2?
r, =1, minf(z) = f(z,) =
2.
S={recZar=2k+1,kcZ} f(x)=2?
r, =12, =—1, flxy) = f(ze) = 1.
Observacién:

e Un problema de optimizacion discreta puede no tener solucion.

Definicién 1.3 (Optimizacién continua)
Si card(S) > o, el problema PGO se dice problema continua

e El problema PGO establecido como en 1.2 resulta demasiado general.

Definicién 1.4 (Problema estandar de optimizacién)
Sea X un espacio vectorial real, S C X (no necesariamente un subespacio), f : X — RR.
Entonces PGO se dice problema estandar de optimizacion.

1. Dimensién del problema: es la dimension del espacio vectorial.

2. S = X, el problema se dice problema sin restricciones.

3. S C X, el problema se dice problema con restricciones.

Ejemplo 1.2
f:R° - IR, f(x) = z1 4 23 + sin w3 + 2424

El problema
min f(z)

z€R®
es un problema sin restricciones de dimensién 5.
Si
S={r€R’: z1 + x475 = sinzy, 3+ 25 = 0}

el problema

z€S
es un problema con restricciones de dimensién 5.
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e Si la dimensién del problema no es muy alta y las funciones involucradas son sufi-
cientemente diferenciables con derivadas sencillas de calcular, el problema estandar
se puede resolver aplicando las técnicas elementales de calculo.

e Sin embargo, si el problema es de una dimensién mediana o alta (n > 50) o bien si
las derivadas analiticas no estan disponibles se puede aplicar un método numérico
para encontrar algin minimo local. Por ejemplo, el método de Newton.

Definicién 1.5 (Problema general de programacién, PGP)
El problema estandar se dice problema general de programacion si el conjunto S tiene

la forma
S={reX:¢(x)=0,i€l, ¢j(x)>0,j € D},

donde I, D C IN son conjuntos de indice y f,c; : X — IR.
Se denota como
min f(z)

ci(x) =0
cj(x) >0, jeD.

Ejemplo 1.3

min  z; + 13 + sin a3 + T474
T1 4 2425 — sinxy = 0,
x3 + 23 = 0.

I={1,2}, D=0
Clasificacion del PGP

Vamos a clasificar el problema general de programacién observando el espacio vectorial
X y los conjuntos de indices I y D.

1. Sidim X = o0y card(I) = card(D) = oo, el problema se dice infinito.

2. Sidim X = ooy card(I) y card(D) son ambos finitos, el problema se dice semi-
finito.

3. Si dim X < ooy card(l) o bien card(D) es infinito, el problema se dice semi-
infinito.
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4. Sidim X < ooy card(l) y card(D) son ambos finitos, el problema se dice finito.
En particular el problema finito se puede escribir como

min  f(z)

s.a
c(z)=0 1el={1,---,m}
¢(x)>0 iteD={m+1,---,m+p}.

con f,¢; :R"—R,i€lUD.
Si para algtn i, ¢;(x) o f(z) es no lineal el problema de optimizacién se dice de
programacién no lineal, (PNL).

Casos especiales:

e Programacioén cuadréatica (PC)

1
flz) = ixTijLng—i-a
con HeR"™ H=H" gcR", acRy
ci(r) = alz+ (1.1)

con a; € R", o; € R paratodoi e TUD.

e Programacion lineal (PL)
fz) = dr+a
con c € R", @ € Ry ¢; definidas como en (1.1).

Los interesados en temas de programacién lineal son remitidos a [6, 25, 28, 35].

e Programaciéon no diferenciable y programacion convexa se puede con-
sultar en [4, 16, 30].

1.2 Ejemplos de problemas de optimizacion

1.2.1 El problema de viajante

Un viajante debe visitar n-ciudades distintas, comenzando y terminando su viaje en la
misma ciudad. Cada ciudad puede ser visitada solamente una vez.

PROBLEMA: Encontrar un viaje de longitud minima.

Sea C ={1,2,---,n}, el conjunto de ciudades.

Supongamos que el viaje comienza y termina en la ciudad 1.

Definimos
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d;j, la distancia entre las ciudades i y j. (d; = 0),

K

x5, representa el viaje desde i a j,

1 si el recorrido incluye viaja de i a j
Loz —
" 0 otro caso.

Cada recorrido implica partir de la ciudad ¢, para cada :.
wy =1, di=1--,n (1.2)
j=1

Cada recorrido implica llegar a la ciudad 7, para cada j.

ay =1, j=1--,n (1.3)
i=1
La longitud del viaje es:
f($11733127 oy Tggy 9€n71,n) = Z Zdz’szj- (1-4)
i=1j=1

El problema es
min Z?:l Z?:l dijxij

S.a
;-L:ll'l'j:l, i:1,~-,n
?zlxijzla jzla"'an
Lij € {0,1}

El problema del viajante es un problema discreto. card(S) = (n — 1)\

Este es un ejemplo de una clase de problemas que se conoce con el nombre de pro-
gramacion entera. Es importante observar que se estdn usando variables 0 — 1 para
representar las posibles elecciones de los recorridos. En general, se considera que un
evento puede o no ocurrir y es parte del problema decidir entre esas dos posibilidades.
Para modelar esta dicotomia se usa una variable binaria definida asi

1 si el evento ocurre
Tr = .
0 si el evento no ocurre.

Otros problemas famosos que necesitan de variables binarias son:
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e FEl problema de la mochila.
e Problemas de asignacion.
e Problemas de apareamiento.

Para los iteresados en optimizacion discreta un clésico es el texto de Nemhauser y Wosley
[26].

1.2.2 El problema isoperimétrico

PROBLEMA: Hallar una curva f : [to,t;] — R", tal que para todo t € [ty t1], f(t) =
(1(t), -+, 2, (t))T minimiza la funcional

t1
J($1a"'axn):/ F(ta'rla"'al‘na'jjla"'ai‘n)dta

to

bajo las condiciones:

f(to) = fo, f(t1) = f1, (condiciones de borde)

t1
/ E(t,.l’l,"',$n,.ft'1,"',.i'n)dt:li, 1<1<m

to
donde l; es constante y m < n
El problema isoperimétrico mas simple puede ser establecido como sigue.

Entre todas las posibles curvas planas, cerradas, simples y de
perimetro dado, encontrar aquella que encierra mayor drea.

Sea v una curva de longitud ¢. Supongamos que v = Im(f) donde f : [to,t,] — IR* tal
que f(t) = (x1(t), z2(t))T satisface

1) f tiene derivada primera continua

(1)
(2) @2+ 32 %0

(3) m1(to) = x1(t1), wa(to) = a(ts)
(4)

4) la longitud de 7 esta dada por

t1
e:/'wﬁ+¢%t
to 1 2
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Sea
S ={f:lto,t1] — IR*: f satisface las condiciones (1) — (4)}.
S c C'([to, t1]) = {f : [to, t1] — R? : f' continua}.
Hay que hallar la curva de longitud ¢ que encierra la mayor superficie. Esto significa
que se debe maximizar
1

J(f) = —%l'ldl’g —l'gdl’l
2 J/y

I :
= 5 \ [ZL‘lfL’Q — ZL‘QJZl]dt.
0

Por lo tanto el problema queda establecido como

e )

La solucién es la circunferencia de perimetro ¢, cuya parametrizacion es

T
f*(t):<£00527rt_t0 2 t_t()) :

2T tl — to’ 2T tl — t()

En este ejemplo, card(S) > R, entonces el problema es continuo y como dimgC*([to, t1]) =
00, el problema es infinito.

Este tipo de problema corresponden al area de calculo de variaciones. Otros ejem-
plos clasicos que pueden plantearse en forma similar se pueden mencionar:

El problema del spline cubico.
El problema de hallar el camino mas corto entre dos puntos.

El problema de la braquistocrona.

La herramienta para resolver estos problemas son las ecuaciones de Euler-Lagrange y la
desigualdad variacional.

1.2.3 El cociente de Rayleigh

PROBLEMA: Encontrar el mayor autovalor de una matriz A € R™", simétrica y
definida positiva.

Como A es simétrica y definida positiva todos sus autovalores son ntimeros reales estric-
tamente positivos. Entonces A € IR es autovalor de A y v € R", v # 0 su autovector
asociado si

Av = M
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de donde
vTAv = Mo
Por lo tanto
vT Av
A p— pu 1.
fo) = S2ls0 (15)

que es el cociente de Rayleigh. Conocido los autovectores de A, (1.5) permite hallar
los correspondientes autovalores. Entonces si definimos

S={veR":v#0} CR",

el problema de hallar el mayor autovalor de una matriz simétrica, definida positiva se
puede establecer como sigue
vl Av
max )
ves Ty

Como dim R™ = n y card(S) > ¥, el problema es continuo y finito.

1.2.4 Ejercicio

Ejercicio 1.1 Regresion lineal
Sea el siguiente conjunto de puntos del plano

{(xla yl)a (x27 y2)a T (xma ym)}

y considere el problema de ajustar estos datos mediante una funcién lineal, f(x) = az+».
Establezca este problema usando las normas ¢, con p = 1,2, 0o. Verifique que si p =1
0 oo el problema se puede plantear como un problema de programacion lineal, mientras
que si p = 2 el problema es de programacion cuadratica.

Una cantidad considerable de distintos tipos de problemas de optimizacién se pueden
hallar en los textos de [2, 3] y [23].

11



Clase 2

Caso irrestricto y problemas
relacionados

El problema que vamos a comenzar a estudiar en esta clase es el de hallar los puntos
que minimizan a una funcién definida en IR". Esto es dada f : R" — IR, hallar x, € IR"

tal que
) < f2),  VaeR

Notacion:

min f ()

¢ Por qué interesa este problema 7 .

1. Problemas CON restricciones aparecen en muchas aplicaciones. Algunos de estos
problemas pueden transformarse en problemas sin restricciones.

2. También ocurre que algunos métodos para resolver problema con restricciones
consisten en resolver una sucesiéon de problemas sin restricciones (por ejemplo, los
llamados métodos de penalizacion).

Por lo tanto, es claro que estudiar el problema sin restricciones y los métodos que
lo resuelven es un problema central en el desarrollo de algoritmos para problemas
con restricciones.

3. Por otra parte en muchas aplicaciones, se presentan problemas sin restricciones en
su forma pura.

12
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2.1 Ejemplo: problema de estimacion de parametros

Supongamos que tenemos una variable y, (variable dependiente) y variables xy,-- -, z,,
(variables independientes).

Supongamos que se han observado valores yi,---,¥, de y, asociados a valores x;;,7 =
L,---,r, 7=1,---,pde las variables x;, j = 1,---,p.

PROBLEMA: establecer la relacion entre las variables y y las variables xy, - - -, x,.

e Este problema aparece en distintas areas como economia, medicina, biologia, in-
genieria, etc.

e Se desea saber la relacién exacta entre las variables para poder predecir un com-
portamiento que no se puede observar. Tambien, a partir de esa relacién se desea
controlar los futuros valores de y modificando los valores de x;, j =1,---,p.

y:F(xl’...,xp;bl’...)
F es la funcional y by, bs, - - - son los pardametros a estimar.
e [os pasos para resolver este problema de estimacion de parametros son:
1. Formular un modelo cualitativo de causa y efecto identificando las variables
independientes.

2. Obtener una coleccién de datos.

3. Formular el modelo matemdtico postulando la forma de la funcional que rela-
ciona los datos

4. Determinar los valores de los parametros de la funcional que mejor expliquen
los datos observados.

5. Obtener intervalos de confianza para los mejores valores de los parametros.

En los modelos de regresién que se originan en ciencias sociales, el paso 3. involucra
la formulacién de una funcional lineal o logaritmica y el paso 4. involucra la resolucion
de un problema de cuadrados minimos lineales (CML). Precisamente el problema CML
es un ejemplo de un problema de minimizacién sin restricciones.

Supongamos que la relaciéon que se busca es de la forma

P
y = bpy+ D bz (2.1)
j=1

En este caso, el valor de los parametros b; que mejor explican los datos observados son
aquellos para los cuales la suma de los cuadrados del error entre los valores predecidos

13
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y los valores reales de la variable dependiente es minimo. Esto es, aquellos valores

by, b3, -+, by, by, tal que minimicen

i=1 j=1

L(b) = L(bla T bpv bp+1) = XT: (yi - (prrl + zp: bjxij)) .

Las siguientes son algunas razones de la popularidad de la funcional L.

1. Existe toda una teoria estadistica concerniente a b*. Esa teoria garantiza que b* es
un buen estimador de los verdaderos parametros. Tratando a y como una variable
aleatoria, bajo ciertas hipotesis sobre L se puede probar que 07, (j=1,---,p+1)
son unicos y que tienen una distribucion normal. A partir de esa teoria se pueden
obtener los intervalos de confianza para los verdaderos valores de b;.

2. La segunda razén de la popularidad de L es que su solucion se puede hallar en
forma analitica y tambien existen gran cantidad de cédigos para computar la
solucion y los intervalos de confianza.

Si se define
Y1 1 2y - 2y
y=| " ler, a=|: : D[ e R
n I @ -0 Ty
el problema se escribe como
min ||V — Ab3
beRPT!

y su solucién que se puede deducir de las ecuaciones normales es b* = (ATA)"1ATY =
ATY, siendo AT la matriz seudoinversa de A.

Otra funcional frecuentemente usada es

y = flay, -+, app1) = exp (ap+1 H 91?(;]) (2.2)

j=1

p
Iny = ap41+ Zaj Inz;.
Jj=1
Es claro que los valores que mejor estiman a los pardmetros a;, j = 1,---p + 1 son
encontrados minimizando

r

p
Y ny; — (apsr + Y ajInz;)).

i=1 j=1
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Esta tiene una forma similar a la forma anterior. Se pueden escribir las ecuaciones
normales cambiando Iny por y; y Inz;; por z;;.

En ciencias fisicas muy rara vez se encuentra un problema de regresion con una
funcional lineal o logaritmica. Usualmente la funcional se construye a partir de consi-
deraciones acerca del proceso fisico de causa y efecto.

El problema general de regresién tiene la forma

r

] e — . 2
Iin iZI[yz F(b, z;)] (2.3)

donde F'(b,x) es una funcién que involucra el vector de pardmetros b y las variables
independientes z;, 1 =1,---,r.

Es claro que resolver (2.3) no es tan simple como en el caso lineal.

Mas ejemplos de problemas del mundo real que se pueden modelar como un problema de
optimizacién no lineal sin restricciones se pueden encontrar en el trabajo de Moré [24].
Este trabajo contiene un conjunto de 14 problemas planteados y casi en todos ellos, el
método sugerido para su resolucion es algunos de los que se mencionaran en este curso.

2.2 Problemas relacionados

El problema de

I. Minimizacién sin restricciones (MSR)

min f ()

esta relacionado con otros problemas tales como,

II. Sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales (SNL)
Dado F : R" — R", hallar z, € R" tal que F(z,) = 0.

ITI. Cuadadros minimos no lineales (CMNL)
Dada F : R" — IR™, m > n, hallar z, € IR" tal que resuelva,

zeR™

min || F(z)|[3 = min >~ fi(x)*,
i=1

donde F(x) = (fi(z), -+, fm(2))T.

los problemas II. y III., bajo hipdtesis razonables se pueden tratar como un problema
MSR.
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e Resolver el sistema no lineal F'(x) = 0, es equivalente a resolver el siguiente problema
n
min » _ fi(z)*.
i=1

Ejemplo 2.1 El sistema

2447
Fay,22) = ( x1+xz+1 ’

tiene una solucién z, = (1, —2)7.
Es claro que x, es una solucion del siguiente problema de optimizacion sin restricciones:

min f (1, x9) = (21 + x5 +7)% + (21 + 22 + 1)*.
Esto sugiere que las técnicas para resolver uno u otro problema estan relacionadas.

e El problema de CMNL es un caso especial de MSR. Sin embargo, no se utilizan los
mismos métodos. La idea es modificar las técnicas para resolver el problema MSR de
modo de tomar ventajas de la escructura de los problemas y obtener un método mejor.

Estos problemas, son resueltos utilizando métodos iterativos. Es decir, por medio
de algoritmos que a partir de un punto xp, el punto inicial, generan una sucesion, la
sucesién de iterados, {z;} C IR", que converge a una solucién del problema.

Los algoritmos son codificados y la respuesta obtenida rara vez coincide con z,. La
soluciéon computada, T, en el mejor de los casos es una aproximacién de x,.

2.2.1 Caracteristicas de los problemas no lineales

De acuerdo a Dennis-Schnabel [12] las siguientes son caracteristicas, que deben tenerse
en cuenta para desarrollar un algoritmo que resuelva un problema no lineal.

1. Tamano: es un concepto que depende del procesador. Un problema se considera
pequeno si tiene hasta 100 variables, mientras que si tiene entre 100 y 1000 vari-
ables se puede considera mediano. Finalmente problemas grandes seran aquellos
de mas de 1000 variables. Claramente esta nocién cambia a medida que cambia
la tecnologia.

Para problemas de gran tamano existen algoritmos especiales que explotan la es-
tructura del problema.

2. Disponibilidad de la derivadas: muchas veces se sabe que las funciones que
intervienen en el problema son continuamente diferenciables. Sin embargo las
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derivadas analiticas no estan disponibles o son costosas de calcular. Para eso
necesario desarrollar algoritmos que trabajen en forma eficiente ante la ausencia
de derivadas.

3. Eficiencia: ;qué significa que un algoritmo sea eficiente?. jQue sea econémico,
rapido y convergente !!.
Problemas costosos de resolver son aquellos donde las funciones que intervienen
necesitan mucho tiempo de maquina para ser evaluadas y tal vez lugar de memoria
para almacenar calculos intermedios.
También puede suceder que para la resolucién del problema se necesite resolver
subproblemas sencillos relacionados con él.
Por lo tanto se necesitan desarrollar algoritmos que requieran pocas evaluaciones
de funciones y derivadas y que muestren rapida velocidad de convergencia.

4. Precision: dependiendo de la naturaleza del problema se espera que la solucién
computada tenga unos pocos digitos de precision. En general se requieren més
digitos que los se necesitan para asegurar convergencia del algoritmo, pero el punto
es que la precision requerida rara vez esta cerca de la precision de la maquina.

5. Escalamiento: Con el calificativo de problemas pobremente escalados se quiere
significar que los tamanos de las variables difieren considerablemente entre si. Si
se ignora este fenémeno el comportamiento de un algoritmo para problemas no
lineales se puede ver realmente afectado.

Entonces, tamano del problema, eficiencia, precisién en la solucion y escalamiento del
problema son caracteristicas que deben ser tenidas en cuenta en el desarrollo de un algo-
ritmo que resuelve un problema no lineal, en particular los tres problemas mencionados
al principio.

2.3 Sistemas no lineales de ecuaciones algebraicas

Consideremos el problema de hallar z, € R" tal que F(z,) = 0, donde F': R" — R",

esto es
fl(xla"'axn>
1’ ’..-’xn
F(xla al‘n) = f2( ! . )
fn(xla"'axn)

Comenzamos asumiendo que F' es continuamente diferenciable en x € IR". Recordemos
de los cursos de calculo en varias variables que en ese caso cada componente f; es
continuamente diferenciable en x y la derivada de F' en x se define como sigue

17
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Definicién 2.1 (Matriz Jacobiana)

ox1 02 0xn

[o) [o) Oxp
Fla)=VF@)"=J@) =] ~" o e r

oxr1 Oxo 0xn

2.3.1 Meétodo de Newton

Como en el caso unidimensional, el método por eleccién para resolver el problema pre-
sentado arriba es el método de Newton.

Dada una aproximaciéon actual de z,, digamos z., se considera un modelo afin de
F(z) en un entorno de x.:

F(z) = F(x.+s) = F(z.) + F'(z.)s +R,

Mc(s)

es decir

M.(s) = F(z.)+ F'(z.)s (2.4)

s = x— . (2.5
Hallamos el paso s, el paso de Newton, de modo que M,.(s) = 0, entonces

Fl(z.)s = —F(z.)
s = —(F'(z.) " F(ze).

Esta construccion nos permite establecer el siguiente algoritmo :

Algoritmo 2.1 (Método de Newton)
Sea F': IR" — R", xyp € R" un punto inicial,

For k=0,------ , hasta convergencia do

e Resolver el sistema lineal F'(xy)s = —F(zy).

e Definir z;1 = xx + Si.

end
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Veamos que significa la expresion hasta convergencia en este algoritmo. Un buen criterio
de parada del algoritmo es preguntar en cada iteracién si ||F'(zx)|| < &1 o bien si dos
iterados consecutivos satisfacen |zxi1 — xx|| < €2 ||zk41||. Tambien, como en el caso
unidimensional hay que fijar el niimero maximo de iteraciones, para detener el proceso
en caso que no haya suficiente progreso hacia x.

En préctica se utiliza ||.||2 0 ||.]/cc-

Ejemplo 2.2 Ver [12].

Consideremos ) ,
Ty + x5 —2
F(1717172) = < 611171 —f-?L'% _9 )

Una solucién es z, = (1,1)7. Aplicamos el algoritmo 4.2 comenzando desde zy = (2, 3),

2o = g) e = [|z0 — 2loc = 2

r1 = (2)?1? e; = ||z1 — 24l|oo = 1.117

n=( T e — || — 4 oo = 0.688 & 7 x 10~

xr3 = 1411181161 e3 = |73 — Tylloo = 0484 ~ 5 x 107!
r=( oo &1 — ||4 — 2, | = 0.059 ~ 6 x 10~
) B A

mo=( T ) e = [l — ]| = 0.000002 ~ 2 x 10~
T = 1969090909090909090905009 ) er = [l = iloo = 9 X 107,

Se observa que la convergencia es g-cuadratica.

2.3.2 Velocidad de convergencia

Supongamos que {z;} C IR" es una sucesién que converge a un punto x, € R". Esto es
lim ||z — 24| = 0.
k—o0

donde ||.|| es una norma en R".

19



Introduccion a la Optimizacion Numérica — Maria Cristina Maciel 20

Definicién 2.2 (Convergencia ¢-lineal)
Se dice que {x} converge q-linealmente a x, si existe una constante ¢ € [0,1) y un
indice K > 0 tal que para todo k > K se cumple

21 — 2ol < elloe — 2l
Este tipo de convergencia puede no ser satisfactoria en préactica. jpor qué?.

Definicién 2.3 (Convergencia g-orden p)
Se dice que {x} converge a x, con q-orden de convergencia p si existe una constante
c >0 y un indice K > 0 tal que para todo k > K se cumple

kst — 2.l < ellak — 2],
Si p = 2 se tiene convergencia g-cuadratica y si p = 3 se tiene convergencia g-ctibica.

Definicién 2.4 (Convergencia ¢-superlineal)
Se dice que {xy} converge a x, con q-superlinealmente si existe una sucesion {c;.} C R
tal que ¢, — 0 tal que
[k r1 = 2ol < cllzn — ).
Dicho de otro modo
el
koo [le]

Ejemplo 2.3 Analicemos que velocidad de convergencia muestran las siguientes suce-

siones:

) ap=1+27F
lim1+2%=1=uz,.

k—o00

Calculamos:
1 1
|3jk+1 — 1‘ = |2_(l€+1)‘ — |2—12—k“ — §|2—k‘ + 1 — 1| = 5‘1% — 1|’

es decir que {z;} converge a 1 g-linealmente con ¢ = %

5-
2) 7, =1+27%
gm1+24k:1:xw
Calculamos:
2 1
|$k;+1 o 1| — |2—2(k+1)| _ |2_(2k2)| _ |(2_2k) | _ |2_2k +1— 1|2 _ §|$k; i 1|2.

Luego la convergencia es g-cuadratica con ¢ = 1.
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El prefijo ¢ (por quotient) en las definiciones de arriba se utiliza para diferenciar
este tipo de convergencia de las de tipo r (por root).

Definicién 2.5 (Convergencia r-orden p)
Se dice que {x}} converge a x, con r-orden de convergencia p si existe una sucesion
{arx} C R que converge exhibiendo un comportamiento q de orden p tal que el error

lor = 2] = llerll < faxl

Para aquellos lectores interesados, la referencia obligada para estudiar los distintos
tipos de convergencia es el capitulo 9 de [27].

2.3.3 Convergencia del método de Newton

En el método de Newton, F(x.+ s) es modelada por un modelo afin. Antes de enunciar
el teorema de convergencia queremos hallar una cota para la diferencia entre F'(z. + s)

y el modelo M.(s). Para eso necesitamos una hipétesis de continuidad sobre la matriz
F'(z).

Definicién 2.6 (Continuidad de Lipschitz )

Sea G : R" — R™", x € R". Sean ||.|| y |||-]|]| normas en R"™ y R™" respectivamente.
El operador G se dice Lipschitz continuo en x € D conID C IR" abierto, si existe una
constante v > 0 tal que para todo y €D

I1G(y) = G(@)|[| < vl —yll.
La constante vy se dice la constante de Lipschitz.
Notacién: G € Lip, (D).

Lema 2.1 Sea F : R" — IR"™, continuamente diferenciable en un conjunto abierto y
convexoD C R". Sea J € Lip, (D) y considerando una norma vectorial y la correspon-
diente norma inducida, para todo x + s €D se tiene

[F(z +5) = F(z) = J(x)s] < %HSHQ-

Demostracién:

1

Fx+4s)—F(z)— J(x)s = J(z + st)sdt — J(x)s

1

[J(x + st)s — J(x)s]dt.

)
)

21
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Tomando norma, usando propiedades de la integral, de la norma y del hecho que J(z)
es Lipschitz continua con constante v enD se tiene

1F G+ s) = F@) = J@sl = | [ [+ st)s = J)slat]
< [+ st)— @)ls)ar
< o [ lesllshar
< sl

Teorema 2.1 (Convergencia del método de Newton)
Sea F:ID — R", D C R" abierto y convexo. Asumiendo,

(N1) FEziste x, €D tal que F(z,) = 0.
(N2) FEuziste 3 > 0 tal que ||J(z)7|| < B para todo x €D.
(N3) F' € Lip, (D).

Entonces, si existe n > 0 tal que para todo xo €D tal que ||zg — x4|| < 1, la sucesion
{zx} generada por algoritmo 4.2 estd bien definida y converge a .
Ademas,

2k — 2l < Byl — )
Demostracién: Ver [12], Capitulo 5. [

Significado de la constante (37:
De la demostracién del teorema se puede observer que el radio de la region de
convergencia del método satisface

1
S
208

La constante 37 es una medida de la no linearidad relativa de F' en xz,. Esto se deduce
de

(2.6)

[/(z) = J ()|l
17 ()|

e FEl teorema de convergencia nos dice que el radio de la region de convergencia es
inversamente proporcional a la no linearidad relativa de F' en x,.

<@ (@) = J(@)ll < Byllz — 2.
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e En practica la igualdad en (2.6) es una estimacién del peor caso que muestra cuan
lejos de x, se extiende la region de convergencia del método. Si F' es muy no lineal
el radio serd pequeno, mientras que si F' es casi lineal la region de convergencia
puede ser mas grande.

Ventajas del método de Newton

1) Répida convergencia local si xg es elegido adecuadamente y J(x,) es no singular. Si
J(z,) es singular la convergencia es g-lineal.

2) Si F(z) = Az — b el método converge a x, en una iteracion.
Desventajas del método de Newton

1) El método no converge globalmente.
2) En cada iteracién necesita calcular la matriz J(x).

3) En cada iteracién necesita resolver un sistema lineal. Luego el trabajo aritmético es
O(n?) por iteracién, més el inconveniente de posible mal condicionamiento.

2.3.4 Teorema de Kantorovich

Teorema 2.2 (Teorema de Kantorovich)

Sea F : R" — R", o € R", r > 0,F € C' en N(xg,7). Suponiendo normas
vectoriales y normas matriciales inducidas, J(xg) no singular J € Lipy N (xo,7) y que
existen constantes 3,m > 0 tal que

1 (z0) " F(zo)l| <m, =By

Entonces

i) Sta < % yr >ryg = U*T V;Qa, entonces la sucesion generada por el métodos de

Newton estd bien definida y converge a x, una unica raiz de F(x) en N (zo,70).

s . , : 1412
it) Sia < i entoncesz, eslatinica raiz de F(z) en N'(zo,71) donde ry = min {T, (tvi-Za

By

Y

|z — 2] < L(2a)F, k> 0.
(8%

j
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Comentario:

La principal diferencia entre el teorema de Kantorovich y el teorema de convergencia 2.1
es que en el teorema 2.2 no se tiene ningin tipo de informacion acerca de la solucion x,
y la no singularidad de J(z,). El precio que se paga por esa falta de informacién es que
solo se obtiene convergencia r-cuadratica y no se tiene informacion de la manera que
mejora cada iteracion.

Idea de la demostracion:

Siguiendo a Dennis-Schnabel [12], dejamos la demostracién como un ejercicio, dando
aqui una idea de los pasos que se deben seguir para completar la misma. Los estudiantes
interesados en este tema tambien pueden consultar [17, 27] y [29].

Se utiliza la técnica de mayorizacion, construyendo una sucesion {t;} de nimeros
reales que satisface las condiciones del teorema de Kantorovich.

1) Definir una funcién f : R — R asi

Yo L1, 7
fO) =22 —=t+=L t,=0.
(t) =3 33
Verificar que esta funcion satisface las condiciones del teorema 2.2:
la) tp, —t, = ;Vﬁl;?a.

1b) |tey1 — to] < 267187t — t, |2
2) Entonces probar que

2a) || J(ze) 7 < |f ()7
2b) [|zpsr — wll < [tpgr — i,

3) Luego probar que {x)} es una sucesién de Cauchy, que zr — z, y que del hecho
que {t,} converge g-cuadraticamente, los errores estdn acotados para todo k.

2.3.5 Teorema de punto fijo

El método de Newton pertenece a una familia de métodos iterativos que satisfacen
Zr41 = G(xy). El siguiente teorema establece condiciones sobre G bajo las cuales la
sucesién {xy} converge g-linealmente a z, desde un pnto o € D. Ademds x, € D es
tnico tal que G(z,) = 4.

Teorema 2.3 Sea G :D —D, D C IR" cerrado. Si para alguna norma existe o € [0, 1)
tal que para todo x,y €D

1G(z) = G < allz =yl

entonces:

24
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a) Eziste un tinico x, €D tal que G(x,) = x,.

b) Para todo xo €D la sucesion {xy} generada por xx 1 = G(xy), permanece enD y

converge q-linealmente a x, con constante «.

¢) Para todo n tal que |G (x0) — xo|| < 1 se cumple que ||z — 2, || < 7= para todo

k=01,

2.3.6 Ejercicios

Ejercicio 2.1 Muestre con el siguiente ejemplo que una sucesién puede converger line-
almente en una norma y no en otra.
Sea {x;,} € IR?, definida como sigue

N

(27% 0)F si k es impar
T =
g V2278, 27T si k es par.

Use [|.fl2 ¥ [[-loe-

Ejercicio 2.2 Sea el sistema

10x +sin(zx +y) = 1
8y —cos’(z—y) = 1
12z +sinz = 1

Comenzando de (%0, i,

1

)7, siga una iteracién del método de Newton.

Sugiera un método explicito zx1 = G(z), donde no sea necesario invertir G, que
resuelve el sistema no lineal.

Comenzando con (lio, i, %)T, estime cuantas iteraciones se necesitan para obtener

una aproximacién con seis lugares decimales correctos utilizando el método pro-
puesto en b).



Clase 3

Métodos cuasi-Newton para SNL

Una de las desventajas del método de Newton para sistemas no lineales es el calculo
de la matriz Jacobiana, lo que requiere una cantidad considerable de evaluaciones de
funciones. En esta clase veremos dos estrategias, para evitar el calculo de las derivadas.

3.1 Meétodo de Newton/diferencias finitas

En el caso de una variable f’'(z) es aproximada por
fl@+h)— f(z)
h

donde h es una cantidad tal que |f'(z) — a| = O(h).
Para el caso n-dimensional es razonable aproximar la componente % por
J

filx + hej) — fi(x)

h Y
donde e; es el j-ésimo vector candnico. Esto es equivalente a aproximar la j-ésima
columna de J(x) por el vector

F he;) — F
A= (z + e;L) (:c), j=1,...,n.

Utilizando lema 2.1 se puede probar facilmente

a; = ,j=1,...,n

1A, = J(@) 5l < Cilh]
[A=J@) < Cihl.

Esto nos permite construir el siguiente algoritmo

26
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Algoritmo 3.1 (Método de Newton/diferencias finitas)
Sea F': IR" — R", xp € R" un punto inicial,

For k=0,------ , hasta convergencia do

1. Para j = 1,---,n calcular las columnas de la aproxi-
macién del Jacobiano,

F(ZL‘k —+ hkej) — F(ZL‘k) .

(Ax); = ™

2. Resolver el sistema lineal Ays = —F ().

3. Definir zp11 = xx + Sk

end

Teorema 3.1 (Eleccién de hy)

Sean F,x,,xo como en el teorema 2.1. Si {hy} es una sucesion de nimeros reales tal
que 0 < |hg| < n para algin n > 0, la sucesion generada por el método de Newton con
diferencias finitas hacia adelante converge a x, q-linealmente. Ademds

1. St hy — 0 la convergencia es q-superlineal.

2. Si existe ¢y > 0 tal que |hg| < 1|z — .|| 0 equivalentemente
si existe ca > 0 tal que |hy| < col|[F(xk)|| la convergencia es q-cuadrdtica.

Demostracién: Ver [12]. [
Como en el caso de una variable este teorema no indica exactamente como elegir el
tamano del incremento hy en practica.
Es claro que hay dos fuentes de error en conflicto.

e Si A, es una aproximacién de J(z);, el error es O(|h|), esto sugiere tomar h,
pequeno.

e Sin embargo otro error que se introduce en el calculo de A ; es causado al evaluar
el numerador F'(z + he;) — F'(z). Este error, digamos 0 es cada vez peor para
valores pequenos de h. Al dividir por h el error en el cociente es %. El error 6 que
resulta de la inexactitud de los valores de F'y de errores de cancelacion, se supone
que es una fraccion de ||F(z)]|.
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Entonces h debe elegirse de modo que exista un balace entre O(|h|) y O (”ﬁg?”) en la
aproximacién A ; de la j-ésima columna de J(x).

Es razonable, que si F'(x) tiene t-digitos confiables, entonces
F(x + hej) — F(x)

deberia diferir de F'(z) en la tltima mitad de estos digitos. Mas precisamente si el error
relativo en el computo de F'(z) es 7, entonces
|£(z + he;) — F(2)]
()]

S\/ﬁa jzlaan

En ausencia de una mejor informacién para conseguir esto, es razonable perturbar cada
componente x; por su propio h;. Usualmente se toma h; = \/gy|z;|, para todo j.

Ejemplo 3.1 Ver [12].

Consideremos ) ,
x5+ x5 — 2
f(xlaxZ) = < €x1£1 _’_21,% -9 ) .

Una solucién es z, = (1,1)7. Aplicamos el algoritmo 3.1 comenzando desde zy = (2, 3)
y hy=10""ay|, j=12.

g — 4.0000003309615 6.0000002122252
07\ 2.7182824169358 27.000002470838 |-

0.57465515450268

1= 1 2.11689666735234 |21 = 24l 10

[ 0.31178738552306 g — o e 7 x 10-1
2=\ 1.52419810116335 T2 7 Trlloo =

[ 1.484138151178 N B
T3 =\ 1.1464781318492 |25 = 2l 5 x 10

[ 1.0592958450507 N .
47\ 1.03481950922365 ) 2 = @efloc ~ 610

~{ 1.0008031056081 o
5 = | 1.0014625533494 |25 = 2. flo02x A 10

~{ 0.99999872173640 N y
6=\ 1.0000026674316 26 = 2.l 2 2% 10
4o _ [ 0:99999999999535 7 — o~ O x 10-12

1.0000000000091
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3.2 Métodos secantes para sistemas no lineales

Recordemos que el método de Newton aplicado a F'(x) = 0, en cada iteracion resuelve
un sistema lineal
F'(x.)s = —F(x,),

si la solucion de este sistema es s., el nuevo iterado es
Ty = T+ Se.

La iteracién de Newton proviene de aproximar F'(z) por el modelo lineal (2.4) alrede-
dor del iterado actual x., esto es

M.(z) = F(z.) + F'(z.)(x — x.).

Una desventaja del método de Newton es el célculo de F'(x.). Por otra parte, si la
matriz Jacobiana es aproximada utilizando diferencias finitas, nos encontramos con el
inconveniente de tener que efectuar n? evaluaciones de funciones.
Entonces, ;, es posible aproximar F”(x.) o su inversa, cuando éstas no estéan disponibles,
sin efectuar evaluaciones de funciones?

Recordemos que en el método de la secante para el caso unidimensional, considera-
bamos los dos ultimos iterados, x., x,,y el modelo afin que aproxima f en un entorno
de .,

my(z) = f(zy)+ap(z—2y)

_ fleg) — [z

a, = :

Ty — T,
Observemos:

my(rvy) = f(zs) (3.1)
my(ze) = flxe) (3.2)
my(z44) = 0. (3:3)

El precio que se paga por usar esta aproximacion se que se pierde la rapida convergencia
cuadratica, obteniendose s6lo convergencia de orden p = 1+T\/5

Para el caso n > 1, se procede en forma similar. Consideremos z., z, € R". El modelo
lineal

M, (z) = F(zi) + Ay (z — 24),

29
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satisface My (zy) = F(xy) y EXIGIMOS QUE A, SEA TAL QUE
Mi(z) = Fl) (3.4)

entonces
Mi(ze) = F(ay)+ Ap(ze — 1)
Fz.) = Flzg)+ Ap(ze —xy)
Ap(ey —xe) = Flog) — F(z.).

Dado que z; — x. = s, es el paso y definiendo y. = F(z;) — F(x.) se tiene la ecuacién
de la secante

Aise = e (3.5)

Este es un sistema de n ecuaciones y n? incégnitas, las entradas de la matriz A, € R™*".
Por lo tanto no se tiene un solucién tnica.

;, Cémo hallar una matriz A, 7.

Dado que en la iteracién actual no se tiene ninguna informacién acerca de la matriz
Jacobiana o del modelo, hay que conservar la informacion que se tiene de las iteraciones
previas. Por lo tanto el objetivo es:

FELEGIR Ay TRATANDO DE MINIMIZAR EL CAMBIO EN EL
MODFELO LINEAL SATISFACIENDO LA ECUACION DE LA
SECANTE.

Teorema 3.2 Sean z.,x, € R" tal que A, s. = y., entonces
M (2) = Mo(2) = (Ay — A)(z — .)

para todo x € E(x4).

30
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Demostracién:
My (z) = Me(z) = Flay) + Az —2y) — (Flze) + Ac(r — 2c))
= F(zy)—Flz.)+Axr —Ayxy — A+ A + Ay,
— A+xc
= F(zy) — F(z.) — Ap(vy —xe) + Ay (2 — 20) — Ac(z — x0)
= At (A — A — )
— (A - Ao ).
|
Ahora bien, dado x € R", x — z. se puede descomponer de manera tinica como
r—T.=as.+n, «a#0,
con s'n = 0. Entonces
Mo () = Mi(z) = (Ay — A - )
= (Ay — A))(asc+n)
= O[(A+ — AC)SC —+ (A+ — Ac)n
= a(y.— Acse) + (A — Ao)n. (3.6)

En ecuacién (3.6), el primer sumando involucra informacién conocida, luego para que
el cambio en el modelo afin, al pasar de una iteracion a otra, sea minima en un entorno
del iterado actual z, se debe elegir A, de modo que

{m+—¢m —0

T, —
s.n =0.

Por lo tanto A, no debe diferir de A, en el complemento ortogonal del subespacio
generado por la direccién del paso s.. Esto significa que A, — A. debe ser una matriz
de rango 1. Luego existe un par de vectores u,v € IR" tal que

A, — A, = w’

A, = Ac+w’ (3.7)

i, Cuadles son los vectores u y v 7
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Determinamos u. En (3.7), calculamos
Aps, = Acse+ (uv')s,
= A, +u(v’s,)
Ye — Acsc
= =—, 3.8
u T, (3.8)
Conclusion: Todas las actualizaciones o correcciones secantes de A, estan dadas por
(yc - ACSC)UT
A, = A 42— 3.9
N L (3.9)
para alguna eleccion de v.
3.2.1 Método de Broyden
Si en (3.9) se elige v como el paso s, se tiene la actualizacién de Broyden
c Ac c r
A, = A4 WemAcs)se (3.10)

sT's.

Esta actualizacion permite definir el método de Broyden que es quiza después del método
de Newton el método mas popular para resolver sistemas no lineales de ecuaciones
algebraicas.

., Qué significa el término actualizar ?

Actualizar la matriz indica que no se estd aproximando F’(z, ) ignorando F'(zx.), sino
que la aproximacion A, de F'(z.) estd siendo corregida de modo que A, sea una apro-
ximacion de F'(z,). Establecemos el algoritmo :
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Algoritmo 3.2 (Método de Broyden)

Sea ' : R" — IR", xy € IR" un punto inicial, Ay € R™*" una matriz
inicial,

for k=0,------ , hasta convergencia repeat
1. Resolver el sistema lineal Ays = —F(zg).
2. Definir zp11 = xx + Sk

3. Calcular y; = F(xp41) — F(xg).

4. Actualizar la matriz

— Apsp)st
Ak—l—l — Ak; + (yk Tk k) k )

end

El método trabaja bien localmente como garantiza el siguiente teorema

Teorema 3.3 (convergencia del método de Broyden)

Sea F : R" — IR". Bajo la hipdtesis del teorema de convergencia del método de Newton,
sixg € R"™ es prozimo a x, (esto es ||xg—x.lla < & para algin §) y Ay prozima a F'(z,)
la sucesion {xy} generada por el método de Broyden converge a x, q-superlinealmente.

Que Aj sea préxima a F”(x,) significa que en la norma {5, [|Ag — F'(x4)||2 < n, para
algun n > 0.

Usualmente en préctica se elige Ag = I, Ay = D (matriz diagonal) o bien Ay = F'(x)
( ya sea analitica o calculada por diferencias finitas ).

Ejemplo 3.2 Ver [12].
Consideremos ) )
s+ xs— 2
F(xy,29) = ( 611£1+?E% _ 9 ) .

Una solucién es x, = (1,1)7. Aplicamos el algoritmo 3.2 comenzando desde zy = (1.5, 2)

con Ay = J(xg).

|20 — Tulloo = 1.

e 1.50000000
O\ 2.00000000
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0.8060692

1=\ 1457948 o = floo 5> 1071
T2 = 01..7247170076471 22 = @lloo 2 3 % 1071
75 = 1130000 o — .o 9 107
7= Torous o =l 9 107
5= { 1009605 o5 — .o =9 x 10
7o = ( g 9002013 o .l 6 1073
7= 5 9996835 o7 =l 6 107

xrg = |78 — Tiloo = 2 x 107°

0.99999818
1.00000000389
[ 0.9999999885 N »
9= | 0.999999999544 |29 — @e]|oo ~ 2 X 10
L ( 0.99999999999474
1071 0.99999999999998

1.0
11 = Hl‘n — l'*”oo =0.
1.0

||f[710 — 17*”00 ~ 2 X 10711

Se observa que la convergencia es g-superlineal. Notemos tambien que la aproximacion
final del Jacobiano generada por el método de Broyden es

0.9995643 3.011004

J@Q:(f g)

Se observa que Ajq tiene un error relativo maximo del 1.1 % como aproximacién de
J(x,). Este comportamiento es tipico de la aproximacion final del Jacobiano generado
por el método de Broyden. Sin embargo es posible encontrar ejemplos donde la sucesién
{Ag} no converge a J(x,).

< 1.999137 2.021829)
AlO == 5

mientras que
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Ventajas del método de Broyden

1) Répida convergencia local si zg y Ay son elegidos adecuadamente y J(z,) es no
singular, (si bien no tan répida como la velocidad que se puede observar en el
método de Newton).

2) No necesita el cdlculo de derivadas.
Desventajas del método de Broyden
1) El método no converge globalmente.

2) En cada iteracién necesita resolver un sistema lineal, con los inconvenientes que esto
puede provocar.

3.2.2 Ejercicios
Ejercicio 3.1 Sea F : IR? — IR?, definida como sigue

T1+x9—3
Flew) = (31305 ),

la cual tiene raices (0,3)7 y (3,0)T. Sea zy = (1,5)7.
a) Halle una raiz utilizando el método de Newton.
b) Repita a) utilizando el método de Broyden comenzado con xy y Ay = J(zp).

¢) Muestre que la sucesién {Ax} generada por le método de Broyden no converge a

J(xy).
Ejercicio 3.2 Considere el sistema no lineal
?+y = 35
28 + 24 = 69

32° +102° = T770.
Halle la solucién del sistema no lineal que es proxima a x =3, y =3, z = 2,

a) Utilizando el método de Newton.
b) Utilizando el método de Broyden y J(x(), como matriz inicial.
d

)
c¢) Utilizando el método de Broyden e I, como matriz inicial.
)

Compare sus resultados.



Clase 4

Minimizacion sin restricciones

Consideremos el problema

min f(x),

zeR™

siendo f : R"™ — IR. Vamos a establecer condiciones necesarias y suficientes para que
z, € R" sea un minimo local para f. Estas condiciones son la clave para los algoritmos
que vamos a desarrollar.

4.1 Condiciones de optimalidad

Teorema 4.1 (Condicién necesaria de primer orden)
Sea f: R" - R, f € C'D),D C R" abierto. Si x, €D es un minimo local de f
entonces V f(z,) = 0.

Demostracién: Sea d € R" un vector arbitrario, d # 0. Sea
o:R—R

definida como:
o(t) = f(x, +td).

Calculamos,
¢t) = Vf(z,+td)d (4.1)
Como x, es minimo local de f, entonces

flz,) < flza+td) Vd#£0
9(0) < o(1),

36



Introduccion a la Optimizacion Numérica — Maria Cristina Maciel
de donde t, = 0 es un minimo local de ¢, y por lo tanto ¢’(0) = 0. En (4.1) resulta,
¢'(0) = Vf(z,)'d (4.2)
Como Vf(z,) L dyd#0,de (4.2) resulta que V f(z,) = 0. [

La siguiente, es otra demostracion del lema que es interesante pues permite caracteri-

zar una clase de algoritmos que resuelven el problema MSR: los métodos de descenso.
Demostracién: (por el absurdo).

Supongamos que V f(z,) # 0, entonces es posible elegir una direccién p € R", p # 0 tal

que z +p ey Vf(x,)p<O0.

Como f € C'(D), entonces para todo t € (0, 7), para algiin 7 se tiene

Vf(z, + tp)Tp < 0.

Luego
flxe +7p) — f(z)) = /0 Vf(z, +tp) pdt <0,
de donde x, no puede ser un minimo para f. |

Esta demostracién, basicamente sugiere que si en un punto z., Vf(z.) # 0, se
puede elegir una direccién p. # 0 tal que V f(x.)Tp. < 0 que permitira hallar una nueva
y mejor aproximacion a x.

Teorema 4.2 (Condicién necesaria de segundo orden)
Sea f:R" — R, f € C*D),D C R" abierto y convexo. Si x, €D es un minimo local
de f, entonces

a) Vf(z) =0
b) V2f(z,) es semidefinida positiva.

Demostracién: Consideremos nuevamente ¢(t) = f(x, + td) para todo d # 0.
como x, €D es un minimo local de f, el punto ¢, = 0 es un minimo local de ¢, entonces

¢"(0) > 0 (4.3)
¢'(t) = Vf(x,+td)'d
' (t) = d'Vif(z, +td)d
¢"(0) = d'Vif(x,)d >0 (4.4)

donde la desigualdad (4.4) se deduce a partir de (4.3). [
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Teorema 4.3 (Condicién suficiente de segundo orden)
Sea f:R" - R, f e C?D),DC R" abierto y convexo. Si x, €D tal que V f(x,) =0

y V2f(z,) es definida positiva, entonces . es un minimo local estricto de f.

Demostracién: Como V?f(x,) es definida positiva, debido a la continuidad de
V2f(x), existe un entorno U(z,) € D tal que V2f(z) es definida positiva para todo
x € U(x,). Entonces para todo p tal que =, + p €D,

flatp) = f@)+ V)4 50 VI

= )+ 5P G
> f(xy),

con z = ar, + (1 — a)(z, + p), 1 < a < 1. En consecuencia x, es un minimo local
estricto de f. [ |

Corolario 4.1 Sea f : R" — R, f € C?*D),D C R" abierto y convexo. Si z, €D tal
que Vf(z,) =0y V2f(z,) € Lipr(U(z,)) con V2 f(z,) no singular, entonces x, es un
minimo local estricto de f siy sélo si V2f(x,) es definida positiva.

Demostracién:
<) obvio.
=) Si z, es un minimo local de f, entonces Vf(z,) = 0y V*f(x,) es semidefinida
positiva. Como V?f(z,) es no singular, entonces V2f(z,) es definida positiva. [ |

Comentario: Es claro que las condiciones necesarias y suficientes para que un punto
T, sea un maximo local de f son simplemente que x, sea un minimo local de —f.

4.2 Direcciones de descenso

Definicién 4.1 (Direccién de descenso)
Sea f € O, el vector p € R™, p # 0 se dice que es una direccién de descenso para f
desde T si existe T > 0 tal que para todo t € (0,7),

f(@+1p) < ().
Proposicién 4.1 Si Vf(z)Tp < 0 entonces p es una direccién de descenso para f en

r=2x.
La reciproca no es cierta.
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Demostracién: Si Vf(7)Tp < 0, entonces para todo t € (0,7),

f(Z+tp) — f(2)
/

<0

de donde
f(@+1tp) < f(2).

Con el siguiente ejemplo mostramos que la reciproca no es cierta.

Ejemplo 4.1 Sean
flry,20) = =23 — 22, z=(0,07, p=(1,00" #(0,0"

e p es una direccion de descenso.

f@ = £0,0)=0
FE+tp) = f(t0)=— <0

para todo t € (0, 7), para algén 7 > 0. Entonces
f(@ +tp) < [ ().
e Claramente Vf(0,0) = (0,0)” y por lo tanto
V(@) £0.

Establecido el concepto de direcciéon de descenso y con ayuda de la segunda demostracion
del teorema 4.1, nos proponemos desarrollar algoritmos que a partir de un punto inicial

dado, generen sucesiones que converjan a una solucién del problema MRS.

Una iteracion tipica de una algorimo de descenso es

Algoritmo 4.1 (Iteracién de cualquier método de descenso)
Dada x, € R", determinar p,. tal que V f(z.) p. < 0.

o Definir el paso de prueba: s, = ap..

e Determinar si el paso es aceptable: x = x.+ s. con

flze+s.)” <7 f(xe)
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4.2.1 Método de Newton

Dado z., alrededor de z,. la funcién f : R"™ — R se puede aproximar por un modelo
cuadratico

f(x) = f(xe+8) =~ fla.) + Vf(z)ls+ %STVQf(xC)s.

=qc(s)

Para el modelo ¢.(s) una condicién necesaria para que s sea un minimo es
Vg.(s) = 0. Esto es
Vf(we) + V2 f(ae)s =0,

que es el modelo lineal de F(z) = V f(x.) alrededor de z.. El paso de Newton es

s o= —Vf(x.) V(). (4.5)

[

A partir de esto, podemos construir el siguiente algoritmo

Algoritmo 4.2 (Método de Newton para MSR)
Sea f:IR" — R, 2o € R" un punto inicial,

For k=0,------ , hasta convergencia do

e Resolver el sistema lineal V2f(xy)s = =V f(zy).

e Definir zp1 = x5 + Si.

end

Ventajas y desventajas del método

e Es claro que las ventajas y desventajas del método de Newton para el problema
sin restricciones, son las mismas que para sistemas no lineales de ecuaciones alge-
braicas.

e si 7 es préximo al minimo local de f, con V2 f(z,) simétrica y definida positiva,
la sucesién generada por el método converge a z, g-cuadraticamente.

e Si f es una cuadratica estrictamente convexa, entonces V f(z) es afin y la solucién
se halla en una iteracion.
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e Ademas de las desventajas que el algoritmo comparte con el método de Newton
para sistemas no lineales de ecuaciones algebraicas, se presenta un nuevo incon-
veniente. Esto es a las dificultades que el método no es globalmente convergente,
que en cada iteracion ahora se requiere no solo las derivadas exactas para formar
el gradiente, sino que tambien se requiere la matriz Hessiana, se agrega el proble-
ma que la aproximaciéon que se obtiene, mas que un minimo para f, es un punto
estacionario de f. De hecho en cada iteracion, el algoritmo permite calcular zj
del cual no se puede decir si es un minimo, maximo o punto de ensilladura del
modelo.

Atn si x. es un punto préximo a un minimo de la funcién de modo que V2f(z.) sea
definida positiva, es interesante modificar el algoritmo de modo que se adapte cuando
V2f(x.) no es definida positiva. Existen dos modificaciones razonables del método de
Newton para el caso en que V2f(z.) no sea definida positiva.

1. Tratar deutilizar la forma de la funcion, (la curvatura). Esto significa explotar las
direcciones de descenso de curvatura negativa, esto es aquellas direcciones p tal
que

p'Vif(z)p < 0
Vf(z)p < 0.

2. Cambiar el modelo como sigue
1
qe(s) = fze) + Vf(ze)'s + QST[sz(l'c) + pel]s

donde . es elegido para que V2 f(x.) + p.l sea definida positiva y razonablemte
bien condicionada.
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Algoritmo 4.3 (Método de Newton modificado)
Sea f:IR" — R, 2o € R" un punto inicial,
For k=0,------ , hasta convergencia do

e Definir H, = V?f(xy) + upl donde

=0 s V2f(zg) es d.p.
Hik >0 en otro caso.

e Resolver el sistema lineal Hys = —V f(xy).
e Definir xp,1 = x5 + sp.

end

Tanto en este algoritmo como en algoritmo 4.2, el sistema Hys = —V f(xy) se
resuelve efectuando una factorizacion de Cholesky.

LkLgs = —Vf(l‘k),

donde Ly es triangular inferior.

. Eleccién del parametro p.:

Si se d& a p. un valor grande, nos aseguramos que H,. es definida positiva, pero
posiblemente resulte una matriz mal condicionada. Luego u. no tiene que ser tan
grande.

Si V2f(x.) no es definida positiva, tiene un autovalor real negativo. Entonces se
elige fte > |Aninl, siendo A, el autovalor negativo de mayor magnitud de V2 f(x,).

. Es claro que se zg es elegido préximo a x, con V2f(z,) definida positiva, se puede
aplicar el teorema 2.1 y se tiene que la sucesion generada por el método de Newton
converge g-cuadraticamente a una solucién local del problema. Para el problema
MSR las hipétesis estandard son

(N1) Existe z, € R" tal que Vf(z,) = 0.

(N2) V2f(x,) € Lipr(U(zy)).

(N3) V?f(z,) es definida positiva.
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Proposicién 4.2 sea H. la matriz dada por el algoritmo 4.3. Entonces la direccion
pe = —H 'V f(x.) es una direccion de descenso.
Demostracion: Ejercicio |
Comentarios: Para terminar,
1. Se puede evitar el calculo de las derivadas parciales para definir la matriz Hessiana,

usando diferencias finitas. Los alumos interesados son remitidos al texto de Dennis
y Schnabel [12].

2. Los métodos secantes necesitan un tratamiento especial para el problema de mini-
mizacién sin restricciones. La bibliografia sugerida incluye los siguientes textos
(12, 2, 3, 14, 20] y las contribuciones [10, 11].

3. Para los problema de gran porte los alumnos interesados pueden leer [5, 8, 7].



Clase 5

Minimizacion con restricciones

Comencemos el tema de optimizacion con restricciones con un ejemplo.

5.1 Un ejemplo

Consideremos el problema de estimar la solucién de una ecuacién diferencial, de la cual
se conoce que ajusta un conjunto de obsevaciones con ruidos {(t1,y1), -+, (tm, Ym)}-
Supongamos, a modo de ejemplo, la siguiente ecuacién diferencial

—y"+¢ = F(t), 0<t<2m (5.1)

Por simplicidad supongamos que F'(t) = sint + e ya que sint es una solucién parti-
cular de (5.1).

Problemas de este tipo, aunque mucho mas complicado, aparecen en el area de
meteorologia cuando se pretenden hacer prondsticos acerca del clima de una region.

Hay que determinar la funcién objetivo y la regién de factibilidad. Para determinar
el conjunto de factibilidad €2, resolvemos la ecuaciéon diferencial por medio de un método
numérico. En este caso usamos diferencias finitas. Dividimos el intervalo [0, 27] en N
subintervalos del mismo tamano, haciendo h = %” y discretizamos (5.1). En cada punto
de la grilla t; = ih, i = 0,---, N se denota y(ih) = x;41, y por lo tanto

= (xlvx% T xNJrl)T = (y(O), y(h)7 T y(Nh))T

Entonces la discretizacién de la ecuacién diferencial es
—Ti1 + 20 — Ty
2

Como a priori se conoce que la solucién satisface —1 < y(¢) < 1 se tiene que

e = F(li—1)h), i=2---N. (5.2)

—1<x<1, i=1--,N+1. (5.3)
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Asumiendo que las abscisas observadas son puntos de la grilla,
tr = Jih, ta = jah, -+t = Jmh,

la funcién objetivo es

f(x) = Fy(0),y(h), -y lf:aﬁ yGih) — ul), (5.4)

donde ¢ es una medida de la desviacion de la verdadera solucién con respecto al valor
observado.

Usualmente se usa ¢(z) = 22. Sin embargo, si algunas observaciones estdn sujetas a
errores muy grandes, se necesita una funciéon de desvio que no este sujeta a valores
que difieran tanto entre si. En [15] Gomes, Maciel y Martinez proponen usar para este
ejemplo la siguiente funcion

22 2z <0.25

o(t) =
0.5(z — 0.25) + 0.0625 en otro caso.

Entonces el problema consiste en hallar z € RV tal que

Minimice  f(z) = X%, o(ly(7ih) — wi)
z €

con
Q= {x c RV : z satisface (5.1), (5.2)}.

La funcién objetivo no tiene derivada segunda en aquellos puntos donde el argumento

de ¢ es 0.25.

5.2 Multiplicadores de Lagrange

El conjunto de restricciones del problema general de programacién no lineal usualmente
se especifica en términos de igualdades y desigualdades. Teniendo en cuenta esta estruc-
tura se pueden obtener toda una familia de condiciones de optimalidad involucrando
variables auxiliares que son precisamente los multiplicadores de Lagrange. Estos
multiplicadores no sélo son 1tiles para caracterizar las soluciones del problema, sino que
tambien brindan informacién para analizar cudn sensible son la solucién y la funcional
frente a pequenas variaciones en los datos. Tambien pueden ser usados para deducir
métodos computacionales para hallar una solucion local del problema. Finalmente, el-
los pueden ser vistos como variables de problemas auxiliares llamados problemas duales.
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La teoria de los multiplicadores de Lagrange se puede desarrollar en varias formas.
Aqui seguimos las notas de Tapia [36] y el libro de Fiacco y McCormick [13], que es
un cldsico en el drea. Se debe mencionar que Bertsekas [3], desarrolla la teoria de los
multiplicadores siguiendo dos puntos de vista diferentes, el de penalizacién y el de direc-
ciones factibles. Tratando que la teoria sea tan general como sea posible, asumimos un
espacio de Hilbert H no necesariamente de dimension finita. Por lo tanto consideramos
el problema

Minimice  f(x)
(PNL) = s.a ¢i(x)

donde f, ¢;, ¢;: H - R, I ={1,---,m}, D={m+1,---,m+ p}. Llamemos S a la
region de factibilidad,

S={reH:c¢(x)=0,i€l, ¢j(x) >0, j€ D}

5.2.1 Geometria del problema

Recordemos que para el caso de minimizacion sin restricciones cualquier direccién d, tal
que el angulo que forma d con la direcciéon negativa del gradiente es menor que 90 es
una direccién de descenso para f en x.. Esto es

Vf(z.)"d < 0.

., Cémo se extiende esta propiedad al caso con restricciones 7. Es claro que se debe tener
en cuenta

OPTIMALIDAD & FACTIBILIDAD

Es decir las direcciones no solo deben ser de descenso sino que ellas deben permanecer
factibles. Supongamos el caso I = (),

S={xe€H:cj(xr)>0,j€ D}

Para mantener factibilidad, notemos que para todo z tal que ¢j(x) = 0, j € D, los
gradientes V¢;(z) deben apuntar al interior de S.
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Para fijar ideas comencemos suponiendo una restriccion, C'(x) > 0. Si z. no es optimal,
siempre es posible hallar una direccion factible d, que reduce el valor de f,

Vf(z)'d < 0
T.+td € S

Si x. es una solucién del problema de optimizacién (esto es x. es optimal), no existe
ninguna direcciéon que reduce el valor de f y mantiene factibilidad. Observemos que
Vf(x.) =uVC(x.), p>0.

Si se tienen maés restricciones y z. es optimal, V f(z.) es una combinacion lineal positiva
de Ve¢j(z.), j € D,

Vf(re) = mVer(ze) + paVea(re) + usVes(re),  p; >0,
Vf(xe) — mVer(re) — paVea(ze) — psVes(ze) =0, p; > 0.
Notemos que el primer miembro es el gradiente de la funcion
f(@) = mer(x) — poca(x) — pacs(z),

em r = .

5.2.2 Existencia de los multiplicadores de Lagrange

Consideremos el problema PNL.

Definicién 5.1 (Lagrangiano)
Asociada al problema PNL, existe una funcion

(:HXxR" xR - R, lz,\p)=flz)+) Nalz) = > pe(a).

icl jeb

La funcion £ se dice Lagragiano o funcion de Lagrange asociada al problema PNL. Las
componentes de los vectores A € R™, u € R se llaman multiplicadores de Lagrange o
variables duales.

Definicién 5.2 (Restricciones activas)

Sea x, un punto factible de PNL. Las restricciones cj(xy) = 0, j € D se dicen restric-
ciones activas en ,.

Denotamos el conjunto de restricciones activas con B(z,), esto es

B(zy) ={j:j €D, cj(z.) =0}.
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El lema de Farkas juega un rol crucial para probar la existencia de los multiplicadores
de Lagrange.

Lema 5.1 (Lema de Farkas)
Sea H un espacio de Hilbert. ag,aq,---,a, € H. Las siguientes proposiciones son equi-
valentes:

(Z) VZ€H<Z’G’Z>HZO7 Zzlaaq = <27a0>20
(11) It; > 0 tal que ag = Y14 t;a;.

Para el problema PNL consideremos x un punto factible y supongamos que f y ¢; €
C'(S). Definimos los siguientes conjuntos.

Zy(x) = {z€H:(2,Ve(x))p=0,i€l, (2,Vec;(z))g >0, j € B(z),

(2, Vf(x))n = 0} (5.5)
Zy(x) = {z€ H:(2,Ve(x))p=0,i€el, (2,Vec;(z))g >0, j € B(z),
(2, Vf(x))m <0} (5.6)

Lema 5.2 (Existencia de los multiplicadores de Lagrange) Sea x, un punto
factible de PNL. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Zs(z,) = 0.

(ii) Existe A\, € R™, p, € RP tal que las siguientes condiciones se satisfacen

Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
a) Vil(Tye, Ay i) =0
b) Factibilidad: c;(x,) =0, € I; ¢j(xy) >0, 5 €D

¢) Complementaridad: (p.),ci(x.) =0, j € D

d) No negatividad: (p.); >0, j € D.

Comentario: Las condiciones KKT son un tema central en la teoria de PNL. Fueron
deducidas en forma independiente por Kuhn y Tucker a fines de la década del 40 y
por Karush en 1939. Desafortunadamente el trabajo de Karush fue ignorado mucho
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tiempo. Aquellos interesados en el area de optimizacion el articulo de Kuhn [18] hace
una revision historica de los origenes de la programacion no lineal.

Demostracién: <) Supongamos que las condiciones KKT se satisfacen, y que
Zy(x,) # 0. Entonces existe z € H tal que (z, Vf(z,))y < 0. Calculamos

<Za Vf(:t*»H = <Z> fo(x*, Ass N*) - Z(/\*)chi(x*) + Z(N*)ivci(x*»H

el €D
= > (A\)ile, Velm)yw + Y (pe)ilz, Ve ()
icl €D
- Z(“*) (z,Vei(x)) m,

€D
pues se cumple a) y z € Zy(z,). Entonces

> (2, Vi@ )e = D (m)ilz Vei@))m + Z)(/«L*)i<zavci(l‘*)>H- (5.7)
i€B(w+) iZB(zx

Sii € B(x,), se tiene que ¢;(x,) = 0y por lo tanto p; > 0y

> (m)iz, Vei(z))y = 0.

1€B(zx)
Si i & B(z,), se tiene que ¢;(x,) > 0y por lo tanto u; =0y
> (w)ilz, Ve())u > 0.

En cualquier caso en (5.7) resulta que
0> (z,Vf(x,))y >0,

que es un absurdo.

=) Para deducir la existencia de los multiplicadores de Lagrange utilizamos el lema de
Farkas.

Suponemos Zs(z,) = (). Entonces si (z, Ve (z,))g =0, i € I, (2,Ve;(z))g >0, j €
B(x,) se satisfacen, debe ser (z, V f(x,))y > 0.

Observemos que estas desigualdades se pueden escribir asi

(2, Ve(z))n =2 0, el
(2, =Ve(r))n = 0, i€l
(z,Vej(@))m > 0, j € B(wy)
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entonces (z, Vf(z,))y > 0.
El lema de Farkas permite asegurar que existen p; > 0,¢; > 0,¢; > 0 tal que
Vi) = > wVe(r.) + > 6Ve(n) =Y tiVe(z,)
i€B(wy) iel iel
= > wVe(r) + > (6 — ) Ve(,). (5.8)
1€B(zyx) i€l
Definiendo
Hm+1
Ly = 'un#z con p; = 0sii & B(x,)
Hm+p
A1
A2
—)\*: . —)\Z:tl—t;,ZE[,
Am,

n (5.8) resulta

Vf(x*) = - Z()\*)chi(:E*) + Z(N*)ivci(x*)

iel ieD
f(@e) + > (AN)iVe(z,) = > (1)iVei(z,) = 0
i€l i€D

vmf(x*a)\*aﬂ*) = 0,

que es la condicién (a).

Obviamente ¢;(z,) > 0,7 € Dy ¢;(x,) =0, i € I pues z, es factible para el problema
PNL, entonces se tiene la condicién (b).

Ahora bien si i € B(x,), entonces ¢;(z,) = 0y por lo tanto se tiene la condicién (c),
(p)ici(zs) = 0.

Si i € B(z,), entonces ¢;(z,) > 0, y de acuerdo a la definicién del vector p,, esas
componentes son ceros. Por los tanto (i, );c;(x.) = 0, y se concluye que la condicién de
complementaridad se cumple para todo ¢z € D.

Finalmente, los multiplicadores (f); se han definido no negativos, y por lo tanto se
cumple la condicién (d). N

20
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5.3 Condiciones de optimalidad

Para aplicar el lema 5.2 hay que determinar si Zs(z,) = ). Si todas las funciones son
de clase C', Zy(x,) = () es una condicién necesaria y suficiente para la existencia de los
multiplicadores.

Introducimos ahora el concepto de condiciones calificadoras de primer y segundo
orden. estas condiciones son propias de la regién de factibilidad y pueden ser requeridas
para que un punto sea solucién del problema.

Notacién: Se dice que PNL es C* significando que f y ¢;, i € I U D son clase C*(H).

5.3.1 Condicién necesaria de primer orden

Definicién 5.3 (Condicién calificadora de primer orden)
Dado el problema PNL, se dice que una condicion calificadora de primer orden de las
restricciones se cumple en un punto factible x, si para todo z tal que

(Vei(zy),z) = 0, el (5.9)
(Vej(zy),z) = 0, j € B(z,), (5.10)

entonces existe un arco factible de clase C*, A :[0,7) — H partiendo de x, y tangente
a z. Esto es

A0) =1z, A(0) ==z

Observemos que la funcién objetivo no interviene en la definiciéon, dado que la condicion
calificadora se refiere sélo a las restricciones.

Teorema 5.1 (Condicién necesaria de primer orden) Asumiendo que PNL es
O, x, € H tal que la condicion calificadora de primer orden se satisface en x,. En-

tonces una condicion necesaria para que x, sea solucion del PNL es que se cumplan las
condiciones KKT.

Demostracién: Ver [13], [22]. [

La condicién calificadora es una propiedad hermosa, pero no muy util porque es
dificil verificar en la practica. Por ejemplo A(t) puede ser la solucién de un problema
de ecuaciones diferenciales.

5.3.2 Condicion necesaria de segundo orden

Para distinguir los maximos de minimos hay que tener en cuenta la curvatura de f y de
las restricciones.

o1
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Definicién 5.4 ( Condicién calificadora de segundo orden)
Sea x, un punto factible de PNL y sea z € H tal que

(z,Vei(zy)) = 0 el
(2,Vej(zy)) = 0 je B(xy).
Se dice que la condicion calificadora de seqgundo orden de las restricciones se mantiene

en x, si existe un arco A factible, de clase C* en un entorno de 0, partiendo de x, tal
que

(a) A(t) es tangente a z, esto es A(0) =z, y A'(0) = .

Punto crucial de la definicion

(b)
ci(A) =0, tel0,7), j€ B(x,).

Teorema 5.2 (Condicién necesaria de segundo orden) Sea x, una solucion de
PNL € C?% Asumiendo que la condicion calificadora de sequndo orden se verifica en
Ty, entonces para todo Ay, . tal que V 0(xe, A, pii) = 0 con (py); = 0, @ & B(x,) se
tiene necesariamente que

(2, V20(20, Ai, 1) 2y > 0,
para todo z que satisface las condiciones (a) y (b) de la definicion 5.4.

Demostracién: Ver [13, 22]. [

5.3.3 Condiciones suficientes

Teorema 5.3 (Condicién suficiente)
Supongamos que PNL es clase C?. Las condiciones suficientes para que T, sea un
minimo local estricto de PNL son

i) Se verifiquen las condiciones KKT.

ii) Para todo sucesion {xy} tal que xy es factible y xy # Xy, Tp — Ty Y

lim <Vf(a:k) M> -0 =
k—o0 I

ok — ]l

1imsup<w W(MM)M> -
H

b
k—o0 ||$k; - IE*|| ||$k: - 95*”

o2



Introduccion a la Optimizacion Numérica — Maria Cristina Maciel

Demostracién: Ver [13, 22].

5.3.4 Aplicacién

Teorema 5.4 (Caso de dimensién finita) Sea PNL con H = R" y supongamos que

PNL es C?. Las siguientes condiciones son suficientes para que x, sea una solucion de
PNL.

i) Se satisfacen las condiciones KKT.

i) 2T (s, A, f1x) 2 > 0 siempre que

Vei(z)'z = 0, Viel. (5.11)
Vej(z)'z = 0,  je M) =1{j:(u); >0} (5.12)
Vej(z)'z > 0,  j€ B(x,) — M(x,). (5.13)
Demostracion: Supongamos que z, no es un minimo local estricto del problema

PNL, entonces existe una sucesiéon {xy} tal que
x, es factible.
Tk 7 Ty ¥ Tk — Ty

flag) < f(x,).

Definimos la subsucesion
xk‘j — Ty
Mo, = T————,
|7k, — ]|

que satisface n, — 7 # 0.
El punto de acumulacién 7 verifica las siguientes propiedades.

Vej(z)™n > 0,  Vje€ B(w). (5.14)
Vei(z)™p = 0, Viel. (5.15)
Vi)™ < 0. (5.16)
Vei(z)™ = 0, VjieM(x,)=1{j:pn >0}C B(z). (5.17)

La primera propiedad es cierta pues para todo j € B(x,),

cj(Te 4 [|zn; — wullmi;) — ¢ (24)
|2, — .||

> 0.

23
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Haciendo tender k; — oo se tiene (5.14).
De la misma manera (5.15) se cumple pues para i € I,

ci(ze + o, — illme,) — ci(zy)

=0,
lk; — ]|
y haciendo tender k; — oo se tiene que la igualdad.
Dado que f(zy,) < f(z.),
Flan + o, = wallne) = Fw) _

gy — .l

Tomando limite para k; — oo, se tiene V f(x,)"n <0, que es (5.16).
Finalmente veamos que se cumple (5.17).

V() = Ve, As, o) — Z(/\*)ivci@*) + Z(N*)jvcj(x*)-
il jebD
Como se cumplen las condiciones KKT, el primer sumando es cero. Multiplicando
escalarmente por 77 y usando (5.15) y (5.16) resulta que

0>Vf(x)'n = —Z )iVei(xy) 77+Z L) Vc](:p*) 7
el JjeD
= Z(H*)jvcj@*)ipﬁ-
jeD
Entonces
Z (114); ch(:p* n+ Z (14) ch(l’*) n < 0. (5.18)
JEM () JEM ()

Obsevamos que para que la desigualdad (5.18) se mantenga debe ser

> ()i Vei(x)'i <0.
JEM (z4)
Pero, para j € M(z,), (px); > 0y de acuerdo a (5.15) Ve;(x,)"7 < 0. Por lo tanto
para todo j € M(x,) debe ser Ve;(x,)T = 0.
En consecuencia el punto de acumulacion 7 satisface las propiedades (5.11), (5.12),
(5.13) de la hipdtesis ii). Sin embargo la matriz Hessiana V2{(x,, A, 1) no es definida
positiva. En efecto

ag;) = () = fxn,) = fl2)

1
Vg(l'*, )‘*7 /'L*)T<xkj - l'*) + §(xky - x*)Tv2€(x*’ )‘*7 M*)(xkj - .’L'*) + O(kaj - .’L'*H2)

IN

IN

o4
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Por la hipétesis i), el primer sumando se anula. Dividiendo por ||z, — .||
(zh; — 20) V220, Ay 1) (T, — 20) + 0|2k, — 2]]?) <0,
tomando limite para k; — oo se tiene
T V2@, A, 11)7] < 0,

que es una contradiccién a la hipdtesis i). Por lo tanto z, tiene que ser un minimo local
de PNL. B

5.3.5 Regularidad

Regularidad es una propiedad muy importante a causa de la relaciéon que existe entre ella
y las condiciones calificadoras de primer y segundo orden. Ya se dijo que en practica éstas
ultimas son muy dificil de verificar, sin embargo, verificar regularidad es casi elemental.

Definicién 5.5 (Punto regular)
Asumiendo que PNL es clase O, sea x, in punto factible de PNL. Se dice que x, es
reqular si el conjunto

{Vei(zy), i € I, Vej(x,), j € B(x,)}
es linealmente independiente.

Teorema 5.5 (Regularidad) Sea z, un punto reqular de PNL.

(a) Si PNL es de clase C', entonces x, satisface la condicién calificadora de primer
orden.

(a) Si PNL es de clase C?, entonces x, satisface la condicién calificadora de sequndo
orden.

Demostracién: Ver [13], [22]. N



Clase 6

Algunos métodos numéricos para
PNL

Entre los métodos numéricos para resolver problemas de PNL, mencionamos:
1. Métodos de penalizacion

2. Método de los multiplicadores

3. Métodos de programacion cuadrdtica sucesiva.

Los métodos de penalizaciéon asi como el método de los multiplicadores se basa en la
construccion de una sucesién de subproblemas muy sencillos, tales como problemas sin
restricciones, con restricciones de caja, etc.

Cuando la solucién del problema, se estima resolviendo una sucesion de subproble-
mas sin restricciones, la técnica se conoce con el nombre de SUMT, sequential uncon-
strained minimization techniques: técnicas secuenciales de minimizacion sin restricciones
[13]. Sin embargo, el objetivo no sélo es usar técnicas ya conocidas, sino que mediante
una penalizacién, las restricciones que no se satisfacen son sancionadas de modo que
las funciones que definen estas restricciones son eliminadas, aumentando la funcién ob-
jetivo introduciendo un término de penalizacién que involucra tales restricciones. Se
distinguen dos tipos de penalizacién:

1. Penalizacién externa o estrategia de punto exterior. Esta técnica consiste en
aumentar la funcién objetivo en un término cuyo costo aumenta con la violacion
o error que se comete en las restricciones. En general la soluciéon del problema
penalizado esta fuera del conjunto factible, pero se aproxima a él cuando el término
de penalizacion es muy grande.

o6
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2. Penalizacion interna o estrategia de punto interior. Los métodos de penalizacion
interna o métodos de barrera son propuestos para problemas de optimizacion con
retricciones de desigualdad.

El método de programacion cuadréatica sucesiva es uno de los mas populares para resolver
el problema general de PNL, quizd debido a que tiene un comportamiento similar al
método de Newton para el caso sin restricicones.

Finalmente no debemos dejar de mencionar los método de gradiente proyectado [31],
[32] y de gradiente reducido [33], [34], [19], [1].

6.1 Meétodo de Newton

Consideremos el problema con restricciones de igualdad

(MRI) = { I;“; é(é)) 0.

donde f:IR" - R, C: R" - R™, con C(x) = (¢;(z), -, cm(x)T y ¢; : R" = R,
iel={1---,m}.

Dada un solucién x, de MRI, bajo ciertas condiciones la teoria de KKT dice que
existen A\, € R™ tal que

Vi(z,N\) = 0 (6.1)
C(z,) = 0. (6.2)

donde

(e, = f(2)+M\TC@) = f(2) + i Ae(x)
Viz,\) = Vf(x)+VC(z)A e R"
VC(z) = [Va(x)|Ve(x)|---|Ven(z)] € R™™.

Las condiciones necesarias de primer orden definen un sistema no lineal de n +m ecua-
ciones con n + m variables: x y A, llamado sistema extendido,

Vi(z,\) = ( Vxég’)” ) = 0.

El objetivo es establecer condiciones para poder aplicar el método de Newton al
sistema extendido y de ese modo obtener un punto estacionario.
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Hipotesis estandard para el método de Newton

1. z, es una solucién local de MRI y A, su multiplicador asociado tal que V{(z,, A,) = 0.
2. V2f, V?¢; son Lipschitz continuas en un entorno de x,.

3. V2(x,, \,) es no singular.

Observemos que

V20(2,, \)) = ( Vil(z,, \) VO(zy) ) |

VC(z,)T 0

simétrica y nunca definida positiva. El bloque abajo y a la derecha garantiza que nunca
se obtiene un maximo o un minimo de £ en x y A.

Algoritmo 6.1 (Método de Newton para MRI)
Sea z. el iterado actual y \. el multiplicador asociado.
Repetir “hasta convergencia™

1. Resolver para s. y A\ el sistema lineal
Vil(x.,\) VC(z.) s Vol(Tey Ae)
vVCO(z,)T 0 AN ) C(z.) '
ry \ [ . Se
() (0)(a)

La expresion "hasta convergencia” significa que x., A. es un punto de KKT o bien una
muy buena aproximacion de él. Esto significa que en cada iteracién hay que verificar si

2. Hacer

[Val(ze, Ae)|| <71 Y [C(z) < 7o
Esto es equivalente a verificar
[Val(ze, A) || + |C () || < 75,
donde 7y, 7 y 73 son tolerancias prefijadas.

Definicién 6.1 (Punto no singular)
Cualquier punto z, € R" que satisface VU(z,, ) = 0 se dice no singular para el
problema MRI si V2{(z,, \.) es no singular.



Introduccion a la Optimizacion Numérica — Maria Cristina Maciel

Teorema 6.1 Sean x,, A\, tal que VI(x,, A\) =0
i) x, es un punto no singular
ii) x. es un punto reqular
iii) A €s unico.
Entonces i) = i) = iii).
Demostracién:

i) = 1) Supongamos que z, no singular. Entonces la matriz V?(x,, \,) es no
singular, entonces las ultimas m columnas son linealmente independientes y por
lo tanto z, es regular.

i1) = 4ii) Asumimos que z, es regular. Entonces VC(x,) € R™™ tiene m
columnas linealmente independientes. Consideramos

Vil(z,, A\) =V f(z,) + VCO(z )N =0
VC(I'*)/\* = —Vf(l'*)

VCz,)'VO(z )\, = —V(z,)"Vf(z,) (6.3)

que son las ecuaciones normales. Como VC'(z,) € R™ ™ tiene rango completo, la

matriz VCr,)"VC(x,) es no singular. Por lo tanto el sistema (6.3) tiene solucién
Unica,

M = Aoy = —(VCx)'VO(2,) 'V (2,) 'V f(zy).
|
La importancia de la no singularidad de un punto yace en su relaciéon con la condicion

de suficiencia. Un punto estacionario no singular satisface las condiciones suficiente de
sequndo orden como muestra el siguiente teorema.

Teorema 6.2 Sea z, una solucion local de MRI. Asumiendo que x, es un punto reqular,
entonces x, es no singular st y solo si

N2z, ANy > 0,  Vn#O0. (6.4)
VO (x,)™ = 0 (6.5)

La demostracion del teorema es una aplicacion directa del siguiente lema.

29
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Lema 6.1 Sean A € R™" simétrica, B € R™™ una matriz de rango m. Si vT Av > 0
para todo v € R" tal que BTv =0, entonces

A B
vl Av > 0, U#O<:><BT O)

es no singular.

Demostracién: <) Supongamos que

([ 5)

es no singular y que existe vy # 0 tal que vl Avg = 0 con BTvy = 0. Obviamente vy es
una soluciéon del problema

1
min  —v’ Av
BTvy=0

Aplicamos la teoria de KKT a este problema. Sea
1
l(v,€) = §UTAU +&7(B™).

De las condiciones de KKT

resulta

Luego vy = 0 que contradice la hipdtesis.

([ 0)

es singular. Entonces existen vy € R", § € IR™, vy # 0 0 & # 0 tal que
A B Vo o 0
BT O & )\ 0 )7

AUO—f-B&) = 0

T
BUQZ

=) Suponemos que

Esto es

60
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Multiplicando la primer ecuacién por vg (# 0),
UOTAUO + 'UgBﬁo =0

como BTv, = 0 resulta 'UOT Avg = 0 con vy # 0, que contradice la hipdtesis. |
Demostracién del teorema. La demostracion del teorema 6.2 sigue del hecho que

Vx4, \y) = < Vil(ze, M) VO(z,) )

VC(x,)T @)

y el lema vale con A = V2{(x,,\,)y B = VC(xy). [

6.1.1 Ejercicios

Ejercicio 6.1 Sea x, una solucién local del problema MRI. Demuestre que:

a) Si z, es un punto no singular y satisface las condiciones necesarias de primer y
segundo orden entonces z, tambien satisface la condicién suficiente de segundo
orden.

b) Si z, es regular y satisface condiciones suficientes de segundo orden entonces x,
es un punto no singular.

Ejercicio 6.2 Sea x, un punto regular, minimo local del problema MRI. Pruebe que
V f(x,) es ortogonal al espacio tangente N'(VC(x,)T).

6.2 Programacién cuadratica sucesiva
Uno de los métodos mas populares para resolver problemas de programaciéon no lineal

Minimice  f(x)
(PNL) = s.a ci(x) =
ci(r) =

es el método de programacién cuadratica sucesiva (PCS), debido a Wilson, 1963.
En los métodos tipo SUMT, como los métodos de penalizacién y el métodos de lo
multiplicadores, el problema con restricciones se transforma en un problema sin restric-
ciones. La estrategia de PCS es diferente.
El método se puede describir como sigue: sea x, un punto estacionario de PNL. Si

1el

0
0 €eD.
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7. es la aproximacién actual de z,, el método halla un paso s. (= s£¢) € R" resolviendo
aproximadamente el siguiente problema cuadrético

min g5
(PCY=(! sa  Veg(z)ls+cele)=0 el
Vej(z)Ts+cj(z.) >0  j€ED,

siendo q.(s) un modelo cuadrdtico de la funcién de Lagrange asociada con PNL

O, A ) = fla) + D Nei(z) = > pje;(),

icl jebD

y la minimizacion se efectua sobre una aproximacion lineal de las restricicones.
Sin pérdida de generalidad asumimos D = (). Esto significa que el modelo es

min  q.(s)

(POY= { sa  Ve(z) s+e(r) =0 i€l

6.2.1 Construccion del modelo cuadratico

En la literatura encontramos que hay dos formas de construir el modelo cuadratico de
l(z. + s, A.) alrededor del iterado actual x..

1

Ge(s) = 58 Hes+ Vs + L (6.6)
1

Ge(s) = 58" Hes + Vs + L (6.7)

donde H. = V?{(z., \.) o bien una aproximacién de la matriz Hessiana de ¢ en el iterado
actual.
Veamos que significa elegir un modelo u otro.

1. Una primera eleccién fue
1
q.(s) = asTHcs +VfIs+f. con H.= VZ3f,.

Con esta eleccién no hay ninguna posibilidad de probar convergencia, ver Fletcher
[14].

Analicemos las condiciones de primer orden para el subproblema PC. La funcién
de Lagrange es

©(s,8) = qe(s) + (VO s + C)
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y las condiciones de KKT,

His+Vf.+VCE = 0

VCrs+C, =
O
Hs+ V0t = —Vf. (6.8)
vels = —C, (6.9)

(e ) (¢)=- (%)

Veamos que significado tiene el multiplicador £&. Dado que s es la correccién del
iterado actual, para obtener una mejor (o no) aproximacién de la solucién z,, es
deseable y l6gico que el lugar de £ fuera ocupado por la correccién del multiplcador
Ae-

Si en la ecuacién (6.8) de las condiciones de KKT restamos a ambos miembros el
vector VO, resulta

H.s+VC.£—VCA =—-Vf.—VCA,
que junto con (6.9) permiten escribir

H.s +VC(§E—=X) = —Vl(xe, )
VCTs) = —C..

Haciendo & — A. = A\, esto es £ debe ser Ay, resulta el sistema
Hc VCC S _ VE(ZL‘C, )\c)
vCer 0 AN ) C.. '

Ahora s es la correccién del iterado z. y A es la correccion del multiplicador, y
se puede aplicar el método de Newton si la matriz

H. VC,
\ O

fuera la matriz Jacobiana del lado derecho. Por lo tanto se obtiene (6.6).
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2. Ahora bien si H, ~ V?{,y si V/, se reduce a V f, se tiene )\, que es la actualizacién
del multiplicador, elecciéon que corresponde al modelo (6.7). De hecho estamos

resolviendo
H. VC. s _ Vi.+ VC.A.
VC’CT 0 A=A | C. ‘

es decir se resuelve
H. VC. sY_ [V fe
VC’CT 0 A c., |-

1. Los dos modelos (6.6) y (6.7) dan el mismo paso s.

Conclusién:

2. Los multiplicadores no son los mismos. El modelo (6.7) d4 el verdadero multipli-
cador, Ay, mientras que el modelo (6.6) proporciona la correccién A..

6.2.2 El algoritmo de programacion cuadratica sucesiva

El siguiente es un esquema de una iteracién del algoritmo basado en PCS.

Algoritmo 6.2 (Iteracién de PCS)
Dado z. € R"

Paso 1. Hallar un paso s. como solucion aproximada de

min  q.(s)

(PO) = { sa  Ve(r)'s+c(r) =0 i€l

Paso 2. Hacer vy = x.+ S,

Paso 3: Actualizar o corregir el multiplicador.

Ventajas del método

Son varias las razones que hacen a PCS una estrategia popular:
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1. Se comporta de la misma manera que el método de Newton para el caso sin
restricciones: bajo las hipdtesis estandar, si H, = V?2{., converge local y ¢-
cuadraticamente y si H. es actualizado por un método secante la convergencia
es g-superlineal.

2. Es sencillo extender el algoritmo incluyendo restricciones de desigualdad via algin
método de restricciones activas.

3. Existen codigos excelentes para resolver el subproblema cuadratico.
Desventajas del método

Las desventajas del método son las mismas que las del método de Newton para el caso
sin restricciones:

1. No converge globalmente sin una estrategia de globalizacién.

2. El subproblema puede no tener solucién si H, no es definida positiva en N'(VCT)
o si VCT no tiene rango completo.
La existencia de solucién estd garantizada si rang(VCT) = m, mientras que la
unicidad si H, es definida positiva en N (VCT).

6.2.3 Solucién del problema cuadratico

En cada iteracién del algoritmo, se debe resolver un subproblema de programacion

cuadratica ‘ .
= min qC S
(P = { sa  Ve(z) s+ ¢(x) =0 iel

Veamos como hallar s7¢ y su multiplicador asociado AM®| cuando la solucién
existe y que hacer cuando la solucién no existe.

Existe una variedad de algoritmos para hallar una soluciéon aproximada de PC,
algunos més eficientes que otros. Aqui vamos a presentar las formulaciones propuestas
por

e Dennis-Williamson [37]: una implementacién robusta que contempla todas las
posibles situaciones.

e Dennis-Maciel [9, 21]: un algoritmo que usa direcciones conjugadas sobre N (VCT).
Se adapta a problemas de gran porte.

Una dificultad que se puede encontrar al tratar de resolver PC es que la solucion podria
no existir, (si bien el PNL tiene solucién). Entonces,
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1) Si rang(VCT) < m, el algoritmo debe ser capaz de manejar situaciones en las
cuales las restricciones son degeneradas.

2) Podria suceder que no haya ningtin punto que sea linealmente factible, esto es, no
existe s € R" tal que VCTs + C. = 0. Por lo tanto el jsubproblema no tiene
solucion !.

Para evitar este obstaculo, sea s¢j una solucion del problema
min |VCT's + C.||,
seR”
y sea
@MIN = VCZSCM + CC (610)
entonces, en lugar de considerar la restriccién lineal VOT's + C, = 0, consideramos
VCI's+C, = Oun
VCI(s—scm) = 0. (6.11)

De esta forma estamos pidiendo que el paso sea tan linealmente factible como sea posi-
ble. Entonces cuando el problema PC no tiene solucién pues VCT no es de rango
completo se resuelve el siguiente problema que llamamos problema generalizado de
programacion cuadratica,

min  g.(s)
(PCG) = s.a
VCI (s —scu) =0,

y de esta forma garantizamos que el problema tiene solucién.

Conclusion: Si PC no tiene solucion porque no existe un paso s tal
que VCI's + C. = 0, esta restriccion se relaja para obtener un
subproblema que tenga solucion.

3) Supongamos que la condicién suficiente de segundo orden no se satisface, hecho
que puede ocurrir si el iterado actual esta lejos de la soluciéon x,. Si

2IV%.2>0 con VOTz=0

no se cumple, entonces existe una direccién dpc € N (VCT) de curvatura negativa
o nula. En este caso el problema no tiene solucion.
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En efecto, sea s = scy + adpe con a € R. Calculemos

VCZS +C, = VCCT(SCM + Oédpc) + C.
— VCTson + aVCTdpe + C,
— VT sen +C,

- @MIN-

Por lo tanto s = s¢as + adpe satisface las restricciones. Ahora calculamos,

1
qe(s) = 5(801\4 + adpc) " He(som + adpe) + VI (scu + adpe)
1
= q(som) + [V dpe + sty Hedpe] + 5oﬂdgcﬂcdpc (6.12)

1
= qe(sonm) + aVae(sen ) dpe + 5042d£chdPC

Analizamos

(3a)

(3b)

Si dboH.dpc < 0, se puede elegir el signo de a de modo que
CVch(SCM)TdPC = a[VE(xc, )\C)TdPC + SgMHchN] < 07

entonces si |a| — 0o, la cuadrética ¢.(s) — —oo, para todo s de la forma
s = som + adpc.

Si dIT;CHcde = 0, es decir dpc es una direcciéon de curvatura nula en el espacio
tangente de las restricciones. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que no
existen direcciones de curvatura negativa en N (VC’CT), ya que se vid que en ese
caso el problema no tiene solucion.

En (6.12) la cuadrética se transforma en

0(s) = q.(scm) +aVa(scu) dpe (6.13)

(b1) Si Vg.(sca)dpe # 0, como en (3a) se puede elegir el signo de a de modo
que si |a] — oo, la cuadrética ¢.(s) — —oo, y por lo tanto el problema no
tiene solucion.

(b2) Si Vq.(scm)Tdpe = 0, para todas las direcciones de curvatura nula en
N(VCT) se tiene q.(s) = q.(scar), esto es dpc es una direccion a lo largo de
la cual g.(s) no cambia.
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Si scpr =0, s = adpe es una direccién de descenso siempre que el signo de
a sea elegido de modo que aV{Tdpe < 0.

En el caso que d es una direccién de curvatura nula y V=2 dpe = 0, esto es
dpc no es una direccién de descenso, sino que a lo largo de dp¢, la funcion q.
permanece sin cambios. Pero pueden existir direcciones desde scps, que sean
de descenso para q.. Para determinar una de tales direcciones restringimos
¢.(s) al espacio nulo de las restricciones y resolvemos

min g.(s)
S.a

VCTs = 0.

Sea § la solucién de este problema. Combinando 5 con el paso sgy vy la
direccién a lo largo de la cual g.(s) permanece sin cambios se tiene un nimero
infinito de soluciones del problema PCG de la forma

s(a) = sem + adpe + 5.
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Sumario:
I. Sirang(VCT)<m =

e Hallar scy; como solucién de min ||[VCzl's + C.||;

e Definir
min  g.(s)

(PCG) = { sa VCI(s—scu) =0,

I1. Sea s = sgp + adpe, o € R, dpe € N(VCCT)

1. Si dpc es una direcciéon de curvatura negativa, es posible elegir el
signo de « tal que |a| — oo, la cuadrética ¢.(s) — —oo,
(x ademas si aV{Tdpc < 0 entonces dpc es una direccién de
descenso x).

2. Si db,H.dpe =0,

e Va(son)'dpe 0= qe(s) — —oo,
(x ademas si aV/{Tdpc < 0 entonces dpc es una direccién
de descenso x).

e Va.(sen)ldpe = 0 = q.(s) = q.(scm) a lo largo de dpc.
Para determinar si existe alguna direccion de descenso se halla
$ como solucién de

min ()
s.a

VCTI's=0.

s = s(a) = sgm + adpe + 8.

6.2.4 Formulacion del algoritmo de Dennis y Williamson

Si spc es la solucién del problema PCG y A)pe el multiplicador asociado, spe vy Alpe

satisfacen
H V(. Spc [ =VL.
VC CT 0 A)\ PC n VCC .
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e Paso 1. Computa la factorizaciéon QR con pivoteo por colmunas de VC..:
VC, = QRII?,
donde
Q@ € R™" es ortogonal
R € R™™ es triangular superior
IT € R™™ es la matriz permutacién que describe el pivoteo por columas.

Si rang(VC.) = r < m, entonces en la particién de las columnas de @ como @ =
[Q1]Q2], la matriz @Q; € R™" tiene r- columnas que forman una base de Col(VC,) y
Q2 € R™™ ") es tal que sus (n — r)-columnas generan N (VCT).

(3
con
R; € R™" es triangular superior y no singular
Ry € R,

Asi, el paso s € R" se puede representar como la suma de dos componentes

s= Qiw + Qwsy
N—— N——
€Col(VC) €Col(VCT)

donde w; € R", wy € R"™".

Dado que r < m, el sistema VC!s = —C, se resuelve en el sentido de los cuadra-
dos minimos. El algebra lineal numérica nos permite asegurar que resolver el sistema
VCTs = —C., es equivalente a resolver

Rlw, = —(TI'C), =

Conclusion: la componente w; se puede determinar resolviendo un simple sistema
triangular inferior.
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Una vez que se tiene wq, el paso sc¢ys se calcula como sgy = Qrwi = Spp

Oumin = VClscy+C.=VCOIQuw, + C.
RT 0 QT )
= II| . +C.
<R2T o)(@% Qun

RTQT RT C,
RT8T>Q1W1+C H<R;T>w1+<CmT>

[
(8 e ()
(

RTw1 —|— H C) -1 0

Rlw, + (MTC)py | RYw, + M*Cpy )

e Paso 2. Determina si existe una direccion de curvatura negativa o nula para H. en
N(VCT).

La matriz Hessiana restringida al espacio nulo es Qf H.Q.

Sea A; el menor autovalor de QT H.Q, y vy el autovector asociado.

Si A; < 0, entonces v; es una direccion de curvatura negativa para H.,.

Si A; = 0, entonces v; es una direcciéon de curvatura nula para H..

En cualquiera de los dos casos sea d = Qv1, donde Q5 es una base de N (VCT).

Sea Ay = 0y Vgl'd = 0, entonces d no es una direccién de descenso para gq. En este
momento se debe determinar si existe algiin autovector correspondiente a A; = 0 que dé
una direccién de descenso para q.(s). Si tal autovector existe, digamos v; y VAT Qu; # 0,
definimos d = Q-v;.

En otro caso el problema tiene infinitas soluciones y por lo tanto resolvemos
min ¢.(s) s € N(VCT).

Sea § = Qyv3 la solucién, donde v} resuelve QF H.Qovy = —QEVL...
Conclusion: Si d es una direccién de curvatura negativa o nula, el problema PCG no
tiene solucion o bien tiene infinitas soluciones de la forma

= 1II

= 1II

s = Som + 8+ ad = soy + Qavs + aQav; = scur + Q2 (v + avy;).
En cualquiera de las dos situaciones se da por finalizado el algoritmo.

e Paso 3. Si se ha podido determinar que no existe direccion de curvatura < 0 en
N(VCT), se computa spc € N (VCT).

H.s+VCOAN = —VI, (6.14)
S = q1w1 + QQU)Q = Som + QQU)Q (615)
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entonces reemplazando (6.15) en (6.14) resulta

HC(SCM + Q2w2) + A)\c = _vgc
HcQ2w2 + VCCA)\C = _(VEC + HcSCM)
Q2H0Q2w2 = _(vgc + HCSCM)'

Esto es, se resuelve un sistema lineal en la componente ws.
La solucién es spc = scar + Qaws.
Falta ver como se determina A\, el multiplicador asociado a scyy.

VCCA)\ = _(v£c+HcSPC)
(Q1]Q2) < }él }(%)2 )IITA)\, = —(Vl.+ H.Spc)
AN
(Q11Q2) ( }31 }82 ) < (g?)"_ ) = —(V{.+ H.Spc) (6.16)

Dado que las tltimas (m —r) componentes de A\ = TI" A\ corresponden a las columnas
de VCT que son linealmente dependientes, podemos hacer estas componentes iguales a
0. Por lo tanto en (6.16) queda

e A T
QiR1(AN), = —(Vl.+ H.Spc)
RiAN), = —QF(Vi.+ H.Spc).

Esto es, (A)), se obtiene como solucién un sistema triangular superior, sencillo de

resolver. Asi .
Al =TITAN, = ( (1 ﬁAc)r ) .

Luego R
Alpc = ITAN..
6.2.5 Formulacion del algoritmo de Dennis y Maciel

Dennis y Maciel, [9] proponen un algoritmo que resuelve el problema cuadrético de la
siguiente manera:
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1. Se determina un punto inicial linealmente factible, o el mds linealmente factible si
rang(VCF) < m.

2. Se reduce la cuadratica g.(s) al espacio N'(VCT) transformando todo el problema
en uno de dimensién considerablemte menor, n — r, donde r es la dimension del
espacio columna de VCT .

3. Se utilizan direcciones conjugadas.
Sea el problema cuadratico,

min  q.(s) = 35" Hes + Vs
(PC) = s.a
VCIs+C.=0.

Consideremos primero el problema de factibilidad.
Supongamos C(z.) = 0y rang(VCT) = r < m. Con la idea del método del gradiente
reducido en mente consideremos una particién de VCI

VG =[BIN]

donde B € IR™" tiene sus columnas linealmente independiente, y N € R™*"~") Cal-
culamos

VCTs = [B|N] ( jB ) = Bsp+ Nsy =0
N
BSB = —NSN. (617)
e Si rang(VCT) = m, entonces de (6.17) resulta

sp = —B7'Ns. (6.18)

e Si rang(VCT) = r < m, entonces como la matriz BT B es no singular

BT"Bsy = —BTNsy
spg = —(B'B)'Blsy
— —BtNsy (6.19)

donde BT es la inversa a izquierda o matriz seudoinversa de B.
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Consideremos el caso que sp estd dado por (6.18).

s — SB | _ —B 'Nsy _ —~B7IN <
SN SN [nfm N

= WSN,

W = < —B7'N ) c Rnx(nfm)

donde

[nfm

matriz que llamamos reduccién en N (VCYT).
Analizamos la funciéon cuadratica,

@(s) = qcsp,sn) =q(Wsn,sn) = G(sn)
1
5(WSN)THC(WSN) + VI Wsy
1
=5
2

WWTHW sy + VI W sy.
Definimos
Hessiana reducida: W7 H, W e R")x(=m),

Gradiente reducido: W7v/¢, € R™™.

Comentario: En la implementacién nunca se forma las matrices Wy WTH,W.

Consideremos una particiéon de H. de la siguiente manera

Hy Hip
H =
(e )

Hy € R™", Hyp € R™™) ) Hyy € ROT™X0=m) - Agi 1a matriz Hessiana reducida

se puede escribir como

T _ (_(n-1AnT Hyy o Hio —B™'N
W HW = (—=(B™"N) |I)<H1T2 Hay

[nfm

= (=(B'N)YTH, + HL | —(B'N)'Hy, + Hyy) (

]n—m

= (B'N)"HB'N — HLB'N — (B7'N)THyy + Hoy

—B7IN

)

= (B'N)TH B 'N — (B'N)'H5)" — (B™'N)THy, + Hy.(6.20)
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El vector gradiente reducido se puede escribir

WTVEC:WTQ — WT< gB )
9N

= —B'Ngp+gn
La siguiente proposicion establece propiedades de la matriz W.
Proposicién 6.1
a) Las columnas de W forman una base de N'(VCT).
b) Col(W) =N (VCT)
c) WWIW)'WT es la proyeccién by en N(VCT)

Demostracion: Ejercicio.

(6.21)

Usando esta estrategia, basada en la técnica de gradiente reducido, hemos transfor-
mado el problema cuadratico de dimesién n en un problema sin restricciones, restringido
al espacio tangente de las restriciones. La dimensién del problema es n — r, donde

r = rang(VCYT),
1
min g.(sy) = QS%WTHCWSN + VI W sy

Para resolver este problema podemos usar un método Newton inexacto o direcciones

conjugadas.
A este punto se dispone de un método para resolver

min  g.(s) = 357 H.s + VIZL's
s.a

VCTs =0.

Veamos ahora como se procede cuando C(z.) # 0.
Supongamos que se dispone de un punto linealmente factible, s;r. Entonces,

VCTs = C, = VCl's=vVCTs.p
VCZ(S—SLF) = 0.

Hacemos un cambio de variable

S=s—58sFp = s=S+s.F

(6.22)
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El sistema VC! (s — spr) = 0 se transforma en VOIS = 0.

1
q(S) - Q(S + SLF) = 5(5 + SLF)THC(S -+ SLF) + VEZ(S + SLF)

1 1
= §STHCS + STHCSLF + §5€FHCSLF + VEZS + VEZSLF

= %STHCS + (HCSLF + VKC)TS + qC(SLF> (623)
_ o (6.21)

Entonces, dado el problema

min  q.(s) = 35" Hes + Vs
(PC) = s.a
VCIs+C.=0.

e Se busca un punto linealmente factible s;r y se transforma el problema en

min ¢.(S + spr) = %STHCS + (Hespr + VTS + qo(spr)
(PCT) = s.a
VCTS =0.

e Se hace la reduccién al espacio tangente de las restricciones
1
(PCTR) = ming.(Sy) = 55,{ WTHW Sy + VLW Sy.

Sea Sy, € R"™" la solucién de este problema.
e Usando las transformaciones

_ R+ NG*
5 — WSE:( BNSN>

SN
Se = Sc"_SLF

Queda por ver como se halla el punto spp, solucién, podria ser en el sentido de los
cuadrados minimos, de VOTs 4+ C, = 0.

e Si rang(VCT) = m < n, usar el método de Craig para resolver el sistema lineal
VCTs = —C., haciendo el cambio de variables s = VC,y con y € R™. Como VC,
es de rango completo, la matriz VOTVC, es definida positiva y el sistema

VCIvCy = —C,
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se puede resolver usando algiin método de direcciones conjugadas. Sea y, la
solucién. Determinamos una de las soluciones de VCI's + C, = 0 mediante

vy = —(VCIVC,)'C.
VCOy, = —-VCO.(VCIve,)'C,
S — —VCC(VCZVCC)_ICC (625)

Es claro que la solucion (6.25) es la solucién de norma - minima.

Si rang(VCT) = m & n, hallar spr como solucién aproximada de
min |53
(PNM) = s.a
VCTs+C.=0

usando reduccién en N (VCT) y direcciones conjugadas. Notemos que la matriz
Hessiana de la funcién cuadrética es la identidad.

Si rang(VCT) = r < m, hallar sy = scy como solucién aproximada de
1 1
min 5 IVCTs + C.|)3 = isTVCCVCCCTs +(VC.0)'s + ||C.|3

usando direcciones conjugadas.
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Algoritmo 6.3 (Método de Dennis-Maciel para resolver el subpro-
blema cuadratico)

I) Factibilidad
1. Hallar B y N tal que VCT = [B|N]

2. Calcular s;p

e Sirang(VCT) = m < n, aplicar el método de Craig.
e Sirang(VCT) = m = n, hallar spr como solucién de

min ||s|3
(PNM) =4 s.a
VCIs+C. =0

e Sirang(VCTY) =r < m, hallar spj; como solucién aproximada

de |
min §||VC;‘FS + C.|l3.

IT) Optimalidad
Transformar el problema cuadratico en

min  q.(s)
(PCT) = s.a
VCZ(S - SLF) =0

y luego hacer la reduccién al espacio tangente de las restricciones.

Comentarios: Dado que se propone usar direcciones conjugadas, algoritmo 6.3 de-
tecta la existencia de direcciones que yacen en el espacio tangente que son de curvatura
negativa o cero para la matriz Hessiana reducida W7 H,W y por lo tanto para H.

6.2.6 Ejercicios

Ejercicio 6.3 Demuestre proposiciéon 6.1.
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