GRUPOS DE RANGO DE MORLEY FINITO
UN PROBLEMA DE CLASIFICACION PROVENIENTE DE LA LOGICA
MATEMATICA

BRUNO POIZAT

RESUMEN. Este curso es una corta introducciéon a un problema de clasificacion que se ha
planteado en un contexto estructural general de Teoria de Modelos.
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INTRODUCCION

Este curso es una corta introduccién a un problema de clasificacion que se ha planteado en
un contexto estructural general de Teoria de Modelos. La Teoria de Modelos es la parte de la
Légica matemtica que se preocupa de las estructuras matematicas clasicas.

Concierne a los grupos que aparecen cuando se dispone de una nocién de dimension satis-
faciendo las propiedades formales de la dimensién en Geometria algebraica. Estos grupos se
llaman ”grupos de rango de Morley finito”, el rango de Morley siendo precisamente la versién
modelo-teorética de la nocién de dimension. Los grupos algebraicos son un caso particular,
y se conjetura que, por lo esencial, los grupos de rango de Morley finito son algebraicos; mas
precisamente, la conjetura es que un grupo simple de rango de Morley finito debe ser algebraico.

El asalto a esta conjetura se apoya primero en técnicas de Teoria de Modelos para extender
propiedades geométricas a un contexto mas amplio que el de la Geometria algebraica, y después
en técnicas de Teoria de Grupos extraidas de la clasificacion de los grupos finitos simples.
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1. GRUPOS ALGEBRAICOS

Recordemos que los grupos algebraicos son los grupos definidos algebraicamente en un cuerpo
K algebraicamente cerrado: G es una variedad V', y su ley de grupo es un morfismo de V' x V/
en V.

Los grupos algebraicos simples son todos afines, es decir (geométricamente) isomorfos a un
subgrupo Zariski-cerrado de Gl, (K), definido por un conjunto de ecuaciones polinomiales.

Son el objeto de una clasificacion, y forman una familia enumerable, puesto que cada uno
tiene una representacion lineal definida por ecuaciones con coeficientes enteros.

2. CONJUNTOS CONSTRUCTIBLES

Los geémetras trabajan con las variedades, por ejemplo, en el caso afin, con los cerrados de
Zariski. Los tedricos de modelos, cuando hacen Geometria, viven en el mundo de los conjuntos
constructibles, que definiremos a continuacion.

Son las combinaciones buleanas de un nimero finito de cerrados de Zariski. Una parte con-
structible de K x --- x K es reunién de un numero finito de conjuntos que son a su vez
interseccion de un abierto y de un cerrado de Zariski.

Primera propiedad notable: la proyeccién sobre K™ de una parte constructible de K"*!
es une parte constructible de K™.

Segunda propiedad: toda relacién de equivalencia constructible E es de la forma f(x) =
f(y), donde f es una aplicacién (con grafo) constructible. A nivel constructible se pueden hacer
cocientes, puesto que el cociente A/E se identifica con el conjunto constructible f(A).

Ejemplo 2.1. Ejemplo sobre K x K: (z,y)E(u,v) siysélosi (x =uyy=v)o (z=0vy
y=u); f(z,y) = (z+y,zy)

Tercera propiedad: la dimensién se define de manera combinatoria a nivel constructible.
Para un conjunto A constructible no vacio, d(A) = n + 1 si y sélo si se pueden encontrar una
infinidad Aq,... A,,,... de subconjuntos constructibles de A, no vacios y dos a dos disjuntos
tal que d(A,,) = n para cada m; d(A) es la dimensién geométrica de la clausura de Zariski de

A.
Cuarta propiedad: los grupos constructibles son constructiblemente isomorfos a los grupos
algebraicos, los cuales son un caso particular de grupos constructibles.
3. UNIVERSOS

Mas generalmente, éste es el contexto abstracto en cual trabaja un tedrico de modelos:
Un universo U es el dato de un conjunto M infinito y, para cada n = 1, de una familia de
partes de M", los conjuntos definibles en U, tales que:

1. Combinaciones buleanas. Los subconjuntos definibles de cada M™ forman un élgebra
de Boole.

2. Producto. El producto cartesiano de una parte definible de M™ y de una parte definible
de M™ es una parte definible de M™*"; las diagonales de M"™ son definibles.

3. Proyeccién. La proyeccién sobre M™ de una parte definible de M™! es una parte
definible de M™.
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4. Parametros. Las partes finitas de M son definibles.

5. Cocientes. Toda relacién de equivalencia definible es de la forma f(x) = f(y), donde
f es una funciéon definible.

4. UNIVERSO CON RANGO

Los universos con rango son los que tienen una nocién abstracta de dimensién satisfaciendo
las propiedades siguientes:

A todo conjunto definible no vacio A se asocia un entero positivo o nulo d(A), su ”dimensién”,
o su rango de Morley”, tal que:

a. Definicion combinatoria de la dimension: d(A) > n + 1 ssi se puede encontrar una
infinidad Ay,... A,,,... de partes definibles de A, no vacias y dos a dos disjuntas tal
que d(A,,) > n.

b. Definibilidad: si f es una aplicacién definible de A en B, {b/d(f~*(b)) = k} es definible.

c. Aditividad: si f es un aplicacién definible de A en B, y cada fibra f~1(b) es de dimensién
k, entonces d(A) = d(B) + k.

d. Uniformidad: las fibras finitas de una aplicacion definible f son de cardinalidad acotada
por un entero m(f).

5. GRUPOS DE RANGO DE MORLEY FINITO

Son los grupos que viven en un universo con rango, su base y su ley de grupo siendo definibles
en él.

Ejemplo 5.1. Los grupos algebraicos, que viven en el universo de los conjuntos constructibles
de un cuerpo algebraicamente cerrado, para los que el rango de Morley es la dimensién.

Conjetura 5.2. Conjetura de Cherlin. Un grupo simple (infinito) con rango de Morley
finito es un grupo algebraico sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

La verificacion de esta conjetura significaria que, en lo esencial, la nocién de grupo clasico seria
caracterizable a partir simplemente de la nociéon de dimensién, la cual permitiria reconstruir
toda su geometria.

Los grupos con rango de Morley finito intervienen en Légica matemaética, mas precisamente
en Teoria de modelos, en un contexto abstracto. La definicién dada més arriba fue especialmente
elaborada para ser comprensible por los matematicos no especializados en Loégica, pero no es
la definicién original.

Comencemos por extender a estos grupos propiedades bien conocidas de los grupos alge-
braicos.

6. MULTIPLICIDAD

Se llama multiplicidad de un conjunto definible al nimero maximo de conjuntos definibles
del mismo rango (= dimensién) en que puede dividirse. Por induccién sobre la dimensién y la
multiplicidad, se ve que no hay cadenas infinitas descendentes de grupos definibles.

Se dice que un grupo es conexo si no tiene ningin subgrupo definible propio de indice finito.

Se dice que una parte definible con multiplicidad uno de G es genérica en G si tiene el mismo
rango que G.
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Lema 6.1. Un grupo conexo es de multiplicidad uno.

Demostracion. Si A 'y B son dos partes genéricas de G, se dice que A ~ B si su diferencia
simétrica no es genérica; por la definibilidad de la dimension, se obtiene sobre las clases de
esta equivalencia una acciéon definible de G con orbitas finitas. Debido a la conexidad, para
todo a de G, aA ~ A, e igualmente Aa ~ A. Si A y B son conjuntos genéricos disjuntos,
la aditividad demuestra que A x B es genérico (con multiplicidad uno) en G x G, asicomo
{(a,b)/a € A,;b € B,ab € A} y {(a,b)/a € A, b € B, ab € B}, de donde se llega a una
contradiccion. 0

Corolario 6.2. La multiplicidad de un grupo G es el indice de su menor subgrupo G° definible
y de indice finito en G; se llama la ‘componente conexa’ de G.

Demostracion. Los conjuntos genéricos son casi iguales a clases laterales médulo G°. 0

Observacion 6.3. 1. Si G es conexo, A es genérico en G ssi aA ~ A para cada a de G ssi G es
recubierto por un numero finito de transladados (a la derecha o a la izquierda) de A.

2. Un grupo simple infinito es conexo puesto que G° es normal en G.

7. GRUPOS DE DIMENSION UNO

Teorema 7.1. (Teorema de Reineke.) Un grupo infinito con rango de Morley finito sin sub-
grupos propios definibles infinitos, y en particular un grupo conexo de rango uno, es abeliano.

Demostracion. Si G no es abeliano, su centro es finito; todos sus elementos no centrales tienen
un centralizador finito y una clase de conjugacién del mismo rango que G; son conjugados
debido a la conexidad de G. En G/Z(G) todos los elementos # 1 son conjugados de orden
p # 2; como x y x~! son conjugados, existe un ¢ que los intercambia, por lo que ¢g? conmuta
con x; por lo tanto hay involuciones en el grupo: contradiccion. O

Corolario 7.2. Un grupo infinito de rango de Morley finito contiene un subgrupo abeliano
infinito.

Se llama borel de G' a un subgrupo definible resoluble conexo maximal; los boreles (o sub-
grupos de Borel) de un grupo infinito con rango de Morley finito son por lo tanto infinitos.

Los boreles de un grupo algebraico son conjugados, lo que no se sabe demostrar para un
grupo de rango de Morley finito.

Los boreles de un grupo algebraico simple no son abelianos, ni siquiera nilpotentes; se recupera
el cuerpo de base en la accion del toro del borel sobre su parte unipotente.

8. CUERPOS DE RANGO DE MORLEY FINITO

Teorema 8.1. (Teorema de Macintyre.) Un cuerpo K infinito con rango de Morley finito es
algebraicamente cerrado.

Demostracion. La componente conexa del grupo aditivo de K es un ideal, asi que K es adi-
tivamente conexo, con multiplicidad uno; luego es también multiplicativamente conexo. Por lo
tanto las aplicaciones que a x asocian 2 o 2P — x (en caracteristica p) son exhaustivas, asi
que K no tiene extensiones abelianas. Este es verdad no solamente para K, sino también para
sus extensiones de grado finito, que viven en el mismo universo, y la Teoria de Galois da la
conclusion. OJ
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9. GRUPOS DE DIMENSION DOS

Teorema 9.1. (Teorema de Cherlin.) Un grupo conexo de rango de Morley dos es resoluble.

Demostracion. En caso contrario, los boreles B de GG son de rango uno, y ninguno es normal
en G; Z(@Q) es finito, y gracias a un cociente se reduce al caso donde Z(G) = {1}.

Sia€e BNB', B+# B, el centralizador de a es de rango dos y a = 1; entonces la unién
de los conjugados de B es de rango dos; como no se pueden encontrar conjuntos genéricos
disjuntos, todos los boreles son conjugados. No hay ningiin elemento con centralizador finito,
para el cual la clase de conjugacion seria un conjunto genérico disjunto de UBY. Entonces, todo
a # 1 centraliza un tnico borel B(a); se ve que a € B(a), porque sino se obtendria un conjunto
genérico disjunto de UBY. Conclusién: G es la unién de sus boreles, los cuales son conjugados,
disjuntos y autocentralizantes.

Sea a # 1 en B; su clase de conjugacion C es de rango uno y de multiplicidad uno; si
C' N =N(B) es finito, siendo normalizado por B, es centralizado por B y vacio: C' normaliza
todos los conjugados de B, lo que no es posible; luego C'N N(B) es finito, centralizado por B
y reducido a {a}. Vemos por tanto que cada borel es autonormalizante.

Esta configuracién de centralizadores prohibe la presencia de involuciones en G: si i fuese
una involucion y 7 un conjugado de ¢ situado en otro borel, tanto ¢ como j invertirian 77, y
normalizarian a su borel sin conmutar con él.

La contradicciéon final viene de la decomposiciéon de G en solamente dos clases dobles G =
BU BgB:; en efecto, si g ¢ B, B.gBg™!, asicomo BgB son genéricos. Como BgB = Bg~'B, se
encuentra una involucion en G. 0

10. GRUPOS DE DIMENSION TRES

Teorema 10.1. (Teorema de Cherlin.) Un grupo simple de rango de Morley tres no isomorfo
a PSLy(K), con K algebraicamente cerrado, es un grupo malo.

Un grupo malo es un grupo simple, de rango de Morley finito, cuyos boreles son nilpotentes;
no tiene involuciones. Un grupo malo de rango tres tendria boreles de rango uno, autonormal-
izantes, conjugados y dos a dos disjuntos, recubriendo el grupo.

La existencia de estos grupos malos contradice la Conjetura de Cherlin; no se sabe eliminarlos,
ni siquiera en el caso de rango tres.

11. INVOLUCIONES

Teorema 11.1. (Teorema de Borovik y Poizat.) En un grupo de rango de Morley finito, los
2-subgrupos de Sylow son conjugados. O

Este teorema es el punto de partida del Programa de Borovik para atacar la Conjetura de
Cherlin reproduciendo técnicas utilizadas en la clasificacién de los grupos simples finitos. Ha
dado lugar a una cantidad considerable de trabajos, que utilizan tanto técnicas de Teoria de
grupos como de Teoria de modelos. Finalmente, han permitido demostrar que un grupo infinito
simple GG, de rango de Morley finito, satisface una de las tres condiciones siguientes:

Primer caso. Los 2-subgrupos de Sylow son infinitos con exponente acotado; en este caso,
se ha demostrado que G es un grupo algebraico simple sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
de caracteristica 2.
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Segundo caso. Los 2-subgrupos de Sylow son infinitos con exponente no acotado, y con un
subgrupo abeliano de indice finito; en este caso, se espera demostrar proximamente que G es
un grupo algebraico sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica # 2.

Tercer caso. GG no tiene involuciones. Este caso contiene el de los grupos malos; la tendencia
actual es mas bien de creer que estos grupos malos existen, pero nadie ha logrado construirlos.
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