CAPITULO 1

Representaciones de grupos localmente profinitos

En lo que sigue G designa siempre un grupo localmente profinito, esto es:
localmente compacto y totalmente disconexo.

Es sabido que un tal grupo tiene un sistema fundamental de vecindades
de la identidad de GG formado por subgrupos abiertos y compactos. Para mas
detalles sobre grupos localmente profinitos ver [P] y [Sh].

1.1. Definiciones

Definicién 1.1.1. Una representaciéon compleja de G es un par (7, V'), donde
V' es un espacio vectorial complejoy 7 : G — Autc(V') es un homomorfismo
de grupos.

Se dice que la representacién (m, V') es finita de orden n si dimg (V) = n,
de lo contrario se dice que (7, V') es una representacion infinita de G.

Ejemplo 1.1.2.
1. La representacion (m, C) definida por 7(g) =1, con 7 : G — C*, es
una representacion de G llamada representacion trivial de G.
2. SiF es una extensién finita del cuerpo p-adico Q, entonces ¢, = x,01r
donde T es la traza de la extensién F de Q, y x,(7) = ™) para az =
0
S oapien Q,y A ( > Ozipi) = Y a;p', es una representacién (continua)

i>—n i>-n i=—n
de dimensién 1 del grupo localmente profinito (F,+). La representacién v,
es llamada, usualmente, un cardcter cuasicontinuo de F.

Al igual que antes, el dual F* del grupo (F,+), esto es el conjunto de
todas las representaciones (continuas) de dimensién 1 de G, forman un grupo
topolégicamente isomorfo a (F,+) (dado a en F se tiene el caracter v, y reci-
procamente). Este es un resultado general para grupos abelianos localmente
compacto. Para més detalles ver [P].

De ahora en adelante, diremos que un caracter 1) de F* tiene conductor
Pg, donde Pgp = wgOpr, n € Z, siendo Op el anillo de los enteros del cuerpo
local no arquimideano F , con wg el elemento uniformizante de Og. Asi, por
ejemplo, el cardcter ¢,, definido anteriormente, es un cardcter de F* con
conductor Pgp. Para més detalles sobre cuerpos p-adicos ver [S1].



Observacién 1.1.3. Darse una representacién (m, V') de un grupo G es
tener una accién lineal de G en V| por lo tanto tenemos lo siguiente:

1. Dado un elemento v en V' tenemos el estabilizador de v en G, G, =
{9 € G/m4(v) = v} el cual es un subgrupo de G.

2. Dado un elemento v en V' tenemos la érbita de v bajo la acciéon de G,
Orbg(v) = {m,4(v)/g € G} el cual es un subconjunto de V.

3. Dado un subgrupo H de G tenemos el subespacio de V' de todos los
elementos dejados fijos por H, a saber V# = {v € V/m,(v) =v Vh e H}.
Por otra parte, (7, V') es una representaciéon continua de G si y solamente si
m:G XV — V es una funcién continua y esto equivale a tener, si a V' le
damos la topologia discreta, que GG, debe ser abierto en G

Definicién 1.1.4. Sea (7, V') una representacién de G. Diremos que v en V

es un vector liso si su estabilizador G,, bajo la accién de G, es un subgrupo
abierto de G.

Proposicién 1.1.5. Sea (m,V) una representacién de Gy denotemos por
V, el subespacio vectorial de todos los vectores lisos de V', entonces:
1. V; es un subespacio G—invariante de V.
2. Si (mw, V') es una representacién continua entonces V; es denso en V.
Demostracién:
1. Seav e Viy g € G, my(v) es un vector liso en V. En efecto,
Cryto) = {h € Gmn(my(0) = 7,(v))
= {h € G/myig(v) = v)
= gGvgil
Asi, G, (v) es abierto en G pues G, lo es.

Definicién 1.1.6. Dada una representacion (m, V) de G diremos que U
sub-espacio de V' es una subrepresentaciéon de (m, V') si U es invariante bajo
la accion de G.

Una representacién (m, V) se dice irreducible si los tnicas subespacios
invariantes son los subespacios triviales.

De la proposiciéon 1.1.5. se tiene que el subespacio Vj, de todos los vec-
tores lisos de una representacién (m,V’) de G, es una subrepresentacién de
(m, V). Ademas, si (m,V') es una representacién continua de G entonces la
representacion (m, V;) es densa en (m, V).

Definicién 1.1.7. Una representacion (7, V') de G se dice lisa si todo vector

v de V es liso, esto es, GG, es un subgrupo abierto en G para cualquier v en
V.



Proposicién 1.1.8. Una representacion (7, V) es lisa siy solosi V = UVK

K
donde K corre en los subgrupos abiertos y compactos de G.

Demostracion:

Sea (m, V') una representacion lisa de V entonces dados v € V' se tiene que
G, es un subgrupo abierto en GG, como G tiene un sistema fundamental de
vecindades formada por subgrupos abiertos y compactos entonces es posible
encontrar K subgrupo abierto y compacto con K C G, y asi v € VX y por

lo tanto V' C UVK con K subgrupo abierto y compacto.

K
Reciprocamente , si v € V entonces existe K subgrupo abierto y compacto

tal que v estd en VE = {w € V/m(w) = w Vk € K} entonces K C G, y por
lo tanto GG, es abierto esto es v es un vector liso de V.

Definicién 1.1.9. Una representacién (m, V') de G se dice finitamente gene-
rada si existen finitos vectores vy, ...... , U, de V' tal que el conjunto

{my(vi)/g € G,1 <i<m}
genera el espacio vectorial complejo V.

Sea ahora (7, V') una representacién lisa de G y consideremos Vel espacio
de todos los elementos lisos de Homg(V, C) bajo la accién natural de G sobre
Home(V, C) definida por 7y, para g € G, del siguiente modo:

(T f)(v) = f(mg-1v) (9€G, fEV, veV)

Definicién 1.1.10. Dada una representacién lisa (7, V') de G decimos que

la representacion (7, V) es la representacion lisa contragadiente (o dual) de
(m, V).

Proposicién 1.1.11. Para cualquier subgrupo abierto compacto K de G se
tiene que,

VE ~ Homg(VE, C)

Demostracién:
Definamos por (,) : V x V — C, la evaluacién canonica.

17K={fex7/%kf=f VkeK}
Asi, la funcion

¢ : VE — Homg(VE, C)



definida por ¢(f) = f|, es un isomorfismo ya que

(T, T f) = (v, f) (ke K, ve VK, feVk)

Definicién 1.1.12. Una funcién f : G — C se dice localmente constante
si dado cualquier x en G existe un subgrupo abierto y compacto U de G tal
que f| ., es constante.

Ejemplo 1.1.13. Consideremos el conjunto,

H(G) ={f: G — C/f es localmente constante y de soporte compacto}

El conjunto H(G) es claramente un C—espacio vectorial sobre el cual
podemos definir las siguientes representaciones de G-
1. La representacion reqular derecha la cual estd definida por

R:G — Autc(H(G))
donde R, :H(G) — H(G) es tal que
(R,f)(&) = f(xg) (1.9 € G, [ €H(G))
2. La representacion reqular izquierda la cual est definida por
L:G— Autc(H(Q))
donde L, :H(G) — H(G) es tal que
(Lyf)(@) = flg™" - ) (r,9€ G, feH(G))

Ambas son representaciones lisas de G. En efecto si Sop(f) = K entonces
Gy = K el cual es un abierto compacto.

Definicién 1.1.14 Sean (7%, V;) (i = 1,2) dos representaciones lisas de Gy
¢ : Vi — V5 una transformacion lineal de C—espacios vectoriales. Diremos
que ¢ es un operador de entrelazamiento entre las representaciones (7!, Vi)
y (7%, V3) de G si el siguiente diagrama es conmutativo

i S
my | L
Vi 5



para todo g en G.

Ejercicio 1.1.15

1. Si G es compacto entonces toda representacion lisa irreducible de G es
de dimensién finita.

2. Si (m,V) es una representacién lisa de dimension finita de GL(n, F)
entonces dimg (V) =1

1.2. Representaciones Admisibles.

En lo que sigue siempre consideraremos a G' como un grupo unimodular,
esto es: G posee una medida de Haar bi-invavariante que denotamos por pu.
La medida pu es racional, en efecto, sean X; y X5 dos conjuntos no vacios
abiertos y compactos cualesquiera de GG. Sin perdida de generalidad podemos
suponer 1 € X; y 1 € X,. Asi existen subgrupos abiertos y compactos
KicX yK,CX, talqueK K; N K. Ahora como X; C G (i=1,2) y

G= UxJK entonces X; = U 2K (i =1,2) y asi u(X;) = miu(K) (1 = 1,2)
de donde se obtiene que:

pXy) _m
w(Xz) g

En particular, si X5 es un subgrupo de X; entonces

p(X1)
p(Xa)

Asi, dado F un cuerpo local no arquimideano con anillo de enteros O y
unico ideal primo P = wgOp, con wg el uniformizante, entonces si fijamos
que 1(Or) = 1 se tiene que p(Pg) = %, n € Z, donde ¢ es el cardinal del
cuerpo residual kg = Op/Pg de F.

Ahora, si (m,V) es una representacién lisa de Gy K es un subgrupo

abierto y compacto de G entonces podemos definir el operador lineal
PK : V

= [Xl . Xg]

Pe(v) = ﬁ /K e (v)dk

Como 7 es una representacion lisa se tiene que este operador es esencial-
mente una suma finita.



Claramente se tiene que Im P = V¥ v asf tenemos que
Ker(Py) =V (K) = (mpv —v/k € K,v € V)

y por lo tanto

V=VEoV(K)
como representaciones de K.

Definicién 1.2.1. Una representacién lisa (m,V’) se dice admisible si la
dimensién de los subespacios VX es finita para cualquier subgrupo K abierto
y compacto de G.

Proposicién 1.2.2. Sea (m, V) una representacion lisa de Gy K un sub-
grupo abierto y compacto de G. Entonces (7, V') es admisible si y solamente
si |, es suma directa de representaciones irreducibles de dimensién finita.
Cada clase de isomorfia, entre ellas, tiene multiplicidad finita.
Demostracién:

Supongamos que 7 es admisible, por teorema 17 en [P], existe Kj sub-
grupo normal abierto (y por lo tanto compacto) de K y se tiene que

V=VE V(K

Siendo cada sumando una representacién de K. Como el grupo K; actia
trivialmente sobre VX1 entonces V1 puede ser considerada una representa-
cién de K/K7, asi una suma directa con multiplicidad finita de representa-
ciones irreducibles de K.

La multiplicidad finita sigue del hecho que cualquier representacion lisa
7 de dimensién finita tiene algin subgrupo abierto y normal en el Ker(r).

El reciproco es claro de la definicién de representacién admisible.

Proposicién 1.2.3. Si (m,V) es una representaciéon admisible y unitaria,
con forma hermiciana (u,v), y U es cualquier G—subespacio estable de V,
entonces UL = {v € V/(u,v) =0 Vu e U} es también un G—subespacio
establey V =U @ U+,

Demostracion: Es inmediata.

Observacién 1.2.4. Es trabajoso probar, pero tan solo una rutina, que la
categoria de representaciones lisas de G y la categoria de representaciones
admisible de GG son ambas categorias abelianas.



Proposicién 1.2.5. Sean (m;,V;) (i = 1,2,3) representaciones lisas de

G, K un subgrupo abierto y compacto de G. Si V; R Va ER V3 es una
sucesion exacta de G—morfismos (operadores de entrelazamientos) entonces
la sucesion VK 25 VK 2, VK eg también exacta.
Demostracioén:

Dado v € VX tal que ¥9(v) = 0 escojamos v; € V; tal que ¥;(v;) =
v. Ahora tenemos que Py (vi) € VX v 91(Px(v1)) = v ya que 7x(v) =
7TK('191(U1)) = 191(’01) € ‘/QK.

Corolario 1.2.6. Sean (m;,V;) (i = 1,2, 3) representaciones lisas de G y la
sucesion de G —morfismos

0— Vi v, 21— 0

es exacta. Entonces mo es admisible si y solamente si 71 y 73 lo son.
Demostracion:

Por la proposicion anterior tenemos que dado K subgrupo abierto y com-
pacto de G entonces

O—>V1K—>V2K—>V3K—>()

es exacta. Ahora, si my es admisible dimg VQK es finita si y solamente si
dime V¥ y dime V¥ son finitas.

Proposicién 1.2.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) La representacién (7, V') es admisible

(b) La representacién contragradiente (7, V) es admisible.

(¢) La representacién contragradiente (7, V) es isomorfo a (, V).
Demostracién:

(a) equivalente (b). Usando 1.1.11 se tiene VE ~ Homg(V*, C)

(b) equivalente (c). Para todo K, VX es de dimensién finita y como
VE ~ Homg (V¥ C) entonces dimg V' es finita y por lo tanto 7, ~ oV, ~
DV, ~ T -

~— T

Se tiene, por supuesto, la incrustacion canénica de w en 7. Es claro, al
igual que siempre, que el funtor 71 — 7 es contravariante y exacto.

Sea ahora (7, V') una representacién lisa y U un subconjunto cualquiera
de V. Definimos:

U° = {56 V/o(z) =0 Voe U}



el cual es un subconjunto del dual.
Si (7, V) es admisible y unitaria entonces la forma hermiciana sobre V'
nos permite identificar V' con V' .

Proposicién 1.2.8. Supongamos que (7, V) es una representacion admi-
sible y U un subespacio G—estable de V. Entonces U° C V es isomorfo a la
representacion contragradiente de V/U.

Demostracién: -

La funcién que envia o de U° en © de V/U es un isomorfismo lineal. En
efecto, (740)(w) = v(m,-1(w)) =0, v € U°, w € U. Lo cual significa que U°
es G—estable. -

Por otra parte, como, m,(x + U) = my(x) + U y V/U ~ Homg(V/U, C)
entonces, para x + U € V/U se tiene que Tz +U)=2(z)y

(79w + U) = 3w, 1(a + U)
(1 ()
(w1 (z) +U)

g

esto es T estd en V/U

Corolario 1.2.9. La representacién admisible (7, V') es irreducible si y
solamente si (7, V) lo es.
Demostracién: Directa usando 1.2.8.

Proposicién 1.2.10. Supongamos que (m,V’) es una representacién ad-
misible unitaria de G. Entonces (7, V') es G—isomorfo a una suma directa de
representaciones admisibles unitarias irreducibles cada una con multiplicidad
finita.

Si G tiene una base contable de vecindades de la identidad entonces la suma
directa es contable.

Proposiciéon 1.2.11. Si (m,V) es una representacién admisible unitaria
irreducible, entonces (salvo multiplicacién por un escalar) existe un tnico
producto interior hermitiano G—invariante sobre V.

1.3. Lema de Schur.

Sea GG un grupo localmente profinito unimodular y K un subgrupo abierto
compacto de G. Denotaremos por H (G, K) el espacio vectorial complejo de
todas las funciones f : G — C las cuales satisfacen:

1. La funcion f es bi-invariante bajo K , esto es:

f(kgk’) = f(g) (9€ G kK €K)



2. La funcién f es localmente constante (lo que es equivalente a decir que
f se anula fuera de una unién finita de dobles clases KgK).

Definamos en el C—espacio vectorial H(G, K) el producto de convolucién
usual, el que tiene sentido para una medida de Haar p sobre GG, por

g) = /G f1(2) fole ™ g)de

para f1, fo en H(G,K) y g € G.
Con esta multiplicacion H(G, K) es una algebra asociativa sobre C con
elemento identidad ey : G — C definida por

wK)™' st zeK
eK(”’):{ 0 siozg K

Cuando K’ es un subgrupo abierto compacto de K entonces H(G, K) es
un subanillo de H(G, K'), con diferente elemento identidad si K # K.

Del hecho que G tiene un sistema fundamental de vecindades de 1,&
formado por subgrupos abiertos compactos de G entonces

H(G) = | H(G.K)

Ke6

donde H(G) es el conjunto definido en 1.1.13. Es claro ahora que H(G) con
el producto de convolucion, definido anteriormente, es una algebra asociativa
sin elemento identidad (salvo que G sea discreta) y es conmutativa si y solo
si G lo es.

El dlgebra H(G) es llamada el dlgebra de Hecke de Gy H(G, K) el dlgebra
de Hecke de G con respecto a K.

Definicién 1.3.1. Sea (m, V) una representacion lisa de G y V el dual liso de
V. Se define la funcién coeficiente de la representacién (7, V'), a las funciones
coeficientes de 7, 7,5 : G — C definidas por;

Toi(9) = @, 7my(9)) (eV,TeV, geq)

Las funciones coeficientes 7,3 (v en V' y U en ‘N/) de 7 son funciones
localmente constantes sobre G.

Si (m,V) es una representacion lisa de G entonces el espacio V' tiene
estructura de H(G)—mddulo con el producto definido por,

v—/f g)my(v)dg (f e H(G), veV)



Observe que 7(f)v es esencialmente una suma finita. En efecto, dado v en
V existe un subgrupo abierto compacto K de G tal que v € VX y constantes

m
Cly ..y Gy ¥ €lementos gy, ...... ,gm de G tales que f = > ¢; X,k entonces
i=1

7 (f)v = u(K)gzlcmgi(v).

Proposicién 1.3.2. Sea (m,V') una representacién lisa de G y K un sub-
grupo abierto y compacto de GG. Entonces el operador Py : V — V' definido
por:

Py (v) = w(ex)v (veV)

es una proyeccién de V sobre VE.
Demostracion: Ejercicio.

Corolario 1.3.3. Si (7, V) es una representacion lisa de G entonces V' es
un H(G)—mdbdulo no degenerado, esto es: H(G)V = V.
Demostracién:

La representacion (7, V') es lisa entonces V' = U VE K subgrupo abierto

K
y compacto de GG, asi dado v € V existe un subgrupo abierto y compacto K,

de G tal que 7(ex,)v = v lo que nos dice que V C H(G)V.
Proposicién 1.3.4. Sea (7, V) una representacién lisa de GG, entonces:

1. Un subespacio U de V es estable bajo los operadores 7, para g en G si
y solamente si U es un H(G)—submédulo de V.

2. Sea (7', V') otra representacién lisa de Gy ¢ : V. — V' una trans-
formacion lineal. Entonces ¢ es un operador de entrelazamiento de la
representacién (7', V’), esto es satisface 7{, o ¢ = ¢ o 7, para cualquier
g € G, siy solamente si w( f)od = ¢pon(f), donde 7(f) es el operador

de V en V definido por, n(f)v = /f(g)wg(v)dg para f € H(G) y
G
velV.

Demostracién: Ejercicio

Observacién 1.3.5. De la primera parte de la proposicién anterior se tiene
que la representacién (m, V') es (algebraicamente) irreducible si y solo si V' es
un H(G)—mdbdulo simple.

10



Con esto es inmediato que una representacién (7, V') de G es finitamente
generada (1.1.9.) si y solo si existen finitos vectores; vy, ...... , Uy de V' los
cuales generan V' como H(G)—mddulo.

Observacién 1.3.6. La parte (2) de la proposicién anterior nos dice sim-
plemente que un operador de entrelazamiento ¢ entre dos representaciones
(m, V) y (7', V') de G no es mas que un homomorfismo de H(G)—mdbdulos.

Proposicién 1.3.7. (Lema de Schur)

Sea (m,V) una representacion lisa irreducible de G. Supongamos que
G tiene una topologia con base numerable (todo grupo algebraico sobre un
cuerpo local satisface esta condicién). Entonces todo endomorfismo de entre-
lazamiento ¢ : V' — V' es una homotecia.
Demostracién:

Como G tiene una base numerable y

H(G) = JH(G, K)

entonces H(G) tiene dimensién numerable pues dim ¢ H(G, K) es numerable
ya que [G : K| es numerable para cualquier subgrupo abierto compacto K
de G.

Sea ahora v # 0 en V' y definamos de H(G) en V' la funcién f — n(f)v
la cual es sobreyectiva (V' es irreducible) y por lo tanto V' tiene dimensién
numerable. Consideremos ahora el dlgebra A = Endg(V) y asf la funcion

ev,: A—V

definida por ev,(¢) = ¢(v) es inyectiva, porque (m, V') es irreducible y por lo
tanto la dimension sobre C del dlgebra A es numerable.

Pero sabemos que A es un algebra de division sobre el cuerpo algebraica-
mente cerrado C.

Si A # C entonces existe un subcuerpo de A isomorfo al cuerpo de las
fracciones racionales C(z). En este cuerpo, el conjunto {(x — \)~'/\ € C}
es no numerable y linealmente independiente, lo cual es una contradiccion,

asi A ~ C.

La demostracién del Lema de Schur es debida a Jacquet en el ano 1975
ver [J1]. Otro teorema importante debido a Jacquet es el siguiente:

Teorema 1.3.8. Si (m,V) es una representacién lisa e irreducible de un
grupo G entonces (7, V') es admisible.
Demostracién. Bastante técnica, ver [J1].

11



Ejemplo 1.3.9. Sea z un elemento del centro Z de G y (w,V') una rep-
resentacion lisa de G. Asi, 7, o, = m, o m, para todo g € G y usando
el lema de Schur tenemos que 7, = A;(2)1, con A;(z) un ndmero com-
plejo. Es claro que A\ (z) nos define un cardcter A\, : Z — C* ya que,
Mi(22)) =T = w010 = M (2) - Ar(2)

El cardcter A\, de Z asociado a la representacion (w, V') recibe el nombre
de cardcter central de la representacién (m, V).

Proposicién 1.3.10. A todo H(G)—mddulo no degenerado se le asocia una
Unica representacion lisa de Gy reciprocamente.
Demostracion: Ejercicio.

La proposicién anterior simplemente establece el hecho que la categoria
de H(G)—mobdulos no degenerados es equivalente a la categoria de las repre-
sentaciones lisas de G.

Observacién 1.3.11. Sea (7, V) una representacion lisa de G y K un
subgrupo abierto compacto de G. Consideremos ahora una representacion
(a,U) de K, (por ejemplo (7., V) es una representacién de K'). Cualquier
vecindad del 1 de K contiene un subgrupo L normal abierto y compacto de
K (K es localmente profinito, ver [P]) entonces K/L es un grupo finito y
tenemos la siguiente sucesion exacta:

1 — L — K % K/L — 1
N\« la
Autc(U)

Esto nos dice que cualquier representacién (o, U) de K, la cual verifique
L C Kera, se factoriza a través de un grupo finito K /L para un subgrupo
normal L compacto abierto de K.

Como (m,V) es lisa, dado v en V existe L subgrupo normal abierto y
compacto de K tal que los elementos de L fijan v (G, N K < K, G, N K
es compacto abierto en K asf que z7}(G, N K)z es abierto compacto en K,
para todo x € K,y L = () 2~ }(G, N K)z es abierto, compacto y normal

TeK
en K). Ahora sean ky, ....... sk en K tal que K = U k;L. El subespacio W
i=1
generado por g, (V) ........ , Tk, (V) es estable bajo la accién de K y L actia

trivialmente, esto es (7, W) es una representacién de K/L y por lo tanto W
es la suma directa de representaciones irreducibles del grupo finito K/L y por
lo tanto de K. Esto quiere decir que 7|, es una representacion semisimple.
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Ahora, para cualquier (a, U) representacion de K denotamos por V,, el
sub-espacio de V, V,, = ({v e V/m(v) = ax(v) Vk € K}) es una repre-
sentacion llamada la componente isotipica de clase a de m. Si X es la rep-
resentacion de K de dimensién 1 dada por A(k) = 1 para k € K, entonces
Vi = VE. Mas generalmente, para cualquier cardcter x de K, el espacio V,
estd definido por

Vi ={v e V/mp(v) = x(k) - vVk € K}

Proposicién 1.3.12. Si (7w, V) es una representacion lisa de G y K es un
subgrupo abierto y compacto de GG entonces

donde C(K) es el conjunto de clases de equivalencia de representaciones conti-
nuas irreducibles finito dimensionales de K.

Mas atn, (7, V') es admisible si y solamente si V,;, es de dimension finita
para todo ¢ € C(K).

Proposicién 1.3.13. Sea (m,V) una representacién lisa de G. Entonces
(m, V) es admisible si y solo si el operador 7(f) es de rango finito para

cualquier f en H(G).

Observaciéon 1.3.14. Usando la proposicién anterior tenemos que a cualquier
representacion admisible (7, V') de G le podemos asociar una distribucién 6
sobre G por

0(f) = Tr(x(f)) (f € H(G))

y podemos asi llamar a 6, el cardcter de la representacion (m, V).

1.4. Representaciones Supercuspidales.

En lo que sigue G es un grupo localmente profinito y unimodular. Deno-
taremos por Z el centro de G y por p una medida de Haar sobre G/Z.

Definicién 1.4.1. Una representacién admisible (7, V') de G se dice super-
curpidal si las funciones coeficientes m,5, v en V y v € V son de soporte
compacto modulo el centro Z de G.

Observacién 1.4.2. Una de las principales propiedades es el hecho que
verifican las relaciones de ortogonalidad de Schur para sus caracteres, las
cuales tienen sentido como funciones de clases de GG en C.
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Observemos que (7, V') es una representacion supercuspidal de un grupo
reductivo p—adico es equivalente a decir que dado un subgrupo parabolico
cualquiera P = LN (descomposicién de Levi, donde L es el subgrupo de
Levi y N es el subgrupo unipotente) y la representacién trivial (1, C) de N,
Hompy(Res$ 7, 1) = 0, donde Res§ m denota la representacién 7 restringida
a los elementos de V.

Proposicién 1.4.3. Sea (7, V') una representacion supercuspidal irreducible
de G. Entonces V es proyectivo en la categoria de H(G)—mddulos no degene-
rados.

Demostracién: Ver [Cs].

Corolario 1.4.4. Toda representacion supercuspidal de GG es suma directa de
representaciones supercurpidales irreducibles de G' con multiplicidad finita.

Corolario 1.4.5. Si (m,V) es una representacién supercuspidal de G y
cualquier operador de entrelazamiento ¢ : V' — V es una homotecia en-
tonces (m, V) es irreducible

Observe que este ultimo corolario es el reciproco del lema de Schur.

1.5. Representaciones Inducidas.

Sea GG un grupo localmente profinito unimodular y H un subgrupo cerrado
de G (asi H es también localmente profinito y unimodular).

Sea (7, W) una representacién lisa de H y denotemos por X el espacio de
funciones ¢ : G — W satisfaciendo la condicién: ¢(hg) = 7,(é(g)), h € H
y g € G. Es claro que G actia sobre X por traslacién a la derecha,

(py®)(x) = ¢(zg) (r,9 €G)

dando una representacion (p, X) de G no necesariamente lisa.

Ahora consideremos el espacio V' de todas los elementos lisos de X bajo
la accién de G, esto es: ¢ esta en V siy solo si ¢ € X y existe un subgrupo
abierto L de G tal que ¢(xl) = ¢(x), para todo x € G y | € L. Claramente G
actuia sobre V' por traslacion a la derecha, y asi tenemos una representaciéon
lisa de G.

Definicién 1.5.1. La representacion lisa (p, V) de G, dada anteriormente,
recibe el nombre de representacion inducida lisa desde (7,W) y usualmente
se denota por Ind$ (7, W) = (p, V) o simplemente por Ind%(7) = p o bien,
si no hay confusion respecto a 7 y a p, Indg W =V.
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También se puede considerar el subespacio vectorial V, de V', de todas
las funciones ¢ de V' con soporte compacto modulo H y al igual que antes
, G actia por traslacion a la derecha sobre V. teniendo otra representacién
(p; Ve) de G.

Definicién 1.5.2. La representacién lisa (7, V.) de G, dada anteriormente
recibe el nombre de representacion inducida lisa compacta desde (w, W) y
usualmente se denota por ¢ — Ind% (7, W) = (, V).

Observemos que ¢ — Ind% (7, W) esta contenida en Ind%(, W).

Proposicién 1.5.3. (Reciprocidad de Frobenius)
Sea (m, V') una representaciéon lisa cualquiera de G y (o, W) una repre-
sentacion lisa de H, con H subgrupo cerrado de GG entonces,

Homp (Res$ 7, o) ~ Homg(m, Ind$, o)

donde Res% 7 denota la representacién (w, W) restringida a H.
Demostracién:

Existe un H—homomorfismo candnico q : Indg W — W definido por
q(¢) = ¢(1), el cual claramente verifica

(0.0 0)(8) = on(a(6) = od(1) = o(h- 1) = o1 h) = (p)(1) =
(g0 p,)(#) de donde se obtiene que o), 0 ¢ = g o p;,, donde p = Ind% o

Ahora definamos el H—homomorfismo o : V' — W, donde (7, V') es una
representacion lisa de G, esto es o € HomH(Resg 7,0) entonces podemos
asociar un unico G—homomorfismo «, : V — Indg W tal que g o a, = a.
En efecto, a.(v): G — W definida por

a.(v)(g) = a(my(v)) (g€ G, v €V)
nos da un isomorfismo canénico ¢ : Homy (Res$ 7, 0) — Homg (7, Ind$ o).

Observacién 1.5.4.

1. La proposicién anterior solo establece, de un modo diferente, la propie-
dad universal de la representacion inducida. Esto es, dada una representacion
lisa cualquiera (7,V) de G y un ¥ € Homp(Res% 7,0) entonces existe un
tinico ¥, € Homg (7, Ind$ o) tal que el diagrama siguiente,

(p, Indf; W)
v,/ lq
(mV)  —» (0, W)

es conmutativo.
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2. Observemos también el hecho que la induccion es funtorial en el sentido
que dados (o1, W1) y (02, Wa) representaciones lisas de H y ¥ € Hompy(04.02)
entonces

Ind% ¥ : Ind$ 0y — Ind$ oy

de modo que f € Ind$ o, es enviado en ¥(f) € Ind$ o5 la cual es la funcién
que lleva z € G en ¥(f(x)).

Ademas se tiene claramente que dado (o3, W3) otra representacién lisa de
H y T € Hompy(09,03) entonces,

Ind%(Y o ¥) = Ind$(Y) o Ind% (¥)

Esto es, el funtor Ind%, : R(H) — MR(G) es un funtor covariante.

Por otra parte tenemos el funtor Res% : R(H) — R(G), el cual envia
una representacion lisa (7,V) de G en (m,,V) siendo 7, la representacién
7 restringida al subgrupo H, es también un funtor covariante y tenemos que
la reciprocidad de Frobenius dice, en otras palabras, que el funtor Indg es
un funtor adjunto al funtor Res$; .

Supongamos ahora que H es un subgrupo abierto y compacto de G. Sea
(o, W) una representacién lisa de H, si definimos i : W — ¢ — Indga de
manera que cada funcién i(w) € ¢ — Ind$ o sea definida por,

o.(w) si ze€H

i ={ = % e

entonces ¢ es una incrustacion de representaciones, esto es un operador de
entrelazamiento inyectivo.

En efecto, i(w) es una funcién lisa y de soporte compacto médulo H y
ademéds tenemos que el C—espacio generado ({i(w)/w € W}) = ¢ — Ind% 0.
Claramente ({i(w)/w € W}) C ¢ — Ind% o. Por otra parte, dada f € ¢ —
Indg o entonces Sop(f) = K subgrupo abierto y compacto de G, como f es
localmente constante entonces dado € K existe subgrupo abierto L, C K
tal que f| L, = Wz como w, es liso en W entonces existe H,, estabilizador de w,

n

en H, asi L,NH,, C Kycomo K es compacto entonces K = U(Hff NHy,, )
i=1

y por lo tanto

n

flz) = Zz(wxg)(x) = Ooc(w:cj)

J=1

Usando lo anterior tenemos la siguiente,
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Proposicién 1.5.5. Dado un subgrupo abierto y compacto H de G y una
representacion lisa (o, W) de H entonces para cualquier representacién lisa
(m,v) de G y cualquier & € Homp(o, ) existe un inico G—homomorfismo
¢* :c—Ind$ o0 — V tal que

c—Ind% o
. (z)*
TN
w - V

es un diagrama conmutativo.
Demostracién: Ejercicio.

Observacién 1.5.6. De la proposicion anterior se deduce una forma dual
de la reciprocidad de Frobenius:

Homp (o, Res$ ) ~ Homg(c — Ind% o, 7)

lo cual dice que el funtor ¢ — Ind% es un funtor coadjunto al funtor Res$, .

Observemos aun mas que, si H\ G es compacto entonces ¢ — Indg o=
Ind$ o.

Proposicién 1.5.7.

Sea L un subgrupo abierto de G conteniendo al centro Z de G y tal que
L/Z es compacto. Sea (o, W) una representacion lisa irreducible de L. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. Ind$ o es admisible.
2. ¢ —Ind% o es admisible.

3. ¢ —Ind¥ o = Ind¥ o, es decir la inclusién canénica de ¢ — Ind¥ o en
Ind¥ o es un isomorfismo.

4. Indf o es una suma directa finita de representaciones supercuspidales
irreducibles de G.

Demostracién:

Que (1) implica (2) es trivial.

Supongamos (2) esto es c—Ind$ o es admisible. Sea ahora K un subgrupo
abierto compacto de Gy definamos un conjunto S C L\ G/ K del siguiente
modo: para g € G, LgK € S si y solo si existe ¢ € VE con ¢(g) # 0,
donde V = Ind§W (VK = {f € V/mpf = f} vy como, 7 = IndS 7, es lisa
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entonces V' = U VK. Si para cualquier g en G se tiene que ¢(g) = 0 entonces
K

VE = {0} lo que implica que va a existir un K tal que VX 2 {0} de lo
contrario V = {0}). Asi, dado Lg K € S existe ¢ € VX tal que ¢(g) #0 y
podemos entonces definir la funcién:

P = { P(z) sizeLgK

0 sl no

Es claro que ¢ ¢ VE donde V, = ¢ — Inde pues Sop¢p = LgK, el
cual es compacto modulo L (L\LgK = gK el cual es compacto).

Mas aun, si tenemos distintas coclases dobles Lg;K € S, 1 <1<
r, las correspondientes funciones ¢'9) estdn en VE y forman un conjunto
de funciones linealmente independientes. Usando la hipdtesis se tiene que
dimg(VX) es finita y por lo tanto S es un conjunto finito. Por otra parte,
dado cualquier ¢ € VX el soporte de ¢ es unién de dobles clases LgK € S.
Como S es finito, cualquier ¢ es de soporte compacto médulo L y asi hemos
probado que VE = VX,

Para probar que (3) implica (1) se supone que Ind$ 7 no es admisible se
toma S C LgK para un K tal que dimc VX no sea finita y asf se llega a una
contradiccion.

Probar que (4) implica (1) es inmediato.

La demostracién de (1) implica (4) es larga y técnica, para ver detalles
consultar [Bul].

1.6. Teorema de Mackey.

En esta seccién veremos el teorema de Mackey, el cual es una herramienta
de las mas ttiles para construir representaciones supercuspidales irreducibles
de grupos tales como GL(N, F'), el grupo de las matrices invertibles de orden

N x N. Este teorema fue demostrado, para grupos localmente profinitos, por
Phil Kutzko en 1977 [K1].

Definicién 1.6.1. Sea G un grupo topoldgico, H un subgrupo de G y 7
una representacion algebraica de H sobre un espacio vectorial complejo W.
Si x es cualquier elemento de G, se define la representacion conjugada 7 de
7 como la representacién del subgrupo 2 'Hz de G sobre W definido por

To(W) = Tpop1 () (z€ax'Hx, we W)

z
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Ejemplo 1.6.2. Sea G = GL(2,F), F un cuerpo p—4édico, y sea B el
subgrupo de Borel de G esto es B = {( :é z ) Jr,z e F* y € FX}. Consi-
deremos ahora el cardcter x, 5 del grupo B definido por,

s (0 = e

donde a, 3 € P/‘\X, esto es a, 3 son caracteres del grupo multiplicativo F*. El
homomorfismo ¥, 5 asi definido, es una representacion de dimensién uno del
subgrupo de Borel B.

Siw = ( (1) (1) ) en G entonces w™! ( g Z ) w € w™Bw y asf tenemos

e
st (g L) =vaste (0 Y= (5 ¥ ) =atse)

lo cual define a xg, 5 como una representacion de dimension uno del subgrupo
1 ’
w™ Bw.

Definiciéon 1.6.3. Sea GG un grupo topoldgico, Hy, Hy subgrupo cerrados de
G y Ty, T; representaciones algebraicas de H;y H, respectivamente sobre es-
pacios vectoriales complejos Wy, Ws. Si ¢ : W7 — W5 es una transformacion
lineal tal que ¢T'(h) = To(h)¢ para todo h € Hy N H, entonces decimos que ¢
entrelaza T con T5. Denotaremos el espacio de todos estos entrelazamientos
por [(T,T3).

Teorema 1.6.4. (Teorema de Mackey)

Sea G un grupo topolégico, H un subgrupo cerrado de G'y K un sub-
grupo abierto de G. Para algin conjunto de indices I, sea x;, con [ € I,
un conjunto completo de representantes de las dobles clases H\ G,/ K. Sea
o una representacién de K sobre un espacio vectorial V' de dimensién finita
y 7 una representacién de H sobre un espacio vectorial W de dimension
arbitraria.

Entonces,

Homg(c — Ind% o, Ind$, 7) =~ H Hom, 14y, (0, 7%)
lel
Si ademas, la imagen de K en H\ G es compacta entonces,

Homg(c — Ind% o, ¢ — Ind$, 7) ~ @ HommlexlmK(U, 7)
leT
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Demostracién:
Definamos,
S(o,7) ={s: G — Endc(V,W) | s(hzk) = 7(h)s(x)o(k) Vh € H,V € K}

y
Se(o,7) ={s € S(o,7) | H\ Sop(S) es compacto en H\ G}

Mostraremos que existe un isomorfismo de Homg(c — Ind§ o, Ind% 7) en
S(o,7) el cual manda Homg(c — Ind% o, ¢ — Ind 7) en S, (o, 7).
Con este objeto definamos la funcién f, : G — V por,

0.(v) sio xeK

fol2) :{ 0 si mo

La funcién f, € ¢ —Ind% o ya que Sop(f,) = K y K\JK = {0} el cual es
compacto en K\ G.

Ahora, sea A € Homg(c — Ind% 0, Ind$ 7) y definamos Sy : G —
Ende(V, W) por

Sa(z)(v) = A(fy)(2) (xeG, veV)

entonces se tiene claramente que Sy € S(o, 7).

Por otra parte, si s € S(o,7) y f € c — Ind% o, entonces para un g fijo
en G la funcién f : G — W definida por f(z) = s(zoz ) f(z) es constante
sobre las coclases derechas de K .

En efecto,

f(kg) S(aﬂog‘ll€ ") f(kg)

s(zog~ o (k™o (k)f(g)

S(Iog f(9)

B flg

y f tiene soporte una unién finita de coclases derecha pues como K es abierto
en GG entonces K\ G es un espacio topoldgico discreto (G — K\ G continua
y abierta, entonces {K g} es abierto en K\G). Ahora dado f € ¢ — Ind% o

K\ Sop(f) es compacto en K\ G asi existe una unién finita de coclases

derecha las cuales soportan f y entonces ftiene soporte una union finita de
coclases derechas.

Por lo tanto, si Z es un conjunto de representantes de coclases derechas
de K en GG entonces podemos definir la funcién,

Ay c—Ind% o — IndS 1

por

=Y st ()

z2€Z
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Es inmediato ver que A, € Homg(c — Ind% o, Ind% 7) y es facil probar que
A — Spay s — S4 es una inversa de la otra.

Finalmente se prueba que dado A € Homg/(c — Ind% o, Ind%, 7) entonces,
usando el hecho que dimg(V) es finito, Sy € S.(o,7) y dado un s € S.(o,7),
A, € Homg(c — Ind% o, ¢ — Ind$ 7).

Sea ahora x;, [ € I, un conjunto completo de representantes de las coclases
dobles de H\G /K. Sea
S = {5:G — Endc(V,W) | S(hak) = 7(h)S(z)o(k), Sop(S) C Hx,K}

entonces se tiene que

S(o,T) ~ HSZ

lel

En efecto, como G = UH:CZK entonces dado s € S(o,7) podemos definir
lel
S:1— USl de manera que S(I) : G — Endg(V, W) es tal que

S()(x) =

Asi tenemos que la funcién definida por S — {S(I)},.; es el isomorfismo

entre S(o,7) y HS;.

lel
Por otra parte si K tiene imagen compacta en H\ G entonces, para cada

lenl, S, C S.(o,7)yasi S.(r,T) ~ @Sl

lel

{ s(hak) x € HyK

0 Sl no

Finalmente debemos probar que para cada [ en I,
Sy ~ HomxlexlmK(a, )

Para esto, basta considerar un S € S; y probar que S(z;) es un elemento
del Hom, -1, e (0, 77).
Reciprocamente, dada o € Homxfl Hayn (o, 7") podemos definir

Sa: G — End(V, W)

por,

[ 7(h)ocaoca(k) si x=hxk
Salw) = { 0 si no

y tenemos que S, € S; es tal que S,(x;) = a. Asi la funciéon « — S(z;) es
un isomorfismo de .S; sobre Homxl_l Hayn (0, 7%), con lo cual se tiene probado
el teorema.
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