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GRUPOS Y ÁLGEBRAS DE LIE

ALEJANDRA PATRICIA JANCSA - MARCO FARINATI

PUBLICACIONES DE LA FACULTAD DE MATEMÁTICA,
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SERIE B – 2010
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13.6. Módulos de Verma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
13.7. Ejercicios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
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Introducción

Breve reseña histórica

En el año 1873, Sophus Lie dio origen a las ideas que conformaron la hoy denomina-
da teorı́a de Lie, con aportes posteriores de Weyl, Cartan, Chevalley, Killing, Serre, Harish-
Chandra y otros. En los primeros trabajos de Lie, la idea subyacente era construir una teorı́a
de ”grupos continuos”, que complementara la ya existente teorı́a de grupos discretos. La
aplicación inicial que Lie tenı́a en mente era a las ecuaciones diferenciales. El objetivo era
desarrollar una teorı́a capaz de unificar el estudio de las simetrı́as en el área de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Si bien continuó su desarrollo en otra dirección, la teorı́a de Lie
juega un roll central en la matemática contemporánea.

Lie observó que las simetrı́as de una ecuación diferencial daban lugar a grupos con
parámetros (que hoy considerarı́amos un grupo de Lie). El grupo de Lie que deja invariante
una ecuación diferencial actúa sobre el conjunto de soluciones de dicha ecuación.

Los ”grupos” y conjuntos con los que Lie trabajaba en general no eran grupos de Lie
en realidad, dado que la estructura de grupo estaba definida sólo localmente cerca de la
identidad. De todos modos, todo grupo local admite un álgebra de Lie, que a su vez se
integra a un grupo global. Fue Weyl (1924) quien por primera vez estudió sistemáticamente
grupos definidos globalmente. Los aportes fundamentales que realizó Lie fueron el asociar
a cada grupo de transformaciones continuas un álgebra de Lie y el definir una aplicación
del álgebra de Lie al grupo de Lie por medio de grupos monoparamétricos.

Objetivos de estas notas

Estas notas están dirigidas a quien toma un primer curso de teorı́a de Lie, teniendo una
base de estructuras algebraicas y de geometrı́a diferencial. La dirección de los temas sigue
dos núcleos troncales: la clasificación de las álgebras de Lie semisimples y la clasificación
de sus representaciones de dimensión finita.

Nuestra experiencia indica que tener a mano un buen abanico de ejemplos es de suma
utilidad, y quizas la teorı́a de Lie sea paradigmática en este sentido: no sólo los ejemplos
clásicos son de gran importancia, sino que el teorema de clasificación de las álgebras de Lie
simple nos vuelve a colocar frente a ellos. Razones históricas justificaron la necesidad de
desarrollar la teorı́a a partir de las preguntas que habı́an aparecido con anterioridad; quizás
más que ninguna otra, la teorı́a de Lie se erigió a partir de los ejemplos fundamentales que
le dieron origen. Por este motivo, antes de desarrollar la teorı́a general de subálgebras de
Cartan y descomposición en espacios raı́ces, inlcuı́mos en capı́tulo aparte la descripción de
las subálgebras abelianas maximales naturales en los ejemplos clásicos, y la descomposi-
ción en espacios de raı́ces que se obtiene de la diagnalización simultánea de éstas.

Hay ejercicios propuestos en todas las secciones para que quien aborde los temas pueda
ejercitarse, verificar la solidez de la teorı́a y evaluar su comprensión paso a paso.
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Organización de los capı́tulos

Los primeros dos capı́tulos contienen las definiciones y enunciados generales de grupos y
álgebras de Lie; hacia el final del segundo se expone la manera de pasar de un grupo de Lie
a su álgebra de Lie tangente, seguido del ejemplo fundamental de las matrices inversibles.
En el tercer capı́tulo se estudia la función exponencial, que va del álgebra al grupo.

El capı́tulo cuatro comienza con las definiciones y construcciones generales de represen-
taciones, estudiándose luego la forma de Killing, objeto de fundamental importancia en la
teorı́a.

El capı́tulo cinco se refiere a los teorema de Lie y de Engel, y es el primer momento en el
cual se demuestran resultados finos de la teorı́a. También se enuncia (sin demostración) el
criterio de solubilidad de Cartan, y se prueba a partir de éste el criterio de semisimplicidad,
poniendo en evidencia la relevancia de la forma de Killing en el estudio de las álgebras de
Lie semisimples. Se enuncia el teorema de completa reducibilidad de Weyl para que el
alumno empiece a adquirir el sabor de los resultados de la teorı́a, aunque la demostración
del mismo se pospone para cuando se cuente con herramientas más poderosas.

El capı́tulo seis tiene por objetivo brindar motivaciones al alumno a través de informa-
ción sobre álgebras de Lie compactas y su relación con los grupos de Lie compactos, las
álgebras reductivas y las álgebras semisimples.

El capı́tulo siete es la realización en los ejemplos fundamentales de los conceptos que se
comienzan a estudiar en el capı́tulo ocho: las subálgebras de Cartan y la descomposición en
espacios raı́ces. Para tal fin, es necesario hacer un paréntesis, estudiar las representaciones
de sl(2,C), lo cual es realizado en el capı́tulo nueve, y retomar luego en el capı́tulo diez con
las sorprendentes propiedades de integralidad de los sistemas de raı́ces.

El capı́tulo once contiene el resultado más importante de estas notas, que es la clasifica-
ción de las álgebras de Lie simples, estudiando los sistemas de raı́ces abstractos, las matri-
ces de Cartan asociadas, y los diagramas de Dynkin. En este capı́tulo, las demostraciones
están hechas con especial detalle.

El capı́tulo doce contiene las ideas y enunciados de los teoremas de reconstrucción. En
lugar de hacer énfasis en los resultados generales, hemos elegido realizar la reconstrucción
abstracta del álgebra de Lie a partir de su matriz de Cartan en los ejemplos de rango bajo.

El capı́tulo trece es el que le sigue en importancia al capı́tulo de la clasificación de álge-
bras semisimples complejas y trata sobre la clasificación de las representaciones de dimen-
sión finita de las álgebras semisimples complejas en términos de los pesos (enteros no
negativos) de un vector de peso máximo. Para demostrar el resultado de clasificación se
introduce el álgebra envolvente universal de un álgebra de Lie. Con esta herramienta se
construyen los módulos de Verma, que son representaciones de peso máximo universales,
con un peso máximo prescripto. A partir de los módulos de Verma se obtienen las repre-
sentaciones simples de peso máximo arbitrario, y se muestra la finitud de aquellas que
cumplen la condición de integralidad.

El capı́tulo catorce contiene la clasificación de las álgebras de Clifford complejas asocia-
das a una forma bilineal no degenerada, que es utilizada para construir representaciones
naturales del álgebra de Lie ortogonal. Este capı́tulo presupone cierta familiaridad con la
teorı́a de módulos sobre un anillo asociativo y con definiciones de objetos algebraicos a
partir de propiedades universales. Finaliza con ejemplos en dimensiones bajas, utilizando
hacia el final la teorı́a de vectores de peso máximo para distinguir clases de isomorfismo
de representaciones, mostrando que las representaciones ası́ construidas son ”nuevas”.
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1. Grupos topológicos y grupos de Lie

1.1. El grupo GL(n,R)

El subconjunto GL(n,R) = {M ∈ Rn×n : detM 6= 0} está determinado como imagen
inversa de un abierto de R (los números reales no nulos) por una función continua (el deter-
minante), por lo tanto es un abierto de Rn×n. Queda clara entonces su topologı́a como la re-
lativa de Rn×n ∼= Rn2 . Notemos que la multiplicación de matrices depende (bi)linealmente
de los coeficientes, por lo tanto

GL(n,R)×GL(n,R)→ GL(n,R)

(M,N) 7→M ·N

es una función continua. A la vez, la fórmula de la adjunta de los cofactores dividido el
determinante nos dice que la función invertir

GL(n,R)→ GL(n,R)

M 7→M−1 =
Cof(M)t

detM

es una función racional, por lo tanto continua donde el denominador no se anula, es decir,
es continua en GL(n,R).

Más generalmente, si V es un k-espacio vectorial de dimensión finita, k = R o C, se
puede considerar GL(V ) = {f : V → V : f es isomorfismo lineal }. La topologı́a de GL(V )
es la transferida por GL(n, k) a partir de una elección de una base de V , donde n = dimk V ;
dejamos como ejercicio verificar que esta topologı́a es, en realidad, independiente de la
base elegida.

Con estas propiedades, que relacionan la estructura de grupo con la topologı́a, GL(n,R)
es el ejemplo a tener en mente cuando hablemos de ”grupo continuo”, y un poco más tarde
de ”grupo de Lie”.

Definición 1.1. Un grupo continuo, o grupo topológico, es un espacio topológico G mu-
nido de una estructura de grupo tal que la multiplicación y la inversión son continuas.

Si S,G son grupos continuos, una función f : S → G se dice un homomorfismo de
grupos continuos si es un morfismo de grupos abstractos y es continua. Un par (S, ι) se
dice un subgrupo continuo de un grupo continuo G si S es un grupo continuo e ι es un
homomorfismo inyectivo de grupos continuos de S en G.

Ejercicio 1.2. Sea G un grupo continuo.

Si S un subgrupo de G, muestre que con la topologı́a inducida y con ι la inclusión de
conjuntos, (S, ι) es un subgrupo continuo. Si además S es normal, muestre que G/S
con la topologı́a cociente es un grupo continuo.

Si G es Hausdorff y S es normal, muestre que G/S es Hausdorff si y sólo si S es
cerrado en G.

Si G0 la componente conexa de la identidad de G, muestre que es un subgrupo nor-
mal, y que la topologı́a de G/G0 es la discreta, es decir, todo subconjunto de G/G0 es
abierto (y a la vez cerrado).



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ÁLGEBRAS DE LIE 7

Ejemplo 1.3. Cualquier subgrupo de GL(n,R) es un grupo continuo. Si S ⊆ GL(n,R),
entonces S, la clausura de S en GL(n,R) (¡atención, que no es la clausura en Rn×n!) es un
subgrupo cerrado.

Ejemplo 1.4. Sea V un R-espacio vectorial de dimensión finita que sea un álgebra en un
sentido general, es decir, supongamos que V está munido de una operación bilinealm : V ×
V → V que es simplemente una función bilineal (arbitraria). Si denotamos m(v, w) = vw,
la condición para que un isomorfismo lineal g de V en V sea un automorfismo de (V,m)
es, por definición, que g(vw) = g(v)g(w) para todo v, w ∈ V ; entonces Aut(V,m) := {g ∈
GL(V ) : m(gv, gw) = g(m(v, w))}, los automorfismos de (V,m), es un subgrupo de GL(V )
y, por lo tanto, un grupo continuo.

Definición 1.5. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable sobre R munida de una
estructura de grupo tal que la siguiente

G×G → G

(σ , τ) 7→ σ.τ−1

es una operación C∞.

El primer ejemplo de grupo de Lie es, para cada n ∈ N, G = GL(n,R) (ver el ejemplo
1.8). Una consecuencia de la definición es la siguiente observación:

Observación 1.6. En la definición de grupo de Lie, que la operación (σ , τ) 7→ σ.τ−1 sea C∞
es equivalente a que las operaciones del grupo τ 7→ τ−1 y (σ , τ) 7→ σ.τ sean funciones C∞.
En efecto, la primera se obtiene como la composición τ 7→ (e, τ) 7→ e.τ−1 y la segunda como
(σ, τ) 7→ (σ, τ−1) 7→ σ.(τ−1)−1 = σ.τ . Por lo tanto, en la definición anterior, la condición de
que la operación (σ , τ) 7→ σ.τ−1 sea C∞ es equivalente a pedir que estas dos operaciones
sean C∞.

La componente conexa del elemento identidad de un grupo de Lie G forma ella misma
un grupo de Lie; por otra parte, las componentes conexas de un grupo de Lie son todas
difeomorfas entre sı́. Más precisamente

Proposición 1.7. Sea G un grupo de Lie, entonces G0:= la componente conexa de la identidad, es
un subgrupo normal de G. Además, G0 forma ella misma un grupo de Lie.

Demostración. Ante todo, veamos que es subgrupo. Sean g y g′ dos elementos de G0 y sean
σ, τ : [0, 1] → G dos funciones continuas tales que σ(0) = 1G = τ(0), σ(1) = g, τ(1) = g′.
Como la multiplicación es continua, la función t 7→ σ(t)τ(t), que es la composición de

[0, 1]
σ×τ // G×G m // G

es una función continua, por lo tanto, σ(t)τ(t) pertenece a la misma componente conexa
para todo t ∈ [0, 1]; dado que en 0 vale 1G ∈ G0 y en 1 vale gg′, obtenemos que gg′ ∈ G0.
Análogamente se prueba que G0 es estable por g 7→ g−1.

Veamos ahora que es un subgrupo normal. Sea x ∈ G y consideremos la función

Adx : G→ G

g 7→ xgx−1
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Nuevamente, esta función es la composisión de funciones continuas

G
ix// G×G×G m // G

g � // (x, g, x−1) � // xg, x−1

Esta función tiene inversa continua Adx−1 , es decir, es un homeomorfismo, por lo tanto
manda componentes conexas en componentes conexas. Dado que Adx(1G) = x1Gx

−1 = 1G,
preserva la componente conexa de la identidad, es decir, xG0x

−1 = G0 para todo x ∈ G.
Además, G0 admite una estructura diferenciable como abierto de G; en consecuencia,

la operación

G0 ×G0 → G0 (1)
(σ , τ) 7→ σ.τ−1 (2)

es claramente una operación C∞ que convierte a G0 en un grupo de Lie.

Otra forma de comprobar que G0 es un grupo de Lie y, más aún, que es un subgrupo de
Lie de G según la definición que daremos enseguida, es a partir de un teorema de Serre por
el cual todo subgrupo (abstracto) cerrado de un grupo de Lie resulta un subgrupo de Lie de él. [W].

Un grupo de Lie complejo es, en particular, una variedad diferenciable compleja (es
decir, analı́tica compleja). Consideraremos en adelante solamente grupos de Lie reales y
por variedad diferenciable entendemos diferenciable de clase C∞.

Por otra parte, las álgebras de Lie serán reales o complejas; más aún, en general, serán
complejas porque son más fáciles de abordar y porque la teorı́a de espacios raı́ces está pen-
sada sobre C. A grupos de Lie reales le corresponden álgebras de Lie reales y a grupos
de Lie complejos le corresponden álgebras de Lie complejas. Se aclarará en cada caso si
estamos trabajando sobre R o sobre C.

En la definición de variedad diferenciable estamos asumiendo la hipótesis de ser N2

ó satisfacer el 2do axioma de numerabilidad: la topologı́a tiene una base numerable; por lo tanto,
todo grupo de Lie es N2 y, en consecuencia, tiene a lo sumo una cantidad numerable de
componentes conexas. Por otra parte, si se quitara la hipótesis N2, todo grupo de Lie con
una cantidad numerable de componentes serı́a necesariamente N2 como consencuencia de
que todo grupo de Lie conexo es unión numerable de potencias de un entorno cualquiera
de la identidad. Para más detalles, ver [W].

1.2. Ejemplos y ejercicios

Ejemplo 1.8. 1. Rn es un grupo de Lie con la suma de vectores. Notar que es isomorfo al

subgrupo cerrado de matrices de la forma
(

1 v
0 Idn

)
donde v ∈ Rn, Idn es la matriz

identidad de tamaño n por n y el cero de la izquierda es el vector columna cero.

2. El conjunto de los números complejos no nulos C∗ = C \ {0} es un grupo de Lie real
con la multiplicación usual de números complejos.

En efecto, pensamos a C∗ como a un abierto de R2, una variedad real de dimensión 2.
Si z = a+ bi, w = a′ + b′i ∈ C, la multiplicación (z, w) 7→ aa′ − bb′ + (ab′ + ba′)i que es
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diferenciable. Análogamente, la operación de invertir elementos no nulos z 7→ z−1 es

la función a+ bi 7→ a− bi
a2 + b2

que es racional en las coordenadas.

3. El cı́rculo unidad S1 ⊂ C∗ (pensado como subgrupo cerrado de C∗) es un grupo de
Lie con la multiplicación inducida de C∗.

4. Si G, H son grupos de Lie, entonces G × H es un grupo de Lie con la estructura de
variedad producto y la estructura de grupo de producto directo, es decir coordenada
a coordenada

(g, h).(g′, h′) = (g.g′, h.h′)

para todo (g, h), (g′, h′) ∈ G × H . Esta definición se extiende inductivamente a una
cantidad finita de factores.

5. Para cada n ∈ N, el toro n-ésimo T n = S1 × · · · × S1, el producto de n copias de S1 es
un grupo de Lie con la estructura producto.

6. La variedad GL(n,R) de todas las matrices n× n no singulares reales es un grupo de
Lie con la multiplicación usual de matrices.

En efecto, es un abierto de Rn×n ∼= Rn2 , por lo tanto hereda su estructura diferen-
ciable. Las operaciones de grupo son claramente diferenciables pues: A 7→ A−1 es
una función racional en los coeficientes, por la fórmula de la matriz cofactor, es de-

cir, A−1 =
1

detA
Cof(A)t donde si denotamos por A(ij) a la matriz que se obtiene

de A eliminando la fila i y la columna j, la matriz cofactor tiene como entradas
(Cof(A))ij = (−1)i+j detA(ij). Esta función es diferenciable justamente porque el de-
nominador no se anula en las matrices inversibles.

La multiplicación de dos matrices es diferenciable, en efecto, (A,B) 7→ A.B es po-
linomial en los coeficientes, pues la entrada en el lugar ij de la matriz producto es

(AB)ij =
n∑
k=1

aikbkj .

7. La subvariedad SL(n,R) ⊂ GL(n,R), que consiste de todas las matrices n × n reales
de determinante uno, es un grupo de Lie con la multiplicación usual de matrices.
En efecto, es claro que es un subgrupo abstracto de GL(n,R); para la estructura di-
ferenciable, basta mostrar que el uno es un valor regular de la función determinante
det : Rn×n → R (ejercicio!), con lo cual su preimagen resulta una subvariedad em-
bebida de dimensión n2 − 1. En particular, la inclusión ι : SL(n,R) → GL(n,R) es
diferenciable; por lo tanto, las operaciones en SL(n,R) resultan diferenciables tam-
bién.

Se obtiene también que es subvariedad por ser un subgrupo cerrado de un grupo de
Lie.

Análogamente, la subvariedad SL(n,C) ⊂ GL(n,C) de todas las matrices n× n com-
plejas de determinante uno es un grupo de Lie complejo con la multiplicación usual
de matrices, con el mismo argumento anterior, pero en este caso usando que la fun-
ción determinante es holomorfa. Por otra parte, resulta un grupo de Lie real, por



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ÁLGEBRAS DE LIE 10

ejemplo, por ser un subgrupo cerrado de GL(n,C), considerando a éste como grupo
de Lie real.

8. El conjunto Tn(R) de las matrices n × n reales, no singulares, triangulares (i.e. todas
las entradas por debajo de la diagonal iguales a cero) es un grupo de Lie con la multi-
plicación usual de matrices. Como antes, se identifica Tn(R) con un abierto de R

n(n+1)
2

ó se lo puede pensar como un cerrado de GL(n,R)).

9. El conjunto T+
n (R) de las matrices n × n reales triangulares con unos en la diagonal

puede identificarse como variedad diferenciable con R
n(n−1)

2 ; también puede pensarse
a T+

n (R) como un cerrado de GL(n,R) ó de SL(n,R).

10. Denotemos por R∗ = R \ {0} al conjunto de los números reales no nulos y conside-
remos K la variedad producto K = R∗ × R. Con una estructura de grupo definida
por

(s, t).(s′, t′) = (s.s′, st′ + t)

K resulta un grupo de Lie, llamado el grupo de los movimientos afines de R, donde
identificamos al elemento (s, t) con el movimiento afı́n x 7→ (sx+t); la multilplicación
en K es composición de movimientos afines. Este grupo es isomorfo al subgrupo de

GL(2,R) dado por
{(

s t
0 1

)
: s, t ∈ R, s 6= 0

}
.

11. Consideremos la variedad producto K = GL(n,R) × Rn con la estructura de grupo
definida por

(A, v).(A′, v′) = (A.A′, Av′ + v)

K resulta un grupo de Lie, el grupo de los movimientos afines de Rn, donde identificamos
al elemento (A, v) de K con el movimiento afı́n x 7→ (Ax+ v); la multilplicación en K
es composición de movimientos afines.

Podemos pensar a K como a un subgrupo cerrado de GL(n + 1,R) en virtud del
isomorfismo

K ∼=
{(

A v
0 1

)
tales que A ∈ GL(n,R), v ∈ Rn×1.

}
Con esta identificación es claro que el conjunto es cerrado por la operación de grupo;
en efecto: (

A v
0 1

)(
A′ v′

0 1

)
=

(
A.A′ Av′ + v

0 1

)
De manera más general, si consideramos cualquier grupo de Lie G en lugar de
GL(n,R) y cualquier representación de dimensión finita V de G en lugar de Rn, obte-
nemos que

K = GoV = {(g, v) con producto de grupo dado por (g, v).(g′, v′) = (gg′, g.v′ + v)}

un grupo de Lie, donde (g, v) 7→ g.v, de G × V 7→ V es la acción de G en V . Ver la
definición 1.16 para el concepto de representación.
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12. Producto semidirecto de grupos. Generalizando aún más el ejemplo anterior, sean G y
H dos grupos de Lie, consideremos Aut(H) el grupo de automorfimos de H como
grupo abstracto y sea ρ : G→ Aut(H) un morfismo de grupos abstractos, entonces en
el producto cartesiano K = G×H se puede definir la ley de grupo

(g, h) · (g′, h′) := (gg′, ρg(h)h′)

Denotemos por K = GoρH a este grupo, llamado el producto semidirecto de G y H .
Calcular la fórmula del inverso de un par (g, h) en K. Notar que hasta ahora no se
usaron las estructuras diferenciables de G ni de H .

Ejercicio 1.9. Si ρ : G → Aut(H) es tal que la función G × H → H dada por
(g, h) 7→ ρg(h) es diferenciable (respectivamente, continua) entonces K con ese pro-
ducto resulta un grupo de Lie (respectivamente, continuo).

1.3. Grupos de Lie clásicos

Son los grupos lineales generales GL(n,K), definidos antes, los denominados “especia-
les” y otros, subgrupos de los anteriores, que preservan alguna forma bilineal, según se
describen a continuación.

El grupo lineal general: real GL(n,R), complejo GL(n,C) y sobre H, GL(n,H).

El grupo especial: real SL(n,R), complejo SL(n,C).

El grupo ortogonal: real O(n,R) = {M ∈ GL(n,R) : MM t = Id}, complejo O(n,C) =
{M ∈ GL(n,C) : MM t = Id}.
Otra caracterización equivalente de O(n,R), identificando matrices con endomorfis-
mos, es O(n,R) = {f ∈ GL(Rn) : ||f(v)|| = ||v|| ∀v ∈ Rn} = {f ∈ GL(Rn) :
〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉 ∀v, w ∈ Rn}, donde la norma y el producto interno son los
canónicos en Rn. En el caso O(n,C), sus elementos no preservan necesariamente el
producto interno canónico 〈v, w〉 =

∑
i viwi de Cn, sino la forma bilineal (v, w) =

∑
i viwi.

El grupo ortogonal especial: real SO(n,R) = O(n,R)∩SL(n,R), complejo SO(n,C) =
O(n,C) ∩ SL(n,C).

El grupo unitario: U(n) = {M ∈ GL(n,C) : MM∗ = Id}. Otra caracterización equi-
valente es U(n) = {f ∈ GL(Cn) : ||f(v)|| = ||v|| ∀v ∈ Cn} = {f ∈ GL(Cn) :
〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉 ∀v, w ∈ Cn}, donde la norma y el producto interno son los
canónicos en Cn.

El grupo unitario especial: SU(n) = U(n) ∩ SL(n,C).

Grupos ortogonales: Sea η(p, q) = diag(−1, . . . ,−1,+1, . . . ,+1) la matriz diagonal
con p menos unos y q unos, que interpretamos como la matriz de una forma bilineal
simétrica. Se define O(p, q) = {M ∈ GL(n,R) : Mη(p, q)M t = η(p, q)} y SO(p, q) =
O(p, q) ∩ SL(n,R).
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El grupo simpléctico: Sea ω : R2n × R2n la forma bilineal antisimétrica definida por

ω(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, q
′
1, . . . , q

′
n, p
′
1, . . . , p

′
n) =

n∑
i=1

qip
′
i − q′ip′i

Se define Sp(n,R) = {M ∈ GL(2n,R) : ω(v, w) = ω(Mv,Mw)∀v, w ∈ R2n}. De mane-
ra análoga se define Sp(n,C).

Atención: no hay acuerdo general para la notación Sp(n,R).

1.4. Ejercicios

Ejercicio 1.10. Probar que los grupos clásicos son grupos de Lie.
Sugerencia: encontrar una función diferenciable conveniente

f : GL(n,R) → S ó f : GL(n,C) → S, con S una variedad diferenciable, de manera tal que el
grupo en cuestión sea la preimagen de un valor regular. Por ejemplo, SL(n,R) = det−1(1), como
se vio en el item 7 del ejemplo 1.8. Otra forma es pensarlos como subgrupos abstractos y a la vez
subconjuntos cerrados de GL(n,R).

Notar que U(n), SU(n), O(n,R) y SO(n,R) son compactos.

Ejercicio 1.11. Consideremos el grupo simpléctico Sp(n,R).

Demostrar que J =

(
0 Idn
−Idn 0

)
∈ R2n es la matriz de la forma bilineal ω y la

condición M ∈ Sp(n,R) se lee como MJM t = J . Idem para Sp(n,C).

Consideremos ω : Λ2R2n → R, es decir ω ∈ Λ2(R2n)∗, entonces
ωn = ω ∧ · · · ∧ ω ∈ Λ2n(R2n)∗ es no nula y, por lo tanto, un múltiplo del determinante.

Demuestre que Sp(n,R) ⊂ SL(2n,R) y que Sp(n,C) ⊂ SL(2n,C). Demuestre que para
n = 1 vale la igualdad: Sp(1,R) = SL(2,R) y Sp(1,C) = SL(2,C), pero para n > 1,
Sp(n,K) está contenido estrictamente en SL(2n,K), con K = R ó C.

Ejercicio 1.12. Sea A una R-álgebra asociativa con 1 de dimensión finita. Entonces U(A) =
{a ∈ A : ∃a′con a′a = aa′ = 1A} es un grupo de Lie de dimensión igual a la dimensión de
A como R-espacio vectorial.

Demostración. Consideremos la aplicación ρ : A → EndR(A) ∼= RdimA×dimA que a cada a le
asigna ρ(a) =“la multiplicación por a”. Esta aplicación es inyectiva (¿por qué?) y lineal, por
lo tanto continua y diferenciable, la imagen es un subespacio lineal. Identificando a U(A)
con su imagen en End(A) tenemos que U(A) ∼= ρ(A) ∩ GL(A), por lo tanto un subgrupo
cerrado de GL(dimA,R); la imagen es una subvariedad porque es la intersección de un
abierto con un subespacio y, en consecuencia, de la misma dimensión. La multiplicación e
inversión son diferenciables pues ası́ lo son en GL(A).

Ejercicio 1.13. SU(2) y los cuaterniones. Recordemos la estructura multiplicativa de H =
R⊕ Ri⊕ Rj ⊕ Rk:

i2 = j2 = k2 = −1, ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik
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1. Ver que H se puede definir como el álgebra con generadores i, j, donde i2 = j2 = −1
e ij = −ji.

2. Mostrar que σ definido por i 7→ −i, j 7→ −j y σ(k) = k determina un automorfismo
de orden 2.

3. Mostrar que τ(i) = i, τ(j) = j y τ(k) = −k determina un antimorfismo de álgebras,
es decir τ(hh′) = τ(h′)τ(h) para todo par h, h′ ∈ H, de orden 2.

4. Concluir (o mostrar directamente) que la “conjugación” h = a + bi + cj + dk 7→
h := a − bi − cj − dk es una involución, es decir h = h y hh′ = h′h. Mostrar que
hh = hh = a2 + b2 + c2 + d2; con esto se concluye que todo elemento no nulo es
inversible.

5. Probar queG = {h ∈ H : |h|2 = 1} es un grupo de Lie, difeomorfo a S3 como variedad
diferenciable.

6. La aplicación Ad : U(H)→ GL(4,R) definida por

h 7→
(
(a, b, c, d) 7→ Adh(a, b, c, d) := h(a+ bi+ cj + dk)h−1

)
es un morfismo de grupos, cuya imagen está contenida en SO(4,R). Para cualquier
h, la aplicación Adh = ”conjugar por h” deja invariante la recta R · 1, y por lo tanto
define por restricción una función en el complemento ortogonal

U(H)→ SO(3,R)

luego de haber identificado (x, y, z) ∈ R3 con xi+ yj + zk ∈ 1⊥.

7. Mostrar que la aplicación anterior restringida a G = {h ∈ H : |h| = 1} tiene núcleo
{±1} y, por lo tanto, la aplicación es abierta.

8. Consideremos SU(2) = {M ∈ C2×2 : MM∗ = Id, detM = 1}. La condiciónMM∗ = Id
nos dice que las filas (o columnas) deM son vectores de norma uno, ortogonales entre
sı́, es decir que M ∈ SU(2) implica

M =

(
z1 z2

w1 w2

)
: |z|21 + |z|22 = 1 = |w|21 + |w|22, z1w1 + z2w2 = 0

Dado que (z1, z2) 6= (0, 0), la condición de ortogonalidad dice que existe un escalar
λ ∈ C tal que (w1, w2) = λ(z2,−z1).

M =

(
z1 z2

−λz2 λz1

)
Como además el determinante debe ser igual a 1, tenemos que λ = 1, por lo tanto

M =

(
z1 z2

−z2 z1

)
: |z|21 + |z|22 = 1

Con esto concluı́mos que SU(2) ∼= S3 = {(z, w) ∈ C2 : ||(z, w)|| = 1}. Más aún, la
aplicación definida por

H→ C2×2
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a+ bi+ cj + dk = (a+ ib) + (c+ id)j 7→
(

a+ ib c+ id
−c+ id a− ib

)
es un isomorfismo de R-álgebras, que se restringe a un isomorfismo de grupos S3 =
{h ∈ H : |h| = 1} ∼= SU(2).

Como S3 es simplemente conexo, se sigue que SU(2) es el revestimiento universal de
SO(3,R) y, además, π1(SO(3,R)) ∼= Z/2Z.

Más adelante, podremos recuperar su(2) como el espacio tangente en la identidad a
SU(2); por lo anterior, también será isomorfa al álgebra de Lie tangente a SO(3,R).

1.5. Morfismos y representaciones

Las definiciones de homomorfismos y subgrupos son las usuales:

Definición 1.14. Una función φ : G → H entre grupos de Lie se dice un homomorfismo
de grupos de Lie si es un homomorfismo de grupos abstractos y es diferenciable. Decimos
que es un isomorfismo de grupos de Lie si además es un difeomorfismo. Un isomorfismo
de un grupo de Lie G en sı́ mismo se llama un automorfismo del grupo de Lie G.

Un par (H,φ) se dice un subgrupo de un grupo de Lie G si H es un grupo de Lie en
sı́ mismo, (H,φ) es una subvariedad de G y φ es un homomorfismo de grupos (abstractos).

(H,φ) se dice un subgrupo cerrado de G si además φ(H) es cerrado en G, con la topo-
logı́a relativa.

El siguiente resultado muestra que el problema de probar que un morfismo de grupos
abstractos, entre grupos de Lie, es de Lie se reduce a comprobar que es continuo.

Teorema 1.15. SeanG yH grupos de Lie y sea φ : G→ H un homomorfismo de grupos abstractos;
si φ es continuo entonces φ es C∞.

Definición 1.16. Una representación k-lineal de un grupo abstracto G es un k-espacio
vectorial V munido de una aplicación G×V → V denotada (g, v) 7→ g ·v (se escribe a veces
g(v), ó π(g)v, ó gv) con las propiedades siguientes:

g(g′v) = (gg′)v

1Gv = v

g · − : V → V es una transformación k-lineal.

Ejercicio 1.17. Tener una representación V de un grupo G equivale a dar un morfismo de
grupos G→ GL(V ).

En el caso particular de un homomorfismo de grupos de Lie φ : G → H = Aut(V ),
que por definición es diferenciable, con V un espacio vectorial real o complejo, es decir
H = GL(n,R) ó GL(n,C), se dice que (H,φ) es una representación del grupo de Lie G.
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1.6. Ejercicios

1. Sea G un grupo continuo y G0 la componente conexa de la identidad. Mostrar que G0

es un subgrupo normal.

2. Mostrar que Sn es isomorfo a un subgrupo de GL(n,R). Concluir que todo subgrupo
finito es isomorfo a un subgrupo de GL(n,R) para algún n. ¿Qué puede decir de n en
términos del orden del grupo finito en cuestión?

3. Calcular las dimensiones de O(n,R), SO(n,R), U(n), SU(n), SL(n,R), Sp(n,R). Mos-
trar que dim SO(p, q,R) = dim SO(p+ q,R) y que dim SU(n) = dim SL(n,R).

4. Sea G un grupo finito y V una representación (real o compleja). Mostrar que V es
isomorfa a una suma directa de representaciones simples.

5. Sea V una representación K-lineal simple de un grupo finito G, K = R o C. Mostrar
que EndG(V ), las transformaciones K-lineales y G-equivariantes, son un álgebra de
división, de dimensión finita sobre K. Concluir que en particular si K = C entonces
los únicos endomorfismos G-equivariantes son múltiplos de la identidad. Si K = R
¿cuáles son las posibilidades? Exhibir un ejemplo de G y V para cada posibilidad.

6. Verificar que los siguientes son morfismos de grupos de Lie:

a) S1 ∼= SO(2,R) ⊂ SU(2) definido por eiθ 7→
(

cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

)
y también

S1 → SU(2), dado por eiθ 7→
(
eiθ 0
0 e−iθ

)
.

b) GL(n,K)→ SL(n+ 1,K), definido por M 7→
(
M 0
0 det−1(M)

)
.

c) GL(n,K)→ Sp(n,K), definido por M 7→
(
M 0
0 (M t)−1

)
.

7. Proceso de ortogonalización de Gram - Schmidt.

a) Interprete atentamente el proceso de ortogonalización de Gram - Schmidt para
demostrar que el siguiente es un homeomorfismo de espacios topológicos (más
aún, difeomorfismo de variedades diferenciables):

GL(n,C) ∼= U(n)× T>0(n,C) ∼= U(n)× Rn
>0 × Cn(n−1)/2 ∼= U(n)× Rn2

donde T>0(n,C) denota al conjunto de las matrices triangulares superiores, con
elementos reales positivos en la diagonal. Sugerencia: mostrar que la aplicación

U(n)× T>0(n,C) → GL(n,C)
(U, T ) 7→ UT

es inyectiva por ser U(n) y T>0(n,C) subgrupos con intersección trivial y que es sobre-
yectiva gracias a Gram-Schmidt.

b) Muestre que la aplicación anterior no es morfismo de grupos, ni siquiera consi-
derando productos semidirectos. En particular, los anteriores no son necesaria-
mente grupos de Lie isomorfos (al menos no en virtud de la aplicación anterior).
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c) Mostrar que restringiendo la aplicación anterior (o repitiendo el argumento) se
obtienen homeomorfismos de espacios topológicos

SL(n,C) ∼= SU(n)× Rn2−1

GL(n,R) ∼= O(n,R)× Rn(n+1)/2

SL(n,R) ∼= SO(n,R)× Rn(n+1)/2−1

d) Concluir que GL(n,C) tiene el mismo tipo de homotopı́a que U(n), idem para
los otros. (Por ejemplo, SL(2,R) tiene el mismo tipo de homotopı́a que S1.)

e) Mostrar que GL(n,R) tiene dos componentes conexas: las matrices de determi-
nante positivo y las de determinante negativo. Concluir que O(n,R) tiene dos
componentes conexas y por lo tanto SO(n,R) es conexo. Concluir que SL(n,R)
es conexo.

Información adicional: ninguno de los factores de los productos anteriores es un subgru-
po normal del grupo más grande; más aún, en cada caso, los únicos subgrupos normales
son los contenidos en las matrices escalares (una matriz escalar es un múltiplo de la
identidad). En particular, entre los anteriores no hay isomorfismos de grupos de Lie.
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2. Álgebras de Lie

2.1. Definiciones

Definición 2.1. Sea K un cuerpo. Un álgebra de Lie sobre K es un K-espacio vectorial g
munido de una operación bilineal [ , ] : g× g→ g, llamada corchete de Lie, que satisface:

1. Antisimetrı́a: [x, y] = −[y, x] para todo x, y ∈ g.

2. Identidad de Jacobi: [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 para todo x, y, z ∈ g.

De acuerdo a los intereses de este curso, consideraremos sólo álgebras de Lie de dimen-
sión finita.

Ejercicio 2.2. Probar que la condición de antisimetrı́a: [x, y] = −[y, x] para todo x, y ∈ g, es
equivalente a la identidad [x, x] = 0 para todo x ∈ g, salvo en el caso en que char (K) = 2.

Ejercicio 2.3. Probar que si dim (g) = 2, la identidad de Jacobi se obtiene inmediatamente
de la condición de antisimetrı́a.

Ejercicio 2.4. Probar que el miembro izquierdo de Jacobi es igual a un medio de la suma
alternada, es decir, si denotamos por J(x, y, z) al miembro izquierdo de Jacobi, entonces

J(x1, x2, x3) =
1

2

∑
σ∈S3

(−1)σ[xσ(1), [xσ(2), xσ(3)]]

Para completar las definiciones correspondientes a la categorı́a de álgebras de Lie, ne-
cesitamos las siguientes:

Definición 2.5. Sean g, g′ álgebras de Lie sobre K; un homomorfismo de álgebras de Lie,
es decir, un morfismo en la categorı́a de álgebras de Lie, es una transformación lineal φ :
g → g′ tal que φ[x, y] = [φx, φy] para todo x, y ∈ g. Un isomorfismo de álgebras de Lie es
un homomorfismo de álgebras de Lie que admite un homomorfismo inverso.

Ejercicio 2.6. Probar que un isomorfismo de álgebras de Lie es un homomorfismo de álge-
bras de Lie que es a la vez un isomorfismo lineal, es decir, que la inversa de un morfismo
de Lie es automáticamente de Lie.

Definición 2.7. Una subálgebra de Lie h de un álgebra de Lie g es un subespacio h de g
cerrado por el corchete, es decir, tal que [h, h′] ∈ h para todo h, h′ ∈ h.

Ejemplo 2.8. Sea A una K-álgebra asociativa, es decir A es un anillo y K ⊂ Z(A) (por
lo tanto A es un K-espacio vectorial). Si definimos el corchete como el conmutador:

[x, y] := xy − yx

entonces (A, [−,−]) es un álgebra de Lie, es decir, el corchete es antisimétrico, y veri-
fica la condición de Jacobi. En efecto,

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = x[y, z]− [y, z]x+ y[z, x]− [z, x]y + z[x, y]− [x, y]z

= x(yz)− x(zy)− (yz)x+ (zy)x+ y(zx)− y(xz)

−(zx)y + (xz)y + z(xy)− z(yx)− (xy)z + (yx)z

= 0

para todo x, y, z ∈ A, pues el producto es asociativo por hipótesis.
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Como caso particular, podemos tomar A = Kn×n, las matrices cuadradas de tamaño
n por n con coeficientes en K. Considerada como álgebra de Lie con el conmutador,
se denota por gl(n,K).

Por ejemplo, calculemos los corchetes en el álgebra de Lie gl(2,R). Identificando a
gl(2,R) con las matrices reales 2×2, está generada como espacio vectorial (de dimen-
sión n2 = 4) por los elementos

{E11, E12, E21, E22} = {h1, x, y, h2}

La yuxtaposición significa la multiplicación usual de matrices. Los corchetes de Lie
entre elementos de la base dan como resultado

[E11, E12] = E11E12 − E12E11 =(
1 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
−
(

0 1
0 0

)(
1 0
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
Por lo tanto, [h1, x] = x. De igual modo se calcula

[E11, E21] = E11E21 − E21E11 =(
1 0
0 0

)(
0 0
1 0

)
−
(

0 0
1 0

)(
1 0
0 0

)
= −

(
0 0
1 0

)
Por lo tanto, [h1, y] = −y. Ası́ siguiendo, obtenemos

[h1, x] = x; [h1, y] = −y; [h1, h2] = 0; [x, y] = h1 − h2; [x, h2] = x; [y, h2] = −y

Notar que de los 16 corchetes entre elementos de la base, sólo es necesario calcular
explı́citamente 6, por la propiedad de antisimetrı́a del corchete. Observemos, además,
que el álgebra de Lie gl(2,C) puede pensarse como espacio vectorial generada por
la misma base pero ahora como espacio vectorial sobre C. Obtenemos las mismas
constantes de estructura que para el álgebra de Lie gl(2,R).

Si h es un subespacio de Kn×n cerrado por conmutadores, entonces h es en sı́ misma
un álgebra de Lie, por ejemplo las matrices de traza nula, que se denotan por sl(n,K),
o las matrices antisimétricas, que se denotan so(n,K). Veremos que los nombres no
son casuales. Por definición, estas son subálgebras de Lie de gl(n,K).

Calculemos, por ejemplo, la estructura de álgebra de Lie de sl(2,R), las matrices reales
2× 2 de traza cero, generada como espacio vectorial de dimensión n2 − 1 = 3 por los
elementos de la base

B = {E11 − E22, E12, E21} = {h, x, y}

A partir de los cálculos previos en sl(2,R), las propiedades del corchete y el hecho de
que ahora h := h1 − h2 de la base anterior, obtenemos sin demasiado esfuerzo

[h, x] = 2x; [h, y] = −2y; [x, y] = h

Como antes, si quisiéramos estudiar el álgebra de Lie sl(2,C) no tenemos más que
considerar el espacio vectorial complejo, con la misma base B y observar que se ob-
tienen las mismas constantes de estructura que para el álgebra de Lie sl(2,R).
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Producto directo. Sean g y l álgebras de Lie, entonces el producto cartesiano g × l
admite una estructura natural de álgebra de Lie con el corchete definido coordenada
a coordenada, es decir, como espacio vectorial g× l = g⊕ l y para todo x, x′ ∈ g, l, l′ ∈ l

[(x, l), (x′, l′)] = ([x, x′], [l, l′])

Notar que las proyecciones en g y en l son morfismos de álgebras de Lie.

2.2. Espacio tangente

Nos interesa profundizar la relación entre grupos y álgebras de Lie, que en parte justi-
fica el estudio de las álgebras de Lie.

Proposición 2.9. Sea G un subgrupo de Lie de GL(n,R) y sea g el espacio tangente a G en la
identidad, entonces g es una subálgebra de Lie de gl(n,R).

Antes de mostrar esta proposición, un pequeño repaso sobre espacios tangentes.
Sea M ⊆ Rn un subconjunto no vacı́o y p ∈ M . Diremos que un vector v ∈ Rn es

tangente a M en p si existe una curva diferenciable σ : (−ε, ε) → M , tal que σ(0) = p y
σ′(0) = v.

El espacio tangente a M en p, denotado por TpM , se define como el subespacio de Rn

generado por todos los vectores tangentes a M que pasan por p, es decir, por todos los
vectores velocidades de curvas que pasan por p.

Es fácil ver que si v ∈ TpM y λ ∈ R, entonces reparametrizando una curva que pase
por p a velocidad v (y eventualmente achicando el dominio) se puede obtener una curva
que pase por p a velocidad λv. Es un hecho que si M es una subvariedad de Rn (es decir,
localmente el gráfico de alguna función C∞ f : U ⊂ Rd → Rn−d), entonces el conjunto de
vectores velocidades resulta un subespacio vectorial de Rn (es decir, es cerrado por sumas
y por lo tanto en este caso no hace falta tomar ”subespacio generado por”).

Demostración de la proposición 2.9. Sea G un subgrupo de GL(n,R), sea e = IdG y sea
g := TIdG = TeG el espacio tangente a G en la identidad; sean X = σ′(0) e Y = τ ′(0) donde
σ, τ : (−ε, ε)→ G ⊂ GL(n,R) son dos curvas diferenciables con σ(0) = τ(0) = e; o sea que,
por definición, X, Y ∈ g. Es suficiente probar que [X, Y ] := XY − Y X ∈ g. Consideremos
la función de dos variables

f : (−ε, ε)× (−ε, ε)→ G

(s, t) 7→ σ(s)τ(t)σ(s)−1

Es decir que tenemos dada una familia de curvas parametrizadas por s. Para cada s fijo, la
curva fs(t) = f(s, t) verifica que es diferenciable y que fs(0) = Id, pues

σ(s)τ(0)σ(s)−1 = σ(s)Id σ(s)−1 = e.

Podemos calcular f ′s|t=0 y nos dará un elemento del espacio tangente a G en e:

f ′s|t=0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

fs(t) =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

σ(s)τ(t)σ(s)−1



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ÁLGEBRAS DE LIE 20

= σ(s)τ ′(0)σ(s)−1 = σ(s)Y σ(s)−1.

Notar que la cuenta anterior, si bien mezcla elementos de g con elementos de G, tiene
sentido, si recordamos que los factores del producto son en particular matrices n × n y
la multiplicación es la usual. Es decir que, para cada Y ∈ TeG y para cada s, obtuvimos
que σ(s)Y σ(s)−1 ∈ TeG. Si ahora consideramos la curva c(s) = σ(s)Y σ(s)−1, tenemos que
c : (−ε, ε)→ TeG, es decir, la imagen de c está contenida en el espacio vectorial TeG, y por lo
tanto, su vector velocidad debe estar contenido en el mismo espacio vectorial; por lo tanto,
para todo s,

c′(s) = σ′(s)Y σ(s)−1 + σ(s)Y (σ(s)−1)′ = σ(s)′Y σ(s)−1 + σ(s)Y
(
−σ(s)−1σ′(s)σ(s)−1

)
∈ TeG

y en particular (usando que Id es la matriz identidad)

c′(0) = σ(0)′Y σ(0)−1 − σ(0)Y σ(0)−1σ′(0)σ(0)−1 = XY Id− IdY Id−1XId−1

= XY − Y X = [X, Y ] ∈ TeG.

2.3. Álgebras de Lie lineales

Ya hemos mencionado como ejemplo de álgebra de Lie a gl(V ); recordémosla breve-
mente con más generalidad. Sea V un K-espacio vectorial de dimensión finita n y End(V )
el espacio vectorial de todas las transformaciones lineales V → V , que tiene dimensión
n2. Además, End(V ) es un anillo con la composición usual; ésta permite definir una nueva
operación

[x, y] = xy − yx

donde se sobrentiende la operación de composición; ya hemos estudiado que el corche-
te ası́ definido convierte a End(V ) en un álgebra de Lie que denotamos como gl(V ). Fija
una base de V , se puede pensar gl(V ) como el espacio de todas las matrices n × n sobre
K, que denotamos también como gl(n,K). En particular, tenemos gl(n,R) y gl(n,C). Toda
subálgebra de Lie de gl(n,R) ó gl(n,C) se dice un álgebra de Lie lineal.

Una base de gl(n,R) ó gl(n,C) está dada por las matrices {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} donde Eij
tiene un uno en la entrada de la fila i y columna j y las demás entradas son todas iguales a
cero:

Eij =



0 · · · · · · 0 · · · 0
0 · · · · · · 0 · · · 0
...

...
...

0 · · · · · · 1 · · · 0
...

...
...

0 · · · · · · 0 · · · 0


Calculemos los corchetes entre ellas a partir de los productos de matrices EijEkl = δjkEil.
Por ejemplo [E12, E23] = E13, pues

(E12E23)ij =
∑
k

(E12)ik(E23)kj
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(E12)ik es cero a menos que i = 1 y k = 2, en particular, (E12E23)ij es cero si i 6= 1. A la vez
(E23)kj es cero a menos que k = 2 y j = 3, lo que dice que (E12E23)ij es cero también para
j 6= 3, queda ver

(E12E23)13 =
∑
k

(E12)1k(E23)k3 =
∑
k

δ2kδ2k = 1

Una cuenta similar muestra que E23E12 = 0. En general, vale que

[Eij, Ekl] = δjkEil − δliEkj

luego todos los coeficientes de [Eij, Ekl] dan ±1 ó 0.

Los grupos de Lie son una de las clases más importantes de variedades diferenciables
y la importancia del estudio de las álgebras para los grupos de Lie es que:

Las categorı́as de álgebras de Lie de dimensión finita y la de grupos de Lie conexos y
simplemente conexos son equivalentes.

Más aún, todo grupo de Lie conexo y simplemente conexo está completamente deter-
minado, salvo isomorfismo, por su álgebra de Lie de campos de vectores invariantes a
izquierda, que es isomorfa al espacio tangente a la identidad del grupo, (este isomorfismo
se demuestra en la proposición 2.26). El estudio de los grupos se reduce en gran medida al
estudio de sus álgebras de Lie. El nexo entre un grupo y su álgebra de Lie está dado por la
función exponencial que es una generalización de la exponencial de matrices.

Los ejemplos más importantes son grupos y álgebras de Lie de matrices; más aún, toda
álgebra de Lie de dimensión finita tiene un representante en su clase de isomorfismo que
es un álgebra de Lie de matrices. Ésto es consecuencia de teoremas de Ado e Iwasawa. Ver
el enunciado del teorema 2.27. La demostración de este hecho fundamental se encuentra,
por ejemplo, en los libros [J] o [B].

2.4. Álgebras de Lie clásicas

Los ejemplos más importantes de toda la teorı́a se llaman álgebras de Lie clásicas y se
agrupan en cuatro familias de tiposA`,B`, C` yD`, con 1 ≥ `, que a la vez se corresponden
con cuatro familias de grupos de Lie clásicos, definidos en la sección 1.3. Todas ellas se
construyen dentro de gl(n,K) donde n depende de ` y K es cualquier cuerpo, salvo en los
casos B`, C` y D`, donde la caracterı́stica de K debe ser distinta de dos. Nos interesan las
álgebras de Lie sobre R ó C.

• El álgebra de Lie de tipo A` es sl(` + 1,K) :=
{
A ∈ K(`+1)×(`+1) : trA = 0

}
, el álgebra

de Lie de matrices de traza cero. Usando las propiedades de la traza: tr(AB)=tr(BA) y
tr(A+B) =tr(B +A) y que no depende de la base (por lo cual podemos pensar en la traza
de un endomorfismo como la traza de su expresión en cualquier base), es fácil verificar que
sl(`+1,K) es cerrada para el corchete, más aún, que es una subálgebra de Lie de gl(`+1,K).

Dado que es una subálgebra propia de gl(` + 1,K), su dimensión es menor ó igual que
n2 − 1 = (`+ 1)2 − 1. Por otra parte, sea la base

{Eij : i 6= j}1≤i,j≤` ∪ {hi := Eii − Ei+1,i+1}1≤i≤`

que en total son (`+ 1)2 − (`+ 1) + ` = (`+ 1)2 − 1 elementos base; por lo tanto, ésta es su
dimensión.
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• El álgebra de Lie de tipo C` para ` ≥ 3 es el álgebra simpléctica definida como el
subespacio (y subálgebra de Lie) de sl(2`,K) dada por

sp(2`,K) :=

{
A ∈ K2`×2` : A =

(
m n
p q

)
: m,n, p, q ∈ K`×`, nt = n, pt = p, mt = −q

}

Equivalentemente, sea {v1, ..., v2`} una base de K2`×2`, sea F =

(
0 Id`
−Id` 0

)
y sea f la for-

ma bilineal antisimétrica no degenerada correspondiente a F ; es decir, f(v, w) =< v, Fw >
v,w ∈ K2`. Notar que f satisface f(v, w) = −f(w, v). Se define el álgebra simpléctica como
el subespacio de matrices o endomorfismos A de K2` tales que

FA = −AtF

lo cual obliga trA = 0. En otras palabras, A ∈ sp(2`,K) si y sólo si para todo v, w ∈ K2`

f(Av,w) = −f(v,Aw)

Una base de sp(2`,K) está dada por

B = {hi := Eii − E`+i,`+i : 1 ≤ i ≤ `} ∪ {Eij − E`+j,`+i : 1 ≤ i 6= j ≤ `}

∪ {Ei,`+i : 1 ≤ i ≤ `} ∪ {Ei,`+j + Ej,`+i : 1 ≤ i < j ≤ `}

∪ {E`+i,i : 1 ≤ i ≤ `} ∪ {E`+i,j + E`+j,i : 1 ≤ i < j ≤ `}

En particular, se obtiene que la dimensión de sp(2`,K) es igual a

dim sp(2`,K) = |B| = `+ (`2 − `) + 2(`+
1

2
`(`− 1)) = 2`2 + `

• El álgebra de Lie de tipo B` para ` ≥ 2 es el álgebra ortogonal o(2` + 1,K) definida
como el subespacio (y la subálgebra de Lie) de sl(2`+ 1,K) de matrices antisimétricas

o(2`+ 1,K) = {A ∈ K(2`+1)×(2`+1) : A+ At = 0}

Notar que las condiciones implican trA = 0 si A ∈ o(2` + 1,K), por lo cual esta álgebra se
denota también por so(2`+ 1,K). Otra descripción de o(2`+ 1,K) (ver la próxima sección)
está dada por

o(2`+1,K) =


 0 b1 b2

−bt2 m n
−bt1 p −mt

 ∈ K(2`+1)×(2`+1) : m, nt = −n, pt = −p ∈ K`×`, b1, b2 ∈ K`


Equivalentemente, sea {v1, ..., v2`+1} una base de K(2`+1)×(2`+1), sea F =

 1 0 0
0 0 Id`
0 Id` 0

 y

sea f la forma bilineal simétrica no degenerada correspondiente a F ; como para C`, una
matriz A pertenece a o(2`+ 1,K) si y sólo si

f(Av,w) = −f(v, Aw)
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De nuevo, trA = 0. Consideremos la siguiente base de o(2`+ 1,K): B =

= {hi := Eii − E`+i,`+i}2≤i≤`+1∪{Ei+1,j+1 − E`+j+1,`+i+1}1≤i 6=j≤`∪{Ei+1,`+j+1 − Ej+1,`+i+1}1≤i<j≤`

∪{E1,`+i+1 − Ei+1,1; E1,i+1 − E`+i+1,1}1≤i≤` ∪ {Ei+`+1,j+1 − Ej+`+1,i+1}1≤j<i≤`

Como en el caso de C`,
dim o(2`+ 1,K) = |B| = 2`2 + `.

• El álgebra de Lie de tipo D` es también un álgebra ortogonal pero que se construye
sobre un espacio vectorial de dimensión par, o(2`,K) = so(2`,K) porque todos sus elemen-
tos tienen traza cero,

o(2`,K) = {A ∈ K2`×2` : A+ At = 0}

La forma bilineal está dada por F =

(
0 Id`
Id` 0

)
. Se deja como ejercicio construir una

base y verificar que la dimensión de esta álgebra de Lie es dim o(2`,K) = 2`2 − `.

Matrices ortogonales con respecto a una forma bilineal simétrica no degenerada

Sea V = Kn y B una forma bilineal, simétrica, no degenerada, definida en V , se define

o(B) = {f ∈ gl(n) : B(fv, w) +B(v, fw) = 0∀v, w ∈ V }

o(B) resulta un álgebra de Lie, que se identifica con la subálgebra de matrices dada por

o(B) = {f ∈ Kn×n : fB +Bf t = 0}

donde ahora B significa la matriz de la forma bilineal B y a f la escribimos como matriz.

Ejercicio 2.10. Sea C ∈ Kn×n inversible y B′ = CBCt, entonces o(B) ∼= o(B′) y este isomor-
fismo es de álgebras de Lie. En particular, sobre los números complejos, todas las o(B), con
B simétrica, no degenerada, son isomorfas al álgebra de Lie de matrices antisimétricas.

En el caso real, tiene sentido considerar o(p, q), el álgebra de Lie de matrices que preservan la
forma bilineal que en su forma diagonal tiene p unos y q menos unos. Toda subálgebra de Lie que
preserve una forma bilineal simétrica, no degenerada en Rn es necesariamente isomorfa a
una de éstas. Se puede probar también que o(p, q) ∼= o(q, p), ¿por qué?

2.5. Ideales

Definición 2.11. Un ideal de g es un subespacio I de g tal que [g, z] ∈ I para todo z ∈ I,
g ∈ g, es decir, tal que [g, I] ⊂ I.

En teorı́a de Lie, los ideales juegan el rol que los subgrupos normales juegan en teorı́a
de grupos y el de los ideales biláteros en teorı́a de anillos, por lo cual es natural estudiar un
álgebra de Lie vı́a sus ideales. Notar que un ideal es automáticamente una subálgebra de
Lie. Ideales triviales de g son todo g y el cero ó ideal nulo que consiste sólo del vector nulo.
Menos trivial es el ideal Z(g) = {z ∈ g : [x, z] = 0 ∀x ∈ g}, el centro de g. Un ideal I de g se
dice propio si 0 6= I e I 6= g.
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Un álgebra de Lie se dice abeliana si [g, g] = 0, es decir, si todos los corchetes son cero, o
sea, si y sólo si Z(g) = g. En particular, todo espacio vectorial puede ser considerado como
un álgebra de Lie abeliana.

El álgebra derivada de g es g′ := [g, g], que consiste de todas las combinaciones lineales
de elementos de la forma [x, y] con x, y ∈ g, es decir,

g′ = [g, g] =
{∑

[xi, yi] = 0 : xi, yi ∈ g
}

y resulta un ideal (ver proposición 2.14 más adelante). Notar que g es abeliana si y sólo si
g′ = 0; el otro extremo es g′ = g 6= 0. Veremos enseguida por qué.

Ejemplo 2.12. Sea g = sl(2,K) con K = R ó C ó, más generalmente, sobre cualquier cuerpo
de char K 6= 2; estudiemos su tabla de multiplicación en la base {x, y, h} donde

x =

(
0 1
0 0

)
; y =

(
0 0
1 0

)
; h =

(
1 0
0 −1

)
entonces [x, y] = h, [h, x] = 2x y [h, y] = −2y. Por lo tanto, [g, g] = g.

Ejercicio 2.13. La propiedad [g, g] = g vale para todas las álgebras de Lie lineales, incluso
para sl(n,K) con n 6= 2 si char K = 0.

Proposición 2.14. Sean I, K ideales de un álgebra de Lie g sobre un cuerpo K, entonces I + K,
I ∩ K y [I,K] son ideales de g; en particular, [g, g] y [g, [g, g]] son ideales.
Demostración. Sean I,K ideales de un álgebra de Lie g; queda como ejercicio probar que
entonces los subespacios

I + K = {x+ y : x ∈ I, y ∈ K} y

I ∩ K =

{ ∑
x∈I∩K

x

}
también son ideales de g. Probemos que [I,K] = {

∑
i[xi, yi] : xi ∈ I, yi ∈ K} es ideal de g:

[g, [I,K]] ⊆ [[g, I],K]] + [I, [g,K]] ⊆ [I,K]] + [I,K] = [I,K].

El álgebra derivada de g es un caso especial de esta construcción.

Definición 2.15. Un álgebra de Lie g se dice simple si no admite más ideales que el cero y
la misma g y si g no es abeliana.

Por ejemplo, si g es de dimensión uno, resulta automáticamente abeliana y, por lo tanto,
no es simple; más aún, las simples de dimensión más chica son de dimensión tres (ejercicio).

Notar que si g es simple, entonces [g, g] = g y Z(g) = 0.

Ejemplo 2.16. Veamos que sl(2,K), que es de dimensión tres, es simple. Sea {x, y, h} la base
de sl(2,K) dada en el ejemplo 2.12:

x =

(
0 1
0 0

)
; y =

(
0 0
1 0

)
; h =

(
1 0
0 −1

)
Supongamos que I es un ideal no nulo de sl(2,K). Sea 0 6= t = ax+ by + ch ∈ I, a, b, c ∈ K,
entonces [x, [x, t]] = −2bx ∈ I y también [y, [y, t]] = −2ay ∈ I; por lo tanto, si a 6= 0, I
contiene a y, y por ser ideal, también contiene a h = [x, y]; entonces I contiene a t−by−ch =
ax. Es decir que si a 6= 0, obtenemos que y, h, x ∈ I y por lo tanto, I = g. Análogamente si
b 6= 0. Por otra parte, si 0 6= ch ∈ I, entonces h ∈ I pero por ser ideal, también x = 1

2
[h, x] ∈ I

e y = −1
2
[h, y] ∈ I y de nuevo I = g.
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2.6. Cocientes

A partir de un álgebra de Lie no simple, se puede construir otra álgebra de Lie de di-
mensión menor, como un cociente de la primera (de manera análoga al procedimiento
para anillos); en efecto, si g no es simple, sea I un ideal propio, se define el álgebra de Lie
cociente como el espacio vectorial cociente g/I con la estructura de álgebra de Lie dada
por

[x+ I, y + I] = [x, y] + I

es decir, en notación de clases, se define [x, y] = [x, y].
Buena definición: Supongamos que x + I = x′ + I e y + I = y′ + I, o sea que existen

u, v ∈ I tales que x′ = x+ u e y′ = y + v entonces

[x′, y′] = [x, y] + ([x, v] + [u, y] + [u, v]) ∈ [x, y] + I

es decir que [x′, y′] y [x, y] difieren en un elemento de I, en otras palabras, tienen la misma
clase en el cociente: [x, y] + I = [x′, y′] + I.

En particular, obtenemos que la proyección al cociente es un morfismo de álgebras de
Lie por construcción y, en consecuencia, todo ideal es el núcleo de algún morfismo de
Lie como se prueba en el lema posterior 2.17.

Observemos que si φ : g→ h es un homomorfismo de álgebras de Lie, ker φ es un ideal
en g; en efecto, claramente, para todo x ∈ g, z ∈ ker φ, tenemos que φ([x, z]) = [φx, φz] =
[φx, 0] = 0. Notar también que la imagen es una subálgebra del espacio de llegada.

Ideales y morfismos de álgebras de Lie tienen muchas propiedades en común con idea-
les y morfismos de anillos. Una de ellas es la construcción de homomorfismos de álgebras
de Lie g/I → h donde I es un ideal de g. Entendendamos ésto: Sea I un ideal de g y
φ : g → h un homomorfismo que satisface I ⊂ ker(φ) entonces φ se factoriza por la pro-
yección al cociente y define un morfismo de g/I → h. En efecto, si I ⊂ ker(φ) el morfismo
φ : g/I → h definido como φ(x) = φ(x) está bien definido pues x = x′ ⇐⇒ x − x′ ∈ I ⊂
ker(φ), luego φ(x) = φ(x′) y obtenemos que φ(x) = φ(x′). Por lo tanto, el diagrama conmu-
ta: φ = φ ◦ p.

g
φ //

p

��

h

g/I
φ

??~
~

~
~

Lema 2.17. Existe una correspondencia natural entre homomorfismos que salen de un álgebra de
Lie g e ideales de g dada por φ 7→ kerφ e I 7→ ψ con ψ : x 7→ x + I. En particular, todo ideal es el
núcleo de un morfismo de álgebras de Lie.

Demostración: Ejercicio.

Otra propiedad es la correspondencia uno a uno de ideales de g que contienen a I e
ideales de g/I, dada por la proyección al cociente.
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Finalmente, es importante mencionar el Segundo Teorema de Isomorfismo: sean a y b idea-
les en un álgebra de Lie g tales que a + b = g entonces

g/a = (a + b)/a ∼= b/(a ∩ b)

donde el morfismo de la derecha es a+ b 7→ b.
Para resumir algunos de los enunciados más importantes, tenemos el siguiente teorema

cuya prueba es estándar (es completamente análoga a la realizada para grupos). Ejercicio:
verificar cómo se deben definir las flechas que falta mencionar.

Teorema 2.18. a) Si φ : g→ h es un morfismo de álgebras de Lie entonces g/ kerφ ∼= Im φ.

b) Si I es un ideal de g tal que I ⊂ ker(φ) entonces existe un único morfismo de álgebras de
Lie φ : g/I → h tal que φ = φ ◦ p i.e. tal que el diagrama conmuta. En otras palabras, φ se
factoriza por la proyección al cociente y define un morfismo de g/I→ h.

c) Si I y K son ideales de g tales que I ⊆ K entonces K/I es un ideal de g/I y (g/I)/(K/I) es
naturalmente isomorfo a g/K. Notar que en esta situación estamos identificando a K/I como
su imagen p(K) donde p : g→ g/I es la proyección al cociente.

d) Sean K, I ideales de g entonces (K + I)/K ∼= I/(K ∩ I).

2.7. Ejercicios

1. Probar que la condición de antisimetrı́a: [x, y] = −[y, x] para todo x, y ∈ g, es equiva-
lente a la identidad [x, x] = 0 para todo x ∈ g, salvo en el caso en que char (K) = 2.

2. Probar que si dim (g) = 2, la identidad de Jacobi se obtiene inmediatamente de la
condición de antisimetrı́a.

3. Probar que el miembro izquierdo de Jacobi es igual a un medio de la suma alternada,
es decir, si denotamos por J(x, y, z) al miembro izquierdo de Jacobi, entonces

J(x1, x2, x3) =
1

2

∑
σ∈S3

(−1)σ[xσ(1), [xσ(2), xσ(3)]]

4. Probar que un espacio vectorial de dimensión 2 con base {x, y} con el corchete de-
terminado por [x, y] = y es efectivamente un álgebra de Lie (ver ejercicio 2). Muestre
que toda álgebra de Lie no abeliana de dimensión 2 es isomorfa a ésta.

5. Probar que (R3,×) es un álgebra de Lie real, isomorfa a su(2), el álgebra de Lie de
SU(2), llamada la forma compacta de sl(2,C). La estructura de álgebra de Lie es la
siguiente:

(R3,×) = Ru⊕ Rv ⊕ Rw con el corchete [u, v] = w, [v, w] = u, [w, u] = v

que se extiende bilinealmente. Probar que (R3,×) no tiene ideales propios.

Mostraremos luego que esta álgebra de Lie es isomorfa al álgebra de Lie tangente a
las rotaciones en R3, que a la vez es isomorfa al álgebra de Lie tangente a SU(2), que
a la vez es isomorfo al grupo de unidades de norma 1 de los cuaterniones.
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6. Sea U un abierto de Rn. Recordemos que un campo de vectores C∞ es un operador
sobre funciones C∞(U) de la forma X =

∑n

i=1

ai
∂
∂xi

con ai ∈ C∞(U).

El espacio vectorial real de todos los campos de vectores C∞ sobre U admite una
estructura de álgebra de Lie con el corchete definido por el commutador [X, Y ] =
X ◦ Y − Y ◦X , donde X : C∞(U)→ C∞(U) en la forma X(f)(p) = Xp(f). Probar que
el corchete de dos campos es otro campo, mostrando que las derivadas de orden dos
se cancelan.

Probar que la antisimetrı́a y la identidad de Jacobi son consecuencias de las propieda-
des del álgebra asociativa generada por los campos de vectores (con las operaciones
de suma y composición usuales).

Este ejemplo se puede generalizar a toda variedadC∞M , es decir, el espacio vectorial
real de todos los campos de vectores C∞ sobre M admite una estructura de álgebra
de Lie.

Más ejemplos importantes se estudian en las siguientes dos subsecciones, derivaciones
y producto semidirecto.

2.8. Derivaciones. Representación adjunta.

Sea (V,m) un ”álgebra” en el sentido general, es decir, m : V × V → V bilineal es una
función (sin ninguna propiedad prescrita, salvo la bilinealidad, no necesariamente asocia-
tiva). Ver el ejemplo 1.4. Se define Der(V,m) := {D ∈ End(V ) : D(vw) = D(v)w + vD(w)},
donde hemos denotado vw := m(v, w). Si D y D′ son dos derivaciones, en general DD′ no
es una derivación, pero DD′−D′D sı́ lo es, por lo tanto Der(V,m) es una subálgebra de Lie
de gl(V ) = End(V ).

En efecto,

DD′(vw) = D(D′(v)w + vD′(w) = D(D′(v))w +D′(v)D(w) +D(v)D′(w) + vDD′(w)

D′D(vw) = D′(D(v)w + vD(w) = D′(D(v))w +D(v)D′(w) +D′(v)D(w) + vD′D(w)

(DD′ −D′D)(vw) = (DD′ −D′D)(v)w + v(DD′ −D′D)(w)

Dado que un álgebra de Lie es un álgebra en el sentido anterior, está definida Der g, el
álgebra de Lie de derivaciones del álgebra de Lie g. Dentro de Der g hay derivaciones que
aparecen naturalmente: para un x ∈ g se define el endomorfismo

z 7→ adxz := [x, z]

que resulta una derivación como consecuencia de la identidad de Jacobi:

adx([y, z]) = [x, [y, z]] = [y, [x, z]] + [[x, y], z] = [y, adxz] + [adxy, z]

Las derivaciones de esta forma se llaman derivaciones interiores de g; las demás, deriva-
ciones exteriores. Denotemos por InDer(g) a las derivaciones interiores de un álgebra de
Lie g. La asignación g → Der g que manda x 7→ adx se llama representación adjunta y
volveremos sobre ella posteriormente.

Ejercicio 2.19. Demostrar que InDer(g) ∼= g/z(g), donde z(g) denota el centro de g.
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Observación 2.20. Se verá más tarde que para un álgebra de Lie semisimple g se verifica
que ad : g ∼= Der(g); es decir que, en un álgebra de Lie semisimple, toda derivación es
interior. Ver el final de la sección 5.5.

Ejercicio 2.21. Sea δ una derivación de un álgebra de Lie g y x ∈ g. Demostrar que

[δ, adx] = adδ(x)

donde el corchete está calculado en Der(g). En particular, InDer(g) es un ideal de Der(g).

Ejercicio 2.22. Sea I un ideal de un álgebra de Lie g y s una subálgebra de g. Mostrar
que la aplicación adjunta x 7→ adx restringida a s define un morfismo de álgebras de Lie
s→ Der(I). ¿Cuál es su núcleo?

2.9. Producto semidirecto.

Sean l, g álgebras de Lie sobre K y sea π : g→ Der(l) un homomorfismo de álgebras de
Lie. Se define el producto semidirecto de l y g, denotado por log, al álgebra de Lie cuyo
espacio vectorial subyacente es l⊕ g y la estructura de Lie está dada por

[(l, g), (l′, g′)] = ([l, l′] + π(g)l′ − π(g′)l, [g, g′])

Con esta estructura de álgebra de Lie, g resulta una subálgebra de Lie de log y l un ideal
de log.

Recı́procamente, si un álgebra de Lie es de la forma h = l⊕g donde l es un ideal y g una
subálgebra de Lie de h, entonces adx : l → l es una derivación para todo x, en particular,
para todo x ∈ g, la cual define un homomorfismo de álgebras de Lie π : g → Der(l). Se
obtiene h ∼= log, el producto semidirecto de l y g.

Ejercicio 2.23. Consideremos un producto semidirecto log como antes. Mostrar que g re-
sulta un ideal si y sólo si la aplicación π es nula, si y sólo si el producto semidirecto coincide
con el producto directo.

Ejercicio 2.24. Muestre que el álgebra de Lie no abeliana de dimensión dos es un producto
semidirecto de dos álgebras de dimensión uno.

2.10. El álgebra de Lie de un grupo de Lie

SeaG un grupo de Lie. Si f : G→ R es C∞ y g ∈ G, consideremos la traslación a izquierda
dada por fg(x) = f(g.x) para todo x ∈ G. Un campo de vectores C∞ se dice invariante a
izquierda si Xgpf = dLg(Xp)(f) para toda f ∈ C∞(G) y g, p ∈ G. Los campos vectoriales
invariantes a izquierda forman una subálgebra de Lie del álgebra de Lie todos los campos
C∞ y esta es la que se llama el álgebra de Lie de G, denotada por g. Podemos pensar a
cada campo C∞ invariante a izquierda como a una familia de vectores tangentes Xg, uno
para cada g ∈ G; dado que Xg = dLgXe, el campo X está determinado por Xe. Veremos
que la función X → Xe, con e el elemento identidad del grupo de Lie es un isomorfismo
de espacios vectoriales de g en Te(G), el espacio tangente a la identidad de G. Finalmente,
Te(G) hereda la estructura de álgebra de Lie de g vı́a este isomorfismo.

Los enunciados precisos son los siguientes:
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Definición 2.25. Sea G un grupo de Lie y sea g ∈ G. Se definen las traslaciones a izquierda
y a derecha como los difeomorfimos de G dados por

lg(τ) = g.τ

rg(τ) = τ.g

Se dice que un campo de vectores X (no necesariamente C∞ a priori) en G es invariante a
izquierda si para todo g ∈ G

dlg ◦X = X ◦ lg

Proposición 2.26. SeaG un grupo de Lie y sea g el espacio vectorial de todos los campos de vectores
invariantes a izquierda, entonces

1. g es un espacio vectorial real y g ∼= Te(G) vı́a el isomorfismo de espacios vectoriales g 7→
Te(G) dado por α(X) = Xe.

2. Los campos de vectores invariantes a izquierda son diferenciables.

3. El corchete de dos campos invariantes a izquierda es invariante a izquierda.

4. El espacio g es un álgebra de Lie que identificamos con Te(G), el álgebra de Lie de G.

Demostración. 1. Es claro que g es un espacio vectorial real y que α es lineal; veamos
que α(X) es inyectiva: Supongamos que α(X) = α(Y ), entonces para cada g ∈ G
dlg(X(e)) = dlg(Y (e)), luego

X(g) = dlg(X(e)) = dlg(Y (e)) = Y (g)

Por lo tanto, X = Y . Veamos que α es suryectiva: sea x ∈ Te(G), definamos un campo
de vectores invariantes a izquierda por X(g) = dlg(x) para cada g ∈ G; entonces
α(X) = x.

2. Veamos que los campos de vectores invariantes a izquierda son diferenciables: es
suficiente probar que para todo campo invariante X y toda f ∈ C∞(G), X(f) es C∞,
para lo cual queremos ver ésta se escribe como una composición de funciones C∞. En
efecto, para cualquier g ∈ G

Xf(g) = Xg(f) = dlg(Xe)f = Xe(f ◦ lg) (∗)

Por lo tanto, es suficiente demostrar que (∗) es C∞. El truco es tomar un campo C∞ Y
tal que Ye = Xe y reemplazar a X por Y en la anterior. Definamos inclusiones C∞ de
G→ G×G por

i1e(g) = (g, e) e i2τ (g) = (τ, g)

Finalmente, si m es la multiplicación en el grupo, veamos que (∗) coincide con la fun-
ción ((0, Y )(f◦m))◦i1e que es C∞ por ser composición de funciones C∞. En lo siguiente,
notemos que (0, Y ) es un campo C∞ en G × G, el primer paso es la evaluación de un
campo en una función aplicada en el punto (g, e) y las n primeras derivadas parciales
son cero:
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((0, Y )(f ◦m)) ◦ i1e(g) = (0, Y )(g,e)(f ◦m) = 0e(f ◦m ◦ i1e) + Ye(f ◦m ◦ i2g)

= Ye(f ◦m ◦ i2g) = Xe(f ◦m ◦ i2g) = Xe(f ◦ lg) = (∗)

3. “El corchete de dos campos invariantes a izquierda es invariante a izquierda” es con-
secuencia del siguiente hecho más general: Sea φ : G → H un difeomorfismo entre
variedades diferenciables G y H , sean X e Y campos de vectores en G, entonces

dφ[X, Y ] = [dφX, dφY ]

aplicado a G = H grupo de Lie, φ = lg la traslación a izquierda por g ∈ G arbitrario.

4. Esta afirmación es consecuencia inmediata de lo anterior.

Por lo tanto, g es un álgebra de Lie, isomorfa a Te(G), el álgebra de Lie de G.

El siguiente teorema resume hechos fundamentales. Omitimos la pruebas. Para la de-
mostración, ver [W]. Para una demostración del teorema de Ado, ver [J].

Teorema 2.27. 1. Si (H,φ) es un subgrupo de un grupo de Lie G y denotamos por g y h a
las álgebras de Lie de G y H , respectivamente, entonces dφ es un isomorfismo entre h y la
subálgebra de Lie dφ(h) de g.

2. Todo subgrupo abstracto H que es un subconjunto cerrado de G admite una única estructura
de variedad diferenciable que lo convierte en un subgrupo de Lie de G.

3. Sea φ : G → H es un homomorfismo de grupos de Lie, sea A = ker(φ) y a = ker(dφ);
entonces A es un subgrupo de Lie cerrado de G con álgebra de Lie a.

4. [Ado] Toda álgebra de Lie admite una representación fiel en gl(n,R) para algún n; es decir
que en cada clase de isomorfismo de álgebras de Lie, hay un representante que es un álgebra
de Lie de matrices.

5. Corolario del teorema de Ado. Dada g un álgebra de Lie, existe un único grupo de Lie
conexo y simplemente conexo G tal que g =Lie (G). Más aún, existe una correspondencia
1-1 entre subgrupos conexos de un grupo de Lie conexo y simplemente conexo y subálgebras
de su álgebra de Lie, en virtud de la cual, a subgrupos normales le corresponden ideales del
álgebra de Lie (es decir, si H ⊂ G es un subgrupo de Lie conexo que es normal como subgrupo
abstracto, entonces h =Lie (H) es un ideal de g).

6. Un grupo topológico N2, localmente euclı́deo admite a lo sumo una estructura C∞ que lo
convierte en un grupo de Lie.

7. Sea G un grupo de Lie y sea H un subgrupo cerrado abstracto de G, entonces H admite
una única estructura C∞ que lo convierte en un subgrupo de Lie de G (necesariamente con la
topologı́a relativa, dado que (H,φ) subgrupo cerrado si y sólo si φ es un embedding.)

(Recordemos que φ es un imbedding si es un homeomorfismo : H 7→ φ(H) ⊂ G con la
topologı́a relativa).
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8. Sean G y H grupos de Lie con álgebras de Lie g y h, respectivamente, y con G simplemen-
te conexo; sea ψ : g → h un homomorfismo de álgebras de Lie, entonces existe un único
homomorfismo φ : G→ H tal que dφ = ψ.

Ejemplo 2.28. Existen subgrupos de Lie de un grupo de LieG que no son cerrados, es decir,
que no están embebidos enG. Una manera de construir un ejemplo es la siguiente. SeaG =
T 2 = S1 × S1 y sea H el subgrupo abstracto y subgrupo de Lie H = {(ei2πt, eia2πt) : t ∈ R},
con a ∈ R \Q, fijo; la irracionalidad de a implica que H ∼= (R,+), donde H = (H, .) con . el
producto coordenada a coordenada y G = (G, .). El isomorfismo es

φ : R → H

t 7→ (ei2πt, eia2πt)

La función φ es claramente suryectiva. El núcleo de φ es {t ∈ R : ei2πt = 1 = eia2πt}; pero
ei2πt = 1 implica t ∈ Z y eia2πt = 1 implica at ∈ Z, contradicción salvo t = 0; por lo tanto, φ
es inyectiva.H no es cerrado enG pues si lo fuera, R serı́a compacto porqueG es compacto.
Ejercicio: demostrar que la imagen de φ es densa en G.

2.11. El álgebra de Lie de un grupo de Lie de matrices y subejemplos

Observación 2.29. Recordemos que todo espacio vectorial real admite una estructura na-
tural de variedad diferenciable y que su espacio tangente en cualquier punto se puede
identificar con el mismo espacio, similarmente para un abierto de un espacio vectorial, por
ejemplo GL(n,R).

Teorema 2.30. El álgebra de Lie gl(n,K) es el álgebra de Lie del grupo de Lie lineal general
GL(n,K).

Demostración. Por un lado, sabemos que gl(n,K) es un álgebra de Lie; por otro, sabemos
que el grupo de Lie GL(n,K) tiene su álgebra de Lie g ∼= Te(G) ∼= espacio de campos
invariantes a izquierda. Se quiere demostrar que g ∼= gl(n,K).

Calculemos los campos invariantes a izquierda: sea A una matriz, que identificamos
con un elemento del tangente a la identidad en la forma

A =
∑
ij

aij∂ij|Id

Notemos que si p es una matriz inversible, entonces existe un ε positivo tal que c(t) =
Eijt + p es inversible para todo t de módulo menor que ε. Podemos tomar esa curva y al
calcular la derivada obtenemos

c′(t) = c′(0) = ∂xij |p ↔ Eij

Sea X un campo de vectores de la forma

X(p) =
∑
ijk

xik(p)akj
∂

∂xij
|p

para cada p ∈ G, donde akj ∈ R. Notar que un campo tal es invariante y que

X(Id) =
∑
ijk

xik(Id)akj
∂

∂xij
|Id =

∑
ijk

δikakj
∂

∂xij
|Id =

∑
ij

aij
∂

∂xij
|Id
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Dado que todo campo invariante queda completamente determinado por su valor en la
identidad, todo campo invariante a izquierda es de esta forma para una única elección de
coeficientes aij .

El isomorfismo es la composición siguiente

X 7→ X(Id) =
∑
ij

aij
∂

∂xij
|Id 7→ A = (aij)

Denotemos por XA al único campo invariante a izquierda asociado a la matriz A. Falta
probar que

[XA, XB] = X[A,B]

donde a la izquierda es el corchete de Lie de campos y [A,B] es el conmutador de matrices.
Utilicemos la fórmula del corchete de Lie

[fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X

donde f , g son funciones, y X e Y son campos. Obtenemos

[XA, XB] =

[∑
ijk

xikakj
∂

∂xij
,
∑
i′j′k′

xi′k′bk′j′
∂

∂xi′j′

]
=

∑
ijki′j′k′

xikakjxi′k′bk′j′

[
∂

∂xij
,

∂

∂xi′j′

]
+

∑
ijki′j′k′

xikakjbk′j′
∂(xi′k′)

∂xij

∂

∂xi′j′
−

∑
ijki′j′k′

xi′k′bk′j′akj
∂(xik)

∂xi′j′

∂

∂xij

utilizando
∂(xik)

∂xi′j′
= 1 si i = i′, j = k′ y 0 en otro caso, idem para

∂(xik)

∂xi′j′
,

=
∑

ijki′j′k′

xikakjbk′j′δii′δjk′
∂

∂xi′j′
−
∑

ijki′j′k′

xi′k′bk′j′akjδii′δkj′
∂

∂xij

las sumas en i′ y en k′ colapsan y si se reemplaza i′ = i y k′ = j obtenemos

=
∑
ijkj′

xikakjbjj′
∂

∂xij′
−
∑
ijkk′

xik′bk′kakj
∂

∂xij
usando

∑
j akjbjj′ = (AB)kj′ obtenemos

=
∑
ikj′

xik(AB)kj′
∂

∂xij′
−
∑
ijk′

xik′(BA)k′j
∂

∂xij
y renombrando ı́ndices k′ ↔ k, j′ ↔ j,

=
∑
ikj

xik[A,B]kj
∂

∂xij
= X[A,B]

Con esto hemos mostrado que el corchete de Lie calculado con campos coincide con el
corchete de Lie calculado por conmutadores, como habı́amos visto en la proposición 2.9.
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2.12. Ejercicios

1. Sea g un álgebra de Lie de dimensión 2. Mostrar si g es no abeliana, entonces existe
una base {x, y} tal que [x, y] = x. Calcular el grupo de automorfismos de esta álgebra
de Lie y calcular el álgebra de Lie de derivaciones de g.

2. Mostrar que vale Jacobi para el producto semidirecto.

3. Sea g = C∞(R2n), se define el corchete de Poisson de dos funciones como {f, g} =∑n
i=1 ∂if∂n+ig − ∂n+if∂ig. Mostrar que verifica Jacobi, y por lo tanto (g, {−,−}) es un

álgebra de Lie.

4. Calcular el espacio tangente a SO(p, q,R) y a Sp(n,R), explicitar los corchetes.

5. Sea f ∈ R2×2, digamos f =

(
a b
c d

)
y definamos en R3, con base {x, y, z} el corchete

dado por
[z, x] = ax+ by, [z, y] = cx+ dy, [x, y] = 0

donde se sobrentiende que extendemos por bilinealidad y antisimetrı́a. Llamemos gf
a R3 dotado de este corchete antisimétrico.

a) Mostrar que verifica Jacobi, es decir, gf es un álgebra de Lie.

b) Mostrar que si f y f ′ son matrices conjugadas entonces gf ∼= gf ′ (isomorfismo de
álgebras de Lie).

c) Para λ ∈ R, sea gλ := gf donde f = diag(λ, 1). Mostrar que si λ, λ′ ∈ (−1, 1]
entonces gλ ∼= gλ′ si y sólo si λ = λ′. Concluı́mos que hay una cantidad no
numerable de clases de isomorfismo de álgebras de Lie reales de dimensión tres.

6. Sea V un espacio vectorial, que consideramos como álgebra de Lie abeliana. Mostrar
que (trivialmente) todo endomorfismo de V resulta una derivación. Sea f : V → V un
endomorfismo dado, mostrar que el álgebra de Lie gf = V ⊕ kx0 donde [x0, v] = f(v)
para todo v ∈ V y [V, V ] = 0 es un caso particular de producto semidirecto.

7. Sea V un espacio vectorial, f1, f2 : V → V dos endomorfismos, y gf1 y gf2 como
en el ejercicio anterior. Muestre que si f1 es conjugado a un múltiplo no nulo de f2,
entonces gf1 y gf2 álgebras de Lie isomorfas.

8. Sea G = S3 la esfera unitaria con la estructura de grupo dada por los cuaterniones de
norma 1. Encuentre curvas σ, τ, ρ : R→ S3 tales que σ(0) = τ(0) = ρ(0) = 1, σ′(0) = i,
τ ′(0) = j y ρ′(0) = k. A partir de estas curvas, calcule el corchete de Lie del álgebra
tangente a S3 y muestre que es isomorfa a R3 con el producto vectorial.
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3. La Función Exponencial

3.1. La función exponencial de matrices

SeaA ∈ Cn×n; dado queA es una matriz cuadrada, podemos sumar y multiplicar, luego
está claramente bien definida la fórmula

SN :=
N∑
n=0

1

n!
An = 1 + A+

1

2
A2 + · · ·+ 1

N !
AN

Para cada N tenemos ası́ definida una matriz; dado que sus coeficientes constituyen suce-
siones convergentes, como se prueba seguidamente, podemos definir

exp(A) := ĺım
N→∞

SN

Proposición 3.1. Para cada A ∈ Cn×n, la sucesión de matrices {SN}N definida antes es una
sucesión convergente en norma, para la norma de matrices como operadores y, por lo tanto, es con-
vergente en cualquier norma.

Demostración. Vamos a demostrar que {SN}N es una sucesión de Cauchy. Si M > N ,

||SM − SN || =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

N∑
n=N+1

1

n!
An

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

N∑
n=N+1

1

n!
||An|| ≤

N∑
n=N+1

1

n!
||A||n

Aquı́ hemos utilizado la desigualdad triangular y el hecho de que ||AB|| ≤ ||A||.||B||. Como
la exponencial de números reales es convergente y ||A|| es un número real, la sucesión de
sumas parciales de la exponencial usual e||A|| es convergente, y en particular, es de Cauchy.

3.2. Propiedades elementales

Proposición 3.2. La función exponencial de matrices tiene las siguientes propiedades:

1. Si A y B son dos matrices que conmutan, entonces exp(A+B) = exp(A) exp(B)

2. Para toda matriz A, exp(A) es una matriz inversible, con inversa exp(−A).

3. Si C es una matriz inversible, entonces exp(CAC−1) = C exp(A)C−1.

4. Sea D una matriz diagonal, D = diag(λ1, . . . , λn) entonces

exp(D) = diag(eλ1 , . . . , eλn).

Más aún, si J(λ, k) es un bloque de Jordan de tamaño k y autovalor λ entonces

exp(J(λ, k)) = eλ
(

Id +N +
1

2
N2 + · · ·+ 1

(k − 1)!
Nk−1

)
.

donde N es la matriz nilpotente N = E12 + E23 + · · ·+ Ek−1,k.
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5. Si t es un número real y A es una matriz fija, la función σ : R → GL(n,C) dada por
t 7→ exp(tA) es diferenciable, σ(0) = Id y σ′(0) = A.

Demostración. 1. Sean A y B son dos matrices que conmutan.

exp(A+B) =
∞∑
n=0

1

n!
(A+B)n =

∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
AkBn−k

Aqui hemos utilizado la fórmula del binomio de Newton, que vale para matrices que
conmuten. Si calculamos, por otra parte,

exp(A) · exp(B) =

(
∞∑
n=0

1

n!
An

)
·

(
∞∑
n=0

1

n!
Bn

)

que es el producto de dos series convergentes en norma, podemos utilizar la fórmula
del producto de Cauchy(

∞∑
n=0

ann

)
·

(
∞∑
n=0

bn

)
=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akb
n−k

)

que en nuestro caso da

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

1

k!
Ak

1

(n− k)!
Bn−k

)
=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

1

n!

n!

k!(n− k)!
AkBn−k

)

como querı́amos.

2. Es claro que exp(0) = Id; además, si usamos el punto anterior, obtenemos

Id = exp(0) = exp(A− A) = exp(A) exp(−A)

3. Sea C es una matriz inversible y denotemos por S(A)N =
N∑
n=0

1
n!
An. La función

AdC : Cn×n → Cn×n

A 7→ CAC−1

es lineal en A, en particular, continua y diferenciable; además, verifica

AdC(A ·B) = (AdCA) · (AdCB)

que a la vez implica
AdC(An) = (AdCA)n

Por lo tanto

C exp(A)C−1 = AdC( ĺım
N→∞

SN(A)) = ĺım
N→∞

(AdCSN(A))

= ĺım
N→∞

SN(AdCA) = exp(AdC(A))
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4. Sea D una matriz diagonal, D = diag(λ1, . . . , λk) entonces el resultado se sigue de
que Dn = diag(λn1 , . . . , λ

n
k). Para la exponencial del bloque de Jordan, notemos que

J(λ, k) = λId +N es una suma de matrices que conmutan, entonces

exp(J(λ, k)) = exp(λId) · (exp(N)

de donde se sigue el resultado.

5. Consideremos la curva σ(t) := exp(tA); si A fuera un bloque de Jordan A = J(λ, k),
entonces los coeficientes de exp(tA) serı́an un múltiplo de etλ por un polinomio en t,
de grado menor o igual que k, explı́citamente

exp(tJ(λ, k)) = exp(tλId) exp(tN)etλ
(

Id + tN +
t2

2
N2 + · · ·+ tk−1

(k − 1)!
Nk−1

)
Análogamente si A estuviera formada por bloques de Jordan de diferentes tamaños.
compleja; en este caso, los coeficientes

Para calcular exp(tA)′ utilicemos nuevamente la fórmula (σ(t)τ(t))′ = σ′(t)τ(t) +
σ(t)τ ′(t) y su consecuencia (por inducción)

σn(t)′ =
n−1∑
k=0

σk(t)σ′(t)σn−k−1(t)

Si sucediera que σ(t) conmutara con σ′(t), tendrı́amos σ2(t)′ = nσn−1(t). En el caso
particular σ(t) = (tA)n obtenemos σ′(t) = nA(tA)n−1 y, en consecuencia,

sN(tA)′ = A sN−1(tA)

de donde se deduce el resultado, después de tomar lı́mite. La cuestión de convergen-
cia para el lı́mite es clara si A es un bloque de Jordan y, en general, también, porque
la conjugación es un difeomorfismo y podemos reducirnos al caso anterior.

3.3. La función exponencial en un grupo de Lie

Sea G un grupo de Lie. Un subgrupo 1-paramétrico de G es un homomorfismo de grupos
de Lie de R en G. Sea g el álgebra de Lie de G y sea X ∈ g; la función

R → g

λ
d

dr

∣∣∣∣
r=0

7→ λX

es un homomorfismo de álgebras de Lie de R en g, donde pensamos a R como el álgebra
de Lie del grupo R. Dado que R es simplemente conexo, el item 8 del teorema 2.27 asegura
la existencia de un único subgrupo 1-paramétrico de G

expX : R→ G
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tal que

d expX

(
λ
d

dr

∣∣∣∣
r=0

)
= λX

En otras palabras, t → expX(t) es el único subgrupo 1-paramétrico tal que la derivada en
t = 0 es Xe. Se define la función exponencial como

exp : g → G

X 7→ expX(1)

Por otra parte, recordemos que si X es un campo de vectores C∞ y c(t) una curva C∞,
c se dice una curva integral del campo X si c′(t) = Xc(t) para todo t. Lo anterior se puede
resumir en la forma siguiente. Sea g = Te(G) álgebra de Lie de G; para cada v ∈ Te(G), sea
X el único campo invariante a izquierda tal que Xe = v, sea c(t) la única curva integral de
X tal que c(0) = e, que, en particular, verifica c′(0) = v; se define exp(v) = c(1), o sea,

exp : g → G

v 7→ c(1)

Si se quiere definir a exp : g → G, pensando a g como el álgebra de Lie de campos inva-
riantes a izquierda, se toma v = Xe y la definición es la misma.

Teorema 3.3. Sea X un campo invariante a izquierda en el álgebra de Lie g de un grupo de Lie G,
entonces

1. La función c(t) : t 7→ exp(tX) es la única curva integral del campo X tal que c(0) = e,
es decir que c(t) es el único subgrupo 1-paramétrico tal que la derivada en t = 0 es Xe. En
particular, c(1) = exp(X).

2. Para todo t, t′ ∈ R, exp(tX) · exp(t′X) = exp((t+ t′)X).

3. Para todo t ∈ R, exp(−tX) = (exp(tX))−1.

4. Si σ ∈ G y `σ : G → G es la translación a izquierda, entonces `σ ◦ expX es la única curva
integral de X que toma el valor σ en cero; en particular, los campos invariantes a izquierda en
un grupo de Lie son completos.

5. Sea φ : H → G un homomorfismo de grupos de Lie, entonces el siguiente diagrama conmuta:

H
φ // G

h
dφ //

exp

OO

g

exp

OO

Notar que a partir del item 5, si H es un subgrupo de G y concemos la exponencial de
G, identificando di(h) = i∗(h) con su imagen en g, sabemos calcular la exponencial de h.

Proposición 3.4. Dada una matriz A ∈ gl(n,C) el subgrupo 1-paramétrico c : R → GL(n,C)
está dado por c(t) = etA; en consecuencia exp(A) = eA, con

eA = Id + A+
1

2
A2 +

1

6
A3 + · · ·+ 1

n!
An + · · ·

Es decir que la función exponencial exp : gl(n,C)→ GL(n,C) es la exponencial usual de matrices.
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Demostración. DadaA ∈ gl(n,C), seaX ∈ g a quien le correspondeA = Xe yXg = g ·A para
todo g ∈ G. Por el teorema anterior, conocemos el álgebra de Lie de G, o sea, conocemos
los campos invariantes a izquierda en G = GL(n,C). Hay que probar lo siguiente:

Buena definición de etA: la convergencia de la exponencial se basa en las desigualda-
des ||An|| ≤ ||A||n y la convergencia absoluta de la serie de números reales positivos∑

n≥0
1
n!
||A||n, como se vio en la proposición 3.1.

c(t) := etA es la única curva integral del campo X asociado a una matriz dada A y tal
que c(0) = Id, lo cual es evidente. Calculemos c′(t) = d

dt
etA = AetA = etAA = Xc(t).

Identificando a TeGL(n,C) con gl(n,C), la fórmula anterior nos dice que la curva etA

es la curva integral del (único) campo invariante a izquierda que tiene valorA en la identidad.

Corolario 3.5. La exponencial abstracta de cualquier grupo de Lie de matrices coincide con la
exponencial usual de matrices.

Proposición 3.6. (a) Sea G un subgrupo de Lie cerrado de GL(n,K) con K = R ó C y sea g su
álgebra de Lie, entonces

g =
{
A ∈ gl(n,K) : etA ∈ G para todo t ∈ R

}
(b) Si A ∈ Cn×n (o en particular en Rn×n), entonces det(eA) = etrA; det etA = 1 para todo t si y

sólo si trA = 0.

(c) (etA)−1 = (etA)t para todo real t si y sólo si A+ At = 0.

(d) (etA)−1 = (etA)t para todo real t si y sólo si A+ A
t

= 0.

Demostración. (b) Si A es triangular inferior el lema es claro. En el caso general podemos
reemplazar a A por su forma de Jordan. En efecto, sea J la forma de Jordan de A y sea C ∈
GL(n,C) tal que A = CJC−1. Aplicando el caso especial a J y usando que el determinante
y la traza son invariantes por conjugación obtenemos

det(eA) = det(eCJC
−1

) = det(CeJC−1) = det(eJ) = etrJ = etrC−1AC = etrA

(c) (etA)−1 = (etA)t ⇔ et(A+At) = Id ∀t.
Derivando con respecto a t: 0 = d

dt
(etAetA

tr
) = AetAetA

tr
+ etAetA

tr
Atr = A+ Atr.

(d) es análogo a (c).

Corolario 3.7. El álgebra de Lie del grupo de Lie SL(n,K) de las matrices de determinante uno es
sl(n,K), el espacio de las matrices de traza cero.

3.4. Ejemplos de exponenciales y espacios tangentes

Ejemplo 3.8. Si g = gl(n,R) y A ∈ g, entonces det(eA) = etr(A) > 0, por lo tanto

exp(gl(n,R)) ⊆ {g ∈ GL(n,R) : det(g) > 0} = GL(n,R)0,

donde GL(n,R)0 es la componente conexa de la identidad. En cambio, exp(gl(n,C)) =
GL(n,C).
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Ejemplo 3.9. Determinemos el grupo de Lie conexo tal que su álgebra de Lie sea g =
 t 0 x

0 t y
0 0 0

. Dado que

exp

 t 0 0
0 t 0
0 0 0

 =

 et 0 0
0 et 0
0 0 1



y et > 0 para todo t ∈ R, se obtiene que exp(g) =


 λ 0 ∗

0 λ ∗
0 0 1

 : λ > 0

.

Ejemplo 3.10. Determinemos el grupo de Lie conexo tal que su álgebra de Lie sea g =
 0 t x
−t 0 y

0 0 0

 : x, y, t ∈ R

. Dado que

 0 1 0
−1 0 0

0 0 0

2

= −

 1 0 0
0 1 0
0 0 0


se obtiene

exp

 0 t 0
−t 0 0

0 0 0

 =
∞∑
n=0

1

n!

 0 t 0
−t 0 0

0 0 0

n

=
∞∑

n=2k

1

(2k)!

 0 t 0
−t 0 0

0 0 0

2k

+
∑

n=2k+1

1

(2k + 1)!

 0 t 0
−t 0 0

0 0 0

2k+1

=
∞∑

n=2k

(−1)kt2k

(2k)!

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

+
∑

n=2k+1

(−1)kt2k+1

(2k + 1)!

 0 1 0
−1 0 0

0 0 0


=

 cos(t) sin(t) 0
− sin(t) cos(t) 0

0 0 1


de lo cual obtenemos que exp(g) =


 cos(t) sin(t) ∗
− sin(t) cos(t) ∗

0 0 1

.

Teorema 3.11. Sea A un subgrupo abstracto de un grupo de Lie G y sea a un subespacio de g.
Sean U y V entornos abiertos de 0 ∈ g y de e ∈ G, respectivamente, difeomorfos vı́a la función
exponencial, tales que

exp(U ∩ a) = V ∩ A
entonces A es un subgrupo de Lie de G con la topologı́a relativa, a es una subálgebra de Lie de g y
es el álgebra de Lie de A. Es decir, la exponencial es un difeomorfismo local.

Como consecuencia, exp(g) contiene un entorno de la identidad de G0.
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Proposición 3.12. Sea G un grupo de Lie conexo y H un subgrupo. Si H contiene un abierto no
vacı́o, entonces H = G.

Demostración. Mostraremos que H es abierto y cerrado, como G es conexo, el resultado se
sigue de ésto.

Veamos primero que es abierto: sea U ⊆ H un abierto no vacı́o y h0 ∈ U . Si h ∈ H ,
entonces Uh−1

0 h es un abierto, y contiene a h.
Veamos ahora que es cerrado: si g ∈ H , como H es abierto que contiene al neutro,

entonces Hg es un abierto que contiene a g, y por lo tanto Hg ∩ H 6= ∅ (pues g ∈ H). Esto
significa que existen h, h′ ∈ H con hg = h′, por lo tanto g ∈ H .

Corolario 3.13. El subgrupo generado por la imagen de la exponencial coincide con la componente
conexa de la identidad.

Observación 3.14. En general, exp : g → G0 no es sobreyectiva. Ver ejercicios 5 y 6 al final
de esta sección.

3.5. Correspondencia subgrupos-subálgebras en grupos de Lie clásicos.

La siguiente es una lista de ciertos grupos de Lie de matrices con sus correspondientes
álgebras de Lie. Todos estos grupos se obtienen “exponenciando”subálgebras de Lie de
gl(n,C) ó de gl(n,R). El primer ejemplo de este procedimiento está dado en el corolario 3.7.
La estructura de grupo de Lie la obtienen como subgrupos cerrados de GL(n,C) ó GL(n,R),
como se estudió en el ejercicio 1.10 de la sección 1.3.
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Tabla de grupos de Lie con sus correspondientes álgebras de Lie

a) Grupo lineal general real GL(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : det 6= 0}
b) Grupo lineal general complejo GL(n,C) = {A ∈ GL(n,C) : detA 6= 0}
c) Grupo lineal especial real SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : detA = 1}
d) Grupo lineal especial complejo SL(n,C) = {A ∈ GL(n,C) : detA = 1}
e) Grupo ortogonal real O(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : A−1 = At}
f) Grupo ortogonal especial real SO(n,R) = O(n,R) ∩ SL(n,R)
g) Grupo ortogonal complejo O(n,C) = {A ∈ GL(n,C) : A−1 = At}
h) Grupo ortogonal especial complejo SO(n,C) = SL(n,C) ∩O(n,C)

i) Grupo unitario U(n) =
{
A ∈ GL(n,C) : A−1 = A

t
}

j) Grupo unitario especial SU(n) = U(n) ∩ SL(n,C)

a’) álgebra de Lie general real gl(n,R) := Rn×n

b’) álgebra de Lie general compleja gl(n,C) := Cn×n

c’) álgebra de Lie de matrices reales sl(n,R) = {A ∈ gl(n,R) : tr(A) = 0}
de traza cero

d’) álgebra de Lie de matrices complejas sl(n,C) = {A ∈ gl(n,C) : tr(A) = 0}
de traza cero

e’, f’) álgebra de Lie ortogonal especial real o(n,R) = so(n,R)
= matrices reales antisimétricas = {A ∈ gl(n,R) : A+ At = 0}

g’, h’) álgebra de Lie ortogonal especial compleja o(n,C) = so(n,C)
= matrices complejas antisimétricas = {A ∈ gl(n,C) : A+ At = 0}

i’) álgebra de Lie de matrices antiherméticas u(n) =
{
A ∈ gl(n,C) : A+ A

t
= 0
}

j’) álgebra de Lie de matrices antiherméticas su(n)

de traza cero =
{
A ∈ gl(n,C) : A+ A

t
= 0, tr(A) = 0

}
Información adicional sobre los grupos que aparecen en la tabla anterior

Los grupos GL(n,C), SL(n,C), O(n,C) y SO(n,C) son grupos complejos, mientras
U(n) y SU(n) son grupos reales. Pero se los puede ver también como subgrupos reales
de GL(n,C) que a la vez es un subgrupo real de GL(2n,R).

Si d = detA, A−1 = At ⇒ d−1 = d ⇒ d2 = 1 ⇒ d = ±1, tanto para d ∈ R como para
d ∈ C. En cambio, si A−1 = A

t ⇒ d−1 = d⇒ |d 2| = 1.

gl(n,C) ∼= C⊕ sl(n,C) y gl(n,R) ∼= R⊕ sl(n,R). Ambas son reductivas: g = z⊕ [g, g]

sl(n,C) es compleja simple de tipo An−1, sl(n,R) y su(n,R) son reales de tipo An−1,
ambas formas reales de sl(n,C).

u(n) ∼= R⊕ su(n) = z⊕ [u, u] es reductiva, no semisimple.

so(n,C) es simple, su tipo dependende de la paridad de n: so(2k + 1,C) es de tipo Bk

y so(2k,C) es de tipo Dk.
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Los grupos O(n,R), SO(n,R), U(n) y SU(n) son compactos, los demás no lo son.

Los grupos GL(n,C), SL(n,C), SL(n,R), SO(n,C), U(n), SO(n,R), y SU(n) son cone-
xos mientras que O(n,R), O(n,C) y GL(n,R), no lo son. Los grupos O(n,R) y O(n,C)
tienen dos componentes conexas: la componente de los elementos de determinante
1 y la de los de determinante -1. El grupo GL(n,R) también tiene dos componentes
conexas, la componente formada por las matrices de determinante positivo y la de
las de determinante negativo. Probemos por ejemplo que GL(n,C) es conexo.

Proposición 3.15. El grupo GL(n,C) es conexo.

Demostración. Veamos que GL(n,C) es arcoconexo. Sea M una matriz compleja inversible;
como toda matriz inversible, es un producto finito de matrices elementales E1En . . . Ek
donde cada matriz elemental puede ser de alguno de los tres tipos siguientes:

diag(1, . . . , 1, λ, 1, . . . , 1) con 0 6= λ ∈ C,

Id + λEij con i 6= j,

Id− Eii − Ejj + Eij + Eji, es decir, la matriz de la transposición (ij).

Para la matriz del primer tipo, dado que λ 6= 0, existe un un número complejo z tal que
λ = ez y podemos considerar σ : [0, 1]→ GL(n,C) definida por

σ(t) = diag(1, . . . , 1, etz, 1, . . . , 1).

Esta curva verifica σ(0) = Id y σ(1) es la matriz elemental que uno querı́a.
Para el segundo caso, tomamos σ(t) = Id + tλ y obtenemos otra curva con las propie-

dades análogas al punto anterior.
Para el tercer caso, podemos definir

τ(t) =


1 0 0 0 0
0 cos(t) 0 sin(t) 0
0 0 1 0 0
0 sin(t) 0 − cos(t) 0
0 0 0 0 1


donde los ceros y unos se entienden como bloques. El determinante de esta matriz es siem-
pre−1 (ejercicio!) por lo tanto es inversible. Para t = 0 tenemos la matriz elementalE y para
t = π/2 obtenemos diag(1, . . . , 1,−1, 1, . . . ), la matriz diagonal con un único−1. Por el caso
uno, existe otra curva ρ que une la matriz diagonal con la identidad. Concatenando y re-
parametrizando estas curvas, podemos encontrar una curva continua σ : [0, 1]→ GL(n,C)
tal que σ(0) = Id y σ(1) sea la matriz elemental que uno desee.

En el caso general, si M = E1 . . . Ek, con Ei elemental de alguno de los tres tipos, para
cada i encontramos una curva σi : [0, 1]→ GL(n,C) tal que σi(0) = Id y σi(1) = Ei, entonces
la curva

σ(t) = σ1(t) . . . σk(t)

es una curva continua que une la identidad con la matriz M .
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3.6. Grupos de Lie abelianos

Sea G un grupo de Lie abeliano y conexo y g su álgebra de Lie. Como g es abeliana
entonces exp : g → G es morfismo de grupos, y por lo tanto, sobreyectivo y en consecuen-
cia G ∼= g/Ker(exp). Al ser exp un difeomorfismo local, el núcleo debe ser un subgrupo
discreto.

Ejercicio 3.16. Sea H un subgrupo discreto de Rn, entonces existe una base {v1, . . . , vn} de
Rn tal que H = 〈v1 . . . vk〉Z. Como consecuencia, Rn/H ∼= Tk ×Rn−k, el producto de un toro
k-dimensional con Rn−k.

3.7. Ejercicios

1. Calcular las exponenciales de las matrices siguientes:(
0 a
−a 0

)
,
(
a b
0 0

)
,
(

0 b
0 a

)
,
(
a b
0 a

)
y
(
a b
0 −a

)
, con a, b ∈ R.

2. Realizar el álgebra real g, no abeliana de dimensión dos, como subálgebra de matrices
reales de tamaño 2× 2. ¿Qué subgrupo de GL(2,R) es exp(g)?

3. Sea h3 el álgebra de Lie real de dimensión tres con base x, y, z y corchetes [x, y] =
z, [x, z] = [y, z] = 0. Realizar esta álgebra como subálgebra de Lie de matrices y
exponenciarla.

4. Lema de Hadamard. Consideremos A,B ∈ gl(n,C) = Cn×n y adA(B) = [A,B],
adA : gl(n,C) → gl(n,C). Como endomorfismo lineal, podemos considerar su expo-
nencial:

eadA(B) = B + adA(B) +
1

2!
ad2

A(B) +
1

3!
ad3

A(B) + · · ·

= B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] +

1

3!
[A, [A, [A,B]]] + · · ·

Demuestre que
eadA(B) = eABe−A

Sugerencia: considere por un lado et adA(B) y por otro etABe−tA y las derivadas suce-
sivas con respecto a t en el cero.

5. Mostrar que una matriz compleja que es un bloque de Jordan, con autovalor no nulo,
admite un logaritmo. (Sugerencia: si J = Id + N con N nilpotente, utilizar la fórmula de
la serie de Taylor de ln(1 + x) = x− 1

2
x2 + 1

3
x3− · · · para obtener un candidato a logaritmo,

adaptar luego el resultado al caso J = λId + N .) Utilizar este resultado para probar que
una matriz inversible en forma de bloques de Jordan es la exponencial de alguna
matriz. Conluir a partir de exp(CAC−1) = C exp(A)C−1 que la función exponencial
Cn×n → GL(n,C) es suryectiva.

6. Si M ∈ sl(2,R), mostrar que M2 = − det(M)Id y por lo tanto

exp(M) =
∞∑
k=0

(−1)k
detMk

(2k)!
Id +

∞∑
k=0

(−1)k
(detM)k

(2k + 1)!
M
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y por lo tanto

tr(expM) = 2
∞∑
k=0

(−1)k
(detM)k

(2k)!

Concluir que pueden suceder las dos posibilidades:

a) detM = ω2 con ω ∈ R, en ese caso tr(expM) = 2 cosω.
b) detM < 0, detM = −ω2 con ω ∈ R, en ese caso tr(expM) = 2 coshω.

En cualquiera de los dos casos es válida la desigualdad tr(expM) ≥ −2, y por lo tanto
la exponencial exp : sl(2,R)→ SL(2,R) no puede ser sobreyectiva.

7. Descomposición polar. Denotemos por p(n) al conjunto de las matrices hermı́ticas
n × n, es decir p(n) = {p ∈ Cn×n : p = p∗}. Recordemos que una matriz hermı́tica P
se dice positiva si 〈Pv, v〉 > 0 para todo v 6= 0.

a) Demostrar que una matriz positiva (necesariamente diagonalizable) tiene todos
sus autovalores positivos y que existe un función biyectiva y continua log :
{matrices positivas} → {matrices hermı́ticas} tal que exp(logP ) = P para toda
matriz positiva P . Sugerencia: diagonalizar.

b) Sea M ∈ GL(n(C) y consideremos M∗M . Demostrar que M∗M es hermı́tica y
positiva, por lo tanto admite una única raı́z cuadrada positiva que es un polino-
mio en M∗M ; denotemos P =

√
M∗M y U = MP−1.

c) Demostrar que U es unitaria.
d) * [Chevalley] Demostrar que existe una biyección, que de hecho es un homeo-

morfismo de espacios topológicos, cuya inversa es la descomposición polar,

U(n)× p(n) ∼= GL(n,C)

(U, p) 7→ Uep

8. [Proposición 1.143 de [Kn], pag. 116.]
Sea G ⊆ GL(n,C) un subgrupo cerrado definido por ceros de polinomios reales en las partes
reales e imaginarias de los coeficientes de las matrices y sea g su álgebra de Lie. Supongamos
queG es estable por la operación que a cada matriz le asigna su adjunta, entonces la aplicación

(G ∩ U(n))× (g ∩ p(n)) ∼= G

(U, p) 7→ Uep

es un homeomorfismo.

Utilizar este hecho para concluir que la cantidad de componentes conexas (más ge-
neralmente, el tipo de homotopı́a) de G está en biyección con la cantidad de compo-
nentes conexas de G ∩ U(n). Comprobar la siguiente tabla de intersecciones:

a) SL(n,R) ∩ U(n) = SO(n,R)

b) O(p, q,R) ∩ U(n) = O(p,R) × O(q,R), en particular, por ejemplo O(1, 3,R) tiene
cuatro componentes conexas.

c) SO(p, q,R) ∩ U(n) = S(O(p,R)×O(q,R))

d) SU(p, q) ∩ U(n) = S(U(p) × U(q)), donde S(G) denota el subgrupo de G de los
elementos de determinante 1.
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4. Representaciones, la representación adjunta y la forma
de Killing

Sea G un grupo de Lie y V una representación de G, es decir, un par (V, ρ) tal que
ρ : G→ GL(V ) es un homomorfismo de grupos de Lie. SiG es conexo, entoncesG = exp(g),
cabe preguntarse el rol de g en V , como transformaciones ”infinitesimales” del grupo, es
decir, como endomorfismos de V tales que sus exponenciales corresponden a automorfis-
mos dados por elementos de G.

La manera concreta de construir una acción de g es considerar el diferencial en la iden-
tidad (recordar que ρ(1G) = IdV ):

g T1G
ρ∗ // TIdGL(V ) gl(V ) End(V )

De esta manera obtenemos una transformación lineal g→ End(V ). La propiedad que here-
da esta transformación lineal por el hecho de ser el diferencial de un morfismo de grupos
(y no simplemente de una función diferenciable) proviene de un hecho general:

Proposición 4.1. Sea ρ : G→ H un morfismo de grupos de Lie, entonces su diferencial ρ∗ : g→ h
es un morfismo de álgebras de Lie.

Demostración. Sean X, Y ∈ g, σ, τ dos curvas en G que pasan por eG en t = 0 con derivada
X e Y , respectivamente. Luego, ρ ◦ σ y ρ ◦ τ son dos curvas en H , sus derivadas son, por
definición, ρ∗(X) y ρ∗(Y ).

Si consideramos, para cada t, la curva Ct(s) = σ(t)τ(s)σ(t)−1, la derivada con respecto
a s en s = 0 es

dCt(s)

ds

∣∣∣∣
s=0

= σ(t)τ ′(0)σ(t)−1 = σ(t)Y σ(t)−1

entonces podemos pensar en una nueva curva

c(t) = σ(t)Y σ(t)−1

que toma valores en el espacio tangente de G, es decir, c : R→ g y ρ∗ ◦ c : R→ h.
Como ρ es morfismo de grupos,

ρ(Ct(s)) = ρ
(
σ(t)τ(s)σ(t)−1

)
= ρ(σ(t))ρ(τ(s))ρ(σ(t))−1

y su derivada con respecto a s en s = 0 es

ρ∗

(
dCt(s)

ds

)∣∣∣∣
s=0

= ρ∗(c(t)) = ρ(σ(t))ρ(Y )ρ(σ(t))−1

Si derivamos c(t) respecto de t en cero obtenemos

c′(0) = σ′(0)Y σ(0)−1 + σ(0)Y σ−1′(0) = XY − Y X

como ya habı́amos calculado en algún momento; si derivamos ρ∗(c(t)) obtenemos

ρ∗([X, Y ]) = ρ∗(c
′(0)) = ρ∗(c(t))

′|t=0

= ρ(σ(t))′|t=0 ρ(Y )ρ(σ(0))−1 + ρ(σ(0))ρ(Y )ρ(σ(t))−1′∣∣
t=0

= ρ∗(X)ρ∗(Y )− ρ∗(Y )ρ∗(X) = [ρ∗(X), ρ∗(Y )]
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4.1. Representaciones de álgebras de Lie

Para un álgebra de Lie abstracta g (no necesariamente el espacio tangente de ningún
grupo) y un espacio vectorial cualquiera V (no necesariamente el espacio subyacente a la
representación de ningún grupo), se puede dar la definición siguiente.

Definición 4.2. Sea g un álgebra de Lie y V un espacio vectorial, diremos que V es una
representación de g o un g-módulo si se tiene un morfismo de álgebras de Lie

ρ : g→ gl(V )

En otras palabras, una representación de un álgebra de Lie g es una transformación
lineal ρ : g→ End(V ) con la propiedad adicional

ρ([X, Y ]) = ρXρY − ρY ρX

para todoX, Y ∈ g; ası́ definida, una representación de g se denota por V o por (V, ρ). Dada
una representación (V, ρ) de un álgebra de Lie g, una subrepresentación de g es (W, ρ) con
W un subespacio de V tal que ρ(g)(W ) ⊂ W . Notar que de este modo, (W, ρ) resulta ella
misma una representación de g.

Ejemplo 4.3. Sea g un álgebra de Lie sobre un cuerpo K.

1. El espacio vectorial V = K, con ρ = 0, se denomina la representación trivial:X(λ) = 0
∀λ ∈ K. Notar que si V es una representación donde X(v) = 0 ∀v, exponenciando a
X obtenemos eX(v) = v ∀v ∈ V .

2. Sea V = g como espacio vectorial y X(v) := adX(v) = [X, v]. La condición de Jacobi

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

⇔ [X, [Y, Z]]− [Y, [X,Z]] = [[X, Y ], Z]

⇔ adXadY − adY adX = ad[X,Y ]

dice que ad convierte a V = g en una representación de la misma g, que se denota por
gad y se llama la representación adjunta de g, como vimos en la sección 2.8.

3. Si V y W son dos representaciones, V ⊕W es una representación de manera via

X(v, w) = (X(v), X(w))

De esta forma, la suma directa es asociativa (con isomorfismos de g-módulos).

4. Un morfismo de representaciones f : V → W es una transformación lineal tal que
X(f(v)) = f(X(v)) para todoX ∈ g y v ∈ V . Si f es un morfismo de representaciones,
entonces Ker(f) e Im(f) son subrepresentaciones de V y W respectivamente.

5. Si S es una subrepresentación de V , entonces V/S admite una estructura de g-módulo
natural, de hecho es la única que hace de la proyección V → V/S un morfismo de
representaciones.
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6. Si V y W son dos representaciones, entonces Hom(V,W ) = HomK(V,W ) es una repre-
sentación a través de

(X(f))(v) = X(f(v))− f(X(v))

Ejercicio: ¡Verificar que efectivamente es una representación!

7. Si V es una representación, entonces V g = {v ∈ V : X(v) = 0 ∀X ∈ g} es una
subrepresentación, denominada el espacio de los invariantes. En el ejemplo anterior,
Hom(V,W )g = Homg(V,W ), o sea, los invariantes son los morfismos de g-módulos.

8. Como caso particular del Hom, si V es una representación y tomamos K como la
representación trivial, entonces V ∗ es una representación y la acción está dada por

(X.φ)(v) = −φ(X.v)

9. Si V yW son dos espacios vectoriales, entonces V⊗W = V⊗kW es una representación
con la acción

X(v ⊗ w) = X(v)⊗ w + v ⊗X(w)

Ejercicio: Exponenciar esta acción y probar que eX(v ⊗ w) = eX(v)⊗ eX(w).

10. Con las acciones definidas antes, demostrar que si V y W son dos representaciones y
dimV <∞, entonces

Hom(V,W ) ∼= V ∗ ⊗W

es un isomorfismo de g-módulos.

11. Si V es una representación, entonces Sn(V ), los n-tensores simétricos y ΛnV los n-
tensores antisimétricos, son subrepresentaciones de V ⊗n.

12. Si h ⊂ g es un subespacio, entonces h es un ideal si y sólo si es una subrepresentación
de gad.

13. Demuestre que z(g) = (gad)g.

4.2. La forma de Killing

Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo cualquiera K y considere-
mos V = gad la representación adjunta como se definió en la sección 2.8, es decir, para cada
x ∈ g, adx = [x,−] : g→ g es un endomorfismo de g.

Recordemos que para todo x, y, z ∈ g tenemos

(adxady − adyadx)(z) = [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

que por la identidad de Jacobi es igual a

[[x, y], z] = ad[x,y](z)

Por lo tanto, adxady − adyadx = ad[x,y], es decir que ad : g → gl(g) es un homomorfis-
mo de álgebras de Lie. En otras palabras, ad define efectivamente una representación, la
representación adjunta de g, definida en la sección 2.8, que denotamos por V = gad.
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Definimos la forma de Killing de g como la forma bilineal κ : g× g→ K dada por

κ(x, y) := tr(adx · ady)

donde adx, ady están pensados como endomorfismos de g y la traza se calcula de la manera
usual.

Ejemplo 4.4. Sea el álgebra de Lie r3,λ, con λ = 1, dada por

r3,λ=1 :=


 t 0 a

0 t b
0 0 0

 : t, a, b ∈ R


Si llamamos

z =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , x =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , y =

 0 0 0
0 0 1
0 0 0


entonces B = {x, y, z} es una base de g, los corchetes están determinados por [z, x] =
x, [z, y] = y, [x, y] = 0. En la base B, la transformación lineal [z,−] = adz tiene matriz 1 0 0

0 1 0
0 0 0

, la transformación lineal adx = [x,−] tiene matriz

 0 0 −1
0 0 0
0 0 0

 y finalmente

ady = [y,−] tiene matriz

 0 0 0
0 0 −1
0 0 0

. De esto se sigue

κ(z, z) = 2,

0 = κ(z, x) = ka(x, z) = κ(z, y) = κ(y, z) = κ(x, x) = κ(x, y) = κ(y, x) = κ(y, y)

4.2.1. Propiedades de la forma de Killing

Proposición 4.5. Sea g un álgebra de Lie y sea κ la forma de Killing de g, entonces κ verifica las
siguientes propiedades:

1. Es simétrica: κ(x, y) = κ(y, x) para todo x, y ∈ g.

2. Es invariante por la acción adjunta: κ([x, y], z) = κ(x, [y, z]) para todo x, y, z ∈ g.

3. Es invariante por isomorfismos de álgebras de Lie, es decir, si φ : g→ h es un isomorfismo de
álgebras de Lie, entonces κg(x, y) = κh(φ(x), φ(y)), donde escribimos κg y κh las formas de
Killing de las álgebras de Lie g y h, respectivamente.

4. Extiende escalares: Si E es una extensión de cuerpos de K, u un álgebra de Lie sobre K,
consideremos g = E⊗K u como álgebra de Lie sobre E con el corchete definido por

[λ⊗ x, µ⊗ y] = λµ⊗ [x, y]

para todo λ, µ ∈ E, x, y ∈ u y se extiende K-bilinealmente, entonces κg(λ ⊗ x, µ ⊗ y) =
λµ⊗ κu(x, y), donde escribimos κg y κu las formas de Killing de g y u, respectivamente.
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Demostración. 1. Para cualquier par de endomorfismos f, g : V → V vale tr(fg) = tr(gf);
en particular

κ(x, y) = tr(adxady) = tr(adyadx) = κ(y, x)

2. Calculemos ambos miembros de la igualdad a demostrar: el miembro izquierdo es

κ([x, y], z) = tr(ad[x,y]adz) = tr((adxady − adyadx)adz) = tr(adxadyadz)− tr(adyadxadz)

Por otra parte, el miembro derecho es

κ(x, [y, z]) = tr(adxad[y,z]) = tr(adx(adyadz − adzady)) = tr(adxadyadz)− tr(adxadzady)

Si comparamos las dos expresiones, los términos que suman son idénticos; para los térmi-
nos que restan utilizamos la propiedad cı́clica de la traza:

tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA)

Por lo tanto, vale la igualdad.
3. Tomemos {x1, . . . , xn} una base de g y para h tomemos la base {φ(x1), . . . , φ(xn)}. Si

calculamos [xi, xj] =
∑

k a
k
ijxk, dado que φ es un morfismo de Lie

φ([xi, xj]) = [φ(xi), φ(xj)]

por lo tanto
[φ(xi), φ(xj)] =

∑
k

akijφ(xk)

Es decir, las constantes de esctructura son idénticas para esa elección de bases, luego la
matriz de adx en la baseB coincide con la matriz de adφ(x) en la base φ(B) para todo x, y ∈ g,
de lo cual se obtiene que las trazas tr(adxady) y tr(adφxadφy) son iguales, pues son trazas de
productos de matrices iguales.

4. Aquı́ notemos que si {x1, . . . xn} es una base de u como K-espacio vectorial, entonces
{1⊗x1, . . . , 1⊗xn} es una base de g = E⊗Ku comoE-espacio vectorial. La cuenta es similar
a (3), utilizando estas bases.

4.2.2. La forma de Killing de sl(2,R) y otros ejemplos

Ejemplo 4.6. sl(2,R) es el álgebra de Lie real con generadores

x =

(
0 1
0 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
, y =

(
0 0
1 0

)
,

los corchetes están dados por [h, x] = 2x, [h, y] = −2y, [x, y] = h. Las matrices en la base
{x, h, y} de adx, adh, ady son

adx =

 0 −2 0
0 0 1
0 0 0

 , adh =

 2 0 0
0 0 0
0 0 −2

 , ady =

 0 0 0
−1 0 0
0 2 0


La tabla para la forma de Killing es

κ(h, h) = 8, κ(x, x) = 0, κ(y, y) = 0
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κ(h, x) = 0, κ(h, y) = 0, κ(x, y) = 4

Es decir, la matriz de la forma bilineal en esta base es 0 0 4
0 8 0
4 0 0


Notemos que sl(2,R) admite el automorfismo x↔ y, h↔ −h, por lo tanto de antemano

sabemos que tiene que valer κ(x, x) = κ(y, y) y κ(h, x) = −κ(h, y), lo que reduce un poco
los cálculos. También vemos en la matriz que adx (y por lo tanto ady) es nilpotente y en
consecuencia su cuadrado también lo es; por lo tanto tienen traza cero, es decir κ(x, x) = 0.
Resulta claro de la expresión matricial de adh que κ(h, h) = 8. Queda entonces de ejercicio
calcular efectivamente κ(h, x) y κ(x, y).

Si calculamos la forma de Killing de sl(2,C) como álgebra de Lie compleja, podemos
utilizar nuevamente la base {x, h, y} y obtenemos el mismo resultado.

4.3. Ejercicios

1. Calcular la forma de Killing para el álgebra de Lie no abeliana de dimensión dos.

2. Calcular la forma de Killing de g =


 0 t a
−t 0 b
0 0 0

 : t, a, b ∈ R

 y ver que es semi-

definida negativa.

Calcular la forma de Killing de g =


 t 0 a

0 t b
0 0 0

 : t, a, b ∈ R

. Utilizar este cálculo

para demostrar que éstas dos álgebras son no isomorfas. ¿Sus complexificaciones son
isomorfas? (es decir, considerando a t, a, b ∈ C).

3. Calcular la forma de Killing para las dos álgebras de Lie reales siguientes: el álgebra
de Heisenberg de dimensión tres definida por h3 = R〈x, y, z〉 con corchetes en ele-
mentos de la base dados por [x, y] = z, [x, z] = [y, z] = 0; y el álgebra gλ = R〈h, x, y〉
con [x, y] = 0, [h, x] = λx, [h, y] = y.

4. Sea su(2) el álgebra de Lie real con base u, v, w tal que [u, v] = w, [v, w] = u, [w, u] =
v. Mostrar que la permutación cı́clica u 7→ v 7→ w 7→ u es un automorfismo del
álgebra de Lie. Calcular sólo κ(u, u) y despejar los demás valores de κ a partir de sus
propiedades de invarianza. Mostrar que κ es definida negativa y por lo tanto su(2)
no puede ser isomorfa a sl(2,R). Sin embargo, sus complexificaciones son isomorfas.

5. Sea Θ : g×g×g→ k definida por Θ(x, y, z) := κ([x, y], z). Mostrar que es alternada, i.e.
Θ(x1, x2, x3) = (−1)σΘ(xσ(1), xσ(2), xσ(3)), e invariante, i.e. Θ([t, x], y, z)+Θ(x, [t, y], z)+
Θ(x, y, [t, z]) = 0 para todo t, x, y, z ∈ g.

6. El Casimir. Supongamos que g es tal que su forma de Killing es no degenerada. Sea
x1, . . . , xn una base de g y sea x1, . . . , xn la base dual con respecto a Killing, es decir,
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x1, . . . , xn son elementos de g que verifican κ(xi, x
j) = δji (¿por qué estan bien defini-

dos? ¿por qué forman una base de g?). Sea V una representación de g y consideremos
la transformación lineal ω : V → V dada por

v 7→ ω(v) :=
∑
i

xi · xi · v

a) Demuestre que ω no depende de la base elegida. Este endomorfismo se denomi-
na Casimir.

b) Demuestre que ω es un morfismo de representaciones, es decir, para todo x ∈ g,
ω(x.v) = x.ω(v).

c) Calcule el Casimir para sl(2,R) y para su(2).

d) Sea Dx = x∂y, Dy = y∂x vistos como endomorfismos de C∞(R2). Calcular Dh =
[Dx, Dy]. Verificar que [Dh, Dx] = 2Dx y [Dh, Dy] = −2Dy. Concluir que C∞(R2)
es una representación de sl(2,R) con ρ = D. Calcular el operador diferencial
asociado al Casimir.

e) Sean D1 = y∂z − z∂y, D2 = z∂x − x∂z y D3 = x∂y − y∂x, vistos como endomor-
fismos de C∞(R3). Calcular [Di, Dj] y verificar que D es una representación de
un álgebra de Lie de dimensión tres conocida, ¿de qué álgebra de Lie se trata?
Calcular el operador de Casimir asociado.

7. Lema de Schur. Sea V una representación simple de dimensión finita de g, es decir, si
S ⊆ V es una subrepresentación, entonces S = 0 ó S = V . Muestre que si f : V → V
es un morfismo de representación, entonces f = 0 ó f es un isomorfismo. Si además el
álgebra de Lie es compleja y la representación es compleja, entonces f es un múltiplo
de la identidad. Sugerencia: considerar S el subespacio de autovectores de algún autovalor de
f . Concluir que el Casimir actúa por múltiplos escalares en representaciones simples
complejas, donde el escalar depende de la representación.
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5. Álgebras de Lie nilpotentes y solubles

5.1. Sucesión de conmutadores de g: serie derivada y serie central

La sucesión de conmutadores de g o serie derivada de g es la sucesión de ideales definidos
recursivamente por

g0 = g, g1 = [g, g] y para cada j ≥ 1, gj+1 := [gj, gj].

Se obtiene la sucesión descendente

g = g0 ⊇ g1 ⊇ · · · ⊇ gj−1 ⊇ gj ⊇ . . .

Por inducción se prueba que cada gj es un ideal de g como consecuencia de la proposición
2.14. Se dice que g es soluble si gj = 0 para algún j.
Notar que, si 0 6= g es soluble, entonces admite un ideal abeliano no nulo, a saber, el último
gj no nulo de la cadena de conmutadores.

La sucesión central descendente de g es la sucesión de ideales definidos recursivamente
por

g0 = g, g1 = [g, g] y para cada j ≥ 1, gj+1 := [g, gj].

Se obtiene la sucesión descendente

g = g0 ⊇ g1 ⊇ · · · ⊇ gj−1 ⊇ gj ⊇ . . .

Por inducción se prueba que cada gj es un ideal de g como consecuencia de la proposición
2.14. Se dice que g es nilpotente si gj = 0 para algún j.
Notar que, si 0 6= g es nilpotente, entonces el centro de g es no trivial; en efecto, el último
gj no nulo de la cadena central está contenido en el centro de g.
Por inducción se ve que para todo j, gj ⊆ gj ; entonces si g es nilpotente, g es soluble.

Ejemplo 5.1. El álgebra de Lie de Heisenberg de dimensión tres,

h3 :=


 0 a b

0 0 c
0 0 0

 : a, b, c ∈ R


está generada por elementos z, x, y donde

z :=

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , x :=

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , y :=

 0 0 0
0 0 1
0 0 0


con la estructura [z, x] = [z, y] = 0; [x, y] = z; h3 es un álgebra de Lie real de dimensión tres,
nilpotente, no abeliana. En efecto, [h3, h3] = R · z = Z(h3).

El álgebra de Lie de dimensión tres r3,λ, con λ = 1, definida en el ejemplo 4.4 es soluble,
no nilpotente. En efecto, en este caso g1 = [g, g] =< x, y >; g2 = [g1, g1] = 0. Sin embargo,
g1 = [g, g] =< x, y > pero g2 = [g, g1] =< x, y >= g1, de decir que la cadena central
descendente se estabiliza y nunca llega a cero.
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Ejemplo 5.2. El álgebra de Lie de las matrices triangulares superiores

s = {A ∈ gl(n,K) : Aij = 0 para todo i > j}

es soluble. El álgebra de Lie de las matrices triangulares superiores estrictas

n = {A ∈ gl(n,K) : Aij = 0 para todo i ≥ j}

es nilpotente. En efecto, esto se prueba observando que

n = ⊕
i<j
Eij ·K = ⊕n−1

`=1

(
⊕

j−i=`
Eij ·K

)
= ⊕n−1

`=1
g`

donde g` = ⊕
j−i=`

Eij ·K y [g`, gk] ⊂ g`+k.

Proposición 5.3. Toda subálgebra y todo cociente de un álgebra de Lie soluble (respectivamente,
nilpotente) es soluble (respectivamente, nilpotente).

Demostración. Sea h una subálgebra de Lie de un álgebra de Lie soluble g, entonces para
los ideales de la cadena de conmutadores obtenemos por inducción que hj ⊆ gj para todo
j. Dado que g es soluble, existe un j tal que gj = 0, pero entonces hj ⊆ gj = 0, es decir que
h es soluble.

Sea π : g → l un epimorfismo de álgebras de Lie, entonces π(g) = l y π(gj) = lj para
todo j; en efecto, es claro que π(g) = l = l0 y si, por hipótesis inductiva, π(gj) = lj , entonces

lj+1 = [lj, lj] = [π(gj), π(gj)] = π[gj, gj] = π(gj+1)

Por lo tanto, si gj = 0 para algún j, entonces lj = 0, es decir que l es soluble. En particular,
si I es un ideal de un álgebra de Lie soluble g y l := g/I, lo anterior implica que l es soluble.

Las demostraciones para el caso nilpotente son completamente análogas y se dejan co-
mo ejercicio.

Proposición 5.4. Sea g un álgebra de Lie sobre K y a un ideal de g tal que g/a y a son solubles,
entonces g es soluble.

Demostración. Dado que g/a es soluble, existe un j tal que (g/a)j = 0. Sea π : g → g/a la
proyección al cociente, sabemos que

(g/a)j = π(g)j = π(gj)

luego gj ⊆ ker(π) = a. Por otra parte, dado que a es soluble, ak = 0 para algún k, entonces
gj+k = (gj)k ⊆ ak = 0. Por lo tanto, g es soluble.

Para el caso nilpotente, se tiene la siguiente proposición, cuya demostración se deja
como ejercicio:

Proposición 5.5. Si g/n es nilpotente, con n un subespacio de z(g), entonces g nilpotente.
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5.2. El radical

Proposición 5.6. Toda álgebra de Lie g sobre K admite un único ideal soluble maximal. Este ideal
se llama el radical soluble de g y se denota por rad(g).

Demostración. Es suficiente demostrar que si a y b son ideales solubles de g entonces a + b
es un ideal soluble: se define

rad(g) =
∑

I soluble

I.

Sean a y b ideales solubles de g y sea I := a + b; sabemos que I es un ideal en virtud de la
proposición 2.14. Veamos que es soluble. Por el Segundo Teorema de Isomorfimos

I/a = (a + b)/a ∼= b/a ∩ b

En virtud de la proposición 5.4, concluı́mos que I es soluble pues a es soluble y b/a ∩ b es
soluble por la proposición 5.3.

Definición 5.7. Un álgebra de Lie g de dimensión finita sobre un cuerpo K se dice simple
si g 6= 0, g es no abeliana y g no admite ideales propios (es decir que los únicos ideales de g
son el ideal nulo y g).

Un álgebra de Lie g de dimensión finita sobre un cuerpo K se dice semisimple si g 6= 0
no admite ideales solubles no nulos, es decir, si rad(g) = 0.

Proposición 5.8. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo K, entonces

1. Si g es simple, [g, g] = g.

2. Si g es simple, g es semisimple.

3. Si g es semisimple, su centro es trivial.

Demostración. 1. Sea g simple, entonces [g, g] 6= 0 pues g es no abeliana; pero [g, g] es un
ideal de g, luego [g, g] = g.

2. Si g es simple, el rad(g) es un ideal que es cero o bien igual a todo g. Si rad(g) = 0,
g es semisimple. Si rad(g) = g, entonces g es soluble y necesariamente la cadena
de conmutadores de g debe descender; por lo tanto, [g, g] 6= g, lo cual contradice la
simplicidad de g. Concluı́mos que debe ser rad(g) = 0.

3. El centro de g es un ideal abeliano, en particular, soluble. Por lo tanto, z ⊂ rad(g) = 0
si g es semisimple.

Proposición 5.9. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo K, entonces g/rad(g)
es semisimple.

Demostración. Sea π : g → g/rad(g) la proyección al cociente; si h ⊂ g/rad(g) es un ideal
soluble, entonces a := π−1(h) es un ideal soluble de g pues a/rad(g) ∼= h (proposición 5.4).
Por lo tanto, a ⊂ rad(g) y concluı́mos que h = π(a) = 0.

Ejemplo 5.10. Toda álgebra de Lie de dimensión 1 ó 2 es soluble. Si g es un álgebra de Lie
de dimensión 3 entonces g es o bien simple o bien soluble.
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Demostración. Si g es un álgebra de Lie de dimensión 1, g es abeliana, en particular es solu-
ble. Si dim g = 2 y g no es abeliana, entonces es isomorfa al álgebra de Lie con generadores
x e y y corchete [x, y] = x, que es soluble.

Si dim g = 3 y g no es simple, entonces existe un ideal propio h. La dimensión de h es 1
ó 2, luego h es soluble y dim(g/h) también es 1 ó 2, por lo tanto g/h también es soluble. Por
la proposición 5.4 concluı́mos que g es soluble.

Ejemplo 5.11. sl(2,R) y su(2) son álgebras de Lie reales simples de dimensión 3, no iso-
morfas entre sı́. Sobre C se tiene sl(2,R) ⊗R C = sl(2,C) ∼= su(2) ⊗R C, la única álgebra de
Lie simple compleja de dimensión 3, salvo isomorfismo.

Ejercicio 5.12. Probar que sl(2,K) es simple para todo cuerpo de caracterı́stica distinta de
2. Si ch(K) = 2, sl(2,K) es nilpotente.

Teorema 5.13. Un álgebra de Lie g de dimensión n sobre un cuerpo K es soluble si y sólo si existe
una sucesión de subálgebras de Lie de la forma

g = a0 ⊇ a1 ⊇ a2 ⊇ · · · ⊇ an−1 ⊇ an = 0

tal que cada ai+1 es un ideal en ai y dim(ai/ai+1) = 1.

Demostración. (=⇒) Si g es un álgebra de Lie soluble, existe una sucesión de subálgebras
de la forma

g = g0 ⊇ g1 ⊇ · · · ⊇ gj−1 ⊇ gj = 0

Para cada par gk ⊇ gk+1 tal que dim(gk/gk+1) ≥ 2 interpolemos subespacios aki en la suce-
sión de modo tal que

gk ⊇ ak1 ⊇ ak2 ⊇ · · · ⊇ gk+1

y dim(aki /a
k
i+1) = 1. Los subespacios ai resultan subálgebras pues [ai, ai] ⊆ [gk, gk] ⊆ gk+1 ⊆

ai; además, cada ai+1 es un ideal en ai pues [ai, ai+1] ⊂ [gk, gk] ⊂ gk+1 ⊂ ai+1.
(⇐=) Supongamos que en g existe una sucesión de subálgebras de Lie de la forma

g = a0 ⊇ a1 ⊇ a2 ⊇ · · · ⊇ an−1 ⊇ an = 0

con las propiedades del enunciado. Consideremos la sucesión de commutadores de g; vea-
mos por inducción que gk ⊂ ak para cada k.

Sea xk ∈ ak tal que ak = Kxk ⊕ ak+1; por construcción, g0 = g = a0, luego

g1 = [g, g] = [a0, a0] = [Kx0 ⊕ a1,Kx0 ⊕ a1] = [Kx0, a1] + [a1, a1] ⊆ a1

Por inducción, se prueba que cada gk ⊆ ak para cada 0 ≤ k ≤ n. Finalmente, dado que
an = 0, obtenemos que gn = 0; por lo tanto, g es soluble.

5.3. Teorema de Lie

Teorema 5.14. [Lie] Sea g un álgebra de Lie soluble, 0 6= V un K-espacio vectorial de dimensión
finita y sea π : g → glKV una representación de g. Si K es algebraicamente cerrado, entonces
existe un autovector común 0 6= v ∈ V a todo π(x) con x ∈ g. Más generalmente, si K no es
algebraicamente cerrado pero para todo x ∈ g, π(x) tiene todos sus autovalores en K, la misma
conclusión es válida.
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Demostración. Cambiando g por ρ(g) podemos suponer (y supondremos) que g es una
subálgebra de Lie de matrices.

La demostración procede por inducción en la dimensión de g. Si dim g = 0 ó 1 el teorema
es claramente válido.

Sea h un ideal de codimensión 1. Tal ideal existe porque dim[g, g] < dim g; si [g, g] tuviera
codimensión uno, servirı́a como h; si no, dado que todo subespacio que contiene a [g, g] es
un ideal, tomemos uno cualquiera de codimensión 1. Escribamos g = h ⊕ kx para algún
x ∈ g; por hipótesis inductiva, existe 0 6= v0 ∈ V tal que hv0 = λ(h)v0 para todo h ∈ h. Sea
S = {v ∈ V : hv = λ(h)v∀h ∈ h}, entonces S es un subespacio no nulo pues v0 ∈ S.

Dado que x ∈ g, [x, h] ∈ h, luego, si v ∈ S,

h(xv) = hxv − xhv + xhv = [h, x]v + xhv = λ([h, x])v + x(λ(h)v) = λ([h, x])v + λ(h)x(v)

Si probamos que λ([h, x]) = 0, habremos demostrado que xv ∈ S. Supongamos por un
instante demostrado ésto. En ese caso, como x|S es un endomorfismo de S, tiene por lo
menos un autovector v1 ∈ S; este autovector sirve.

Probemos ahora que λ([h, x]) = 0 para todo h ∈ h. Sea 0 6= v ∈ S fijo y n el menor entero
tal que {v, xv, x2v, . . . , xn−1v} es linealmente independiente. Sea Wi el subespacio generado
por {v, xv, x2v, . . . xiv}. Para todo h ∈ h,

hxiv = hxxi−1v − xhxi−1v + xhxi−1v = [h, x]xi−1v + xhxi−1v

Un argumento inductivo nos muestra que hxiv = λ(h)xiv+ combinaciones lineales de los
xjv con j < i. Si escribimos la matriz de la acción de h en W = 〈v〉x obtenemos

(h) =


λ(h) ∗ ∗ ∗

0 λ(h) ∗ ∗
... . . . ∗
0 . . . 0 λ(h)


Tomando traza:

nλ(h) = trW (h|W )

Como [h, x] ∈ h, también vale la formula para [h, x]. Dado que tanto h como x actúan en W ,
tenemos que

nλ([h, x]) = trW ([h, x]|W ) = trW ([h|W , x|W ]) = 0

pues tr(AB −BA) = 0. Concluı́mos que λ([h, x]) = 0 para todo h ∈ h como querı́amos.

Corolario 5.15. Sean g, V , π y K como en el teorema de Lie, entonces existe una base de V tal que
todas las matrices de π(x), x ∈ g, son triangulares superiores.

Demostración. Por inducción en la dimensión, usando el teorema de Lie. Si 0 6= v1 un au-
tovector común a todos los π(x), x ∈ g, entonces Kv1 es una subrepresentación. Conside-
remos la representación V/Kv1 y apliquémosle la hipótesis inductiva. Tomemos una base
{v2, . . . , vn} de V/Kv1, de la cual se obtiene una base {v1, v2, . . . , vn} de V que tiene las
propiedades requeridas.

El siguiente resultado se enuncia por la importancia que reviste, aunque omitiremos su
demostración, que se puede encontrar en [Kn].

Teorema 5.16. Descomposición de Levi. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre
un cuerpo de caracterı́stica cero, entonces existe una subálgebra de Lie semisimple s tal que g ∼=
rad(g)os.
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5.4. Teorema de Engel

Para álgebras de Lie nilpotentes se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5.17. [Engel] Sea 0 6= V un K espacio vectorial y sea g ⊂ EndK(V ) una subálgebra de
Lie de endomorfismos nilpotentes de V , entonces

1. g es un álgebra de Lie nilpotente.

2. Existe 0 6= v ∈ V tal que xv = 0 para todo x ∈ g.

3. Existe una base B de V tal que la matriz de x en la base B es triangular superior estricta para
todo x ∈ g.

Antes de demostrar el teorema, demostraremos algunos resultados previos, que tienen
interés en sı́ mismos.

Observación 5.18. El recı́proco es fácilmente cierto, pues si gn = 0 entonces [x1, [x2, [. . . [xn−
1, xn] . . . ] = 0 para toda upla x1, . . . , xn, en particular para x, x, x, x, . . . , x, y para todo x, y,
es decir adnx(y) = 0 para todo y.

Lema 5.19. Si x ∈ gl(V ) es un endomorfismo nilpotente, entonces [x,−] : gl(V ) → gl(V ) es
nilpotente.

Demostración. Si en un anillo A dos elementos a y b son nilpotentes y ab = ba entonces
a − b es nilpotente ya que vale la fórmula del binomio de Newton. Podemos considerar
A = End(gl(V )), a : gl(V ) → gl(V ) dada por a(f) = xf y b : gl(V ) → gl(V ) dada por
b(f) = fx. Es claro que a y b son nilpotentes y que ab = ba.

Teorema 5.20. Sea g una subálgebra de Lie de gl(V ), V de dimensión finita y g consiste de endo-
morfismos nilpotentes, entonces existe v ∈ V tal que xv = 0 para todo x ∈ g.

Demostración. Es similar al teorema de Lie; la demostración procede por inducción en la
dimensión de g. Busquemos primero un ideal de codimensión uno. Sea h una subálgebra
propia cualquiera (por ejemplo, ¡de dimensión uno!), h actúa de manera nilpotente vı́a ad,
en g y también en g/h. Por hipótesis inductiva, existe x ∈ g/h tal que adh(x) = 0 para todo
h ∈ h. Es decir, existe x ∈ g \ h tal que [h, x] ∈ h para todo h ∈ h.

Lo que acabamos de probar muestra que podemos encontrar una subálgebra más gran-
de h̃ = h ⊕ kx de manera que h es un ideal en h̃. Si repetimos este proceso una cantidad
suficiente de veces, terminamos con g y la etapa anterior provee de un ideal de codimen-
sión uno, que llamamos h. Escribamos g = h⊕ kx.

Ahora consideremos S = {v ∈ V : hv = 0∀h ∈ h}, que por hipótesis inductiva es no
nulo. Por otra parte, si v ∈ V

hxv = hxv − 0 = hxv − xhv = [h, x]v = 0

pues [h, x] ∈ h. Por lo tanto xS ⊆ S. Dado que x es nilpotente en S, tiene núcleo no trivial;
sea s 6= 0 un vector de S en el núcleo de x, entonces s satisface la propiedad del enunciado.

Corolario 5.21. Sea g una subálgebra de Lie de End(V ), con dimV < ∞, y g consistente de
endomorfismos nilpotentes, entonces existe una base de V tal que las matrices de los elementos de g
son triangulares superiores estrictas. En particular, g resulta nilpotente como álgebra de Lie.
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Demostración. Sea 0 6= v1 ∈ V tal que xv1 = 0 para todo elemento x ∈ g y V1 el subespacio
generado por v1; Entonces gV1 ⊆ V1, es decir, V1 es una subrepresentación. Consideremos
π : V → V/V1 =: Ṽ y g actuando en Ṽ . Por hipótesis inductiva en la dimensión de V ,
existe una base ṽ2, . . . , ṽn de Ṽ con la propiedad requerida. Si tomamos el conjunto B =
{v1, . . . , vn} de V tal que π(vi) = ṽi, para i = 2, . . . , n, entonces B funciona como la base
requerida.

Teorema 5.22 (Engel). Si todo elemento adx ∈ End(g) es nilpotente, entonces g es nilpotente.

Demostración. Consideremos ad : g→ End(g) definida por x 7→ adx = [x,−], que es un mor-
fismo de álgebras de Lie y, por hipótesis, su imagen consiste de endomorfismos nilpotentes;
por el teorema anterior resulta isomorfa a una subálgebra de Lie de matrices triangulares
estrictas, luego es nilpotente como álgebra de Lie. Pero Im(ad) ∼= g/Ker(ad) = g/(zg), luego
g es nilpotente, como consecuencia de la proposición 5.5.

5.5. Criterios de Cartan

Teorema 5.23. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre K = R ó C.

a) Criterio de solubilidad de Cartan: g es soluble si y sólo si κ(g, [g, g]) ≡ 0.

b) Criterio de semisimplicidad de Cartan: g es semisimple si y sólo si κ es no degenerada.

Demostración. Omitimos la prueba del item a, que se encuentra por ejemplo en [Kn].
Probaremos b utilizando a. Veamos primero que el rad(κ) ⊂ rad(g), donde rad(κ) =

{x ∈ g : κ(x, y) = 0 para todo y ∈ g} es el radical de la forma de Killing.
Dado que κ es invariante por ad, rad(κ) es un ideal; en efecto, para todo x ∈ rad(κ) y

para todo y, z ∈ g
κ([x, y], z) = κ(x, [y, z]) = 0

entonces [x, y] ∈ rad(κ). Más aún, la cuenta anterior para x, y, z ∈ rad(κ) muestra que rad(κ)
es un ideal soluble por el criterio de solubilidad de la parte a. En particular, obtenemos que
rad(κ) ⊂ rad(g). A continuación, comprobemos la equivalencia.

(⇒) Si g es semisimple, 0 = rad(g) ⊇ rad(κ), por lo tanto κ es no degenerada.
(⇐) Si g no fuera semisimple, rad(g) 6= 0 y g admitirı́a un ideal abeliano a 6= 0. En efecto,

la cadena descendente de conmutadores del radical rad(g)i consiste de ideales de g (dado
que [a, b] es un ideal de g si a y b lo son) y el último rad(g)j no nulo es un ideal abeliano
de rad(g)j y también de g; llamémoslo a. Veamos que a ⊆ rad(κ). Sean x ∈ a, y ∈ g y
consideremos el endomorfismo T = adxady.

Dado que a es ideal y x ∈ a, T (z) = [x, [y, z]] ∈ a para todo z ∈ g; como además a es
abeliano, T 2(z) = [x, [y, T (z)]] ∈ [a, a] = 0 para todo z ∈ g. Es decir

T 2(g) = T (T (g)) ⊂ T (a) ⊂ [a, a] = 0.

Obtenemos que T es nilpotente; en consecuencia su traza es cero y esto dice que 0 =
tr(adxady) = κ(x, y) para todo x ∈ a e y ∈ g; por lo tanto, 0 6= a ⊆ rad(κ) lo cual im-
plica que κ es degenerada.



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ÁLGEBRAS DE LIE 59

Corolario 5.24. Sea g un álgebra de Lie compleja.

a) Si g0 es una forma real de g entonces g0 es semisimple si y sólo si g es semisimple.

b) g es semisimple si y sólo si gR es semisimple, donde gR es la realificación de g, es decir, g
considerada como álgebra de Lie real.

Demostración. a) es consecuencia inmediata del criterio de semisimplicidad de Cartan.
b) se obtiene luego de probar que κgR = 2Re κg.

Teorema 5.25. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre K = R ó C, entonces g es semi-
simple si y sólo si

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gm

donde cada componente es una subálgebra de Lie simple y un ideal en g. En este caso, la descompo-
sición es única, salvo isomorfismo y el orden de las componentes simples, y los únicos ideales de g
son suma de algunos de los gj .

Demostración. (⇐) Supongamos que g = g1 ⊕ · · · ⊕ gm. Sea pi : g → gi la proyección; sea I
un ideal de g y sea Ii := pi(I) entonces Ii es un ideal de gi pues para todo x ∈ g, xi ∈ gi

[pix, xi] = pi[x, xi] ∈ pi(I) = Ii

Dado que gi es simple, Ii es o bien el ideal nulo o bien Ii = gi. En el último caso, gi ⊂ I
dado que [gi, gi] = gi; en efecto

gi = [gi, gi] = [gi, pi(I)] ⊂ [gi, I] ⊂ [g, I] ⊂ I

Por lo tanto, dado que g =
⊕m

i=1

gi

I = I ∩ g = I ∩

(
m⊕
i=1

gi

)
=

m⊕
i=1

(I ∩ gi) =
⊕
gi⊂I

gi

con lo cual queda probada la unicidad y la estructura de los ideales. Además,

[I, I] =

⊕
gi⊂I

gi,
⊕
gj⊂I

gj

 =
⊕
gi⊂I

[gi, gi] =
⊕
gi⊂I

gi ⊂ I

por lo cual el ideal I no es un ideal soluble, salvo que sea cero. Por lo tanto, g es semisimple.

(⇒) Sea g un álgebra de Lie semisimple; si g no es simple, admite un ideal propio
minimal 0 6= I ⊂ g. Este ideal no es abeliano pues g no contiene ideales solubles. La
prueba procede por inducción global en la dimensión. Debemos probar que I es simple y
que admite un complemento directo semisimple. Sea I⊥ := {x ∈ g : κ(x, y) = 0 ∀y ∈ I};
este subespacio es un ideal porque I es un ideal y κ es ad-invariante. Dado que κ es no
degenerada,

dim(I) + dim(I⊥) = dim(g)

Por lo tanto, para probar que I⊕ I⊥ = g, es suficiente demostrar que I∩ I⊥ = 0. Para ésto,
necesitamos el siguiente resultado.
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Lema 5.26. Sea I un ideal en un álgebra de Lie g, entonces κI ≡ κg|I×I.

Demostración. Sea BI = {v1, · · · vk} una base de I que extendemos a una base de g:

B = {v1, · · · vk, vk+1, · · · vn}

Dado que [g, I] ⊂ I, para cada x ∈ I la matriz de adx en la base B es de la forma

adx =



a11 · · · a1k a1,k+1 · · · a1n
... . . . ...

...
...

ak1 · · · akk ak,k+1 · · · akn
0 · · · 0 0 · · · 0
... . . . ...

...
...

0 · · · 0 0 · · · 0


=

(
adx|I ∗

0 0

)

Es decir, una matriz en bloques. Si y es otro elemento del ideal, su matriz es de la misma
forma y el producto puede realizarse en bloques:

adxady =

(
adx|Iady|I ∗

0 0

)
En consecuencia, la traza de adxady coincide con la traza de adx|Iady|I, que es por definición
κI(x, y).

Volviendo a la demostración del teorema, el ideal I ∩ I⊥ verifica κ(I ∩ I⊥, I ∩ I⊥) ≡ 0,
por lo tanto I ∩ I⊥ es soluble. Dado que g semisimple, su único ideal soluble es el ideal
nulo, por lo tanto I ∩ I⊥ = 0 como querı́amos probar.

Para concluir con la inducción debemos mostrar que I es simple y que I⊥ es semisim-
ple. Dado que g = I ⊕ I⊥, si a es un ideal de I entonces también es un ideal de g. Por
minimalidad I no tiene ideales propios, luego I es simple. Por el mismo argumento, todo
ideal de I⊥ resulta ideal de g. Más aún, si a es un ideal soluble de I⊥ entonces a es un ideal
soluble de g. Por lo tanto, a = 0 y el ideal I⊥ resulta semisimple.

Corolario 5.27. Sea g un álgebra de Lie semisimple, entonces g = [g, g]. Si I es un ideal cualquiera
de g, entonces I⊥ también es un ideal de g y g = I⊕ I⊥.

Teorema 5.28. Sea g un álgebra de Lie semisimple, entonces ad(g) = Der(g), es decir, toda deriva-
ción de g es interior.

Demostración. Dado que g un álgebra de Lie semisimple, z(g) = 0, y dado que g/z(g) ∼=
InDer(g) (ejercicio 2.19), y que InDer(g) es una subálgebra de Der(g), la aplicación ad : g→
Der(g) es inyectiva y su imagen m := ad(g) es isomorfa a g. En particular, la forma de Killing
de m es no degenerada. Por otra parte, las derivaciones interiores forman un ideal dentro
del álgebra de todas las derivaciones de g, como se prueba en el ejercicio 2.21, por lo cual,
κm = κDer(g)|m×m como vimos en el lema 5.26. Consideremos m⊥ el subespacio ortogonal a
m en Der(g) respecto de κDer(g), que, en particular es un ideal de Der(g). La no degeneración
de κm fuerza que m⊥ ∩m = 0. Dado que tanto m⊥ como m son ideales de la misma álgebra
Der(g), necesariamente [m⊥,m] ⊂ m⊥ ∩ m = 0. Notar que dimm⊥ ≥ dim Der(g) − dimm, y,
en consecuencia, Der(g) = m⊕m⊥.
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Queremos probar que m⊥ = 0. Para ésto, consideremos un elemento δ ∈ m⊥; dado que
[m⊥,m] = 0, para todo x ∈ g tenemos que, en virtud del ejercicio 2.21,

adδ(x) = [δ, adx] = 0

Concluı́mos que δ(x) ∈ Ker(ad) = 0 para todo x ∈ g, por lo cual, δ = 0. Por lo tanto, 0 = m⊥

y Der(g) = m = InDer(g).

5.6. Teorema de Weyl

Una representación (V, π) de un álgebra de Lie g se dice irreducible si 0 6= V y sus
únicas subrepresentaciones son 0 y V . Una representación (V, π) se dice completamente
reducible si V se descompone en suma directa de representaciones irreducibles.

Teorema 5.29 (Weyl). Si g es un álgebra de Lie semisimple, toda representación de dimensión finita
de g es completamente reducible.

La demostración se encuentra en las secciones 9.2 de representaciones de sl(2,C) y 13.1
de representaciones en general.
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6. Información sobre álgebras de Lie compactas y álgebras
de Lie reductivas

6.1. Álgebras de Lie compactas

Para un álgebra de Lie g, consideremos Aut(g) el grupo de automorfismos del álgebra de Lie;
es un grupo de Lie por ser cerrado en GL(g), el grupo de Lie de todos los automorfismos
lineales de g.

El álgebra de Lie de Aut(g) es Der(g); el espacio ad(g) es una subálgebra de Lie de
Der(g). Se define Int(g), el grupo de automorfismos interiores de g, como el subgrupo de Lie
conexo de Aut(g) con álgebra de Lie ad(g).

Definición 6.1. Un álgebra de Lie u se dice compacta si el grupo Int(u) es compacto.

El nombre proviene del hecho de que el tangente a la identidad de Lie de un grupo de
Lie compacto resulta un álgebra de Lie compacta ([Kn] pp. 248-249). Resumimos a conti-
nuación, sin demostración, más información sobre las álgebras de Lie compactas.

Las clases de isomorfimo de

1. grupos de Lie semisimples, compactos, conexos y simplemente conexos reales,

2. álgebras de Lie semisimples, compactas reales,

3. álgebras de Lie semisimples, complejas,

4. sistemas de raı́ces abstractos, reducidos,

5. matrices de Cartan abstractas y sus diagramas de Dynkin asociados

están en correspondencia biunı́voca al pasar del grupo de Lie a su álgebra de Lie (1→2), de
ella a la complexificación del álgebra de Lie (2→3), de ésta al sistema de raı́ces subyacente
(3→4). En los capı́tulos siguientes profundizaremos más esta correspondencia.

Proposición 6.2. Sea G un grupo de Lie compacto y u su álgebra de Lie. Entonces u admite un
producto interno G-invariante. En consecuencia G actúa de forma ortogonal con respecto a ese
producto interno, y el conjunto de endomorfismos {adx : u → u : x ∈ u} consiste de matrices
antisimétricas, tomando una base ortonormal con respecto a ese producto interno.

Demostración. Sea ((−,−)) un producto interno arbitrario en u y definamos, para x, y ∈ u:

(x, y) :=

∫
G

((g.x, g.y))dg

donde g.x es la acción adjunta del grupo G en u, y dg es una medida en G invariante por
traslación a izquierda. Dejamos como ejercicio chequear que la nueva forma bilineal (−,−)
sigue siendo definida positiva y G-invariante.

Corolario 6.3. La forma de Killing del álgebra de Lie tangente a un grupo de Lie compacto es
semidefinida negativa.
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Demostración. De la proposición anterior sabemos que podemos representar los elementos
adx ∈ End(u), x ∈ u como matrices antisimétricas (reales), por lo tanto sus autovalores
son imaginarios puros, y la suma de los cuadrados de los autovalores, que calcula k(x, x),
resulta menor o igual que cero.

A modo de constatación empı́rica, proponemos el siguiente ejercicio:

Ejercicio 6.4. La forma de killing de su(2) es definida negativa, mientras que la forma de
Killing de sl(2,R) es no definida. Notar que el grupo SU(2) es compacto, mientras que
SL(2,R) no lo es.

6.2. Álgebras de Lie reductivas

Definición 6.5. Un álgebra de Lie g se dice reductiva si a todo ideal a en g le corresponde
un ideal b tal que g = a⊕ b.

Resulta (ver proposición más adelante) que g es reductiva si y sólo si g = z⊕[g, g], donde
z es el centro de g y [g, g] es semisimple.

El álgebra de Lie g de un grupo de Lie compacto G es reductiva, por lo cual el estudio
de los grupos compactos se reduce en gran medida al estudio de las álgebras semisimples.
Los subgrupos de G correspondientes a éstas subálgebras de g son cerrados.

Proposición 6.6. Un álgebra de Lie de dimensión finita g es reductiva si y sólo si g = z ⊕ s con
z = z(g) el centro de g y s es semisimple.

Demostración. ⇒) Sea g reductiva; si g no admite ideales propios, entonces g es simple o
abeliana de dimensión uno, en cualquiera de los dos casos, es de la forma del enunciado.
Si g admite un ideal propio, argumentamos por inducción en la dimensión. Sea a un ideal
propio, entonces g = a⊕ b. Veamos que a y b son reductivas, con lo cual, descomponemos
tanto a a como a b y el enunciado queda demostrado. Sea K es un ideal de a, entonces es
un ideal de g y, por lo tanto, admite un ideal complementario I ⊆ g tal que g = K ⊕ I. Si
tomamos I ∩ a, resulta un ideal de a y a ⊆ K ⊕ (I ∩ a). Además, si x ∈ a ⊆ g = K ⊕ I
entonces existen únicos xK ∈ K y xI ∈ I tales que x = xK + xI, pero como K ⊆ a, entonces
xI = x− xK ∈ a, luego xI ∈ I ∩ a y por lo tanto a = K⊕ (a ∩ I).

⇐) Es corolario del teorema 5.25. En efecto, toda álgebra de Lie de la forma g = z⊕ s, con z
abeliana y s semisimple, es reductiva (ejercicio).

Notar que en la proposición anterior, la subálgebra de Lie semisimple s es en realidad [g, g].

Proposición 6.7. Sea g un álgebra de Lie real de matrices reales, complejas o cuaterniónicas. Si g
es estable por la operación de transponer y conjugar, entonces g es reductiva.

Demostración. Sean X e Y en g, entonces

〈X, Y 〉 := Re tr(XY ∗)

es un producto interno real en gl(K) con K = R o C o H, y por restricción, un producto in-
terno en g. Sea a un ideal de g y sea a⊥ el ortogonal respecto del producto interno, entonces
g = a ⊕ a⊥ como espacio vectorial. La prueba concluye con la comprobación de que a⊥ es
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un ideal; en efecto, si X ∈ a⊥, Y es una matriz de g cualquiera y Z es un elemento de a,
entonces [Z, Y ∗] ∈ a por ser un ideal; por lo tanto

〈[X, Y ], Z〉 = Re tr(XY Z∗ − Y XZ∗)

= Re tr(XY Z∗ −XZ∗Y ) = Re tr(X(ZY ∗)∗ −X(Y ∗Z)∗)

= Re tr(X([Z, Y ∗])∗) = 〈X, [Z, Y ∗]〉 = 0

Corolario 6.8. Las álgebras de Lie “clásicas” son reductivas.
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7. Descomposición de un álgebra de Lie a partir de una sub-
álgebra de Cartan

7.1. Introducción

El estudio de las álgebras de Lie semisimples complejas continúa a través del siguiente
proceso. Dada un álgebra de Lie semisimple se encuentra un sistema de raı́ces abstracto vı́a
la elección de una subálgebra de Cartan y, a partir de este sistema, se obtiene una matriz de
Cartan abstracta y a un diagrama de Dynkin abstracto vı́a la elección de un orden.

El capı́tulo comienza con el estudio de la descomposición de sl(n,C) como consecuencia
de la acción adjunta de una subálgebra de Cartan, dada en este caso por su subálgebra abe-
liana de matrices diagonales; a partir de ella, se enuncian propiedades generales para un
álgebra de Lie semisimple compleja, que a continuación verificamos explı́citamente en las
álgebras de Lie clásicas; la demostración de estas propiedades se encuentra en el capı́tulo
8 y subsiguientes.

Si g es semisimple entonces toda subálgebra de Cartan es abeliana. La acción adjunta de
h en g conduce a una descomposición de g en espacios raı́ces y el conjunto de raı́ces forma
un sistema de raı́ces reducidos.

La imposición de un orden y de una noción de positividad en el conjunto de raı́ces
permite definir raı́z simple como aquella que no es suma de dos raı́ces positivas. Las sim-
ples forman una base especial, con buenas propiedades, del conjunto de todas las raı́ces y,
a partir de ella, se define la matriz de Cartan y el diagrama de Dynkin. Las propiedades
del grupo de Weyl implican que la elección anterior no depende del orden. Se prueba la
correspondencia 1-1 anterior entre items (3), (4) y (5).

La relación entre álgebras de Lie sobre C y sistemas de raı́ces abstractas es más profun-
da. Además del isomorfismo, la correspondencia no depende de la elección de la subálge-
bra de Cartan, como consecuencia de que son únicas salvo conjugación. Parte de este estu-
dio conduce a encontrar un sistema de generadores y relaciones.

A partir de la correspondencia, en lugar de clasificar álgebras de Lie semisimples sobre
C, se clasifican los diagramas de Dynkin. Las series de tipos An, Bn, Cn y Dn corresponden
a álgebras de Lie clásicas que ya eran conocidas con anterioridad a la clasificación. Para los
excepcionales se comprobó que efectivamente existı́an álgebras de Lie cuyos diagramas
eran estos y más tarde se obtuvieron diversas realizaciones.

7.2. Descomposición en espacios raı́ces

Subálgebras de Cartan

Sea l un álgebra de Lie de dimensión finita, una subálgebra h se dice una subálgebra de
Cartan si h es nilpotente y coincide con su normalizador, es decir, h = {x ∈ l : [x, h] ⊆ h}.

Toda álgebra de Lie de dimensión finita admite una subálgebra de Cartan (proposición
8.6). Si g es semisimple compleja y h es una subálgebra de Cartan entonces h es abeliana
(proposición 8.9). Más aún, si g es semisimple sobre C, h ⊂ g es una subálgebra de Cartan
si y sólo si h es abeliana maximal y {adH : H ∈ h} es simultáneamente diagonalizable.

Por otra parte, las subálgebras de Cartan de un álgebra de Lie compleja de dimensión
finita sobre C son únicas salvo conjugación por un automorfismo interior de g. Es decir, dadas
h y h′ subálgebras de Cartan de l, existe un automorfismo interior a : l→ l tal que a(h) = h′.
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Se define el rango de un álgebra de Lie l, denotado por rank l, como rank l = dim h, donde
h es cualquier subálgebra de Cartan de l. Estas afirmaciones se estudian en el capı́tulo 8.

Sea g es semisimple compleja y h una subálgebra de Cartan; como consecuencia de que
{adH : H ∈ h} es simultáneamente diagonalizable, g admite una descomposición de la
forma

g = h⊕

(⊕
α∈Φ

gα

)
donde gα es al autoespacio correspondiente al autovalor α y Φ es el conjunto de todos estos
autovalores simultáneos llamados raı́ces. Antes de abordar la teorı́a general, resulta útil la
evidencia recolectada en los ejemplos clásicos.

7.3. El ejemplo sl(n,C)

Consideremos el álgebra de Lie compleja g = sl(n,C), para cada n ≥ 2. Sea la subálge-
bra

h = {matrices diagonales de traza cero} ⊂ sl(n,C)

entonces h es una subálgebra de Cartan. En efecto, dejamos como ejercicio probar que si
X ∈ sl(n,C) es una matriz tal que [H,X] es diagonal para toda H ∈ h entonces X es
necesariamente diagonal. Sea

h0 = {H ∈ h : Hii ∈ R}

entonces h0 es una subálgebra de Lie real de h (en particular, también es subálgebra de Lie
de g) que verifica h⊗R C = h, lo cual dice que h0 es una forma real de h.

Sean Eij ∈ Cn×n las matrices con un uno en el lugar ij y ceros en el resto, para i 6= j (ver
sección 2.3)

Eij =



0 · · · · · · 0 · · · 0
0 · · · · · · 0 · · · 0
...

...
...

0 · · · · · · 1 · · · 0
...

...
...

0 · · · · · · 0 · · · 0


Sean ei ∈ h∗ las funcionales lineales que toman la coordenada i-ésima de la diagonal:

ei


h1 0 · · · 0
0 h2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · hn

 = hi

Calculemos adH(Eij) para cada H ∈ h. Dada H =


h1 0 · · · 0
0 h2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · hn

 obtenemos

adH(Eij) = HEij − EijH = hiEij − hjEij = (hi − hj)Eij = ((ei − ej)(H))Eij
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Concluı́mos que Eij es un autovector común de adH para todo H ∈ h, con autovalor (ei −
ej)(H). Notar que la dependencia en H del autovalor es lineal. En otras palabras, (ei− ej) :
h → C es una funcional lineal, (ei − ej) ∈ h∗. Para i = j es, evidentemente, la funcional
nula.

Para i 6= j, las funcionales {(ei − ej) : i 6= j} =: Φ se llaman raı́ces .

El cardinal de Φ es n2 − n = n(n− 1). Como se estudió en la sección 2.4, el conjunto

{Eij : i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n} ∪ {Eii − Ei+1,i+1 : 1 ≤ i ≤ n}

forma una base de sl(n,C), con {Eii − Ei+1,i+1 : 1 ≤ i ≤ n} una base de h, entonces el
álgebra de Lie admite una descomposición como suma directa

g = h⊕

(⊕
i 6=j

CEij

)
= h⊕

(⊕
i 6=j

gei−ej

)
= h⊕

(⊕
α∈Φ

gα

)
donde

gei−ej = {x ∈ g : adH(x) = (hi− hj)x, ∀H ∈ h} = {x ∈ g : adH(x) = (ei− ej)(H)x, ∀H ∈ h}.

Definición 7.1. Sea g un álgebra de Lie semisimple compleja y h una subálgebra de Cartan
de g; para cada α ∈ h∗, se define gα = {x ∈ g : [H, x] = α(H)x ∀H ∈ h}; la funcional
lineal α se dice una raı́z si α 6= 0 y gα 6= 0; en este caso, gα se denomina el subespacio raı́z
correspondiente a la raı́z α. El conjunto de todas las raı́ces se denota por Φ(g, h) ó, para
abreviar, por Φ, si es clara quién es la subálgebra h de la cual depende Φ.

Notar que Φ genera todo h∗ como C - espacio vectorial; pero Φ no es una base de h∗, pues
si α ∈ Φ, entonces −α ∈ Φ, pero aún ası́, hay buenas elecciones posibles de subconjuntos
de Φ para bases de h∗. En el caso de sl(n,C), ∆ = {ei − ei+1 : 1 ≤ i ≤ n− 1} es una base de
h∗.

Recordemos de la sección 2.3 el cálculo de los corchetes en la descomposición anterior.
Por ejemplo, [E12, E23] = E13. Observemos que (e1 − e2) + (e2 − e3) = e1 − e3 ∈ Φ; la cuenta
anterior nos dice que [ge1−e2 , ge2−e3 ] ⊂ ge1−e3 .

En general, se comprueba fácilmente que [Eij, Ekl] = δjkEil − δliEkj . Salvo (k, l) = (j, i),
el corchete de dos elementos de un espacio raı́z queda dentro del espacio raı́z suma:

[gα, gβ] ⊂ gα+β

y [Eij, Eji] = Eii − Ejj ∈ h. Además, si [H, x] = α(H)x y [H, y] = β(H)y, entonces

[H, [x, y]] = [[H, x], y] + [x, [H, y]] = [α(H)x, y] + [x, β(H)y] = (α + β)(H)[x, y]

Más precisamente, se observan tres casos: α+ β es raı́z, α = −β, ó α 6= −β pero α+ β no es
raı́z y se obtiene

[gα, gβ]


⊆ gα+β si α + β es raı́z
⊂ h si α = −β
= 0 si 0 6= α + β no es raı́z

Notar que todas las raı́ces son reales en h0 y, entonces, por restricción, pueden ser con-
sideradas elementos del espacio vectorial real h∗0 = HomR(h0,R).

El próximo paso es introducir una noción de positividad en h∗0 compatible con la estruc-
tura de R - espacio vectorial, i.e. tal que
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(i) ∀ϕ ∈ h∗0, exactamente una de las dos ϕ ó −ϕ es positiva.

(ii)
∑
ϕ>0

ϕ y λϕ > 0 para todo ϕ > 0, λ ∈ R>0. Es decir, la suma de elementos positivos es

positiva y todo múltiplo positivo de un elemento positivo es positivo.

Se puede demostrar que la estructura (y, en consecuencia, la clasificación de las álgebras
de Lie) no depende del orden.

Notar que en el ejemplo sl(n,C), el conjunto e1, . . . , en no es una base de h∗0, pues e1 +
e2 + · · · + en = tr, la funcional lineal traza, que se anula en h; la dimensión (real) de h∗0 es
n− 1. No todo elemento de h∗0 se escribe de manera única como

∑
i ciei, pero esta escritura

sı́ es única si se agrega la condición adicional
∑

i ci = 0.

Se dice que una funcional 0 6= ϕ ∈ h∗0, ϕ =
∑
i

ciei con
∑
i

ci = 0, es positiva, y se escribe

φ > 0, si el primer coeficiente no nulo ci verifica ci > 0.
Es claro que esta noción de positividad satisface (i) y (ii). Se dice que

ϕ > ψ si ϕ− ψ > 0

Se obtiene una relación de orden parcial en h∗0, compatible con la suma y la multiplicación
por c ∈ R>0.

Para las raı́ces positivas de sl(n,C) el orden es el siguiente:

e1 − en > e1 − en−1 > · · · > e1 − e2 >

e2 − en > e2 − en−1 > · · · > e2 − e3 >

e3 − en > e3 − en−1 > · · · > e3 − e4 >

· · · > en−2 − en > en−2 − en−1 > en−1 − en > 0

luego siguen todas las raı́ces negativas.
En particular, Φ = Φ+

∐
Φ− donde Φ+ = {ei − ej : i < j} y Φ− = {−α : α ∈ Φ+}.

7.4. Propiedades para g semisimple sobre C
Enunciamos a continuación propiedades para g semisimple sobre C que se desmues-

tran en el capı́tulo siguiente. Muchas de ellas fueron observadas en el caso de sl(n,C); un
análisis similar se realiza en los demás ejemplos clásicos, antes de pasar a la demostración
en general.

Sea g un álgebra de Lie semisimple compleja, h una subálgebra de Cartan de g y Φ el
sistema de raı́ces de g con respecto a h, entonces:

1. Existe una subálgebra abeliana maximal h tal que g admite una descomposición si-
multánea en autoespacios relativos a adH , para todo H ∈ h, tal que

a) el autoespacio asociado al autovalor cero es h,

b) dim gα = 1 para todo α ∈ Φ, es decir, el subespacio correspondiente a un auto-
valor α ∈ h∗ es cero o de dimensión uno y, en este caso, α es por definición una
raı́z.
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c) Para todo α, β ∈ Φ, vale la relación

[gα, gβ]


⊆ gα+β si α + β es raı́z
⊂ h si α = −β
= 0 si 0 6= α + β no es raı́z

d) Existe una forma real h0 de h tal que para todo α ∈ Φ, α(H) ∈ R ∀H ∈ h0.

2. El conjunto Φ de todas las raı́ces genera h∗.

3. Si α es raı́z, −α también es raı́z.

4. La subálgebra abeliana maximal se descompone como h =
∑

α∈Φ[gα, g−α].

5. κ|h×h, la forma de Killing restringida a h, es no degenerada, en consecuencia, para
cada h en Φ existe Hα ∈ h tal que α(H) = κ(H,Hα) para todo H ∈ h.

6. Fijemos un elemento 0 6= xα ∈ gα tal que [H, xα] = α(H)xα para todo H ∈ h; entonces
para todo y ∈ g−α, [xα, y] = κ(xα, y)Hα.

7. Si α, β ∈ Φ, el número
2κ(α, β)

κ(β, β)
∈ Z

8. Para cada par α 6= ±β ∈ Φ, se define la α - cuerda que contiene a β como el subconjunto
de Φ de los elementos de la forma β +mα con m ∈ Z i.e.

Φ ∩ {β +mα : m ∈ Z}

Observación: empezando de la izquierda en la sucesión anterior, toda subsuma es
raı́z, pero no cualquier subsuma ni cualquier término de ella es raı́z; en particular, α
no pertenece a ninguna α - cuerda, dado que ningún múltiplo de α ∈ Φ, salvo ±α.

Ejercicio 7.2. En sl(2,C) sean α = e2 − e3 y β = e1 − e2 ∈ Φ; la α - cuerda que contiene a β
es el conjunto {β = e1 − e2, β + α = e1 − e3}; tiene longitud dos.

En virtud de los cálculos de la sección 7.5, se obtiene que en so(5,C), la α - cuerda que
contiene a β para α = −e2 y β = e1 + e2 es el conjunto {β = e1 + e2, β + α = e1, β + 2α =
e1 − e2}, una cuerda de longitud tres.

En un ejemplo análogo en sp(4,C), la α - cuerda que contiene a β para α = e2 − e1 y
β = 2e1 es el conjunto {β = 2e1, β + α = e1 + e2, β + 2α = 2e2}, una cuerda de longitud
tres.

7.5. El ejemplo so(2n+ 1,C),

Recordemos que so(2n + 1,C) = {A ∈ C(2n+1)×(2n+1) : A + At = 0} es un álgebra de Lie
compleja, simple, de tipo Bn, de rango n, para todo n ≥ 2, como se vio en la sección 2.4. No
hace falta considerar el caso n = 1 por el isomorfismo siguiente:

Ejercicio 7.3. Para n = 1 probar que so(3,C) ∼= sl(2,C).
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Consideremos la subálgebra de Cartan h := {H ∈ so(2n+ 1,C) de la forma (*)}

(∗) H =



0 ih1

−ih1 0
0 ih2

−ih2 0
. . .

0 ihn
−ihn 0

0


Sean las funcionales lineales ej(H) = hj , 1 ≤ j ≤ n. Consideremos la siguiente forma

real de h dada por

h0 = {H ∈ h : entradas ∈ iR} = {H ∈ h : ej(H) ∈ R para todo j = 1, . . . , n}

El sistema de raı́ces forma el conjunto Φ = {±ei± ej : 1 ≤ i 6= j ≤ n}∪{±ek : k = 1, . . . , n}.
Para la descomposición g = h ⊕ (⊕α∈Φgα), los espacios raı́ces tienen los generadores Eα
dados a continuación. Para cada α = ±ei ± ej con i < j, definamos

xei−ej =

(
1 i
−i 1

)
, xei+ej =

(
1 −i
−i −1

)
, x−ei+ej =

(
1 −i
i 1

)
, x−ei−ej =

(
1 i
i −1

)
y finalmente sea

Eα =


0 0 0 0 0
0 0 0 xα 0
0 0 0 0 0
0 −xtα 0 0 0
0 0 0 0 0

 ∈ C(2n+1)×(2n+1)

la matriz en bloques de tamaño 2×2 donde xtα se ubica en el lugar del bloque ij y xα
en el lugar ji. Es decir, Eα tiene todas sus entradas iguales a cero salvo las 8 entradas
correspondientes a los bloques 2×2 de pares de ı́ndices indicados.

Para α± ek, sean

xek =

(
1
−i

)
, x−ek =

(
1
i

)
∈ C2×1

y

Eα =


0 0 0 0
0 0 0 xα
0 0 0 0
0 −xtα 0 0


donde xα y xtα se ubican en los respectivos lugares k - ésimos.

7.6. El ejemplo sp(2n,C),

Recordemos que sp(2n,C) = {A ∈ C2n×2n : AtJ + JAt = 0} donde J =

(
0 Idn
−Idn 0

)
es un álgebra de Lie compleja, simple, de tipo Cn, de rango n, para n ≥ 3, como vimos en
la sección 2.4. No hace falta considerar los casos n = 1 y n = 2 dados los isomorfismos
siguientes:
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Ejercicio 7.4. Probar que sp(2,C) = sl(2,C).

Ejercicio 7.5. (Más difı́cil). Probar que sp(4,C) ∼= so(5,C). Ver también el ejercicio 7 de 8.4.

Consideremos la subálgebra de Cartan h := {H ∈ sp(2n,C) de la forma (**)}

(∗∗) H =



h1

. . . 0
hn
−h1

0
. . .
−hn


Se definen las funcionales lineales ej(H) = hj , 1 ≤ j ≤ n. Consideremos la forma real h0

de h de las matrices a coeficientes reales, i.e.

h0 = {H ∈ h : ej(H) ∈ R para todo j = 1, . . . , n}

Respecto de h, el sistema de raı́ces forma el conjunto

Φ = {±ei ± ej : 1 ≤ i 6= j ≤ n} ∪ {±2ek : k = 1, . . . , n}

Notar que 2ek ∈ Φ pero ek /∈ Φ.

Para la descomposición g = h⊕ (⊕α∈Φgα), los espacios raı́ces tienen los generadores Eα
dados a continuación. Para todo i 6= j, sean

Eei−ej = Eij − Ej+n,i+n, Eei+ej = Ei,j+n + Ej,i+n, E−ei−ej = Ei+n,j + Ej+n,i

Para k = 1, . . . , n, sean

E2ek = Ek,k+n, E−2ek = Ek+n,k = Et
2ek

7.7. El ejemplo so(2n,C)

Recordemos que so(2n,C) = {A ∈ C2n×2n : A + At = 0} es un álgebra de Lie simple,
compleja, de rango n, de tipo Dn, para cada n ≥ 4, como vimos en la sección 2.4.

so(2,C) = {
(

0 z
−z 0

)
} es abeliana de dimensión 1. Además, no hace falta considerar

los casos n = 2 y n = 3 dados los isomorfismos siguientes:

Ejercicio 7.6. (Fácil, pero no evidente): Probar que so(4,C) ∼= sl(2,C)× sl(2,C).

Ejercicio 7.7. (Más difı́cil): Probar que so(6,C) ∼= sl(4,C).
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Consideremos la subálgebra de Cartan h como en so(2n+ 1,C) pero a cada matriz se le
elimina la última fila y la última columna. Explı́citamente, h := {H ∈ so(2n,C) de la forma
(***)}

(∗ ∗ ∗) H =



0 ih1

−ih1 0
0 ih2

−ih2 0
. . .

0 ih2

−ih2 0


Se definen las funcionales lineales ej(H) = hj , 1 ≤ j ≤ n y la forma real como en el caso
so(2n+ 1,C):

h0 = {H ∈ h : entradas ∈ iR} = {H ∈ h : ej(H) ∈ R para todo j = 1, . . . , n}

Respecto de h, las raı́ces forman el conjunto Φ = {±ei ± ej : 1 ≤ i 6= j ≤ n}.
La descomposición en espacios raı́ces g = h ⊕ (⊕α∈Φgα) se obtinen de manera similar al
caso so(2n+ 1,C), eliminando la última fila y columna y considerando sólo α = ±ei ± ej .

Explı́citamente, para α = ±ei ± ej , i < j, sean como antes

xei−ej =

(
1 i
−i 1

)
, xei+ej =

(
1 −i
−i −1

)
, x−ei+ej =

(
1 −i
i 1

)
, x−ei−ej =

(
1 i
i −1

)
Obtenemos como generador del espacio raı́z correspondiente a la raı́z α

Eα =


0 0 0 0 0
0 0 0 xα 0
0 0 0 0 0
0 −xtα 0 0 0
0 0 0 0 0

 ∈ C2n×2n

la matriz de bloques donde xtα se ubica en el lugar ij y xα en el lugar ji. Es decir, Eα
tiene todas sus entradas iguales a cero salvo las 8 entradas correspondientes a los pares de
ı́ndices indicados.
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8. Subálgebras de Cartan abstractas

8.1. Espacios de pesos generalizados

En este capı́tulo, consideramos sólo álgebras de Lie sobre k = C salvo que se indique
expresamente otra cosa; además, las álgebras de Lie y las representaciones de ellas son
todas de dimensión finita.

Sea h un álgebra de Lie y V una representación de h. Si α ∈ h∗, podemos considerar el
subespacio

V 0
α = {v ∈ V : H(v) = α(H)v, ∀H ∈ h}

y más generalmente

Vα = {v ∈ V : (H − α(H)Id)n(v) = 0 para algún n ≥ 0, ∀H ∈ h}

Si Vα 6= 0, diremos que α es un peso y que Vα es un espacio de peso generalizado. Los
elementos de Vα se llaman vectores de peso generalizado.

Proposición 8.1. Sea h un álgebra de Lie nilpotente de dimensión finita y V una representación de
dimensión finita de h, entonces existe una cantidad finita de pesos, los espacios de peso son estables
por h y V es suma directa de espacios de peso.

Demostración. Sea α un peso, veamos que es invariante por h. Dado que

Vα = ∩H∈hVα,H

donde Vα,H = {v ∈ V : (H − α(H)Id)n(v) = 0, n � 0} para H fijo, basta ver que cada Vα,H
es estable por h. Como h es nilpotente, adH es nilpotente. Consideremos

h(m) = {Y ∈ h : admH(Y ) = 0}

Por ejemplo, h(1) son los elementos que conmutan conH . Dado que h es nilpotente, la unión
de los h(m) es todo h. Veamos por inducción en m que Vα,H es estable por h(m):

Para m = 1, si Y comuta con H , entonces

(H − α(H).Id)nY (v) = Y (H − α(H).Id)n(v) = 0

Supongamos ahora que Vα,H es estable por h(m−1). Si Y ∈ h(m) entonces [H,Y ] ∈ h(m−1) y

(H − α(H)Id)Y = [H, Y ] + Y H − Y α(H)Id = [H, Y ] + Y (H − α(H)Id)

Sea v es tal que (H − λ(H)Id)nv = 0. Como [Y,−] es una derivación del álgebra asociativa
de endomorfismos, entonces

[(H − α(H)Id)n, Y ] =
∑

i+j=n−1

(H − α(H)Id)i[(H − α(H)Id), Y ](H − α(H)Id)j

=
∑

i+j=n−1

(H − α(H)Id)i[H,Y ](H − α(H)Id)j

Luego
(H − λ(H)Id)nY v = [(H − λ(H)Id)n, Y ]v + Y (H − λ(H)Id)nv



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ÁLGEBRAS DE LIE 74

Por hipótesis inductiva, Vα,H es estable por [H,Y ], luego la sumatoria correspondiente al
corchete, en virtud de la fórmula anterior, es un elemento de Vα,H y el último término es
cero.

Sea ahora {H1, . . . , Hn} una base de h. Para H1, tenemos que V = ⊕Vα,H1 es la descom-
posición en bloques de Jordan, reunidos los de mismo autovalor. En particular, la suma
es directa. Como cada Vα,H es estable, podemos considerar H2 actuando en cada Vα,H1 y
ası́ sucesivamente en n pasos se concluye la demostración.

Proposición 8.2. Sea h una subálgebra nilpotente de un álgebra de Lie compleja de dimensión finita
g, entonces los espacios de pesos generalizados de adh en g satisfacen:

1. g = ⊕
α∈Φ

gα con Φ el conjunto de todos los pesos.

2. Si g0 denota el subespacio correspondiente al peso cero, entonces h ⊆ g0.

3. [gα, gβ] ⊂ gα+β , donde la inclusión se entiende por [gα, gβ] = 0 si α + β no es un peso
generalizado.

Demostración. La primera parte es la proposición anterior. La segunda, como h es nilpoten-
te, adh es nilpotente en h. Para la última, primero verifiquemos la fórmula

(adH − (αH + βH)Id)[X, Y ] = [(adH − αHId)X, Y ] + [X, (adH − βHId)Y ]

y luego, por inducción

(adH − (αH + βH)Id)n[X, Y ] =
n∑
k=0

(
n

k

)
[(adH − αHId)kX, (adH − βHId)n−kY ]

Corolario 8.3. El espacio correspondiente al peso cero g0 es una subálgebra de Lie de g.

8.2. Subálgebras de Cartan y elementos regulares

Definición 8.4. Si g es un álgebra de Lie de dimensión finita, una subálgebra de Cartan es
una subálgebra nilpotente h ⊆ g tal que h = g0.

Si h ⊆ g es una subálgebra cualquiera, se define el normalizador de h en g como

Ng(h) = {x ∈ g : [x, h] ⊆ h}

Es claro que siempre vale
h ⊆ Ng(h) ⊆ g0

La primera inclusión es clara, la segunda es porque adnH(X) = adn−1
H ([H,X]) y [H,X] ∈ h.

La cualidad de ser de Cartan está regulada exactamente por el normalizador, como se
prueba a continuación.

Proposición 8.5. Sea h ⊆ g una subálgebra de Lie nilpotente de g, entonces h es una subálgebra de
Cartan si y sólo si coincide con su normalizador.
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Demostración. Como siempre vale h ⊆ Ng(h) ⊆ g0, si h es de Cartan, la igualdad h = g0

fuerza h = Ng(h).
Supongamos ahora h = Ng(h) pero h no es de Cartan, es decir g0 6= h; entonces h actúa

por ad en el espacio no nulo g0/h. Como h es soluble, por el teorema de Lie sabemos que
hay un vector no nulo x que es autovector simultáneo para todo h. Dado que este elemento
x ∈ g0/h, el autovalor debe ser cero. Luego adH(x) = 0 módulo h, es decir, existe x ∈ g0 \ h
tal que [H, x] ∈ h para todo H ∈ h, luego x ∈ Ng(h), lo cual es absurdo, porque Ng(h) = h
por hipótesis.

Teorema 8.6. Toda álgebra de Lie de dimensión finita admite una subálgebra de Cartan.

Para la demostración, necesitamos introducir la noción de elemento regular. Sea V una
representación de dimensión finita de un álgebra de Lie g. Si x ∈ g, recordemos que V0,x =
{v ∈ V : xn = 0 para n � 0} = {v ∈ V : xdimV = 0}. Por ejemplo, si x = 0, V0,x = V . Si
en cambio x actúa en forma diagonal, sin autovalores nulos, V0,x = 0. Si tomamos V = gad

entonces x ∈ g0,x luego en este caso dimV0,x ≥ 1 para todo x.
Consideremos

`g(V ) = mı́n
x∈g

dimV0,x;

como los valores dimV0,x son discretos, ese mı́nimo es alcanzado por algún elemento; a
estos elementos los denominaremos regulares:

Definición 8.7. Con las notaciones del párrafo anterior, decimos que x ∈ g es regular con
respecto a la representación V si

dimV0,x = `g(V )

Denotemos por Rg(V ) al conjunto de elementos regulares.

Dada una representación, es claro que existen elementos regulares y, en particular, exis-
ten para la representación adjunta. El teorema de existencia de subálgebras de Cartan se
seguirá como corolario del siguiente teorema:

Teorema 8.8. Sea g un álgebra de Lie compleja de dimensión finita y x un elemento regular de g
con respecto a la representación adjunta, entonces g0,x es una subálgebra de Cartan de g.

Demostración. Probemos primero que g0,x es un álgebra de Lie nilpotente. Si g0,x no fuera
nilpotente, g0,x no podrı́a actuar nilpotentemente en sı́ misma por la adjunta, entonces el
conjunto

g0,x ⊇ Z = {H ∈ g0,x : ([H,−]|g0,x)n 6= 0, n = dim g0,x}

es no vacı́o; además, Z es un abierto en la topologı́a de Zariski.
Consideremos a la vez “fuera” de g0,x el conjunto

g0,x ⊇ W = {H ∈ g0,x : [H,−] : g/g0,x
∼= g/g0,x}

que también es un abierto Zariski y es no vacı́o, pues x ∈ W . Concluı́mos que Z ∩W 6= ∅.
Si tomamos y ∈ Z ∩W entonces

dimV0,y < dim g0,x
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lo cual es absurdo porque x era un elemento regular; por lo tanto, g0,x debe ser nilpotente.
Sabiendo que g0,x es nilpotente, podemos descomponer g en espacios de pesos genera-

lizados. Es claro que g0,x ⊆ g0, pero a la vez

g0 = ∩
y∈g0,x

g0,y ⊆ g0,x

por lo tanto, g0 = g0,x.

Proposición 8.9. Si g es un álgebra de Lie semisimple compleja y h es una subálgebra de Cartan de
g, entonces h es abeliana.

Demostración. Demostaremos que κ([h, h], g) = 0, por lo tanto [h, h] = 0 porque la forma de
Killing es no degenerada en g.

Consideremos la acción adjunta de h en g; llamemos Φ al conjunto de todos los pesos y
descompongamos a g como suma de espacios de peso, para la cual sabemos en particular
que g0 = h i.e.

g = g0 ⊕
(
⊕
α∈Φ

gα

)
= h⊕

(
⊕
α∈Φ

gα

)
Como h es nilpotente, en particular es soluble, luego en alguna base adh actúa como matri-
ces triangulares en gad. Si A,B,C son matrices triangulares, entonces tr(ABC) = tr(BAC),
lo cual implica que κ([h, h], h) = 0.

Por otra parte, si x ∈ gα, y ∈ gβ y H ∈ h entonces [x, y] ∈ gα+β y [H, [x, y]] ∈ gα+β . Esto
dice que adHadx(gβ) ⊆ gα+β ; además, adHadx(h) ⊆ gα, luego la matriz de adHadx en alguna
base tiene estructura de bloques fuera de la diagonal, por lo tanto su traza es cero, es decir
κ(h, gα) = 0; en particular κ([h, h], gα) = 0, por lo tanto κ([h, h], g) = 0.

Teorema 8.10. Si h1 y h2 son dos subálgebras de Cartan de un álgebra de Lie compleja g de dimen-
sión finita, entonces existe un automorfismo interior ψ ∈ Intg tal que ψ(h1) = h2.

Para la demostración de este enunciado, ver, por ejemplo, página 92 de [Kn].
Como corolario, todas las subálgebras de Cartan de g son isomorfas entre sı́, en parti-

cular tienen la misma dimensión, que se denomina rango de g. Por ejemplo, el rango de
sl(n,C) es n− 1.

8.3. Sistemas de raı́ces

En esta sección, sea g semisimple compleja y h una subálgebra de Cartan de g. Los pesos
generalizados no nulos de la acción adh en g se denominan raı́ces de g con repecto a h. El
conjunto de todas las raı́ces se denota por Φ = Φ(h, g). La descomposición

g = h⊕
(
⊕
α∈Φ

gα

)
se denomina descomposición en espacios de raı́ces de g y los elementos de gα se denominan
vectores raı́ces. A continuación, enunciamos propiedades de estos objetos, ya mencionadas
en la sección 7.4 para los ejemplos clásicos.

Proposición 8.11. 1. Sean α, β ∈ Φ ∪ {0} y α + β 6= 0, entonces κ(gα, gβ) = 0.

2. Si α ∈ Φ ∪ {0}, entonces κ es no singular en gα × g−α.
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3. Si α ∈ Φ entonces −α ∈ Φ.

4. κ|h×h, la forma de Killing de g restringida a h, es no degenerada; como consecuencia, a cada
α ∈ Φ le corresponde un único Hα ∈ h tal que α(H) = κ(H,Hα) para todo H ∈ h.

5. El conjunto Φ de todas las raı́ces genera h∗.

Demostración. 1. Dado que [gα, gβ] ⊆ gα+β se sigue que, para x ∈ gα e y ∈ gβ , adxady(gγ) ⊆
gα+β+γ si γ es raı́z, y adxady(h) ⊆ gα+β , por lo tanto, si α + β 6= 0, la traza de la matriz de
adxady en cualquier base es siempre cero. (Por ejemplo, si se elige una base de g a partir de
una base de h y vectores raı́ces, entonces las entradas diagonales de adxady en esta base son
todas cero).
2. Sea x ∈ gα no nulo; como κ es no degenerada, sabemos que debe existir x′ ∈ g tal que
κ(x, x′) 6= 0. Utilizando la descomposición

g = g0 ⊕
(
⊕
α∈Φ

gα

)
podemos escribir x′ =

∑
β∈Φ∪{0}

x′β . Dado que κ(x, y) = 0 para todo y ∈ gβ con β 6= −α, si

calculamos la forma de Killing a partir de esta descomposición, obtenemos

0 6= κ(x, x′) =
∑

β∈Φ∪{0}

κ(x, x′β) = κ(x, x′−α)

i.e. el único término no nulo en la sumatoria anterior es κ(x, x′−α); en particular, x′ puede
ser tomado en g−α.
3. Este item es consecuencia del item 2, pues no puede ser gα 6= 0 y g−α = 0.
4. Este item se obtiene también del item 2 para h = g0.
5. Comprobar que Φ genera h∗ equivale a verificar que α(H) = 0 ∀α ∈ Φ implica H = 0.
Sea H ∈ h∗ tal que α(H) = 0 para todo α ∈ Φ. Como consecuencia de la descomposición

g = g0 ⊕
(
⊕
α∈Φ

gα

)
obtenemos que adH es nilpotente. Dado que h es abeliana, adHadH′ también es nilpotente
para todo H ′ ∈ h, luego tiene traza cero, es decir, κ(H,H ′) = 0 ∀H ′ ∈ h. Pero como la forma
de Killing restringida a h es no degenerada, esto implica que H = 0.

A continuación, nos interesa comprobar que gα tiene dimensión uno, para cada α ∈ Φ.
Con esta propiedad, además de verificar que en un álgebra de Lie semisimple sucede lo
mismo que lo observado en sl(n,C), también nos libramos de la molesta noción de peso
generalizado y tendremos simplemente

gα = {x ∈ g : [H, x] = α(H)x}

Para ésto necesitaremos el siguiente lema.

Lema 8.12. Sea g un álgebra de Lie semisimple compleja y h una subálgebra de Cartan de g.

1. Para cada α ∈ Φ, existe Eα ∈ gα no nulo tal que [H,Eα] = α(H)Eα para todo H ∈ h.
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2. Si α ∈ Φ y x ∈ g−α entonces [Eα, x] = κ(Eα, x)Hα, donde Eα es el del item 1.

3. Si α, β ∈ Φ, entonces β(Hα) es un múltiplo racional de α(Hα).

4. Si α ∈ Φ, entonces α(Hα) 6= 0.

Demostración. 1. Para cada raı́z α, consideremos la acción adjunta de h en gα, entonces, por
el teorema de Lie, existe un elemento no nulo Eα ∈ gα tal que [H,Eα] = α(H)Eα para todo
H ∈ h.

2. Sabemos que [Eα, x] ∈ gα−α = g0 = h. Como la forma de Killing restringida a h es no
degenerada, por el item 4 de la proposición 8.11, tenemos la equivalencia

[Eα, x] = κ(Eα, x)Hα ⇐⇒ κ([Eα, x], H) = κ(Eα, x)κ(Hα, H) ∀H ∈ h

En el lado derecho de la igualdad, tenemos κ(Eα, x)κ(Hα, H) = κ(Eα, x)α(H) y en el lado
izquierdo:

κ([Eα, x], H) = −κ([x,Eα], H) = −κ(x, [Eα, H])

= κ(x, [H,Eα]) = κ(x, α(H)Eα) = κ(x,Eα)α(H)

3. Dado que la forma de Killing es no singular en gα × g−α, podemos tomar x−α ∈ g−α
tal que κ(x−α, Eα) = 1, esto dice que

[Eα, x−α] = Hα

Fijemos β ∈ Φ y consideremos g′ =
⊕
n∈Z

gβ+nα. Este subespacio es invariante por adHα , por

adx−α y por Eα. Calcularemos la traza de adHα en g′ de dos maneras distintas. Por un lado,
tiene que dar cero porque [Eα, x−α] = Hα, entonces

tr(adHα) = tr
(
adEαadx−α − adx−αadEα

)
= 0

y g′ es estable por la acción de todos los elementos involucrados.
Por otra parte, Hα actúa en gβ+nα como endomorfismo con autovalor generalizado

β(Hα) + nα(Hα) (más eventualmente una parte nilpotente, que no contribuye a la traza),
por lo tanto

0 = tr(adHα)|g′ =
∑
n∈Z

(β(Hα) + nα(Hα)) dim gβ+nα

Notar que en esta fórmula hay por lo menos un término, pues cuando n = 0 tenemos
gβ 6= 0. Podemos reunir todos los términos con β(Hα) y despejarlo a partir de α(Hα), lo
cual demuestra 3.

4. Si α(Hα) = 0 entonces, por 3, β(Hα) = 0 ∀β ∈ Φ, luego Hα = 0, absurdo, porque
α 6= 0.

Proposición 8.13. Si α ∈ Φ, entonces dim gα = 1 y nα /∈ Φ para ningún entero n ≥ 2.

Demostración. Como antes, tomemos x−α ∈ g−α tal que κ(x−α, Eα) = 1, por lo cual

[xα, E−α] = Hα

Consideremos el subespacio de g definido por

g′′ = CEα ⊕ CHα ⊕
(
⊕
n>0

g−nα

)
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Este subespacio es invariante por adHα , por adEα y por adx−α , por lo tanto, la traza de adHα
en g′′ es cero como en la prueba del item 3 del lema 8.12.

Por otra parte, Hα actúa por cero en CHα, por α(Hα) en CEα y por autovalor generali-
zado −nα(Hα) en g−nα, por lo tanto, tomando traza tenemos

0 = tr(adHα|g′′) = α(Hα) + 0 +
∑
n≥1

−nα(Hα) dim g−nα

Como α(Hα) 6= 0, si dividimos todos los términos por este número, obtenemos∑
n≥1

n dim g−nα = 1

Dado que, en la sumatoria todos los términos son naturales o cero, esto dice que dim g−α =
1 y dim g−nα = 0 si n ≥ 2. Intercambiando α y −α obtenemos el enunciado.

8.4. Ejercicios

Todas las álgebras de Lie que consideramos en esta sección de ejercicios son complejas.

1. Sea g un álgebra semisimple de dimensión tres. Probar que su subálgebra de Cartan
tiene dimensión uno y, fija una subálgebra tal, demuestre que sólo hay dos raı́ces: α y
−α. Concluya que g ∼= sl(2,C).

2. Demuestre que toda álgebra de Lie semisimple con subálgebra de Cartan de dimen-
sión uno es isomorfa a sl(2,C).

3. Demuestre que no existen álgebras de Lie semisimples de dimensión 4 ni 5 ni 7.

4. Sea g un álgebra de Lie semisimple de dimensión 6. Demuestre que una subálgebra
de Cartan h de g no puede tener dimensión 1, ni tampoco dimensión mayor que 3.
¿Cuántas raı́ces tiene entonces? ¿Hay alguna posibilidad aparte de sl(2,C)× sl(2,C)?

5. Recordemos que g = so(5) es un álgebra de Lie de dimensión 10. Sabiendo que g es
semisimple (porque es reductiva), demuestre que g es simple.

6. Consideremos sp(2n,C) = {M ∈ C2n×2n : Xw+wX = 0} donde w =

(
0 Idn
−Idn 0

)
.

Para n = 2, si escribimos un elemento como bloques de matrices dos por dos, tene-

mos sp(4,C) =

{(
A B
C −At

)
: B = Bt, C = Ct

}
. Sea h la subálgebra de matrices

diagonales. Demuestre que es una subálgebra de Cartan, encuentre los subespacios
raı́z (recuerde que Eij es autovector de adH si H es diagonal). ¿Cuántas raı́ces hay?
¿Existe alguna raı́z de la forma α + β?

7. Considere la subálgebra h de so(5,C) generada por H1 =

 J 0 0
0 J 0
0 0 0

 y

H2 =

 J 0 0
0 −J 0
0 0 0

, donde J =

(
0 i
−i 0

)
. Demuestre que h es una subálgebra de

Cartan. ¿Cuántas raı́ces tiene? Compruebe que so(5,C) ∼= sp(4,C).
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9. Representaciones de sl(2,C)
Sea sl(2,C) el algebra de Lie compleja generada como espacio vectorial por las matrices

H =

(
1 0
0 −1

)
, X =

(
0 1
0 0

)
, Y =

(
0 0
−1 0

)
,

Sabemos que los elementos de esta base verifican las relaciones

[X, Y ] = H, [H,X] = 2X, [H,Y ] = −2Y

Teorema 9.1. Para cada m ∈ N, existe una única clase de isomorfismo de representación compleja
de sl(2,C) de dimensión m. Si V es una representación tal, entonces existe una base v0, . . . , vm−1

de V tal que la acción de sl(2,C) está dada por

Hvi = (m− 1− 2i)vi, 0 ≤ i ≤ m− 1,

Xv0 = 0,

Xvi = i(m− i)vi−1, 1 ≤ i ≤ m,

Y vi = vi+1, donde 0 ≤ i ≤ m− 1 y vm = 0.

Demostración. Sea V una representación simple de dimensión m de sl(2,C) y sea v 6= 0 un
autovector de H de autovalor λ:

Hv = λv

de la relación [H,X] = 2X se sigue que

H(Xv) = [H,X]v +X(Hv) = 2Xv +X(λv) = (2 + λ)Xv

i.e. Xv es autovector de H de autovalor λ + 2 y siguiendo con este proceso, X2v, X3v. . .
son todos autovectores de respectivos autovalores λ + 4, λ + 6,. . . etc. Pero como V tiene
dimensión finita, no pueden ser X iv todos no nulos, porque al tener autovalores diferen-
tes, serı́an todos linealmente independientes. Concluı́mos que existe algún k0 ∈ N tal que
Xk0v = 0 y Xk0−1v 6= 0.

Por lo tanto, hemos encontrado un v0 6= 0, (por ejemplo, v0 := Xk0−1v de antes) auto-
vector de H , tal que Xv0 = 0. Llamemos nuevamente λ al autovalor de v0 con respecto a
H .

Ahora bien, el mismo procedimiento que hicimos con X , podemos hacerlo con Y , es
decir, Y v0 es autovector de H con autovalor λ − 2, Y 2v0 es autovector de H con autovalor
λ− 4, etc. Como antes, existe un primer n0 tal que Y n0v0 = 0.

Sea S el subespacio generado por v0, v1 = Y v0, v2 = Y 2v0, . . . , vn0−1 = Y n0−1v0, enton-
ces S es claramente estable por la acción de H , más aún, H actúa diagonalmente por

Hvi = (λ− 2i)vi

y S también es estable por Y ; en efecto, Y vi = Y i+1v0 = vi+1 ∈ S para todo 0 ≤ i ≤ n0 − 2
e Y vn0−1 = Y n0v0 = 0. Si mostráramos que S es estable por X , entonces resultarı́a una
subrepresentación y, como v0 6= 0, serı́a no nula. Dado que V es simple, deberá ser S = V .

Tenemos Xv0 = 0. Si i ≥ 0,

Xvi+1 = X(Y vi) = [X, Y ]vi + Y (Xvi) = Hvi + Y (Xvi) = (λ− 2i)vi + Y (Xvi)
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si asumimos inductivamente que Xvi ∈ S, entonces lo anterior dice que Xvi+1 ∈ S. Por lo
tanto, S = V ; en particular, n0 = dim(S) = dim(V ) = m.

Para demostrar la fórmula de la acción, por construcción es claro que Xv0 = 0 y que
Y vi = vi+1 para todo 0 ≤ i ≤ m − 1 si definimos vm = 0. Comprobemos que Xvi =
i(m− i)vi−1 para todo 1 ≤ i ≤ m por inducción en i. Definamos v−1 = 0, entonces

Xv0 = 0 = 0(m− 0)v−1

Ahora inductivamente, para i+ 1,

Xvi+1 = XY vi = [X, Y ]vi + Y Xvi = Hvi + Y i(m− i)vi−1 = (λ− 2i)vi + i(m− i)vi

= (λ− 2i+ i(m− i))vi
Si λ fuera igual a m− 1, tendrı́amos

λ− 2i+ i(m− i) = λ− 2i+ i(λ− i+ 1) = λ− i+ i(λ− i)

= (λ− i)(i+ 1) = (i+ 1)(m− (i+ 1))

Para ver que λ = m− 1, calculemos la traza de H|V de dos maneras distintas. Sabemos
que H|V = X|V Y |V − Y |VX|V , luego su traza es cero. Por otra parte, como H es diagonal,
su traza es la suma de sus autovalores:

0 = tr(H|V ) =
m−1∑
i=0

(λ− 2i) = mλ− 2
m−1∑
i=0

i = mλ− 2
(m− 1)m

2
= m (λ− (m− 1))

por lo tanto λ = m− 1.

9.1. El Casimir

Proposición 9.2. En cada representación V de dimensión compleja m ∈ N de sl(2,C), el Casimir
ω = 1

4
(1

2
H2 +XY + Y X) actúa por (m−1)(m+1)

8
.

Demostración. Sabemos que el Casimir actúa por un escalar; por lo tanto, podemos tomar
cualquier vector, y evaluar la acción allı́. Elijamos por conveniencia el vector v0 de la base
dada en la proposición 9.1.

El Casimir en sl(2,C) está dado por ω = 1
4
(1

2
H2 +XY + Y X), entonces

ωv0 =
1

8
H2v0 +

1

4
(XY v0 + Y Xv0)

=
(m− 1)2

8
v0 +

1

4
Xv1

=
(m− 1)2

8
v0 +

m− 1

4
v0

=

(
(m− 1)2 + 2(m− 1)

8

)
v0 =

(
(m− 1)(m+ 1)

8

)
v0
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Corolario 9.3. Sea V 6= C una representación simple de dimensión finita de sl(2,C), entonces
ω|V = cV Id con 0 6= cV ∈ C.

Corolario 9.4. Sea V una representación compleja de dimensión finita de sl(2,C); si ω actúa por
cero, entonces V = V g.

Demostración. Por inducción en la dimensión de V . Si V es simple, es claro. Si V no es sim-
ple, entonces contiene una subrepresentación simple S ⊆ V y entonces g actúa trivialmente
en S. Notar que entonces S ∼= C i.e. dim S = 1.

También el Casimir actúa por cero en V/S y, por hipótesis inductiva, g actúa trivialmen-
te en V/S. Sea v ∈ V/S, entonces x.v = 0, es decir que para todo v ∈ V y x ∈ g, x.v ∈ S. Sea
{s} una base de S. Para cada v ∈ V , tenemos que x.v es un múltiplo de s, que denotamos
por D(x) ∈ C, o sea x.v = D(x)s.

Dado que g actúa trivialmente en S, para todo x, y ∈ g tenemos que

y.(x.v) = y.D(x)s = 0

Simétricamente:
x.(y.v) = x.D(y)s = 0

entonces
x.(y.v)− y.(x.v) = [x, y].v = D([x, y])s = 0, para todo x, y ∈ g.

Por lo tanto, D se anula en los conmutadores. Pero [g, g] = g, luego D ≡ 0 y x.v = 0
∀x ∈ g.

Corolario 9.5. Si V es una representación compleja de dimensión finita de sl(2,C), entonces
Ker(ω : V → V ) = V g.

Demostración. Es claro que V g ⊆ Ker(ω|V ). Por otra parte, Ker(ω) es una subrepresentación,
donde ω actúa por cero; por lo tanto Ker(ω|V ) = Ker(ω|V )g ⊆ V g.

9.2. Lema de Whitehead y teorema de Weyl

El objetivo de esta sección es demostrar el teorema 9.8, una de cuyas formulaciones es
conocida como lema de Whitehead.

Definición 9.6. Sea V una representación simple de un álgebra de Lie g. Definimos el es-
pacio de todas las derivaciones de g en V como

Der(g, V ) = {D : g→ V : D([x, y]) = x.D(y)− y.D(x)}

y el espacio de las derivaciones interiores de g en V como

InDer(g, V ) = {D : g→ V : ∃v0 ∈ V / D(x) = x.v0}.

Observación 9.7. InDer(g, V ) ⊆ Der(g, V )

En efecto, si D(x) = x.v0 entonces

D([x, y]) = [x, y].v0 = x.(y.v0)− y(x.v0) = x.D(y)− y.D(x)
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Teorema 9.8. [Lema de Whitehead] Sea V una representación de dimensión finita de un álgebra de
Lie semisimple g, entonces Der(g, V ) = InDer(g, V ).

El hecho clave es que el Casimir actúa por un escalar no nulo cuando la representación
es simple y no trivial. Esto ya fue probado para sl(2,C) y también es cierto para cualquier
semisimple g, hecho que se demuestra en el capı́tulo 13. Por lo tanto, daremos la demostra-
ción utilizando sólo ese hecho de la teorı́a de representaciones de sl(2,C); de esta manera,
tendremos demostrado el teorema para una g semisimple cuando hayamos probado esta
propiedad del Casimir para un álgebra de Lie semisimple cualquiera.

Observación 9.9. El Lema de Whitehead generaliza el teorema 5.28.

Empecemos con algunos lemas; el primero sólo utiliza el hecho de que [g, g] = g.

Lema 9.10. Sea V la representación trivial de un álgebra de Lie semisimple g, entonces Der(g, V ) =
InDer(g, V ), i.e. vale el lema Whitehead para la representación trivial.

Demostración. Si f : g→ K es una derivación, entonces para todo x, y ∈ g

f([x, y]) = xf(y)− yf(x) = 0

pues f(g) ⊂ V en donde g actúa trivialmente. Esto dice que f([g, g]) = 0, pero [g, g] = g,
luego f ≡ 0.

Supongamos demostrado que el Casimir de un álgebra de Lie semisimple actúa por un escalar no
nulo en una representación simple no trivial, hecho que se demuestra en el capı́tulo 13.

Lema 9.11. Sea V 6= K una representación simple de un álgebra de Lie semisimple g, entonces
Der(g, V ) = InDer(g, V ) (i.e. vale el lema de Witehead para V simple, V 6= K).

Demostración. Sea f : g → V una derivación. Sean {xi}1≤i≤dim(g) y {xi}1≤i≤dim(g) bases de g,
duales con respecto a la forma de Killing. Dado que el Casimir es invariante i.e. ω ∈ (g⊗g)g,
vale la siguiente fórmula en g⊗ g, con y ∈ g cualquiera:∑

i

[y, xi]⊗ xi + xi ⊗ [y, xi] = 0

que, para cualquier transformación lineal f : g→ V , implica∑
i

(yxi − xiy)f(xi) + xif([y, xi]) = 0

Si además f es una derivación, f [y, x] = yf(x)− xf(y), entonces

0 =
∑
i

(
yxif(xi)− xiyf(xi) + xiyf(xi)− xixif(y)

)
= y

(∑
i

xif(xi)

)
−

(∑
i

xix
i

)
f(y)

Luego, como f(y) ∈ V y el Casimir actúa por un múltiplo no nulo cV , tenemos

cV f(y) =

(∑
i

xix
i

)
f(y) = y

(∑
i

xif(xi)

)
por lo tanto

f(y) =
1

cV
y.

(∑
i

xif(xi)

)
es decir, f es una derivación interior.
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A continuación, finalizamos la demostración del Lema de Whitehead para una repre-
sentación cualquiera de dimensión finita V .

Demostración del teorema 9.8 en el caso general. Sea V una representación de dimensión
finita de un álgebra de Lie semisimple g y D : g → V una derivación. Si V es simple, vale
el lema de Whitehead para V y no hay nada que probar. La prueba en el caso no simple
procede por inducción en la dimensión de V . Si V no es simple, admite una subrepresen-
tación simple S y la dimensión de V/S es estrictamente menor que la dimensión de V , por
lo tanto, vale el lema de Whitehead para V/S por hipótesis inductiva. Esto significa que si
consideramos

D̃ : g→ V/S

x 7→ π(D(x))

dado que π : V → V/S es morfismo de representación, D̃ es una derivación y, por hipótesis
inductiva, es interior. Luego existe v0 ∈ V/S tal que

D̃(x) = x.v0, ∀x ∈ g

Si tomamos v0 ∈ V tal que π(v0) = v0, tenemos entonces que la clase de D(x)− xv0 módulo
S es cero, luego

D′(x) := D(x)− xv0

es una derivación a valores en S. Sabemos que las derivaciones a valores en S son interio-
res, por lo tanto existe s0 ∈ S tal que D′(x) = x.s0. Como consecuencia de esta igualdad y
de la anterior, obtenemos

x.s0 = D(x)− x.v0, ∀x ∈ g

o bien
D(x) = x.(s0 + v0), ∀x ∈ g

Es decir, D es interior y el teorema queda demostrado.

Observación 9.12. De la teorı́a de representaciones de sl(2,C) hemos deducido que en una
representación simple de dimensión finita distinta a la trivial, el Casimir actúa por un es-
calar no nulo. Esto es cierto para cualquier álgebra de Lie semisimple, por lo tanto, cuando
hayamos probado este hecho en el capı́tulo 13, quedará demostrado el lema de Whitehead
para un álgebra de Lie semisimple cualquiera, y ası́ también el siguiente corolario impor-
tantı́simo de completa reducibilidad de las representaciones de dimensión finita.

Teorema 9.13. [Weyl: Semisimplicidad o completa reducibilidad de las representaciones de dimen-
sión finita]. Sea V una representación de dimensión finita de un álgebra de Lie semisimple g, enton-
ces V ∼= ⊕

i
Si con Si subrepresentaciones simples.

Demostración. Si V es simple, no hay nada que probar. La prueba en el caso no simple
procede por inducción en la dimensión de V . Si V no es simple, sea S ⊂ V una subrepre-
sentación simple.

Sea p0 : V → S es una transformación lineal cualquiera tal que p0|S = IdS entonces
Ker(p0) es un complemento directo de S en V como espacio vectorial, aunque no necesa-
riamente Ker(p0) es estable por la acción de g. Si p0 : V → S tuviera la propiedad adicional
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de que para todo x ∈ g p0(x.v) = xp0(v) para todo v ∈ V , entonces Ker(p0) serı́a un com-
plemento g-estable de S en V i.e. V = S ⊕ Ker(p0) suma directa de subrepresentaciones;
y, por hipótesis inductiva, Ker(p0) se descompondrı́a como suma de subrepresentaciones
simples, y la prueba concluirı́a.

Para encontrar una aplicación con las propiedades requeridas, fijemos p0 : V → S tal
que p0|S = IdS y consideremos transformaciones lineales de la forma

p = p0 + q

con q : V → S verificando que q(S) = 0. Sea entonces W = {q : V → S/q(S) = 0}, que es
una subrepresentación de Hom(V, S). Definamos D : g→ W dada por

D(x)(v) = xp0(v)− p0(x.v)

Efectivamente la imagen de D está contenida en W pues, si s ∈ S,

D(x)(s) = x.p0(s)− p0(x.s) = x.s− x.s = 0

Afirmamos que la transformación lineal D resulta una derivación; en efecto, notar que
D(x) = [ρ(x), p0] donde ρ(x) es la acción de x en la representación V , luego

D([x, y]) = [ρ([x, y]), p0] = [[ρ(x), ρ(y)], p0]

= [ρ(x), p0], ρ(y)] + [ρ(x), [ρ(y), p0]] = [D(x), ρ(y)] + [ρ(x), D(y)] = x(D(y))− y(D(x))

Por el lema de Whitehead, existe f ∈ W tal que D(x) = x.f , es decir, existe f : V → S tal
que f(S) = 0 y

D(x)v = xp0(v)− p0(x.v) = xf(v)− f(x.v)∀x ∈ g,∀v ∈ V

Si definimos p1 = p0 − f , y pasamos de miembro, obtenemos que

p1(x.v) = x.p1(v)

es decir, p1 : V → S es morfismo de g-módulos y como f se anula en S, también verifica
p1|S = IdS , por lo tanto Ker(p1) es una subrepresentación que complementa a S en V .

9.3. Construcción natural

Consideremos V = C[X, Y ], el anillo de polinomios en dos variales y la aplicación

sl(2,C)→ Der(C[X, Y ])

x 7→ Dx = X∂Y

y 7→ Dy = Y ∂X

h 7→ Dh = X∂X − Y ∂Y
Resulta C[x, y] = ⊕m≥0C[x, y]m, suma directa de espacios de polinomios homogéneos de
grado m. Esta es la descomposición de C[x, y] como suma directa de subrepresentaciones
simples, donde cada una de las representaciones simples de sl(2,C) aparece una y solo una
vez.

Por ejemplo C = C · 1 es la representación trivial, V = CX ⊕ CY es la representación
standard de dimensión 2 de sl(2,C). El espacio de polinomios homogéneos de grado dos:
CX2 ⊕ CXY ⊕ CY 2 tiene dimensión 3 y es isomorfo a la representación adjunta, con el
isomorfismo dado por XY ↔ h, X2 ↔ x, Y 2 ↔ y.
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9.4. Ejercicios

1. Sea V = C2 la representación de definición de sl(2,C), es decir, viendo a sl(2,C) ⊂
End(C2). Encuentre un isomorfismo explı́cito entre esta representación y V2, donde V2

es la representación de dimensión dos dada en el Teorema 9.1.

2. Sea V3 la representación simple de dimensión 3 de sl(2,C). Encuentre un isomorfis-
mo explı́cito entre esta representación (dada en la base del teorema 9.1) y sl(2,C)ad.
Mostrar de dos maneras distintas que V ∗3 ∼= V3 (isomorfismo de representaciones).

3. Hallar una base de C[X, Y ]m−1=polinomios homogeneos de grado m− 1 en donde la
acción de sl(2,C) coincida con las fórmulas del teorema 9.1.

4. Sea V2 la representación simple de dimensión 2 de sl(2,C), ¿es V2 ⊗ V2 una represen-
tación simple? Si no ¿qué representaciones aparecen?

5. Considerar V3 ⊗ V2. Por cuestiones dimensionales ¿cuáles son las posibles subrepre-
sentaciones? ¿Cuáles son los posibles autovalores del Casimir?

6. Si V es un espacio vectorial, denotemos por Λ2V al subespacio vectorial de V ⊗ V
formado por los tensores antisimétricos, es decir, al subespacio generado por los ten-
sores de la forma v⊗w−w⊗v. Muestre que si V es una representación de un álgebras
de Lie g, entonces Λ2V es una subrepresentación. ¿Se complementa?

7. Denotemos por Λ3V al subespacio vectorial de V ⊗ V⊗ formado por los tensores
antisimétricos, es decir, al subespacio generado por los tensores de la forma∑

σ∈S3

(−1)σvσ1 ⊗ vσ2 ⊗ vσ3.

¿Qué dimensión tiene Λ3V ? (en términos de dimV ). Muestre que si V es una repre-
sentación de un álgebra de Lie g, entonces Λ3V es subrepresentación de V ⊗ V ⊗ V .
Muestre que para V = g = sl(2,C), Λ3sl(2,C) ∼= C, es isomorfa a la representación
trivial.

8. Denotemos por S2(V ) al subespacio de V ⊗V formado por tensores simétricos, es de-
cir, el subespacio generado por tensores de la forma v ⊗ w − w ⊗ v. Mostrar que
S2(V ∗) se identifica naturalmente con las formas bilineales simétricas en V . Para
V = g = sl(2,C), descomponga S2(g∗) (∼= S2(g)) como suma directa de simples.
Concluya que dim(S2(g∗)g) = 1, por lo tanto, toda forma bilineal simétrica invariante
es un múltiplo de la forma de Killing y todo 2-tensor simétrico es un múltiplo del
Casimir.
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10. Propiedades del sistema de raı́ces de un álgebra de Lie
semisimple

10.1. Corolarios de dim gα = 1

Sea g un álgebra de Lie semisimple compleja, h una subálgebra de Cartan de g y Φ =
Φ(g, h) el sistema de raı́ces correspondiente a la acción de h en g. Recordemos del capı́tulo
8 que g admite una descomposición como suma de espacios raı́ces de la forma

g = h⊕
(
⊕
α∈Φ

gα

)
Además, por la proposición 8.13, sabemos que dim gα = 1. Como consecuencia, obtenemos
el siguiente corolario:

Corolario 10.1. En h× h la forma de Killing está dada por

κ(H,H ′) =
∑
α∈Φ

α(H)α(H ′)

es decir, κ|h×h =
∑

α∈Φ α⊗ α.

Demostración. Sabemos que adH es diagonalizable y actúa por 0 en h y por α(H) en gα.
De la descomposición g = h ⊕ (⊕α∈Φgα), obtenemos entonces que adHadH′ también actúa
por 0 en h y por α(H)α(H ′) en gα. Tomando traza, dado que cada gα tiene dimensión uno,
obtenemos

κ(H,H ′) =
∑
α∈Φ

α(H)α(H ′)

Otra consecuencia del hecho de que dim gα = 1 es el siguiente resultado.

Corolario 10.2. Para toda α ∈ Φ, los vectores 0 6= Eα ∈ gα tales que [H,Eα] = α(H)Eα pueden
ser elegidos de manera tal que κ(Eα, E−α) = 1. La subálgebra slα generada por {Eα, E−α, Hα} es
isomorfa a sl(2,C).

Demostración. Como κ|gα×g−α es no degenerada, si tomamos 0 6= E±α ∈ g±α, debe ser
κ(Eα, E−α) 6= 0, ası́ que podemos modificar uno de los dos para obtener la normalización
deseada.

Con la normalización anterior, tenemos

[Eα, E−α] = Hα

[Hα, Eα] = α(Hα)Eα

[Hα, E−α] = −α(Hα)Eα.

Ésta subálgebra de dimensión tres es isomorfa a sl(2,C), normalizando convenientemente
una vez más los vectores, por ejemplo sean

E ′α = Eα, E
′
−α =

2

α(Hα)
E−α, H

′
α =

2

α(Hα)
Hα
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entonces obtenemos las relaciones

[E ′α, E
′
−α] = H ′α

[H ′α, E
′
α] = 2E ′α

[H ′α, E
′
−α] = −2E ′α.

10.2. Corolarios de las acciones de sl(2,C). Integralidad

Utilizaremos ahora el conocimiento sobre las representaciones de sl(2,C) para obtener
aún más restricciones en los sistemas de raı́ces. Consideremos la α-cuerda que contiene a
β, es decir, a las raı́ces del tipo β + nα, con n ∈ Z.

Proposición 10.3. Sea α ∈ Φ, β ∈ Φ ∪ {0}.

1. La α-cuerda que contiene a β tiene la forma β + nα donde −p ≤ n ≤ q, con p, q ≥ 0, sin
huecos; más aún,

p− q =
2κ(β, α)

κ(α, α)

y en particular 2κ(β,α)
κ(α,α)

∈ Z.

2. Si β + nα nunca es cero, definimos slα la copia isomorfa a sl(2,C) generada por H ′α, E ′α, E ′−α
y g′ = ⊕

n∈Z
gβ+nα, entonces g′ es una representación irreducible de slα.

Demostración. Si β + nα = 0 para algún n, el resultado ya lo sabı́amos, pues los únicos
múltiplos de β que pueden ser raı́ces son ±β, ası́ que supondremos β + nα nunca cero y
mostraremos 1 y 2 simultáneamente.

Sabemos que adH′ se diagonaliza en g′ y los autovalores son

(β + nα)(H ′) =
2

κ(α, α)
(β + nα)(Hα) =

2κ(β, α)

κ(α, α)
+ 2n

que sabemos que son enteros. Como para distintos n ∈ Z, los autovalores son diferentes,
cualquier subespacio H ′-invariante es suma directa de ciertos gβ+nα y lo mismo para los
slα-invariantes. Sea V un subespacio slα-invariante e irreducible y sean −p y q, respecti-
vamente, el mı́nimo y el máximo n que aparece en V , es decir que los elementos de la
α-cuerda que contiene a β correspondientes a elementos de V son

β − pα, · · · , β − α, β + 0, β + α, β + 2α, · · · , β + qα

aunque toda la α-cuerda que contiene a β consiste eventualmente de

· · · , β − pα, · · · , β − α, β + 0, β + α, β + 2α, · · · , β + qα, · · ·

Sabemos que los autovalores de adH′ en cualquier representación irreducible de dimen-
sión finita son de la forma λ − 2i con λ = dimV − 1, i = 0, . . . , λ. Como esos autovalores
saltan de a dos, entonces el n que aparece en V salta de a uno. Por lo tanto

λ =
2κ(β, α)

κ(α, α)
+ 2q
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−λ =
2κ(β, α)

κ(α, α)
− 2p

Sumando miembro a miembro, dividiendo por dos y pasando de término, obtenemos:

2κ(β, α)

κ(α, α)
= p− q

Si ahora V ′ es otra componente irreducible de g′, entonces, el argumento anterior aplicado
a V ′ nos dice que

2κ(β, α)

κ(α, α)
= p′ − q′

donde−p′ y q′ son, respectivamente, el mı́nimo y el máximo n tal que 0 6= gβ+nα aparece en
g′. Notar entonces que p− q = p′ − q′. Como en la cuerda no hay huecos y V y V ′ están en
suma directa, necesariamente −p′ > q o q′ < −p. Por simetrı́a, es suficiente considerar sólo
uno de los dos casos, digamos

−p′ > q

luego p′ < −q y
q′ ≥ −p′ > q ≥ −p

pero entonces
q′ − p′ > q − p

lo cual contradice el hecho de que deberı́an ser iguales.

Corolario 10.4. Si α, β ∈ Φ ∪ {0} y α 6= −β, entonces [gα, gβ] = gα+β .

Demostración. Ya sabemos que [gα, gβ] ⊆ gα+β , queremos ver que vale la igualdad. Si α = 0
es claro, supongamos entonces que α 6= 0.

Si α = β, entonces 2α no es raı́z y [gα, gα] = 0 = g2α. Lo mismo si β 6= 0 y es un múltiplo
entero de α distinto de −α. Si β = 0, tenemos que [gα, g0] = [gα, h] = gα+0.

Si β + nα nunca es cero, consideramos slα actuando en g′ = ⊕n∈Zgβ+nα. Vemos que los
vectores raı́ces Eβ+nα corresponden, excepto eventualmente por un múltiplo escalar, a los
vectores vi del teorema 9.1. El único vi donde Eα actúa como cero es v0, que corresponde a
Eβ+qα. Si fuera [Eα, Eβ] = 0, entonces q = 0 y esto implica que α + β no es raı́z.

Corolario 10.5. Sean α, β raı́ces tales que β + nα nunca es cero, n ∈ Z. Si Eα, E−α y Eβ son
vectores raı́ces de g±α y gβ respectivamente y p y q son los enteros de la proposición anterior, entonces

[E−α, [Eα, Eβ]] =
q(1 + p)

2
α(Hα)κ(Eα, E−α)Eβ

Demostración. Por conveniencia, dado que ambos miembros de la igualdad son lineales en
Eα y en E−α, podemos renormalizarlos de manera tal que κ(Eα, E−α) = 1. Si llamamos
e = 2

α(Hα)
Eα, f = E−α, h = 2

α(Hα)
Hα, entonces e, f, h son los generadores que nos dan el

isomorfismo entre slα y sl(2,C) y la fórmula que queremos probar es equivalente a

κ(α, α)

2
[f, [e, Eβ]] =

q(1 + p)

2
κ(α, α)Eβ



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ÁLGEBRAS DE LIE 90

o bien
[f, [e, Eβ]] = q(1 + p)Eβ

Sabemos que g′ es un slα-módulo irreducible y que el vector Eβ+qα corresponde, a menos
de múltiplo, a v0. Como Eβ es un múltiplo de (adf )

q(Eβ+qα) entonces Eβ es un múltiplo de
vq. Pero el Teorema 9.1 nos dice exactamente cómo actúan los generadores de sl(2,C) en los
vi, tenemos entonces

[f, [e, Eβ]] = q(λ− q + 1)Eβ

donde λ = dim g′ − 1 = p+ q, luego q(λ− q + 1) = q(p+ 1).

10.3. Geometrı́a en el espacio real generado por las raı́ces

Corolario 10.6. Sea V el subespacio real generado por todas las raı́ces α en h∗, entonces la restric-
ción de la forma de Killing a V ×V es un producto interno. Más aún, si h0 denota el subespacio real
generado por los Hα, entonces h0 es una forma real de h y los elementos de V son exactamente las
funciones lineales en h que toman valores reales en h0, es decir, V ∼= h∗0, el dual real.

Demostración. Sean φ, ψ ∈ h∗, veamos entonces que

κ(φ, ψ) = κ(Hφ, Hψ) =
∑
β∈Φ

β(Hφ)β(Hψ) =
∑
β∈Φ

κ(β, φ)κ(β, ψ)

La primera y la última igualdad son por definición, la igualdad del medio es por el corola-
rio 10.1 Como consecuencia, κ(φ, φ) =

∑
β∈Φ

β(Hφ)2 para cualquier φ ∈ h∗. Más en particular,

si α es raiz,
κ(α, α) =

∑
β∈Φ

κ(β, α)2

Utilizando, para cada β, la fórmula pβ − qβ = 2κ(α,β)
κ(α,α)

, obtenemos

κ(α, α) =
∑
β∈Φ

(
(pβ − qβ)

1

2
κ(α, α)

)2

entonces, dado que k(α, α) 6= 0 (item 4 del lema 8.12), podemos despejar

κ(α, α) =
4∑

β∈Φ

(pβ − qβ)2

y por lo tanto κ(α, α) es un número racional no nulo. Esto implica primero que κ(α, β),
que es un múltiplo racional de κ(α, α) es a su vez racional, en particular es real, y como
consecuencia, si φ ∈ h∗ es una combinación real de raices, digamos φ =

∑
α∈φ̃ cαα con

cα ∈ R, entonces

κ(φ, φ) =
∑
β∈Φ

κ(β, φ)2 =
∑
β∈Φ

(∑
α∈Φ

cακ(β, α)

)2

≥ 0

por ser suma de números reales al cuadrado. A su vez, esa suma da cero si y sólo si cada
cuadrado es cero, y en ese caso se tendrı́a 0 = κ(β, φ) para todo β, y como κ es no degenera-
da se tiene que la única posibilidad es φ = 0. Con esto hemos demostrado que κ restringida
a las combinaciones lineales reales de raices, es definida positiva.

El resto de la proposición es standard, se deja como ejercicio al lector.
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Dado un vector α en un espacio con producto interno (−,−), se puede considerar la
reflexión con respecto a un vector α a la transformación lineal que deja fijo el hiperplano
ortogonal a α y manda α en −α. Se puede ver fácilmente que la transformación lineal

ψ 7→ sα(ψ) = ψ − 2(α, ψ)

|α|2
α

tiene esas propiedades, luego ésta es la fórmula de la reflexión con respecto a α.

Proposición 10.7. Para toda raı́z α, la reflexión sα con respecto a α preserva Φ.

Demostración. Sea β una raı́z, entonces

sα(β) = β − 2(α, β)

|α|2
α = β − (p− q)α = β + (q − p)α

Como−p ≤ q− p ≤ q, entonces β+ (q− p)α está en la α-cuerda que pasa por β, y no puede
ser cero porque las reflexiones preservan la norma, por lo tanto sα(β) es una raı́z.
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11. Axiomática de los sistemas de raı́ces

11.1. Reflexiones en el espacio euclı́deo

Sea E un espacio euclı́deo de dimensión finita, es decir, un espacio vectorial sobre R
munido de una forma bilineal, simétrica, definida positiva κ(−,−), i.e. un espacio producto
interno real.

Una reflexión es una transformación lineal que deja fijo un hiperplano y transforma al
vector normal al hiperplano en su negativo. Toda reflexión es una transformación lineal
ortogonal, es decir, preserva el producto interno. Todo vector no nulo α determina una
reflexión σα: la reflexión con respecto al hiperplano ortogonal P = {β : κ(α, β) = 0}. Dado
que el número 2κ(β,α)

κ(α,α)
ocurre frecuentemente, se abreviará por 〈β, α〉. Notar que 〈−,−〉 es

lineal sólo en la primera variable.
Recordemos que la fórmula explı́cita de la reflexión con respecto al hiperplano P es

σα(β) = β − 2
κ(β, α)

κ(α, α)
α = β − 〈β, α〉α

pues es claro que esta transformación lineal deja fijo a β si κ(β, α) = 0 y σα(α) = −α.

11.2. Sistemas de raı́ces

Un subconjunto Φ de un espacio euclı́deo E se llama un sistema de raı́ces en E si satis-
face los siguientes axiomas:

(Rl) es finito, genera E y no contiene al 0.

(R2) Si α ∈ Φ, los únicos múltiplos de α en Φ son ±α.

(R3) Si α ∈ Φ, la reflexión σα deja Φ invariante.

(R4) Si α, β ∈ Φ, entonces 〈α, β〉 ∈ Z.

Para un sistema de raı́ces Φ, se define el grupo de WeylW = W(Φ) como el subgrupo
del grupo ortogonal de E generado por {σα : α ∈ Φ}. Notar que W puede considerarse
como un subgrupo de las permutaciones del conjunto de raı́ces y, por lo tanto, es finito.

Ejemplos de sistemas de raı́ces con V = R2

Son los correspondientes a las álgebras de Lie semisimples compleja de rango 2:
A1 ⊕ A1; A2; B2

∼= C2; G2.
En esta lista, las álgebras de Lie son todas simples, excepto la de tipo A1 ⊕ A1.

Teorema 11.1. El conjunto de raı́ces de un álgebra de Lie semisimple compleja respecto de una
subálgebra de Cartan h es un sistema de raı́ces en h∗0.

El siguiente lema resume las propiedades de sistemas de raı́ces.

Lema 11.2. Sea Φ un sistema de raı́ces en un espacio euclı́deo E, sean α, β ∈ Φ entonces
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1. 〈β, α〉 = 2κ(β,α)
κ(α,α)

= 0,±1,±2,±3.

2. Si β 6= ±α y |α| ≥ |β| entonces 〈β, α〉 = 0,±1.

3. Si κ(α, β) > 0 entonces α− β ∈ Φ. Si κ(α, β) < 0 entonces α + β ∈ Φ.

4. Si α, β ∈ Φ pero α± β /∈ Φ entonces κ(α, β) = 0.

5. La α-cuerda que contiene a β tiene a lo sumo 4 elementos. Más precisamente consiste de
{β +mα : −p ≤ m ≤ q} ⊂ Φ donde p, q ≥ 0 y p− q = 〈β, α〉.

Demostración. 1. Sean 0 6= α, β ∈ Φ ⊂ E. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

|κ(α, β)| ≤ |α|.|β|

entonces

|r.s| =
∣∣∣∣2κ(α, β)

κ(β, β)
.
2κ(β, α)

κ(α, α)

∣∣∣∣ ≤ 4

y vale la igualdad si y sólo si β = cα con c = ±1 pues α y β son raı́ces. En caso de igualdad,
obtenemos |r| = |s| = 2. En el otro caso, |r.s| < 4, es decir |r|.|s| ≤ 3 y la conclusión es
obvia.

2. Si β 6= ±α y |α| ≥ |β| entonces

s = |〈α, β〉| =
∣∣∣∣2κ(α, β)

κ(β, β)

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣2κ(β, α)

κ(α, α)

∣∣∣∣ = |〈β, α〉| = r

desigualdad de enteros cuyo producto es menor ó igual que tres y no son ambos iguales a
dos (este caso ocurrirı́a sólo si β = ±α); en consecuencia el más chico es menor ó igual que
uno.

3. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que α y β son raı́ces no proporcionales,
y que |α| ≤ |β|. La hipótesis κ(α, β) > 0 y el item 2 implican

2κ(α, β)

κ(β, β)
=

2κ(α, β)

|β|2
= 1

Por lo tanto

α− β = α−
(

2κ(α, β)

|β|2

)
β = sβ(α) ∈ Φ

El caso |α| ≤ |β| se obtiene reemplazando a β por −β.

4. Se obtiene como consecuencia directa del item 3.

5. Sean −p y q, respectivamente, el mı́nimo y el máximo n tal que β + nα ∈ Φ ∪ {0}.
Si la α-cuerda que contiene a β tuviera huecos existirı́an r, s ∈ Z con r < s − 1 tales que
β+ rα ∈ Φ∪{0} pero β+ (r+ 1)α /∈ Φ∪{0} y β+ sα ∈ Φ∪{0} pero β+ (s− 1)α /∈ Φ∪{0}.
El item 3 implica

κ(β + rα, α) ≥ 0 y κ(β + sα, α) ≤ 0
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Restando la segunda desigualdad de la primera, obtenemos

(r − s)|α|2 ≥ 0

lo cual implica r ≥ s que es absurdo. Concluı́mos que la α-cuerda que contiene a β no tiene
huecos; en particular, la longitud de la cuerda es igual a p+ q + 1.

A continuación,

sα(β + nα) = sα(β) + nsα(α) = β −
(

2κ(α, β)

|α|2

)
α− nα = β −

(
n+

2κ(α, β)

|α|2

)
α

Esto dice que la α-cuerda que contiene a β es estable por la reflexión sα. Además, el hecho
−p ≤ n ≤ q implica −q ≤ n+ 2κ(α,β)

|α|2 ≤ p. Tomando n = q se obtiene 2κ(α,β)
|α|2 ≤ p− q; por otra

parte, tomando n = −p se obtiene 2κ(α,β)
|α|2 ≥ p− q.

Finalmente, calculemos el largo de la cuerda. Sea el elemento β̃ := β + qα, la raı́z de la
α-cuerda que contiene a β que se encuentra “más a la derecha”. Consideremos la α-cuerda
que contiene a β̃, que coincide con la α-cuerda que contiene a β, pero con q̃ = 0 y p̃+1 igual
a la longitud de la cuerda; por lo tanto, esta longitud es igual a

p̃+ 1 = p̃− q̃ + 1 =
2κ(α, β̃)

|α|2
+ 1 ≤ 3 + 1 = 4

11.3. Raı́ces simples

Un subconjunto ∆ ⊂ Φ ⊂ E se dice un sistema de raı́ces simples , si

1. ∆ es una base de E como espacio vectorial

2. Cada raı́z β ∈ Φ se escribe como β =
∑
α∈∆

cαα con todos los coeficientes cα enteros,

todos ≥ 0 ó todos ≤ 0.

Notar que la escritura β =
∑
α∈∆

cαα es única pues ∆ es una base. Además, el cardinal de ∆

es |∆| = ` = dimE; en el caso de E = h∗0 y Φ el sistema de raı́ces asociado, |∆| = rank g. Se
define el nivel o altura de una raı́z β =

∑
α∈∆

cαα, relativa a ∆, al número entero
∑
α∈∆

cα.

Teorema 11.3. Todo sistema de raı́ces Φ admite un sistema de raı́ces simples.

La demostración se obtendrá como corolario de la proposición 11.5.

Observación 11.4. Si ∆ es un sistema de raı́ces simples, α, β ∈ ∆, entonces κ(α, β) ≤ 0 y
α− β no es raı́z.

Demostración. En efecto, si ocurriera que κ(α, β) > 0 entonces α−β serı́a raı́z y tendrı́amos
una raı́z que se escribe como combinación lineal con coeficientes que son enteros, pero de
signos diferentes.
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Volviendo al teorema, para determinar las raı́ces positivas y las negativas hacemos la
siguiente construcción. Sea E un espacio euclı́deo que contiene al sistema de raı́ces Φ. Para
γ ∈ E definimos

Φ+(γ) = {α ∈ Φ : κ(α, γ) > 0}

es decir, Φ+(γ) consiste de aquellas raı́ces que quedan del “lado positivo” i.e. del mismo
lado que γ, con respecto al hiperplano ortogonal a γ.

Para cada α ∈ Φ, llamemos Pα al hiperplano ortogonal a α. Sabemos que una unión
finita de hiperplanos no puede cubrir a todo el espacio, luego

E \ (
⋃
α∈Φ

Pα) 6= ∅

Tomemos γ ∈ E \ (
⋃
α∈Φ

Pα), entonces es claro que si α es raı́z, entonces κ(γ, α) > 0 ó bien

κ(γ, α) < 0, en el segundo caso tendremos κ(γ,−α) > 0, es decir:

Φ = Φ+(γ)
∐
−Φ+(γ)

Decimos entonces que Φ+(γ) es una elección de raı́ces positivas y que Φ−(γ) := −Φ+(γ) es
el conjunto de raı́ces negativas.

Dentro del conjunto de raı́ces positivas, decimos que una raı́z α es descomponible si
existen β1, β2 raı́ces positivas con α = β1 + β2, en caso contrario, diremos que α es indes-
componible. El teorema 11.3 quedará demostrado luego de probar el siguiente resultado

Proposición 11.5. Sea γ ∈ E \ (
⋃
α∈Φ

Pα), entonces el conjunto ∆(γ) de raı́ces positivas indescom-

ponibles es un sistema de raı́ces simples y todo sistema de raı́ces simples es de esta forma.

Demostración. En cuatro pasos:

1. Cada raı́z positiva es combinación lineal entera no negativa de raı́ces simples. En efecto, fi-
jemos γ ∈ E \ (

⋃
α∈Φ

Pα) y consideremos todos los valores κ(γ, α) donde α es una raı́z

positiva que no se pueda escribir como combinación entera no negativa de raı́ces
indescomponibles. Tomemos α tal que ese valor sea mı́nimo. Si α fuera indescompo-
nible, tendrı́amos un absurdo pues α = 1 ·α es combinación lineal entera no negativa
de raı́ces simples. Si α se descompone, supongamos α = β1 + β2 con βi positivas,
entonces

κ(γ, α) = κ(γ, β1) + κ(γ, β2)

donde cada término es estrictamente positivo, luego κ(γ, βi) < κ(γ, α); la minima-
lidad de κ(γ, α) implica que βi es combinación lineal entera no negativa de raı́ces
simples, y, por lo tanto, α también, absurdo. Concluı́mos que no hay raı́ces positivas
que no sean combinación lineal entera no negativa de raı́ces simples.

2. Si α, β ∈ ∆(γ) entonces κ(α, β) ≤ 0 salvo cuando α = β. En efecto, si κ(α, β) > 0,
entonces α− β serı́a raı́z. Hay dos posibilidades, α− β es positiva ó β−α es positiva.
En el primer caso, α = (α − β) + β, luego α se descompondrı́a, absurdo. El otro caso
es análogo.
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3. ∆(γ) es un conjunto linealmente independiente. Si no lo fuera, supongamos

0 =
∑

α∈∆(γ)

rαα

con rα ∈ R. Separando los ı́ndices entre los α tales que rα > 0 y los α donde rα < 0
podemos escribir ∑

sαα =
∑

tββ

con sα, tβ > 0 y el conjunto {α tales que sα := rα > 0} disjunto de {β tales que tβ :=
−rβ > 0}. Llamemos ε :=

∑
sαα, luego

κ(ε, ε) =
∑
α,β

sαtβκ(α, β)

y κ(α, β) ≤ 0 pues son raı́ces indescomponibles diferentes, por lo tanto ε tiene norma
al cuadrado menor o igual que cero, luego ε = 0. Pero entonces

0 = κ(γ, ε) =
∑
α

sακ(γ, α)

y como κ(γ, α) > 0 obtenemos sα = 0 para todo α que aparece en la suma. De manera
similar los tβ deben ser cero para todo β.

Notar que ∆(γ) es un sistema de generadores, pues genera Φ, que, a la vez, por (R1),
genera a E; por lo tanto hemos demostrado que es una base de E.

4. Todo sistema de raı́ces simples ∆ es de la forma ∆(γ).
Dado ∆ un sistema de raı́ces simples, tomemos γ tal que κ(γ, α) > 0 para todo α ∈ ∆.
Del hecho de que la intersección de semiespacios dados por una base es un conjunto
no vacı́o (ejercicio!) sabemos que un γ tal debe existir. Es claro que Φ+ ⊆ Φ+(γ), pero
como también debe valer Φ− ⊆ Φ−(γ) entonces vale la igualdad. Es claro también
que ∆ consiste de elementos indescomponibles, por lo tanto ∆ ⊆ ∆(γ), pero como
ambas son base de E, tienen el mismo cardinal, y por lo tanto, coinciden.

Proposición 11.6. Sea E un espacio euclı́deo con sistema de raı́ces Φ y ∆ = {α1, . . . , α`} un
sistema de raı́ces simples, entoncesW(∆) está generado por las reflexiones sαi con αi ∈ ∆. Además,
si β ∈ Φ existen αj ∈ ∆ y w ∈ W(∆) tales que β = w(αj).

Demostración: [Kn], proposición 2.62.

11.4. Matriz de Cartan

Sea E un espacio euclı́deo, Φ un conjunto de raı́ces y ∆ un sistema de raı́ces simples,
que enumeramos ∆ = {α1, . . . , αn}; la matriz A de coeficientes

Aij := 〈αi, αj〉

se denomina la matriz de Cartan de Φ. Sus coeficientes 〈αi, αj〉 =
2κ(αi,αj)

κ(αj ,αj)
son enteros y se

denominan enteros de Cartan.
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Ejemplo 11.7. Para rango 2, las matrices de Cartan son las de los siguientes tipos

A1 × A1 :

(
2 0
0 2

)
; A2 :

(
2 −1
−1 2

)
; B2 :

(
2 −2
−1 2

)
; G2 :

(
2 −1
−3 2

)
.

Cada matriz de Cartan depende de ∆ y de una enumeración; distintas enumeraciones
producen matrices de Cartan conjugadas por matrices de permutación. Recordemos que
toda matriz de permutación P es la matriz correspondiente a una transformación lineal que
permuta los elementos de una base; en particular, es inversible y consiste de coeficientes 0
y 1; al conjugar por P se obtiene la matriz de la transformación lineal en la nueva base que
no es más que una reordenación de la base anterior.

Propiedades de las matrices de Cartan:

1. Aij ∈ Z para todo ij.

2. Aii = 2, i.e. los coeficientes de la diagonal son todos iguales a 2 pues 〈αi, αi〉 =

2κ(αi,αi)
κ(αi,αi)

= 2.

3. Aij ≤ 0 para todo i 6= j.

4. Aij = 0⇔ Aji = 0

5. Existe una matriz diagonal D tal que Dii > 0 y DAD−1 es simétrica definida po-
sitiva, en particular A es no singular. Más precisamente, Dii = |αi| = κ(αi, αi)

1
2 y

(DAD−1)ij = 2κ(αi, αj), que son los coeficientes de la matriz del producto interno en
E.

Proposición 11.8. La matriz de Cartan determina Φ a menos de isomorfismo.

Un enunciado equivalente a la proposición anterior es el siguiente.

Proposición 11.9. Sean (E,Φ) y (E ′,Φ′) dos espacios euclı́deos con sistemas de raı́ces Φ y Φ′,
respectivamente. Si ∆ es un sistema de raı́ces simples de Φ, ∆′ es un sistema de raı́ces simples de Φ′

y existe una función biyectiva τ : ∆→ ∆′ que verifica

2κ(αi, αj)

κ(αi, αi)
=

2κ(ταi, ταj)

κ(ταi, ταi)

entonces τ se extiende a un isomorfismo entre E y E ′ induciendo un isomorfismo entre Φ y Φ′.

Demostración. Es claro que una biyección entre las bases provee un único isomorfismo line-
al entre los espacio vectoriales E y E ′, que seguiremos llamando τ . Queremos probar que
τΦ = Φ′.

La hipótesis de preservar los enteros de Cartan asegura que, para α, β ∈ ∆

στα(τβ) = τβ − 2κ(τα, τβ)

κ(τα, τα)
τα = τβ − 2κ(α, β)

κ(α, α)
τα = τ

(
β − 2κ(α, β)

κ(α, α)
α

)
= τ (σα(β))

Esta igualdad dice que la imagen por τ de σα(β) pertenece a Φ′, pues es el reflejado de una
raı́z. Además, toda γ ∈ Φ se puede escribir en la forma γ = σα1 · · ·σαk(β), con αi, β ∈ ∆
(proposición 11.6), entonces

τγ = στα1 · · · σταk(τβ) ∈ Φ′
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Por lo tanto, τΦ ⊂ Φ′.
Para la contención τΦ ⊃ Φ′, podemos argumentar del mismo modo para τ−1 o bien

utilizar un razonamiento análogo en Φ′. Es decir, si γ′ ∈ Φ′ existe w ∈ W tal que wγ′ es
una raı́z simple; escribamos w−1 = σα′1 · · ·σα′k , producto de reflexiones con respecto a raı́ces
simples, entonces

γ′ = σα′1 · · ·σα′k(β
′)

donde β′ ∈ ∆′. Por otra parte, α′i = τ(αi) y β′ = τ(β), con αi, β ∈ ∆, entonces

γ′ = στα1 · · ·σταk(τβ) = τ (σα1 · · ·σαk(β))

Sabiendo que σα1 · · ·σαk(β) ∈ Φ, concluı́mos que γ′ ∈ τ(Φ).

11.5. Diagrama de Dynkin

Si ∆ un sistema de raı́ces simples correspondiente a un sistema de raı́ces abstracto Φ en
un espacio euclı́deo E, sean α 6= β ∈ ∆; sabemos que 〈α, β〉〈β, α〉 = 0, 1, 2, 3.

Se define el diagrama de Dynkin de ∆ como el grafo múltiple con tantos vértices como
elementos de ∆ y tantas aristas uniendo α con β como el número natural 〈α, β〉〈β, α〉. En
caso de haber más de una arista entre dos vértices, se coloca un signo de desigualdad
señalando la raı́z de mayor longitud.

Ejemplos:

A1 × A1
i i

A2
i i

B2
i> i

G2
i< i

Ejercicio 11.10. En cada caso, deducir las matrices de Cartan a partir de los diagramas de
Dynkin, dados en el teorema 11.11; en particular:

a) Probar que la matriz de Cartan correspondiente al diagrama de Dynkin de tipo

A4 : i i i i es la siguiente:
2 −1 0 0
−1 2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 2



b) Probar que la matriz de Cartan del diagrama de Dynkin F4 : i i> i i es
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la siguiente: 
2 −1 0 0
−1 2 −1 0

0 −2 2 −1
0 0 −1 2


c) Probar que la matriz de Cartan del diagrama de Dynkin de tipo E6 es la siguiente

2 0 −1 0 0 0
0 2 0 −1 0 0
−1 0 2 −1 0 0

0 −1 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 2


Un sistema de raı́ces abstracto Φ se dice irreducible si no se descompone como unión

disjunta de dos subconjuntos propios (componentes) mutuamente ortogonales. Si ∆ es un
sistema de raı́ces simples de Φ, se obtiene que Φ es irreducible si y sólo ∆ es irreducible.

Más aún, resulta que ∆ es irreducible si y sólo si el diagrama de Dynkin correspondiente
es conexo, si y sólo si el álgebra de Lie semisimple, compleja es simple. La clasificación
de álgebras de Lie simples se desprenderá entonces de la clasificación de los diagramas
de Dynkin conexos, junto a los teoremas de reconstrucción de un álgebra a partir de su
diagrama de Dynkin. Enunciamos ahora los teoremas pertinentes que demostraremos más
adelante.

Teorema 11.11. 1. Si Φ es un sistema irreducible de raı́ces de rango `, entonces el diagrama de
Dynkin correspondiente es alguno de los siguientes:

A`, ` ≥ 1 i1 i2 i3 i4 . . . i`-1 i`
B`, ` ≥ 2 i1 i2 i3 i4 . . . i`-1> i`
C`, ` ≥ 3 i1 i2 i3 i4 . . . i`-1< i`
D`, ` ≥ 4 i1 i2 i3 i4 . . . ��

HH
i`-2 i`-1

i`
E6, E7, E8

i1 i3 i4
i2

i5 i6 i1 i3 i4
i2

i5 i6 i7

i1 i3 i4
i2

i5 i6 i7 i8
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F4

i1 i2 > i3 i4
G2 i1 < i2

El subı́ndice es exactamente igual al rango del álgebra de Lie, a la cantidad de vértices del diagrama
de Dynkin y al cardinal de todo sistema de raı́ces simples correspondiente a Φ. Los diagramas ante-
riores son todos no isomorfos.

2. Para cada diagrama de Dynkin (o matriz de Cartan) de tiposA` aG2 de la lista anterior, existe
un sistema irreducible de raı́ces Φ de rango ` tal que su diagrama de Dynkin es el dado.

Para las álgebras de Lie simples clásicas sl(` + 1,C), so(2` + 1,C), sp(`,C) y so(2`,C)
hemos dado explı́citamente el sistema de raı́ces y a éstos les corresponde un diagrama de
Dynkin de tipo A`, B`, C` y D`, respectivamente, vı́a la matriz de Cartan.

Para los diagramas de Dynkin de tipos E6, E7, E8, F4 y G2, llamados excepcionales, se
construyen sistemas de raı́ces, y más tarde, como consecuencia del teorema de Serre, se
obtiene un álgebra de Lie abstracta correspondiente a cada tipo.

La clasificación de las álgebras de Lie semisimples se obtiene de la de los Dynkin

La clasificación de los diagramas de Dynkin será hecha más adelante, ver teorema 11.22.

Teorema 11.12. Sea g un álgebra de Lie semisimple compleja, sea h una subálgebra de Cartan de g
y Φ el sistema de raı́ces correspondiente. Si g =

⊕t
i=1 gi es su descomposición en subálgebras de Lie

simples, entonces hi = h ∩ gi es una una subálgebra de Cartan de gi; el correspondiente sistema de
raı́ces Φi se incluye canúnicamente en Φ de manera tal que Φ = Φ1 ∪ ... ∪ Φt es la descomposición
de Φ en componentes irreducibles.

El teorema reduce el problema de clasificación a las simples.

Teorema 11.13. Sea g un álgebra de Lie semisimple compleja, sea h una subálgebra de Cartan de g
y Φ el sistema de raı́ces correspondiente; Fijemos una base ∆ de Φ entonces g está generada como
álgebra de Lie por {0 6= xα, 0 6= x−α : x±α ∈ g±α}α∈∆

La demostración de este teorema está contenida en la proposición 12.4 del próximo
capı́tulo.

Un conjunto {0 6= xα, 0 6= x−α : x±α ∈ g±α}α∈∆ es un conjunto standard de generado-
res de g si hα := [xα, x−α] ∈ h satisface α(hα) = 2; notar que hα queda ası́ unı́vocamente
determinado a partir de α.
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11.6. Clasificación de las matrices de Cartan y los diagramas de Dynkin

Consideremos una matriz de Cartan abstracta de tamaño dos: A =

(
2 −a
−b 2

)
. Como

existe una matriz diagonal D tal que DAD−1 es simétrica y definida positiva, en particular
det(A) > 0, es decir

4− ab > 0

Como a y b son enteros no negativos, ésto dice que ab = 0, 1, 2, 3, por lo tanto las posibles
matrices de Cartan 2× 2 (a menos de transponer) son:(

2 0
0 2

)
,

(
2 −1
−1 2

)
,

(
2 −1
−2 2

)
,

(
2 −1
−3 2

)
que vemos que corresponden a A1 × A1, A2, B2 y G2 respectivamente.

SiA es una matriz de Cartan de cierto tamaño ` y elegimos un ı́ndice 1 ≤ i ≤ `, podemos
formar una matriz Ã de tamaño `−1 a partir deA borrando la fila y columna i. Es obvio que
esta matriz cumple con los requisitos de integralidad tanto comoA y siD = diag(d1, . . . , d`)
es una matriz diagional tal que DAD−1 es simétrica y definida positiva, entonces también
D̃ÃD̃−1 es simétrica y definida positiva, donde D̃ = diag(d1, . . . , d̂i, . . . , d`) se obtiene de D
al quitar la fila y columna i. Por lo tanto Ã es una matriz de Cartan.

Corolario 11.14. Sea A una matriz de Cartan abstracta, entonces, para todo i 6= j, AijAji =
0, 1, 2, 3.

Demostración. Utilizando el procedimiento de eliminar una fila y columna, podemos repe-
tir hasta eliminar todas las filas y columnas distintas de la i y la j y ası́ lograr una matriz 2
por 2. El resultado se sigue del cálculo en 2 por 2.

Dada una matriz de Cartan, recordemos que el Diagrama de Dynkin es un grafo orien-
tado; si nos olvidamos de la orientación, este grafo está determinado por la siguiente regla:

“Si A ∈ Z`×`, entonces el diagrama de Dynkin que le corresponde tiene ` vértices y, entre un
vértice i y otro j, hay tantas aristas como AijAji. ”

Ejemplo 11.15. Podemos verificar fácilmente la correspondencia entre cada matriz de Car-
tan y el diagrama de Dynkin:

Matriz de Cartan Diagrama de Dynkin(
2 0
0 2

)
, © ©(

2 −1
−1 2

)
, © ©(

2 −1
−2 2

)
, © ©(

2 −1
−3 2

)
, © ©
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2 −1 0 0
−1 2 −1 −1

0 −1 2 0
0 −1 0 2

 , ©1 ©2 ©3

©4

Es claro que una renumeración de los vértices del diagrama de Dynkin conduce a di-
ferentes matrices de Cartan, pero éstas difieren entre sı́ por la conjugación de una matriz
de permutación. Por lo tanto la clase de permutación de una matriz de Cartan abstracta
está completamente determinada por su diagrama de Dynkin.

11.7. Restricciones

En esta sección mostraremos otra lista de restricciones que tienen los diagramas de
Dynkin asociados a matrices de Cartan abstractas:

Proposición 11.16. Los diagramas de Dynkin asociados a matrices de Cartan abstractas tienen las
propiedades que se enuncian a continuación. Sea ` el tamaño de una matriz de Cartan dada, igual a
la cantidad de vértices de su diagrama de Dynkin asociado, entonces

a) La cantidad de pares i < j que tienen por lo menos una arista uniendo i con j es menor
estricta que `.

b) No contienen lazos.

c) A lo sumo 3 aristas llegan a cada vértice.

Demostración. Sabiendo a), si el diagrama tuviera un lazo, podrı́amos eliminar todos los
vértices que no estuvieran en el lazo y entonces tendrı́amos un diagrama circular que pro-
vendrı́a de una matriz de Cartan, digamos de r vértices, que tendrı́a por lo menos r aristas,
lo cual serı́a una contradicción con a); esto prueba b).

Para demostrar a) introduciremos vectores en R` que nos mostrarán cómo recomponer
un sistema de raı́ces a partir de una matriz de Cartan.

Sea A de Cartan y D = diag(d1, . . . , dn), di > 0, tal que DAD−1 es simétrica y definida
positiva. Sea Q la matriz dada por

DAD−1 = 2Q

el factor 2 está a propósito para que Q tenga unos en la diagonal. La matriz Q es simétrica
y definida positiva, luego tiene una raı́z cuadrada simétrica y definida positiva, que llama-
remos Q1/2. Sean φi ∈ R` los vectores columna de Q1/2, es decir, φi = Q1/2ei para 1 ≤ i ≤ `,
entonces

κ(φi, φj) = κ(Q1/2ei, Q
1/2ej) = κ(Qei, ej) = Qij

Notar que κ(φi, φi) = 1, entonces si αi = diφi, la norma de estos vectores es |αi| = di, el
conjunto {αi} es un sistema linealmente independiente y se obtiene

Aij = 2(D−1QD)ij = 2d−1
i Qijdj = 2d−1

i djκ(φi, φj)

= 2d−1
i djκ

(
αi
di
,
αj
dj

)
= 2

1

di
2κ(αi, αj)

= 2
κ(αi, αj)

|αi|2
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Como consecuencia,

Aij · Aji = 2
κ(αi, αj)

|αi|2
2
κ(αi, αj)

|αj|2
= 4

κ(αi, αj)
2

|αi|2|αj|2

entonces, si recordamos que κ(αi, αj) ≤ 0 para todo i 6= j, obtenemos√
Aij · Aji = −2

κ(αi, αj)

|αi||αj|

Para concluir la prueba del item a), consideremos el vector

α :=
∑̀
i=1

αi
|αi|

=
∑̀
i=1

φi

entonces

0 < |α|2 =
∑̀
i,j=1

κ(αi, αj)

|αi||αj|

=
∑̀
i=1

κ(αi, αi)

|αi||αi|
+ 2

∑
i<j

κ(αi, αj)

|αi||αj|

= `+
∑
i<j

2
κ(αi, αj)

|αi||αj|

= `−
∑
i<j

√
AijAji

Dado que AijAji = 0, 1, 2, 3, si eliminamos los casos en que da cero, que ocurren exacta-
mente entre vértices no conectados por ninguna arista, tenemos

√
AijAji = 1,

√
2,
√

3, que,
en cualquiera de los casos, es mayor o igual que uno. Por lo tanto

0 < `−
∑
i<j

√
AijAji ≤ `−#{pares i < j conectados}

Para demostrar c), consideremos un vértice i cualquiera, al cual, en la notación anterior,
le asignamos el vector αi; a la vez, sean β1, . . . , βn los elementos correspondientes a los
vértices conectados con el vértice i a través de lr vértices cada uno. Notar que el diagrama
correspondiente a esta situación es de la forma

β2

l2

@@@@@@@@
β3

l3

β4

l4}}}}}}}}
· · ·

β1
l1

αi · · ·

Como el diagrama no tiene lazos, tenemos que (βj, βr) = 0, es decir, {β1, . . . , βn} es un
conjunto ortogonal y, renombrando α := αi, el conjunto {β1, . . . , βn, α} es linealmente inde-
pendiente. Sea U el subespacio generado por {β1, . . . , βn, α} y sea δ ∈ U un vector de norma
1 ortogonal a todos los βr, de manera que U también está generado por {β1, . . . , βn, δ}. Sa-
bemos que (α, δ) 6= 0 porque α no es combinación de los βr.
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Como {β1, . . . , βn, δ} es un sistema ortogonal, tenemos

|α|2 =
n∑
r=1

κ

(
α,

βr
|βr|

)2

+ κ(α, δ)2 >
n∑
r=1

κ

(
α,

βr
|βr|

)2

Recordemos que lr, la cantidad de aristas que conectan α y βr, es igual a 〈α, βr〉 · 〈βr, α〉, por
lo tanto

1 >
n∑
r=1

1

|α|2
κ

(
α,

βr
|βr|

)2

=
1

4

n∑
r=1

2
κ(α, βr)

|α|2
· 2κ(βr, α)

|βr|2
=

1

4

n∑
r=1

lr

es decir que
∑n

r=1 lr < 4.

Colapso de aristas

Consideremos la siguiente operación entre diagramas de Dynkin:

(*) Si dos vértices están unidos por exactamente una arista, contraemos dicha arista e identifica-
mos los vértices.

Ejemplo 11.17. Contrayendo la arista punteada de

©

@@@@@@@
©

© ©

~~~~~~~

~~~~~~~

@@@@@@@

©

~~~~~~~
©

obtenemos
©

@@@@@@@
©

©

~~~~~~~

~~~~~~~

@@@@@@@

©

~~~~~~~
©

Proposición 11.18. La operación en matrices de Cartan correspondiente a la operación anterior (*)
en los diagramas de Dynkin preserva la propiedad de ser de Cartan.

Demostración. Las condiciones de integralidad son claras, veamos la parte de simetrización
y definición positiva. Primero, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que los dos
vértices que están unidos por una única arista son exactamente los dos últimos vértices del
diagrama, por lo cual la matriz de Cartan inicial es de la forma:

A =

 A`−2
...

...
· · · 2 −1
· · · −1 2
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Cuando contraemos la arista e identificamos los dos vértices, la matriz que queda es del
tipo

Ã =

(
A`−2

...
· · · 2

)
donde el bloque de tamaño ` − 2 no se alteró, porque no se agregan ni se quitan aristas
entre los demás vértices y, si habı́a un vértice unido al último, o al anteúltimo, entonces
queda la misma arista unida al vértice nuevo, por lo tanto, lo que tenemos en la fila y
columna punteada no es otra cosa que la suma de las dos columnas (respectivamente,
filas) punteadas originales. Si denotamos por E a la matriz

E =


1 0 · · · 0 0
0 1 0

. . . . . . . . . ...
0 · · · 0 1 0 0
0 · · · 0 0 1 1

 ∈ R(`−1)×`

es claro que
Ã = EAEt

Si antes tenı́amos una matriz diagonal D = diag(d1, . . . , d`) tal que DAD1 era simétrica y
definida positiva, dado que el vértice `− 1 y el vértice ` estaban unidos por una única aris-
ta, tenemos que d`−1 = d` = d (ver lista de ejercicios), es decir, D = diag(d1, . . . , d`−2, d, d).
Tomemos ahora la matriz diagonal D̃ = diag(d1, . . . , d`−2, d). Dejamos como ejercicio com-
probar que

D̃ÃD̃−1 = EDAD−1Et

y por lo tanto, es definida positiva (ejercicio!).

Corolario 11.19. Los diagramas de Dynkin asociados a matrices de Cartan no contienen subgrafos
de la forma

©

@@@@@@@
©

~~~~~~~

© · · · ©

©

~~~~~~~
©

@@@@@@@

©

~~~~~~~

© © · · · ©

©

@@@@@@@

© © · · · © ©
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Corolario 11.20. Las posibilidades obtenidas hasta ahora para los diagramas de Dynkin conexos
que provienen de matrices de Cartan son de las formas siguientes:

i i i i . . . i i
i i . . . ��

HH
i i

i
. . .

. . .

i
i

i i. . . i i i . . . i
i i

11.8. Clasificación de los diagramas de Dynkin asociados a matrices de
Cartan

Para finalizar la clasificación, un cálculo adicional de determinantes nos llevará a la
demostración de la siguiente proposición:

Proposición 11.21. Los diagramas

© © © © ©

©

~~~~~~
©

© © ©

©

@@@@@@

©

©

© © © © © © © ©

©

© © © © © © ©

no corresponden a matrices de Cartan.

Antes de demostrar esta proposición, enunciemos como corolario el siguiente teorema
de clasificación:
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Teorema 11.22. Los diagramas de Dynkin conexos que provienen de matrices de Cartan son:

A`, ` ≥ 1 i1 i2 i3 i4 . . . i`-1 i`
B`, ` ≥ 2 i1 i2 i3 i4 . . . i`-1> i`
C`, ` ≥ 3 i1 i2 i3 i4 . . . i`-1< i`
D`, ` ≥ 4 i1 i2 i3 i4 . . . ��H

H
i`-2 i`-1

i`
E6, E7, E8

i1 i3 i4
i2

i5 i6 i1 i3 i4
i2

i5 i6 i7

i1 i3 i4
i2

i5 i6 i7 i8
F4

i1 i2 > i3 i4
G2 i1 < i2

Para demostrar la proposición 11.21, conviene primero realizar el siguiente cálculo de
determinantes.

Lema 11.23. El determinante de la matriz A` =



2 −1 0 · · · 0
−1 2 −1

0 −1
. . . . . . ...

... . . . 2 −1 0
0 · · · −1 2 −1
0 · · · 0 −1 2


es `+ 1.
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Demostración. El lema es evidente para detA1 = 2 y también es claro que

detA2 = det

(
2 −1
−1 2

)
= 4− 1 = 3

Para el caso general ` > 2, si desarrollamos el determinante por la primera columna, obte-
nemos

detA` = 2 detA`−1 − detA`−2.

Consideremos la sucesión de números d` = ` + 1, que verifica d1 = 2, d2 = 3 y la misma
fórmula de recurrencia d` = 2d`−1 − d`−2 que la que verifica detA`, por lo tanto detA` =
d` = `+ 1 para todo ` ≥ 1.

Demostración de la proposición 11.21. Consideraremos la matriz de números enteros aso-
ciada a cada uno de los diagramas y calcularemos su determinante. Si la matriz fuera de
Cartan, deberı́a dar un número positivo, pero veremos que en todos los casos da cero.

El primer diagrama a considerar es:

© © © © ©

Si enumeramos los vértices de izquierda a derecha, la matriz asociada es
2 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0

0 −2 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
0 0 0 −1 2


Para calcular el determinate, desarrollemos por la primera fila:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0

0 −2 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
0 0 0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0 0
−2 2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0 0
−2 2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
El segundo determinante es claramente igual a− detA3 = −4. Para el primer determinante,
desarrollamos nuevamente por la primera fila y obtenemos

= 2

2

∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
−1 2 −1

0 −1 2

∣∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
−1 2 −1

0 −1 2

∣∣∣∣∣∣
− 4

= 2 (2 detA3 + 2(−1) detA2)− 4 = 2(2× 4− 2× 3)− 4 = 2× 2− 4 = 0

Para el segundo diagrama

©7

zzzzzz
©6

©1 ©2 ©3

©4

DDDDDD

©5
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enumeramos los vértices como lo indica la figura, la matriz asociada a este diagrama es:

2 −1 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 −1
0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 −1 2 0 0
0 0 0 0 0 2 −1
0 0 −1 0 0 −1 2


Desarrollando por la última fila, obtenemos

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0
−1 2 0 0 0 0

0 −1 −1 0 0 −1
0 0 2 −1 0 0
0 0 −1 2 0 0
0 0 0 0 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0
0 −1 2 −1 0 −1
0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 0

0 0 0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0
0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 0

0 0 0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Considerando la estructura de bloques como lo indicado por las lı́neas,

= − detA2

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0 −1

2 −1 0 0
−1 2 0 0

0 0 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣− detA5 + 2× 2 detA5

= −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0 −1

2 −1 0 0
−1 2 0 0

0 0 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣+ 3× 6

Si el determinante que falta calcular diera 6, finalizarı́amos este caso. En efecto, esto es
ası́ pues, si lo desarrollamos por la tercera fila, obtenemos∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 −1
2 −1 0 0
−1 2 0 0

0 0 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2

∣∣∣∣∣∣
−1 0 −1

2 −1 0
−1 2 0

∣∣∣∣∣∣ = +2

∣∣∣∣ 2 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 2× 3 = 6

como querı́amos.
Restan calcular los determinantes de la matrices asociadas a los diagramas

i 2i1 i3 i4
i9

i5 i6 i7 i8
y

©

© © © © © © ©



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ÁLGEBRAS DE LIE 110

Calcularemos el determinante de la matriz asociada al primer diagrama, y veremos que es
cero. Para el último diagrama el procedimiento es el mismo, por lo que lo dejamos como
ejercicio. La matriz asociada al diagrama anterior (con los vértices numerados) es:

2 −1 0 0 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 0 −1 2 −1 0 −1
0 0 0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 0 0 −1 2 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 2


Desarrollando por la última fila, tenemos que el determinante es igual a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 0 0 0
0 0 0 0 −1 −1 0 −1
0 0 0 0 0 2 −1 0
0 0 0 0 0 −1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Aprovechando la estructura en bloques en el primer caso y el caso de tipo A8, obtenemos

= detA5(−1) detA2 + 2 detA8 = −6× 3 + 2× 9 = −18 + 18 = 0

Esto concluye la prueba de la proposición 11.21.

Observación 11.24. El álgebra de Lie sl(`+ 1) tiene sistema de raı́ces simples con matriz de
Cartan de tipo A`. Las otras álgebras de Lie clásicas aparecen como so(2`) de tipo B`, sp(`)
de tipo C`, so(2`+1) de tipoD`. Es decir que álgebras de Lie clásicas cubren todas las series
infinitas. Faltarı́a ver que los diagramas de Dynkin excepcionales de tipos E6,7,8, F4 y G2

también corresponden a álgebras de Lie simples (con lo cual también corresponderı́an esas
matrices a sistemas de raı́ces simples). La respuesta afirmativa a esta última pregunta no
se conocı́a en el momento de la clasificación de las matrices de Cartan, pero las álgebras de
Lie correspondientes (hasta ese entonces desconocidas) se encontraron rápidamente, con
la motivación de este resultado de clasificación.

11.9. Ejercicios

1. Calcular los determinantes de las matrices de Cartan de tipos B`, C`, D`, E6,7,8, F4 y
G2; deberı́a obtener, respectivamente, 2, 2, 4, 3, 2, 1, 1, 1.

2. Sea E un espacio Euclı́deo, Φ un sistema de raı́ces en E y ∆ una elección de raı́ces
simples.

a) Si ∆ = ∆1

∐
∆2 con (α, β) = 0 si α ∈ ∆1 y β ∈ ∆2, muestre entonces que

Φ = Φ1 × Φ2 con (Φ1,Φ2) = 0.
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b) Muestre que ∆ = ∆1

∐
∆2 equivale a decir que el diagrama de Dynkin tiene

por lo menos dos componentes conexas y que a la vez esto equivale a que la
matriz de Cartan (eventualmente conjugada por una matriz de permutación) es
una matriz con (por lo menos) dos bloques.

3. Sea g un álgebra de Lie semisimple, h una subálgebra de Cartan, Φ un sistema de
raı́ces, ∆ un subconjunto de raı́ces simples. Supongamos que ∆ = ∆1

∐
∆2 con

(α, β) = 0 si α ∈ ∆1 y β ∈ ∆2. Muestre entonces que h = h1 ⊕ h2 con ∆i ⊂ h∗i
(i = 1, 2), y que g = g1 ⊕ g2 es suma directa de dos álgebras de Lie semisimples, con
hi una subálgebra de Cartan de gi.

4. Sea A una matriz de Cartan y D = diag(d1, . . . , d`) una matriz diagonal con di > 0 tal
que DAD−1 es simétrica y definida positiva.

a) Si hay un par de ı́ndices i 6= j tales que Aij = Aji, muestre que di = dj .

b) Demuestre que si el diagrama de Dynkin es conexo, la matrizD con las propieda-
des requeridas (D es diagonal positiva yDAD−1 es simétrica y definida positiva)
está unı́vocamente determinada a menos de un factor global.
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12. Relaciones de Serre

Sea g un álgebra de Lie semisimple compleja con subálgebra de Cartan h, sistema de
raı́ces Φ, elección de raı́ces simples ∆ = {α1, . . . , α`} y matriz de Cartan (Aij)1≤i,j≤`.

Definimos
hi =

2

|αi|2
Hαi

ei = vector no nulo en gαi

fi = vector (necesariamente no nulo) en g−αi tal que κ(ei, fi) = 2
|αi|2

Proposición 12.1. El conjunto BS = {hi, ei, fi : i = 1, . . . , `} genera g como álgebra de Lie.

Proposición 12.2 (Relaciones de Serre). El conjunto BS = {hi, ei, fi : i = 1, . . . , `} satisface las
siguientes relaciones:

(S1) [hi, hj] = 0, para todo i, j

(S2) [ei, fi] = hi, [ei, fj] = 0, para i 6= j

(S3) [hi, ej] = 〈αj, αi〉ej = Aijej , [hi, fj] = −〈αj, αi〉fj = −Aijfj , para todo i, j

(S+
ij) (adei)

1−Aij(ej) = 0, para i 6= j

(S−ij) (adfi)
1−Aij(fj) = 0, para i 6= j

Demostración. [hi, hj] = 0 es claro. También sabemos que si i 6= j, [ei, fj] = 0 pues αi−αj no
es raı́z (porque no es ni positiva ni negativa) y si i = j entonces

[ei, fi] = κ(ei, fi)Hαi =
2

|αi|2
Hαi = hi

Para las relaciones entre los hi y los ej :

[hi, ej] = αj(hi)ej = αj

(
2

|αi|2
Hαi

)
ej = κ

(
Hαj ,

2

|αi|2
Hαi

)
ej =

2

|αi|2
κ (αj, αi) ej = Aijej

Análogamente
[hi, fj] = −αj(hi)fj = −Aijfj

Para las relaciones no cuadráticas, utilicemos las longitudes de las α-cuerdas. Sabemos que

ej ∈ gαj , adei(ej) ∈ gαi+αj , ad2
ei

(ej) ∈ gαi+2αj , ad3
ei

(ej) ∈ gαi+2αj , . . .

Si αi + qαj es raı́z pero αi + (q+ 1)αj no es raı́z, entonces adqei(ej) 6= 0 y adq+1
ei

(ej) = 0. Notar
que αj − αi no es raı́z. Obtenemos la igualdad para p = 0 y q como en el lema 11.2.

p− q = −q = 2
κ(αi, αj)

κ(αi, αi)
= Aij

La relación con los fi es completamente análoga.
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Observación 12.3. Base de Chevalley. Los elementos ei, fi, hi con 1 ≤ i ≤ ` tienen buenas
propiedades pero no son una base de g. Es posible, sin embargo, construir una base de g con
la propiedad que todas las constantes de estructura sean números enteros, la denominada
base de Chevalley de g. Una base de Chevalley de g es de la forma

{xα : α ∈ Φ;hi : 1 ≤ i ≤ `}

con hi := hαi para algún sistema de raı́ces simples ∆ = {α1, . . . , α`} de Φ, tal que satisface

Para toda α ∈ Φ, [xα, x−α] = hα y hα es combinación lineal entera de los {h1, . . . , h`}.

Si α, β ∈ Φ son independientes y β − pα, . . . , β + qα es la α-cuerda que contiene a β
entonces

[xα, xβ] =

{
±(p+ 1)xα+β si α + β ∈ Φ,

0 si α + β /∈ Φ

Para todo α ∈ Φ y para todo 1 ≤ i ≤ `, [hi, xα] = 2 κ(α,αi)
κ(αi,αi)

xα.

La comprobación de la existencia de una base de Chevalley se encuentra en [Hu].

Enunciamos sin demostración el siguiente resultado de reconstrucción:

Proposición 12.4. Sea A una matriz de Cartan abstracta, entonces el álgebra de Lie libre con
generadores el conjunto BS = {h1, . . . , h`, ei, . . . , e`, f1, . . . , f`} y sujeta a las relaciones de Serre es
un álgebra de Lie semisimple. El subespacio generado por las clases de hi forma una subálgebra de
Cartan. Para cada 1 ≤ i ≤ `, el subespacio generado por ei es un espacio raı́z; eligiendo éstas raı́ces
como positivas, los ei corresponden a espacios de raı́ces simples. Los subespacios generados por los fi
forman subespacios de raı́ces negativas. La matriz de Cartan asociada a esta álgebra con elección de
subálgebra de Cartan y raı́ces simples anteriores coincide con la matriz de Cartan abstracta original.

Corolario 12.5. Dos álgebras de Lie semisimples con misma matriz de Cartan son isomorfas.

12.1. Teoremas de isomorfismo

Sean g y g′ álgebras de Lie simples complejas, sean h y h′ subálgebras de Cartan de g
y g′ respectivamente, y Φ y Φ′ los sistemas de raı́ces correspondientes. Se prueba que un
isomorfismo entre Φ y Φ′ induce un isomorfimo de álgebras de Lie entre g y g′ que hace
corresponder h con h′.

Esto dice que la aplicación:
{clases de isom. de álg. de Lie s.s. /C} → {clases de isom. de sist. de raı́ces abstractos}

es inyectiva

Por definición, un isomorfimo π : Φ → Φ′ induce un isomorfimo entre los correspon-
dientes espacios ambientes, h∗0 en h′∗0, que, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
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es una isometrı́a, dado que los axiomas de sistema de raı́ces siguen valiendo si se cambia el
producto interno original por un múltiplo positivo.

Complexificando, obtenemos un isomorfismo π : h∗ → h′∗. Vı́a Killing identificamos
a h y h′ con sus duales. Explı́citamente, para cada α ∈ h∗ existe un único Hα ∈ h tal que
α = κ(Hα,−). Dado que el isomorfismo entre Φ y Φ′ viene de una isometrı́a, y dado que
hα = 2 Hα

κ(α,α)
entonces π(hα) = hπ(α) i.e. hα 7→ h′α′ .

Dado que h y h′ son abelianas, π es un isomorfismo de álgebras de Lie. Queremos ex-
tender a un isomorfismo g→ g′. Sea 0 6= xα ∈ gα una elección abritraria de un elemento no
nulo para cada α ∈ ∆, idem 0 6= x′α′ ∈ g′α′ para cada α′ ∈ ∆′.

Dada esta elección, afirmamos que existe un único isomorfismo de álgebras de Lie xα 7→
x′α′ para todo α ∈ ∆.

La parte de unicidad es clara pues una vez determinado su valor en h, un morfismo
de álgebras de Lie debe preservar los pesos con respecto a h y h′ respectivamente. Como
consecuencia, los valores de un morfismo tal en xα ∈ gα para todo α ∈ ∆ quedan deter-
minados a menos de múltiplos. Una vez hecha esta elección, los valores en x−α quedan
unı́vocamente determinados por la condición de preservar el corchete [xα, x−α] = hα. No-
temos que el conjunto {x±α : α ∈ ∆} es un sistema de generadores como álgebra de Lie, de
donde se sigue la unicidad. La existencia se sigue del teorema de reconstrucción de Serre,
que enunciamos en la sección siguiente.

12.2. Teorema de reconstrucción

Teorema 12.6. [Serre]. Dado un sistema de raı́ces abstracto Φ con una elección de raı́ces simples
∆ = {α1, . . . , α`}, sea g el álgebra de Lie libre generada por los 3` elementos {xi, yi, hi : 1 ≤ i ≤ `}
sujetos a las relaciones (S1), (S2), (S3), (S+

ij) y (S−ij). Entonces g es un álgebra de Lie de dimensión
finita, semisimple, el subespacio vectorial generado por los hi es una subálgebra de Cartan, y su
correspondiente sistema de raı́ces es Φ.

El teorema de Serre dice que la aplicación:
{clases de isom. de álg. de Lie s.s. /C} → {clases de isom. de sist. de raı́ces abstractos}

es suryectiva.

12.3. Reconstrucción de g a partir de su matriz de Cartan: Ejemplos

Reconstruiremos g para algunos casos de rango 2 a partir de su matriz de Cartan A y
las relaciones de Serre.

12.3.1. Matriz de Cartan de tipo A1 × A1

Sea A =

(
2 0
0 2

)
la matriz de Cartan de tipo A1×A1. Las relaciones de Serre para este

caso son:
[h1, h2] = 0, [e1, f1] = h1, [e2, f2] = h2, [e1, f2] = 0 = [e2, f1]

[h1, e1] = 2e1, [h2, e2] = 2e2,
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[h1, e2] = 0 = [h2, e1]

[h1, f1] = −2f1, [h2, f2] = 2f2,

[h1, f2] = 0 = [h2, f1]

y las últimas relaciones, como para i 6= j Aij = 0, tenemos

[e1, e2] = 0 = [f1, f2]

Vemos claramente que los ı́ndices 1 conmutan con los ı́ndices 2, por lo tanto

g = 〈f1, h1, e1〉 ⊕ 〈f2, h2, e2〉 ∼= sl(2,C)⊕ sl(2,C).

12.3.2. Matriz de Cartan de tipo A2

Sea A =

(
2 −1
−1 2

)
la matriz de Cartan de tipo A2. Las relaciones de Serre en este

caso son:
[h1, h2] = 0, [e1, f1] = h1, [e2, f2] = h2, [e1, f2] = 0 = [e2, f1],

[h1, e1] = 2e1, [h2, e2] = 2e2,

[h1, e2] = −2e2, [h2, e1] = −e1,

[h1, f1] = −2f1, [h2, f2] = 2f2,

[h1, f2] = f2, [h2, f1] = f1

y las últimas relaciones, como para i 6= j Aij = −1,

0 = [e1, [e1, e2]] = [e2, [e2, e1]] = [f1, [f1, f2]] = [f2, [f2, f1]]

Notar que

[f1, [e1, e2]] = [[f1, e1], e2] + [e1, [f1, e2]] = [h1, e2] + [e1, 0] = −e1 6= 0

por lo tanto [e1, e2] 6= 0, y análogamente [f1, f2] 6= 0. Más aún, calculando los pesos con
respecto a h1 y h2 podemos ver que {h1, h2, e1, e2, f1, f2, [e1, e2], [f1, f2]} es un conjunto line-
almente independiente, y cerrado por la operación corchete. Concluı́mos que dim g = 8 y
podemos verificar sin dificultad que las reglas de conmutación son las de sl(3,C).

12.3.3. Matriz de Cartan de tipo B2

Sea A =

(
2 −1
−2 2

)
la matriz de Cartan de tipo A2. Las relaciones de Serre en este

caso son:
[h1, h2] = 0, [e1, f1] = h1, [e2, f2] = h2, [e1, f2] = 0 = [e2, f1],

[h1, e1] = 2e1, [h2, e2] = 2e2,

[h1, e2] = −e2, [h2, e1] = −2e1,

[h1, f1] = −2f1, [h2, f2] = −2f2,

[h1, f2] = f2, [h2, f1] = 2f1
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y las últimas relaciones, como A12 = −1 y A21 = −2, tenemos

0 = [e1, [e1, e2]] = [f1, [f1, f2]] = 0

0 = [e2, [e2, [e2, e1]]] = [f1, [f1, [f1, f2]]] = 0

Ésto nos dice que los elementos [e1, e2] y [f1, f2] son no nulos, ası́ como también [e2[e1, e2]] y
[f2, [f1, f2]].

Consideremos la subálgebra generada por e1 y e2; llamemos e3 := [e1, e2] y e4 := [e2, e3],
tenemos la tabla de corchetes dada por:

e1 e2 e3 e4

e1 0 e3

e2 −e3 0 e4

e3 −e4 0
e4 0

también las relaciones
0 = [e1, [e1, e2]] = [e2, [e2, [e2, e1]]]

nos dicen que [e1, e3] = 0 = [e2, e4], por lo tanto, podemos completar un poco la tabla

e1 e2 e3 e4

e1 0 e3 0
e2 −e3 0 e4 0
e3 0 −e4 0
e4 0 0

Para calcular [e1, e4] usemos la condición de Jacobi:

[e1, e4] = [e1, [e2, e3]] = [[e1, e2], e3] + [e2, [e1, e3]] = [e3, e3] + [e2, 0] = 0 + 0 = 0

y análogamente

[e3, e4] = [[e1, e2], e4] = [[e1, e4], e2] + [e1, [e2, e4]] = [0, e2] + [e1, 0] = 0

por lo tanto la tabla resulta

e1 e2 e3 e4

e1 0 e3 0 0
e2 −e3 0 e4 0
e3 0 −e4 0 0
e4 0 0 0 0

Ejercicio 12.7. Definir de manera análoga f3 y f4, y calcular explı́citamente [ei, fj], para
j = 1, 2, 3, 4 y [hi, ej], [hi, fj] para i = 1, 2 y j = 1, 2, 3, 4.

Obtenemos que dim(g) = 4 · 2 + 2 = 10 y las relaciones implican que se trata del álgebra
de Lie so(5,C).
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12.4. Existencia de la forma real compacta

Sea g un álgebra de Lie simple sobre C y consideremos un sistema de generadores de
Chevalley - Serre {eα, fα, hα}α∈∆. Se denota i :=

√
−1. Se define la forma real u como el

álgebra de Lie real generada por

{ihα, (eα − fα), i(eα + fα)}α∈∆

Se prueba explı́citamente que la forma de Killing de u es definida negativa, luego u es un
álgebra de Lie compacta.

Las formas reales de las álgebras de Lie clásicas se dan en la siguiente tabla:

tipo g u
An sl(n+ 1,C) su(n)
Bn so(2n+ 1,C) so(2n+ 1,R)
Cn sp(n,C) sp(n,R)
Dn so(2n,C) so(2n,R)

12.5. Ejercicios

1. Determinar la matriz de Cartan de G2. Sea el álgebra de Lie libre con conjunto de
generadores {h1, h2, e1, e2, f1, f2}, módulo las relaciones de Serre asociada a G2. Es-
criba las relaciones correspondientes a la subálgebra generada por {ei : 1 ≤ i ≤ 2}.
¿Qué dimensión tiene la subálgebra generada por {ei : 1 ≤ i ≤ 2}? ¿Qué dimensión
tiene toda el álgebra?

2. Determinar la matriz de Cartan de F4. Sea el álgebra de Lie libre con conjunto de
generadores {h1, h2, h3, h4, e1, e2, e3, e4, f1, f2, f3, f4}, módulo las relaciones de Serre
asociada a F4. Escriba las relaciones correspondientes a la subálgebra generada por
{ei : 1 ≤ i ≤ 4}. ¿Qué dimensión tiene la subálgebra generada por {ei : 1 ≤ i ≤ 4}?
¿Qué dimensión tiene toda el álgebra? (“es grande”)

3. Para ` = 2 las matrices de Cartan de tipo B2 (so(2` + 1)) y C2 (sp(`)) son conjugadas
por una permutación, luego, la clasificación predice un isomorfismo so(2 × 2 + 1) =
so(5) ∼= sp(2). Encuentre explı́citamente el isomorfismo.

4. Para ` = 3, el diagrama D3 (so(2`)) es el mismo que A3, por lo tanto debe existir un
isomorfismo so(2× 3) = so(6) ∼= sl(4). Descrı́balo explı́citamente.
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13. Representaciones

13.1. Acción del Casimir: Lema de Whitehead y Teorema de Weyl

Sea g un álgebra de Lie semisimple compleja con subálgebra de Cartan h y Φ el sistema
de raı́ces de g relativo a h. Sea Φ+ una elección de raı́ces positivas. Sabiendo que Φ =
Φ+
∐

Φ− obtenemos los siguientes resultados:

Corolario 13.1. Sea n+ =
⊕
α∈Φ+

gα y n− =
⊕
α∈Φ−

gα, entonces

1. g = n−⊕ h⊕ n+ como espacio vectorial, n+, n− y h son subálgebras de Lie, también h⊕ n+⊕
y n− ⊕ h son subálgebras de Lie, con n+ y n− ideales respectivos.

2. Los subespacios n+ y n− son subálgebras nilpotentes y actúan ad-nilpotentemente en g.

3. Los subespacios n+ ⊕ h y n− ⊕ h son subálgebras de Lie solubles.

4. Sea V una representación de g de dimensión finita, entonces existe 0 6= v0 ∈ V tal que
Eα.v0 = 0 para toda α ∈ Φ+.

5. Sea S una representación de dimensión finita simple de g, entonces el Casimir actúa en S
como escalar y este escalar es nulo sólo en la representación trivial.

6. Vale el Lema de Whitehead para g, es decir, para cualquier representación de dimensión finita
V , se verifica la igualdad Der(g, V ) = InDer(g, V ).

7. Vale el Teorema de Weyl para g, es decir, toda representación de dimensión finita de g se
descompone como suma directa de subrepresentaciones simples.

Demostración. Las pruebas de 1, 2 y 3 son claras.

4. Sea V una representación de g de dimensión finita; por restricción, es una repre-
sentación de n+. Fijado Eα, con α ∈ Φ+, consideremos la subálgebra slα de g isomorfa a
sl(2,C), generada por {Hα, Eα, E−α}. Dado que es de dimensión finita, V es suma directa
de representaciones slα-simples y, como en cada representación simple la acción de Eα es
nilpotente, entonces Eα es nilpotente en V .

Si consideramos n+ actuando en V , su imagen en End(V ) es una subálgebra de Lie solu-
ble, luego es isomorfa a una subálgebra de matrices triangulares superiores. Pero además
se tiene un sistema de generadores nilpotentes, (los Eα actuando en V ), luego, en la dia-
gonal, tienen que tener ceros. Por lo tanto, combinaciones lineales de triangulares estrictas
da triangulares estrictas. Es decir, la imagen de n+ en la representación consiste de endo-
morfismos nilpotentes. Por el Teorema de Engel, existe 0 6= v0 ∈ V con Eαv0 = 0 para todo
α ∈ Φ+.

5. Dada una representación simple S, sabemos por el Lema de Schur que el Casimir debe
actuar por un escalar; se quiere probar que si la representación no trivial, entonces el escalar
es no nulo.

Elijamos Eα ∈ gα de manera tal que κ(Eα, E−α) = 1. Luego, el Casimir es de la forma

ω =
∑
α∈Φ+

(Eα ⊗ E−α + E−α ⊗ Eα) +
∑
i

Hi ⊗H i
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donde {Hi : 1 ≤ i ≤ `} recorre una base de h y {H i : 1 ≤ i ≤ `} es la base dual res-
pecto de Killing. Para cada α, consideremos el número mα igual a la dimensión de la slα-
subrepresentación de S generada por v0.

Si mα = 1 para todo α, entonces E−α también actúa por cero en v0 y en consecuencia
Hα actúa por cero en v0, por lo tanto Cv0 es una subrepresentación de S con respecto a g
y dado que S es simple, debe ser S = Cv0. Concluı́mos que si S no es la representación
trivial, entonces debe existir al menos un mα > 1.

Si consideramos la componente del Casimir en ⊕
α∈Φ

gα ⊗ g−α actuando en v0, la carateri-

zación de las representaciones de sl(2,C) dada en el teorema 9.1 aplicada a cada slα implica∑
α∈Φ+

(Eα ⊗ E−α + E−α ⊗ Eα)v0 =
∑
α∈Φ+

EαE−αv0

=
∑
α∈Φ+

κ(α, α)

2

2

κ(α, α)
EαE−αv0 =

∑
α∈Φ+

κ(α, α)

2
XαYαv0

=
∑
α∈Φ+

κ(α, α)

2
Xαv

(α)
1 =

(∑
α∈Φ+

κ(α, α)

2
(mα − 1)

)
v0

Tenemos que mα − 1 ≥ 0 y, además, debe existir al menos un α0 tal que mα0 − 1 > 0 y que
la forma de Killing es definida positiva en el subespacio real generado por las raı́ces, por
lo tanto, estos términos de la suma contribuyen con un número positivo.

A continuación consideremos la componente de ω en h ⊗ h. Tomemos un subconjunto
de raı́ces ∆ de manera tal que {Hα : α ∈ ∆} sea base de h. Debemos calcular {Hα : α ∈ ∆},
la base dual con respecto a la forma de Killing. Sabemos que la matriz K con coeficientes
κα,β := κ(α, β)α,β∈∆ es definida positiva y, por lo tanto, su inversa también es definida
positiva. Si denotamos κα,β := (K−1)α,β a los coeficientes de la matriz inversa, afirmamos
que

Hβ =
∑
α

καβHα

En efecto,

κ(Hα, H
β) = κ(Hα,

∑
γ

κβγHγ) =
∑
γ

κβγκ(Hα, Hγ) =
∑
γ

κβγκα,γ = δβα

Denotemos por ωh a la parte del Casimir en h⊗ h, que resulta

ωh =
∑
α

Hα ⊗Hα =
∑
α,β

κα,βHα ⊗Hβ

Ahora hacemos actuar ωh en v0 y obtenemos

ωh · v0 =
∑
α,β

κα,βHαHβv0 =
∑
α,β

κ(α, α)

2

κ(β, β)

2
κα,β

2Hα

κ(α, α)

2Hβ

κ(β, β)
v0

=
∑
α,β

κ(α, α)

2

κ(β, β)

2
κα,β(mα − 1)(mβ − 1)v0
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=

(∑
α,β

(
κ(α, α)

2
(mα − 1)

)
κα,β

(
κ(β, β)

2
(mβ − 1)

))
v0 =: chv0

Veamos que ch ∈ R>0. Al igual que antes, algún mα − 1 es positivo, en particular no nulo.
Fijemos una numeración de los elementos de ∆ y llamemos κij = κ(αi, αj), y análogamente
kij , entonces el vector(

κ(α, α)

2
(mα − 1)

)
α∈∆

=
(

κ11(mα1−1)

2
, . . . ,

κ``(mα`−1)

2

)
∈ R`

es no nulo, con coeficientes reales, luego la forma bilineal con matriz K−1, siendo definida
positiva, premultiplicada y aplicada al mismo vector, da un número real positivo. Explı́ci-
tamente, calculado en términos matriciales, el número ch es:

ch =
(

κ11(mα1−1)

2
, . . . ,

κ``(mα`−1)

2

) κ11 · · · κ1`

... κij
...

κ`1 · · · κ``




κ11(mα1−1)

2
...

κ``(mα`−1)

2

 > 0

En consecuencia, el Casimir actuando en v0 es la suma de dos números positivos, mul-
tiplicados por v0.

Los items 6 y 7 ya han sido demostrados en los teoremas teoremas 9.8 y 9.13 respecti-
vamente, suponiendo la validez del item 5.

13.2. Representaciones de peso máximo

Sea g un álgebra de Lie compleja semisimple y fijemos h una subálgebra de Cartan,
∆ = {α1, . . . , α`} un sistema de raı́ces simples, y llamemos hi := 2

κ(αi,αi)
Hαi .

13.3. Representaciones de dimensión finita

Para cada λ ∈ h∗, construiremos una representación Vλ, que en general resultará de
dimensión infinita, pero mostraremos que Vλ es de dimensión finita si y sólo si λ(hi) es un
entero no negativo, i = 1, . . . , `. Veremos también que con este procedimiento, se obtienen
todas las representaciones de dimensión finita de g.

Primero recolectemos lo que sabemos hasta ahora de representaciones:

Lema 13.2. Sea V una representación de dimensión finita de g, entonces

V es suma directa de subrepresentaciones simples V = ⊕Si.

Todos los hi son simultáneamente diagonalizables en V y sus autovalores son números enteros.

Existe 0 6= v0 ∈ V tal que x.v0 = 0, para todo x ∈ gα con α > 0.

En efecto, la primera parte es el Teorema de Weyl, que fue demostrada luego de estudiar
la acción del Casimir en las representaciones simples. La segunda parte fue demostrada
especı́ficamente para sl(2,C), y dado hi, tomamos 0 6= ei ∈ gαi y fi ∈ g−αi los generadores
de Chevalley, que nos proveen de una subálgebra de Lie de g isomorfa a sl(2,C) y por
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restricción, V es un sl(2,C)-módulo con respecto a esta subálgebra y por lo tanto hi se
diagonaliza con autovalores enteros. La tercera parte se demostró luego de ver que una
elección de orden en las raı́ces implica una descomposición triangular de la forma g =
n− ⊕ h⊕ n+.

Hemos visto que en las representaciones simples de sl(2,C) los autovalores de H van
de −m − 1 a m + 1, saltando de dos en dos y que v0 tiene autovalor máximo; si v0 es de
peso máximo para todos los hi entonces los autovalores de hi en v0 son todos no negativos.
Recordemos la definición de espacio de peso:

Definición 13.3. Sea V un h-módulo y µ ∈ h∗, llamamos espacio de peso µ, que denotamos
por Vµ, al subespacio de V definido por

Vµ = {v ∈ V : h.v = µ(h)v}

Proposición 13.4. Sea V un g-módulo de dimensión finita, entonces

1. Existe una cantidad finita de elementos µ ∈ h∗ tales que Vµ 6= 0 y V =
⊕
µ∈h∗

Vµ.

2. Para todo α ∈ Φ se verifica gα · Vµ ⊆ Vµ+α.

3. Si V es simple, entonces dim{v ∈ V : x.v = 0 ∀x ∈ n+} = 1. Además, {v ∈ V : x.v =
0 ∀x ∈ n∗} es de la forma Vλ y todo Vµ que aparece en V es de la forma Vµ = Vλ−

∑
i niαi

con
ni enteros no negativos.

Demostración. El item 1 es consecuencia de la segunda parte del lema anterior.
2. Sea x ∈ gα y v ∈ Vµ, entonces

h(x.v) = h(x.v)− x(h.v) + x(h.v) = [h, x].v + x.(h.v)

= (α(h)x).v + x.(µ(h).v) = (α(h) + λ(h))(x.v)

3. Supongamos ahora que V es simple y sea v0 ∈ V tal que gα · v = 0 para todo α > 0. Si
consideramos la acción de cada sl(2)α, sabemos que la acción de cada hi es diagonal, por lo
tanto, es de la forma Vλ.

Para el resto, conviene utilizar el álgebra envolvente, que veremos un poco más adelan-
te (ver proposición 13.20).

13.4. El Álgebra envolvente universal

Dado un espacio vectorial W sobre un cuerpo K, se define el álgebra tensorial en W ,
que denotamos por TKW , o TW si sobrentendemos el cuerpo K, como

TW =
∞⊕
n=0

W⊗n = K⊕W ⊕W⊗2 ⊕W⊗3 ⊕ · · ·

con el producto asociativo dado por la yuxtaposición, es decir,

(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · (w1 ⊗ · · · ⊗ vm) := v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ vm

Esta álgebra tiene la propiedad de ser libre en W en el siguiente sentido:
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Proposición 13.5. Sea A una K-algebra asociativa y f : TW → A un morfismo de álgebras,
entonces la restricción de f a W determina una biyección

HomK−alg(TW,A) ∼= HomK(W,A)

Es decir, para definir un morfismo de álgebras con dominio en TW basta definir una transformación
lineal en W .

Demostración. Es claro que W es un sistema de generadores como álgebra de TW , y si dos
morfismos de álgebras coinciden en un sistema de generadores, entonces deben ser iguales.
Esto dice que la restricción a W de morfismos de álgebras TW → A es inyectiva. Para ver
que es suryectiva, construiremos un morfismo de álgebras ĝ : TW → A a partir de una
transformación lineal g : W → A. Para esto definimos ĝ(1) = 1A, ĝ(w) = g(w) si w ∈ W , y
ĝ(w1⊗· · ·⊗wr) := g(w1) · · · g(wr). Resulta bastante sencillo probar que ĝ está bien definido,
y es también bastante claro que resulta un morfismo de álgebras.

Si tenemos un álgebra de Lie g y nos interesamos en sus representaciones, nos importan
transformaciones lineales ρ : g → End(V ) que verifican ρ(x)ρ(y) − ρ(y)ρ(x) = ρ([x, y]).
Definimos entonces para un álgebra de Lie g su álgebra envolvente universal, denotada por
U(g) como

U(g) = Tg/〈x⊗ y − y ⊗ x− [x, y]〉

Dejamos como ejercicio mostrar que la propiedad universal del cociente de un anillo
por un ideal, junto con la propiedad universal de Tg, se traduce en lo siguiente:

Proposición 13.6. Sea g un álgebra de Lie y A una K-álgebra asociativa. Denotemos por Lie(A)
al álgebra de Lie con espacio vectorial subyacente igual a A y operación de corchete de Lie dada por
el conmutador, entonces la biyección

HomK−alg(Tg, A) ∼= HomK(g, A)

induce una biyección
HomK−alg(U(g), A) ∼= HomLie(g, Lie(A))

Como corolario, dado un espacio vectorial V , las posibles estructuras de g-módulo en
V están dadas por

HomLie(g, gl(V )) ∼= HomLie(g, Lie(End(V ))) ∼= Homk−alg(U(g),End(V ))

Este punto de vista permite estudiar las representaciones de un álgeba de Lie a partir de la
teorı́a de anillos. Notemos que en U(g) podemos reordenar los productos para escribir los
elementos como sumas de monomios en los generadores, en el orden que deseemos. Por
ejemplo, si x, y, z ∈ g, entonces en U(g) es cierta la igualdad

xzy = xzy − xyz + xyz = [x, z]y + xyz

Podemos considerar que el monomio xzy no está ”ordenado”, pero lo podemos escribir
como xyz (que esta ”ordenado”) más términos de menor grado. Notar que [x, z] ∈ g, luego
[x, z]y es un monomio de grado dos. El resultado que ordena y generaliza este argumento
es el siguiente teorema:
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Teorema 13.7. [Poincaré - Birkhoff - Witt.] Sea {x1, . . . , xn} una base de g sobre K, entonces el
conjunto de monomios {xm1

1 xm2
2 · · · xmnn : (m1,m2, . . . ,mn) ∈ Nn

0} es una K-base de U(g). Es
decir, U(g) ∼= K[x1, . . . , xn] como K-espacio vectorial.

Demostración: Ver [Hu], sección 17.4.

Definición 13.8. Sea A una K-álgebra; una sucesión de subespacios F :

0 = F−1 ⊆ F0 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fn ⊆ Fn+1 ⊆ · · ·

tales que A = ∪n≥0Fn y Fp · Fq ⊆ Fp+q para todo p, q ≥ 0 se dice una filtración de A. En este
caso, A se dice filtrada por F .

Ejemplos 13.9. 1. Si A = K[x1, . . . , xn], tiene la filtración por grado total:
Fd = K[x1, . . . , xn]≤d, los polinomios de grado total menor o igual que d.

2. Si V es un espacio vectorial, el álgebra tensorial TV está filtrada por la cantidad máxi-
ma de tensores que aparecen en una suma.

3. Si π : B → A es un morfismo de álgebras suryectivo y B está filtrada por subespacios
Fn, entonces los subespacios π(Fn) filtran a A. Como consecuencia, U(g) es natural-
mente un álgebra filtrada a partir del epimorfismo Tg→ U(g).

Definición 13.10. Sea A una K-álgebra, diremos que es graduada si A se descompone en
suma directa de subespacios

A =
⊕
n≥0

An

tales que An · Am ⊆ An+m para todo n,m ∈ N0.

Definición 13.11. Sea A un álgebra filtrada por F , se define el graduado asociado a (A,F),
denotado por grFA, a través de:

grF(A)n = Fn/Fn−1

grFA =
⊕
n

grF(A)n

Proposición 13.12. Sea A filtrada por F , entonces hay un producto graduado natural en
grFA =

⊕
n≥0

(grFA)n =
⊕
n≥0

(Fn/Fn−1) definido por:

(grFA)n × (grFA)m → grFA

(x mod Fn−1, y mod Fm−1) 7→ xy mod Fn+m−1

Proposición 13.13. Sea A un álgebra filtrada por F y para cada n, Bn una K-base de grF(A)n =
Fn/Fn−1, entonces B =

∐
n Bn es una base de grFA y si para cada n, Bn = {an1 , . . . , ans (n)}

elegimos ani ∈ Fn tales que ani = ani mod Fn−1 y B̂n = {an1 , . . . , ans(n)} entonces B̂ =
∐

n B̂n es una
base de A.

Teniendo en cuenta la estructura multiplicativa de grFU(g), el teorema de Poincaré -
Birkhoff - Witt se puede enunciar como

Teorema 13.14. [Poincaré - Birkhoff - Witt.] Sea g un álgebra de Lie sobre un cuerpo K y
{x1, . . . , xn} una K-base, entonces grU(g) ∼= K[x1, . . . , xn], es decir, el graduado asociado al álge-
bra envolvente es isomorfo al anillo de polinomios en n-variables. En particular, el conjunto de
monomios {xm1

1 · · ·xmnn : (m1, . . . ,mn) ∈ Nn
0} es una K-base de U(g).
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13.5. Módulos de peso

En toda esta sección, sea g un álgebra de Lie compleja semisimple y h una subálgebra
de Cartan de g. Si V un g-módulo, no necesariamente de dimensión finita, definimos

V ′ =
⊕
µ∈h∗

Vµ ⊆ V

donde Vµ = {v ∈ V : H ·v = µ(H)v, ∀H ∈ h}. Notar que los Vµ son subespacios que están en
suma directa, pues autovectores de autovalores distintos son linealmente independientes.

Se dice que V es un módulo o representación de peso si V = V ′. Observar que si
dimV <∞, entonces V es de peso, por la parte 1 de la proposición 13.4.

Lema 13.15. Si f : V → W es un morfismo de representaciones, entonces f(Vµ) ⊆ Wµ ∀µ ∈ h∗.

Demostración. Sea v ∈ Vµ; dado que f es morfismo de representaciones, obtenemos, para
todo H ∈ h:

H · f(v) = f(H · v) = f(µ(H)v) = µ(H)f(v)

por lo tanto f(v) ∈ Wµ.

Observación 13.16. En la prueba anterior sólo hemos utilizado el hecho de que V sea un
h-módulo. Lo mismo ocurre en el próximo lema.

Lema 13.17. Sea V un módulo de pesos y v ∈ S ⊂ V , con S una subrepresentación; escribamos
v =

∑
µ∈h∗ vµ, entonces cada vµ ∈ S.

Demostración. La suma v =
∑

µ∈h∗ vµ es finita; numeremos los términos no nulos que apa-
recen y escribamos

v =
n∑
i=1

vµi

con vµi 6= 0. Como los µi son todos distintos, en particular µ1 6= µ2, tomemos H ∈ h tal que
µ1(H) 6= µ2(H), entonces

H · v =
n∑
i=1

µi(H)vµi

por otro lado

µ1(H)v =
n∑
i=1

µ1(H)vµi

luego la diferencia

H · v − µ1(H)v =
n∑
i=2

(µi(H)− µ1(H))vµi

es un elemento de S. Notar que el coeficiente de vµ2 es µ2(H)−µ1(H) 6= 0. Si argumentamos
por inducción en el soporte de la descomposición de v, cada uno de los sumandos que
aparecen en la descomposición de H · v − µ1(H)v están en S, en particular vµ2 .

Si razonamos de la misma forma con µ1 y µj obtenemos que todos los vµj ∈ S con j ≥ 2,
entonces también vµ1 ∈ S.
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Corolario 13.18. La categorı́a de módulos de pesos es cerrada por submódulos y cocientes. Es decir,
si V es un módulo de pesos y S es un submódulo, entonces S es un módulo de pesos y V/S también.

Demostración. Ejercicio.

Definición 13.19. Sea Φ = Φ(h) el sistema de raı́ces de g respecto de h y sea Φ+ una elección
de raı́ces positivas con sistema de raı́ces simples ∆. Sea V una representación de g. Se dice
que V es un módulo cı́clico de peso máximo si V es una representación de pesos y V
está generado, como representación, por un vector v0 ∈ Vλ, para cierto λ ∈ h∗, con la
propiedad xv0 = 0 ∀x ∈ gα para todo α ∈ Φ+. En estas condiciones, v0 se dice un vector
cı́clico de peso máximo λ.

Proposición 13.20. Sea V una representación de peso máximo con vector cı́clico v0 de peso λ,

entonces, los pesos µ que aparecen en V son de la forma µ = λ−
∑̀
i=1

niαi con ni ∈ Z≥0 y para cada

peso µ, dimVµ <∞. En particular, la dimensión de V es a lo sumo numerable.

Observación 13.21. Esta proposición justifica el nombre de ”peso máximo”. También de-
muestra la parte 3 de la proposición 13.4, que habı́amos dejado para más adelante.

Demostración. Consideremos el subespacio V ′ = U(g)·v0, que por la simplicidad de V , debe
ser V ′ = V . Por otro lado, h · Vλ ⊆ Vλ y n+Vλ = 0, es decir,

V = V ′ = U(g) · v0 = U(n−) · U(h) · U(n+)v0 = U(n−) · v0

Como gαVλ ⊆ Vλ+α, entonces

gβi1gβi2 . . . . . . gβisVλ ⊆ Vλ+βi1+βi2+···+βis

Esto muestra que el resto de los sumandos en la descomposición de pesos no puede con-
tribuir a Vλ y también que, si escribimos a cada β como combinación lineal entera de raı́ces
de simples, como las β son raı́ces negativas, tendremos que los Vµ que aparecen son de la
forma µ = λ−

∑`
i=1 niαi con ni ∈ Z≥0.

Como ejemplo, sabemos que todas las representaciones de dimensión finita son de peso
máximo. Surge la pregunta acerca de, dado λ ∈ h∗, cómo construir una representación
de peso máximo λ. Los módulos de Verma sirven para responder esta pregunta. Luego
veremos cómo construir módulos simples y podremos decidir cuándo estos módulos son
de dimensión finita.

13.6. Módulos de Verma

Como aplicación directa del teorema de Poincaré - Birkhoff - Witt sobre el álgebra en-
volvente tenemos la siguiente proposición:

Proposición 13.22. Sea g semisimple, con subálgebra de Cartan h y raı́ces positivas Φ+. Si n+ =
⊕
α>0

gα y n− = ⊕
α<0

gα entonces U(h), U(n+) y U(n−) son subálgebras de U(g) y

U(g) ∼= U(n−)⊗ U(h)⊗ U(n+)

como espacio vectorial; más aún, si b = h⊕ n+ entonces

U(g) ∼= U(n−)⊗ U(b)

como U(n−)-módulo a izquierda y como U(b)-módulo a derecha.
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Sea λ ∈ h∗, en V = C definamos la siguiente estructura de b = h⊕ n+-módulo:

x · 1 = 0 ∀x ∈ n+, H · 1 = λ(H), ∀H ∈ h

Denotemos este b-módulo por C(λ). Definamos ahora

V (λ) := U(g)⊗U(b) C(λ)

Proposición 13.23. El elemento 1⊗ 1 ∈ V (λ) es un vector de peso máximo (igual a λ) que genera
V (λ); más aún, V (λ) = U(n−)⊗ 1 como espacio vectorial y como U(n−)-módulo.

Demostración.
V (λ) = U(g)⊗U(b) C(λ)

∼= (U(n−)⊗ U(b))⊗U(b) C(λ)
∼= U(n−)⊗ (U(b)⊗U(b) C(λ))
∼= U(n−)⊗ C(λ)

Corolario 13.24. Sea {y1, . . . , ym} una base de n− como espacio vectorial, entonces el conjunto
{yn1

1 yn2
2 · · · ynmm ⊗ 1 : (n1, . . . , nm) ∈ Nm

0 } es una base de V (λ) como espacio vectorial.

Corolario 13.25. Sea µ ∈ h∗ y β =
∑`

i=1

niαi, con ni ∈ N0, αi ∈ ∆ entonces la dimensión de

V (λ)µ+β es finita; además, la dimensión de V (λ)λ es igual a 1.

Observación 13.26. Otra manera de definir a V (λ) es considerar J el ideal a izquierda de
U(g) generado por los elementos {xα ∈ gα con α > 0 y (H − λ(H)) : H ∈ h}. De esta
manera, V (λ) ∼= U(g)/J , donde el vector v0 = 1⊗ 1 corresponde a la clase de 1 en U(g)/J .

Proposición 13.27. Si denotamos V (λ)+ :=
⊕
µ6=λ

V (λ)µ =
⊕
µ<λ

V (λ)µ, entonces todo submódulo

propio de V (λ) está contenido en V (λ)+, en consecuencia, si M es la suma de todos los submódulos
propios, M es también propio y maximal, L(λ) := V (λ)/M es simple y tiene un vector de peso
máximo λ.

Demostración. Sea W un submódulo propio de V (λ) y 0 6= v ∈ W , si escribimos v =∑
µ∈h∗ vµ, entonces sabemos que cada vµ ∈ W . Si llegara a ocurrir que vλ 6= 0 entonces

W contendrı́a al generador de V (λ), con lo cual W no serı́a propio.
Ahora es claro que L(λ) es simple y que tiene como vector de peso máximo a la clase

módulo M del vector de peso máximo de V (λ).

Proposición 13.28. Si V es una representación simple de peso máximo λ, entonces V ∼= L(λ).

Demostración. Sea V una representación simple con vector de peso máximo v0 y peso λ, es
decir, Hv0 = λ(H)v0. Como el peso λ es máximo, λ+α no es peso de V si α es raı́z positiva
y xαv0 = 0 para todo xα ∈ gα con α ∈ Φ+.

Si consideramos el submódulo generado por v0, como V es simple, debe ser igual a V ,
por lo tanto se tiene un epimorfismo

U(g) → V
u 7→ uv0
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Este es un morfismo de módulos a izquierda, el núcleo es un ideal a izquierda y como
xαv0 = 0 para todo xα ∈ gα con α ∈ Φ+ y Hv0 = λ(H)v0, se tiene que el núcleo contiene a
xα y a H − λ(H) · 1, por lo tanto, este epimorfismo induce un epimorfismo del módulo de
Verma

V (λ) ∼= U(g)/U(g)〈xα ∈ gα : α ∈ Φ+, (H − λ(H)) : H ∈ h〉 → V

Como la imagen es simple, el núcleo debe ser una subrepresentación maximal propia de
V (λ), de las cuales hay sólo una; por lo tanto, este epimorfismo induce a la vez otro epi-
morfismo

V (λ)/(submódulo propio maximal) = L(λ)→ V

Dado que L(λ) es simple, el núcleo de este epimorfismo debe ser 0 ó bien igual a todo L(λ),
pero no puede ser L(λ) porque no es el morfismo nulo; por lo tanto, es un isomorfismo.

La siguiente proposisión es de interés en sı́ misma:

Proposición 13.29. [Dixmier]. Sea S una representación simple, entonces Endg(S) = C · Id.

Sabı́amos el resultado para dimS < ∞ y una manera de demostarlo es considerar f :
S → S un endomorfismo, que en dimensión finita tiene con seguridad un autovalor y el
subespacio de autovectores de ese autovalor es un submódulo no nulo, que por lo tanto
coincide con S.

Para el caso dimS =∞ daremos otra demostración, que también se puede aplicar para
el caso de dimensión finita.

Demostración. Sea 0 6= v ∈ S, consideremos U(g)v la subrepresentación generada por v, que
es no nula, por lo tanto coincide con S. Como consecuencia, la dimensión de S es a lo sumo
numerable.

A la vez, sabemos que E = Endg(S) es un álgebra de división y como v genera S, todo
endomorfismo f ∈ E queda unı́vocamente determinado por su valor en v, pues si f y
g coinciden en v, coinciden en un sistema de generadores, son iguales. Esto dice que la
aplicación lineal

E → S
f 7→ f(v)

es inyectiva, luego la dimensión de E también es a lo sumo numerable.
Consideremos ahora f ∈ E un elemento cualquiera y C(f) el menor cuerpo contenido

en E que contiene a f . Si f fuera algebraico sobre C, entonces f debe ser un elemento de
C, es decir, como endomorfismo es la multiplicación por un número complejo. Si por el
contrario f fuera trascendente, entonces E contendrı́a un subcuerpo isomorfo al cuerpo de
funciones racionales C(x). Pero en C(x), el conjunto { 1

x−c : c ∈ C} es linealmente indepen-
diente, luego C(x) no puede tener dimensión numerable y en consecuencia E no contiene
elementos trascendentes sobre C, por lo tanto E = C · Id.

Teorema 13.30. Sea λ ∈ h∗ tal que λ(hi) ∈ N0 para todo i = 1, . . . , `, entonces L(λ) es una
representación simple de dimensión finita de peso máximo λ.

Observación 13.31. Este teorema, junto con la proposición 13.28 provee de una parame-
trización de todas las representaciones simples de dimensión finita, caracterizando cada
una de ellas por una `-upla de números enteros no negativos (m1, . . . ,m`) que son los
autovalores del vector de peso máximo v0 con respecto a los elementos h1, . . . , h` de la
subálgebra de Cartan de g, donde ` es el rango de g y hi = 2

κ(αi,αi)
Hαi , αi ∈ ∆, corresponden

a una base de Chevalley de g.
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Para demostrar el teorema, lo único que tenemos que ver es que dimL(λ) < ∞; sin
embargo, la demostración es larga, y la dividiremos en varias etapas.

Necesitaremos algunas fórmulas de conmutación, que listamos en el siguiente lema.
Recordemos la notación dada en la sección 12. Para un álgebra de Lie dada g, con subálge-
bra de Cartan h y sistema de raı́ces Φ, sea ∆ = {α1, . . . , α`} un sistema de raı́ces simples de
g; se denota por ei, hi, fi , i = 1, . . . , `, a los siguientes elementos:

hi =
2

|αi|2
Hαi

ei = vector no nulo en gαi

fi = vector (necesariamente no nulo) en g−αi tal que κ(ei, fi) = 2
|αi|2

Lema 13.32. Valen las siguientes reglas de conmutación en U(g), para k ≥ 0, i, j = 1, . . . , `:

1. [ei, f
k+1
j ] = 0 si i 6= j.

2. [hj, f
k+1
i ] = −(k + 1)αi(hj)f

k+1
i

3. [ei, f
k+1
i ] = −(k + 1)fki (k − hi)

Demostración. Ejercicio.

Lema 13.33. Con las mismas hipótesis que en el teorema 13.30: v0 ∈ L(λ) el vector de peso λ, con
hi · v = λ(hi)v = miv, mi ∈ Z≥0 con mi ∈ Z≥0, entonces

1. Si α es una raı́z positiva y x ∈ gα, entonces x actúa localmente nilpotentemente en V , es
decir, para cada v ∈ V , existe N0(v) ∈ N tal que xN0(v) · v = 0. La palabra ”local” se refiere a
la dependencia en v del N0.

2. Si i = 1, . . . , ` entonces fmi+1 · v0 = 0.

3. Los vectores fi actúan de manera localmente nilpotente.

Para la demostración del teorema, también necesitaremos que los x ∈ gα con α ∈ Φ−

cualquiera (y no necesariamente de la forma −αi con αi simple) actúen localmente nilpo-
tentemente, pero esto es más largo de probar y necesitaremos un resultado intermedio.

Demostración. 1. Los vectores ei actúan de manera localmente nilpotente en L(λ).

Sabemos que los pesos que aparecen en L(λ) son de la forma λ−
∑n

i=1 niαi con ni ∈ Z≥0,
por lo tanto si v ∈ V es homogéneo de cierto peso µ = λ−

∑n
i=1 niαi, entonces eni+1

i · v = 0
pues tendrı́a un peso que no aparece en L(λ). Es decir, ei es localmente nilpotente en L(λ)
para cualquier i (en realidad esto vale incluso en el módulo de Verma V (λ)).

Notar que este argumento también demuestra que si x ∈ gα con α ∈ Φ+, aunque no
necesariamente una raı́z simple, entonces x actúa localmente de manera nilpotente en V .

2. Si i = 1, . . . , ` entonces fmi+1 · v0 = 0.
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En efecto, sea w := fmi+1 · v0, sabemos que para j 6= i, ej · w = 0, pues ej conmuta con
fi. Además, para j = i,

ei · w = eif
mi+1 · v0 = eif

mi+1 · v0 − fmi+1ei · v0

= [ei, f
mi+1] · v0 = −(mi + 1)fmii (mi − hi) · v0 = 0

pues (mi−hi) ·v0 = (mi−mi)v0 = 0. Esto dice que w deberı́a ser un vector de peso máximo,
pero los vectores de peso máximo en un módulo simple tienen dimensión uno, con lo que
w es un múltiplo de v0, pero w ∈ Vλ−(mi+1)αi , por lo tanto w = 0.

3. Los fi actúan de manera localmente nilpotente.

Para ésto consideremos V ⊆ L(λ) el subespacio definido por V = {v ∈ L(λ) : fNi · v =
0, N � 0,∀i}. Sabemos que v0 ∈ V pues fmi+1

i · v0 = 0 para todo i. Si mostramos que V es
un g-submódulo, entonces debe ser V = L(λ).

Es claro que V es h-estable, pues si v es tal que fNi · v = 0,

fNi H · v = fNi H · v −HfNi · v = [fNi , H] · v

=
N−1∑
j=1

f ji [fi, H]fN−j−1
i · v =

N−1∑
j=1

f ji αi(H)fif
N−j−1
i · v

= Nαi(H)fNi · v = 0

Notar que la acción de h no aumenta el grado de nilpotencia de cada fi.

Si j 6= i, fNi ej · v = ejf
N
i · v. Para i = j, si fNi · v = 0,

fN+1
i ei · v = fN+1

i ei · v − eifN+1
i · v = [fN+1

i , ei] · v = (N + 1)fNi (N − hi) · v = 0

pues el hi no aumenta el grado de nilpotencia de v con respecto a fi.
Veamos ahora que V es estable por multiplicación por los fi. Recordemos las relaciones

de Serre, para i 6= j,
0 = ad

1−Aij
fi

(fj)

Además sabemos que Aij = 0,−1,−2,−3, por lo tanto, sin importar de qué álgebra semi-
simple se trate, vale la relación

0 = ad4
fi

(fj) = [fi, [fi, [fi, [fi, fj]]]]

= f 4
i fj − 4f 3

i fjfi + 6f 2
i fjf

2
i − 4fifjf

3
i + fjf

4
i

equivalentemente
f 4
i fj = (4f 3

i fj − 6f 2
i fjfi + 4fifjf

2
i − fjf 3

i )fi

Esto dice que
f 4
i (fni fjf

m
i v) ∈ 〈fn′i fjfm

′

i v : n′,m′ ∈ N0, m
′ ≥ m+ 1〉

y por lo tanto
f 4N
i fjv ∈ 〈(fni fjfmi )fNi v : n,m ∈ N0〉
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En consecuencia, la multiplicación por fj asigna elementos fi-nilpotentes en elementos fi-
nilpotentes.

Notar que el grado de nilpotencia puede aumentar, pero la cota que hemos utilizado
puede mejorarse pues depende de 1− Aij , que hemos tomado como menor o igual que 4.

El hecho de que V = L(λ) se debe a que V es g-estable y no nulo, y L(λ) es simple, por
lo tanto, debe ser igual a V .

La siguiente proposición es la clave para comprobar la nilpotencia de la parte negativa,
pero tiene interés en sı́ misma:

Proposición 13.34. Sea λ ∈ h∗ tal que λ(hi) ∈ Z≥0, entonces, los pesos que aparecen en L(λ) son
permutados por la acción del grupo de Weyl.

Para demostrar esta proposición, encontraremos la forma de hacer actuar al grupo de
Weyl en L(λ), acción que se obtiene a partir de la exponencial de endomorfismos localmen-
te nilpotentes, para lo cual conviene tener a mano la siguiente fórmula:

Lema 13.35. Sean x y h dos elementos de un álgebra de Lie g tales que adNx (h) = 0 para N � 0, V
una representación del álgebra de Lie donde x actúa de manera localmente nilpotente y sea v ∈ V ;
entonces

h exp(x)v = exp(x)(exp(−adx)(h))v

Demostración. Observemos que, como adNx (h) = 0, se tiene que exp(−adx)(h)) es una suma
finita y da un elemento bien definido del álgebra de Lie g. Además, (exp(−adx)(h))v es
un elemento de la representación, donde x actúa nilpotentemente; por lo tanto, de nuevo
exp(x)(exp(−adx)(h))v es una suma finita y lo mismo para exp(x)v, i.e. en esta fórmula no
hay problemas de convergencia.

Observemos primero las siguientes igualdades en potencias bajas en U(g):

hx = [h, x]v + xh = −[x, h] + xh

hx2 = (hx)x = (−[x, h] + xh)x = [−x,−[x, h] + xh] + x(−[x, h] + xh)

= [−x,−[x, h]] + x[−x, h]− x[x, h] + x2h = ad2
−x(h) + 2xad−x(h) + x2h

Inductivamente se prueba que

hxn =
n∑
k=0

(
n

k

)
xkadn−k−x (h)

y, en consecuencia, para todo elemento v de la representación V , vale

hxnv =
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kadk−x(h)v

Dividamos por n! y efectuemos la sumatoria sobre n ∈ N0 en la igualdad anterior; obtene-
mos

h exp(x)v =
∞∑
n=0

1

n!

(
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kadk−x(h)v

)
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=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

xn−k

(n− k)!

adk−x(h)

k!
v

)
=

(
∞∑
k=0

xk

k!

)
·

(
∞∑
n=0

adn−x(h)

n!
v

)
= exp(x) · (exp(−adx)(h)v)

Demostración de la Proposición 13.34. Sea v ∈ L(λ); dado que la acción de ei y de fi es
localmente nilpotente en L(λ), están bien definidas las transformaciones lineales exp(ei) y
exp(fi). Definamos entonces Si := exp(ei) exp(−fi) exp(ei), que resulta un automorfismo
lineal, con inverso S−1

i = exp(−ei) exp(fi) exp(−ei).
Sea µ un peso de L(λ) y v ∈ L(λ)µ; afirmamos que Si(v) ∈ L(λ)si(µ). En efecto, utilizando

el lema anterior, obtenemos

HSiv = Si(e
−adeieadfie−adei )(H)v

Ahora bien, afirmamos que (e−adeieadfie−adei )(H) coincide con la acción de la reflexión con
respecto a Hi, llamémosla σi(H). Si por un momento suponemos válida la afirmación, ob-
tenemos que

HSiv = Siσi(H)v = Siµ(σi(H))v = µ(σi(H))Siv

es decir, Siv es un vector de peso µσi, como querı́amos ver.
La proposición termina observando que todo elemento del grupo de Weyl está genera-

do por reflexiones con respecto a raı́ces simples y demostrando la igualdad

(†) (e−adeieadfie−adei )(H) = σi(H)

SiH es tal que αi(H) = 0, tenemos que adei(H) = [ei, H] = −αi(H)ei = 0; análogamente,
adfi(H) = 0 y por lo tanto Si(H) = H .

Llamemos h = Hi, x = ei, y = fi; la fórmula (†) anterior es una fórmula en U(sl(2)).
Notar que en este caso [x, [x, h]] = 0, entonces la primera exponencial se reduce a

exp(−adx)(h) = h− [x, h] = h+ 2x

y por lo tanto

exp(−adx) exp(ady) exp(−adx)(h) = exp(−adx) exp(ady)(h+ 2x)

También sabemos que [y, x] = −h, [y, [y, x]] = [y,−h] = −2y, [y, [y, [y, x]]] = [y,−2y] = 0,
por lo tanto la segunda exponencial se calcula como

exp(−adx) exp(ady)(h+ 2x) = exp(−adx)(h+ 2x+ [y, h+ 2x] +
1

2
[y, [y, h+ 2x]])

= exp(−adx)(h+ 2x+ 2y − 2h− 2y) = exp(−adx)(−h+ 2x)

y finalmente esta exponencial es igual a

exp(−adx)(−h+ 2x) = −h+ 2x− [x,−h+ 2x] = −h+ 2x− 2x = −h

En conclusión
(e−adeieadfie−adei )(Hi) = −Hi

Por lo tanto, esta transformación lineal cambia de signo a Hi y deja fijo el espacio orto-
gonal a Hi, del mismo modo que lo hace la reflexión con respecto a Hi. Esto finaliza la
demostración de la proposición 13.34. �
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Corolario 13.36. Con las mismas hipótesis que la proposición anterior, sea α una raı́z positiva e
y ∈ g−α, entonces la acción de y en L(λ) es localmente nilpotente.

Demostración. Sea σα ∈ W la reflexión con respecto a la raı́z α. Si σα = σαi1 · · ·σαis con αij
raı́ces simples, consideremos el isomorfismo lineal deL(λ) dado por Sα := Si1 · · ·Sis , donde
Si es como en la demostración anterior, Si = exp(ei) exp(−fi) exp(ei). Este isomorfismo
lineal verifica

Sα(Vµ) ⊂ Vσαi1 ···σαis (µ) = Vσα(µ),

y por lo tanto el endormorfismo

Ỹ = SαyS
−1
α : L→ L

verifica, para cada peso µ,

Ỹ (Vµ) = SαyS
−1
α (Vµ) ⊆ Sαy(Vσα(µ)) ⊆ Sα(Vσα(µ)−α) ⊆ Vσα(σα(µ)−α) = Vµ+α

Utilizando el mismo argumento con el que probamos que los ei actúan nilpotentemente,
resulta que Ỹ es localmente nilpotente. Pero entonces y debe ser localmente nilpotente,
pues es conjugado de Ỹ .

Ahora podemos demostrar el teorema de finitud de la dimensión deL(λ) de la siguiente
forma: comenzamos con

L(λ) = U(g)v0 = U(n−)v0

Sea {β1, . . . , βr} = Φ− = −Φ+ una numeración de las raı́ces negativas, y 0 6= yi ∈ gβi una
elección de vectores raı́ces. Por el teorema de Poincaré - Birkhoff - Witt, tenemos que un
sistema de generadores de L(λ), como C-espacio vectorial, está dado por elementos de la
forma ∑

(n1,...,nr)∈Nr0

yn1
1 · · · ynrr v0

Como yr es localmente nilpotente, existe Nr = Nr(yr, v0) ∈ N tal que

yNrr v0 = 0

por lo tanto, podemos considerar expresiones de la forma∑
(n1,...,nr)∈Nr0

yn1
1 · · · ynrr v0

con nr ≤ Nr.
Si consideramos ahora yr−1, como también actúa nilpotentemente, para cada potencia

k = 0, 1, 2, . . . , Nr existe Nr−1(k) tal que

y
Nr−1(k)
r−1 ykr v0 = 0

Si llamamos Nr−1 al máximo de los Nr−1(k), k = 0, . . . , Nr, tenemos que

y
Nr(k)
r−1 ykr v0 = 0 ∀k
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y en consecuencia es suficiente considerar expresiones de la forma∑
(n1,...,nr)∈Nr0

yn1
1 · · · ynrr v0

con nr ≤ Nr y nr−1 ≤ Nr−1.
Continuando este proceso, resulta claro que las potencias de los yi que aparecen en los

monomios están globalmente acotadas y por lo tanto L(λ) admite una cantidad finita de
generadores.

13.7. Ejercicios

Sea g un álgebra de Lie arbitraria

1. Si V yW son dos representaciones, entonces V ⊗W , V ∗, Hom(V,W ) son representacio-
nes. Escriba las acciones de g en cada uno de los casos. Demuestre que si dimV <∞,
Hom(V,W ) ∼= V ∗ ⊗W (isomorfismo de representaciones). Si f : V → W es morfismo
de representaciones, entonces f ∗ : W ∗ → V ∗ es morfismo de representaciones.

2. Para cada n ∈ N, V ⊗n es una representación. Escriba la fórmula de la acción. Si Sn es
el grupo simétrico y σ ∈ Sn, demuestre que la aplicación V ⊗n → V ⊗n dada por

v1 ⊗ · · · ⊗ vn 7→ vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n)

es un morfismo de representaciones. Concluya que SnV , los n-tensores simétricos, y
ΛnV , los n-tensores anisimétricos, son dos subrepresentaciones de V ⊗n.

3. Demuestre que para n = 2 vale V ⊗2 = S2V ⊕Λ2V pero que para n > 2, SnV ⊕ΛnV ⊂
V ⊗n es una subrepresentación propia.

4. Sea g un álgebra de Lie semisimple compleja, con h subálgebra de Cartan y ∆ un
sistema de raı́ces simples. Sea λ ∈ h∗ y V = L(λ) el módulo simple de peso máximo
λ. Demuestre que L(nλ) ⊂ L(λ)⊗n, más aún, es una subrepresentación de la potencia
simétrica, es decir L(nλ) ⊂ SnL(Λ) ⊂ L(λ)⊗n.

5. Con las mismas notaciones que en el ejercicio anterior, muestre que si d = dim(L(λ))
entonces ΛdL(λ) es la representación trivial.

6. Sea g un álgebra simple y V una representación de dimensión menor que
√

dim g,
demuestre entonces que la acción de g en V es necesariamente trivial. Haga una tabla
con los valores de

√
dim g y de su parte entera para g = sl(n) con n = 2, 3, 4, 5, n; haga

lo mismo para g = so(n) con n = 4, 5, 6, y para g = sp(n) con n = 4, 5, 6.

7. Sea g un álgebra de Lie sobre un cuerpo F de caracterı́stica cero tal que g = [g, g] (por
ejemplo si g es semisimple) y V una representación finita de dimensión d. Demuestre
que la multiplicación en el álgebra exterior induce, para cada 1 ≤ k ≤ d, una función
bilineal no degenerada g-invariante

ΛkV × Λd−kV → ΛdV ∼= F

donde F es la representación trivial de dimensión uno. Concluya que ΛkV ∼= Λd−kV ∗

(isomorfismo de representaciones).
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En los ejercicios 8 al 11, g = sl(2,C):

Consideremos sl(2,C) generada por h =

(
1 0
0 −1

)
, e =

(
0 1
0 0

)
y f =

(
0 0
1 0

)
.

Llamemos Vm a la representación simple de sl(2,C) de dimensión m. Sabemos que
debe ser de peso máximo λ y caracterizada de manera única por el entero m1 = λ(h).

8. Demuestre que Vm corresponde a L(λ) con λ(h) = m− 1. Llamemos V (n) a Vn+1.

9. Demuestre que V (1)⊗ V (1) = V (2)⊕ V (0).

10. Demuestre que V (2)⊗ V (1) contiene a la representación trivial.
Sugerencia: considere V (2)⊗ V (1) ⊂ (V (1)⊗ V (1))⊗ V (1) = (V (2)⊕ V (0))⊗ V (1).
Dado que también debe contener a V (3), concluya V (2)⊗V (1) ∼= V (3)⊕V (0)⊕V (0).

11. Para una representación cualquiera V , sabemos que V ⊗ V = S2(V ) ⊕ Λ2(V ), su-
ma de los subespacios de tensores simétricos y antisimétricos, respectivamente. Pa-
ra V = V (2), V (2) ⊗ V (2) = S2V (2) ⊕ Λ2V (2), demuestre que dimS2V (2) = 6,
dim Λ2V (2) = 3 y que V (4) ⊂ S2V (2). ¿Cómo se descompone V (2) ⊗ V (2) como
suma de representaciones de tipo V (n)?

En los ejercicios 12 al 20, g = sl(3,C):

Llamemos V (n,m) a la representación simple L(λ) con λ(h1) = n y λ(h2) = m.

12. Consideremos la representación de definición C3 dada por sl(3,C) ⊂ C3×3 = gl(C3), es
decir, si v ∈ C3 y A ∈ g, A · v es la multiplicación usual de matrices por vectores.
Probar que esta representación es isomorfa a V (1, 0) y su dual es isomorfa a V (0, 1).

13. Sea V la representación adjunta, con base {f1, f2, f3, h1, h2, e1, e2, e3} donde e3 = [e1, e2]
y f3 = −[f1, f2]. Demuestre que e3 es un vector de peso máximo. ¿A qué V (m,n) es
isomorfa?

14. Demuestre que V (1, 0)⊗V (0, 1) = V (1, 0)⊗V (1, 0)∗ = EndC(V (1, 0)) = sl(3,C)ad⊕C.
Notar que esto da otra manera de responder al ejercicio anterior.

15. Demuestre que V (1, 0) ⊗ V (1, 0) ⊗ V (1, 0) contiene a la representación trivial. Con-
cluya que existe una forma trilineal invariante V (1, 0) × V (1, 0) × V (1, 0) → C no
nula. Concluya que V (1, 0)⊗V (1, 0) contiene a V (0, 1) como subrepresentación y que
V (0, 1)⊗ V (0, 1) contiene a V (1, 0).

16. A partir de V (1, 0)⊗V (1, 0) = S2(V (1, 0))⊕Λ2(V (1, 0)), concluya que V (1, 0)⊗V (1, 0)
contiene a V (0, 1) pues Λ2V (1, 0) ∼= V (0, 1); ¿por qué?

17. Sabiendo que V (2, 0) ⊆ S2(V (1, 0)) demuestre que dimV (2, 0) ≤ 6. Calcule la subre-
presentación generada por E1⊗E1, donde E1 es el vector de peso máximo de V (1, 0).
¿Es cierto que dimV (3, 0) = 6?

18. Exhiba una base de S3(V (1, 0)); concluya que dimV (3, 0) ≤ 10. Calcule la subrepre-
sentación generada por E1 ⊗ E1 ⊗ E1. ¿Es cierto que dimV (3, 0) = 10?
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19. Descomponga V (1, 0)⊗V (1, 0)⊗V (1, 0) como suma de subrepresentaciones simples.
Sugerencia: parta de la descomposición de V (1, 0) ⊗ V (1, 0) y de lo que sepa del ejercicio
anterior.

20. Descomponga V (1, 0)⊗4 como suma de representaciones simples. ¿Puede contener a
la representación trivial? Idem para V (1, 0)⊗5 y V (1, 0)⊗6.
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14. Álgebras de Clifford

14.1. Definición

Sea K un cuerpo de caracterı́stica distinta de dos, V un espacio vectorial de dimensión
finita y B : V × V → K una forma bilineal simétrica. Buscamos una K-álgebra asociativa y
unitaria donde valga la igualdad

′′v2 = B(v, v)1′′

Este problema se resuelve formalmente de manera sencilla, definiendo

Cliff(V,B) := TV/〈v ⊗ v −B(v, v)1TV : v ∈ V 〉

donde TV es el álgebra tensorial en V y 〈v ⊗ v −B(v, v)1TV 〉 es el ideal bilátero de TV
generado por los elementos de la forma v ⊗ v − B(v, v)1TV para todo v ∈ V y 1TV es
la unidad de TV . El álgebra Cliff(V,B) ası́ definida se denomina el álgebra de Clifford
asociada al par (V,B).

Notar que hay una inclusión canónica de espacios vectoriales V → TV y, componiendo
con la proyección al cociente, obtenemos una aplicación lineal

ι : V → Cliff(V,B)

que verifica ι(v)2 = B(v, v).
La propiedad de libertad de TV junto con la propiedad universal del cociente implica

que el álgebra de Clifford es universal con respecto a la propiedad requerida; el enunciado
preciso es el siguiente.

Proposición 14.1. Sea A una K -álgebra asociativa y f : V → A una transformación lineal
tal que f(v)2 = B(v, v)1A para todo v ∈ V , entonces existe un único morfismo de K-álgebras
f̃ : Cliff(V,B)→ A con f̃(ι(v)) = f(v).

(V,B)
f //

ι

��

A

Cliff(V,B)
∃!f̃

::u
u

u
u

u

Demostración. Ejercicio.

Observación 14.2. TV es graduada, pero los elementos v⊗v−B(v, v)1 no son homogéneos,
por lo tanto Cliff(V,B) no es graduada, aunque sı́ es filtrada. Notemos además que, aunque
v ⊗ v − B(v, v)1 no es homogéneo en N0, sı́ tiene paridad; en efecto, v ⊗ v tiene grado dos
y B(v, v)1 tiene grado cero en TV . En consecuencia, la paridad de un tensor elemental de
grado r, que es la paridad del número natural r, queda bien definida en el cociente. Por lo
tanto, las álgebras de Clifford son naturalmente Z2-graduadas con la paridad de productos
de sus generadores. Por ejemplo, la clase de u ⊗ v ⊗ w ∈ Cliff(V,B) es impar y la clase de
u⊗ v ⊗ w ⊗ w = B(w,w)u⊗ v ∈ Cliff(V,B) es par.
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Observación 14.3. Supongamos que tenemos v, w ∈ V , entonces sus imágenes en el álgebra
de Clifford verifican

ι(v + w)2 = B(v + w, v + w)

donde el miembro izquierdo es igual a

ι(v + w)2 = (ι(v) + ι(w))2 = ι(v)2 + ι(v)ι(w) + ι(w)ι(v) + ι(w)2

= B(v, v) + ι(v)ι(w) + ι(w)ι(v) +B(w,w)

mientras que el derecho es

B(v + w, v + w) = B(v, v) + 2B(v, w) +B(w)2

Por lo tanto, para todo v, w ∈ V

ι(v)ι(w) + ι(w)ι(v) = 2B(v, w)

Lo anterior permite definir

Cliff ′(V,B) = TV/〈v ⊗ w + w ⊗ v − 2B(v, w)〉

y obtenemos un epimorfismo canónico

Cliff ′(V,B)→ Cliff(V,B)

A la vez, si vale la relación vw+wv = 2B(v, w) para todo v, w, entonces en particular, se
verifica también para v = w i.e. 2v2 = 2B(v, v), equivalentemente, v2 = B(v, v), que implica
la existencia de un morfismo canónico

Cliff(V,B)→ Cliff ′(V,B)

Es fácil comprobar que la composición de ambos morfismos de álgebras es la identidad.
Por lo tanto, obtenemos que

Cliff(V,B) = Cliff ′(V,B)

Cálculo de la dimensión

Ejemplo 14.4. Sea B ≡ 0 la forma bilineal nula, entonces

Cliff(V, 0) = TV/〈v ⊗ w + w ⊗ v〉 = ΛV

el álgebra de Clifford coincide con el álgebra exterior. Vemos fácilmente en este caso que
dim Cliff(V, 0) = 2dimV .

Dado que el álgebra de Clifford es filtrada, su dimensión es igual a la dimensión del
graduado asociado, gr(Cliff(V,B)). Si consideramos el graduado asociado, la relación v ⊗
w+w⊗v−2B(v, w) coincide, módulo tensores de longitud menor que dos, con v⊗w+w⊗v;
por lo tanto, el graduado asociado a Cliff(V,B) no es otra cosa que Cliff(V, 0), que tiene
dimensión finita, igual a 2dimV . Concluı́mos que

dim Cliff(V,B) = 2dimV
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Corolario 14.5. La aplicación natural ι : V → Cliff(V,B) es inyectiva, lo cual permite identificar
a los elementos de V con su imagen por esta aplicación.

Observación 14.6. Dado que el graduado asociado a Cliff(V,B) es gr(Cliff(V,B)) = ΛV , si
{x1, . . . , xn} es una base de V , entonces

{1} ∪ {xi : i = 1, . . . , n} ∪ {xixj : i < j} ∪ {xixjxk : i < j < k} ∪ · · · ∪ {x1x2 · · ·xn}

es una base de Cliff(V,B). Podemos pensar a Cliff(V,B) = ΛV como espacio vectorial,
donde se ha cambiado el producto. Por ejemplo, si i < j entonces xixj = xi ∧ xj , pero si
i > j entonces xixj = −xjxi + 2B(xi, xj) = −xj ∧ xi + 2B(xi, xj) = xi ∧ xj + 2B(xi, xj).

14.2. Presentación del álgebra de Clifford por generadores y relaciones

Sea A un álgebra generada por un subespacio V . Dado que la identidad

vw + wv = 2B(v, w)

es lineal en v y en w, para verificar esta relación en A basta comprobarla en los elementos
de una base de V , luego, si {x1, . . . , xn} es una base de B y Bij = B(xi, xj), el álgebra de
Clifford asociada se puede describir como

Cliff(V,B) = T{x1, . . . , xn}/〈xi ⊗ xj + xj ⊗ xi − 2Bij〉

Dada una forma bilineal simétrica en un espacio vectorial sobre un cuerpo cualquiera K,
existe una base respecto de la cual la matriz de la forma es diagonal y, si B(xi, xi) = di ∈ K,
el álgebra de Clifford es el álgebra con generadores {x1, . . . , xn} y relaciones

x2
i = di : 1 ≤ i ≤ n; xixj = −xjxi : i 6= j

Ejemplo 14.7. Sea V = K = R y sea la forma bilineal B(a, b) = −ab. Consideremos e1 = 1
la base de R, entonces el álgebra de Clifford es

R[e1]/〈e2
1 + 1〉 = C

Ejemplo 14.8. Sea V = K = R, pero con la forma bilineal B(a, b) = +ab. Consideremos
e1 = 1 la base de R, entonces el álgebra de Clifford es

R[e1]/〈e2
1 − 1〉 ∼= R× R
a+ be1 7→ (a+ b, a− b)

Ejemplo 14.9. Si V = K = C, las dos formas bilineales anteriores son equivalentes; sea por
definición B(z, w) = zw, entonces el álgebra de Clifford es

C[e1]/〈e2
1 + 1〉 ∼= C[x]/〈x2 − 1〉 ∼= C× C

e1 ↔ ix

donde el isomorfismo C[x]/〈x2 − 1〉 ∼= C × C se obtiene complexificando el del ejemplo
anterior: a + bx 7→ (a + b, a − b). En particular, las dos anteriores son formas reales no
isomorfas de esta álgebra de Clifford compleja.
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Proposición 14.10. Sean V y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K; sea f : V → W una
transformación lineal, B una forma bilineal simétrica en V y B′ una forma bilineal simétrica en
W tal que B′(fv, fv) = B(v, v) para todo v ∈ V , entonces f induce un morfismo de álgebras
Cliff(f) : Cliff(V,B) → Cliff(W,B′). De esta manera, Cliff es un functor de la categorı́a de
espacios vectoriales con formas bilineales simétricas en la categorı́a de álgebras asociativas unitarias.
En sı́mbolos, el diagrama siguiente conmuta

(V,B)
f //

ι

��

(W,B′)

ι′

��
Cliff(V,B)

∃!f̃ //___ Cliff(W,B′)

Demostración. Ejercicio.

Corolario 14.11. Sea K = C, para cada n ∈ N, sea V = Cn y B una forma bilineal, simétrica,
no degenerada en V , entonces existe una única clase de isomorfismo de álgebras de Clifford com-
plejas asociada a tales formas bilineales. Dichas álgebras son todas isomorfas al álgebra de Clifford
correspondiente a la forma bilineal que, en alguna base, admite una matriz diagonal con unos en la
diagonal, que llamaremos Cliff(n) o Cliffn.

Corolario 14.12. Sea K = R, para cada n ∈ N, sea V = Rn; si B una forma bilineal, simétrica,
no degenerada, entonces está determinada por la signatura, luego toda álgebra de Clifford asocia-
da a una forma bilineal, simétrica, no degenerada, es isomorfa a una, y sólo una, de las álgebras
Cliffp,q := Cliff(Rn, ηp,q) donde ηp,q es la forma bilineal cuya matriz en la base canónica está dada
por diag(−1, . . . ,−1,+1, . . . ,+1), con p menos unos y q unos.

Ejercicio 14.13. Extensión de escalares. SeaE/K una extensión de cuerpos, V un K-espacio
vectorial y B una forma bilineal simétrica en V , entonces E ⊗K Cliff(V,B) = Cliff(E ⊗K
V,E ⊗K B).

Ejemplo 14.14. Cliff(R2,+,+) ∼= H. En efecto, en este caso, el álgebra de Clifford está gene-
rada como álgebra por elementos e1, e2 tales que e2

1 = −1 = e2
2 y e1e2 = −e2e1. Su dimensión

es igual a 22 = 4 y tiene una base como espacio vectorial dada por {1, e1, e2, e1e2}. Conside-
remos el isomorfismo Cliff(R2,+,+)→ H dado por 1 7→ 1, e1 7→ i, e2 7→ j, e1e2 7→ ij = k.

Ejemplo 14.15. Verificar el isomorfismo de álgebras Cliff(R2,−,+) ∼= R2×2. Para ésto, sean

e1 =

(
0 1
−1 0

)
y e2 =

(
1 0
0 −1

)
. Se deja como ejercicio probar que e1 y e2 verifican las re-

laciones adecuadas y que el morfismo inducido en las álgebras por la propiedad universal
es un isomorfismo.

Ejercicio 14.16. Análogamente, verificar el isomorfismo de álgebras Cliff(C2,+,+) ∼= C2×2.
Sugerencia: considerar del ejemplo anterior las matrices e1 y e2 y tomar ie1 y e2.
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14.3. Álgebras de Clifford y representaciones de álgebras de Lie ortogo-
nales

Volvamos ahora al caso general de K un cuerpo cualquiera de caracterı́stica distinta
de dos, V un espacio vectorial de dimensión finita y B : V × V → K una forma bilineal
simétrica. El objetivo de esta sección es, a partir del álgebra de Clifford Cliff(V,B), construir
representaciones naturales del álgebra de Lie ortogonal

so(V,B) = {T : V → V : B(Tv, w) +B(v, Tw) = 0, v, w ∈ V }

Ejemplo 14.17. a. Probar que so(V,B) = {T : V → V : B(Tv, v) = 0,∀v ∈ V }.

b. Probar además que si V = Kn y B está definida en la base canónica por B(ei, ej) = δi,j
entonces so(V,B) consiste de todas las matrices antisimétricas.

c. Probar que si B es la forma nula entonces so(V,B) = gl(V ).

d. Describir matricialmente so(Kn, ηp,q), donde ηp,q es la forma bilineal cuya matriz en la
base canónica está dada por diag(−1, . . . ,−1,+1, . . . ,+1), con p menos unos y q unos.

La proposición siguiente es el primer paso para identificar a so(V,B) con una subálge-
bra de Lie de Cliff(V,B), donde consideramos la estructura de Lie en Cliff(V,B) dada por
el conmutador.

Proposición 14.18. Consideremos V como subespacio de Cliff(V,B) vı́a la inclusión natural,
entonces el subespacio [V, V ] es estable por conmutadores y resulta un álgebra de Lie. Además,
[V, V ] ∼= Λ2V como espacio vectorial.

Demostración. Queremos probar que [[V, V ], [V, V ]] ⊂ [V, V ]. Sea {x1, . . . , xn} una base de V
respecto de la cual B es una matriz diagonal y valen las relaciones x2

i = di para todo i y
xixj = −xjxi si i 6= j. En particular, el subespacio [V, V ] está generado por elementos de la
forma

{[xi, xj] := xixj − xjxi, i 6= j}

Notar que para i 6= j, se tiene xixj − xjxi = 2xixj . Calculemos los corchetes

[xixj, xkxl]

Consideremos las distintas posibilidades: Si i = k y j = l, evidentemente el corchete es
cero. Si i = k y j 6= l:

[xixj, xixl] = xixjxixl − xixlxixj = −x2
ixjxl + x2

ixlxj = −di[xj, xl]

En general, si uno de los ı́ndices del primer producto coincide con uno de los ı́ndices del
segundo, la cuenta es similar. Si i 6= k, l y j 6= k, l es fácil ver que el corchete también da
cero. En cualquiera de los casos, el resultado pertenece a [V, V ].

Proposición 14.19. Con la estructura de álgebra de Lie en Cliff(V,B) dada por los conmutadores, y
considerando la acción adjunta de la subálgebra de Lie [V, V ] en Cliff(V,B), resulta [[V, V ], V ] ⊆ V ;
i.e. V es un [V, V ]-módulo.
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Demostración. Consideremos la notación de la proposición anterior. Basta calcular los con-
mutadores [xixj, xk] con i 6= j y verificar que el resultado pertenezca a V . Hagamos la
cuenta para todas las posibilidades:

Si k 6= i, k 6= j: utilizando xixk = −xkxi y xjxk = −xkxj , obtenemos

[xixj, xk] = xixjxk − xkxixj = 0

Si k = i 6= j:
[xixj, xi] = xixjxi − x2

ixj = −x2
ixj − x2

ixj = −2dixj ∈ V

Análogamente, si k = j 6= i:
[xixj, xj] = 2djxi ∈ V

Proposición 14.20. Sea K un cuerpo de caracterı́stica distinta de dos, V un espacio vectorial de
dimensión finita y B : V × V → K una forma bilineal simétrica, entonces la acción de [V, V ] en V
preserva la forma bilinealB, i.e. , la acción de [V, V ] en V induce una aplicación [V, V ]→ so(V,B).

Demostración. Queremos demostrar que, para todo ξ ∈ [V, V ] y v, w ∈ V

B([ξ, v], w) +B(v, [ξ, w]) = 0

pero por la simetrı́a de la forma bilineal (ver ejercicio 14.17), es suficiente probar que para
todo ξ ∈ [V, V ] y v ∈ V

B([ξ, v], v) = 0

Dado que B(v, v) = v2 ∈ K y para todo a ∈ Cliff(V,B) vale [a,K] = 0, en particular
[ξ, v2] = 0. Pero, además, en cualquier álgebra asociativa, para todo a, v, se verifica

[a, v2] = v[a, v] + [a, v]v

entonces 0 = v[ξ, v] + [ξ, v]v.
Por otra parte, si v, ṽ ∈ V entonces vṽ + ṽv = 2B(v, ṽ), en particular, para ṽ = [ξ, v] ∈ V ;

por lo tanto
0 = v[ξ, v] + [ξ, v]v = vṽ + ṽv = 2B(v, ṽ) = 2B(v, [ξ, v])

como querı́amos ver.
Finalmente, notemos que la aplicación

[V, V ] 3 ξ 7→ [ξ,−]|V : V → V

induce un morfismo de álgebras de Lie

[V, V ]→ so(V,B) ⊆ gl(V )

Proposición 14.21. Sea K un cuerpo de caracterı́stica distinta de dos, V un espacio vectorial de
dimensión finita y B : V × V → K una forma bilineal simétrica y no degenerada, entonces la
aplicación anterior [V, V ]→ so(V,B) es un isomorfismo.
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Demostración. Notar que las dimensiones son iguales: dim([V, V ]) = n(n−1)
2

= dim(so(V,B));
por lo tanto, basta verificar que la aplicación es inyectiva. Es decir, queremos probar que si
ξ ∈ [V, V ] es tal que [ξ, v] = 0 para todo v ∈ V , entonces ξ = 0.

Sea {x1, . . . , xn} una base de V respecto de la cual B es una matriz diagonal y valen las
relaciones x2

i = di para todo i y xixj = −xjxi si i 6= j. Sea ξ =
∑

i<j cijxixj tal que [ξ, v] = 0
para todo v, entonces

0 = [ξ, xk] =
∑
i<j

cij[xixj, xk]

Por las reglas de conmutación, sabemos que [xixj, xk] es cero si k 6= i, j, por lo tanto la suma
anterior se reduce a

0 = [ξ, xk] =
∑
k<j

ckj[xkxj, xk] +
∑
i<k

cik[xixk, xk] = 2dk
∑
k<j

ckjxj − 2dk
∑
i<k

cikxi

Como los xi son linealmente independientes y los dk 6= 0, dado que B es no degenerada,
esto implica que, para todo k vale cik = 0 si i < k y ckj = 0 si j > k; por lo tanto, ξ = 0.

Observación 14.22. Una alternativa a esta demostración es la siguiente: supongamos que
estamos en el caso complejo, con todos unos en la diagonal. El álgebra ortogonal consiste
de matrices antisimétricas y tiene como base a las matrices {Eij−Eji : i < j}. Consideremos
la aplicación lineal Eij − Eji 7→ 1

2
xjxi; se deja como ejercicio verificar que es un morfismo

de álgebras de Lie.

14.4. Representación Spin

Sabemos que [V, V ] es una subálgebra de Lie de Cliff(V,B) con el corchete de Lie dado
por el conmutador, isomorfa a so(V,B), y que V ⊂ Cliff(V,B) es una subrepresentación de
[V, V ] con el conmutador. Pero también Cliff(V,B) es un módulo asociativo sobre sı́ mismo,
luego Cliff(V,B) es un [V, V ]-módulo de Lie con la multiplicación a izquierda, pues

ξ1(ξ2u)− ξ2(ξ1u) = (ξ1ξ2 − ξ2ξ1)u = [ξ1, ξ2]u

para toda terna ξ1, ξ2, u en Cliff(V,B), en particular cuando ξ1, ξ2 ∈ [V, V ]. Notar que con
esta acción, V no es más una representación, sin embargo, toda el álgebra de Clifford sı́ lo
es. A la vez, esta representación no es simple, pero es suma directa de simples. La repre-
sentación Spin será un sumando directo de Cliff(V,B).

Para encontrar la descomposición de Cliff(V,B) como suma directa de subrepresenta-
ciones simples vamos a estudiar la estructura de Cliff(V,B) como álgebra asociativa. Con-
sideraremos solamente el caso K = C, V = Cn y B la forma bilineal diagonal standard,
i.e. B la forma bilineal tal que su matriz en la base canónica es diagonal, con unos en la
diagonal.

Proposición 14.23. Consideremos las álgebras de Clifford complejas Cliffn = Cliff(Cn,+ · · ·+),
para cada n ∈ N; se tienen los siguientes isomorfismos de álgebras asociativas:

Si n es par, n = 2m, entonces Cliffn ∼= C2m×2m .

Si n es impar, n = 2m+ 1, entonces Cliffn ∼= C2m×2m × C2m×2m .
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Demostración. Recordemos el hecho general de que si A es una K-álgebra asociativa, en-
tonces A ⊗K K`×` ∼= A`×`, matrices con coeficientes en A. Además, si A = Kr×r entonces
A ⊗K K`×` ∼= A`×` ∼= Kr`×r`, donde el último isomorfismo se obtiene al organizar cada ele-
mento de Kr`×r` en bloques de tamaño r × r. Mostraremos que Cliffn+2 ∼= Cliffn ⊗ Cliff2,
luego el resultado se sigue por inducción junto con el hecho de que Cliff0 = C, Cliff1 =
C⊗ C ∼= C× C y Cliff2 = C2×2.

Sea x1, . . . , xn+2 una base de Cn+2 respecto de la cual B es diagonal con unos en la
diagonal y sea ε = x1x2 ∈ Cliff2. Notar que valen las relaciones de anticonmutatividad

εx1 = −x1ε, εx2 = −x2ε

y también
ε2 = x1x2x1x2 = −x2

1x
2
2 = −1

Sea V = Cn+2 =
n+2⊕
i=1

Cxi, definimos entonces la aplicación lineal

j : V → Cliff2(C)⊗ Cliffn

a través de la siguiente fórmula:

xk 7→ j(xk) = xk ⊗ 1 : k = 1, 2

xj 7→ j(xj) = iε⊗ xj : j > 2

Ahora verifiquemos las relaciones; recordemos que x2
k = B(xk, xk) = 1 para todo k, y

xjxk + xkxj = 0 para todo j 6= k, entonces
Para k = 1, 2:

j(xk)
2 = (xk ⊗ 1)2 = x2

k ⊗ 1 = 1⊗ 1

Para j > 2:
j(xj)

2 = (iε⊗ xj)2 = −ε2 ⊗ x2
j = 1⊗ 1

Para k = 1, 2, j > 2:

j(xj)j(xk) + j(xk)j(xj) = (iε⊗ xj)(xk ⊗ 1) + (xk ⊗ 1)(iε⊗ xj)
= iεxk ⊗ xj + ixkε⊗ xj = i(εxk + xkε)⊗ xj
= 0

el resultado anterior es cero pues εxk + xkε = 0 si k = 1 ó k = 2.
Análogamente, se verifica sin dificultad que j(xj)j(xj′) + j(xj′)j(xj) = 0 para todo j, j′ >

2 y j(xk′)j(xk) + j(xk)j(xk′) = 0 para todo k, k′ = 1, 2. Habiendo verificado estas relaciones,
el morfismo anterior se extiende a un morfismo de álgebras del álgebra de Clifford

Cliffn+2 → Cliff2 ⊗ Cliffn

Notar que las dimensiones son las mismas, con lo cual, para ver que esta aplicación es
un isomorfismo, basta ver que sea un epimorfismo. Pero es claro que la imagen contiene
a xk ⊗ 1 para k = 1, 2, por lo tanto contiene a ε ⊗ 1 y como contiene a iε ⊗ xj para cada
j = 2, . . . , n + 2; también contiene a 1 ⊗ xj . Dado que contiene a los generadores como
álgebra del codominio, resulta suryectivo.
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Corolario 14.24. Sea n = 2m y S = C2m = C2m×1 el espacio vectorial de vectores columnas,
entonces S es un C2m×2m-módulo, y, vı́a el isomorfismo anterior, es un Cliffn-módulo asociativo,
por lo tanto, un so(2m,C)-módulo de Lie. Si n es impar, consideremos S = C2m = C2m×1 como un
C2m×2m × C2m×2m-módulo de dos maneras diferentes: con la estructura usual del primer factor y
actuando por cero con el segundo factor, o viceversa. Llamemos S+ a la representación con la primera
acción y S− a la representación con la segunda acción. Tenemos entonces dos representaciones, no
isomorfas, de Cliffn, que por restricción proveen de dos representaciones distintas de so(2m+ 1,C).

Las representaciones construı́das de esta forma se denominan representaciones spin.

14.5. Ejemplos

Ejemplo 14.25. Para n = 2, so(2,C) =

{(
0 z
−z 0

)
: z ∈ C

}
es el álgebra de Lie abeliana

de dimensión uno. Su representación standard es C2, donde el generador de so(2,C) actúa
por (x, y) 7→ (y,−x).

Si consideramos el álgebra de Clifford Cliff2 ∼= C2×2 con generadores e1 =

(
i 0
0 −i

)
y

e2 =

(
0 1
1 0

)
, el conmutador resulta

[e1, e2] =

[(
i 0
0 −i

)
,

(
0 1
1 0

)]
=

(
0 2i
−2i 0

)
Vemos que en este caso, [V, V ] ⊂ Cliff2 se identifica con so(2,C) ⊂ C2×2 y la representación
Spin coincide con la standard.

Ejemplo 14.26. Para n = 3, so(3,C) =


 0 a b
−a 0 c
−b −c 0

 : a, b, c ∈ C

. La representación

standard es de dimensión tres, al igual que la representación adjunta.
Sabemos que Cliff3 ∼= Cliff2 ⊗Cliff1 = Cliff2 ⊗ (C×C) = C2×2 ⊗ (C×C) ∼= C2×2 ×C2×2.

Exhibiremos un isomorfismo explı́cito: Sean e1, e2, e3 ∈ C2×2 × C2×2 definidos como sigue:

e1 =

((
1 0
0 −1

)
,

(
−1 0

0 1

))
e2 =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

))
e3 =

((
0 i
−i 0

)
,

(
0 i
−i 0

))
Se deja como ejercicio verificar las relaciones e2

i = 1, i = 1, 2, 3; eiej = −ejei si i 6= j.
También es un ejercicio elemental verificar que el álgebra generada por e1, e2, e3 coincide
con C2×2 × C2×2.

Si consideramos la matriz de la izquierda, obtenemos que la representación spin es de
dimensión dos y, por lo tanto no es la standard. En este caso, sabemos que so(3,C) ∼=
sl(2,C) y, por cada dimensión, existe una única representación irreducible de sl(2,C). Ob-
tenemos que la representación spin de so(3,C) se identifica con la representación standard
de sl(2,C).
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Ejemplo 14.27. Para n = 4, so(4,C) =




0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0

 : a, b, c ∈ C

.

La representación standard es de dimensión cuatro, mientras que la adjunta es de di-
mensión seis.

Ejercicio 14.28. Por razones de interés para la fı́sica, suele considerarse so(1, 3) en lugar de

so(4,C). Muestre que so(1, 3,C) =




0 a b c
a 0 d e
b −d 0 f
c −e −f 0

 : a, b, c ∈ C

 ∼= so(4,C).

Por convención, llamaremos γµ con µ = 0, 1, 2, 3 a los generadores del álgebra Cliff4 con

γµγν + γνγµ = ηµν

donde la matriz η es la matriz diagonal η = diag(1,−1,−1,−1). Sabemos que Cliff4 =
C2×2 ⊗C2×2 = (C2×2)2×2 = C4×4 y estos isomorfismos nos permiten “descubrir” generado-
res de Cliff4 a partir de los generadores de Cliff2 colocándolos en bloques de tamaño 2× 2.
En otras palabras, es fácil verificar que las siguientes matrices verifican γµγν + γνγµ = 2ηµν :

γ0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , γ1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0



γ2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 , γ3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0

0 1 0 0


La representación Spin es de dimensión cuatro. ¿Es isomorfa a la standard? Notar que
el subespacio generado por los corchetes [γµ, γν ] nos proveen naturalmente de un iso-
morfismo con so(1, 3,C). Para obtener un isomorfismo con so(4,C) deberı́amos considerar
γ0, iγ1, iγ2, iγ3.

Para responder a la pregunta anterior, necesitamos estudiar los pesos de la acción de
una subálgebra de Cartan de so(4,C) en la representación spin, para poder compararla con
la standard.

Comencemos encontrando una subálgebra de Cartan en so(4,C) y luego, vı́a el iso-
morfismo de álgebras de Lie so(4,C) ∼= [V, V ] ⊂ Cliff4, sabremos cómo es la acción de la
subálgebra de Cartan en la representación spin, lo cual nos permitirá calcular sus pesos.

Comprobemos que so(4,C) ∼= sl(2,C)× sl(2,C); para ésto, sean los elementos

h1 =


0 i 0 0
−i 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 i 0

 , h2 =


0 i 0 0
−i 0 0 0

0 0 0 i
0 0 −i 0


Dejamos como ejercicio verificar que generan una subálgebra de Cartan de so(4,C).
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Consideremos M(A) =

(
0 A
−At 0

)
, donde A =

(
a b
c d

)
∈ C2×2 y sea J =

(
0 i
−i 0

)
∈

C2×2 entonces JA+ AJ = i

(
c− b d+ a
−d− a c− b

)
y en consecuencia

[h1,M(A)] =

(
0 JA+ AJ

−(JA+ AJ)t 0

)
Verifiquemos además que si

A1 =

(
1 i
−i 1

)
⇒ JA1 + A1J = 2A1

A2 =

(
1 −i
−i −1

)
⇒ JA2 + A2J = 0

A3 =

(
1 −i
i 1

)
⇒ JA3 + A3J = −2A3

A4 =

(
1 i
i −1

)
⇒ JA4 + A4J = 0

Llamemos e1 = M(A1), f1 = M(A3), e2 = M(A2), f2 = M(A4). Análogamente, calcule-
mos a continuación los corchetes entre h2 y cada una de las matrices M anteriores:

[h2,M(A)] =

(
0 JA− AJ

−(JA− AJ)t 0

)
, donde JA− AJ = i

(
c+ b d− a
d− a −c− b

)
Por lo tanto, obtenemos las reglas de conmutación:

[hi, ei] = 2ei, [hi, fi] = −2fi, [ei, fi] = hi, para i = 1, 2,

[x1, y2] = 0, para x, y = e, f, h

y obtenemos ası́ un isomorfismo so(4,C) ∼= sl(2,C)× sl(2,C).

Subálgebra de Cartan de so(4,C) y pesos de la representación standard

En el párrafo anterior consideramos la subálgebra de Cartan h = Ch1 ⊕ Ch2. Tomemos
la representación standard C4 y su base canónica {E1, E2, E3, E4}. Es claro que estos
vectores no son autovectores de la acción de h, pues las matrices h1 y h2 no son diagonales.
Sin embargo, se verifica fácilmente que

v1 = E1 − iE2, v2 = E1 + iE2, v3 = E3 − iE4, v4 = E3 + iE4

sı́ son autovectores, con los autovalores dados por:

h1v1 = v1, h1v2 = −v2, h2v3 = −v3, h2v4 = v4

h2v1 = v1, h2v2 = −v2, h2v3 = v3, h2v4 = −v4

Por lo tanto, los pesos que aparecen en la representación standard están listados por los
pares de números enteros (±1,±1). En particular, el peso máximo es (1, 1), con vector de
peso máximo v1.
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Cálculo de [V, V ] en Cliff4 y pesos de la representación Spin

Consideremos h1 y h2 como antes; necesitamos un isomorfismo so(4,C) ∼= [V, V ] ⊂
Cliff4 para estudiar ası́ la acción de so(4,C) en la representación Spin.

Recordemos que la matriz Eij − Eji ∈ so(4,C) corresponde a 1
2
(ejei) ∈ Cliff4 si ei son

tales que e2
i = 1, eiej = −ejei. Sean entonces las matrices e1 = γ0, e2 = iγ1, e3 = iγ2, e4 = iγ3

y calculemos los corchetes; obtenemos por ejemplo que

h1 = i((E12 − E21)− (E34 − E43))↔ i

(
1

2
e2e1 −

1

2
e4e3

)
es decir, que bajo el isomorfismo so(4,C)→ [V, V ], h1 se corresponde con

i
1

2
(iγ1γ0 − iγ3iγ2) =

1

2
(−γ1γ0 + iγ3γ2) =

1

2


0 −1 0 1
−1 0 1 0
0 1 0 −1
1 0 −1 0


que tiene autovalores 0, 1,−1. Esto ya muestra que la representación spin no es isomorfa
a la standard, dado que la acción de h1 no tiene el autovalor cero en la representación
standard.

Para terminar el cálculo de los pesos, consideremos

h2 = i((E12 − E21) + (E34 − E43))

que corresponde a

i
1

2
(iγ1γ0 + iγ3iγ2) =

1

2
(−γ1γ0 − iγ3, γ2) =

1

2


0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0


el cual tiene también autovalores 0, 1, −1.

En la base

B = {v1 = (1, 1,−1,−1), v2 = (1, 1, 1, 1), v3 = (−1, 1,−1, 1), v4 = (1, 1, 1, 1)}

estos vectores tienen autovalores (1, 0), (−1, 0), (0, 1) y (0,−1), con respecto a h1 y h2, i.e. v1

tiene autovalor 1 con respecto a h1 y 0 con respecto a h2, etc. Observamos que no hay un
único peso máximo, sino dos, que son (1, 0) y (0, 1); por lo tanto esta representación no es
simple, sino suma directa de dos simples: V`, el subespacio generado por los vectores de
autovalores (±1, 0), y Vr, el subespacio generado por los vectores de autovalores (0,±1).

Los pesos de esta representación no son los de la representación standard de so(4,C),
por lo tanto, no es isomorfa a la standard. Además, la representación standard es simple,
¿por qué?

Si utilizamos el isomorfismo so(4,C) ∼= sl(2,C) × sl(2,C), dejamos como ejercicio de-
mostrar que la representación Spin en este caso es isomorfa a la suma directa de las repre-
sentaciones standard de cada una de las copias de sl(2,C).
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