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1 Introduccion

La resoluciéon de ecuaciones polinomiales es un tema que ha sido muy estudiado a lo largo
de los anos a causa de las distintas aplicaciones, provenientes de diversas dreas de la ciencia
y de la tecnologia, en las que este tipo de ecuaciones aparecen. Este tema ha recobrado
importancia en las dltimas décadas con el surgimiento de la computacién que, en particular,
ha introducido la necesidad del estudio de los aspectos algoritmicos de distintos problemas
en esta area.

Este curso se concentrard en la resolucion de ecuaciones polinomiales en varias variables

desde el punto de vista algoritmico. Ma4ds precisamente, dados polinomios fi,...,fs €
klx1,...,z,], donde k es un cuerpo de caracteristica cero (por ejemplo k = Q), nos interesara
estudiar el conjunto de las soluciones del sistema fi(z1,...,2,) =0,..., fs(x1,...,2,) =0

en una clausura algebraica de k.

En primer lugar, es necesario precisar qué entendemos por “resolver algoritmicamente” un
sistema de ecuaciones polinomiales. Una respuesta posible, que constituye el punto de
vista que tendremos en este curso, es que esto consiste en determinar si el sistema tiene
soluciones y, en caso de que las tenga, describirlas de alguna manera que sea “util” en el
contexto algoritmico.

Muchos de los algoritmos que se conocen para resolver problemas relacionados con ecua-
ciones polinomiales se basan en reducirlos a problemas de dlgebra lineal. Es por esto que,
antes de comenzar con nuestro estudio especifico sobre sistemas de ecuaciones polinomiales,
presentaremos algunos procedimientos del dlgebra lineal efectiva.

Definiremos también la nocién de algoritmo con la que vamos a trabajar. Un punto fun-
damental de nuestro enfoque es poder predecir cuanto tiempo requerira un algoritmo para
resolver un problema dado. Para esto, introduciremos la nocién de complejidad algebraica,
que nos dara una primera medida de este tiempo. Otro aspecto que se tendrd en cuenta es
como representar a los polinomios en el desarrollo de un algoritmo.

En la primera parte del curso, nos concentraremos en el estudio de algoritmos que repre-
sentan a cada polinomio como el vector de sus coeficientes. Comenzaremos (Seccién 3) con
el estudio del problema de decidir si un sistema de ecuaciones polinomiales tiene solucion.
Presentaremos el Teorema de los ceros de Hilbert y versiones efectivas de este resultado, que
proveen una reformulacién del problema que nos permitird reducirlo al de la existencia de
soluciones de sistemas de ecuaciones lineales. Posteriormente (Seccién 4) consideraremos el
problema de describir el conjunto de las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales
consistente. Introduciremos los conceptos basicos de geometria algebraica que utilizaremos
y describiremos algunos algoritmos relacionados con distintos aspectos del problema.

El uso de vectores de coeficientes para representar los polinomios manipulados por un algo-
ritmo puede hacer que el tiempo que requiere su ejecucién sobre un input dado sea demasiado
grande. Esta observacién llevo a la bisqueda de formas alternativas mas eficientes para re-
presentar polinomios, entre las cuales estudiaremos los straight-line programs (Seccién 5).
En pocas palabras, un straight-line program que representa un polinomio es un programa
(constituido por una secuencia de instrucciones, cada una de las cuales es una suma, resta
o producto) que calcula el valor del polinomio en cualquier punto dado.

La segunda parte del curso estara orientada al estudio de algoritmos para la resolucion de
ecuaciones polinomiales que utilizan straight-line programs para representar polinomios. Se
consideraran nuevamente los problemas estudiados en las secciones anteriores y se presen-
taran algoritmos mads eficientes para su resolucién (Seccion 6).

Se analizaran también algunas dificultades que surgen al utilizar la representacién de poli-



nomios mediante straight-line programs (por ejemplo, el problema de determinar si un poli-
nomio dado por un straight-line program es el polinomio nulo) y posibles acercamientos
para solucionar estas dificultades. Esto nos llevara a la nocién de algoritmos probabilisticos,
que son algoritmos que resuelven un problema dado pero con cierta probabilidad de error,
con la que concluiremos el curso.

2 Algoritmos y complejidad

2.1 Un primer ejemplo

Un primer ejemplo de resolucién algoritmica de ecuaciones que podemos dar es el de las
ecuaciones lineales. Un método conocido para la resolucién de este tipo de ecuaciones es el
método de Gauss, que consiste en triangular la matriz del sistema.

Vamos a describir un algoritmo que nos permite triangular cualquier matriz cuadrada en
Q™™ Nos interesa estimar la cantidad méxima ,, de comparaciones y operaciones
(4, —, X, =) entre elementos de Q que efectia el algoritmo para triangular una matriz de
m X n (no se contaran los cambios de lugar de coeficientes).

Dada la matriz A = (a;;) € Q™*", el algoritmo procede como sigue:

(i) Si a;1 = 0 para cada i (1 < ¢ < m), el problema se reduce a triangular la matriz de
(m —1) x (n — 1) que se obtiene al suprimir la primera fila y la primera columna de

A.

(ii) Si a;1 # 0 para algin i (1 < i < m), podemos suponer que aj; # 0 (si es cero, se elige
algin elemento a;; # 0, 2 < i < m, y se intercambia la fila 7 con la fila 1).

Para cada 2 < i < m: Se multiplica la primera fila por a;1/a11 y se resta el resultado
a la i-ésima fila, para lograr un cero en el lugar que ocupa a;1.

Ahora, como en (i), el problema se reduce a triangular una matriz de (m—1) x (n—1).

i Cuantas comparaciones y operaciones se realizan? En primer lugar, se efecttian a lo sumo
m comparaciones (para determinar si algtiin elemento de la primer columna de A es no
nulo). En el caso (i) no se hacen méas operaciones ni comparaciones que las necesarias para
triangular una matriz de (m — 1) x (n — 1). En el caso (ii), para cada 2 < i < m, hay
una divisién, n — 1 multiplicaciones y n — 1 restas (ya sabemos que en el primer lugar de la
fila va a ir un cero), y a continuacién se aplica el algoritmo para triangular una matriz de
(m —1) x (n —1). Por lo tanto, tenemos que

Tmm =m+ (m—1)14+2(n—-1)) +zpm_1p-1 YVm,n>2.

Teniendo en cuenta que 1, =0 (puesto que una matriz de 1 x n es triangular) y Tm,1 =M,
resulta que la sucesion {Zp, n}mnen queda definida por la recursién:

Tin = 0
Tm,1 =M
Tmp =2mn —2n+14+xym_1p-—1 Vm,n > 2.

A partir de esta recursién se puede probar que la méxima cantidad z,,, de comparaciones
y operaciones que realiza el algoritmo para triangular una matriz de m x n estd acotada
superiormente por 2mnmin{m,n}.



2.2 Nociones basicas

En esta seccion formalizaremos las nociones intuitivas de algoritmo y complejidad que
aparecieron en el ejemplo anterior.

La nocién de algoritmo que vamos a utilizar puede explicarse brevemente como sigue: dados
algunos datos (ntmeros, por ejemplo), un algoritmo que tiene esos datos como entrada sera
una secuencia de operaciones o comparaciones que comenzando con los datos de entrada
termina en cierto “objeto” logico o matemdtico que queremos calcular.

Por ejemplo, supongamos que queremos resolver la ecuacién ax = b con coeficientes a,b € Q
y que podemos trabajar con nimeros racionales (es decir, realizar comparaciones y opera-
ciones aritméticas) algoritmicamente. La figura siguiente muestra un algoritmo posible para
resolver esta ecuacién.

a b
°

Sii
e X=Dbla

. b=07?
Si
No
°
Todo x es La ecuacion no La Unica solucion
solucién tiene solucion es x= b/a

Mas formalmente, nuestros algoritmos trabajardn con datos de entrada en un cuerpo k
(o un dominio integro R) de caracteristica cero y efectivo, es decir, un cuerpo en el cual
las operaciones aritméticas y comparaciones pueden ser realizadas algoritmicamente. Para
nosotros, un algoritmo es un grafo orientado aciclico con una cantidad finita de nodos.
Cada nodo del grafo representa un elemento de k, una operacién o una comparacion entre
elementos de k. Una rama que llega a un nodo indica una condicién o elemento previamente
calculado que es necesario para realizar la siguiente operacién.

Notar que, como queremos poder predecir el tiempo que tardara el algoritmo en ser ejecutado
sobre un input dado, consideramos una familia restringida de algoritmos: no permitimos
instrucciones que impliquen repetir un proceso mientras que se satisfaga una determinada
condicién; en los tnicos casos en que se podra repetir un proceso es cuando se conozca de
antemano cuantas veces habré que hacerlo. (En lenguaje de programacién, no permitimos
el uso del “WHILE”, sino unicamente instrucciones del tipo “FOR ... FROM ... TO ...”).

La idea de complejidad de un algoritmo estd relacionada con el tiempo que requiere el
algoritmo para realizar la tarea deseada. Una primera forma en que esto puede medirse es
mediante la cantidad de nodos del grafo: cuanto mayor sea este nimero, la ejecucién del
algoritmo requerird mas tiempo. Esta es la nocién de complejidad que vamos a usar en este
curso, la cual se conoce como complejidad algebraica secuencial.

Si bien esta medida de complejidad da una primera idea acerca de si el algoritmo en cuestion
es “bueno” o no, no es del todo precisa. Por ejemplo, es mucho maés facil para una maquina
calcular la suma 1 + 1 que sumar dos nimeros enormes, pero nuestra nocién de comple-
jidad no tiene en cuenta esto. Mds ain, en general es mas rapido calcular una suma que
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un producto. Surgen entonces distintas nociones de complejidad (complejidad no escalar,
complejidad bit, etc.), pero éstas no seran estudiadas en este curso.

Ademsds de la complejidad secuencial, existen otras variables que pueden ser tenidas en
cuenta para analizar la factibilidad de un algoritmo: el espacio en memoria necesario para el
desarrollo del algoritmo o si el algoritmo puede ser bien paralelizable (es decir, si el algoritmo
puede ejecutarse suficientemente rapido en caso de disponerse de una cantidad suficiente de
procesadores donde desarrollar su ejecucién simultdneamente), entre otras. Estos aspectos
tampoco seran estudiados en este curso.

Para expresar 6rdenes de complejidad utilizaremos la notacion usual O: dadas dos funciones
f:N—=Nyg:N-—N, decimos que f = O(g) siy sélo si existe ¢ € N tal que f(n) < cg(n)
para todo n € N.

Diremos que una complejidad es polinomial en un pardmetro A si es del orden A9,

2.3 Algoritmos de Algebra Lineal

Usando la complejidad del método de triangulacién de la Seccién 2.1 (que se puede aplicar
a matrices con coeficientes en cualquier cuerpo k de caracteristica 0) podemos calcular
facilmente la complejidad del procedimiento clasico de algebra lineal para la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales:

Proposicion 1 Un sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas a coeficientes en un
cuerpo k de caracteristica 0 se puede resolver con complejidad O(mn min{m,n}).

A continuacién mostraremos algunos algoritmos eficientes de dlgebra lineal que también se
usan en la resolucion de ecuaciones polinomiales.

Polinomio caracteristico

Una herramienta bésica del algebra lineal es el polinomio caracteristico de una matriz. A
continuacién mostraremos un algoritmo sin divisiones para el calculo del polinomio carac-
teristico de una matriz con coeficientes en un dominio integro R (ver [1]).

La idea del algoritmo es relacionar los coeficientes del polinomio caracteristico de A € R™*"
con los del polinomio caracteristico de una submatriz de A de (n — 1) x (n — 1) y proceder
recursivamente.

Observacién 2 Sea A = (a;;) € R™" y sean R € RIx(n=1) g ¢ Rn—1)x1 y A €

RO=Dx(n=1) 4yles que
(a1 R
A= ( S A’> ’

Entonces, si Xy := det(A—T.I,,) y X := det(A'—T.1,,_1) son los polinomios caracteristicos
de A y A’ respectivamente, se tiene que

XA(T) == (a11 - T)XA/(T) - R- adj(A/ - T.In_1) - S. (1)

El paso siguiente sera calcular una matriz adjunta del tipo M —T'.1,, usando los coeficientes
del polinomio caracteristico de M.



n
Observacién 3 Sea M € R™ " y sea Xpr = Y g T F el polinomio caracteristico de M.
k=0
Entonces
n k—1 '
adj(M — T.I) = = 3 (3 gy M*1 7)1,

k=1 j=0

Aplicando la Observacion 3 para el calculo de la matriz adjunta que aparece en (1) se obtiene
la relacién entre los coeficientes de los polinomios caracteristicos de A y A’:

n n—1
Si XA(T) =Y ppT™ % y Xa(T) = 3 pj, T 1, entonces
k=0 k=0

Po = —Do

p1 = aupy—p)
k-2 o

pr = > RAN"™*77Sp, +anup)_, —p; para k =2,...,n.
7=0

Esto puede reescribirse como (po,...,pn)" = C (p},...,pl_1), donde C € R (n=1) eg 1a
matriz de Toeplitz triangular inferior definida por

-1 sit=1
Cﬂ = all sit=2
R(A)3S sii>3

es decir,

-1 0 0

a11 -1

RS aiy

C= RA’S RS
0
: . . ail —].
R(A)™38 ... ... RA'S RS ap

Recursivamente se obtiene:

n
Proposicién 4 Sea A € R™" y sea X4 = Y. pr T" 7 el polinomio caracteristico de A.
k=0
Para cada 1 < ¢ < n—1 sean Ry € Rlx(”*é), Sy € R(n—)x1 y Ap € R(n=0x(n=) [4¢
matrices

Ro:=(ages1 - aen)s Se:=(ars1e - - ane)’, Ap:= (aij)et1<ij<n
y sea Cp € ROEHDX(=0) 14 matriz de Toeplitz triangular inferior definida por

-1 sti=1
(Cg)ﬂ = Qyy ) st =2
RyAU3S, sii>3

Entonces (po,...,pn)t = C10y...Ch_q.



Utilizando el resultado anterior, obtenemos un algoritmo de baja complejidad para calcular
el polinomio caracteristico de una matriz.

Teorema 5 Sea A € R™". Entonces, los coeficientes del polinomio caracteristico de A se
pueden obtener por medio de un algoritmo (sin divisiones) con complejidad O(n*).

Demostracion. El algoritmo se reduce a realizar los cdlculos descriptos en la férmula de la
Proposicion 4. Ahora estimaremos su complejidad:

e Calculo de las entradas de Cy paracada 1 </ <n—1:

Parak =1,...,n—f—2 se calculan, inductivamente, los productos A’gSg = Ag(A?fng).
La complejidad de este paso es O((n—£)3), puesto que cada uno de los productos (una
matriz por una matriz columna) puede efectuarse con O((n — £)?) operaciones.

Para k =1,...,n — f — 2 se calculan Rg.(Aé?S). La complejidad de este paso es del
mismo orden.

Luego, la complejidad del calculo de las n — 1 matrices Cy es O(n4).

e Calculo del producto Cy...C,_1.

Para { = n—1,...,1, se calcula C.(Cpqq...Cr_1). Como Cp € RI—HHDx(n=0) y
Coy1...Cpq € ROX1 el producto de estas matrices se calcula con O((n — £)?)
operaciones. Por lo tanto, la complejidad de este paso es O(n?).

En consecuencia, la complejidad total del algoritmo es O(n?). O

Se puede obtener una cota mejor para la complejidad del calculo del polinomio caracteristico
modificando levemente este algoritmo (en el célculo de RgAz_3Sg) y utilizando cotas mas
precisas para la complejidad del producto de dos matrices.

Observacion 6 El algoritmo descripto en el Teorema 5 calcula el determinante de una
matriz A € R™™ con complejidad O(n*) y sin efectuar divisiones.

Rango de una matriz

El procedimiento para calcular polinomios caracteristicos puede utilizarse para calcular al-
goritmicamente sin divisiones el rango de una matriz. Esto sera de particular importancia
en el caso de trabajar con matrices con coeficientes polinomios. (Observar que en caso de
permitir divisiones puede utilizarse el método de Gauss presentado en la Seccién 2.1.)

Sea A € k™*™ una matriz que verifica Nu(A) @ Im(A) = k™. Su rango puede calcularse a
partir de su polinomio caracteristico X4 como rg(A) = n — mult(0, X4 ), donde mult(0, X4)
denota la multiplicidad de 0 como raiz de X4. Este ntimero puede obtenerse facilmente
conociendo los coeficientes de X'4. Mas precisamente:

Si Nu(A) @ Im(A) = k" y Xa = > i opiT" ", entonces rg(A) = max{i : p; #0}.  (2)

En el caso de una matriz arbitraria, la idea es construir una matriz C' tal que Nu(C') e Im(C)
estén en suma directa y cuyo rango nos permita calcular el rango de A.

Si A € R"™™ consideramos A' € R™*" la matriz transpuesta de A y definimos C := A*A €
R™*m_ Es ficil ver que Nu(C) = Nu(A), y por lo tanto, rg(C) = rg(A). Ademsds, siendo
una matriz simétrica, C' es diagonalizable y, en consecuencia verifica Nu(C') ¢ Im(C) = R™.



La matriz C se obtiene como el producto de A* € R™*" y A € R"*™ con O(nm?) operaciones
en R y su polinomio caracteristico puede calcularse con complejidad O(m4). Finalmente,
si Xo = Y topiT™ ", se busca rg(C) = max{i : p; # 0}, lo que requiere a lo sumo m
comparaciones. Luego, la complejidad total para el célculo del rango de A es O(nm? +m?).

Para un cuerpo k cualquiera, usaremos las ideas de [32]. Sea A € k™*™. En primer lugar,
construimos una matriz simétrica M € k("tmx(+m) asociada a A:

e ( Onxn A ) |
At Omxm
Es claro que rg(M) = 2rg(A), con lo cual calcularemos el rango de M.
Sea N := n 4+ m. Puesto que el rango de una matriz no cambia al extender el cuerpo
de base, podemos trabajar en una extensién de k. Sea z una indeterminada sobre k y sea
D € k(z)V*N la matriz diagonal definida por D;; = 2'~! para 1 <i < N. Sea C € k(z)V*V
definida por C := D.M. Como D es no singular, se tiene que rg(C) = rg(M).

Lema 7 Con la notacién anterior, Nu(C) @ Im(C) = k(z)"V.

Demostracién. Probaremos que Nu(C?) = Nu(C), de donde se deduce el resultado del lema.
Ahora, Nu(C?) = Nu(DMDM) = Nu(MDM) y Nu(C) = Nu(M), por lo que basta ver que
Nu(MDM) = Nu(M).

Es claro que Nu(M) C Nu(MDM). Supongamos que existe u € k(x)™ tal que u €
Nu(MDM), pero u ¢ Nu(M). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u € k[x]V.
Sea v := M.u € k[z]". Por la eleccién de u, se tiene que v # 0.

Sea z una nueva indeterminada sobre k. Teniendo en cuenta que M es una matriz simétrica
y el hecho que u € Nu(M DM) resulta que

v(2)'Dv(z) = u(z)!M'DMu(z) = u(z)'M DMu(z) = 0. (3)

Sean 0 := max{deg(v;) : 1 <i < N} y v := max{i : deg(v;) = §}. Entonces, el monomio
2029t =1 aparece con coeficiente no nulo en el polinomio v, (2)v,(z)2¥~! y no puede aparecer
en ningin otro término de la suma Zf\il vi(2)vi(z)2* ! = v(2)!Dv(x). Luego, 2°z°+v~1
tiene coeficiente no nulo en el polinomio v(2)!Dv(x), lo que contradice (3). O

Como consecuencia de (2), por el lema anterior se tiene que rg(C) = mult(0, X¢).

En vez de calcular el polinomio X con x variable, lo calcularemos para suficientes especiali-
zaciones de x en elementos de k, para lo cual bastara calcular los polinomios caracteristicos
de las matrices que se obtienen a partir de C' especializando x en esos elementos. Como X¢

. N(N-1 . . .
tiene grado en x acotado por ( 5 ), para determinar si uno de sus coeficientes es cero,
N(N-1 N(N-1
( 5 ) ( 5 ) + 1

basta evaluarlo en + 1 valores distintos en k. Por lo tanto, tomamos
puntos y calculamos la multiplicidad del cero como raiz del polinomio caracteristico de la
matriz obtenida para cada punto usando el algoritmo del Teorema 5. El minimo de estas
multiplicidades es la multiplicidad del cero como raiz de X, que es el rango de C.

La complejidad total de este algoritmo se calcula facilmente teniendo en cuenta la comple-
jidad dada por el Teorema 5 para el calculo de polinomios caracteristicos y la cantidad de
veces (O(N?)) que este algoritmo se aplica, y resulta ser del orden de O(N®).

En resumen, hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 8 Sea A € k™ ™. FEntonces, el rango de A puede calcularse algoritmicamente
(sin divisiones) con complejidad O((n + m)°).



3 Sistemas de ecuaciones polinomiales: existencia de solu-
ciones

En muchos contextos aparece la necesidad de resolver sistemas de ecuaciones polinomiales.
En lo que sigue vamos a tratar de dar algunas aproximaciones algoritmicas para la resolucién
de estos sistemas.

Definicion 9 Sea k un cuerpo y sean x1,...,x, indeterminadas sobre k. Un sistema de
ecuaciones polinomiales con coeficientes en k es

filzr,...,xn) =0

fs(xlw"axn) =0
donde f1,..., fs € klx1,...,2y].

La primera pregunta que intentaremos responder es si un sistema de ecuaciones polinomiales
dado tiene o no solucién.

3.1 Resultantes

El primer caso que vamos a tratar es el de dos polinomios en una variable con coeficientes
en un dominio integro R. Para esto vamos a definir la resultante, herramienta que también
utilizaremos mas adelante en el caso general.

Definicién 10 Sea z una indeterminada sobre R y sean f,g € Rlx] polinomios de grado
d

d, e respectivamente. Si f = Zoaia:i Yyg= iobiazi, se define la resultante entre f y g como
1= 1=
ag 0 0 be 0 0
ag—1 ag - : be—1  be
ag-1 - 0 D bemr 0
: P
Res(f,g) —det | b -
ag : : 0 bo
0 ag :
0 aop 0 bo
e columnas d columnas

A continuacién enunciaremos algunas propiedades béasicas de la resultante cuyas demostra-
ciones pueden encontrarse, por ejemplo, en [39] o [6].

Proposicién 11 Con las notaciones anteriores, f y g tienen un factor en comin en R[x]
si y solo si Res(f,g) = 0.



Corolario 12 Sea k el cuerpo de cocientes de R y sea k una clausura algebraica de k.

Entonces el sistema
{ f(z)=0
g(z) =0

tiene solucion en k si y sélo si Res(f,g) = 0.

Notar que el corolario anterior nos da un criterio algoritmico para decidir si un sistema de
dos ecuaciones polinomiales en una variable tiene solucién o no.

La siguiente propiedad va a ser usada mas adelante.

Proposicién 13 Con las notaciones anteriores, existen polinomios p y q en R[z] de grados
acotados por e — 1 y d — 1 respectivamente tales que Res(f,g) = pf + qg.

3.2 Un teorema de existencia de soluciones en varias variables

Sea X = {x1,..., 2y} una familia de indeterminadas sobre un cuerpo k. Dados polinomios
fi,..., fs € k[X], vamos a probar un criterio para decidir si el sistema de ecuaciones asociado
tiene soluciones o no en una clausura algebraica k de k.

En el caso en que todos los polinomios f1,..., fs tengan grado 1, se trata de un sistema
lineal y, en este caso, el criterio estd dado por una simple comparacion de rangos de matrices
que involucran los coeficientes del sistema:

Si el sistema se escribe A.x' = B (con A € k¥*" y B € k**!) entonces

Jrek' ) Azt =B < rg(A) =rg(A|B)
donde (A|B) denota la matriz que se obtiene al agregar la columna B a la matriz A.

Un primer paso hacia una generalizacién de este resultado al caso de sistemas de ecua-
ciones polinomiales de grados arbitrarios estd dado por el teorema siguiente, que relaciona
la existencia de soluciones de un sistema polinomial con ciertos célculos que involucran los
coeficientes de los polinomios considerados:

Teorema 14 (Teorema de los ceros de Hilbert) Sean fi,..., fs € klx1,...,xy,]. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:
i) {€€k" /O =...= f( =0} =0.
it) Existen polinomios q1,...,9gs € k[z1,..., ] tales que 1 = Z 9i-fi.
1<i<s
Demostracion.

i1) = 1) Es inmediato.

i) = 1) Sea I = (f1,...,fs) C k[z1,...,x,] el ideal generado por fi,..., fs. Si 1 ¢ I, existe
un ideal maximal M de k[z1,...,x,] tal que I C M. Consideremos la extensién de cuerpos
K/k donde K = k[x1,...,z,]/ M.

Sea B una base de trascendencia de K/k (eventualmente B = (). Entonces K/k(B) es una
extension algebraica, en particular, K es un k(B)-espacio vectorial finitamente generado.
Sea wi, ..., w,, un sistema de generadores de K como k(B)-espacio vectorial que contiene

aTy,...,Tpn, y S€an r(#9) € k(B) tales que wyw; = > ° r(ij)wl. Entonces cada elemento
y I q J 1=1"
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de K = k[T1,...,Tx] se escribe como Y ;' Ph(rl(” )).wh, para ciertos polinomios P, con
coeficientes en k. Ahora, si B# 0y Tl(”) = fl(”)/gl(”) con fl(”), gl(”) € k[B] para cada 1, j, [,
todo elemento que puede representarse de esta forma tiene como denominador un polinomio
en k[B] tal que cada uno de sus factores irreducibles divide a algin gl(” ), lo que contradice
que todo elemento de k(B) C K tiene una representacién de este tipo.

Luego, K/k es una extensién algebraica y, por lo tanto, existe un morfismo de extensiones
¢ : K/k — k/k. Entonces (¢(%1),...,¢(T,)) € k' resulta una solucién del sistema de

ecuaciones f; =0,..., fs =0. U

Este resultado ya era conocido por Kronecker y esencialmente muestra cémo un problema
geométrico “;FEs wvacio el conjunto de los ceros comunes de los polinomios f1,..., fs?” es
equivalente a uno algebraico “;Pertenece el elemento 1 al ideal (f1,..., fs)?”.

3.3 El teorema de los ceros efectivo

Un teorema de los ceros efectivo es un algoritmo que, tomando como entradas polinomios

fiy--oy fs € k[x1,..., 2], determina si existen polinomios g1, ...,gs € k[z1,...,x,] tales
que
> gifi=1 (4)
1<i<s
y calcula una solucién particular (g1, ...,gs) para esta identidad.

Un posible primer paso para conseguir un teorema de los ceros efectivos es encontrar cotas
superiores para los grados de una solucién g1, ..., gs de la ecuacién (4) en funcién de s,n
y d, donde d es una cota superior para los grados de los polinomios fi,..., fs. El primer
resultado en este sentido fue obtenido por G. Hermann (ver [23]).

Teorema 15 Sean fi,..., fs € k[z1,...,x,] tales que deg(f;) < d para cada 1 < i < s. Si
1€ (fi,...,fs), existen polinomios gy, ...,gs € k[z1,... 2] con deg(g;) < 2(2d)2"" para
cada 1 < i < s tales que Zlgigs gi-fi = 1.

Demostracion. Probaremos el teorema por induccién en n.
Para n =1, sean f1,..., fs € k[z] y supongamos que deg(f1) =d > deg(f;) (2 <i<s). Si
1 =) <;<shi-fi, aplicando el algoritmo de divisién por fi en k[x], tenemos que

hi = fi.q¢i + 1 (2<i<s),

y, reagrupando los términos en la suma, obtenemos

1= fi.(h1 + Z ¢-fi) + Z fi-ri.

2<i<s 2<i<s

Como deg(r;) < d—1 (2 <i < s), resulta que deg(fi.(h1 + ) 9<;jcs@i-fi)) < 2d — 1. Por lo
tanto, tomando g1 = h1 + Y i @i fi v gi =1 (2 <1 < s) obtenemos 1 = Yoicics Gifi Y
deg(gi) <d—1(1<i<s). o
Supongamos ahora que el resultado vale para n. Sean entonces fi,..., fs € k[z1,..., Tpt1]
tales que deg(f;) < deg(fi) = d (2 <i < 5).

En primer lugar, con el objeto de obtener polinomios que sean moénicos con respecto a
una variable, consideramos el siguiente cambio de variables (donde Ag, ..., A, son nuevos
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pardmetros): x1 = y1, T2 = Y2 + AaY1, ..., Tn = Yn + Apy1. Los polinomios que se obtienen
al hacer este cambio de variables tienen grado méximo en y; y sus coeficientes principales
en esta variable son las partes homogéneas de grado maximo de los polinomios originales
evaluadas en (1, Ag,...,\,). Eligiendo una (n — 1)-upla conveniente, de manera que estas
partes homogéneas no se anulen, obtenemos el cambio de variables deseado.

De esta manera, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que cada polinomio f; es
moénico en la variable z;. Introduzcamos nuevas variables Uy, ..., Us, Vi,..., Vs y conside-
remos los polinomios

F = Z Ufi v G:= Z Vifi en Q[U,V][z1,...,Tnt1].

1<i<s 1<i<s
La resultante de estos polinomios con respecto a la variable x1,
R‘esxl (F’ G) € Q[Ua V] [:E27 e 7$n+1]

es un polinomio bi-homogéneo en los grupos de variables (U, V') de bi-grado (d, d).
Veamos que, si escribimos

Resy, (F,G) = hag(wa, ... 2n1) UV,
Oé7ﬁ

. . Tn+1 . ’ . .
entonces fi,..., fs tienen un cero en comun en k si y sélo si (ha,ﬁ)\a|:d,|ﬁ\:d tienen un

cero en comun en k : Si (&1, ,&ny1) € 5" es una rafz comin de fi,..., fs, entonces
Resz, (Fa G)(§2a ce v§n+1)(Uv V) =0

y, por lo tanto, los polinomios (ha,ﬁ)|a|:d,| 3|=q tienen una raiz comun en k". Por otro lado,

si (§2,...,8n+1) es un cero comin de (hqg)|a|=d,g|=d> 08 polinomios F(z1,&2,...,&nt1)
y G(z1,&2,...,&+1), considerados como polinomios en k(Uy,...,Us, Vi,...,Vs)[z1] tienen
una rafz comin en k(U, V). Pero, como los ceros de F'(z1,8a,...,&u+1) pertenecen a k(U)

y los de G(x1,&a,...,&ns1) a k(V), la raiz comtin debe estar en k. Es decir, existe & € k
tal que F(&1,...,&41) = 0y G(&, ..., &nt1) = 0. Puesto que las variables U,V son
algebraicamente independientes sobre k, concluimos que (§1,...,&+1) € " es una raiz
comun de fi,..., fs.

Debido al teorema de los ceros de Hilbert (Teorema 14), resulta que

le (f17 .. '7f8) — le (ha,ﬁ)‘O":d)lﬁ‘:d’

lo que reduce en uno la cantidad de variables.

Finalmente, veamos que la escritura del 1 como combinacién lineal de (ha,g)|a|=d,|8/=d
nos permite deducir su escritura como combinaciéon de los polinomios fi,..., fs: Por la
Proposicién 13, existen polinomios Ry S en k[U, V][X], de grados acotados por 2d? en las
variables X tales que Resy, (F,G) = RF + SG. Reescribiendo esta identidad en potencias

de U y V, tenemos que
h()é,ﬂ = Z p£a7ﬁ)fl7
1<i<s

(r,8)

donde los polinomios p; tienen grados acotados por 2d2.
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La cota de grado deseada para los polinomios que dan la escritura del 1 como combi-
nacién lineal de fi,..., fs se deduce ahora ficilmente aplicando la hipdtesis inductiva a
(ha,8)|a|=d,|8|=d> cuyos grados estdn acotados por 2d2. O

Las cotas obtenidas en el teorema anterior no son buenas desde el punto de vista algoritmico.
Existen otras cotas mejores, pero las herramientas usadas para demostrar su existencia se
escapan al nivel de este curso.

En [2], se obtuvo la primera cota simplemente exponencial, del tipo 3 min{n, s}nd™»{ms},
para cuerpos de caracteristica cero. Mas adelante, en [9] y [27] se obtuvieron las cotas mas
precisas conocidas hasta ahora para el caso general: (max{3,d})".

3.4 Codificaciéon densa de polinomios

Como nuestro objetivo es resolver sistemas de ecuaciones polinomiales algoritmicamente,
debemos determinar una manera de codificar polinomios en varias variables para poder
ingresarlos en un procesador como datos de entrada.

Una primera forma (la mds ingenua) de codificar un polinomio es copiar la forma usual en
que éste se escribe: como una suma de monomios. Para hacer esto de manera que lo pueda
entender una computadora necesitamos conocer de antemano una cota superior d para el
grado del polinomio y la cantidad de variables n que involucra. Dados d y n, damos un
orden al conjunto de todos los monomios de grado menor o igual que d en n variables y
codificamos al polinomio como el vector de sus coeficientes en este orden. Esta manera de
codificar polinomios se llama codificacion densa.

Por ejemplo, supongamos que el polinomio que queremos codificar es f(z,y) = 22 —2xy+y>+
z+3. Fijamos un orden en el conjunto de los monomios de grado 2 en 2 variables, por ejemplo
(1,z,y, 2%, 2y,y?). La codificacién densa de f usando este orden serd (3,1,0,1,—2,1).

Nos interesa estimar el tamano de la codificacién que hemos definido, es decir, cuantos
nimeros serd necesario almacenar para codificar un polinomio f de grado acotado por d
en n variables (utilizando un orden preestablecido de los monomios). De acuerdo a nuestra
definicién, esta cantidad es exactamente el nimero de monomios de grado menor o igual
que d en n variables, es decir, (dzn).

Si consideramos que la cantidad de variables n con las que trabajamos esta fija, pero los
grados de los polinomios pueden cambiar, entonces si d > 2 se tiene que

d+n d—+1
= < 2d".

1<i<n

Mas atn, asintéticamente en d, (dzn) y d"™ son del mismo orden, puesto que

dn
!
pEw <nl.
H1§z‘§n i

En este sentido diremos que un polinomio de grado d > 2 en n variables tiene O(d")
coeficientes.

3.5 Un algoritmo para el teorema de los ceros

Supongamos que tenemos una funcién ¢ : N® — N que satisface:
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Sean fi,...,fs € klz1,...,x,] tales que deg(f;) < d (1 < i <s). Sil € (fi,...,fs),
existen polinomios gi,...,9s € k[z1,...,x,] con deg(g;) < p(n,s,d) (1 <i < s) tales que
Zlgigs gi-fi = 1.

Entonces podemos reducir el problema de decidir si un sistema de ecuaciones polinomiales
tiene solucién o no a un problema de algebra lineal que puede ser resuelto algoritmicamente
y por lo tanto tenemos un teorema de los ceros efectivo.

Para cada coeficiente de cada uno de los polinomios gy, ..., gs hasta grado ¢(n, s, d) intro-
ducimos una nueva variable. Luego la igualdad 1 = )",_,_, i fi se puede ver, igualando los
coeficientes de ambos miembros, como un sistema de O((¢(n, s, d) +d)") ecuaciones lineales
en O(sp(n,s,d)") incégnitas.

Si este sistema no tiene solucion, el sistema de ecuaciones polinomiales fi = 0,...,fs =0
tendrd soluciones en k. Por el contrario, si el sistema lineal tiene solucién, cada una de sus
soluciones provee polinomios que nos dan la escritura del 1.

La complejidad de este procedimiento sers de orden O(s?(¢(n, s,d) +d)3") (ver Proposicién
1). Utilizando las mejores cotas conocidas para el teorema de los ceros (ver Seccién 3.3) la
complejidad de este algoritmo es de orden (sd™” )W),

4 Geometria algebraica efectiva

4.1 Algunas definiciones de geometria algebraica

En lo que sigue daremos algunas definiciones y propiedades béasicas de geometria algebraica,
que pueden encontrarse por ejemplo en [36], [30] y [5].

Sea k un cuerpo y sea k una clausura algebraica de k.

Diremos que un subconjunto V' C &' es una variedad algebraica afin si V es el conjunto
de los ceros comunes de una familia de polinomios en n variables con coeficientes en k.
Anélogamente, diremos que un subconjunto V C k" es una variedad algebraica afin definible
sobre k o una k-variedad algebraica si V' es el conjunto de los ceros comunes en k" de una
familia de polinomios en n variables con coeficientes en k. Si fi,..., fs son polinomios en
klxi,...,zy] notaremos por V(fi,..., fs) al conjunto de sus ceros comunes en k"

Se define el espacio afin n-dimensional sobre k, que notaremos por A"(k) (o simplemente
A™), como el conjunto k" provisto de la topologia cuyos cerrados son las variedades al-
gebraicas afines de k". Esta topologia se llama la topologia de Zariski de k". Puesto que
mediante uniones finitas e intersecciones arbitrarias de k-variedades se obtienen nuevamente
k-variedades, las k-variedades pueden tomarse como los conjuntos cerrados de una topologia
en A", que se llama la topologia de Zariski de A™ respecto de k.

Diremos que una propiedad se verifica para x € A™ genérico o simplemente que se verifica
genéricamente si existe un abierto de Zariski U C A" no vacio tal que la propiedad vale para
todoz € U.

Una k-variedad algebraica V' se dice irreducible si verifica la siguiente propiedad: si para
dos k-variedades V7 y Vo vale V =V U Vs, entonces V =V, o V = V5.

Para una k-variedad algebraica afin arbitraria V' C A", existe una familia finita {C; : 1 <
i <t} de k-variedades irreducibles de A", univocamente determinada por V, tal que

v=_Jc Ci € Cjsii .
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Esta representacion se llama la descomposicion irreducible (minimal) de V' y las variedades
C; (1 <i<t),las componentes irreducibles de V.

Uno de los pardmetros méas importantes asociados a una variedad algebraica es su dimension.
Sea V C A" una variedad algebraica afin no vacia. Se define la dimension de V, que sera
denotada por dim V', como el maximo entero r tal que una variedad lineal genérica en A™
de dimensién n — r interseca a V' en un conjunto no vacio. Observamos que una variedad
lineal de dimension n — r es la interseccién de r hiperplanos y puede representarse entonces
por medio de un elemento en A" ("+1) (cada fila representa los coeficientes de una ecuacién
de uno de los hiperplanos), y en este sentido hablamos de genericidad. Se define también
dim(0) = —1.
t

Sea V = |J C; la descomposicién irreducible de V. Para cada 0 < ¢ < n, consideremos la
unién de %uoldas las componentes irreducibles de V' de dimensién £:

V, = U C;.

1<i<t

dim C;=¢
Observamos que, para cada 0 < ¢ < r, V; es o bien el conjunto vacio o bien una varie-
dad equidimensional, es decir, una variedad cuyas componentes irreducibles tienen todas la
misma dimensién. Llamamos la descomposicion equidimensional de V' a la representacion

.
=0

Las variedades Vp se llaman las componentes equidimensionales de V.

Otro de los pardmetros intrinsecos asociados a una variedad algebraica es su grado (ver
[19]). La nocién de grado de una variedad se define en primer lugar para el caso de una
variedad afin irreducible y luego se extiende al caso general.

Si V C A" es una variedad algebraica afin irreducible de dimension r, el grado de V' es

degV :=sup{#H,N...NH.NV ; Hy,...,H, hiperplanos afines
en A" tales que Hy N...N H, NV es un conjunto finito}.

Este supremo es finito. Para una variedad algebraica afin arbitraria V' C A", se define deg V'
como la suma de los grados de todas las componentes irreducibles de V.

Con esta definicién vale la siguiente propiedad, conocida como desigualdad de Bézout (ver
[19]): Si V, W C A™ son dos variedades algebraicas, entonces deg(V N W) < deg V. deg W.
Como consecuencia de esta desigualdad, puede probarse que si V' C A™ es una variedad
definida por polinomios de grados acotados por d, entonces deg V' < d™.

4.2 Un algoritmo para calcular dimensiones

De la definiciéon de dimensién de variedades dada en la seccion anterior se desprende inme-
diatamente el siguiente algoritmo para el calculo de la dimensién de una variedad algebraica
Vi=V(fi,...,fs) CA™ donde fi,..., fs € k[z1,...,24):

Sean T;; (1 < i < n,0 < j < n) nuevas indeterminadas sobre k y sea K la clausura
algebraica de k(Tj;) 1<i<n. Para cada 1 <1i < n, sea L; := Tjo + Tjiz1 + - - + Tinp.

0<j<n
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Por abuso de notacién, seguiremos llamando V' a la variedad definida por los polinomios
fi,-.., fs en K™ que conserva la dimensién de la variedad original. Consideremos las
variedades VW := VNV (Ly,...,L;) parai =1,...,n, y V© := V. Entonces, si V # 0,
dimV = max{i : 0 < i < n, VO £ 0}. Como consecuencia del teorema de los ceros de
Hilbert, la condicién V# = () es equivalente a

16(fl,‘..,fs,Ll,..‘,Li)CK[xl,...,$n],

la cual puede verificarse mediante una version efectiva de este teorema.

La complejidad asociada a este procedimiento es muy alta por la cantidad de variables libres
que tenemos que agregar. Mas adelante mencionaremos métodos mas efectivos para resolver
este problema usando esta misma idea (ver Seccién 6.1).

A continuacién daremos una definicién alternativa de dimensién, més relacionada con un
punto de vista algebraico que con uno geométrico, que serd usada a su vez para obtener otro
algoritmo para el célculo de la dimensién. (Para la equivalencia de estas dos definiciones de
dimensién, ver [36].)

Si V =V(I) con I un ideal de k[z1,...,zy], entonces
dimV =max{t € Ng: 31 <iy,...,i; < n tales que I Nk[x;,...,x;] ={0}}. (5)

Teniendo en cuenta esta definicién, vemos que para calcular la dimensién de la variedad
basta verificar si I N k[z;,,...,z;] = {0} para subconjuntos {i1,...,%} de {1,...,n}.

El siguiente resultado (ver [7, Proposition 1.7]) nos permite reducir esto a un problema de
algebra lineal sobre k:

Proposicién 16 Sea V =V (f1,...,fs) con fi,...,fs € k[x1,...,zy] polinomios de grados
acotados por d y sea I := (f1,..., fs) el ideal de k[z1,...,x,]| generado por estos polinomios.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

Z) Iﬂk‘[.’ﬁil,...,l‘it] 75 {0}

i) Existe g € k[, ...,z tal que g # 0y g = >0 1bifi con b € klzr,...,xn] y
deg(b; fi) < d"(degV +1).

Utilizando esta equivalencia y teniendo en cuenta que si V.= V(f1,..., fs) con f1,..., fs
polinomios en k[x1,...,z,] de grados acotados por d, se tiene deg V' < d" (consecuencia de
la desigualdad de Bézout), por comparacién de coeficientes podemos reducir el problema
de determinar si I N k[x;,,...,x;] # {0} al de decidir si un sistema lineal homogéneo de
tamafio O(sd™) x O(sd"") tiene una solucién con algunas coordenadas no todas nulas (las
que corresponden a los coeficientes de g).

Esto puede hacerse mediante los algoritmos descriptos en la Seccién 2.3 con complejidad de
orden s dO("*) Repitiendo esto para (a lo sumo) los 2" subconjuntos de {z1,...,z,} se
obtiene un conjunto maximal de variables z;,, ..., x; que satisfacen INk[z;,,...,z; | = {0},
y por lo tanto la dimension de V', con complejidad sO(1)gom?),

Teorema 17 Sea V C A" una variedad definida como el conjunto de los ceros comunes de
s polinomios en k[z1,...,x,] de grados acotados por d. Entonces, la dimension de V' puede

calcularse por medio de un algoritmo de complejidad s0W)go™n?)
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4.3 Resoluciéon geométrica de variedades cero-dimensionales

En el caso de una variedad cero-dimensional, es posible dar una representacién paramétrica
de la variedad que resulta ser muy util desde el punto de vista algoritmico. Esta mane-
ra de describir variedades (que ya era conocida por Kronecker, ver [29]) recibe el nombre
de resolucion geométrica. La idea es la siguiente (supongamos por el momento que k es
algebraicamente cerrado):

Sea V' C A" una variedad cero-dimensional definida por polinomios en k[z1,...,z,] que
consiste de D puntos

€0 = (€D e = 6P )

Eligiendo convenientemente uq, ..., u, € k, es posible hallar una forma lineal ¢(z) = vz +
o+ Upzy, en klz1, ..., z,] tal que los valores £(€()) para i = 1,...D sean todos distintos.
Entonces, existe un polinomio univariado no nulo y libre de cuadrados p € k[T] de grado D
cuyos ceros son exactamente estos valores:

p= [ @-eeh).

1<i<D

En este caso decimos que ¢ es un elemento primitivo de V o que £ separa los puntos de V' y
que p es el polinomio minimal de £ con respecto a V.

Ademas, para cada indice j con 1 < j < n, existe un nico polinomio v; € k[T] de grado
acotado por D — 1 tal que v; (@) = fj(-z) para cada 1 < i < D (el polinomio interpolador

correspondiente a los puntos (£(£(), 5](1))) Resulta entonces que

Vo= {Ee A" [ pl(&)) =0, & —01(£(§)) = 0, &2 = 02(€(E)) = 0, & — vn(€(E)) = 0}
= {(vi(t),v2(t),..,vn(t)) /T € k, p(t) = 0}.

Decimos que esta es una descripcién paramétrica de V' en el sentido que las coordenadas de
los puntos de V' estan dadas en funcién de un pardmetro ¢ (que a su vez puede tomar finitos
valores, que son los ceros del polinomio p).

Si realizamos esta construccién para una k-variedad cero-dimensional V', con k un cuerpo
cualquiera, y una forma lineal ¢ con coeficientes en k resulta que los polinomios p, v1, ..., Un
también tienen coeficientes en el cuerpo de base k.

Esto da lugar a la siguiente definicién de resolucién geométrica de una variedad cero-
dimensional:

Definicion 18 Sea V = {f(l), e ,f(D)} C k" una variedad cero-dimensional definida por
polinomios en k[xi,...,x,]. Una resolucién geométrica de V' consiste de una forma lineal
Ux) =uwz1+ ... +upey € k1, ..., 2], y polinomios p, vi,...,v, € k[T] (donde T es una

variable nueva) tales que:

o (60)) £ (£02)) iy # iy.
o p(T) = H1gz‘§D(T - 5(5(1‘))).

e Para cada 1 <j<mn,deg(v;) <D -1y V ={(vi(t),...,v.(t)/t €k, p(t) = 0}.
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Como esta descripcién de V' estd univocamente determinada por la forma lineal ¢, la lla-
maremos la resolucion geométrica de V asociada a /.

Observamos que la definicién de resolucion geométrica fue dada a partir de las coordenadas
de los puntos de V. El problema es entonces cémo hallar un elemento primitivo ¢ para
V' y los polinomios asociados p, vy, ..., v, sin conocer dichos puntos, sino a partir de poli-
nomios fi,..., fs cuyo conjunto de ceros comunes es la variedad V. Los dos ingredientes
fundamentales para esto son poder encontrar resoluciones geométricas de ciertas variedades
cero-dimensionales en A? (lo que se estudiard més adelante) y resolver el siguiente problema:

Dada una forma lineal ¢ € k[xi,...,x,], hallar un polinomio no nulo p € k[T] libre de
cuadrados cuyos ceros sean exactamente los valores de £ en los puntos de la variedad cero-
dimensional V.= V(f1,...,fs) C A", donde fi,...,fs € klx1,...,zy,] son polinomios de
grados acotados por d.

Haciendo un cambio lineal de variables, podemos suponer que ¢ = x7.

Sea p € k[T el polinomio ménico cuyos ceros son las primeras coordenadas de los puntos
de V. Entonces p € rad(f1,..., fs), y por lo tanto (ver [7, Remark 1.6]), existen polinomios
Ply. .., Ps € klx1,...,2y,] tales que

P’ = Zpifi’ deg(pif;) < d*(degp +1) < d™(d" +1).
=1

Podemos encontrar un polinomio no nulo ¢ € k[T] cuyos ceros coinciden con los ceros de p.
Para esto basta hallar el minimo dy < d"(d"™ + 1) tal que el sistema lineal no homogéneo
determinado por las condiciones:

e ¢ € k[T], ménico de grado dy;

o q(x1) =7 pifi, deg(pifi) <d"(d" +1)

sea consistente, y hallar una solucién para el sistema asociado a ese grado dj.

El polinomio p buscado es
q

P ged(gq)
Teniendo en cuenta que el calculo del ged y la divisién exacta de polinomios en una variable
pueden efectuarse con complejidad polinomial en el grado de los polinomios involucrados,
hemos demostrado el siguiente:

Lema 19 Sea V := V(fi1,...,fs) C A™ una variedad cero-dimensional definida por poli-
nomios fi,...,fs € klxi,...,z,] de grados acotados por d, y sea ¢ € klzi,...,x,] una
forma lineal. Existe un algoritmo de complejidad polinomial en sd™’ que calcula un poli-
nomio p € k[T] libre de cuadrados cuyos ceros son los valores de £ en los puntos de V.

Observar que si £ es un elemento primitivo de V/, el polinomio p que obtenemos es el asociado
a ¢ en la resolucién geométrica de V' correspondiente.

El siguiente lema nos permite encontrar algoritmicamente una resoluciéon geométrica de una
variedad cero-dimensional en A? definida por polinomios en variables separadas.
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Lema 20 Sean f(z) € k[z], g(y) € kl[y] polinomios no nulos libres de cuadrados. Sea

= {(&m) € A2 : f(¢) = 0,9(n) = 0}. Sea 6 := degV = deg(f).deg(g). Entonces
eziste un algoritmo de complejidad 6°Y) que halla un elemento X € k tal que la forma lineal
L =y+Ax es un elemento primitivo de V y calcula una resolucion geométrica de V asociada
al.

Demostracion. Consideremos el polinomio g := g(T — Az) € k[A][T,z] con A y T nuevas
variables, y sea h := Res;(f, §) € k[A][T]. Observamos que degy(h) = deg(f)deg(g) vy, para
cada A € k, si £y := y + Az, las raices de hy(T) := h(\,T) € k[T] son exactamente los
elementos £)(&,n) =n+ A& con ({,n) € V.

Entonces, £, separa los ceros de V si y sélo si h) es libre de cuadrados. Por lo tanto, basta
elegir A € k de manera que Resy(h, h')(\) # 0, donde I’ es la derivada de h respecto de T
Observar que, como degV = §, hay a lo sumo (g) valores de \ tales que ¢, no separa los
puntos de V. Luego, basta buscar A en el conjunto {1,..., (g) +1}.

Para un valor de X tal que Resp(h,h')(A\) # 0, el polinomio hy resulta ser el polinomio p
que forma parte de la resoluciéon geométrica de V' asociada a f.

Para hallar los polinomios v1 y va, basta observar que By := {£} : 0 < j < deg(f)deg(9)} v
By := {2y’ :0 < a<degf, 0 <3< degg} son dos bases de k[z,y]/(f,g) como k-espacio
vectorial y utilizar la matriz de cambio de base.

Notar que todos los pasos que se efectian son cdlculos de coeficientes de § y célculos de
determinantes de matrices de tamano O(d). Por lo tanto, la complejidad total de este
algoritmo es de orden 690, ([

Ahora vamos a utilizar los resultados anteriores recursivamente para calcular la resolucion
geométrica de una variedad cero-dimensional cualquiera a partir de un conjunto de poli-
nomios que la define.

Proposicién 21 Sean fi,...,fs € k[x1,...,x,] polinomios de grados acotados por d que
definen una variedad cero-dimensional V. FExiste un algoritmo de complejidad polinomial
en sd™ que calcula una resolucion geométrica de V.

Demostracion. La demostracién se basa en un algoritmo recursivo (Ver [15, Sec. 3.4.6]):

Para i = 1,...,n se calculan una forma lineal y; := wjxy 4+ -+ + w;x; y polinomios
vgl),..., EZ) € k[ ] tales que para cada punto § := (§1,...,&,) € V vale & = v( )(yz(ﬁ))
paraj=1,..

e Para i =1, tomamos y; :=z1 y vgl) =1T.

e Sea i > 2, y supongamos dados la variable y;_1 y los polinomios vy;l) (1<j<i—1)
que verifican las condiciones requeridas.

Calculamos dos polinomios f(z;) € k[zi] v g(yi—1) € Ek[yi—1] que se anulan sobre V'
(ver Lema 19). Sea Z := {(m,n2) € A% : f(m) = 0, g(n2) = 0}. Aplicando el Lema
20 a Z obtenemos un elemento u; € k y polinomios p, v1,vy € k[T] que forman una
resolucion geométrica de Z asociada a y; := y;—1 + u;x;.

Ahora, para la forma lineal y;, podemos calcular el polinomio p; € k[T| dado por
el Lema 19 cuyos ceros son exactamente los valores de y; en los puntos de V. El

polinomio vi(i) se obtiene entonces como el resto de la divisén de vy por p;. Los poli-
(4) (%)

nomios v; ’,...,v;, ; se obtienen reemplazando la variable 1" por v en los polinomios

vgifl), e Z(Z 11) € k[T] y reduciendo el resultado médulo p;.
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Al terminar el paso n se obtiene una forma lineal ¥, := w1z +usxs+- - - +un Ty, €l polinomio

pn € k[T] cuyos ceros son los valores de ¥y, en los puntos de V' y polinomios vﬁn), . ,v%")

tales que para cada § = (&1,...,8,) € V vale & = v§n) (yn(§)) para todo 1 < j < n.
Observar que la validez de estas ultimas igualdades que dan los valores de las coordenadas
de £ a partir de y, (&) implica que y, es un elemento primitivo de V.

Teniendo en cuenta la eleccién de la forma lineal en el Lema 20, y que los polinomios f(z;) y
9(yi—1) que aparecen en cada paso de la recursion tienen grados acotados por d", concluimos
que los coeficientes u; pueden elegirse en el conjunto {1,...,d*"}.

En cuanto a la complejidad del algoritmo, nétese que en cada paso el célculo de los poli-
nomios univariados por medio del Lema 19 tiene complejidad polinomial en sdn2, mientras
que la complejidad de cada uno de los cédlculos restantes es de orden dom), Luego, la
complejidad total del algoritmo es polinomial en sd™. O

4.4 Variedades equidimensionales de dimension positiva

Posicién de Noether

La siguiente nocién nos permite, entre otras cosas, generalizar la nocién de resolucién
geométrica para variedades equidimensionales de cualquier dimensién.

Definicion 22 Sea V C A" y sea r :=dim V. Se dice que las variables x1,...,z, estdn en
posicién de Noether con respecto a V' si:

o klx1,...,z,]NI(V) = {0} (en este caso se dice que x1,...,x, son variables libres con
respecto a V).

e Para cada r+1 < j < n existe un polinomio en k[x1,...,x,,2;] que es mdnico en

xj y se anula sobre V (entonces se dice que Ty41,...,%, son enteras con respecto a
X1y xp Yy V).

Dada V' C A™ una variedad de dimensién r y {z1,...,2,} un conjunto de variables libres

con respecto a V', se tiene que para cada r +1 < j < n, existe un polinomio no nulo

q; € kl[z1,...,2y, 2] que se anula sobre V. Este polinomio en general no es monico, es

decir, x; no es entera con respecto a x1,...,2, y V, pero haciendo un cambio lineal de

variables es posible obtener esta condicion.
Un posible algoritmo para el cédlculo de una posiciéon de Noether para una variedad V =
V(fi,..., fs) CA™ con fi,..., fs € k[z1,...,x,] de grados acotados por d, es el siguiente:

e Hallar un conjunto maximal de variables libres para V' (ver Seccién 4.2). Supongamos
que éstas son x1,..., T

e Paraj=r+1,...,n:

— Hallar un polinomio no nulo ¢; € k[z1, ..., z,,x;] que se anula sobre V.

Este polinomio se puede calcular en forma andloga a la vista para el caso cero-
dimensional, puesto que existe un polinomio ¢ € k[z1, ..., z,, z;] tal que

g=> pifi, deg(pifi) <d"(d"+1).
=1
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— Hacer un cambio de variables z} := z; — Ajzj con \; € k (1 <4 <r) de manera
que g;j(x} +\ixj, ..., z.+ Axzj, xj) sea ménico en la variable x;, en forma similar
a como se hizo en la demostracion del Teorema 15.

Teniendo en cuenta estos pasos y efectuando el cdlculo de la complejidad tenemos:

Proposicién 23 Sea V C A™ una variedad definida por s polinomios en k[xi,...,z,] de
grados acotados por d. FEziste un algoritmo de complejidad polinomial en sd™ que calcula
una posicion de Noether para V.

Resoluciéon geométrica de variedades equidimensionales

Para variedades equidimensionales en general podemos dar una descripcién paramétrica
similar a la dada en la Definicién 18 para variedades cero-dimensionales.

Sea V' C A"™ una variedad equidimensional de dimensién r definida por los polinomios
fiy.-oy fs € Eklz1,...,2,]. Supongamos que las variables x1,...,x, estdn en posicién de
Noether y que z1, ..., 2, son las variables libres. Entonces, si consideramos el cuerpo K =
k(z1,...,z,),lavariedad V definida por fi, ..., fs en una clausura algebraica K de K resulta
ser cero-dimensional. Dada una forma lineal ¢ € k[z,41,...,zy,] que separa los puntos de V'
podemos considerar la resolucién geométrica (p,v,i1,...,v,) € (k(z1,...,2,)[T])" 7! de
V asociada a .

La hipétesis de posicién de Noether nos asegura que p estd en k[x1,...,z,][T] y es un poli-
nomio ménico. Se puede probar que existe p € k[z1,...,z,] tal que Up41 := pvpi1,..., 0y 1=
pup € klx1, ...,z ][T] y

VN {p 7é 0} = {g €A" p(f(f)) = Ovp(§17 s 7§T)'§T+1 - 57“—%-1(£17 s a&”?e(é.)) =0,...,
:0(517 s 751“)'5" - 5n(gl? s aé?"aé(g)) = 0} N {:0 7é O}

Bajo estas condiciones diremos que p, p,Ur11,...,0, €8 una resolucion geométrica de V
asociada a .

4.5 Descomposicién equidimensional

Un problema fundamental relacionado con la descripciéon de una variedad algebraica de
dimension positiva consiste en el calculo efectivo de su descomposiciéon equidimensional. El
problema es, dados polinomios f1,..., fs € k[z1,...,2,] que definen una variedad V" C A"
cuya descomposicién equidimensional es V' = (J;_, V, hallar una descripcién de cada una
de las componentes equidimensionales V; de V.

Entre los primeros algoritmos que se construyeron para el cdlculo la descomposicién equidi-
mensional de una variedad podemos mencionar el de A. Chistov y D. Grigor’ev (ver [4]) y el
que presentan M. Giusti y J. Heintz en [14]. En el primero se describe cada componente de
la variedad de dos formas: primero por medio de un punto genérico (resolucién geométrica)
y luego como el conjunto de los ceros comunes de una familia de polinomios. En [14], se usa
sélo esta segunda descripciéon. En ambos casos, si la variedad estd dada como el conjunto de
los ceros comunes de s polinomios en n variables de grados acotados por d, la complejidad
del algoritmo es de orden sO()go®*),

Més ain, el algoritmo descripto en [4] calcula la descomposicién de la variedad en compo-
nentes irreducibles utilizando un algoritmo de factorizaciéon de polinomios multivariados con
coeficientes en el cuerpo de base k.
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Si bien no vamos a entrar en detalles acerca de cémo funcionan estos algoritmos, mas ade-
lante describiremos otro algoritmo que encuentra la descomposicién equidimensional de una
variedad (ver Seccién 6.6) con herramientas que permiten obtener una mejor complejidad.

5 Codificacion de polinomios por straight-line programs

5.1 Cotas inferiores de complejidad debidas a la representacion densa

En esta seccién, vamos a mostrar que el orden de las mejores cotas superiores que se conocen
para el teorema de los ceros efectivo (mencionadas al final de la Seccién 3.3) es éptimo. Para
esto exhibiremos un ejemplo muy conocido, debido a Masser y Philippon (ver [2]).

Ejemplo 24 Sean fi,..., f, € Q[x1,...,z,] los polinomios:

d d d d—1
fi=2f, =21 —25,..., fnc1=an—2—2x5_1, fn=1—zp_17, .
Es facil ver que estos polinomios no tienen ceros comunes en una clausura algebraica de Q.
Supongamos que g1, ..., gn € Q[z1,...,xy] son polinomios tales que 1 =3, ., gifi.
Consideremos una nueva variable T' y evaluemos los polinomios en el vector

dn72

ep = (P07 i1 1Ty € Q(T)",

Observamos que para ¢ = 2,...,n, el polinomio f; se anula en £ y entonces se tiene que
1= g (TW=-Dd">  pd=1 qp)pld=-Ddrt
Esta igualdad implica que deg, (g1) > (d —1)d"~! y por lo tanto deg(g1) > (d — 1)d" .

Como consecuencia de este ejemplo, se deducen las siguientes cotas inferiores para la com-
plejidad de algoritmos que usan la representaciéon densa de polinomios:

Proposicion 25 Todo algoritmo general que, tomando como input un conjunto de s poli-
nomios fi,..., fs € klx1,...,x,] de grados acotados por d, calcula (si es que existen) poli-
nomios gi,...,gs € klzy,...,x,) tales que 1 = > .., gi-fi y los codifica en forma densa

tiene complejidad de orden al menos O(d”Z).

5.2 Straight-line programs

Lo visto en la seccién anterior muestra que es imposible obtener algoritmos generales mas
eficientes que los conocidos que trabajen con polinomios representados en forma densa. Asi,
dos enfoques posibles en la bisqueda de mejores algoritmos son los siguientes: cambiar la
manera en que se codifican los polinomios (es decir, encontrar una forma més corta de repre-
sentar los polinomios con los que trabajan los algoritmos) o disenar algoritmos no generales
que puedan resolver sélo problemas especificos pero con mejores cotas de complejidad. Nos
concentraremos en el primero de estos enfoques.

Una manera alternativa de codificar polinomios es la denominada representacion rala, que
consiste en representar un polinomio P € k[zy,...,z,] (con “pocos” monomios en relacién
a su grado) por medio de un vector de (n+ 1)-uplas que especifican cudles son los monomios
que aparecen con coeficiente no nulo en P y cudl es este coeficiente. Por ejemplo, el polinomio
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P = 2xY%y* + 22743 — 322 + 1 puede codificarse por medio de un vector de cuatro ternas,
cada una de las cuales estd asociada a uno de los cuatro monomios que aparecen en P. En
cada terna, el primer coeficiente indica el grado del monomio en la variable x; el segundo, su
grado en y; y el tercero, el coeficiente con que aparece dicho monomio en P. En definitiva,
P puede codificarse con la representacién rala

P :=((15,4,2);(7,3,2);(2,0,-3);(0,0,1)),

en lugar de un vector de (221) = 210 coordenadas que requeriria su representacion en forma
densa.

Este tipo de codificacién ha demostrado ser eficiente para trabajar con familias particulares
de polinomios y se ha desarrollado una gran cantidad de teoria y diversos algoritmos que
utilizan la representacién rala de polinomios. Para el estudio de esta teoria (incluyendo
resultantes ralas, politopos de Newton, variedades téricas y el teorema de Bernstein, entre
otras nociones), ver [6], [12] y [11].

Sin embargo, no es claro que este tipo de representacién lleve a buenas cotas de complejidad
para algoritmos generales: el output del algoritmo podria contener demasiados monomios.
Otro problema que surge al utilizar esta representacién es que no presenta un compor-
tamiento adecuado en relacién a cambios lineales de coordenadas, en el sentido que un
polinomio “corto” en forma rala puede transformarse en uno muy “largo” mediante un cam-
bio lineal de variables: observar, por ejemplo, que (z + )0 = Zogigloo (1(.)0);13" 100=3 (g

1
decir, un tinico monomio se puede transformar en un polinomio con muchos coeficientes).

Otra forma de codificar polinomios (que es la que vamos a estudiar en lo sucesivo) se basa
en la idea de considerar un polinomio como una funcién que puede ser evaluada en lugar
de una “expresion formal” (para cuerpos de caracteristica cero, las funciones polinomiales y
los polinomios pueden considerarse como los “mismos” objetos). Si definimos una funcién
polinomial dando su valor exacto en cada punto (es decir, describiendo cémo evaluarla),
estaremos definiendo un polinomio. Por ejemplo, el polinomio (z + )% — 1 es el tinico
polinomio en Q[z, y] que se evalia en un punto (z,y) calculando la suma de x e y, elevando
el resultado a la potencia 100 y restandole luego 1. Llamaremos un straight-line program a
esta manera de representar un polinomio. Mas precisamente:

Definiciéon 26 Sean x1,...,x, indeterminadas sobre k y sea M € N. Un straight-line
program (slp) es un elemento 3 := (Q1,...,Qun) € k(x1,...,2,)M tal que cada Q, satisface
una de las condiciones siguientes:

o Q,ckU{xy,...,zn} 0
o Existen p1,p2 <p y * € {+,—,-,+} tales que Q, = Qp, * Qp,.
Decimos que (3 es un straight-line program sin divisiones si Q, = Qp, +Qp, = @, € k—{0}.

Vamos a trabajar solamente con straight-line programs sin divisiones. Observamos que, en
este caso, cada elemento (), es un polinomio en kfz1,...,z,]. Si f€{Q, /1< p < M},
diremos que 3 calcula f.

Dado un straight-line program ( es posible asociarle distintas medidas de complejidad. Por
ejemplo:

e La longitud total de B (denotada por L(/3)) es la cantidad de operaciones realizadas
en el desarrollo de 3 (més precisamente, es la cantidad de coordenadas @, que se
obtienen como el resultado de una operacién entre dos coordenadas anteriores).
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e La longitud aditiva de 8 (L4 (8)) es la cantidad de sumas y restas realizadas durante
el slp.

e La longitud no escalar de 3 (Lk((3)) es la cantidad de productos entre dos elementos
que no pertenecen a k que se efectiian durante el slp.

Dado un polinomio f € k[z1,...,xy] definimos su longitud total (también llamada comple-
jidad total) como

L(f) := min{L(B) / 5 es un slp que calcula f}.

En forma andloga se definen Ly (f) y Li(f).
De ahora en mads, a menos que se especifique lo contrario, consideraremos solamente la
longitud total de un slp y de un polinomio, a la que llamaremos simplemente su longitud.

En general, dado un polinomio f € k[z1,...,x,] de grado d, podemos construir un straight-
line program que evaliie a f a partir de su representacién densa: se calculan todos los
monomios de grado menor o igual que d en x1,...,Z,, se multiplica cada uno por el coefi-
ciente con el que aparece en f y se suman los resultados. Este slp tendra longitud acotada
por 3(d:”). Por lo tanto, siempre existe un slp que calcula un polinomio dado cuya longi-
tud es del mismo orden que la complejidad de la representacién densa del polinomio. Sin
embargo, para algunos polinomios pueden darse straight-line programs de longitud sensible-
mente menor que los evalian.

Como ejemplo, vamos a mostrar un straight-line program “corto” que calcula el polinomio
f=1+xz+22+23+ ...+ 2% Una primera forma de evaluar este polinomio serfa
calcular cada una de las potencias de = y luego efectuar la suma, pero esto llevaria a un
slp de longitud 27! — 3. Un slp maés corto para f, basado en la representacién binaria de
enteros, es el siguiente:

8 = (1,x,x2,:1:4,...,x2j_1,1+x,1+x2,1—|—:1:4,...,1—|—:1c2j_1,
(L+2)(1+22), (1 +2)(1+a2)(1+a'),.., [ a+2%),
0<i<j—1

que verifica L(3) = 3j — 2. (Comparar con el tamafio 2/ de la representacién densa.)
Otro ejemplo conocido de slp para la codificacién de polinomios en una variables es la regla
de Horner:

ag + a1z + (121,‘2 + ...+ ad:l,‘d = (ap + xz(a1 + z(az + z(... (ag—1 + aqx) ...))).

La longitud de este slp es 2d e involucra d productos y d sumas. Se puede probar que, si
los elementos x,ag,...,aq son algebraicamente independientes, las cantidades de sumas y
de productos involucrados en cualquier slp que calcule este polinomio son mayores o iguales
que d (ver, por ejemplo, [3]).

Finalmente observamos que, si un polinomio f € k[z1,...,x,] estd dado por un slp de
longitud L y se conoce una cota d para su grado, es posible obtener su representacién densa
con complejidad de orden d°( L interpoldndolo en un conjunto de tipo A", donde A es un
subconjunto de k con d + 1 elementos.

5.3 Algunos problemas

Un problema fundamental que surge al trabajar con polinomios codificados por straight-line
programs es que un mismo polinomio puede ser codificado por medio de distintos slp’s y, en
consecuencia, podria ser dificil verificar una igualdad entre polinomios.
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Supongamos dado un slp de longitud L que calcula un polinomio f en n variables de grado
acotado por d. Si queremos saber si f = 0, una forma seria hallar los coeficientes de f por
medio de un proceso de interpolacién, pero esto requeriria evaluar f en demasiados puntos,
llevando entonces a una complejidad demasiado alta (del mismo orden que el tamano de
la representacién densa de f). Otra forma de hacer esto consiste en hallar un conjunto
de puntos particular, mas chico, con la propiedad que un polinomio de longitud y grado
acotados es el polinomio nulo si y sélo si su evaluaciéon en cada punto del conjunto da cero.
Un resultado debido a Heintz y Schnorr establece la existencia de conjuntos de este tipo:

Teorema 27 (ver [21, Theorem 4.4]) Sea W(d,n,L) C kl[z1,..., 2] el conjunto de los
polinomios de grado acotado por d enn variables que pueden calcularse por medio de straight-
line programs de longitud L. Sea T' C k un conjunto de 2L(1 + d)? elementos. Entonces
existe un conjunto de puntos {o,..., o} CI™ con p=6(L+n)(L+n+1) que satisface:

fEW(d,n,L) tal que f(o;) =0V1<i<pu = f =0.

A un conjunto {aq, ..., a,} con la propiedad enunciada en el teorema anterior lo llamaremos

una correct test sequence para W(d,n, L).

Desafortunadamente, no se conocen algoritmos de complejidad “razonable” que calculen
correct test sequences. En la practica, las correct test sequences necesarias en el desarrollo
de un algoritmo se consideran obtenidas mediante un pre-procesamiento cuyo costo no se
incluye en la complejidad del algoritmo en cuestion, o bien se las elige al azar en un conjunto
de cardinal apropiado, dando lugar a algoritmos probabilisticos (esta nocién serd estudiada
en la Seccién 6.6).

El siguiente tema que analizaremos es cuantos polinomios son “faciles de evaluar”, es de-
cir, pueden calcularse por medio de slp’s cortos. Como veremos, la respuesta no es muy
alentadora (ver [34] y [22]).

Para n, d y L fijos, consideremos el conjunto de todos los polinomios f € k[x1,...,x,]| con
deg(f) < d y longitud no escalar Li(f) < L. Cada uno de estos polinomios puede ser
evaluado por un slp “no escalar” (teniendo en cuenta sélo las coordenadas del slp que son
productos entre elementos no escalares) de tipo

ﬁ = (ﬁ—n—l—b cee 7ﬂ07/317 cee 7ﬁL)7

donde B_p4+; = x; (1 <i<n)y, sidefinimos f_,, :=1,

54:< 3 ag.”ﬂj).( 3 bg.f)ﬂj) (=1,...,L,

—n<j<e-1

para algunos a(e), gg) €k.

J
Consideremos nuevas variables Ag-h) y BJ(-h) (1<h<L; —n<j<h-—1). Entonces existen
polinomios Qg ) ¢ Z[A;h),B](-h)} tales que los coeficientes de cualquier polinomio f, que se
pueda calcular en el /-ésimo paso de (3 son las especializaciones de estos polinomios en ciertos

vectores a, b con coordenadas en k, es decir
fo=>_ Q0 (a,b) X
(03
Tenemos entonces el siguiente resultado:
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Proposicién 28 Dados L, n € N, si m := (L +n)(L + n + 1), existen polinomios Qo €
Z[Ty,...,Ty] para o € (No)?, |a| < 2F, con degQn < 2|a|L, que satisfacen: para todo
f € k[.’El, .. 'axn] con Lk‘(f) < L;

f= Z Qo)X para algin t € k™.

— _ (n+d
Sea (Qu : o] < d): pAm@intl) k:( ") el morfismo inducido por la evaluacién de esta

familia de polinomios. Entonces, si f := Z| a<d CaX® € klx1,...,zy] es cualquier polinomio
- n+d

con deg(f) < dy Li(f) < L, considerandolo como el vector (ca)|a|<d € k(" ), resulta que

feIm(Qq : |al < d).

Como consecuencia tenemos que, para d,n, L € N fijos, todos los vectores de coeficientes de

polinomios f € k[x1,...,z,] con deg(f) < dy Li(f) < L pertenecen al conjunto

W(n,d, L) :=Im(Qs : o€ (Ng)?, |a| <d) C E(nid)’

que, siendo la clausura de la imagen de un espacio de dimensién (L +n)(L +mn+ 1) por una
aplicacién polinomial, satisface dim(W(n,d, L)) < (L +n)(L+n+1).

Esto puede interpretarse de la manera siguiente: los polinomios en n variables de grado
acotado por d y longitud no-escalar acotada por L pueden verse como elementos de una
subvariedad de dimensién (L + n)(L + n + 1) del espacio (";rd)—dimensional de todos los
polinomios de grado d en n variables. Asi, para L tal que (L +n)(L+n+1) < (":d),
existen “muy pocos” polinomios ficiles de evaluar, puesto que el complemento del conjunto
de estos polinomios contiene un abierto de Zariski no vacio. En otras palabras, la mayoria

de los polinomios son dificiles de evaluar.

Teniendo en cuenta las observaciones hechas en esta seccién, es posible preguntarse si sera
atil trabajar con la codificacién de polinomios por straight-line programs para resolver ecua-
ciones polinomiales. Como veremos en la proxima seccion, la respuesta a esta pregunta es
afirmativa.

6 Algoritmos que utilizan straight-line programs

6.1 Calculo de la dimensién de una variedad

La codificacién de polinomios por medio de straight-line programs se utilizé por primera
vez en el contexto de la resolucién algoritmica de ecuaciones polinomiales en [15]. En ese
trabajo, Giusti y Heintz presentan un algoritmo que calcula la dimensién de una variedad
algebraica V', dada como el conjunto de los ceros comunes de una familia finita de polinomios,
con complejidad polinomial en el tamano del input (que se supone codificado en forma
densa). En particular, este algoritmo resuelve en tiempo polinomial en el tamafio del input
el problema de decidir si un sistema de ecuaciones polinomiales es consistente.

El algoritmo se basa en una subrutina que, dados polinomios que definen una variedad V,
calcula una resolucién geométrica de una variedad cero-dimensional o vacia incluida en V' y
que contiene a la componente equidimensional Vj (puntos aislados) de V.

La herramienta clave para conseguir un algoritmo con las cotas de complejidad mencionadas
estd dada por el siguiente resultado (comparar con el Lema 19):
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Lema 29 ([15, Sec. 3.4.5]) Sea fi,...,fs € klx1,...,z,] polinomios de grados acotados
pord y seaV=V(f1,...,fs) CA"™. FEziste un algoritmo de complejidad polinomial en sd"
que, dada una forma lineal £ € k[x1,...,x,], calcula un polinomio p € k[T de grado acotado
por d" tal que p(¢) se anula en los puntos aislados de V.

No daremos aqui la demostracién de este lema, puesto que utiliza técnicas no presen-
tadas en este curso. El algoritmo se basa en una deformaciéon homotdpica del sistema
fi,--., fs con el objeto de obtener una sucesién auxiliar de n polinomios homogéneos
Gi,...,Gy € k(e)[zg, ..., x,] (donde € es el pardmetro de deformacién), con buenas propie-
dades de interseccién, a partir de cuyos ceros se pueden obtener las soluciones del sistema
original f1,..., fs. Los polinomios Gi,...,G, definen una variedad cero-dimensional sin
ceros en el infinito en el espacio proyectivo n-dimensional P”(@), lo que permite hallar
un polinomio ¢(zg,#) con coeficientes en k[e] que se anula en los puntos de esta variedad
utilizando el polinomio caracteristico de una transformacion lineal conveniente asociada a
£. A partir de este polinomio ¢, se obtiene el polinomio p buscado mediante un proceso de

paso al limite (¢ — 0) y deshomogeneizacién (zg = 1).

Utilizando el procedimiento de este lema para calcular los polinomios univariados que apare-
cen en la Proposicion 21, se obtiene un algoritmo que calcula una resolucién geométrica de
una variedad cero-dimensional que contiene a Vjj con complejidad polinomial en sd".
Finalmente, se utilizan las ecuaciones que definen a V', junto con el polinomio asociado a la
forma lineal en la resolucién geométrica hallada, para “descartar” los puntos de esta variedad
que no pertenecen a V' y obtener una descripcién de una variedad Vjj, cero-dimensional o
vacia, tal que Vy C Vj C V.

Observamos que, si V' no posee componentes equidimensionales de dimensién positiva, este
resultado permite determinar si V' es vacia o no. Este es el hecho fundamental que se utiliza
para el desarrollo del algoritmo que calcula la dimensién de una variedad algebraica.

La idea del algoritmo de [15] para el calculo de la dimensién es la descripta al comienzo de

la Seccién 4.2:

Sea V :=V(f1,...,fs) C A" con fi,...,fs € k[x1,...,x,] polinomios de grados acotados

por d. Introducimos nuevas indeterminadas Tj; (1 < i < n,0 < j < n) sobre k y una

clausura algebraica K de k(Tj;1 < i < n,0 < j < n). Para cada 1 < i < n, sea
=V(fi,.-., fss L1,...,L;) C A"(K) para

cada 0 < i < n, entonces, si V # 0,

dimV = max{i : 0 <i <n, VO £0}.

El algoritmo comienza con la variedad V(™ que es vacia o cero-dimensional, y determina si
es vacia o no. Si V(™ £ @), entonces dim V' = n. De lo contrario, continta con V™1 que
resulta ser vacia o cero-dimensional dado que V(=1 N V(L) = V() =@, y procede de la
misma manera. El proceso se repite hasta obtener el primer valor r tal que V(") # (), que
sera la dimensién de V', o bien hasta llegar a que VO =0, en cuyo caso V = ().

El resultado de complejidad que se prueba es el siguiente:

Teorema 30 ([15, Sec. 3.5]) Sean fi,..., fs € k[z1,...,x,] polinomios de grados acotados
pord, y sea V :=V(f1,...,fs) C A". Existe un algoritmo que calcula la dimension de V
con complejidad polinomial en sd™.
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Los resultados intermedios del algoritmo son polinomios en las n? + n variables Tij (1 <
i <n,0<j <n) de grados acotados por d9) codificados por straight-line programs de
longitud polinomial en sd”. En algunos pasos, es necesario chequear igualdades de estos
polinomios a cero, lo cual se efectiia por medio de correct test sequences con complejidad
polinomial en sd" (ver Teorema 27). Es la utilizacién de straight-line programs (y el hecho
que existan straight-line programs “cortos” para codificar los polinomios calculados por el
algoritmo) lo que permite obtener las cotas de complejidad enunciadas (observar que la
representacion de polinomios en forma densa en este algoritmo llevaria a complejidades de
orden al menos d™").

Queremos destacar que el uso de straight-line programs es también esencial para obtener
las cotas de complejidad enunciadas en el Lema 29, debido también a la introduccién de
variables auxiliares durante la ejecucion del algoritmo.

6.2 Operador de Newton-Hensel

El uso de straight-line programs para codificar polinomios posibilité adaptar algoritmi-
camente en el contexto del cédlculo simbdlico una herramienta del andlisis numérico muy
conocida, el método de Newton-Hensel, que puede considerarse una versién particular del
teorema de la funcién impicita.

A continuacién daremos el marco tedrico algebraico en el que utilizaremos el método de
Newton-Hensel y luego mostraremos una aproximacion algoritmica.

Sean T11,...,T,,1,...,T, indeterminadas sobre k. Dado 7 € En, notaremos T — 7 :=
(Th —71,...,Tjn — ™) ¥ k[[T — 7]] al anillo de series formales en las variables T — 7 con
coeficientes en k.

Dados polinomios fi,..., f, € k[T, X], notaremos f := (f1,...,fn), Df a la matriz ja-
cobiana Df := (0f;/0x;)1<ij<n del sistema f con respecto a las variables X, y Jf al
determinante de D f.

Lema 31 Sean fi,..., fn € k[T, X], y sea (1,€) € A™ x A" tal que
Ni(m8) =0, fa(1.8) =0 y Jf(7,6) #0.
Entonces existe una n-upla R = (R1,...,Ry) € k[[T — 7]]" que verifica:
e fi(T,R)=0,..., fo(T,R) = 0.
o R(7):=(Ri(1),...,Rn(7)) =&.

Demostracion. Dado f(X) = (fi(T,X),..., fu(T, X)) se define el operador de Newton
asociado a f como

¢ JFX). X' —adj(Df)(X) . f(X)' (6)
Jf(X) ’

Ny (X)) = X" - Df(X) . f(X)

donde adj(Df) denota la matriz adjunta de la matriz Df. Observamos que Jf(X) # 0,

puesto que Jf(7,&) # 0.
Se define la siguiente sucesién de vectores de funciones racionales:



Veamos en primer lugar que esta sucesién estd bien definida. Para esto, basta ver que
Jf (R(”)) # 0 para cada k € Ny, lo que puede probarse inductivamente junto con el hecho
que RW (1) = ¢ para todo x € Np: Supongamos que R*%) € k(T)" y que R (1) = ¢
(es claro que vale en el caso k = 0). Entonces Jf(R™*)) # 0 € k(T), puesto que nuestras
hipétesis implican que J f(R") (1) = Jf(r,€) # 0.

En consecuencia, se puede definir R+ := N;(R(®)) € k(T)" y, del hecho que R") (1) = ¢
y f(1,€) =0, se deduce que

R(“H)(T) _ Nf(R(”))(T) = (&= Df(r, &) . f(r, O =¢.

En particular, vemos que los denominadores de las coordenadas de cada uno de los vectores
R" | k € N, no se anulan en 7 y por lo tanto, son inversibles como elementos de k[T — 7]].
Luego, R") € k[[T — 7]]" para cada x € Ny.

Finalmente, veremos que para cada x € Ny valen las siguientes condiciones:

(i) fi(T,R%)) € (T —7)*" C k[[T — 7]] para cada 1 < j < n,
(ii) Rl('{ﬂ) — Ré”) € (T —7)% CK[[T —7]] para cada 1 <i < n,

donde (T — 7) denota el ideal de k[[T' — 7]] generado por Ty — 71, ..., Tin — Trm.

Notar que la condicién (ii) implica que para cada 1 < i < n la sucesién (REE)) xeN converge
a un elemento R; € k[[T — 7]]. Sea R := (R1,...,Rn). Es claro que R(7) = £ y, como
consecuencia de la condicién (i), que f;(7,R) = 0 para cada 1 < j < n, con lo que R
satisface las condiciones del enunciado.

Ahora probaremos la validez de las condiciones (i) y (ii) por induccién en K.

Para k = 0, dado que f;(7,§) = 0 para j = 1,...,n, f](T R ) = f;(T,¢) € (T —1)
(1 <j<n)y, como (R — &)t = —Df(E)~L f(€)!, vale R — & € (I' — 7) para cada
1< <n.

Supongamos que las condiciones (i) y (ii) valen para x € Ny. Para cada 1 < j < n,
considerando el desarrollo de Taylor centrado en R del polinomio fj (visto como polinomio
en las variables X) se tiene que

f](Ta R(H—‘rl ) f] T R Z gi] T R H) (R§H+1) o RZ(H)) c (R(R+1) _ R(H))Q7 (7)

donde (R(+1) — R() es el ideal (R+D — R®) .= (RWT) — R . 1 < j < n) CE[[T - 7]].
Ahora, de la definicién de R**1) se deduce que Df(R®).(R%+D) — RWH)E — _ f(R(®)t
y por lo tanto la expresién en (7) es simplemente f;(7T, RD) . Por hipétesis inductiva,
RZ(NH) - RZ(H) € (T — 7)%" para todo 1 < i < n, de donde se deduce que (R"+1) — R(¥))2
(T — 7). Luego £ (T, REHDY € (T — )2 1o que prueba (i).

Para probar la validez de la condicién (ii), basta observar que, por definicién,

(R(K+2) _ R(ﬂ+1)) _ —Df( n+1 ) .f(R(H+1))t
y tener en cuenta que vale (i) para k + 1. O
Dados polinomios fi,..., f, € k[T, X] tales que el determinante de la matriz jacobiana

Df es un polinomio no nulo, es posible definir el operador de Newton N¢(X) asociado a
f="(f1,-.., fn) como se hizo en la demostracién del Lema 31.
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Observamos que Ny estd dado por un vector de n funciones racionales en k(7T, X)), al igual
que N J'f, la k-ésima iteracion de Ny, para cada x € N. En otras palabras, para cada x € N

existen numeradores ggn), . ,gff) € k[T, X] y un denominador no nulo h(*) € k[T, X] tales
que
(k) (r)
k _ (91 9n
M%«ﬁgwwﬁg)emﬂxy

En el siguiente lema se describe un straight-line program sin divisiones que evalia estos
polinomios.

Lema 32 ([13, Lemma 30]) Con las mismas hipdtesis y notaciones que en el Lema 31,
supongamos ademds que fi,...,f, tienen grados acotados por d y estdan dados por un
straight-line program de longitud L. Sea v € N. Entonces existe un straight-line program de
longitud O(v d*n"L) que evalia polinomios ggy), .. ,gg), h®) en k[T, X] con hW)(1,€) # 0
que representan numeradores y un denominador de las funciones racionales que se obtienen
en la v-ésima iteracion del operador de Newton.

Demostracion. Consideremos la escritura de Ny dada por el miembro derecho de (6). En-
tonces, si a;; (1 < 4,7 < n) son las entradas de la matriz adj(Df), para cada 1 < i < n,
el numerador de la i-ésima coordenada de N¢(X) es g; := Jf.x; — 2721 a;j fj, mientras
que el denominador de cada coordenada es h := Jf. Como deg(a;;) < (n —1)(d — 1)
y deg(Jf) < n(d — 1), se tiene que nd + 1 es una cota superior para los grados de los
polinomios g1, ..., gn, h € k[T, X].

Para cada 1 < i < n, sea G; € k[T|[xo, ..., x,] el polinomio que se obtiene al homogeneizar
a grado n(d — 1) + 1 el polinomio g; con una nueva variable xy. Andlogamente, sea H €
k[T][xo,...,2zn] el homogeneizado a grado n(d — 1) + 1 de J f. Mas precisamente,

Gi(xo,...,zp) = :Ug(d_l)H. gi(ﬂ, e x—n) (1<i<mn)
i) i)

H(zg,...,zy) = :L‘g(d_l)+1. Jf(ﬂ, e x—”)
Zo Zo

Comenzando con g(l) =Gi(L,xy,...,2n) =g 1<i<n)yhV:=HQ1,z,...,2,) = h,

i
definimos recursivamente para k > 2,

g = GV, Y gy (1 <i<n)
W= H(RED, gD g,
Entonces, para cada k£ € N, los polinomios ggﬁ),..., gﬁf) son numeradores y (%) es un

denominador para la k-ésima iteraciéon de Ny, y teniendo en cuenta que

(k—1) (k—1)

(k) _ (p(r—1)\yn(d—1)+1 91 gn
h() = (B(x=D) .Jf(hw_n,“.,hw_n>,

se deduce que h(%)(t, &) # 0.

Siguiendo las reglas de derivacion, se puede obtener un straight-line program de longitud
O(nL) que calcula las derivadas parciales de los polinomios fi, ..., f,. Entonces, aplicando el
algoritmo de Berkowitz a D f, tenemos que las entradas de la matriz adj(Df) y el polinomio
Jf pueden ser evaluados por medio de un straight-line program de longitud O(n® + nL)
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y, por lo tanto, obtenemos un straight-line program de esta misma longitud que calcula
Jly---s9n,h.

Para homogeneizar hasta grado D un polinomio f dado por un straight-line program de
longitud £, podemos reemplazar cada coordenada del slp por una secuencia de instrucciones
que calcule las componentes homogéneas de grado menor o igual que D de esa coordenada.
Una vez hecho esto para todas las coordenadas, se obtiene un slp de longitud (D + 1)2£ que
calcula todas las componentes homogéneas del polinomio f, a partir del cual es inmediato
obtener un slp para el homogeneizado de f hasta grado D con complejidad del mismo orden.
Aplicando este procedimiento al slp que calcula g¢i,...,9n,h se obtiene un straight-line
program de longitud de orden O(d?(n” 4+ n3L)) para los polinomios G1,...,G, y H.
Fijado v € N, iterando v veces este straight-line program, se obtiene un straight-line program

de longitud O(v d*n" L) que evalia los polinomios ggy), . ,g,(ly), ). O

6.3 Aplicacion: resolucién de sistemas paramétricos

Desde el punto de vista algoritmico, el operador de Newton introducido en la demostracién
del Lema 31 se utilizara con el objeto de aproximar soluciones en k[[T — 7]]" (para un valor
de 7 conveniente) de sistemas de ecuaciones polinomiales en k[T[z1,...,zy].

A continuacién mostraremos cémo se aplica este método para la resoluciéon de sistemas
paramétricos de ecuaciones polinomiales (ver [20]).

Sean f1,..., fn € k[Th,...,Tm,1,...,x,). Para cada 7 € A™, sea

Ve={€e€A": fi(1,§) = 0,..., fu(7,§) = 0}.

El problema que se plantea es obtener informacién sobre V, para 7 € A™ arbitrario a partir
de una descripcién de V;, para 7o € A™ fijo. Vamos a tratar este problema bajo las siguientes
hipdtesis sobre el sistema paramétrico:

(S1) (f1,..., fn) es un ideal radical de k[T, X].

(S2) La variedad V := V(f1,..., fn) C A" es equidimensional de dimensién m y las
variables T4, ...,Ty,, T1,..., T, estan en posicién de Noether para V, siendo 171, ..., T},
las variables libres.

La condicién (S2) implica que las variedades V; son cero-dimensionales para todo 7 € A™ y
entonces, una forma posible de describirlas es por medio de una resolucién geométrica.
Dada una forma lineal £ = ujx1+- - -+upxy, € k[X] existe un polinomio P € k[T4,..., Ty, Y],
monico en la variable Y y de grado total acotado por deg V', tal que P(T1, ..., T, {) se anula
en todo punto de V. Consideraremos el polinomio de grado minimo con estas propiedades,
que se llama el polinomio minimal de ¢ con respecto a V. Nuestro objetivo es calcular este
polinomio minimal.

Para cada 7 € A™, el polinomio P(7,Y") es un polinomio no nulo (ya que P es ménico en la
variable Y') que se anula en £(§) para todo £ € V. Notar que un procedimiento que calcule
estos polinomios minimales para distintas formas lineales ¢ se puede aplicar para obtener
los polinomios univariados utilizados en el calculo de una resolucién geométrica de V; (ver
Proposicién 21 y comparar con Lema 19 y Lema 29).

Por simplicidad, supondremos que la forma lineal ¢ satisface:

(L) ¢ separa los puntos de la variedad Vy := {R € A"(k(T)) : fi(R) =0,..., fn(R) =0}.
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Supondremos conocido un punto 75 € k™ tal que:

(P1) #V;, = #Vi.

(P2) (fi(m0,X),..., fu(70,X)) es un ideal radical de k[X].
(P3) La forma lineal ¢ separa los puntos de V7.

Dada una posicién de Noether T1,...,Ty,, x1,...,2, para V C A™T™ un punto 19 € A™
que satisface las condiciones (P1) y (P2) se llama un punto de levantamiento para V.

Bajo las hip6tesis (S1), (S2) y (L) se tiene que el polinomio minimal buscado es

P= T v - eR)). (8)

ReVr

Para simplificar nuestra descripcion del algoritmo, supondremos conocidos los elementos de
Vi, ¥ que sus coordenadas pertenecen al cuerpo de base k.

Para cada £ € V,, como V;, es cero-dimensional y vale (P2), por el criterio del Jacobiano
vale que Jf(79,£) # 0. Luego, por el Lema 31 existe una n-upla Re¢ € k[[T — 70]]" que
verifica: fi(T,Re¢) = 0,..., fu(T,Re) = 0y Re(m0) = £ De esta manera se obtienen # V7,
puntos de Vi que, por la hipétesis (P1), resultan ser todos los puntos de esta variedad.
Ahora, para cada { € V,, el elemento R¢ puede obtenerse iterando “infinitamente” el
operador de Newton comenzando en &, pero esto no puede hacerse algoritmicamente. Sin
embargo, teniendo en cuenta que el objeto que queremos calcular es un polinomio, resulta

que basta calcular aproximaciones “suficientemente buenas” de R¢ := (Re¢1, ..., Ren) para
cada €.
Al iterar k veces el operador de Newton se obtiene un vector T\’,g{) = (Rg), .. ,Rg?) que

satisface R¢; — Rg) € (T —79)?" para cada 1 < j < n. En consecuencia, los coeficientes (en
la variable Y') del polinomio

P = T (v = tRe)) (9)

£€Vn,

son elementos de k[[T — 79]] cuyos desarrollos coinciden hasta grado 2% —1 con los desarrollos
de Taylor alrededor de 7y de los coeficientes de P. Como deg P < D := degV, el polinomio
P coincide con la parte de grado menor o igual que D del polinomio p[log(D+1)])

Esto permite disenar un algoritmo que, a partir de los puntos de V7, calcula un straight-line
program para el polinomio minimal P buscado.

Dado & := [log(D +1)], en un primer paso, se calcula un straight-line program que codifica
los polinomios que representan la k-ésima iteracién del operador de Newton asociado a
fi,..., fn (ver Lema 32). En un segundo paso, evaluando los polinomios en cada § € V;, se

obtienen las aproximaciones Réﬁ) := N§(§) que nos permiten calcular el polinomio P =
Hﬁero (Y —4(R¢)). Finalmente se aplica un algoritmo que calcula un straight-line program

para la suma de todos los monomios de grado menor o igual que D de P, que resulta ser
el polinomio P buscado.

El algoritmo anterior puede ser modificado para calcular el polinomio P a partir de una
resolucion geométrica de V,: se reemplazan los puntos de V;, por matrices cuyos autova-
lores son las coordenadas de estos puntos (las cuales se obtienen a partir de la resolucién
geométrica de V) y se opera con estas matrices utilizando las mismas técnicas. Puede
demostrarse el siguiente resultado (ver [20, Theorem 2)):
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Teorema 33 Sean fi,...,fn € k[T1,..., T, 21,...,2y] que cumplen las hipdtesis (S1) y
(S2), sea £ € klxi,...,xy] una forma lineal que cumple (L) y sea 19 € k™ que wverifica
(P1), (P2) y (P3). Supongamos que fi,..., fn son polinomios de grado acotado por d dados
por un straight-line program de longitud L. Entonces existe un algoritmo que calcula un
straight-line program para los coeficientes en la variable Y del polinomio minimal de ¢ a
partir de una resolucion geométrica de Vy, con complejidad d*n(deg(V))°WL.

Observaciones:

e La hipotesis de que la forma lineal £ separe los puntos de la variedad Vr no es nece-
saria. El algoritmo descripto puede modificarse para calcular el polinomio minimal de
cualquier polinomio en k[T, X] (ver [20]). En particular, se puede hallar el polinomio
minimal de una forma lineal arbitraria con la complejidad enunciada en el Teorema

33.

e La hipdtesis de posicién de Noether puede reemplazarse por una mas débil: que las
variables T1, ..., T}, sean libres con respecto a V. En este caso, el polinomio P de la
ecuacién (8) tendra como coeficientes funciones racionales en las variables 171, ..., T,
en lugar de polinomios. Asi, una vez obtenido el polinomio P®) para un k apropiado,
se utiliza un algoritmo para reconstruir funciones racionales a partir de aproximaciones
de sus desarrollos en serie de potencias (ver [35]).

Concluimos esta seccién presentando un ejemplo donde aplicamos el algoritmo descripto a
un sistema paramétrico particular.

Ejemplo. Consideramos los polinomios en Q[T}, T, T3, Ty, x1, 2]
f1 = .%'% +Trxzo + 15
fo = a5+Tza +Ty

Vamos a calcular dos polinomios P, Q € Q[T1,T>,T5,T4][Y] asociados a dos formas lineales
01y ly en Q[x1, o], tales que para cada 7 € A%, si P, := P(1,Y) y Q, := Q(7,Y),

Vi ={6€A?: fi(1,6) =0, fo(1,6) = 0} C {€ € A% : P.(£1(€)) =0, Q,(£2(€)) = 0}.

Estos polinomios permiten obtener informacién sobre V;, para cada 7 € A*, considerando
la siguiente variedad cero-dimensional:

W, = {(7717772) € A% PT(Tll) =0, QT(TIQ) = 0}7

que estd definida por polinomios en variables separadas. Madas precisamente, para cada
n € W, existe un tnico ¢ € A2 tal que £1(&) = n1, £2(£) = 12, v los puntos de V; se hallan
entre las soluciones de estos sistemas.

Observamos que si 79 := (0,—1,0,—1) € Q*, el conjunto de soluciones V7, del sistema
asociado es

Ve = {(€1,6) €Q”: & —1=0,6 —1=0} = {(1,1),(1,-1),(~1,1), (-1, - D)}

Las formas lineales ¢1 := 1 + 2x2 y {2 := 221 + 22 separan los puntos de V;,, y por lo tanto
los de Vp = {(R1,Rz) € A*(Q(T)) : f1(R1,R2) =0, fo(R1,Ra) =0}
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Luego, podemos calcular los polinomios minimales de ¢; y ¢ a partir de los puntos de V.
A continuacién calculamos estos polinomios por medio del algoritmo descripto al comienzo
de esta seccion, utilizando el sistema Maple para efectuar los cdlculos intermedios.
Aplicaremos subrutinas de Maple para cédlculos de algebra lineal y desarrollos de Taylor:

> with(linalg):
> readlib(mtaylor):

En primer lugar, definimos el sistema de polinomios con el que vamos a trabajar:

> f[1]:= x[1]"2+T[1]*x[2]+T[2];
fii=al+Tiay+ Ty
> f[2]:= x[2]"2+T[3]*x[1]+T[4];

for=a? + Ty + Ty

El primer paso del algoritmo consiste en obtener numeradores ¢g; y g2 y un denominador
go para las funciones racionales que dan el operador de Newton Ny asociado a f1 y fo de
acuerdo a la férmula (6):

> DF:=jacobian([f[1],f[2]1], [x[1],x[2]1]1):

> J:=det(DF):

> A:=adj(DF):

> for i from 1 to 2 do glil:=expand(J*x[i]-A[i,11*f[1]-A[1i,2]*f[2]) od;
g1 = 201219 — Ty 292 — 220 Ty + Ty Ty
g2 =211 29° — T3> + T3 Ty — 221 Ty

Vv

gl0]:=7J;
go = 4$1$2 —T1T3

Con el objeto de calcular las iteraciones sucesivas de Ny por medio del procedimiento des-
cripto en el Lema 32, homogeneizamos estos polinomios a grado 3:

> for i from O to 2 do
G[i] :=expand (x[0] "3*eval(gli]l, [x[1]1=x[1]1/x[0], x[2]=x[2]1/x[0]1]1)) od;
Go = 41’0 1Ty — :IZ03 T1 T3
Gr:i=2x1%00— 2T 22> — 2202 20 To + 20° Th Ty
Gy :=2x1 33‘22 —x0T3 3312 + 33‘03 T3T5 — 233‘02 x1 Ty

Como la variedad V := {(7,€) € A* x A% : f1(7,€) = 0, fo(7,£) = 0} estd definida por dos
polinomios de grado 2, se tiene que degV < 4. Por otro lado, intersecandola con 177 = 0,
Ty, = —1,1T3 =0, Ty = —1 se obtiene V,, que es un conjunto finito con 4 puntos. Concluimos
entonces que degV = 4.

Luego, el polinomio minimal de una forma lineal arbitraria con respecto a V' tiene grado
total acotado por 4 y, en consecuencia, puede obtenerse a partir de los desarrollos en series
de potencias hasta grado 4 de las coordenadas de los puntos de Vr, las que por el Lema 31
pueden considerarse como elementos en Q[[T' — 70]]. De acuerdo a la demostracién de este
lema, para hallar estas aproximaciones basta aplicar N? a los puntos de V.

Calculamos entonces numeradores y un denominador para N ]‘3’: Comenzamos por Ny, que
esta dado por
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> for i from O to 2 do N[i] := g[i] od:
v hacemos dos iteraciones mas del operador

> for j from 1 to 2 do
for i from 0 to 2 do Nn[i]:= N[i] od:
for i from 0 to 2 do

N[i]:=eval(G[i], [x[1]= Nn[1], x[2]= Nn[2], x[0]= Nn[0]]) od:
od:

Introducimos ahora las soluciones del sistema particular asociado a 7y := (0, —1,0, —1) (los
cuatro puntos de V;,):

> V:=array(1..4,1..2, [[1,1],[1,-1],[-1,1],[-1,-111):

Aplicando la tercera iteracién del operador de Newton a cada uno de estos cuatro puntos
obtenemos las aproximaciones deseadas de las coordenadas de cada una de las cuatro raices
del sistema original, a partir de las cuales calculamos sus desarrollos en serie de potencias
centradas en 79 = (0, —1,0, —1) hasta grado 4:

> for j from 1 to 4 do
for i from 1 to 2 do
R[j,i]:= mtaylor(eval (N[i]/N[0], [x[1]1=V[j,1], x[2]1=V[j,2]11),
[T[1],T[2]=-1,T[3],T[4]=-1], 5)
od:
od:

Finalmente, calculamos los polinomios minimales P y @) de las formas lineales 1 = x1 + 29
y ¢o = 221 + x5 como la suma de las partes homogéneas de grado menor o igual que 4
(desarrollos de Taylor hasta grado 4) centradas en (79,0) de los polinomios aproximantes
que se obtienen, de acuerdo a (9), a partir de los cuatro puntos calculados en el paso anterior:

> P:=mtaylor(product(Y-R[k,1]-2*R[k,2], k=1..4),
[T[1],T[2]=-1,T[3],T[4]=-1,Y], 5):

> Q:=mtaylor(product(Y-2#R[k,1]-R[k,2], k=1..4),
(T(1],T[2]=-1,T[3],T[4]=-1,Y], 5):

Los coeficientes en la variable Y de los polinomios P y @ son:

> for i from O to 4 do pli]:=expand(coeff(P, Y, i)) od;
poi=16T32 T+ 16 T + TV Ty + To2 + 2T3 TN To + 8Ty Ty T — 8 Ty T
p1:=—16T37T5 —|—T12T3 + 8T T32 —8T1 Ty
p2i=—0611T3+ 215+ 8Ty
p3 =0
pgi=1
> for i from O to 4 do qli]:=expand(coeff(Q, Y, i)) od;
G =TT+ T2+ 16 TV2 Ty + 16 T2 + 8Ty Ty To + 210 Ty T3 — 8 Ty T
q = —-8T3T5 + 8T12T3 + T T32 — 167111}y
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qo:=—6T1T5+8T,+2T,
q3 ‘=
qq =1

Una vez obtenidos los polinomios P y @, podemos hallar V;, para un elemento 7 € A?
arbitrario procediendo como indicamos al comienzo del ejemplo.
Consideremos, por ejemplo 7 = (1, —1,—4, —1). Entonces

=2
Vi ={(61,6) €Q : §+&—-1=0, & —46 —1=0}.
Sean P, y Q, en Q[Y] los polinomios P, = P(1,—1,—4,—1,Y) = Y* + 14Y? 4 68Y — 208
yQr=Q(1,—1,—4,-1,Y) = Y+ 4+ 14Y2 — 32Y + 17, que se factorizan como sigue:
P = (Y=2)(Y+4)(Y —1—5)(Y — 1+ 5i)
Qr = (Y =1V +1—4i)(Y +1+4)

Teniendo en cuenta que V, C {(£1,&2) € A? : P(&+2&) = 0, Q-(2¢1+&) = 0}, obtenemos
los puntos de la variedad resolviendo los 12 sistemas lineales

{ TUF A2 = € {2, 4,1+ 5,1 — Bi}, m € {1, —1+ 4i, —1 — 4i}

2r1 +x2 = 12

y verificando cudles de las soluciones halladas son ceros de los polinomios 2% + x5 — 1 y
x% — 4x1 — 1, que definen V.. De esta manera, resulta que

Ve ={(2,-3), (0,1), (=1 44,1+ 2i), (-1 —i,1—2i)}.

6.4 Sistemas cero-dimensionales y straight-line programs

En esta seccién presentaremos esqueméticamente un algoritmo que calcula una resolucién
geométrica para una variedad cero-dimensional definida por polinomios codificados por
straight-line programs. Este algoritmo fue introducido en [17] y [16], donde se disenaron
los primeros algoritmos que admiten como entrada polinomios codificados por straight-line
programs. Sin embargo, estos algoritmos requerian calculos con niimeros algebraicos. Pos-
teriormente, en [13] se dio una versién “racional” del algoritmo.

El algoritmo toma como entrada una familia de polinomios fi,..., f, € klz1,...,zy] codi-
ficados por un straight-line program tales que

(H1) V :=V(f1,..., fn) es una variedad cero-dimensional de A".
(H2) Paracadal <i<n—1:
— Elideal (f1,..., fi) C k[x1,...,x,] es radical.
— La variedad V; := V(f1,..., fi) es equidimensional de dimensién n — i.

Observamos que, por los teoremas de Bertini (ver [26]), las hipdtesis (H2) se pueden obtener
para cualquier sistema cero-dimensional tomando combinaciones lineales genéricas de los
polinomios involucrados.

Para calcular una resolucion geométrica de V' se aplica un procedimiento recursivo que,
comenzando con Vy := A" y Vp,, :={(0,...,0)}, calcula en cada paso, parai=1,...,n:
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i) una posicién de Noether para V;;
ii) un punto de levantamiento p; € k"% para V; (ver Seccién 6.3);

iii) una resolucién geométrica de
Vo, = V(1(pi, Tn—it1, - @n)s oo, filpis Tn—igts - oo, Tn)) C A"

a partir de los datos hallados en el paso anterior. La resolucién geométrica hallada al concluir
el n-ésimo paso es la resolucién geométrica de la variedad V =V (f1,..., fn).

Cada paso de la recursién consta de tres etapas (para una descripcién detallada de cada
una de ellas ver [16] y [13]):

En la primera etapa, se calcula una resolucién geométrica de V;_1 a partir de la resolucion
geométrica de V), . La herramienta clave para esto es el proceso de levantamiento via el
operador de Newton que hemos descripto en la seccién anterior para el cdlculo de polinomios
minimales. Combinando esto con argumentos similares a los del Lema 20 y la Proposicién
21 se obtiene la resolucién geométrica buscada.

La segunda etapa consiste en calcular algoritmicamente la intersecciéon V;—1 NV (f;) = V;
con el objeto de hallar un cambio lineal de variables que produzca una posicién de Noether
para V.

Finalmente, se halla un punto de levantamiento p; para esta variedad y se calcula una
resolucion geométrica de Vp,.

El resultado de complejidad que se obtiene es el siguiente (ver [13, Theorem 19]):

Teorema 34 Sean fi,...,fn € k[x1,...,2,] polinomios de grados acotados por d dados
por un straight-line program de longitud L que satisfacen las hipdtesis (H1) y (H2). Sea
0 = max{deg(V(f1,...,fi)) : 1 <i < n}. Entonces existe un algoritmo que calcula una
resolucion geométrica de la variedad cero-dimensional V. := V(f1,..., fn) C A™ con com-
plejidad (nd §)°WL.

Desde el punto de vista de la complejidad, el algoritmo difiere de los conocidos anteriormente
para la resoluciéon de sistemas cero-dimensionales en que su medida de complejidad no
depende del llamado nimero de Bézout del sistema de polinomios que define V' (es decir,
el producto de los grados de los polinomios), sino de los grados de las variedades que estos
polinomios definen sucesivamente y de la longitud del slp que codifica estos polinomios. Esto
se debe por un lado a la codificacién por slp’s de todos los polinomios con los que trabaja el
algoritmo, incluyendo los polinomios de entrada, lo que evita que la complejidad dependa
del tamano de la codificacion densa del input. Por otra parte, el uso del operador de Newton
en los pasos intermedios de la recursién hace que la complejidad dependa de los grados de
las variedades V(fi,..., fi) (ver Teorema 33) y no del niimero de Bézout del sistema.
Notar que la complejidad del Teorema 34 siempre tiene orden menor o igual que (nd”)o(l)L7
ya que el numero de Bézout es una cota superior para d. Por otro lado, si fi,..., f, estan
codificados en forma densa, L puede tomarse de orden nd" y, por lo tanto, la complejidad
es de orden (nd™)°M,
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6.5 Teorema de los ceros

Como vimos en la Secciéon 6.1, el uso de straight-line programs para representar polinomios
dio lugar al disenio de un algoritmo de complejidad polinomial en el tamano del input que
resuelve el problema de la consistencia para sistemas de ecuaciones polinomiales (ver [15]).
Estas técnicas se aplicaron también para obtener un teorema de los ceros efectivo: En
[18], se presenta un algoritmo de complejidad polinomial en sd” que, dados polinomios
fis-ooy fs € k[z1,..., 2], determina si 1 € (fy,..., fs) utilizando el algoritmo de [15] y en
caso afirmativo, produce un straight-line program de longitud s?Md°(™ que calcula poli-
nomios gi,...,9gs € k[x1,...,xy,) tales que 1 = >, ., g:fi. Observamos que los polinomios

g1, --.,9s hallados por este algoritmo tienen grados acotados por dO("Q), mientras que los
mejores resultados conocidos establecen la existencia de polinomios de grados acotados por
d™ (si d > 2) que permiten representar al 1 en el ideal.

Por este motivo, el problema fue considerado nuevamente en [10], donde se construyé otro
algoritmo basado en técnicas més sofisticadas de dlgebra conmutativa (mds precisamente,
en la teoria clasica de dualidad) que resuelve el problema. Bajo las hipdtesis anteriores,
el algoritmo calcula con complejidad s®MdP™ un straight-line program de longitud del
mismo orden que representa polinomios gi,...,9s € k[z1,...,2,] de grados acotados por
d°™ que dan la escritura del 1.

El uso de estas técnicas posibilité también obtener cotas superiores para los grados de los
polinomios ¢gi,...,gs (ver [33]). Asimismo, este enfoque dio lugar a la obtencién de cotas
superiores para estos grados que no dependen del factor exponencial d™ sino de los grados de
las variedades definidas sucesivamente por combinaciones lineales genéricas de los polinomios
fi,.., fs (ver [16] y [28]). Cotas del mismo tipo pueden hallarse también en [38].
Finalmente, las técnicas algoritmicas de [16] basadas en el operador de Newton vistas en las
secciones previas, combinadas con las herramientas mencionadas en el parrafo anterior, se
aplicaron siguiendo las ideas de [10] para obtener un algoritmo para el teorema de los ceros
de complejidad polinomial en nddL, donde L es la longitud de un straight-line program que
codifica a los polinomios de entrada y ¢ es el maximo de los grados de las variedades definidas
sucesivamente por combinaciones lineales genéricas de estos polinomios. El algoritmo pro-
duce, a partir de un straight-line program que codifica polinomios f1,..., fs € k[z1,..., 2]
de grados acotados por d sin ceros comunes en &, un straight-line program de longitud
polinomial en ndéL que calcula polinomios g,...,gs de grados acotados por 3n2ds tales

que 1 = Z1§i§s i fi-

6.6 Algoritmos probabilisticos

El desarrollo de un algoritmo puede depender de elecciones de elementos que satisfagan
ciertas condiciones (por ejemplo, elegir un punto en el que un polinomio no se anule), que
pueden ser muy costosas desde el punto de vista algoritmico. Mas atin, en ciertos casos estas
elecciones podrian involucrar cdlculos que no podemos o no sabemos efectuar (en el caso
mencionado, por ejemplo, que no podamos calcular el polinomio en cuestién). Entonces, una
posibilidad es elegir el objeto aleatoriamente y continuar con el algoritmo, pero los resultados
obtenidos podrian ser erréneos. En este caso hablamos de un algoritmo probabilistico.

En la mayoria de los algoritmos probabilisticos relacionados con la resolucién de ecuaciones
polinomiales, la condicién que debe cumplir el objeto que se elige aleatoriamente se traduce
en que un punto no anule a cierto polinomio f € klxi,...,x,] para el cual se conocen
cotas de grado. Este punto se elige tomando cada una de sus coordenadas al azar de un
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subconjunto finito de k suficientemente grande. La probabilidad de error del algoritmo se
estima entonces por medio del siguiente resultado (ver [37] y [40]):

Lema 35 Sea f € k[x1,...,z,] un polinomio no nulo y sea A C k un conjunto finito. Si
d
se eligen aleatoriamente &1, ...,&, € A, entonces Prob(f(&1,...,&,) =0) < ;géi{) .

Un algoritmo que trabaja con straight-line programs puede transformarse en un algoritmo
probabilistico si no se dispone de una correct test sequence para la clase de polinomios
involucrados. Para esto se puede proceder de dos formas distintas: Una de ellas es tomar un
conjunto de tantos puntos como el cardinal de una correct test sequence y correr el algoritmo
como si este conjunto fuese en efecto una correct test sequence. La segunda es, cada vez
que querramos determinar si un straight-line program representa el polinomio 0, evaluarlo
en un punto elegido al azar. En ambos casos, si el resultado de alguna evaluacién no es cero,
sabemos que el polinomio es no nulo; en cambio, si todos los resultados son cero, podemos
suponer que el polinomio es 0 pero hay una probabilidad de que no lo sea.

Para la construcciéon de un algoritmo probabilistico se supone dado un proceso aleatorio
para seleccionar elementos de un subconjunto fijo del cuerpo de base k, el cual se utiliza
para elegir los valores de los pardmetros involucrados. Este tipo de algoritmos se representan
mediante grafos en forma andloga a lo descripto en la Seccién 2.2: la tnica modificaciéon
al modelo anterior consiste en agregar nodos para representar cada una de las elecciones
aleatorias efectuadas durante el algoritmo. Estos nodos no seran tenidos en cuenta para el
calculo de la complejidad.

En los udltimos anos, fueron disefiados distintos algoritmos probabilisticos para problemas
relacionados con la resolucién de ecuaciones polinomiales. Como ejemplo de un algoritmo
probabilistico en este contexto, en la préxima seccién describiremos el algoritmo de descom-
posicién equidimensional presentado en [25]. También se utilizaron algoritmos probabilis-
ticos para resolver otros problemas, como por ejemplo en [35], donde se resuelven sistemas
paramétricos como los ya mencionados en la Seccién 6.3 bajo hipdtesis méas generales.

6.7 Un algoritmo probabilistico para la descomposiciéon equidimensional

Mediante el uso de algoritmos probabilisticos y la codificaciéon de polinomios por straight-line
programs ha sido posible resolver el problema del calculo de la descomposicién equidimen-
sional de una variedad algebraica con complejidad polinomial en el tamano del input:

Teorema 36 (/25, Theorem 9]) Sean fi,..., fs € k[z1,...,xy,] polinomios de grados acota-
dos por un enterod > n, y sea'V :=V(f1,..., fs) C A". Eziste un algoritmo de complejidad
polinomial en sd” que calcula la descomposicion equidimensional V = U?:o V;: el algoritmo
()
i

(0<j<dimV,1<i<n+1) tales que V; = V(gy),...,gg)rl) para cada 0 < j < dim V.

produce un straight-line program de longitud polinomial en sd™ que calcula polinomios g

El algoritmo se basa en el hecho que toda variedad equidimensional en A™ puede describirse
como el conjunto de los ceros comunes de n + 1 polinomios:

Sea W C A™ una variedad equidimensional de dimension r < n definible por polinomios en
klxi,...,z,] v supongamos que las variables z1,...,x, estdn en posicién de Noether con
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respecto a . Entonces, existen n + 1 formas lineales ¢1,...,¢,41 € k[xy41,...,2,] tales
que

W = {5 e A" mf1(£17 cee 7£T7€1(£)) = 07 cee 7m£n+1(£17' .. a§Ta€n+1(£)) = 0}7

donde my denota el polinomio minimal de la forma lineal £ con respecto a W. Més atn, la
igualdad anterior vale para n + 1 formas lineales genéricas (ver [25, Lemma 7], [19, Lemmas
2-3]).

A continuacién daremos una breve descripcion de los distintos pasos que sigue el algoritmo
del Teorema 36. Para el calculo detallado de la complejidad y de la probabilidad de éxito
del algoritmo, ver [25].

e Calculo de la dimension de V.

El algoritmo comienza calculando r := dim V', para lo cual se aplica el algoritmo de [15]
descripto en la Seccién 6.1.

e Preparacion de los datos de entrada.

Por medio de una eleccién aleatoria de n + 1 combinaciones lineales de los polinomios de
entrada, se puede suponer que V estd definida por n + 1 polinomios f1, ..., fn+1 de grados
acotados por d tales que para cada 0 < j < n, la dimensién de cada componente irreducible
de V(fi,..., fn—j) noincluida en V es j. Esto implica que, para cada 0 < j < r, se tiene que
V(fi,- oy foej) = VUV U---UV;UZ;, donde Z; = () 0 Z; es la unién de las componentes
irreducibles de la variedad no incluidas en V.

Haciendo un cambio lineal aleatorio de variables, se puede suponer que las variables estan
en posicién de Noether con respecto a V(fi,..., fa—r) y a Z; NV (fr—js1) (si esta variedad
es no vacia) para cada 1 < j <r.

e Descomposicion auziliar de V.

En esta etapa el algoritmo obtiene recursivamente, para j = r,r — 1,...,0, polinomios que
definen una subvariedad V}’ de V' de dimensién j que contiene a V.

— Se obtienen polinomios que definen V,. y polinomios que definen Z,..

Sea K, una clausura algebraica de k(z1,...,z,). La hip6tesis de posicién de Noether con
respecto a V(f1,..., fn—r) = Vi U Z, implica que el conjunto de los ceros comunes en
A" "(K,) de los polinomios fi1,..., fn—r € k(x1,...,2)[Tr41,...,Ty] es una variedad cero-

dimensional. Dada una forma lineal ¢, se calcula el polinomio minimal de £ con respecto a
esta variedad (que coincide con el polinomio minimal de ¢ con respecto a V,.UZ,.) aplicando el
algoritmo de [15] y a partir de este polinomio se recuperan los minimales de ¢ con respecto a
Vi v Z, respectivamente teniendo en cuenta que V, C V(f,—r+1), pero ninguna componente
irreducible de Z, estd incluida en V(f,—,+1). Esto se aplica para n + 1 formas lineales
elegidas aleatoriamente a partir de cuyos minimales, si se satisfacen ciertas condiciones
genéricas, se obtienen ecuaciones para Z, y para V.

—Para j=r—1,...,0, se calculan polinomios que definen Z; y polinomios que definen una
subvariedad V; de (Jj,_; Vi de dimensién j que contiene a Vj.

Sea j con 0 < j <7 —1. Teniendo en cuenta que V(fi,..., fo—j) =V, U--- UV, 1 UV;UZ;
y que Zjp1NV (fn_j) = Z; UV U‘7j donde ‘7] es una subvariedad j-equidimensional de V', la
hipétesis de posicién de Noether para Z; 1NV (fn—;) nos permite reducirnos a una situacién
cero-dimensional considerando a fi, ..., f,—; como elementos de k(x1,...,2;)[jt1,...,Zn]:
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la informacién necesaria sobre V; U Z; puede obtenerse a partir del conjunto de puntos
aislados de la variedad definida por estos polinomios sobre una clausura algebraica de
k‘(d?l, NN ,fL’j).

Dada una forma lineal /, se calcula un polinomio que evaluado en ¢ se anula en estos puntos
aislados. El polinomio minimal de ¢ con respecto a Z; se recupera, como en el primer
paso, utilizando el polinomio f,—;41. Sin embargo, como V(f,—;+1) contiene a todas las
componentes de V', este polinomio no nos permite “separar” V; de las restantes componentes
irreducibles incluidas en V. Para tener cierto control sobre las componentes irreducibles que
puedan aparecer, se utiliza entonces el hecho que V; C Z;11 y por lo tanto todo punto de
Vj; verifica las ecuaciones para Zj;1 halladas en el paso recursivo anterior. Esto permite
calcular un multiplo (por un factor controlado) del polinomio minimal de ¢ con respecto a
Vj.

Aplicando el procedimiento a n + 1 formas lineales elegidas aleatoriamente se obtienen
polinomios que definen Z; y polinomios que definen una subvariedad Vj’ de UZ:]- Vi, de
dimension j que contiene a Vj.

e Cdlculo de la descomposicion equidimensional de V.

Recursivamente, para j =r —1,...,0, el algoritmo calcula n 4 1 polinomios que definen V;.

Fijado j, para cada una de las n + 1 formas lineales consideradas en el paso j de la etapa
anterior, el algoritmo recupera el minimal de la forma lineal con respecto a V; a partir del
multiplo calculado previamente. Para esto, utiliza los polinomios que definen Vj’ SR PR V!,
y Vi, los que permiten “separar” el factor que se anula sobre V;.

Otros ejemplos de algoritmos probabilisticos que obtienen la descomposiciéon equidimen-
sional de una variedad algebraica con distintos enfoques pueden encontrarse en [§8], [31] y
[24].
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