CAPITULO 2

Algunas Representaciones Supercuspidales de GL(N, F)

En esta seccién describiremos una clase de representaciones supercuspi-
dales que bien pueden ser llamadas de Carayol (ver [Cal) del grupo GL(N, F),
F un cuerpo local no arquimideano. Cuando N es un nimero primo se tiene
que estas son todas las representaciones supercuspidales del grupo GL(N, F),
de lo contrario es necesario determinar el resto segin técnicas que se pueden
ver en [B-K].

2.1. Introduccién

En lo que sigue, al igual que en el primer capitulo, denotaremos por F un
cuerpo local no arquimideano, Oy su anillo de enteros con tnico ideal maxi-
mal Pg y elemento uniformizante wg, kg = Op/Pr el cuerpo residual de F y
Y un caracter continuo fijo del grupo aditivo F con conductor Pg (es decir,
Ker(yg) D Pg). Ademas denotaremos por V el F—espacio vectorial FV,
B = {ey,.....,en} la base canoénica de V', A el dlgebra de F—endomorfismo
de V, G el grupo de los elementos invertibles de A (esto es G = GL(N, F)
dependiendo de la base elegida) y ¥ = ¥ o tr donde tr denota la funcién
traza de F mirado como extensiéon de un cuerpo p-adico Q,.

Definicién 2.1.1. Un reticulo en V' es un subgrupo aditivo L de V el cual
es abierto y compacto. Diremos que L es un Op—reticulo si ademas L es un
Or—mddulo.

Ejemplo 2.1.2.
1. Los subgrupos O y Pr son reticulos en F y ademéas son Op—reticulos.
2. El Op—mddulo de V,

es un Op—reticulo.

Definicién 2.1.3. Un Op—reticulo A en A = My(F) el cual es también un
subanillo de A con elemento identidad 1y, se denomina un Og—orden.
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Ejemplo 2.1.4.

1. El anillo de los enteros de F es un Op—orden en F.

2. Dado un Op-médulo L se puede considerar el conjunto Endp,(L) =
{r € A | zL C L}. La eleccién de una Op-base de L implica establecer
un isomorfimo entre Endp, (L) y un subanillo de M(N,Op), se tiene asi
que Endpg (L) es un Ogp-orden. Reciprocamente, sea A un Op-orden y v
en V — {0} entonces L = Av es un Op-reticulo en V' (L es claramente un

Op-médulo, L = |J av, L es abierto y compacto) y también un A-médulo,
acA
por lo tanto A C Endo, (L).

3. Definamos por A={(a;j)i; € A|a;; € Prsii <jya; € Opsii>j} con-
junto que denotaremos en lo sucesivo por

.A:
. T PF

Definicién 2.1.5. Diremos que un Op—orden A en A es hereditario (izquier-
do) si todo A—reticulo (izquierdo) es A—proyectivo.

Observacién 2.1.6. Sea A un Og—orden en Ay A* = ANA* entonces A*
es un subgrupo abierto y compacto en A*. En efecto, A* = det™({0}°) es
abierto en A y por definiciéon A es abierto en A, asi que A* N A = A* es un
abierto en A* y claramente A* es tambien compacto en A*.

Definicion 2.1.7. Una cadena de Op—reticulos en V es una sucesion £ =
{L; | i€ Z} de Op—reticulos en V tales que:

1. Li D Liy1, i €7Z.

2. Existe e € Z tal que PpL; = L., i € Z. El entero e (el cual es
unicamente determinado) es llamado el Og—periodo de L.

Ejemplo 2.1.8.
1. Definamos:

LO = OF€1 Fo + OFeN
L, =Oge; + ... + Oren_1 + Pren

LZ' = OF61 + ...+ OFQN,Z' + PF6N71'+1 + ...+ PpeN
LN = PF€1+ ..................... +PF€N
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y tenemos que £ = {L; | i € Z} es una cadena de Op—reticulos en V' con
e =N pues PplL; = L;. n.
2. Sea E una extensiéon de F de grado N con e(E/F) = e, el indice de
ramificacion de la extensién y f(E/F) = f, el grado de inercia de la extension.
Lo anterior significa que si Og es el anillo de los enteros de E, Pg es el tnico
ideal primo de Og con elemento uniformizante wg y kg es el cuerpo residual
de E entonces kg es una extension finita del cuerpo kg de grado, [kg : kg| = f
y Wg = WF-

Claramente se tiene que Og es un Op—modulo y por lo tanto Og es un
Op—reticulo de E. Si consideramos £ = {wkOg | i € Z} entonces L es una
cadena de Op—reticulos en E y e(£) = ¢(E/F) ya que

_ ite — i — —
Li+e = Wg OE = wEwFOE == w9E = Le

Definicién 2.1.9. Sea £ una cadena de Op—reticulos en V. Se define, para
cada n € Z,

el cual es una cadena de Op—reticulos en A.
Observacién 2.1.10. Se puede probar que
A=End} (L) ={x € A|zL; C L;,i € Z}

es un Op—orden en A, el cual es hereditario, y reciprocamente; todo Op-
orden hereditario en A esta determinado por una cadena £ de Op—reticulos.
Esto ultimo significa que podemos recuperar la cadena de reticulos £ desde
el orden A, salvo cambio de indices. La cadena L es precisamente el conjunto
de todos los A—reticulos en V.

En otras palabras, £ < A(L) da una biyeccién entre el conjunto de las
cadenas de Og-reticulos en V' y el conjunto de Og-ordenes hereditarios en A
la cual invierte la inclusién, esto es: £ C Ly siy solamente si A(Ly) D A(L,)

Definicién 2.1.11. Un orden hereditario A(L) en A es llamado un orden
hereditario principal si [L; : Li11] = [L; : Lj;+1] para todos i, € Z.

Ejemplo 2.1.12.
1. Definamos la cadena £ de Og—reticulos en F* por:

Lo = OF61 + OF€2 -+ OF€3 + OF64
L, = Prey + Prey + Opes + Opey
LQZPF61+PF€2+PF€3+PF€4
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y es claro que L;/L; 1 ~ k X k, por lo tanto el Op—orden hereditario

My(Ow) M (Pr)
My(Or) Ms(Or)

determinado por la cadena L la cual es principal.

AL)y={a€ A|aL; C L;;i € Z} =

2.- La cadena £ de Op—reticulos en F* definido por:

LO = OF€1 + OF62 + OF63 + OF€4
Ll = PF€1 + OF€2 + OF€3 + OF€4
L2 = PF€1 + PFGQ + PF€3 + OF€4
L3:PF€1+PF62+PF€3+PF€4

es tal que Lo/Ly; ~ k y Li/Ly ~ k?, por lo tanto el Op—orden hereditario
A(L) determinado por esta cadena no es principal.

Observaciéon 2.1.13. Sea N = N; + Ny +.....N, una particién ordenada de
N. Definamos la cadena de Op—reticulos £ por:

L() = OF61 o + OFGN
L= FPpe; +... + PF€N1 + OFeNIH... + Oren

L, :Ppel—l—...—i—PFeNi +OF€N¢+1 ..... + Oren
Entonces tenemos lo siguiente:

1. Li/LH_1 ~ k]]?\[iﬂ
2. Li/Le ~ ké‘vi+1+ ...... +N,

3. gL1g7! = Ly si y solamente si (Ny, ....... , N.) es igual para ambas. Esto
es, cada particion de N = Ny + ..... + N, determina una cadena L salvo
conjugacion.

4. El conjunto de las particiones ordenadas de N determina las orbitas en

X ={L| L es una cadena de reticulos} bajo la accién de G por conjugacion
sobre X.

Ejemplo 2.1.14. Consideremos N = 3, asi tenemos las siguientes parti-
ciones:

L8 = OF61 + OFBQ + OF€3
L(l) = PF€1 + OF€2 + OF€3
Lg = PF€1 + PF€2 + OF€3
Lg = PF€1 + PF62 + PF63

L (1,1,1) e Ly = e Ay
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Or Pr Pr
donde Ag= | Op Or PFp

Or Op Op
L(l) = OF€1 + OF€2 + OF€3
2. (1, 2) Laad ,Cl = L% = PF€1 + OF€2 + OF63 oy .Al
L% = PF€1 + PF€2 + PF63
donde .Al = OF OF OF
Or Op Op
L% = OF€1 + OF€2 + OF€3
3. (2, 1) oy ﬁg = L% = PF€1 + Ppez + OF€3 “ny AQ
L% = PF€1 + PF€2 + PF63
donde Ag = OF OF PF
Or Or Or
o LS = Orpey + Opey + Opes
4 (3,0) e L5 = { L} = Ppey + Ppeg + Pres - As
Or Or Or
donde Ag = OF OF OF
Or Or Or

Ademas tenemos que:
Orbg(Lo) ={9Lo | g € G}
Stabg(ﬁg) = {g eG ’ g£0 = ,Co}

={9€G|3j(9) € Z,gL} = L} ;,»}

Proposicién 2.1.15. Sea A el orden hereditario en A determinado por una
cadena de Op—reticulos £ = {L; |i € Z} y seald = A* el subgrupo de G de
todas las unidades del anillo A. Entonces Stabg (L) = Ng(U).

Demostracién:

Si g € Ng(U) entonces g~lug(L;) = L;, para todo i € Z, asf ugL; = gL;
para todo i € Z, o sea Stabg(gL) = U y como A determina £ entonces
G/U ~ Orbg(L). Luego g£ = L lo cual implica que gL; = L;y ;) esto es
g € Stabg(L). Reciprocamente, si g € Stabg (L) entonces gL = L, lo que
significa que 3j(g) € Z tal que gL; = L;4 4 para todo i € Z y asi agL; =
a(Li+j(g)) C Litje) = 9Li, para a en A y esto nos dice que g~ 'agL; C L; lo
que equivale a decir que g~tag € AX y por lo tanto g € Ng(U).
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Observacién 2.1.16.

Los reticulos Endp, (L) son (A, A)—bimédulos. En particular, Endy, (£) =
P corresponde a ser el radical de Jacobson de A. Como ideal fraccionario de
A, el radical P es invertible y tenemos ademas,

P" = Endp_ (L) (neZ)
y se verifica que,
P'L; = Liin (n€Z)
Si e =e(L) es el periodo de la cadena de reticulos £ entonces,
P =FA

Si A es un orden hereditario principal entonces P = m.A donde 7 es un
elemento de A tal que 7¢ = wply

Explicitamente tenemos:
L, = Ppe; + ... +PFefi+OF€fi+1+ ...... + Oren
con f=%4i=0,...,e—1y PpLi=Liicy

e’

Of Of Of wFlf
1f Of Of
T = O 1p ’ :
Oy 0y 1y Oy

la cual es una matriz de tamano e x e donde cada entrada es de tamano f x f
y 0y representa la matriz nula de tamano f x f y 1 es la matriz identidad
de tamano f x f. Asi, A son las matrices de tamano e X e con entradas en
bloques de tamanos f X f,

[ My(Op) -+ -+ My(Op) M(Pr) ]
: M;(Or)
A — .
| My(Op) --+ -+ M¢(Op) My(OF) |
y asi se tiene claramente que,
[ My(Pp) ... ... .. Ms(Pp) |
Mi(Op) '
P=nA= :
. T Mf(PF) :
L Mf(OF) Mf(OF) Mf(PF) ]
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Definicién 2.1.17. Si A es un orden hereditario se define U™ = 1 + P",
U =U= A"y K= Ng(Uh).

Ejemplo 2.1.18.
Si consideramos A = My(Or) y P = My (Pr) entonces es claro que la
correspondiente cadena L es:

L1:PF61+ ........ +PF6N

ye(L)=1, Ly/Ly ~ kN y Li/L; = {0} . Asf tenemos la bandera incompleta
By = {{0},k"} y es claro que bajo la accién de GL(N, k) sobre las ban-
deras incompletas se tiene que Stabg(By) = GL(N, k), esto es el subgrupo
parabdlico maximal. En esta situacion tenemos:

a) m = wrly, y el polinomio caracteristico asociado a 7 es ¢ (z) = (z—wp)

b) P" = My(Pg)

c) U =A"=GLn(Or)
d)
)

N

K = Ng(U) = F*U el cual es compacto médulo el centro de G.

e) U™ = 1+ P" es una familia de subgrupos abiertos compactos de G Ly (F).
Podemos decir que A = My (Op) es un orden hereditario no ramificado.
Ahora consideremos la cadena £ dada por:

Lo = OF€1 + o + OFeN
L1:PF€1—|— ........ +OF€N
LN_1 = PF61 + o + PF6N
entonces A = h lyp= OF'
En esta situacion se verifican las siguientes propiedades
1 0 ... 0
a) = 0 ; y el polinomio caracteristico asociado a 7 es
0O ... 1 0
cx(z) = 2 — wp el cual es irreducible en F [z] .
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Op Pr ... Pp

byu=a=| "

. . PF
Or ... Op Og
¢) K= Ng(UU) = (m)U el cual es compacto médulo el centro de G.
d) U™ = 14 P™ es una familia de subgrupos abiertos compactos de GLy (F).

En este caso podemos decir que A es un orden hereditario totalmente
ramificado.

Proposicién 2.1.19. El Ng(U) = K es un subgrupo abierto de G y com-
pacto modulo el centro de G.
Demostracién:

El grupo F*U esta siempre contenido en K de donde se obtiene que K
es abierto. En efecto, K = {z € G/3j(z) € Z talque xL; = L; () Vi € Z}
entonces K D U pues uL; = L;. Por otra parte si x € F* entonces r = wga,
z € Z, a € Og, entonces wgal; = wil; = P¥L; = Lite, (P°L; = Live y
P¢ = Pply) asi que K D F* y por lo tanto L D F*U.

Ahora no es dificil ver que £ = {g € G/gL = L} asi la accién de K sobre
L es una accién por automorfismo de Z, con lo cual se obtiene que

K/F*U ~7/eZ
lo que significa que K es compacto médulo el centro del grupo G.

Observacién 2.1.20. En general se tiene que dado un orden hereditario A
cualquiera entonces U = A*es un subgrupo compacto maximal del grupo G
y K es un subgrupo de G el cual es compacto modulo el centro y es maximal
con esta propiedad.

2.2. Entrelazamiento de representaciones.

Recordemos que v € FX, con conductor Pg, asi podemos definir un
caracter v, : A — C*, de manera que para b € A se tenga,

() = Y(tr(br))  (z € A)

De esta forma, si A denota el dual de Pontrjagin de A entonces la funcién
definida por b — 1, es un isomorfismo entre A y A. Ver [Bu 2].

Por otra parte si A es un orden hereditario en A y P es el radical de
Jacobson de A entonces cada P" es un Op—submédulo de A = My(F).
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Asi tenemos la siguiente sucesion,

A

1 — {wbEAl%lanEl} — A

—_—
— Pl — 1

En efecto,

YV € prtt
Vo € prtl

wb‘anrl =1 <= tr(bx) € Kery
— tr(bx) € Pr

Ahora definamos (P"™1)* = {b € A | tr(bz) € Pp,Vx € P""'}. No es dificil
probar que (P"™1)* = P~" y as{ tenemos que

A\/(Pn+l)* ~ A/,an ~ 7%?
y por lo tanto la funcién b — /3, induce el isomorfismo:
PP o (PreLpis)

cuando n > r.

Por otra parte, si r,n son enteros tales que n > r > ["T’l} entonces
tenemos el isomorfismo canénico ¢ : U™ /U™ — P /Pt de modo que
T — T — 1. En efecto,

g=1+2)1+y)=14+z4+y+ay) —1=T+7
Luego ¢ define un isomorfismo entre
(Z/{TW-H) ~ (prfl/?nﬂ) ~ PP

definiendo vy (x) = Y (tr(b(x — 1)), para z € U™ U™
Observamos que U™ /U™ es un grupo finito isomorfo a P /PmHl asi

que (U™ /UHL) es el conjunto de cardcteres de un grupo abeliano finito.

Ejemplo 2.2.1.
Sea A = My(F)y G = GL4(F), y consideremos el orden hereditario prin-
cipal

OF PF PF B F P F P F P F PF
_ | Or Or Pr FPr | O Pr Pr Pr /
A= Or Op O FPr |’ P = Op Op Pp Pp |V tenemos que,
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000 w 0 1 00
11000 4 |0 010
=101 00 |Y™ T“|lo o001
0010 w000
Claramente podemos observar que,
AD .. OP O L OPIOP I oADOPOPTD L SPY D

y asi el conjunto {P? | z € Z} es un sistema fundamental de vecindades de
A y tenemos

Or O D¢ Dr
Or Orp Or Dp
Or Orp Op Or
Or Or Or O

Op Or Op Or
Or Or Or Or
Pa' Pp' Op Og

Pl=qgA=r'P 1=

por lo tanto

00 k O
— = 0 0 0 k&
2/7/3 ~ P2/P3 ~ P2/P-1 ~
WU = P2 P3 P2 Pl | 0

k'kE 0 O

el cual es un grupo abeliano finito.

Lema 2.2.2. Sean S'y T Op—reticulosen A,y S* = {x € A | tr(xS) C Pr}
entonces

1. 5% =9
2. (S+T) =S8 NT*
3. (SNT)" =S+ 17

Demostracion:
1. Como S es un Op—reticulo en A existe una base B = {v;; | 1 <1i,5 < N}
en A tal que (S es un Op—médulo finitamente generado con una base de A).

S = @ OFUij

1<i,j<N
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Dadoz € S*, < z,s >=tr(xs) € Pg, paratodo s € S. Esto es, tr(xZaijvij) =
irj

> ayitr(zv;;) el cual es un elemento de Pg. Lo anterior equivale a decir que

2

tr(zv;j) € Pp para todo 1 < 1,7 < N. Asi,

donde B* = {v;‘j/l <1, < N} es la base dual de B. De la misma forma
podemos demostrar que:

S = P Opv;f =5

1<i,j<N

2. (S+T)y ={zcAl|tr(x(s+T)) € Pr}
={x e Altr(xS)+tr(2T) € Pr}
={rxeAltr(zS) e Pp}N{x € A|tr(zT) € Pr}
=5S*NT*

3. (S*+TH)=5S"*"NT*=5SNT

yS*+ T =(S*"+T*)*=(SNT)*

Desde el teorema de Mackey tenemos que dado representaciones o de K
y 7 de H con H subgrupo cerrado de G y K subgrupo abierto de G y tal
que K es compacto en H\ G entonces,

Homg(c — Ind% o, ¢ — Ind$ 7) ~ @ Hom, gp—1nx (0, 77)
H\G/K

y de ahi la importancia de conocer como es el Hom,p,-1~x (0, 7%) en ciertos
casos y asi tenemos la siguiente,

Definicién 2.2.3. Sea A un orden hereditario en A, P su radical de Ja-
cobson y U™ =1+ P™, n € Z. Se define el conjunto Z (¢, , ¢s,) de todos los

—

entrelazamientos entre los caracteres vy, y ¥y, de (U™ /U™ 1) por:

I(¢b17¢b2) = {ZE €G | Homxunmflﬁun(d]bp 77[](3;2) 7£ (0)}

Proposicién 2.2.4. Dado el conjunto Z (i, ¥s,), de todos los entrelaza-

mientos entre los caracteres ¥, y ¢, de (U™ /U™, se tiene que:

I(¢b1a 77ZJb2) = {J} €G | (bl + Pl_n) N ‘T(b2 + ,Pl_n)x_l 7é ¢}
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Demostracién:

Como y,, 5, son caracteres se tiene que Homgymy—10gm (Vn,,05,) # 0
implica 1y, = i sobre ald"x~' NU". Esto significa que ¥, (y) = ¥f, (y) para
todo y € aU"x~ 1 NU™, esto es:

P(tr(by(u—1))) = Yrby(z7lyz —1))); yex(1+P" )z N (1+P")
= P(tr(bez™(y — 1)x)); y—1leaPratnpr
= Y(tr(zbyr(y — 1))); y—1e€azPrz NP

donde ¢ € F* es el cardcter que se fijo anteriormente. Asi,
b(tr(bi(y — D)~ (tr(zbya™ (y — 1)) = 1

P(tr(bi(y — 1) — xbyzr ™ (y — 1)) =1

P(tr([by — xbyr™ (y — 1)) = 1; paray — 1 € zP"z~1 NP")

Luego tenemos que tr([b; — zbez™ '] (y—1)) € Pg, de donde se obtiene que
tr([by — xbez™] (xP"x~1 NP™) C Pg lo cual quiere decir que by — xbyx™! €
(xPz~'NP™)* que es igual, por el lema anterior, a (zP"x~1)*+ (P")* luego,
by — zbyr™ € (xPmax™1)* 4 (P™)* y esto implica by € xbox™! + (xPz™1)* +
(P™)*, esto es
by =1+ s € zbyr ! + (xP "z~ 1)* + (P™)* lo que equivale a
bi—s € xbor L+ (2P ) N(P™)* luego s € xhox ™t + (z Pz~ 1)*Nby + (P™)*
ast que zhox ™' + (zP"z~1)* N by + (P™)* # B de donde podemos concluir que

(bl + ,Plin) N x(bz + ,Plin>$71 7£ @

Reciprocamente, si x € G tal que

(bl + Plin) N LE(Z)Q + ’Plin>])71 7A @

ll
—_

entonces existe z = by +a 'y 2 = x(by+)x ! con o, 3 € P17 As, Yay,,
y wﬁlun = 1. Ahora, dado y € U",

Vora(y) = Utr((by +a)(1 —y))
= Ptr(b(1—y)+a(l —y))
= Y tr(bi(1 —y)) +tr(a(l —y))]
= tr(bi(1 —y))tr(a(l —y))
= Uy, (Y)aly) = Vu, (v)
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Ahora dado y € sz, s (y) = Vi (y) por lo tanto vy, (y) =
Yy, (y) para cualquier y € oz~ N U™, lo cual significa que

Homxunmflmun (¢b1a ¢§2) # @
es decir, x € Z(Vp,, ¥p,).

Ejercicio.2.2.5.
1. Sea K un subgrupo abierto compacto médulo el centro de G. Sea o
una representacion irreducible de K. Probar que o es de dimensién finita.
2. Si Z(0,0) = {x € G| Homyg, 1nk(0,0%) # ¢} entonces Ind% o es
irreducible si y solamente si Z(o,0) = K (Ayuda: Probar que Ind% o =
c— Ind% o es crucial para aplicar el teorema de Mackey.)

2.3. Elementos Cuspidales

Sea A un orden hereditario principal con periodo e asociado a la cadena
de Op—reticulos £ = {L; | i € Z}. Ademds P denota, al igual que siempre,
el radical de Jacobson de A. Esto es, dado V = F¥ y una base de V' como
F—espacio vectorial entonces, N = fe, PpL; = L. y dimg(L;/L;y1) = f.

Ahora si consideramos L;/L;1 Y Liye/Liter1 como k,—espacios vectori-
ales (k, = Op/Pg) entonces podemos definir la funcién

¢:Li/Liv1 — Lite/Lites

¢(x + Lit1) = mpx + Liyetq €l cual es un k,—isomorfismo. En efecto, mpz +
Liter1 = Lijeq1 siy solamente si x € L;;1 lo que significa que ¢ esta bien
definida y es una funcién inyectiva. Ademéds, como 7glL; = L;,. entonces ¢
es sobreyectiva. Asi podemos identificar L;/L;11 con Liye/Lijes1.

Por otra parte, dado un elemento o € A podemos definir la funcion
kp—lineal: «; : L;/Liy1 — L;/L;y1 de manera que = + L;;1 es enviado en
a(x)+ Ly, y como o € A entonces a(L;) C L;.

Asi tenemos que, con la identificacién hecha anteriormente y los kg —endomor-
fismos «; de L;/L; 1, podemos definir,

e—1

0:A— @ Endog/pe(Li/Lis1)
=0

por: f(a) = (g, ..., e_1) €l cual es un epimorfismo de anillos con Ker () =
P.

En efecto, claramente es un epimorfismo de anillos y para cualquier ¢ =
0,...,e — 1 se tiene que «a;(z + L;+1) € L4y si y solamente si a(z) € Ljiq,
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para cualquier € L;;; lo cual significa que a(L;) C L; 41 esto es a € P. Por

lo tanto,
e—1

A/P ’Z@ EndOF/pF (Lz/Lz—l—l)

1=0

Ejemplo 2.3.1.
Si V =F!y L es tal que (L) = 2 entonces

Or O Pr FPr
Or O Pr FPr

A= 0¢ Op Or Os
Or Op Or O
y
Pr Pr Pr FPr 0 0 wgp O
" | Or Op Pe Pp| [ 100 0
Or Or Pp Pr 010 O
Asi tenemos que:
kg kg O O
kg kg O O
0 0 kg kr
Lo anterior es general. Como L;/L; 11 ~ L;y1/Liy2 vy esto vale para todo
1=0,....,e — 1 entonces podemos identificar
Endog/pe (Li/ Liv1) = My(kr)
Asi obtenemos el siguiente diagrama:
A/P s My(ke) x - x My(ke)
g+P ~ (G0 wevveeeaiieeaannn. Ge—1)
| ! | | o
mz gre + P ~ (G1: G2 --vv-Ge—1, 90)

AP =5 My(kg) x -+ x My(kp)

Claramente tenemos: 7' gms(L;) = n;'g(Liy1) C 77 (Liy1) = L; asi,
ﬂ'Zlgﬂ'g e A.
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Por otra parte, dado g € A/P, si ¥(g) = (9o, ---, ge—1) entonces

V(s gme) = (91, G2, oo Je—1,90) = (G0 s Je—1)
0 ... ... 0 wpl
1; 0 ... ... 0
En efecto, si 7, = | : : entonces
0
0 L1y 0
Jdo 0 0 g1 0 0
0 : 0 gs
7T21 T = :
. .0 Je—1 0
0 B (| GJe—1 0 R Jo

Denotemos por o : M¢(k)® — My (k)¢ definido por,

U(go,----,ge—l) = (91,92, ~~~~~~~~ 96—1,90)

La funcion o es un automorfismo de anillos. Observe que o es una per-
mutacién ciclica de orden e, esto es

o =1d

y O—m<907"'79671) = (gmvngrla <oy Ge—1, 90, ---gmfl)a m = 17""76 y e+ k=
k(mod e)

Por otra parte consideremos la funcién:
@ : PP — AP

definida de manera que b+ P™"! es enviado en wg™b¢ + P. Funcién la cual
esta bien definida pues wg™b(L;) = (7%) ™b%(L;) C 7" Liyme = L;. Asi
entonces wgb* € A. Como P™ = 7' A entonces dado b € P™ existe by € A
talque b = 7w}7'by.

Con todo esto tenemos que ¢(w,"gr}) = 0™(go, ..., §e—1) Para m =
0, ... ,
e — 1. Ahora tenemos que:
pm/pmit £, AP L M (kp)e
ﬂ?bo == b+ Pm+1 ~ w;m(ﬂ_znbo)e ~ @D(w;mbe) = ( 05 ....756_1)
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y esto ultimo es igual a

(FZm)e—lboﬂ.zn(efl)} |:7T2m(672)b07.‘.2ﬂ(672)] |:7T[—:2mb0ﬂ.%m] [ﬂ_zmboﬂ,[—:m} bO
Asi entonces:
(™) = (m ™ Dby Y b (b )b (bo)

Ahora, si denotamos por 7 = ¢ y por 1(by) = (ag, v, ..., (e_1 ) €ntonces
Y(wgb°) es igual a

o™ (ag, ay, .., ae_1)o™ D (ag, .., te_y)...0™(ay, ..
esto es igual a 77 (ayg, .., e 1) T2 (q, oy Q1) eeen T (s ooy Qle1) (g ooy Q1)

Como:
7'(0(0, ey ae—l) = Jm(a07 ey ae—l) = (ama A1y ooy Qe—1, A0, A5 -eny am—l)

T2(Oéo, ey Oée,1> = O'Qm(Oéo, .y Oée,1> = (C(Qm, Aomt1y -+ A1, 0, A, ..., Oégmfl)

g, ..y Qee1) = ¢ (ayg, .., te_y)
= (a(efl)rm Ae—1)m+1) -+» Xe—1, X0, A1, .., a(efl)m71>
entonces si ¢¥(wg"b%) = (fo, .., Be—1) tenemos que (B, ..., Be—1) es igual a
(Qe—1)my s Qo1 QO QT oy Qfe1)m—1)eee v - - - - (QOy e , Ole—1)
por lo tanto:
Bo = Qe—1)mQ(e—2)m--vervemee amag € My(k)

B1 = Qe—1)m+10(e—2)m1-+---- U101 € My (k)
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ﬁe—l = Qle—1)m—-1%(e—-2)m—1+-+-Am—-1Qec—1 € Mf(k)

de donde podemos concluir lo siguiente:

1. Si (m,e) = 1 entonces la permutacion ciclica 0™ = 7 genera el grupo de
permutaciones ciclicas.

2. Los endomorfismos (3; son todas invertibles o bien son todos no invertibles.

3. Si los endomorfismos (3; son invertibles todos entonces son conjugados

entre ellos. [B(AB)B™! = BA]
Ejemplo 2.3.2. Sea

O O Pr Py
O Op Pr DPr

Pr Pr P Pr 0 0 wg O
| Or Op P Pr| [ 100 0
Or Or Pr FPr 010 O
Observemos lo siguiente:
Ly =0 + Or +Or + Or LO/LQEK%
L1:PF—|—PF+OF+OF Ll/Lgﬁk%
Ly =FPp+ Pp+ Pr+ Pr Ly/Ly ~ {0}

Sea X = {ly <1y <ly = kg | dimg(l;/l;_1) = 2} el espacio de las banderas
y G = GLy4(kp), el cual actua sobre X transitivamente. Si by denota la
0 0
Msy(kp) GLo(kp)
el cual corresponde ser un subgrupo parabélico de GL4(kg).

Por otra parte, si consideramos la funcién que envia a todo elemento del

GLy(Op) My(Pr) . ,
D G
grupo A* = My(Og)  GLa(Or) al cuociente médulo Pg entonces la

bandera {0} < k? < k%, entonces Stabg(by) = P =
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GLy(kr)

0
0
El subgrupo A* de GL4(Op) es llamado un subgrupo Parahorico de
GL4(Or) y de alguna manera todo orden hereditario corresponde a algin
grupo Parahorico de GL4(Or).

o O

imagen es el grupo P =

Definicién 2.3.3.

Sea b € P~"/Pl . El elemento b se dice e—-cuspidal de nivel —n si
(n,e) = 1y wpb® € A/P es una e—upla de Op/Pr endomorfismos con
polinomios caracteristicos irreducibles sobre kg.

Ejemplo 2.3.4. Sea

Or Pr Fr
.A - OF OF PF 5
| Or Or OF
[ PF PF PF ] 0 0 wWF
P=|Or Pr Pp =100 A
| Or Op P | 010
As{ tenemos que P2 = Pgl O Op | yP'=]| Or O Op
| P! Pe' Op P! Op Ogp
0 01
Seab=| w! 1 0 | €P2—P ! entonces
w !l w0

-2 -1 -1 1

w w w w w
o =wi | o' +w? 1+w? ol |l=|1+w 1+@* w
22 wl+w? w2 2 l+w 1
el cual es un elemento de A/P.
En este caso (2,3) =1y
1 w w 100
l+w 14w @w |=[ 0 1 0 | (modP)
2 l+w 1 001

de donde se tiene que b € P72/P~! es un elemento 3—cuspidal de nivel —2
ya que A/P ~ M;(kg)? y por lo tanto el elemento wab® de A/P es enviado
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n (1,1,1) de M (kg)3. Ademas tenemos que F[b)] D F y [F[b] : F] = 3 con
f=1lye=3

Observacién 2.3.5. Diremos que un elemento b € My (F) es e—cuspidal si
existe n € Z talque b € P* y médulo P les e—cuspidal.

Ejercicio 2.3.6.

1. Demuestre que si g € Ng(U) y b € P"/P"*! es e—cuspidal entonces
gbg™! es un elemento e—cuspidal.

2. Probar que si x € A es invertible modulo P entonces = es invertible
en Ay por lo tanto en My (F). [Ayuda: considere zy = 1 + p y estudie la
serie F ZO(—l)"p"

3. Todo elemento e—cuspidal es invertible en My (F).

Proposicién 2.3.7. Sea b un elemento e—cuspidal de My (F) entonces:

1. El elemento b es un elemento regular y eliptico en My (F) (esto significa

que b es invertible y con polinomio caracteristico irreducible en F').

2. La extension F [b] de F es talque [F (0] : F] =ef y [kpp) : kr] = [.

3. Para cualquier r en Z se tiene que P" N F [b] = Payy-

4. El grupo multiplicativo F [b]* es un subgrupo de K = Ng(U).
Demostracién:

1. Asumiremos que: dado A € My(F), aply + ... + ay_1 AVt es inver-
tible para todo a; € F (0 < i < N — 1) si y solamente si A es regular y el
polinomio caracteristico de A es irreducible. (Ejercicio)

Sea ahora b un elemento e—cuspidal en P~"/P"". Anotemos por by =
wpb® € A/P y ya sabemos entonces que 1(by) es una e—upla de matrices
regulares elipticas.

Probaremos que, dado un polinomio cualquiera p(z) = ag + oz + ... +
an_1z¥ 1 entonces p(b) es invertible.

Si vg designa la valuacion sobre F, consideremos el conjunto:

I={ie{0,..,N —1} | vp(a;)e + (—n)i es minimo}

El hecho que (n,e) = 1 implica que si 4,7’ € I entonces ¢ = ¢'(mod e). En
efecto, si vp(;)e + (—n)i = M y vp(ay)e + (—n)i’ = M entonces: (—n)(i —
i") = [I/F(ozz) —vr(ayr)] ey como (e,n) = 1 entonces e divide a i — i’ o sea
i =1i'(mode).

Sea ahora ig = min(I) y J = {2 | i € I} entonces podemos escribir:

a = Zaibi

el
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y claramente tenemos que si [ = {igp <i; < ... <4}

a = ZO{Zbl = Oéiobio + Oélbil + + Oéisbis
ie[ . . . . .
= = b (Oéio + Oélb“_m + o+ Oéisbzs_m>

y entonces
ik —i0
€
. (ikfio) _
e = b = |wp' (wpb)
~——
bo
)
. —-n
= =] <
1. —1 1. —1
—n( ke 0) ke 0
= Wr b

_ kK. :
= wgp 7*bF; con g € J
y asi tenemos que:
a =Y a;b = b (s iyop 0 + g PO 4+ e YY)

i€l

— hto . VN
= 0"(>_ i + € bp)
jeJ
. . 771]
Si denotamos por Bijqej = Qiy+ej@p ~ entonces ambos elementos en F

tienen la misma valuacién la cual se puede suponer nula ( es suficiente mul-
tiplicar p(z) por constantes)

Por lo tanto: _ 4
a =" Biyreith)

ieJ
y z;ﬂiOJrejbg € Ay es invertible médulo P.
1€
En efecto by = wjb® € A — P y entonces b} € Ay
Zﬁio+ejbj cA

icJ

es una combinacién lineal de elementos 5, 1; € Op ( supusimos vp(Biy1ej) =
0) el cual tiene un polinomio minimal de grado f ( el polinomio caracterfstico
de by es ¢ (v) = (r(x))° con r(x) € kg [z] irreducible de grado f ) entonces

modulo P tenemos que: > ﬁiOJrejb(J) es invertible. Luego, aplicando el ejercicio
ieJ
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2 de 2.3.6. se tiene que k = Zﬁiﬁejb% es invertible en A. Asi a = bk y

=
entonces: p(b) = > a;b" + > a;b’. Luego
iel i¢l
p(b) = bk + Y oy’

il

y como b es e—cuspidal entonces (ejercicio 3 de 2.3.6.) b es invertible y ast:

Eop(b) — 1= kb 00l
igl

Ahora, b € P~" entonces b* € P~ y b= ¢ Prio y piopi ¢ Prio=ni C P,
En efecto, como i ¢ I entonces (—n)i + vr(a;)e > (—n)ig + vp(ay,)e y al
igual que antes (médulo multiplicar por una constante el polinomio p(x))
podemos suponer que vp(o;) = vr(a;,) = 0y por lo tanto —ni > —nijg, esto
es nig — ni > 0 lo cual implicaP™0~" C P.

Luego
Eop(b) =1+ ) kb0l €U
igl
y asi
p(b) = kb (1 + Zk—lb—iombi)
igI

es un elemento invertible. Por lo tanto b tiene un polinomio caracteristico i-
rreducible, esto es b es eliptico y como Ng(U) =< 7 > U y b € U entonces
F[0]" C NogU) (b el = A* y asi Y a;b' € U)

2. De lo anterior es inmediato que F[b] DF y [F [b] : F] = N = ef.

Definamos ahora w : My (F) — ZU{oco} por w(z) = Sup{n € Z |z € P"}.
Claramente tenemos que w es una valuacién del anillo My (F), esto es:

i) w(zy) =w(z)+w(y)
y

i) w(o +y) > min {u(z), w(y)}
Ademads se tiene que w(b) = —n y que si z € F* entonces w(z) =

w(w;F(x)u) con u € Og asi, w(z) = w(r*@yly) y uly € U C A, entonces
w(z) = evp(z).
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Asf tenemos que w : F [b]* — Z U {00} es un homomorfismo (F [b]* C
My(F)) y es sobreyectivo. En efecto, (w(b),w(wg) = 1 entonces dado
cualquier n € Z existen «, € Z tal que aw(b) + fw(wg) = n y por lo tanto
b=wh es un elemento de F [b]™ tal que w(b~*wy) = aw(b) + fw(wg) = n.

Con todo esto podemos concluir que w es una valuacién sobre F [b] la
cual es una extension de vg, esto es, w = vgp o N donde N es la norma de la
extension.

Asi, podemos concluir que e(F [b] /F) = w(wg) = ey entonces [k : kr| =
f yaque [F[b] : F] = ef.

3. Claramente tenemos que:

FolnA={zeF[b|wpp(z)>0}= Oy ¥ como F[b] D F[B]NP" D
F [b]nP™ 5 {0}, n € Z es un reticulo de Oppj—mddulos y el tnico reticulo
de Oppj—modulos de F [b] es Ppy, entonces tenemos:

4. Desde (1) tenemos que b € A* =U y asi entonces b € Ng(U) =<7 >
U y por lo tanto F [b]* C Ne(U) = K.

Observemos que la filtracién habitual de F [b]* , esta es Opp = U D U D
..... DO U" S ... donde U" = 1+ Py, viene inducida desde la filtracion de

KouU>uU'>....oU" > ...donde U* = 1 + P". En efecto,

FNU"=F[Nn(1+P")=1+(F[B]NP") =1+ Ppy.
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Ejercicio 2.3.8.
1. V es un F [b] —espacio vectorial de dimensién 1.

2. L ={L;|i€Z} es una cadena de Ogp)—reticulos de rango 1.(ver
Proposicién 1.2.1. de [BK])

Proposicién 2.3.9.

Sean by I/ dos elementos e—cuspidales en My (F) y g € G tal que ghg™! =
b entonces g € No(U).

Demostracién:

Como O’ = gbg~', se induce un F—isomorfismo lineal entre F [b] y F [0'],
asi se tiene que Oy y Oy son isomorfos como Op—modulos. Por otra
parte, si £ = {L; | i € Z} es la cadena de Og—reticulos en V = F¥ entonces
gL; es estable por Ogpy. En efecto, usando el ejercicio 2 de 2.3.7. tenemos
que:

1

Orw) [9Li] = (90g7") [9"] = [90¥mLi] = gL

como b es e—cuspidal entonces £ = {L; | i € Z} es una cadena de Ogpy—re-
ticulos de rango 1 y entonces gL; € L lo que significa que gL; = L,; para
u : Z — Z es una reordenacién de lo indices. Por lo tanto g € Ng(U).

Observaciéon 2.3.10.

Desde el ejercicio 1 de 2.3.6. tenemos que si X = {b € My(F) | b es cuspidal}
entonces K = Ng(U) actua sobre X por conjugacién. ;Es esta accién tran-
sitiva?

2.4. Elementos minimales y conjuntos rigidos.

Recordemos que dado una extensién finita E de F nosotros diremos que
b € E es E/F—minimal (o tan solo minimal) si:

(1) E = F[b]
(2) (v ()( F))=1
(

3) B = wp e () be®EF) L Pp genera el cuerpo residual kg extensién de kg.

Proposicién 2.4.1.
Sib € E es E/F —minimal entonces

Jjvg(b)

B= {bfw;[e@/“} |j=0,1,...[E/F] — 1}

es una Op—base para Og. (| | denota la funcién parte entera )

44



Demostracidn:

_[dve(®)
Claramente tenemos que z; = bij[e(E/F)] € Og para j =0,1,... N —1
si consideramos N = [E/F].
En efecto,
. J'VEe:(b> . iva (b
ve(x;) = jug(b) + ve(wg { ]) = jug(b) —e [‘7 E€< )] >0

asi tenemos que z; € Og.

Por otra parte, como (vg(b), e(E/F)) = (n,e) = 1 entonces existen «, 5 €
Z tal que an+ (e = 1 y por lo tanto el elemento wgbo‘ es tal que yE(wgbo‘) =
Be + an = 1. Esto es, wlﬁ?bo‘ € Pg y podemos considerarlo el elemento primo
en Og.

Ahora como, wg"b° es un elemento en Og tal que médulo Pg es un
elemento primitivo de la extensién kg de kg, § = wg'b® + Pg genera el
cuerpo kg. Luego, usando Lema 3 en capitulo 11T seccién G en [S1], tenemos
que

i J . .
(w;”be) (wgbo‘> 0<i<f; 0<j<e)
forma una Or—base para Og.
Ahora, '
i J —nit-B7 peitaj
(wEnbe) <w§ba> — wp +ﬁ]b +aj
y si k = ei + aj entonces —ni + 3 = — [%”] )

En efecto, usando el hecho que an + fe = 1 tenemos:

_ [M} . {m—l—%} = —in — F—ﬁ?} = —in+0j
e € ¢

_[kn

Asi, el conjunto {bka[ g |k=0,...,N — 1} es una Op—base para Og.
Observacién 2.4.2. SiE=F[b] y (vg(b),e(E/F)) =1y

_[kn

{bka[ ] |k=0,..,N — 1} es una Op—base para Og entonces b es E/F—
minimal. .

En efecto, I/E(bkw;[?]) =nk—e [%”] = 0 si y solamente si k = e, 2e, ...,
(f —1)e lo que equivale a decir que {(bewgn)k + Pg | KO, 1,..., f — 1} es una
kg—base de kg.

Esto es, nuestra anterior proposicion es realmente una equivalencia.
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Definiciéon 2.4.3. Sea S_,, el conjunto de todos los elementos b en P~" tales
que [F [b] : F] = N, b es un elemento F [b] /F—minimal y F [b]* C K.

Ejercicio.2.4.4.
1. Supongamos (n,e) = 1y sea b un elemento cuspidal cualquiera de
P /Pt Demuestre que:

[0; 1 0p ... 0f ]
0, : :
: 1y
L wFB Of e e Of i
tal que F [B] es una extensién de F no ramificada y [F [B]: F|] = f con

B € M;(F) y siendo 0y y 15 la matriz nula y la matriz identidad de M(F).
2. Sea b € P~" talque F [b] /F de grado N y F[b]* C K. Pruebe que si b
no es minimal entonces existe ¢ € P! tal que F [b+ ¢] no es un cuerpo de
grado N.
3. Sea b € P~". Demuestre que:

z(b+P M2 ' Nn(b+ P =09 Vo ¢ K

si y solamente si,
i). [F[b:F]=N
ii). F[p]* c K

iii). b es minimal.

Proposicién 2.4.5. Sea b un elemento en P~" — P'=". El elemento, b es
e—cuspidal de nivel—n si y solamente si b € S_,,.
Demostracion:

Supongamos que b es e—cuspidal y e = e(F [b] /F) v f = f(F [0] /F).

Por proposicién 2.3.7 tenemos que [F [b] : F] = ef y F[b]* C K y por ser
e—cuspidal entonces (e,n) = 1. Ademads, del hecho que f = f(F[b]: F) y
wpb® € A/P es una e—upla de Op/Pp—endomorfismos con polinomios car-
acteristicos irreducible sobre kg entonces wgb®+ Pg es un elemento primitivo
de kg/kp. Asibe S_,.

Reciprocamente, dado b € S_,, entonces b € P~ — P™" con (n,e) = 1.
Como 3 = wgb® € ANF[b] = Opp y como PN F[b] = Ppp entonces
3 e Orp/ Pepy) v Orpy/ Prp) C A/P y usando el hecho que:

e—1
Y
A/P =~ P Endoype (Li/ Liga)

1=0
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donde 7 es la funcién definida por ¥ (@) = (@p, ..., @e_1), entonces podemos
definir p; : A/P — Endoy/pe (Li/Lit1) como la funcién proyeccién p; (@) =
@;. Por otra parte sabemos que 3 es un elemento primitivo de kg /ky asi que el
polinomio caracteristico de 5 € AN Py, cs(x) es tal que cz(x) = Irr (B, kr)°
y como p;(3) = B,entonces el polinomio caracteristico de Bl,ﬁ($) debe
ser el polinomio irreducible de 3 sobre kg, esto es cg(z) = Irr(3, kg) para

todo i = 0,..,e — 1. Asi, # es una e—upla de endomorfismo con polinomio
caracteristico irreducible sobre kf.

Proposiciéon 2.4.6. Sea E/F talque E C A = My(F) y [E:F] = N.
Entonces existe un tnico orden principal A con E* C IC(A).
Demostracién:

La existencia es clara ya que [E : F] = e - f y asi tenemos

Of Of (7v) 1f
1y Of ... Of O

e = Of €A
Of 1f Of

y es claroque A={g€ A|gL; C L;} y P = mA donde L es la cadena de
Op—reticulos canénicamente asociado a 7w, con la propiedad que E* C K.
Sea ahora £ = {L; | i € Z} la cadena de Op—reticulos en E determinando
A. Usando proposicién 1.2.1 de [B-K] para todo i € Z, L; es un Og—reticulo.
Como los tinicos Og—reticulos en E son los ideales Pk, [ € Z, entonces:

L; = P

y por lo tanto existe [y € Z tal que Lo = P]g’ y si e(E/F) = e entonces
L. = PpLy = PgLo = P]é?Jre y asi podemos concluir que el tnico orden
hereditario A en A = Endg(E) es el dado por la cadena de Op—reticulos
L={Pi|seZ}

Proposicién 2.4.7. El conjunto S_,, C P~" es un conjunto rigido para todo
n € 7. Estoes:

1. S,+Pt"csS.,
2. xS_,a 1 =85_,, Ve e K
3. 28,2 'nS., =, Vo & K
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Demostracion:

1. Como b € S_, es equivalente a decir que b es e—cuspidal, entonces
b+ P1~" es un subconjunto de S_,, esto 1ltimo como una consecuencia de
la definicién de elemento e—cuspidal, y asi tenemos que S_,, + P1™" C S_,.

2. Sigue de proposicion 2.3.9 y ejercicio 1 de 2.3.6.

3. Sea b € S_,, entonces por proposicion 2.4.5 A es el tinico orden hered-
itario tal que F [b]* C K(A) = K. Si 2S_,27' NS, # ¢ entonces existe b €
S_, tal que zbr—' € S_,, y F [zbz~]" C K. Como F [zbz™!]" = xF [b]* 2~
entonces F [b]* C 27 'Kz = K implica z € K.

2.5. Teorema de Carayol

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema de
Carayol en el marco del lenguaje de [B-K]| . Para esto daremos algunas defini-
ciones previas.

Definicién 2.5.1. Un estrato en A es una 4-upla [A,n,r, b] en la cual A es
un Op—orden hereditario en A, el entero n > r y el elemento b de A es tal
que v4(b) > —n, esto es b € P~ — P donde P es el radical de Jacobson
de A.

Ejemplo.2.5.2. Sea b € S_,, estoes b € P, [F[b]:F] = N b es
F [b] /F—mini-mal y F[b]* C K. Asi podemos considerar el estrato muy

cuspidal [A,n,r,b] con n > r > [2]. De este modo 1, € UTWH y lo

llamaremos estrato muy cuspidal pues U™ C Ker ¢, y Uppn = Yo.

Definicién 2.5.3. Diremos que los estratos [Ay, ny,r1, 1] y [Az, na, 7o, by
son equivalentes, y anotaremos esto por [Ay,ny,71,b1] ~ [Ag,na, 79, bo], si
by +P; " = by+ P, " donde P; es el radical de Jacobson de A; para i =1,2.

Proposicién 2.5.4. Sean [A;, n;, 7, b;], i = 1,2 estratos en A y supongamos
que ellos son equivalentes. Entonces P; = Py y 11 = 9. Ademds, si v4,(b;) =
—n; para © = 1,2, entonces se tiene que n; = no.

Demostracion:

Como los estratos son equivalentes entonces by — by + P, = P, * lo
cual implica que by — by € P, de donde se concluye que P; ™ = P, 2.
Por otra parte tenemos que {z € A | 2Py C P; ™} es el orden hereditario
A;. Claramente este conjunto contiene al orden hereditario A; y dado x € A
talque 2P; " C P; " entonces Py Pt C Py P, y como Py es un ideal
fraccionario de Ay, se tiene x.A; C A; lo cual significa que x € A;. Con esto
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es claro que si P;™ = P, " entonces A; = Ay y asi Py = Py y 11 = 7.
Ademas, si vy, (b;) = —n; entonces se tiene ny = na.

Observacién 2.5.5. Dado un estrato [A,n,r,b] en A con la condicién que

n>r> [g] > 0 entonces el cardcter ¢, € U™+ /U"T! depende solamente

de la clase de equivalencia del estrato. Esto es, una clase de equivalencia del
estrato [A, n,r,b] es lo mismo que decir el cardcter ¢, € U™+ /UL v mds
aun, si v4(b) = —n equivale a tener un caracter v no trivial sobre U™.

Definicién 2.5.6. Sea [A,n,r, b] un estrato en A. Diremos que este estrato
es puro de nivel —n si:
1. El dlgebra E = F [b] es un cuerpo.
2. EX C K(A)
3. va(b) = —n
Si ademaés se cumple:
4. b es E/F—minimal entonces diremos que [A,n,r,b] es un estrato muy
cuspidal de nivel —n.

Observacién 2.5.7. Es conveniente notar que si [A,n,r,b] es un estrato
muy cuspidal, como b € S_,,, entonces el caracter v, de acuerdo a Carayol
[Ca], es un cardcter e—cuspidal.

Definicién 2.5.8. Sea A un orden hereditario en A. Una representacién o
de K(A) es llamada una representacion muy cuspidal de nivel -n de K(A) si:
L. U™t C Kero

2. o = @ db)n

beS_n

donde d(b) es la multiplicidad de ¢, en 0. Esto es, d(b) = dimc(Homym (0, ¥y)).

Teorema 2.5.9. (Carayol)

Sea A un orden hereditario en A y ¢ una representacion muy cuspidal
irreducible de nivel —n de KC(A). Entonces:

1.- La representacion m, = Ind,% o es una representacion admisible super-
cuspidal irreducible de G.

2.- Si oy y 09 son dos representaciones muy cuspidales irreducibles de nivel
—n de K(A) no equivalentes (no isomorfos) entonces m,, no es equivalente a
Ty -
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Demostracion:
Usando el teorema de Mackey tenemos que:

Homg(c — Ind$ oy, ¢ — Ind¥ 0y) =~ @ Hom,—1xcpnk (01, 05)
2ek\G/K

Si 2 = 1 entonces,dimc Homy (01, 09) = 1 si y solo si 07 es isomorfa a 5.
Solo necesitamos probar que para todo x ¢ K se tiene que,

HOmmflemK(O'l, O'g) =0

como zU"z' NU™ C 'Kz N K, y para i = 1,2 tenemos que ity =

@ d(b)yy entonces es suficiente probar que para cualquier by, by € S_,
beS_n

Homzunx—lmun (%1, wl:)(;) =0 (.’17 §é IC)

Ahora, por proposicion 2.2.4. vy, # 9y sobre aU x~PNU™ si y solamente
si (bl + 'Pl—n) N l’(bg + 771_”):1;_1 = ¢

Sabiendo que S_,, es un conjunto rigido, entonces by + P~ C S_,, y por
lo tanto podemos concluir que (by +P'") Na(by + P ")t = ¢, para todo
x ¢ K.

Por otra parte, si 01 = 09 = ¢ entonces:
Ty =c—Ind{ o

es una representacion lisa irreducible de (G. Aplicando el teorema de Jacquet
[J1] podemos concluir que 7, es admisible y por un teorema de Bushnell
[Bul] ¢ — Ind{ o = Ind{ o, y ademéds 7, = ¢ — Ind{ o es supercuspidal.

Definicién 2.5.10. Sea A un orden hereditario principal en A asociado
a la cadena de Op—reticulos £ y sea ¢ una representacion irreducible muy
cuspidal de nivel —n de K. Si el periodo de L, e(L£) = 1 la representacién
T, es llamada representacion no ramificada de nivel —n. Si e(L) > 1 la
representacion 7, es llamada representacion ramificada de nivel —n.

2.6. Construccién de representaciones no ramificadas de nivel cero.

Recordemos que T es una representacién cuspidal de GLy(kg) si y so-

lamente si Homy(7,1;) = 0 para cada radical unipotente no trivial U de
GLy(kg). Ver por ejemplo [G].

Definicién 2.6.1. Sea A un orden hereditario principal en A asociado a la
cadena de Op—reticulos £ con periodo e(L£) = 1. Una representacién o de
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K(A) = F*GLN(Or) es llamada una representacion muy cuspidal de K de
niwvel 0 si:

1. U' < Kero

2. La representacién o de GLy(Og),/U' ~ GLy(kg) es una representacién
cuspidal.

En primer lugar construiremos representaciones muy cuspidales o de K
de nivel 0. Como e(£) = 1 entonces:

U = GLy(Of)

U' =1+ My(Pr)
y por lo tanto la sucesion

es exacta con los homomorfismos candénicos correspondientes.

Ahora dada una representacién cuspidal (7,V) de GLy(kg) entonces
podemos definir una representacién (7, V') de U, la cual es irreducible si asi
lo es 7. Esto es, tenemos el siguiente diagrama:

NT L7
Autc(V)

Observemos que U' < Ker 7.

Nuestro objetivo es construir una representaciéon o de I = F*U a partir
de la representacién 7, la cual debe ser muy cuspidal de nivel cero, esto
significa que U' < Kero y o es una representaciéon de U /U" ~ GLy(kg)
cuspidal.

Para esto procedemos del siguiente modo:

1. K=F*U

2. F* < Ng(1) ={x € K| 7" = 7 sobre U}

3. Como F* NU es un subgrupo del centro Z(U) de U entonces, usando el
lema de Schur, tenemos que 71, =~ f-1y donde 1y es el operador identidad
sobre el C—espacio vectorial V' y 6 es un caracter de F*.

Por otra parte sabemos que F* es localmente profinito (F* es compacto,
Hausdorf, en el cual la familia de subgrupos normales abiertos forman un
sistema fundamental de vecindades de 1 esto es podemos encontrar un # € F*
tal que 6 = 6 sobre F* NU y asi podemos construir la funcién, o : FXUY —
Autc(V) definida por:

o(zu) = 0(x)7(u) (zu € F*U)
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Proposicién 2.6.2. La funcién o construida anteriormente es una repre-
sentacién muy cuspidal de nivel cero de K = F*U la cual es irreducible si y
solamente si 7 lo es.
Demostracién:
La funciéon o esta bien definida ya que xiu; = wzous implica ulugl =
w7 wy, ast T(uuy ) = 0(zy 'as) pues Tl s
Ademads, como z1,x9 € Z(U) , se tiene

- Q‘FXQZ/{'

o(r1urz9us) = o(T122U U2)
= 0(21)7(u1)0(22)7 (uz)
= J(xlul)a(m2u2)

esto es (0,V) es una representacién de K. Por otra parte, dado u € U?,
o(1-u)=0(1)7(u) =1 0 sea ' < Kero y o como representaciéon de U /U*
es 7 la cual es cuspidal. Asi, (0,V) es una representacién muy cuspidal de
nivel cero de K.

Finalmente, usando el teorema de Mackey tenemos

Homy (o, 0) ~ Homy(7,7) ~ C
si y solamente si 7 es irreducible.

Teorema 2.6.3. Sea (o, V') una representacién irreducible muy cuspidal de
nivel cero de K construida como anteriormente, entonces

Ty = Ind% o

es una representacion irreducible, admisible y supercuspidal de G.
Demostracién: Ejercicio o ver [K2].

Definicién 2.6.4. Sea A un orden hereditario principal en A asociado a la
cadena de Op—reticulos £ de periodo e(£) = 1. Sea ¢ una representacion
muy cuspidal de nivel cero de K(.A). La representacion 7, es llamada repre-
sentacion no ramificada de nivel cero.

Observacién 2.6.5

Para construir este tipo de representaciones admisibles 7, de G de niveles
mayores que cero no es necesario separar en los casos ramificados o no ram-
ificados, pues ambas construcciones son similares y solo dependen del nivel
del elemento e-cuspidal b.
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Para construir estas representaciones necesitamos algunos resultados ge-
nerales que tienen relaciéon con inducir a G representaciones desde un sub-
grupo normal. Estos resultados son debidos a Clifford y fueron publicados
en el ano 1937. Ver por ejemplo [C-R], [C]] o bien [I].

Sea G un grupo cualquiera y H un subgrupo normal de G. El grupo
G actua por conjugacién sobre el conjunto Irr(H), de todos los caracteres
irreducible de H, esto es:

09(h) = 0(ghg™") (9ge G, he H,0 € Irr(H))

Claramente §9 € Irr(H) ya que (09, 69),;, = (6,0) . La 6rbitade §, Orbg(0)
= {09 | g € G} corresponde ser el conjunto de todos los cardcteres conjuga-
dos distintos de 6 y Stabg(0) = {g € G | 09 = 0 en H} es un subgrupo de G
que contiene a H. En efecto, #9(h) = 0(ghg™') = 0(h) para h,g € H ya que
6 es una funcién de clase. Ademads, |Orbg(0)| = [G : Stabg(0)] .

Teorema 2.6.6. (Clifford)
Sea H< Gy x € Irr(G). Si <9, Res% X>H > 1, para 0 € Irr(H), entonces:

Res% y = <9, Res% X> Z 69
g€G,/ Stabg (0)

Demostracién:

Por reciprocidad de Frobenius, <6,Resg X>H = <Indf1 0,X>G > 1, esto
es, x es un caracter irreducible de G el que es un constituyente en la repre-
sentacién Ind$ 6.

Por otra parte, como H <, entonces

1
G _ E
IHdHe—m 99

geG

yasi, ( >, 09,9 ) =0 para 1 ¢ Orbg(f) y por lo tanto
geG H

(Resf; Indf 0,4),, =0

lo cual implica que <Res§ X,w> 5z = 0. Esto quiere decir que todo consti-
tuyente irreducible de Res$; x esta en la Orbg(6) y por lo tanto,

Resg X = Z <99, Resg X>H - 09
g€G,/ Stabg (6)
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pero
(Resi x,0%),, = 7 2 x(h)8(ghg™)

y asi podemos finalmente concluir que:

Res% x = <0, Res$, X> Z 09
9€G / Stabg (0)

Corolario 2.6.7. Sea H<a G y 6 € Irr(H). Sea ¢ € Irr(Stabg(6)) tal

que <Res§;abc(6) 1, 0> # 0 entonces Ind§,,, () ¥ es una representacion ir-
H

reducible de G tal que (Resf; Ind§;,, .9 ¥, 0) ,, 7 0.
Demostracion:

Sea 1 € Irr(Stabg(6)) con la condicién que (6, ¢y), # 0, donde Yy =
Res’?{tabc(e) ).

Por otra parte, si y € Irr(G) tal que <X7 wG>G £ 0, con % = Indgtabc(e) Y,
entonces usando reciprocidad de Frobenius tenemos que (xr, w>Stabc(6’) # 0.
Ahora, como (0,v¢y), # 0 entonces (8, xu)y = € # 0y por el teorema de

Clifford,
XH = € Z 69
g€G,/ Stabg (0)

asi,

1. x(1) = xu(l) = e[G : Stabg (0] 6(1) = etf(1). Nuevamente por teo-
rema de Clifford tenemos que

vw=f ), 0"=fe

g€Stabg () / Stabg (0)

donde f = (0,%nu), v por lo tanto,

2. (1) =g (1) = fO(1). Ademds, como (¢, x Stabg(6)) # 0y vy = f0
entonces f <e.

Finalmente, de (1) y (2) tenemos que:
etf(1) = x(1) < ¢°(1) = t(1) = tf6(1) < teb(1)
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y ast, ¥%(1) = x(1) lo cual implica y = ¥.

Observacién 2.6.8. Si H <G, 0 € Irr(H) y denotamos por § = {¢ €
Irr(Stabg(0)) | (0, ¢u)y # 0} y G ={¢ € Irr(G) | (8, xu)y # 0} entonces

tenemos que:

1. Si % =y, con ¢ en S, entonces (0, v¥y); = (0, xu) - Claramente, de
la demostracién anterior, se tiene:

<07XH>H = 6= f = <07¢H>H

2. Siy% =y, con 1 en S, entonces 1 es la tinica constituyente irreducible
de Xstabg(e) la cual esta en S. En efecto, si ¢y € S con ¥ # ¢y

<1/J1, XStabG(9)> # 0 entonces <¢ + 1, XStabG(9)> # 0 y asf tenemos que,
O, 2 (0, (6 +0)m)y = (0,0m)y + (0.0n,) > (0,0m)y Lo

que es una contradiccién con (1). Luego ¥y = 1.

3. La funcién 1) — ¢% es una biyeccién de S en G. La funcién ) — ¢
esta bien definida por el corolario 2.6.7 y su imagen esta en G por
(1). Es una funcién inyectiva por (2). Solo nos falta probar que es una
funcién sobreyectiva. Para esto, sea x € G, como (0, xu)y 7 0 debe

existir alguna ¢ € Irr(Stabg()) tal que <w’XStabG(9)>Stabg(0) # 0 con
O, p)y #0. Asi, p €Sy <X,1/JG>G #£ 0. Por lo tanto y = ¢,

2.7. Construccion de representaciones de nivel—n, con n impar.

Ahora volvamos a considerar b € S_,, con n un numero entero impar.
Esto significa que podemos considerar los estratos muy cuspidales [A, n, r, b]
conn>r> [g} . Esto es:

1. Fp)c A

2. F[o]* c K

3. va(b) = —n

4. b es F [b] /F—miniminal.

Como [%} denota el mayor entero menor o igual a 5 y n es impar entonces
[g] = "T_l Asi podemos considerar el estrato muy cuspidal [A, n, "T_l, b] y
podemos considerar ¢, como un caracter de U = /U™, Esto significa que
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tenemos la siguiente torre de subgrupos:

&
<&

Stab,dzﬁb

~—

3
A

o

V
ur
Vv
un+1

No olvidemos, definicién 2.5.8, que ¢ es una representacién muy cusp-
idal irreducible de nivel—n de K si o es una representacién irreducible de

K que ademés cumple: U™ C Kero y o0y,, = @ d(b)vs. Y asi, por el
bES 1

teorema 2.5.9 w, = Indga es una representacién admisible supercuspidal
irreducible de . Por lo tanto, para construir representaciones admisibles
supercuspidales de G debemos saber construir representaciones irreducibles
muy cuspidales de .

Ahora, observando la torre de subgrupos anteriores vemos que estamos
en el marco del teorema 2.6.6 (Teorema de Clifford) y del corolario 2.6.7.

Proposicién 2.7.1. Seab€ S_, yb=b+P ""PenP" /PP parap > 1.
El subgrupo K = Ng(U) de G actia por conjugacién sobre P~" /PP
siendo el estabilizador de b el subgrupo de K, Hy,, = F [b]* UP. (Observe que
F [b]* normaliza UP lo que justifica la notacién).

Demostracion:

La accién es clara ya que zbz™'(L;) = xb(Liyja—1)) C @(Litje-1)—n) =
Li_, y ast zbx™t + PP ¢ p—n /P=nip,

Es claro también que F [b]* UP C Stabg(b) = Hy,. En efecto, si x € F [b]*
entonces xbz ' = b, esto es F [b]* C Hy,.

Por otra parte, si u € UP entonces ubu~' = b si y solamente si zb — bz €
PP o cual es evidente ya que z € PPy b€ P~". Asi, U? C H,, y por lo
tanto F [b]* UP C Hy,.

Ahora consideramos las filtraciones:

Hy,, D Hy,NU D -+ D Hy,NU" D
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Fp*ur > Fp*urnud > --- > Fp*urnu® >

Para i > p tenemos que:

F U’ NU = Hy, NU =U"
La igualdad entre Hy,, y F [b]* UP serd obtenida si mostramos que para i < p
la inyeccién

F b UP NU° Hy,, NU'

H -
F [b]  Ur nUi+ Hy, Nt

es un isomorfismo.

Volviendo a nuestra torre de subgrupos tenemos:

< ...

un
Vv
un+1

y Stabx(¢p) = {x el | Y =tYpenld nTH} Como tener x € Stabx (1)

equivale a tener ¢,-1,, = 1, en U = y esto es equivalente a que z~'bx = b
con lo cual se concluye que Staby (1)) = Stabx(b).
Por otra parte, como n > r > [% y 1 es impar entonces,

n+1

1—n ntl
P—n/PT ~ PT/PTL—H ~ L{T/un—i-l

PP P PR
entonces usando la proposicién 2.7.1 tenemos que:

n+1

Stablg(wb) = Hb7nT+1 =F [b]xu :
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Ejercicio 2.7.2. Verifique que F [b]* U"F es un subgrupo abierto de G el
cual contiene al centro Z(G) de G y es compacto médulo el centro.
n n+1
Ahora, F b NU™ = iy ¥ como F [B]* es un grupo abeliano y local-

n+1
mente profinito entonces podemos tomar 6 = 9y en UPE . Asi tenemos que

la formula 0y (zu) = 0(x )y (u) para zu € F[b]* U™ define un cardcter en
Hynp1. En efecto,

Oy (zux'v’) = Ql/zb(xx’x’/_llux’u’)
= Oz )y (u)u()
= 0(2)0(z) o (u)ih(v)
= OUp(zu)dp(2'u)

y ademas se tiene que:

HomF[b]wunTﬂ(, Opy) ~ Hom, nga (thp, ¥) ~ C

n+1

lo que significa que 61, es un cardcter irreducible de F [b]* U 2 .
Usando el corolario 2.6.7 tenemos que

o= Ind’fgb’%l 01y,

es una representaciéon irreducible de AC.

Teorema 2.7.3. Sea [.A, n, ”T_l, b} un estrato muy cuspidal y sea o la rep-
resentacion irreducible de K construida anteriormente. Entonces la repre-
sentacion

Ty = Ind$ o

es una representacién admisible supercuspidal irreducible de G.
Demostracion:

La representacién o es una representacién muy cuspidal irreducible de
nivel —n de K En efecto, U™ C Ker o ya que usando el Teorema de Clifford

O pp1 = <¢b7g> Z ’(/)g

u 2

n+1
geK/FljuU "2

y entonces se tiene ademas que o}, = @ d(b)vs.
bES_n
Aplicando teorema 2.5.9 tenemos que 7, es irreducible supercuspidal de

G.
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2.8. Construccion de representaciones de nivel—n, con n par.

Sea b un elemento en S_,,. Esto es, consideremos el estratum muy cuspidal
[A,n,7,b] con n >r > [5]. Como n es un niimero par entonces [§] = 7.

Ahora podemos considerar el estratum muy cuspidal [A, n, 5,b] y asi ten-
emos vy, como un caracter en Yz YL

Definamos el subgrupo de K(.A)

_ x 241
Hys = {w € K| ¥ =ty en U3}
entonces tenemos los siguientes resultados:

1. El grupo U? es un subgrupo normal de Hyn.

2. Si E = F[b] entonces el grupo Hy» = EXU=. Ademss Hpyn es un sub-
grupo abierto de G el cual contiene al centro Z(G) de G y es compacto
modulo el centro. Ver, por ejemplo, proposicién 3.6. en [Ca.

Observemos que para construir una representacién o de K no es directo
como en el caso anterior donde ¢ es obtenido directamente usando el
. ’ n
teorema de Clifford, ver en 2.7. Ahora v es un cardcter en 21 /Y"+!
n n , .
y EXU2"" C Hyn = E*U=. Asi nosotros tenemos que construir una
representacion A de Hy, = tal que ¢, estd en )\|u%+1 y entonces, usando el

Teorema de Clifford, obtenemos o = Ind’flb . A como una representacion
2
irreducible de K.

3. Como U NUzH! = UEH, y Ui es un grupo localmente profinito

abeliano, podemos tomar 6 € Uj tal que 6 = v en UEH. Esto se
obtiene, al igual que antes, ya que la formula

Oy (xu) = 0(x)y(u) (zu € UpU=zTY)
define un cardcter en U+,

4. El grupo ULU=T! es un subgrupo normal de US> y por lo tanto,
ULUS JULUEH ~ U3 JUZUEH
y ademas, la funcién la cual envia x en x — 1 define el isomorfismo

Us JUGUST = P3 /(Pg + P5+)
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. El grupo aditivo V = P%/(PE% +P2*1) es un Op/ Pp—espacio vectorial
de dimensién finita.

. Dado z,y € V podemos definir la funcién,

(z,y) = tr(b(zy — yx))
la cual es una forma alternada no degenerada sobre O/ Pg.
Demostracién: En efecto, si z € P2 y tr(b(zy — yx)) = 0 para

cualquier y € P2 entonces tr(br — zb)y) = 0 para cualquier y € P=.
Asi br—xb es un elemento en P'~2 y por proposicién 3.5. en [Ca], como

b€ P, tenemos que x € E + P2*L. Por lo tanto, x € Pg +P3"! lo
cual implica que la forma es no degenerada. Claramente es una forma

alternada y ademds dado z,y € P2 y a, 3 € PE% + P2*! entonces
(r+a,y+8) = (z,y)

. Sea W un subgrupo de P2 conteniendo PE% + P27 tal que

W =W/(P +P5+)

es un subespacio de V totalmente isotrépico maximal relativo a la forma
alternada dada anteriormente. Sea H = 1 4+ W. Entonces tenemos:

UZUSH < H ald3

U+ QULH <« URU>

. Como W es un ﬂlbespacio isotrépico de V' entonces (x,y) = 0 para
cualquier z,y € W.

. Dado x,5 € P2 entonces
1+z,1+y]—1=2zy—yr (mod P"1)

y ademés zy — yx € P". Ahora, si z,y € W, usando (8) y que P" C
P2+ concluimos:

O+ 2,1 +y]) =¢((z,y) = L.
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10.

11.

12.

Entonces [H, H] N ULU=*' C Ker 1y,. Por lo tanto podemos extender
01y, desde Ul +1 a x sobre UL H.

El grupo

Nyays () = {z € Ul | x* = x en UgH}

es UpH.

Demostracién: Supongamos que existe go € UglU2 — ULH tal que
X% = x en U H. Entonces

ULH < UgH (g,) < UsU?

y como ULH (g,) JULH es ciclico y x* = x en ULH para cualquier
x € ULH (g,) entonces x se extiende a X en UgH (g,).

Ahora, dado x,y € UgH {(g,) tenemos que

X([z,y]) =1

y analogamente a (9)

X[z, y) =v({z —1,y—1)) =1

entonces D = {{x — 1,y — 1) | z,y € UgH (g,)} C Kere. Ademds,
D/ Pg es un Op/Pp—subespacio de Og/Pg y como, si D/Pr = Og/Pg
entonces v es no trivial sobre Og, tenemos que D C Pg. Por lo tanto,
(x — 1,y — 1) € Py para cualquier z,y € U H (g,).

Luego, el subespacio de V asociado a UnH (g,) es isotrépico lo cual
es una contradiccién ya que el subespacio de V asociado a UpH es
isotrépico maximal. Asi, podemos concluir que

N

U]%:Z/{% (X) = UéH

Desde (10) y usando el hecho que UgH< UgU 2 se obtiene que la rep-
resentacion

1 n
ULU?

K = IndUéH X

., . . n
es un representacion irreducible de Unl=.

La representacion k es independiente de Uy H y de x. En efecto,
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ULuz
ULugtt

ULuz

Ind vl

1), = Ind (Ind"”® 6)p)

Ulun+1

Como UL H/ULU>*1 es un grupo abeliano entonces el niimero de repre-
sentaciones en U H/UgU2* " es [ULH : ULU=T1] y el ntimero de repre-
sentaciones conjugadas de y es [UglU? : ULH]. Como H es isotrépico
maximal entonces [UpH : UUz 1] = [UIL{2 UgH]. Por lo tanto

Indg 241 9% @ Xi

donde y; es conjugada a Y.

n

Ahora, como IndU1 o Xi ™ IndU1 e X = Kk nosotros tenemos que,
ULu® UL uz Usu®
Ind, % g 00 = Indy £ (D =P mdfy; xi=Br

13. Sea 7 el orden del grupo P%/(PE% + P2*1) esto significa que r es
una potencia de p, y e = e(E/F). Como EXUz2 /F*ULU? ~ Z/eZ x
kg /kg ,Z?j y r es igual a 1 en-
tonces la representacion k se extiende a una representacion irreducible
X sobre EXU/z. Ademsds, cualquier representacién irreducible X de
E*U? tal que X, , contiene a s es equivalente a A ® ¢ donde ¢ €

Ugd 2

(EXUz JULUZ)". Ver 5.4. y 5.7. en [Cal.

14 Ahora hemos construido una representacién irreducible A de H o=
EXU? tal que )\‘u%-&-l contiene a 1. Al igual que antes, usando el
Teorema de Clifford, podemos probar que o = Indgb . A es una repre-

)

sentacion irreducible de .

Teorema 2.8.1. Sea [A n, g, } un estratum muy cuspidal y ¢ una rep-
resentacion irreducible de K construida como anteriormente. Entonces la
representacion

s =Ind¢ o

es una representacién admisible supercuspidal irreducible de G.
Demostracién: Es andloga a la demostracion del Teorema 2.7.3.

Observacion: Sea b un elemento en S_,,. Si existe un elemento g € G tal que
V = gbg~" entonces A" = gAg~! y asi el estrato [A,n, [3],0] v [A',n, [3],V]
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son conjugados. Ademas, si [.A, n, [5], b] es un stratum muy cuspidal entonces
[A',n, [2],0] también lo es. Finalmente, si [A,n, [2],b] y [A',n,[2],V] son
estratum muy cuspidales conjugados entonces las representaciones m, and
T, construidas anteriormente son equivalentes.
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