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Prefacio

Los Congresos Latinoamericanos de Matematicos (CLAM) son los encuentros mate-
méticos latinoamericanos de mayor envergadura e importancia en la regiéon: incluyen
sesiones de conferencias y comunicaciones en la mayorfa de las areas, junto con una
serie de conferencias plenarias dictadas por distinguidos especialistas internacionales y
cursos para estudiantes de posgrado y jovenes investigadores.

Organizado cada cuatro anos en alguno de los paises de las sociedades miembros de
la Unién Matematica de América Latina y el Caribe (UMALCA), los tres primeros
congresos se realizaron en Brasil, México y Chile en ese orden. La Union Matematica
Argentina (UMA) obtuvo el honor de organizar el IV CLAM, del 6 al 10 de agosto de
2012.

Como adhesion a este significativo evento, la UMA decidi6 ademéas modificar la fecha
de su Reunion Anual, tradicionalmente a fines de septiembre, y realizarla sélo por 2012
en agosto, mas precisamente del 5 al 8, para permitir una amplia participaciéon de la
comunidad argentina en ambos encuentros. Una sustancial parte de la Reunién Anual es
constituida por la rica oferta de diversos cursos para Profesores y Estudiantes. Muchos
de los Profesores a cargo de los cursos correspondientes a esta Reuniéon han redactado
notas que sirven de apoyo a los mismos. En este volumen ponemos a disposicion de los
asistentes al curso y de potenciales interesados las notas de seis cursos de la Reunion
de Educaciéon Matemética, a saber:

= “Explorando construcciones geométricas con GeoGebra”, por Cristina Esteley,
Isabel Marguet y Analia Cristante.

= “Secciones conicas: |y esto,... para qué me sirve?”, por Gabriel Soto.

= “Juegos matemaéticos y andlisis de estrategias ganadoras”, por Carlos D’Andrea.

= “Generacion de las ideas fundamentales de la Alfabetizacion Estadistica a través
del trabajo con proyectos”, por Liliana Tauber y Mariela Cravero.

= “Niumeros, entre la creacion y el descubrimiento”, por Gaston Garcia.

» “Introduccién a la investigacion en Educacion Matematica”, por Virginia Mon-
toro.

Agradecemos a los autores de las diversas notas por su desinteresado esfuerzo; a la
instituciones que han permitido la realizaciéon de las Reuniones mencionadas y la edicion
de este volumen; y finalmente a Emilio Lauret por su dedicaciéon en la coordinacion de
la reunién de todo el material.

Nicolas Andruskiewitsch
Cordoba, 10 de julio de 2012
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JUEGOS MATEMATICOS Y ANALISIS DE ESTRATEGIAS
GANADORAS

CARLOS D’ANDREA

La matemdtica tiene una rama que se llama “Teoria de jueqgos”. Si: teoria de juegos.
¢No deberia ser suficientemente atractiva una ciencia que ofrece juegos en su meni?
sNo seria interesante considerarla como alternativa para estimular a los nifios/jovenes
en el colegio? |7]
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1. INTRODUCCION

Jugar es una actividad tipica no solamente del ser humano. Varias especies de ani-
males ensenan a sus cachorros a comer, a moverse, a socializar, a cazar... a través del
juego. Este forma parte de nuestra vida cotidiana, lo encontramos con frecuencia a
nuestro alrededor: en el casino, las loterias, el mercado de valores,... Hay juegos indi-
viduales y juegos colectivos. Los hay fisicos o méas intelectuales. Juegos donde se juega
“a ganar” y otros de tipo cooperativo. Estan los crucigramas, el sudoku, el ajedrez, el
cubo de Rubik, el “go”...

En matematica hay un espacio dedicado al estudio de la teoria de juegos, no solo por
sus aspectos combinatorios y/o logicos, sino porque también nos sirven para explicar
mejor fendmenos econdémicos y sociales que ocurren a diario a nuestro alrededor, y
también porque este estudio nos sirve para tomar decisiones de manera mas acertada.
No es casualidad que la teoria de juegos no se ensene solamente en las facultades
de matematicas, sino que también forma parte del curriculo obligatorio en academias
militares y facultades de economia e informatica.

Y, por supuesto, esta el valor didactico del juego. De pequenos jugdbamos con pie-
dras o bolillas, con papeles de periodico o cartén. La mayoria de las veces jugdbamos
para ganar. Y para ganar en un juego es necesario recurrir a habilidades que tienen
mucho que ver con las mateméaticas. Hay que observar las jugadas, contar, deducir,

generalizar resultados, planificar con ello futuras jugadas, investigar posibles nuevos
1



2 CARLOS D’ANDREA

métodos o estrategias. Los expertos en determinados juegos tienen sus propios recur-
S0s, sus propios “trucos” que les sirven para garantizar que van a ser los vencedores de
la partida.

En este curso pretendemos apuntar un poco en esta Ultima direccion. Los juegos
que presentamos aqui seran —en todos los casos— juegos para dos jugadores, y en la
mayoria de ellos se tratard de juegos “con estrategia”’, es decir que las reglas del juego
estan dadas de tal manera que uno de los dos jugadores puede conseguir ganar siempre
si juega de una determinada manera, independientemente de lo que el otro jugador
pueda hacer.

Esta claro que este tipo de juegos “con estrategia” no son los mas comunes o los
que el que sigue estas notas probablemente haya jugado en su vida, ya que un juego
del cual ya se sabe quién va a ganar antes de jugarlo probablemente no tenga ningin
tipo de interés desde un punto de vista lidico. Pero es justamente por ello que estos
juegos tienen un gran valor didactico —més alla de toda la matemética que uno puede
aprender con ellos— ya que permiten acercarnos con un ojo critico a una situacion
en apariencia ingenua —un juego— pero que en el fondo esconde una situacién de
ventaja para uno de los jugadores. Nuestra vida cotidiana esti rodeada de situaciones
parecidas a éstas: hay leyes, contratos y acuerdos que si uno no mira “la letra chica”
luego se puede encontrar con sorpresas.

Estas paginas estan organizadas de la manera siguiente. Comenzamos en la seccion
2 proponiendo unos problemas “para entrar en calor”. El analisis de estos juegos se
harid mas adelante. Lo hacemos asi ya que pensamos que la mejor manera de entender
y aprender matematica a partir de estos juegos es justamente dedicandoles suficiente
tiempo como para familiarizarse y jugar con cada uno de ellos. Asi que recomendamos
a quien siga este escrito que no solamente le dedique tiempo y paciencia a jugar los
cinco juegos de esa seccion, sino a cada uno de los que apareceran en esta nota, que
seguramente sacard mucho mas provecho de lo que pueda aprender por si mismo que
de lo que le sea explicado después.

En la Seccién 3 aprenderemos a confeccionar tablas de posiciones “ganadoras” y
“perdedoras”, que nos servirdn para analizar varios juegos que se adaptan bien a es-
te andlisis, sobre todo los juegos “de tablero”. Obviamente, no todo juego podra ser
abordado de esta manera, y a veces observar regularidades o patrones puede ayudar a
la hora de disenar una estrategia. Este es el contenido de la Seccion 4. En la seccion
siguiente analizaremos el “Ta-Te-Ti”, un juego popular y milenario donde no se gana
ni se pierde si ambos jugadores lo hacen correctamente . Acabaremos con los juegos
mostrando en la seccion 6 como algunas situaciones en apariencia “nuevas” pueden re-
solverse usando un analisis similar a lo hecho en las secciones anteriores. Y finalmente
propondremos en la tltima seccion méas bibliografia sobre el tema, asi como sitios de
internet donde se puede encontrar mas material para profundizar lo que proponemos
aqui, y también sugerencias para llevar al aula.

Agradecimientos: Estas notas nacieron en las sesiones de preparacion para la olimpiadas
matemaéticas organizadas por la Universidad de Barcelona. Buena parte del material
es extraido del “folklore”. Varios juegos los he aprendido leyendo los libros de la serie
“Matemaética, estas ahi?” y “;Coémo, esto también es matematica?” escritos por Adrian
Paenza, ademas de varias conversaciones con él sobre estos temas. Le agradezco ademas
los valiosos comentarios que ha hecho a este texto, y como también especialmente a José
Ignacio Burgos, Lisi D’Alfonso, Emiliano Gomez, Gabriela Jerénimo, Pablo Mislej y
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Juan Pablo Pinasco por haberse leido pacientemente estas notas y realizado sugerencias
para mejorar esta presentacion.

2. PARA “ENTRAR EN CALOR’

Para tener una mejor comprension del analisis que haremos méas adelante, propo-
nemos los siguientes cinco juegos que esperamos que quien siga estas notas pueda
experimentar con ellos jugando con otra persona. Al jugar, se deberia intentar descu-
brir si existe alguna estrategia para ganar o al menos para no perder si es que uno
juega correctamente.

Como parte de la comprension del problema, también se sugiere ensayar con relajar
las reglas del juego, ya sea olvidando alguna de ellas, o bien jugando con menos cantidad
de elementos que los que el juego indica inicialmente.

Juego 2.1 (El circulo de monedas). Se ponen 12 monedas en un circulo como se
indica en la figura 1. Dos jugadores se turnan para sacar una o dos monedas, pero si
se sacan dos, éstas deben estar una junto a otra, sin que haya entre ellas ninguna otra
moneda o espacio vacio. La persona que saca la/s iltima/s moneda/s es la ganadora.

Juego 2.2 (La torre). Se juega en un tablero como el del ajedrez, pero con 7x8 casillas.
Una ficha (que llamaremos “la torre”) se sitia en el extremo superior izquierdo. La meta
es la casilla del extremo inferior derecho.

Cada jugador en su turno mueve la torre en uno de los dos sentidos: o bien horizontal-
hacia la derecha, o bien vertical-hacia abajo, tantos espacios como se quiera, pero un
espacio al menos. Gana el jugador que llega a la meta.

Juego 2.3 (La Reina). Se juega en un tablero de 7x 8 casillas como en el juego anterior
y una ficha (que ahora llamaremos “la reina”) en el extremo superior izquierdo. La meta
estd en el extremo inferior derecho.

Cada jugador en su turno mueve la reina en uno de los tres sentidos: horizontal-hacia
a la derecha, vertical-hacia abajo, y también diagonal-hacia abajo, tantos espacios como
se quiera, pero un espacio al menos. Gana el jugador que llega a la meta.

Juego 2.4 (E1 1y el 2). Se escriben diez numeros 1's y diez nimeros 2's en el pizarron.
En cada turno, un jugador borra dos cualesquiera de los nimeros que estdn escritos.
Si los nimeros borrados son idénticos, se los reemplaza con un 2. Si son diferentes, se
reemplazan con un 1. La persona que comienza el juego gana si queda un 1 al final. El
sequndo jugador gana si queda un 2 al final.

Juego 2.5 (Sumar 15). Se tienen los nimeros 1,2, 3,4,5,6,7, 8 y 9. Por turnos,
cada uno de los jugadores elige un nimero de la lista, y se queda con €l (el nimero se
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retira de la lista de disponibles). El primero que consigue sumar 15 usando tres de los
numeros que eligid, gana el juego.

3. ANALISIS DE POSICIONES “GANADORAS” Y “PERDEDORAS”

Algunos juegos admiten un anélisis “desde atras hacia adelante”, como si uno tomara
una pelicula y decidiera mirarla desde el final hacia el principio. En este caso, lo que
haremos serda comenzar suponiendo el juego terminado y con un ganador ya estable-
cido. A partir de alli, intentaremos reconstruir cémo se llego6 a esa posicion y de qué
manera pudo haber uno ganado o perdido. Este anéalisis hoy en dia se puede realizar
sobre cualquier juego con unas reglas coherentes y no contradictorias con ayuda de una
computadora, de una manera “sencilla” (si uno tuviera infinita memoria en la méaquina
y ademads infinita paciencia, ya que analizar todos los casos de un posible juego puede
ser un proceso muy largo, ain para un procesador de los més modernos), y de hecho
no es un mal ejercicio intentar “programar” alguno de los juegos que aparecen en es-
ta nota, para poder apreciar la gran capacidad computacional de la que disponemos
actualmente.

Pero nosotros iremos en otra direcciéon, haremos ese analisis “a mano”, que ademas de
disfrutar del placer de entender como se estudia y encuentra una estrategia para jugar
sin equivocarse, también podremos extender nuestro anélisis de manera muy sencilla a
juegos mas generales.

Juego 3.1 (Persecucién cartesiana). Se juega sobre el tablero que se ve en la figura
3. El primer jugador hace una marca en la casilla de salida. En su turno cada jugador
puede hacer una marca en una casilla situada

» directamente encima
n directamente a la derecha
» en diagonal (encima y a la derecha)

de la tltima marca hecha por su oponente. Gana el primer jugador que consiga llegar
a la meta.

Andlisis del juego y solucion. Veamos como un simple analisis “de atras hacia adelante”
nos permitird decidir quién tiene estrategia ganadora y como ha de jugar.

Claramente, quien arribe a la “meta” ha ganado el juego, asi que ésta es —por
excelencia— la casilla “ganadora” y la denotaremos con una “G” (ver figura 4). ;Coémo
se llega a esta casilla? Se puede acceder a ella de tres maneras:

= 0 bien desde la casilla que esta inmediatamente a la izquierda de la meta;

= 0 bien desde la casilla que estd inmediatamente debajo de la meta;

= 0 bien desde la casilla que se encuentra “diagonalmente” debajo y a la izquierda
de la meta.
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A cualquiera de estas tres casillas la llamaremos “perdedora”. ;Por qué? Pues porque si
arribo a alguna de ellas, el jugador siguiente —si juega sin equivocarse, claro— llegara
a la meta. Es decir, ganard. Por eso las denotaremos con una “P”, son casillas adonde
si quiero ganar este juego, no deberia poner mis fichas nunca. O dicho de otra manera
més concreta, si arribo a alguna de estas casillas, es seguro que voy a perder si mi rival
sabe jugar inteligentemente.

A partir de ahora el analisis se vuelve un poco més delicado, pero con un poco de
paciencia y sin perder de vista las reglas del juego, podremos hacer un anélisis global.

., Cuéndo puedo marcar una casilla como “ganadora” Es facil ver que las posiciones
“G” son aquellas para las cuales el jugador siguiente —juegue como juegue— estaré
forzado a moverse a una posicion “P”. Un simple anélisis nos muestra que las posiciones
ganadoras provienen de las siguientes situaciones “previas” (aqui el juego siempre se
analiza desde el punto superior derecho —la meta— hacia “atras”, es decir hacia la
izquierda y hacia abajo), ver figura 5.

(] ¢ | P P P

FIGURA 5. Posiciones que definen una casilla “ganadora” (el primer y el
tercer grupo estan sobre un “borde” del tablero)

Por otro lado, una situacion “P” se puede marcar cada vez que tenga a mi derecha,
o arriba, o arriba-a la derecha alguna (no necesariamente todas) posicion ganadora.
Es claro que esto es asi ya que si mi rival conoce bien el juego, y yo arribo a una
casilla “perdedora”, él se ocupara en su turno siguiente de mover la ficha a una posicion
ganadora (ver figura 6).

F1GURA 6. Posiciones que definen una casilla “perdedora”

Teniendo en cuenta estas reglas, es posible “llenar” el tablero de G’s y P’s que nos
indicaran qué tipo de casilla es cada una de las 15 que hay en juego. A partir de la
figura 4, y utilizando el anélisis que aparece en la figura 6, vemos inmediatamente
que las posiciones extremas (arriba a la izquierda y abajo a la derecha) de las que ya
habiamos completado, son “ganadoras” (ver figura 7).

Sigamos un paso mas, y veamos que se pueden completar también las dos casillas “del
medio” que nos dejo el tablero en el analisis de la figura 7. En este caso, se trataran de
casillas “perdedoras” ya que de cada una de ellas mi rival —jugando inteligentemente—
puede arribar a una casilla ganadora. Asf que tenemos nuevamente una situaciéon como
la que se describe en la figura 8.

Analizamos un paso mas para asegurarnos de haber comprendido las reglas de la
resolucion. La casilla que queda vacia en la fila y columna nimero 3 esta en posiciéon
“ganadora” desde alli, no importa lo que haga mi rival, ird a parar a una casilla P (ver
figura 9).
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G P G
G P G
P P
P P P
Salid
o G Salida . G
F1GURA 7. Nuevas posicio-
nes “ganadoras” FIGURA 8

A partir de aqui ya podemos continuar el analisis, siempre “desde arriba hacia abajo”
y “desde la derecha hacia la izquierda”, utilizando las reglas mencionadas anteriormente.
Si lo hacemos correctamente, arribaremos a un tablero como el de la figura 10.

. Qué quiere decir la posicion G al principio? Uno estaria tentado de decir que con-
viene ser el primero ya que uno arranca en una posicion ganadora. Pero es facil ver
mirando ahora la figura 10, que cualquier movimiento que haga la persona que comien-
za, caerd en una posicion “perdedora’” Asi que, en este juego, tiene estrategia ganadora
la persona que no empieza jugando. Esto es asi pues hemos dado valor a las casillas
como si hubiéramos arribado alli (la altima casilla es “ganadora” para el que consiga
poner su ficha alli), y como a la casilla inicial no no arriba nunca sino que se comienza
de alli, podriamos pensar que el que juega segundo hace su primer movida poniendo la
ficha en la casilla de salida, y eso le garantiza la victoria.

Respuesta: Tiene estrategia ganadora el jugador que no comienza el juego. La estrategia
viene dada por el tablero de la figura 10.

Ejercicio 3.2. Jugar con un compaifiero varias veces este juego, utilizando la tabla.
Intercambiar las posiciones de primero y segundo entre los jugadores. El que juega
primero, que intente “demorar” lo més posible la agonia. ;Cudl es la mayor cantidad
de “pasos” que puede durar una partida de este juego?

FEjercicio 3.3. Hacer el anélisis equivalente al de la figura 10 para un tablero de 4 filas
y 7 columnas. ;Quién tiene estrategia ganadora ahora?

Ejercicio 3.4. Encontrar los valores de m y n para los cuales tiene estrategia ganadora
el jugador que comienza jugando en un tablero de m filas y n columnas. Demostrar
esta afirmacion (el principio de induccion puede ser de utilidad en este caso).

Ejercicio 3.5. Hacer el analisis de los tableros de los juegos 2.2 y 2.3 de la seccion 2.

No necesariamente los juegos que admiten un analisis de casillas “ganadoras” y “per-
dedoras” como el anterior y los de la seccion 2 han de ser sobre un tablero donde las

G P G G P G P G

P P P P B P P P
Salida

G P G G P G P G

FiGURA 9 Figura 10
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casillas aparecen fisicamente. El siguiente es un ejemplo de un juego que puede ser
analizado de manera similar al anterior, aunque no involucra ningtn tablero.

Juego 3.6 (La carrera del cien). El que empieza dice un nimero cualquiera del 1 al
10. FEl otro jugador le suma al niumero que dijo su oponente un numero del 1 al 10 y
dice el resultado. Continian jugando asi, por turnos. Gana el que primero diga 100.

Andlisis del juego y solucion. Para analizar este juego podemos construir un “tablero”
como el de la figura 11 conteniendo los 100 ntimeros del 1 al 100. No hace falta que sea
cuadrado el tablero, lo importante es que contenga los primeros cien ntimeros naturales.
Tal como hemos hecho en el juego anterior, indicaremos con G y P las casillas
“ganadoras” y “perdedoras” respectivamente, y también haremos un analisis “de atras
hacia adelante”. Con este criterio, esta claro que quien arribe a conseguir el namero 100
habra ganado el juego, o sea que el 100 es G. También esta claro que si uno de los dos
jugadores arriba a cualquiera de los nameros 90, 91, 92, 93, ..., 99 seria el “perdedor”.
.Por qué? Pues porque desde cualquiera de estas posiciones —siempre siguiendo las
reglas del juego— uno puede llegar al ntiimero 100 suméandole un nimero entre 1 y 10
seglin las reglas del juego. Luego, las “casillas” entre el 90 y el 99 son “perdedoras”.

1(2]|3[4|5]|6|7|8]|9]10 1{2(3|4|5]|6|7]|8|9]10
111213 (14|15|16 (1718|1920 111213 |14|15]|16(17|18]|19( 20
21(22(23|24(25|26|27(28|29|30 21(22(23|24(25(26|27 (28|29 30
31(32|33(34(35(36(37|38(39]|40 31(32(33(34(35(36(37|38(39] 40
41|42 (43 |44 45|46 |47 (48|49 50 41|42 (43|44 45|46 |47 48|49 50
51|52|53|54|55|56|57(58(59| 60 51(52|53|54(55|56|57 (58|59 60
61]62|63|64|65|66|67|68|69|70 61[62|63|64(65|66|67(68|69]|70
71(72(73|74|75|76|77|78|79| 80 71(72(73|74 (75|76 |77 |78 |79 80
81(82(83|84(85(86|87 (88|89 90 818283 |84|85(86[87[88[89] 90

P | P
91(92(93|94(95|96|97 (98|99 (100 91(92(93|94(95|96|97 (98|99 (100
P P|P(P|P|P|(P|P|P|G P|P|P|P|P|P|P|P|P|ES

FiGura 11 FIGURA 12

Y ahora haremos una observacién importante, que sera crucial para “resolver” todo
el “tablero”. Afirmamos que la “casilla” nimero 89 es “ganadora”. En efecto, esto es asi
ya que si yo consigo llegar a este nimero, no importa lo que pueda hacer mi rival, él
conseguira en el paso siguiente uno de los niimeros entre 90 y 99, que son todos niimeros
“perdedores”. Luego, esta casilla me deja en posicion de ganar (ver figura 12).

A partir de esta observacion, es facil ver que el analisis del juego “se repite” para
atras (como si reemplazara la casilla 100 por la 89). Notar que entonces las casillas
del 78 al 88 seran “perdedoras”, la nimero 77 entonces ganadora... y asi sucesivamente



8 CARLOS D’ANDREA

se llena el tablero como indica la figura 13. Notar que el nimero 1 esta en posicion
ganadora, y es uno de los diez primeros nimeros que puede elegir la persona que juega
primero, asi que éste es un juego con “ventaja para el que juega primero”

1 (234|567 (8]9]10
G|(P|P|P|P|P|(P|(P|P]|P

11 (121314 |15|16(17 (18|19 20
P|G|P|P|P|(P|P|P|P|P

2122123124 |25(126(27(28]29] 30
P|G|P|P|P|(P|P|P]|P

31132|33|34(35(36|37|38|39]|40
P(P|EG|P|P|(P|P|P|P

4142143144 |45|46 (47 (48|49 50
P|IP|P|IP|G|(P|P|P|P]|P

51(52|53)|54|55|56(57(58]|59] 60
P|IP|P|P|G|(P|P|P|P

61[62]63)64|65|66(67|68|69]| 70
P(P|P|P|P(P|G|P|P|P

T1|72|73|74|75|76(77|78|79]| 80
P|P|P|P|P(P|P|G|P|P

81(82|83|84|85|86(87(88|89]|90
P|P|P|P|P|P|P|G|P

91(92]93)194|95(96(97|98]99|100
P|P|P|P|P|P|P|P|P]|G

FiGuraA 13

Respuesta: Tiene estrategia ganadora el jugador que comienza el juego. Debe elegir el
nimero 1 en su primera jugada, y a partir de alli seguir la estrategia dada por la tabla
de la figura 13.

Ejercicio 3.7. Hacer el andlisis del juego si la “meta” es llegar al nimero 35 siguiendo
las mismas reglas del juego. ;Sigue teniendo estrategia ganadora el primer jugador? ;Y
si la meta fuera el 777

FEjercicio 3.8. Mirando el tablero de la figura 13, uno podria conjeturar que las posicio-
nes ganadoras son nimeros congruentes entre si moédulo 11. ;Es cierto esto? ;Podrias
demostrarlo?

Ejercicio 3.9. Resolver en funcién de n < m, el juego “general” donde se ha de arribar
al nimero m eligiendo primero un ntmero entre 1 y n, y a partir de alli sumando
cualquier nimero entre 1 y n.

El juego anterior podria resolverse también analizando unos primeros casos (por
ejemplo “jugando” solamente con los nimeros del 1 al 20), e intentando deducir alguna
regla general que nos sirva para tener que llegar al 100 sin tener que hacer todo el
anélisis de la figura 11. Veremos mas de esto en la seccion siguiente, donde la estrategia
para analizar el juego viene de mirar algunas regularidades o patrones en el juego. De
momento lo utilizaremos en la siguiente situacion.

Juego 3.10 (Descenso hacia el 0). Se comienza con el nimero 1000 escrito en el
pizarron. En cada turno, uno de los jugadores sustrae al nimero que estd escrito, un
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numero natural menor o igual que él, que sea potencia de 2. El resultado se escribe
nuevamente en el pizarron, y el nimero anterior es borrado. El jugador que llega a 0
gana.

Andlisis del juego y solucion. Supongamos que el nimero més alto que estuviera escrito
en la pizarra es el 10 y no el 1000. Entonces podremos hacer un analisis més sencillo
de las posiciones “ganadoras” y “perdedoras” del juego. A primera vista, esta claro que
el 0 es G y que las potencias de 2: 1,2,4 y 8 son P’s:

0 G
1 P
2 P
3 7
4 P
5 7
6 7
77
8§ P
9 7
10 7

Ahora continuamos el anélisis en una segunda ronda: los nimeros que serdn “ganadores”
seran aquellos a los que, sin importar lo que haga el jugador rival, arribard a una
posicion “perdedora”. Por ejemplo, el 3 serd G ya que las posibilidades para el rival
cuando le toque jugar son

= 3—1=2 queesP;
= 3 —2 =1, que también es P.

Por otro lado, el 5 es P, porque si llego a ese niimero, el jugador rival puede restarle 2
y quedar en una casilla “ganadora”.

Habiendo analizado qué tipo de posiciones les toca al 3 y al 5, podemos concluir que
el 6 también es G. Esto es asi ya que las posibles movidas del rival a partir del 6 son

= 6—-1=05,quees P,
» 6—-2=4 quees P,
= 6—4 =2, que también es P.

El analisis del juego queda —de momento— asi:

© 00 O U W O
e QOYRTTYR

—_
e}
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Y aplicando el mismo anélisis que hemos hecho anteriormente al 7, al 9 y al 10 en ese
orden, llegamos a la siguiente tabla donde hemos resaltado las posiciones “ganadoras”™

G
1 P
2 P
G
4 P
5 P
G
7 P
8§ P
G
10 P

Uno podria ahora continuar con esta tabla hasta llegar al niimero 1000, que seguramente
si lo hace con bastante paciencia arribara a responder la pregunta inicial de quién tiene
estrategia ganadora. Pero a simple vista, conjeturamos que las posiciones “ganadoras”
son aquellas que son miltiplos de 3, lo cual es verdad en general. Invitamos al lector a
intentar demostrar este hecho antes de continuar leyendo lo que sigue.

Proposicion: En este juego, las posiciones “ganadoras” son los numeros multiplos de 3,
y el resto de los nimeros es P.

Demostracion: Obviamente ni 1, ni 2, ni 4, ni 8, ... ninguna de las potencias de 2 puede
ser un multiplo de 3 ya que en su factorizacion solo aparecen multiplos de 2. De hecho,
algunas dejan resto 2 y otras dejan resto 1 en la divisién por 3. La posicién “ganadora”
(el 0) es un multiplo de 3. Luego,

= Si estoy parado en una posicién que sea un miltiplo de 3, haga lo que haga mi
rival, acabara en una posiciéon que NO es un multiplo de 3.

= Por otro lado, si estoy en una posiciéon que no es un miltiplo de 3, siempre puedo
(restando 1 o 2 por ejemplo), arribar a una posicion que sea miltiplo de 3.

En definitiva, si estoy parado en una posicion de la forma 3k con k > 0 (multiplo
positivo de 3), haga lo que haga mi rival, yo podré nuevamente volver a otra posicion
de la forma 3k con k' < k. Como “la” posicion ganadora serd 0 = 3 x 0, entonces si
estoy parado en una posicion de la forma 3k en algin momento, me puedo asegurar de
mantenerme siempre en “multiplos de 3” hasta arribar al 0. Asi que los nimeros de la
forma 3k son G’s.

Por otro lado, si estoy en una posiciéon que no es miltiplo de 3, como en el paso

siguiente el jugador rival —si juega con este mismo esquema— podra llevarme hasta
una posicion de la forma 3k, se situara él en una posicion G. De esto se deduce que
los niimeros que no son miltiplos de 3 son P, ya que a partir de cualquiera de ellos se
puede arribar a una G. [
Respuesta: Tiene estrategia ganadora el jugador que comienza el juego. La estrategia
serd la siguiente: primero le restard al 1000 una potencia de 2 que deje resto 1 en la
division por 3 (como 1 o 4...), ya que al hacerlo le quedara un multiplo de 3 en el
pizarron. Luego ird “bajando” en el juego forzando siempre la aparicion de un miltiplo
de 3 en su turno.

Ejercicio 3.11. Demostrar que si las reglas del juego se hubieran modificado de la
manera siguiente, “en cada paso restamos 1 o 2 del numero que estd escrito en la
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pizarra”, habriamos arribado igualmente al mismo analisis y estrategia que en el juego
original.

Ejercicio 3.12. Elegimos ahora un nimero £ < 1000. Supongamos que el juego se
acaba cuando uno “llega” a conseguir en la pizarra el ntimero k. ;Quién tiene estrategia
ahora? ;Y si en lugar de “conseguir el nimero k” cambiamos las reglas por “conseguir
el nimero k£ o uno menor que é1"? ;Quién tiene estrategia ahora?

Ejercicio 3.13. Resolver el problema general: dados k < n, se comienza con el niimero
n escrito en la pizarra y se acaba al arribar a k, bajando “en potencias de 2”. Decidir
en funcion del dato (k,n) qué jugador tiene estrategia ganadora.

Ejercicio 3.14. ;Y si se bajara en potencias de 37 ;Como seria el anélisis del juego?

4. BUSQUEDA DE REGULARIDADES Y/O PATRONES

No todo juego admite una tabla de analisis como veniamos haciendo hasta ahora.
En varios de ellos como el que vamos a ofrecer a continuacién, la cantidad de confi-
guraciones posibles es o bien muy grande o bien imposible de analizar “de atras hacia
adelante” como hicimos en la seccién anterior. Y es por ello que otro tipo de estudio se
hace necesario. El que presentamos aqui se basa en el hecho de que en algunas ocasio-
nes, el planteo del juego esconde alguna simetria o regularidad (como el hecho de ser
multiplo de 3 que fue analizado en el juego 3.10) que puede ser utilizada para disenar
la estrategia. Estas regularidades pueden ser geométricas, aritméticas o de cualquier
otra naturaleza. Veamos algunos ejemplos.

Juego 4.1 (La mesa circular). Fstds sentado frente a tu adversario, separados por
una mesa redonda de aproximadamente 1 metro de didmetro. Cada uno tiene varias
monedas del mismo tamano, las suficientes como para cubrir toda la mesa. El juego
consiste en ir colocando las monedas una a una, por turnos, sobre la mesa. Las monedas
no pueden tocarse ni superponerse en lo mds minimo. Ademds, debe quedar toda la
superficie de la moneda sobre la mesa. La primer persona que ya no pueda poner una
moneda sobre la mesa, pierde. Al colocar nuevas monedas sobre la mesa, éstas no
pueden desplazar las que estdn previamente colocadas.

Andlisis del juego y solucion. Aqui claramente no existe una “meta” ni “posicién gana-
dora” tinica como en los casos anteriores. De hecho, la cantidad posible de configura-
ciones es infinita e imposible de analizar de la manera en la que la venfamos haciendo.

Sin embargo, este juego tiene una regularidad muy notoria asociada al concepto de
“simetria central”. Notar que una vez “conquistado” el centro de la mesa circular (como
en la figura 14), cada movimiento del rival podra ser “simetrizado” respecto de este
centro. De esta manera, si el primer jugador pone su primer moneda exactamente en
el centro del circulo, cada vez que su rival pueda ubicar una moneda en algtin sector
de la mesa, él podra hacer lo mismo, ubiciandola en el sector opuesto de la mesa con
respecto al centro (el punto simétrico respecto del centro, ver figura 15).

Es féacil ver entonces que —jugando de esta manera— si hay un lugar “vacio” donde
el rival puede poner una moneda, entonces también habra un espacio “vacio” del mismo
tamano en el otro extremo de la mesa, el simétrico respecto al centro. Y entonces la
persona que no podra colocar mas monedas sera la que no ha comenzado, si es que el
primer jugador ha jugado siempre siguiendo esta estrategia.

Respuesta: Tiene estrategia ganadora la persona que comienza el juego. La estrategia
consiste en colocar la primer moneda coincidiendo con el centro del circulo, y a partir
de alli jugar “simétricamente” con respecto a este centro, por cada movida del rival.
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F1GURrA 14. El centro de la
mesa circular FIGURA 15. Simetria central

Observacion 4.2. Notar que la tnica propiedad geométrica que hemos utilizado del
circulo aqui es que tiene un centro de simetria. Si la mesa hubiera sido cuadrada, o
rectangular u ovalada (o de cualquier otra forma que tuviera un centro de simetria),
el analisis anterior también se aplicaria a esa mesa, y la misma estrategia serviria para
ganar al primer jugador.

Fjercicio 4.3. El juego “el circulo de monedas” (juego 2.1) también tiene una cierta
“simetria central”. Analizarlo, decidir quién tiene una estrategia ganadora, y cual es esa
estrategia.

El siguiente es un juego muy popular que aparece como lo presentamos aqui en una
de las obras de Martin Gardner |3].

Juego 4.4 (El zorro y el ganso). Se juega en el tablero que muestra la figura 16.

| 2 3 U]

T L] o 10 Ll 12
13 14 15 16 17 18
19 20 T 12 23 24
28 26 27 LTI
Q& 3 35 34 35 26

FiGurA 16. El zorro y el ganso

Hay que poner dos fichas distintas entre si, una en el lugar donde estd el retrato
del zorro; y otra en donde estd el retrato del ganso. Uno de los jugadores moverd al
zorro, el otro moverd al ganso. Una “movida” consiste en deslizar la ficha desde un
punto hasta otro adyacente, siguiendo una de las lineas negras trazadas en el tablero.
El zorro intentard capturar al ganso desplazindose hacia el punto ocupado por el ganso.
El ganso debe intentar impedir que esto suceda. Si el zorro captura al ganso en diez
movimientos o menos (es decir, en diez movimientos del zorro), ganard el juego. Si no
logra su objetivo, ganard el ganso. El primer movimiento del juego lo hace el zorro.

Andlisis del juego y solucion. Después de jugar un rato este juego, pareceria ser una
mision imposible atrapar al ganso. Y esto ocurre por la sencilla observacion siguiente:
al ser el zorro el primero en moverse, un primer instinto serd acercarse al ganso, y
luego se quedara —después de la primer movida— a 3 “pasos” de distancia del ganso.
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El ganso se moverd un paso en alguna de sus direcciones permitidas, y luego el zorro
intentara perseguirlo dando un paso mas. Pero nuevamente quedard a una cantidad
IMPAR de “pasos” del ganso, ya que cada uno ha dado un paso en alguna direccion.
La posicion “ganadora” en este juego para el zorro es cuando él se encuentra a 0 pasos
del ganso, y 0 es un niimero par, o sea que la misién parece imposible.

A MENOS QUE el zorro utilice la diagonal que se encuentra en el centro del tablero,
la paridad en la “distancia” entre el zorro y el ganso no cambiard. Notar que una
vez atravesada esa diagonal (juna sola vez!), podra dedicarse a perseguir al ganso
tranquilamente, que en menos de 10 movidas lo atrapard independientemente de lo que
haga el ganso (y evitando —claro— que el ganso cruce la diagonal).

Respuesta: Tiene estrategia ganadora el zorro. En su primer movida debe cruzar la
diagonal del centro del tablero, y luego perseguir al ganso sin volver a cruzar esa
diagonal ni dejar que el ganso la cruce.

Ejercicio 4.5. Y si el que comenzara el juego ahora fuera el ganso? ;Sigue teniendo
estrategia ganadora el zorro? ;Cudl es esta estrategia?

Juego 4.6 (Dividiendo). Sobre una mesa hay tres punados de fdsforos. Uno contiene
10 fasforos, un sequndo grupo, 15, y el tercero, 20 fosforos. En cada turno uno de los
dos jugadores elige uno de los punados que hay sobre la mesa y lo divide en dos grupos
mds pequenos, sin importar la cantidad que haya en cada uno de ellos. Pierde el jugador
que ya no puede dividir mds.

Andlisis del juego y solucion. Este juego es bastante simple de “resolver” si uno tiene
en cuenta un par de hechos muy simples que se deducen directamente a partir de las
reglas el juego:

= Independientemente de como se haya jugado, la posicion final del juego serd de
45 grupos distintos conteniendo 1 fosforo cada uno.

En efecto, si no estuviéramos en esta situacion (que uno podria llamar “gana-
dora”), es porque algin grupo tiene al menos 2 fosforos, y esto implica entonces
que el juego no puede acabar alli ya que siempre el jugador cuyo turno es el
proximo tiene al menos un grupo (el que tiene 2 o mas fosforos) para dividir.

O sea que en este juego —a diferencia de los anteriores— existe “una” sola
posiciéon ganadora. El otro invariante que nos interesa tener en cuenta es:

= En cada paso, el numero de punados de fosforos aumenta en uno.

Efectivamente, las reglas del juego dicen que a cada paso hay que elegir uno
de los grupos sobre la mesa y dividirlo en 2 montones mas. Y un razonamiento
muy sencillo demuestra que en cada paso, “pierdo” un grupo para “crear” dos
mas. El niimero total de grupos naturalmente aumenta en uno.

Estas dos afirmaciones son suficientes para analizar el juego. Cada vez que haga
su “movida” el primer jugador, se pasard de una cantidad impar (tres al principio) a
una cantidad par de montones. Y cada vez que haga su movida el segundo jugador,
se pasara de una cantidad par (cuatro al principio) a una cantidad impar de punados.
Como la jugada “ganadora” contiene 45 punados, y este es un nimero impar, entonces
ganaré inexorablemente el segundo jugador. Notar que en este juego... jno hace falta
hacer ningtin tipo de anélisis para buscar una estrategia ganadora! Hagan lo que hagan
tanto el primer jugador como el segundo, habrd 42 = 45 — 3 jugadas, y ganara la
persona que no comience con el juego.

Respuesta: Gana el segundo jugador, independientemente de como se desarrolle el
juego.
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Ejercicio 4.7. Resolver el juego “generalizado” donde hay k£ punados de fosforos con
ni, N, ...,n; fosforos cada uno, y las mismas reglas del juego de antes.

Fjercicio 4.8. Demostrar que en el juego “el 1y el 2”7 (juego 2.4), la cantidad de 1’s
en el pizarron siempre se mantiene par después de cada jugada. Usar este hecho para
decidir quién es el ganador. ;Hay alguna estrategia?

5. ESTRATEGIAS PARA NO PERDER

Uno podria creer a esta altura que todo juego admite una estrategia ganadora y solo
es cuestion de encontrarla si es que uno quiere jugarlo bien. Lamentablemente, no es
asi en la mayoria de los casos. Por ejemplo, muchos de los juegos que involucran el
azar (naipes, o lanzamiento de dados, o la loteria) no admiten un analisis como los que
hemos venido realizando, y precisamente buena parte del interés en estos juegos es el
hecho de que “la suerte” puede estar a favor de cualquiera, buenos o malos jugadores,
principiantes o mas “entrenados”.

Sin embargo, hay una clase de juegos para los cuales alguno de los dos jugadores
—o0 los dos— tiene una estrategia “para no perder”, que esencialmente implica que —si
juega bien— podra ganar o “empatar”, pero nunca perder. El Ta-Te-Ti (juego 5.1) es
uno de ellos, y veremos su analisis en breve. Otro juego que sorprendentemente tiene
estrategia para no perder —si ambos jugadores juegan “sin equivocarse™— es el de las
damas (“checkers” en inglés), que en el ano 2007 nos hemos enterado (ver [9], y también
la nota sobre “el fin de las damas” en [8]) que tiene estrategia para no perder.

También hay una gran familia de juegos de los que no se conoce estrategia atn.
El ajedrez es uno de ellos (aunque con la capacidad computacional de estos dias es
probable que se sepa tarde o temprano si hay o no una tal estrategia. De momento ya
hemos llegado a una situacion en la que las computadoras pueden jugar mejor que los
seres humanos a fuerza de hacer una cantidad inmensa de “anélisis locales” y estudios
de miles de millones de “posiciones ganadoras”). Otro es el “Go”, un juego de origen
chino muy popular en estos dias. De mas esta decir que la busqueda de algoritmos y
estrategias para resolver estos y otros juegos populares es un tema de investigacion
corriente en la rama de las matematicas que se conoce como teoria de juegos.

En esta seccion analizaremos solamente uno de los juegos mas populares del planeta,
el “Ta-Te-Ti” o “tres en linea” (Tic-Tac-Toe en inglés), del cual se cree que ya lo jugaban
los antiguos egipcios [10].

Juego 5.1 (Ta-Te-Ti). Se juega sobre un tablero de 3 x 3 como indica la figura 17. Por
turnos dos jugadores van marcando o poniendo fichas en el tablero, el mismo tipo de
marca o ficha para cada jugador. Gana el primero que consigue “tres en linea”.

Andlisis del juego y solucion. Después de jugar un rato pareciera quedar claro que tiene
“ventaja” el que comienza, y que de alguna manera conviene poner la primer marca o
ficha en el centro.

Sin embargo, esto no produce ninguna estrategia ganadora, y de hecho es facil ver
que si uno comienza sin ocupar la casilla del centro, igual puede conseguir “no perder”.
Y —obviamente— si comienza ocupando la casilla del centro tampoco es seguro que
gane.

Lo que nos servird para analizar este juego es algo que llamaremos “respuesta de
bloqueo™: tiene cierta ventaja el que hace la primera jugada, pero esta ventaja se vera
anulada si el segundo jugador efectiia una respuesta de bloqueo.
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FiGUurA 17. Ta-Te-Ti

Para la primera jugada hay esencialmente 3 posibilidades: al centro, en un vértice
del cuadrado, o en uno de los cuatro costados que no es vértice. Para cada una de ellas
el jugador siguiente tiene respuestas de bloqueo, que consisten en jugar en cualquiera
de las posiciones pintadas en la figura 18.

F1GURA 18. “Respuestas de bloqueo” en el Ta-Te-Ti

Se puede comprobar con un poco de paciencia pero sin ninguna dificultad, siguiendo
las distintas jugadas con algun tipo de diagrama (de arbol por ejemplo), que a cada
nueva jugada del primer jugador, el segundo tiene siempre disponible una respuesta de
bloqueo. Reciprocamente, se puede ver también de una manera sencilla que por cada
jugada de quien no haya empezado el juego, el primer jugador también tiene disponible
una respuesta de bloqueo.

Respuesta: En este juego, si ambos jugadores juegan sin equivocarse, siempre se acaba
en “empate”.

Ejercicio 5.2. Analizar la variante del juego donde cada jugador solamente tiene 3
fichas, y es posible desplazarlas en el tablero ocupando las casillas vacias vecinas (ver-
tical, horizontal y diagonalmente).

Ejercicio 5.3. Analizar el juego del “Ta-Te-Ti tridimensional” que se juega en un “ta-
blero” de 3 X 3 X 3 con la misma regla de que gana el primero que consigue “tres en
linea”. Demostrar que en esta variante, el que comienza tiene estrategia ganadora si
ubica la primera marca o ficha en el centro.

6. UN MISMO ANALISIS PARA JUEGOS EN APARIENCIA DISTINTOS

No pretendemos cubrir en estas paginas todas las posibles estrategias que existen
para abordar todos los juegos que admiten alguna estrategia para ganar o para no
perder. Eso seria una misiéon imposible, ya que hay miles de situaciones cuyo anélisis
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puede ser complicadisimo. Sin embargo, conviene tener un ojo atento para poder de-
tectar situaciones cuyo planteo en principio parece bastante extrano, pero en realidad
admiten el mismo anélisis que varios de los ya conocidos. En esta seccién analizaremos
algunos de ellos; el juego de “sumar 15”7 (juego 2.5) sera uno de ellos.

Juego 6.1 (Mas fosforos). Sobre una mesa se colocan dos punados de 5 fosforos cada
uno. Cada jugador, por turno, puede sacar un solo fosforo de uno de los dos grupos, o
1 fosforo de cada punado. Pierde el jugador que saca el iltimo fdsforo.

Andlisis del juego y solucion. Este juego también admite un anélisis “de tablero” tal
como hicimos con la “persecucion cartesiana” ( juego 3.1). De hecho, si nos construimos
un tablero de 6 x 6 como en la figura 19, donde numeramos las filas y las columnas
desde el 0 hasta el 5 en el orden que se muestra alli. La posicion (i, j) significara en
el juego que hay i fosforos en uno de los punados y j fésforos en el otro. Claramente,
la posicion “perdedora” es la (0,0), y a partir de alli se puede hacer el mismo anélisis
“hacia atras” siguiendo exactamente las mismas reglas que se ilustran en la figura 5
para las posiciones “ganadoras” y en la figura 6 para las “perdedoras”. Acabaremos con
un tablero como el de la figura 19 De este anéilisis se desprende facilmente que las

PRG R NG (ER RPN 4

I 2R N RS RGE 5

FiGurA 19. Tabla de posiciones del Juego 6.1

posiciones “ganadoras” son muy pocas, y que la estrategia ganadora la tiene el primer
jugador, que ha de quitar un fosforo de cada grupo para situarse en una posicioén
ganadora.

Respuesta: La estrategia ganadora la tiene el primer jugador, quien debe en la primera
jugada quitar un fosforo de cada punado, y luego seguir jugando segin indica la tabla
de la figura 19.

Fjercicio 6.2. Hacer el andlisis general, dados dos punados con n y m fésforos respec-
tivamente ;Qué jugador tiene estrategia y como ha de jugar?

Ejercicio 6.3. ;Y si hubieran 3 punados con 5 fosforos cada uno? ;Y si hubieran 3
punados con n, m y k fésforos respectivamente? Analizar las variantes “sacando uno
de cada grupo o uno de cada par de grupos”, y después “sacando uno de cada grupo o
uno de los tres grupos”.



JUEGOS MATEMATICOS Y ESTRATEGIAS GANADORAS 17

Ejercicio 6.4. [Cémo seria el andlisis si el que gana es el que saca el ultimo fésforo?

Juego 6.5 (Ocho ciudades). Se tiene un mapa con 9 rutas conectando 8 ciudades
como en la figura 20, y dos ldpices: uno rojo y el otro azul. Por turnos cada jugador
selecciona una carretera pintdndola con su color. Gana el jugador que consigue pintar
del mismo color tres carreteras que pasen por una misma ciudad.

Como siempre, recomendamos al lector “jugar” previamente este juego para intentar
encontrar alguna regularidad o similaridad con algtin juego anterior.
Andlisis del juego y solucion. Insolitamente, este juego y el “Ta-Te-Ti” (juego 5.1) ad-
miten el mismo anélisis si uno enumera las rutas como en la figura 21, y observa la
numeracién de cada una de las carreteras y la correspondencia con la tabla de 3 x 3
que figura al lado. En esta correspondencia, seleccionar una carretera sera equivalente
a tachar una casilla del casillero. Luego, seleccionar todas las carreteras que pasan por
una misma ciudad significara conseguir “tres en linea” en el casillero.

* - ® . : 9
5
123
®
¢ X | 4056
N 2 - 1slo

FIGURA 21. Las 8 ciudades y el
FicuraA 20. Las 8 ciudades Ta-Te-Ti

Respuesta: No hay estrategia ganadora, pero el que comienza tiene una estrategia “para
no perder” si sigue la misma estrategia del Ta-Te-Ti aplicada a la numeracién que se
muestra en la figura 21.

FEjercicio 6.6. Mostrar que el juego de “sumar 15” ( juego 2.5), puede ser analizado de
la misma manera que el Ta-Te-Ti (y que el juego anterior) si uno utiliza el siguiente
“tablero”

8 | 1] 6
315 | 7
4 19 | 2

7. PARA SEGUIR JUGANDO

Existe una vasta cantidad de material escrito disponible sobre temas como juegos
matematicos, estrategias, puzzles, sudokus, etc. Por citar un ejemplo, podemos men-
cionar la abundante obra de Martin Gardner que esta publicada en varios libros, entre
ellos [3, 4, 5|. De hecho, desde 1956 hasta 1981 Gardner escribi6 articulos mensuales
sobre matematica recreativa para la prestigiosa revista Scientific American. Todos estos
articulos fueron editados recientemente en formato de CD-Rom en [6] por la Sociedad
Mateméatica Norteamericana.

Hemos puesto el ejemplo de Gardner por citar uno de ellos, quizas uno de los més
prolificos en el tema de la matematica recreativa. Pero hay mucho mas material dispo-
nible no solo en forma de libro sino interactivamente, y en linea. La lista que aparece
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més abajo es una muy breve muestra de lo que se puede encontrar buscando por in-
ternet (en castellano) utilizando cualquier buscador de temas. Hay disponibles miles
de juegos para jugar de a uno, de a dos, y también para jugar contra la computadora.
También hay sugerencias para llevar al aula y jugar con los alumnos. En definitiva,
hay una cantidad inmensa de material “libre” disponible sobre el tema en la red, solo
cuestion de buscarla y aprovecharla.

Para aquéllos que quieran profundizar sus conocimientos con un enfoque mas acadé-
mico, recomendamos los libros [1] y [2], que contienen modelos mateméaticos de juegos
y aplicaciones mas generales.

7.1. Recursos en linea.

“Matematica para Divertirse”, juegos y problemas propuestos por Martin Gardner y
recopilados por Patricio Ramos en
http://www.librosmaravillosos.com/matematicaparadivertirse/seccion06.html

“Taller de Juegos de Estrategia”, puesto en linea por Benjamin Buritica Trujillo de
la Universidad de Antioquia:
http://docencia.udea.edu.co/SistemasDiscretos/contenido/curiosidad_05.html

“Mueve Fichas”. Juegos Mateméticos y Estrategias. Material elaborado por la Fede-
racion Espanola de Sociedades de Profesores de Matemética:
http://venxmas.fespm.es/temas/mueve-ficha-juegos-matematicas-y.html?lang=es

“Juegos de estrategia e ingenio: una experiencia temprana de investigacion”. Material
interactivo elaborado por el Ministerio de Educacién de Espana como actividad para
desarrollar en el aula a nivel de educacién secundaria:
http://ntic.educacion.es/w3//eos/MaterialesEducativos/mem2002/estrategias/
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1. SENTIDO DEL CURSO

Este curso estd pensado principalmente para que, profesores de educacién prima-
ria, pongan en juego conocimientos geométricos en un ambiente de aprendizaje que
conjuga actividades de exploracién y andlisis y mediadas por el software GeoGebra.
Tales actividades se organizan tomando como referencia objetos geométricos u objetos
o fenémenos reales que pueden vincularse con la geometria.

Si bien, durante estas notas se abren breves discusiones y analisis didacticos, las acti-
vidades propuestas se focalizan en un trabajo geométrico para profesores de educacion
primaria. Cabe indicar que para la seleccion y organizacion de las tareas, se tiene en
cuenta por un lado recomendaciones y contenidos del actual diseno curricular de la
Provincia de Cordoba [6] para la educacion primaria (version, 2012-2015) y por otro
lado, problemas presente en textos de Matematica para educaciéon primaria en uso en
diversas escuelas del ambito local. En este sentido, las actividades propuestas no estan
pensadas para que sean llevadas a cabo por sus alumnos tal cual son presentadas en
el curso. Estas decisiones se toman con la intenciéon de poner en evidencia las poten-
cialidades del software para trabajar con geometria para un adulto en situacion de
aprendizaje.

Con estas ideas en mente, a continuacién presentamos: algunos aspectos vinculados
con la ensenanza o el aprendizaje de la geometria que dan sustento a nuestro trabajo;
una breve introduccién las caracteristica principales de GeoGebra; un grupo de pro-
blemas a resolver en el curso y un listado de problemas para ser resueltos fuera del
curso.

2. ACERCA DE LA ENSENANZA Y EL APRENDIZAJE DE LA GEOMETRIA

En términos generales y concentrandonos en el trabajo geométrico para la educacion
primaria, es factible considerar a la Geometria como un cuerpo de conocimientos que

posibilitan un andlisis, organizacion y sistematizacion de los conocimientos espaciales
19
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(Alsina et al. [1]). En este sentido, es importante reconocer la riqueza que puede signifi-
car la observacion espontanea de objetos, formas, disenos o transformaciones presentes
en nuestros entornos cotidianos y la experimentacion con tales objetos.

En el ambito de la ensenanza de la geometria, la observacion y experimentacion de-
berian ser procesos a privilegiar. En este ambito la observacion toma un caracter muy
especial entendiendo a la misma no solo como el acto de mirar o fijarse sino como un
proceso por medio del cual se intenta notar lo comun que puede haber en situaciones
diversas (movimientos, figuras, formas, etc.), notar lo diferente entre objetos o ac-
ciones, notar lo caracteristico de cada cosa (Alsina et al. [1]). Esto es, la observacion
aparece como uno de los medios esenciales para iniciar procesos de comprensiéon. Por el
modo en que hemos caracterizado a la Geometria, parece valioso observar los objetos
presente en nuestro entorno tal como se presentan pero también es importante observar
las representaciones que el hombre realiza de esos objetos o de la naturaleza. En este
sentido, en situaciéon de ensenanza, es valioso contar con material didactico, actuar so-
bre este material, manipularlo y observar al experimentar con ellos, comparar acciones
y resultados, distinguir aquello que se mantiene de lo que se transforma, reconocer
similitudes y diferencias. Y, a partir de las acciones y observaciones, registrar ideas,
abstraer, conjeturar, justificar y validar apelando a las posibilidades de quienes estan
aprendiendo y/o a las particularidades del entorno escolar o los medios disponibles.

Esta perspectiva respecto al trabajo geométrico en el ambito escolar, es compatible
con las recomendaciones presentes en los actuales disenos curriculares en los que se
enfatiza la validacion® como actividad matematica y especifica que el trabajo para jus-
tificar las soluciones obtenidas de problemas geométricos debe pretender la producciéon
de conjeturas o la validacion de un resultado por parte de los estudiantes. Y se acota
los sentidos y caracteristicas de los procesos de validaciéon en la educacion primaria
puntualizando que en un primer momento, las validaciones seguramente van a basarse
en argumentaciones empiricas: verificaciones realizadas a partir de la superposicion de
una copia con el original o realizando mediciones. Pero el objetivo es que el trabajo
avance, pasando a la validacion mediante conocimientos matemaéticos, haciendo uso de
las propiedades de las figuras planas o de alguno de sus elementos constitutivos o bien
producir argumentos basados en propiedades de las figuras que les permitan anticipar
y justificar sus construcciones (Documentos Curriculares [6] para la Educaciéon Prima-
ria 2012-2015, Provincia de Cordoba). Algunos de estos aspectos intentamos hacerlos
evidente apelando a GeoGebra.

3. ACERCA DE GEOGEBRA

GeoGebra, a semejanza de otros programas de (Geometria dindmica, mantiene la
sencillez y el dinamismo de los mismos, anadiendo algunos valores como: ser de li-
bre acceso?, multiplataforma y sobre todo, permite trabajar casi todos los contenidos
presentes en los Disenos Curriculares vigentes.

Es importante indicar que, si bien para este curso privilegiamos el uso del software
para trabajar con geometria, GeoGebra, como su nombre lo indica, no sélo es un
software que permite el trabajo con contenidos geométricos (Geo) sino que también

IPara mayores detalles sobre el sentido de la validacion para el primer y segundo ciclo, ver p. 117
de los Documentos Curriculares [6] version 2012-2015.

2www.geogebra.org/cms/es. La anterior es la direccién de una pagina de Internet que le permite
bajar gratuitamente GeoGebra. Ustedes puede encontrar GeoGebra o GeoGebra Prim (para primario).
Ambos software son equivalentes. En GeoGebra Prim se limita la cantidad de herramientas disponibles
inmediatamente en la barra de herramientas pero que pueden ser activadas cuando sea necesario.
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posibilita la interaccion con contenidos algebraicos (Gebra), analiticos y estadisticos.
En definitiva GeoGebra, supone una excelente opcién para hacer unas matematicas
dindmicas sobre todo en los niveles educativos primario y secundario.

Es evidente que GeoGebra no tiene la exclusividad como recurso para ensefiar mate-
matica, pero la gran variedad de opciones que ofrece hacen que su uso, no sea solo para
dibujar o construir. Como ilustraremos a través de algunos ejemplos, permite proponer
a los alumnos tareas de investigacion y experimentacion, que en la mayoria de los casos
no requeriran demasiados conocimientos técnicos ya que bastara con conocer algunas
herramientas basicas y algunos comandos sencillos para afrontarlas.

Con GeoGebra se pueden realizar construcciones muy diversas y de diferente grados
de complejidad, aunque lo ideal o recomendable es comenzar con propuestas sencillas,
sobre todo cuando se trata de incorporarlo al aula, dejando para mas adelante las
propuestas que requieran un mayor esfuerzo en la construccion.

Esto facilitard que apenas se pierda tiempo en los procesos técnicos y por tanto, se
pueda dedicar todo el tiempo y el esfuerzo a la parte didactica que es la que requiere
el aprendizaje de los alumnos. Ademaés, siempre nos queda la opcién de aprovechar
las excelentes construcciones disponibles en Internet, a las que solo hay que acceder
para utilizarlas, aunque en ocasiones, quizas interese adaptarlas a las caracteristicas de
nuestros alumnos o de los contenidos que se deseen trabajar.

Al utilizar GeoGebra se podra plantear en cada momento, la realizacion de cualquier
construccion geométrica que ayude al alumno a familiarizarse con el significado de
dinamismo y sobre todo a comprender la diferencia entre dibujar y construir.

Realizar una construccion a diferencia de dibujar supone establecer unas relaciones
entre los objetos que intervienen, de manera que al mover cualquier objeto inicial se
mantendran las relaciones (mateméticas) entre los objetos de la construccion.

Sintéticamente en relacion a GeoGebra, podemos indicar que:

A. Desde su aspecto geométrico, es un editor grafico interactivo que:

= Permite crear elementos geométricos bésicos como puntos, rectas o circunfe-
rencias y, a partir de éstos realizar otras construcciones como rectas paralelas,
perpendiculares, bisectrices, etc.

» Dala posibilidad de dibujar figuras geométricas en la pantalla de la computadora
pero no de una manera estatica. Su capacidad de arrastre de las figuras cons-
truidas favorece la bisqueda de propiedades que permanecen invariantes durante
la deformaciéon. Es entonces en este sentido que la naturaleza de las figuras es
diferente a la de las realizadas con lapiz y papel.

» Asume dos principios basicos: a) Dudar de lo que se ve: no tomar como verda-
deras relaciones percibidas en una imagen estatica, sino tratar de confirmar su
invariabilidad durante el arrastre. b) Ver mds de lo que se ve: estudiar una figura
para descubrir relaciones que no estan presentes a simple vista (enriqueciendo la
figura con construcciones auxiliares, marcas y mediciones, lo que constituye un
verdadero trabajo de experimentacion).

B. Desde su aspecto algebraico:

= Permite una permanente conexion entre los simbolos algebraicos y las construc-
ciones geomeétricas; visualiza a la vez un punto en el plano cartesiano y sus coor-
denadas numeéricas, una circunferencia y su ecuacion, la grafica de una funcion
y su expresion analitica, etc. Es decir, GeoGebra permite la doble percepcion
de los objetos. Cada objeto tiene dos representaciones, una en la Vista Gréfica
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(Geometria) y otra en la Vista Algebraica (Algebra), tal como se muestra en
Figura 1.
Luego de esta breve introduccién acerca de GeoGebra presentamos y analizamos

algunos problemas que ilustran el potencial del software para abrir espacios de reflexion
en ambiente de aprendizaje geométrico.

[ Objetos Libres

4 A =101, 3.58)

4 B=1021)

4 C = {0.06, 0.38) o
3 Objetes Dependientes

&l - 0627 + (y - 1.97) = 2,87

# poligonol = 6.88 i

Vista Algebraica

Vista Geométrica

&) Entrada 1 - |la |w [Poligono -

FicuraA 1. Vistas en GeoGebra

4. PROBLEMAS INTRAMATEMATICOS Y DE APLICACION

4.1. Construcciones con cuadrilateros. Para comenzar y siguiendo lo dicho mas
arriba respecto de minimizar la parte técnica para priorizar la parte didactica , vamos
a proponer un problema que nos va a permitir poner en juego algunas competencias
que nos parecen importante trabajar en las clases de matematica, tales como la expe-
rimentacion, la elaboracion de conjeturas y las argumentaciones.

Problema 1. En primer lugar construya un cuadrilatero cualquiera ABCD, utilizando
la herramienta Poligono. Luego determine los puntos medios de cada uno de los lados
de dicho cuadrilatero (hay un comando que le permite hacerlo de manera directa).
Por ultimo una esos puntos medios con segmentos (utilizando el comando correspon-
diente) y dibuje el cuadrilatero determinado por los mismos. Como puede observar
esta construccion no encierra dificultad y nos permite centrarnos en dos aspectos que
pretendemos trabajar:

= Estudio o reconocimiento de invariancias del cuadrilatero interior y,
= Analisis de las caracteristicas que debiera tener el cuadrilatero original para
obtener algiin cuadrilatero especial en su interior.

Para llevar adelante el estudio y anélisis antes senalados le proponemos que realicen
las siguientes actividades:

a) Mueva los vértices del cuadrilatero original, observe el cuadrilatero interior, mi-
da los lados de dicho cuadrilatero y haga alguna conjetura sobre qué tipo de
cuadrilatero es éste. Justifique empiricamente su conjetura. Demuestre su con-
jetura usando propiedades de objetos geométricos. Para justificar su conjetura
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le sugerimos que trace una de las diagonales del cuadrildtero original, quedando
determinados asi dos tridngulos que tienen a esa diagonal como lado en comin.
Observe que los lados del cuadrilatero interior, que estdn a uno y otro lado de
dicha diagonal, miden la mitad de lo que mide esa diagonal (y ademas son pa-
ralelos a ella). Haga lo mismo con la otra diagonal, y seguramente ya estara en
condiciones de confirmar su conjetura.

Mueva la construccion hasta lograr que el cuadrilatero interior sea un rombo,
un rectangulo o un cuadrado. Conjeture en todos los casos de qué clase es el
cuadrilatero original para que tal cosa suceda.

¢) Analice las siguientes afirmaciones:

Si el cuadrilatero original es un rectangulo (una clase de cuadrilateros con
diagonales iguales), el cuadrilatero interior es un rombo (una clase de cua-
drilateros con diagonales perpendiculares).

Si el cuadrilatero original es un rombo (una clase de cuadrilateros con dia-
gonales perpendiculares), el cuadrilatero interior es un rectangulo (una clase
de cuadrilateros con diagonales iguales).

Si el cuadrilatero original es un trapecio isosceles (una clase de cuadrilateros
con diagonales iguales), el cuadrilatero interior es un rombo (una clase de
cuadrilateros con diagonales perpendiculares).

Si el cuadrilatero original es un romboide (una clase de cuadrilateros con
diagonales perpendiculares), el cuadrilatero interior es un rectangulo (una
clase de cuadrilateros con diagonales iguales).

Si el cuadrilatero original tiene diagonales iguales (equidiagonal), el cua-
drilatero interior es un rombo (una clase de cuadrilateros con diagonales
perpendiculares).

Si el cuadrilatero original tiene diagonales perpendiculares (ortodiagonal), el
cuadrilatero interior es un rectangulo (una clase de cuadrilateros con diago-
nales iguales).

Si el cuadrilatero original tiene diagonales iguales y perpendiculares (equior-
todiagonal), el cuadrilatero interior es un cuadrado (una clase de cuadrilate-
ros con diagonales iguales y perpendiculares).

Construcciones en base a circunferencias.

Problema 2. Construir la figura que se describe en este instructivo:

= Trace un segmento de 12 cm de longitud. Llame A al extremo de la izquierda y
B al extremo de la derecha.

Marque el punto medio del segmento AB y llamelo C.

Marque el punto medio del segmento AC y llamelo D.

Al punto medio del segmento CB y llamelo E.

Con centro en el punto D y con un radio de 3 cm trace una circunferencia.

Con centro en el punto E y con un radio de 3 cm trace otra circunferencia. Con
centro en el punto C y con un radio de 6 ¢cm trace otra circunferencia

(Problema con instructivo para 4° grado extraido de: I. Saiz y C. Parra [7]).

Problema 3. Construir la figura que se describe en este instructivo:

= Trace un segmento AB de 5 cm.

= Con centro en B, trace una circunferencia de 3 cm de radio.

= Marque un punto C sobre el segmento AB, que se encuentre mas cerca de B que
de A. Trace una circunferencia con centro en A y que pase por C.



24 CRISTINA ESTELEY, ISABEL MARGUET, ANALIA CRISTANTE

= Dibuje un tridngulo con vértices en A, B y el punto de intersecciéon de ambas
circunferencias. Queda asi dibujado el triangulo ABD.

a) {Se puede saber, sin medir, cuél es la longitud de cada uno de los lados el
tridngulo ABD? Justifique.

b) Mueva el punto C, acercandolo o alejandolo de B. ;Coémo cambia la longitud de
los lados del triangulo ABD? Explique.

¢) Moviendo el punto C, busquen ubicaciones en las que se formen triangulos y otras
en las que no se forme ninguno. ;Es cierto que para que se formen triangulos, el
lado AD debe ser mayor que 2 cm? ;jPor qué?

(Problema extraido de: Broitman et al. [5])
4.3. Problema de aplicacién con construcciones.

Problema 4. Ivan vive en un bosque a 100 m del drbol mas viejo de todo el bosque
y proximo a la casa del guardabosques segiin se ilustra en el siguiente esquema:

.Arbol
,Guardabosque

Ivan
[ ]

a) Su amigo José decide mudarse al bosque a 200 m de distancia de la casa de Ivan.
Reproduce con GeoGebra el esquema anterior y dibuja todos los lugares posibles
que tiene Ivin para construir su casa.

b) José decide construir su casa a 200 m de la casa de Ivan, de tal modo que la casa
de Ivéan, la suya y la casa del guardabosque queden sobre una misma linea. Con
esta informacion, decide el lugar de emplazamiento de la casa de José.

c) Tiempo después que José se instala en su casa, un tercer amigo llamado Pablo,
decide mudarse al mismo bosque y quiere que su casa diste 200 m de la casa de
Ivan y 200 m de la casa de José, es decir que las tres casas queden equidistantes.
JEn cuintos lugares puede asentar su casa Pablo?

4.4. Copiado de figuras.

Problema 5. Copiar cada una de las figuras de Cuadro 1. Las figuras A, B y D se
adaptaron de: Broitman et al. [2], [3] y [4]. La figura C esta tomada de: 1. Saiz y
C. Parra [7].

5. A MODO DE CIERRE

Las ideas y propositos que han impulsado este curso han sido, de algiin modo, ilustra-
das con las actividades propuestas. Hemos puesto en evidencia procesos de experimen-
tacion, observacion, manipulacion, andlisis, elaboracion de conjeturas y justificacion.
En la mayoria de los casos hemos apelado a situaciones intramatematicas respetando
modos de trabajos escolares adaptados para adultos.

Esperamos que puedan continuar con estos modos de hacer matematica en sus aulas
o fuera de ellas. Para aquellos que no disponen de nuevas tecnologias los invitamos a
trabajar con materiales concretos de otra naturaleza y organizar con ellos actividades
de exploracion.
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A

CUADRO 1

Dejamos también una lista de problemas para que puedan seguir familiarizandose
con GeoGebra.

6. OTRAS ACTIVIDADES DE EXPLORACION

Trabajando con triangulos.

1. = Con el comando Recta por dos puntos construya una recta por A y B,

luego por un punto C, exterior a esta recta trace una paralela a la misma.

= Trace con el comando segmento entre dos puntos todos los segmentos
para determinar un tridngulo, incluido el que dio origen a la recta inicial.

= Incluya en la recta b, con el comando Nuevo punto dos puntos, uno a cada
lado de C, de esta manera le quedarén determinados los puntos D y E. Luego
de haber seguido los pasos anteriores, debe haber obtenido una figura como
la que se muestra en Figura 2.

= Con el comando Angulo marque todos los angulos del triangulo: BAC, ACB
y CBA y también los dngulos ECA y BCD. (Recuerde que los dngulos se
toman en sentido antihorario).

= Moviendo el punto C sobre la recta paralela a AB, responda
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FiGgura 2

a) {Como resultan los angulos CAB y ECA?

b) ;Coémo resultan los dngulos ABC y BCD?
Nota: esta es una forma de demostrar la propiedad de la suma de los dngulos
interiores de un triangulo.

2. Con un instructivo similar al anterior podemos mostrar que el drea de un trian-
gulo formado por el segmento AB y el tercer vértice sobre una paralela a la recta
que contiene a A y a B, es siempre la misma. Para lo cual primero deberemos
definir con el comando Poligono al triAngulo ABC tocando consecutivamente
los puntos A,B, C y nuevamente A y luego Area.

3. Dados estos dos segmentos, construya un triangulo de modo que ellos sean dos
de sus lados:

L ]
-]

= ;Es cierto que se puede construir mas de uno? ;Por qué?
= ;Cuénto tiene que medir, como minimo, el tercer lado para que exista el
tridngulo? ;Y su méximo valor?
4. Construya un triangulo con un angulo de 90° y otro de 35° ;Es cierto que se
puede construir més de uno? ;Por qué? ;Cuanto mide el tercer angulo?
5. iConvergen en un punto las rectas que contienen a las alturas de un triangulo?
Si la respuesta es afirmativa: ;donde se encuentra ese punto en los tridangulos
= Rectangulos?
= Acutangulos?
» Obtusangulos?

Trabajando con circunferencias.

6. ;Siempre es posible construir una circunferencia que pase por dos puntos? ;La
solucion es tnica?

7. En una circunferencia de centro A marque dos puntos: C y B. A continuacion
determine los angulos CDB, CEB, CFB, CGB, CHB, todos con vértices en puntos
de la circunferencia y lados que pasan por los puntos C y B, tal como se muestra
en Figura 3.

a) Indique la medida de cada uno de esos angulos.
b) Formule una hipdtesis y verifiquela en otra circunferencia.
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FI1GURA 3 FIGURA 4

Trabajando con cuadrilateros.

8. Construya un cuadrado sin utilizar el comando Poligono Regular.
9. a) Construya, un cuadrilatero con todos sus angulos agudos. ;Cuéantos cuadri-
lateros se pueden construir que cumplan esta condicion?
b) /Y que tengan tres angulos agudos?, jy dos?
10. Estos segmentos son las diagonales de un rombo:

. Es cierto que se puede construir mas de un rombo con la informacion dada?
,Por qué? ;Y si la consigna hubiese dicho un romboide?
11. Estos segmentos son las diagonales de un rectangulo

A

L ]
o

b

LEs cierto que se puede construir mas de uno?, ;jpor qué?, ;v si la consigna hu-
biese dicho un cuadrado?

12. Considere el cuadrado ABCD mostrado en Figura 4 y un punto P interior al
mismo. Al unir P con los vértices quedan determinados cuatro tridngulos.

Analice donde habria que ubicar al punto P, dentro del cuadrado para lograr
que:
a) El area del APB sea mayor que el area del DPC.
b) La suma de las areas de ABP y CDP sea mayor que la suma de las areas de
los otros dos triangulos.
13. A veces es posible trazar una circunferencia que pase por los cuatro vértices de
un cuadrilatero, como sucede con la circunferencia de centro C y el cuadrilatero
EFGH y otras veces no lo es, como sucede con la circunferencia de centro C; y
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FiGgura 5

el paralelogramo MPQR (ver Figura 5). Cuando logramos encontrar una circun-
ferencia que pase por los cuatro vértices de un cuadrilatero, decimos que éste
qued6 inscripto en la circunferencia. Explore y responda: ;qué caracteristicas
tiene que tener ese cuadrilatero para que sea inscriptible en una circunferencia?

Nota: Parte de lo discutido sobre GeoGebra se toma de: http://www.geogebra.org/
cms/ (pagina consultada en junio de 2012).

[1]
2]
[3]
[4]
[5]
[6]

7]
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NUMEROS, ENTRE LA CREACION Y EL DESCUBRIMIENTO
GASTON ANDRES GARCIA

RESUMEN. En el transcurso de la historia de la humanidad, los nimeros surgieron
naturalmente para aplicaciones précticas: contar y enumerar. A medida que las civili-
zaciones avanzaban en su desarrollo, y en particular la matematica que éstas usaban,
se han ido creando por necesidad nuevos conjuntos de nimeros que contenian a los
que se estaban usando hasta ese momento y que servian para nuevas aplicaciones.
En este breve curso describiremos primero el sistema de numeracién maya, y mos-
traremos que este sistema se puede entender en el marco més general de desarrollos
s-adicos. Luego nos concentraremos en la construcciéon de los distintos conjuntos de
nimeros de acuerdo a los desarrollos s-adicos que se usen para describir los Natura-
les y Enteros y finalizaremos con la construccion de los Racionales y los Racionales
p-adicos. Sobre el final, introducimos una breve discusion sobre los niimeros Reales y
los nimeros p-adicos. Intentaremos hacer todo esto tratando de encontrar un balance
justo entre la intuicién y la formalidad. Luego de desandar estos caminos, quizas los
participantes del curso se atrevan a responder si los ntimeros son una construcciéon
formal del ser humano o ya estaban alli y fueron simple descubiertos. O quizas no...
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INTRODUCCION

Inicialmente, para poder realizar sus actividades cotidianas, el ser humano ha utiliza-
do métodos béasicos de conteo y numeracion, como marcas en piedras y bastones, nudos
en una cuerda, etc. A medida que la complejidad de los calculos ha ido avanzando, un
sistema de representacion mas practico fue necesario.

Este trabajo fue financiado parcialmente por ANPCyT-Foncyt, CONICET, Ministerio de Ciencia
y Tecnologia (Cordoba) y Secyt (UNC).
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Independientemente, distintos pueblos en distintos lugares y épocas han encontrado
basicamente la misma solucion. Esta consiste en la simple idea de realizar una marca
distinta cuando se alcanza un determinado ndmero. Este niimero recibe el nombre de
base. Una vez alcanzado este niimero, se sigue anadiendo unidades hasta que se vuelve
a alcanzar por segunda vez y se anade otra marca de la segunda clase. Este proceso
se puede realizar nuevamente, obeniendo una nueva marca para otra cantidad. Dicho
ntmero se transforma en otra base del sistema. En las siguientes figuras se muestran
las distintas bases utilizadas y co6mo se componen los niimeros de acuerdo a las figuras.

29
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La base que maés se ha utilizado ha sido 10, como la que usamos actualmente. Sin
embargo, hay algunas excepciones, como la numeracién maya que usaba 20 y 5 como
bases. Para comprender la manera de realizar los calculos segtin los mayas, describire-
mos su sistema de numeracion y mostraremos en la primera subseccion como operar
con ellos.

El sistema occidental actual fue inventado por los indios y transmitido a Europa por
los arabes. El gran mérito fue la introduccién del concepto y simbolo del cero, lo que
permite un sistema en el que sélo diez simbolos puedan representar cualquier ntimero
por grande que sea y simplificar la forma de efectuar las operaciones.

ar BF Tr 6} Er S.r CIT_IJ" ef
1 2 3 4 5 B 7 8 8
l.- K.r Ar u’ V! ir Or ]T-"Qf
10 20 30 40 50 &0 70 80 90
p.r Gr _L_r U,r [P.r Xr LI)’ m, %r

100 200 300 400 500 600 YOO 800 900

FIGURA 1. Sistema de numeracion griego

Estas notas se dividen conceptualmente en dos secciones. En la primera se introduce
la nocién de base para la descripcién de un sistema numérico y se trabaja explicitamen-
te el ejemplo de los nimeros mayas. A continuacién mostramos como describir y operar
con nimeros enteros sobre cualquier base no nula, de la misma forma que acostumbra-
mos a trabajar en base 10. Para ello, recordaremos primero algunos resultados basicos
de los nimeros naturales y enteros, como es el algoritmo de divisién, y mostraremos
como utilizar la escritura de cualquier ntiimero entero usando una base determinada,
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distinta de cero. La misma se denomina desarrollo s-ddico del ntimero, si s denota la
base.

La segunda secciéon se concentra en el método de agregar inversos a los sistemas y
en menor medida a la completacion de los mismos. Especificamente, describiremos el
método para incorporar inversos a nuestro sistema de numeracién; en el caso de los
enteros obtenemos los racionales, y en el caso de los enteros s-adicos, dependera de la
base s la existencia de un inverso. Finalmente, discutiremos brevemente y en forma
intuitiva la completacion del sistema de numeracion. Asi se obtenienen los reales en
el caso de los racionales, y mas generalmente, los numeros p-adicos en los otros casos
descriptos.

Las notas van acompanadas con una serie de ejercicios que consideramos ttiles para
comprender mejor los temas que aqui se exponen.

1. SISTEMAS DE NUMERACION

En esta seccion analizaremos los sistemas de numeracion estudiando primero el ejem-
plo de los niimeros mayas y después la descripcion de los niimeros enteros usando cual-
quier base, es decir, los desarrollos s-adicos. Finalmente mostraremos las técnicas que
se utilizan para realizar las operaciones de suma, resta y producto; las mismas resultan
ser completamente analogas a las ya conocidas en base 10.

1.1. Los ntimeros mayas. Comenzaremos describiendo el sistema de numeraciéon
que utilizaban los mayas. Se cree que el desarrollo del sistema se debi6 a la necesidad
de medir el tiempo, y particularmente para calculos astronémicos, mas que a una razéon
meramente operativa.

El sistema se basa en agrupar repeticiones de tres simbolos distintos en diferentes
niveles. Asi todos los ntimeros se pueden escribir combinando los simbolos caracol
para el cero, punto para el uno y raya para el cinco. Para facilitar la descripcién,
dibujaremos (©) para el simbolo del caracol. Asi tenemos,

| Simbolo | Namero arébigo |
©) 0

° 1
)

Para describir niimeros mayores o iguales a 20, se utilizan los niveles. Con el primer
nivel, denotamos los ntimeros del 0 al 19, con el segundo, los multiplos de 20, con el
tercero los multiplos de 20 x 20 = 400 y asi sucesivamente. Los niveles se suelen separar
por lineas para evitar confusiones. Sin embargo, si el numero queda bien determinado,
se las suele omitir. Por ejemplo,

‘ Simbolo ‘ Numero arabigo H Simbolo ‘ Ntmero arabigo ‘
. 1-20¢ 5-20!
©) 0 - 20" =20| o o @ 3-20° =103
° 1-20! ° 1-20°
. ©) 0 - 202
11-20° =31 | — 520! = 8100
 — ©) 0-20
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FIGURA 2. Sistema de numeracion maya

Como es de suponer, existe un método para convertir un nimero arabigo a ntimero
maya. Sin embargo, mostraremos el método en la secciéon de desarrollos s-adicos, pues
nuestro primer interés es describir las operaciones usuales utilizando directamente el
sistema de numeraciéon maya y no pasar por su descripcion en nimeros arabigos.

1.1.1.  Operaciones con nimeros mayas. En esta subseccion describiremos las opera-
ciones béasicas con nimeros mayas. Al final de la misma se pueden encontrar ejercicios
que ayuden a comprender el método. Una descripcion més general se podra ver mas
adelante cuando se estudien desarrollos s-adicos, ya que los niimeros mayas se pueden
interpretar como niimeros 20-adicos.

Suma. La suma se realiza simplemente juntando los simbolos en cada nivel, reempla-
zéndolos luego por los simbolos correspondientes en el nivel correspondiente si se tienen
més de 5 puntos o mas de 4 rayas, respectivamente. En particular, cada vez que se tie-
nen cuatro rayas en un nivel, hay que reemplazarlas por un punto en el nivel siguiente
y por un caracol en el nivel inferior si no hay otro simbolo.

Para realizar la suma esquematicamente, pondremos los nimeros uno al lado del
otro en columnas, dado por entendido que sumaremos a ambos. Luego, en una tercera
columna acumulamos los simbolos por filas y realizamos la reducciéon. Por ejemplo,
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Resta. Para realizar la resta entre dos niimeros mayas se procede de forma similar a
la suma. Se colocan ambos nimeros en dos columnas consecutivas, a la izquierda el
minuendo y a la derecha el sustraendo. Para proceder con la operacion, se restan a los
elementos de la primera columna, los elementos de la segunda columna, fila por fila,
comenzando con la fila de mayor nivel. En caso que en una fila los elementos de la
primera columna sean menores que los de la segunda columna, se debe bajar un punto
de la fila superior de la primera columna y transformarlo en 4 rayas en la fila inferior,
y proceder con la operacion. Una vez concluida la sustraccion en una fila se procede
a la siguiente hasta terminar el proceso. Para hacer mas esquemaética la sustraccion,
muchas veces diagramamos el paso de descenso de una unidad de una fila superior a
una inferior copiando nuevamente ambas columnas y dibujando un punto menos en el
nivel superior y 4 rayas en el nivel inferior. Veamos unos ejemplos que clarifiquen el
proceso. En estos primeros ejemplos, supondremos que el minuendo es mayor que el
sustraendo.

B

Ne)
[\]
(\]

En el siguiente ejemplo veremos en el método como podemos bajar las veintenas a
las casillas inferiores inmediatas, convertidas en conjuntos de cuatro rayas o en grupos
de veinte puntos:

(6] [37] (57 ][]

Para realizar sustracciones sin conocer qué ntimero es mayor, procedemos de la misma
forma, salvo que mantendremos ambas columnas en la operacién hasta terminarla. La
resta termina una vez que no hayan quedado simbolos en una columna. Asi, si han
quedado simbolos en la segunda columna y no en la primera, el resultado es negativo.
Por ejemplo, si escribimos esquematicamente la operacion, sabiendo que a la primera
columna le restamos la segunda, tendriamos
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Producto. Algunos autores creen que los mayas realizaban el producto de dos nimeros
a través de la suma, por ejemplo, para hacer 256 x 76, sumaban 76 veces 256. Sin
embargo, si consideramos que los mayas manejaban cifras astronémicas, esto es dificil
de creer. En la literatura se encuentran varios algoritmos para calcular el producto
de dos niimeros mayas, muchos de ellos pasando por una reducciéon a base 10. Como
en estas notas hablaremos de desarrollos s-adicos méas adelante, intentaremos dar aqui
un método rudimentario que nos acerque a una descripciéon apropiada para nuestros

propositos.

Antes que nada, debemos describir el producto entre los distintos simbolos basicos.
A estos resultados los tomaremos como reglas basicas del producto:

O x O] -0 |
O x e [ =0 |
| X |

Para poder realizar productos entre simbolos mas complejos, simplemente tenemos
que separar los simbolos en sumas de los simbolos elementales y respetar la siguiente
regla bdsica: cada vez que hago el producto de los simbolos de la fila n de una columna
con los de la fila m de la otra columna, debo poner el resultado en la fila n 4+ m — 1.

Por ejemplo,

[ ]

| 62 = 62 | 155
L 2N o 00
[N ] oo
= +
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Finalizamos esta subseccion con una lista de ejercicios para que el lector pueda
ejercitar las operaciones bésicas con nimeros mayas.

1.2. Ejercicios.
1. Escribir los siguientes niimeros mayas en ntimeros arabigos:

Simbolo | Ntiimero arabigo Simbolo | Niimero arabigo

©,
©) o oo

2. Realizar las siguientes sumas de niimeros mayas.

[ 2 2N J
2) XXX n . n oo b) ° n ©
— @ —_—
[ B BN BN J
[ 2N J
— [ 2 N J
[ ]
C) | mm—| 4 + . d) | m—| 4+
0 —_—
O
3. Realizar las siguientes restas de nimeros mayas.
[ 2 N J
a) cece| . b) ° _ ©)
— @ —_—
o000
[ N J
C) —_ . [ 3N J d) —_ .
@ —
O)
4. Realizar los siguientes productos de niimeros mayas.
[ B BN BN J [ ]
) < [eoe] b .
— O]
— T ) [ ]
C) | m—| X o d) X o
©) TR
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1.3. Naturales, enteros y desarrollos en distintas bases. Comenzaremos esta
seccion recordando algunas propiedades bésicas de los niimeros naturales y enteros.

1.3.1. Definiciones bdsicas. Desde chicos, todos tenemos una idea intuitiva de los
ntmeros naturales. Si le preguntamos a cualquier persona cudles son estos niimeros,
seguramente nos dirdn 1,2,3,4,5,..., etc. La primera aproximacién a los nimeros
naturales se obtiene al contar elementos de un conjunto finito. Para describir la cantidad
de elementos de un conjunto que no tiene elementos, agregamos el simbolo 0 a nuestro
conjunto. Asi, si N denota el conjunto de los niimeros naturales, con Ny denotamos el
conjunto de los nimeros naturales méas el elemento 0, esto es Ng = NU {0}.

Existen varias definiciones formales de los nimeros naturales, sin embargo, por la
naturaleza del curso s6lo daremos una idea de una de las mismas.

A fines del siglo XIX, Giuseppe Peano (1858-1932) dio una definicion axiomaética
de los niimeros naturales. La clave de la definicion de Peano es la nociéon de sucesor:
todo nimero natural tiene un sucesor, que se obtiene suméandole 1. Para entender los
axiomas de Peano, observemos que el conjunto de los nimeros naturales cumple las
siguientes propiedades:

1. El 1 es el inico niimero natural que no es sucesor de ningiin nimero natural.

2. Siay bson dos nimeros naturales distintos, el sucesor de a es distinto del sucesor
de b.

3. Si K es un subconjunto de N tal que 1 € K y vale que el sucesor de cualquier
elemento de K también esta en K, entonces K = N.

Peano descubri6 que estas propiedades alcanzan para definir a los nimeros naturales,
en el sentido de que cualquier conjunto con una funcién sucesor que satisfaga las 3
propiedades anteriores es equivalente al conjunto de ntimeros naturales.

El conjunto de los nimeros naturales tiene dos operaciones importantes: suma y
producto. Como sabemos, la suma y el producto de nimeros naturales son operaciones
asociativas y conmutativas. El 1 es el neutro para el producto, y la suma no tiene ele-
mento neutro en N, pero si en Ng: el 0. Ademas, estas dos operaciones estan relacionadas
por la propiedad distributiva.

Por otro lado, si restamos dos ntimeros naturales m — n, su resultado sigue siendo
un ntimero natural si m es mayor a n. Sin embargo, si m es menor o igual que n, su
resultado no es un niimero natural. Diversas situaciones de la realidad llevan a consi-
derar operaciones como éstas, por lo tanto, resulta natural la necesidad de incorporar
otros simbolos para poder realizarlas. Por ejemplo, si tenemos $3.500 en el banco, no
podemos emitir un cheque por $4.750, salvo que el banco nos preste la diferencia, en
cuyo caso generariamos una deuda con el banco. Para informarnos de esta situacion,
el banco nos mandaria en el proximo resumen de cuenta el detalle donde conste que,
en este caso, el saldo de nuestra cuenta seria de $3.500 - $4.750 = -$1.250, es decir que
le deberiamos $1.250 al banco.

Sin embargo, con agregar los niimeros naturales negativos nos bastaria, pues si m es
menor que n, entonces m —n = —(n —m) y n —m es un nimero natural. Se definen
entonces los nimeros enteros Z como la uniéon de los nimeros naturales, el 0 y los
numeros naturales negativos:

Z=NU{0}U—N.
Observar que, de acuerdo a nuestra introduccion, un nimero entero negativo puede

ser definido como la diferencia de dos niimeros naturales. Por ejemplo —2 = 3 — 5, de
donde puede asociarse el nimero —2 con el par ordenado (3,5). El problema es que
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(4,6), (11,13) y otros infinitos pares ordenados también dan como resultado —2 al
restar sus componentes. ;De qué forma podemos definir sin ambigiiedad —27
Teniendo en cuenta que distintos pares ordenados (m,n), (m’,n’) de nimeros na-
turales pueden tener la misma diferencia, entonces le asignaremos el mismo nimero
entero si
m—n=m'—n'
Como hemos dicho anteriormente, el inconveniente es que las restas no pueden efec-
tuarse en N si m < n. Pero este problema se puede solucionar si escribimos la ecuacion
anterior de la forma
m4+n =m' +n,
y esta operacion es correcta en N, ya que la suma de cualquier par de naturales es un
nimero natural.
Entonces, estamos en condiciones de definir en N x N la relacion ~ dada por:

(m,n) ~ (m',n') siysolosim+n"=m'+n.

No es dificil ver que esta relacion es de equivalencia; por lo tanto, produce en N x N
una particion en clases de equivalencia, cada una de las cuales puede ser asociada a un
Ginico nimero entero y viceversa. Si denotamos por [(m,n)] la clase de equivalencia del
par (m,n), para cada par de naturales m y n, resulta, por ejemplo que

(4,7) ~ (1,4) ~ (22,25) ~ (185, 188).

Se define entonces m —n € Z como cualquier representante de la clase [(m,n)]. Expli-
citamente, se define el opuesto de cada ntimero natural n como:

—n=[(1,n+1)].
Ademas, el cero puede obtenerse como 0 = [(n,n)] para cualquier n € N.

1.8.2.  Algoritmo de division y Teorema Fundamental de la Aritmética. Como estas
notas estan referidas a distintas representaciones de los sistemas de numeracién, supon-
dremos que el lector esta familiarizado con las operaciones bésicas en Z y recordaremos
dos teoremas fundamentales que nos serviran en las secciones siguientes. Para més de-
talles de las operaciones en Z con esta definicion, ver [5].

Sean a,b € 7Z. Recordemos que decimos que a divide a b si existe ¢ € Z tal que
b= a-q. En ese caso, decimos que ¢ es el cociente de la division de b por a.

Para expresar simbolicamente este hecho, se escribe a|b. También se dice que b es
divisible por a, o que a es un divisor de b. Por ejemplo, 2 divide a 2 (en efecto, 2 = 1-2);
2 también divide a 4,6, 8,20, —2, —10, —12, y a todos los nimeros pares. Justamente,
un nimero es par si es divisible por 2.

En la escuela primaria, hemos aprendido a realizar divisiones de ntimeros naturales
dando como resultado su cociente y su resto. Por lo dicho anteriormente, si su resto
es 0, decimos que el divisor divide al dividendo. Por ejemplo, la divisién 2351 por 5 se
hace como sigue

2351 |_5
35 470
01
1

En este caso, escribimos 2351 = 5-470+41 y decimos que el cociente de dividir 2351 por
5 es 470 y su resto es 1. Este proceso se puede realizar para cualquier par de niimeros
enteros a y b con la tnica condiciéon que b no sea nulo. Al mismo se lo denomina el
algoritmo de division y se enuncia como sigue:
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Teorema 1.1. Sean a,b € Z con b # 0. Entonces existen q,r € Z tales que a = q-b+r
y 0 <r <|bl. Ademds, q y r son tunicos con esta propiedad, es decir, sia =q-b+r =
q-b+7r" con0<rr" <|bl, entonces ¢ =q yr =r". En este caso, q se denomina el
cociente y r el resto de la division de a por b.

El algoritmo de divisién serd de suma utilidad en la descripcion de los desarrollos
s-adicos de la siguiente seccion.

Recordemos que un nimero entero p # 0 se dice primo si acepta solamente 4 di-
visores; los mismos son exactamente 1, —1,p y —p. Por ejemplo, 2,3,5,7,11,13,17,19
son los numeros primos menores que 20. En la actualidad, el mayor niimero primo
conocido es 24312609 _ 1 que tiene 12.978.189 de digitos (43.112.609 es primo). Este
fue descubierto en el ano 2008 gracias a GIMPS (ver http://www.mersenne.org/), un
proyecto de computadoras en red que se dedica a buscar niimeros primos grandes. Por
el descubrimiento GIMPS obtuvo el premio ofrecido por la EFF de u$s 100.000. Aun
se halla vacante el premio de u$s 250.000 a quien descubra el primer niimero primo con
mas de 1.000.000.000 de digitos, ver https://www.eff.org/awards/coop.

Los ntimeros primos cumplen un rol crucial en la descripcion de los nimeros enteros.
Esto se ve claramente en el Teorema Fundamental de la Aritmética, que afirma que
todo nimero entero no nulo se escribe, salvo un signo, como el producto de un nimero
finito de ntimeros primos positivos. A esta descripcion se la suele llamar factorizacion
del ntimero entero.

Finalizamos esta subseccion recordando el teorema fundamental de la aritmética.

Teorema 1.2. Sea a € Z tal que a # 0,1, —1. Entonces existen numeros primos
positivos py, ..., ps tales que

a=pi-pz---ps sia €N 0 a=—p1-pz---ps sia € —N.
Mids atin, la factorizacion es unica salvo el orden.

1.5.8. Desarrollos s-ddicos. Usualmente escribimos los nimeros enteros en sistema
decimal, es decir, en cifras cuyos digitos van del 0 al 9:

10; 1235; 928,

y desde pequenos aprendimos a operar con ellos. Los métodos para operar con los
ntmeros racionales se basan en el hecho que éstos se expresan en forma decimal

10 =1- 10,
1235 =1-10+2-10°+3-10 + 5,
928 =9-10* +2-10 + 8.
Asi, 3,1416 - 10 = 31,416 se puede ver como
(34+1-107"+4-102+6-10°)-10=3-10+1-10°+4-10"' +6 - 1072 = 31, 416.

Ademés de utilizar la base 10, esto puede hacerse con cualquier nimero entero s no
nulo. La idea es expresar cualquier nimero entero m como una expresion polindémica
en s cuyos coeficientes sean niimeros naturales mayores o iguales a 0 y menores a |s|.
A este desarrollo se lo denomina desarrollo s-ddico de z. Por ejemplo,

2351 =3-5+3.5544.5240-5+1,

es el desarrollo 5-a4dico de 2351.
Para encontrar los desarrollos s-adicos de un nimero entero m se utiliza el algoritmo
de division de la siguiente manera: primero se divide m por s. Luego, al cociente de
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dicha divisiéon se lo divide por s y asi sucesivamente hasta llegar a un cociente que
sea menor que s. La sucesion (en orden inverso) dada por los restos de las sucesivas
divisiones son los coeficientes de la expresion en potencias de s. Por ejemplo,

2351 |_5
35 470 |5
01 20 94 |5
1 0 44 18 |

|~
w
[eY ot

Los sucesivos restos, en orden inverso, dieron 3 3 4 0 1, quienes son exactamente los
coeficientes de la expresion dada anteriormente. Veamos por qué sucede esto. Utilizando
el algoritmo de division escribimos en cada paso al dividendo como la suma del cociente
por el divisor mas el resto:

2351 =470-54+1=(94-5+0)-5+1=94-524+0-5+1
=(18-54+4)-524+0-54+1=18-5°+4-5"4+0-5+1
=(3-5+3)5°+4-5°4+0-5+1==3-5"+3-5+4-52+0-5+1

Escribimos entonces 2351 = (2351);9 = (33401);5 para especificar sobre qué base esta
escrito el desarrollo s-adico. Aunque resulte redundante escribir 2351 = (2351);, lo
haremos cuando queramos acentuar la base del desarrollo. Asi,

2351 = (2351)10 = (100100101111),
37 = (37)10 = (201)g
1024 = (1024)10 = (714) 15

Teorema 1.3. Sea s € N, s > 1. Para todo n € N existe una expresion polinomial en
s, llamado el desarrollo s-ddico de n, del tipo siguiente

t
n= E a;s" = a;8" + -+ a5 + ap,
i=0

donde a; € Z, 0 < a; < s. Dicho desarrollo es tinico, en el siguiente sentido: si
t h
ZaiSZ:ijsj, 0<14,7<s, az # 0 # b,
i=0 §=0

entonces t = h y a; = b; para todo 1 < ¢ < t = h. En tal caso decimos que
(azai_1 -+ - ajag)s es el desarrollo de n en base s.

Demostracion. Probaremos el teorema por induccion global. Si n = 1, el desarrollo
s-4dico de 1 es 1.s" y el teorema es cierto. Supongamos que el teorema ha sido probado
para todos los enteros positivos menores que un cierto entero positivo £ y probemos
que el teorema es cierto para k.

Por el algoritmo de division tenemos que
k=s-q+r, 0<r<s.
Miés atin, podemos suponer que s < k pues si k < s, entonces su desarrollo s-adico es
k=0-s+k sik<s,
k=1-s40, sik=s.
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Luego, de suponer que s < k se sigue que 0 < ¢. Por lo tanto, como 1 < s tenemos

g<q-s<q-s+r=k.
Por otro lado, por hipétesis inductiva, el teorema vale para ¢, es decir, existe una
expresion polinomial en s tal que

t
q:ZaiS’:at5t+~--+a13+ao, 0<ag; <s
i=0

Asi,

t
k=q-s+r= (Zais’) s+r=(ws'+ - +ars+ag) - s+r
i=0

t+1 2
=as' 4+ a8’ +ags +

que es un desarrollo s-adico de k, lo que prueba la primera parte del teorema.

Veamos la unicidad. Supongamos que existen dos desarrollos s-adicos
t h
Zai(sl:ijsj, 0<1i,5<s, ar# 0 F# by.
i=0 =0

Entonces

t h
aop + (Z aisi1> - S = bo + (Z bj5j1> - S.
i=1 j=1

Como 0 < ag, by < s, de la unicidad en el algoritmo de division se sigue que

t h
apg = bo y E CLiSZil = E bijil.
=1 j=1

Aplicando la hipdtesis inductiva en el término de la derecha, resulta que t = h'y a; = b;
para todo 1 < i < h =t,y el teorema queda demostrado. U

Observacion 1.4. La escritura decimal que estamos acostumbrados a usar en los niime-
ros enteros no es ni mas ni menos que el desarrollo 10-adico.

1.3.4. Operaciones con desarrollos s-ddicos. Las operaciones, suma, resta, multipli-
cacion y division, se realizan de manera muy similar a las operaciones en desarrollo
decimal o 10-adico. En esta seccion discutiremos cémo se realizan estas operaciones en
otras bases.

Suma. Calculemos la siguiente suma: (4412)5 + (301)5. Para comprender la regla, es-
cribamos primero los desarrollos como expresiones polinémicas y realicemos la suma

(4412)5 =4-5°+4-5°+1-5+42
(301)5 = 3:5°+0-5+1
4-5°47-5°4+1-543

El resultado obtenido es 4-53+7-5241-5+3, que no es un desarrollo s-adico pues hay
un coeficiente que es mayor que 5. Sin embargo, 7 =5+ 2, luego 7-5% = (5 +2) - 5% =
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1-5%+2-5%y asi
4-5°4+7-5241-543=4-54+1-534+2.52+1-5+3
=5-55+2-52+1-5+3
=1-5"+0-5°+2-5°+1-5+3
Luego, (4412)5 + (301)5; = (10213)5. Claramente, la suma se realiza de forma anéaloga
a la que estamos acostumbrados. Sumamos las cifras correspondientes y cada vez que
superamos s, en este caso 5, debemos sumar 1 a la cifra siguiente, es decir, utilizando

congruencias y “llevandose unidades”. Para realizar las operaciones, no especificaremos
la base sobre la cual estamos trabajando para no entorpecer la notacién.

+14+1412
+ 301
10213

Calculemos ahora la suma (345)g + (523)6 + (1155):
LR R S

5 2 3
+ 1 1 5 5
2 5 1 1

Asf (345)6 + (523)g + (1155)g = (2511)s.

Orden en desarrollos s-ddicos. Sabemos que en los enteros existe un orden. ;Como se
refleja este orden en los desarrollos s-adicos?

Sean a = (aya;_1 - a1a9)s y b= (bpbp_1 -+ b1by)s dos niimeros naturales expresados
en base s y supongamos que a # b. Luego, a = a;s' + a5 + -+ + a5 + aqo,
b=1bs" +by_15"1+ .- 4 bys+byy por el orden en los naturales tenemos que a < b
si y so6lo si

CLtSt + CLt_lStil + - t+as+tag < thh + bh_18h71 + -4+ bis+ bo
St<hot=hya, <by,,
donde m = max {1 < i <t = h| a; # b;}; tal m existe pues estamos suponiendo que

a # b. Esto se refleja en el desarrollo en base s como el orden lexicografico (o el orden
del diccionario):

(agag_q1 -+ -arap)s < (bpbp—1---bibg)s &t <hot=hy ap < by,
donde m = max {1 < ¢ <t = h| a; # b;}. Por ejemplo, (2020); > (121)3, (201)3 >
(121); v (210)3 > (200);5 > (21)s.

Resta. Primero describiremos la operacion de la resta utilizando el orden dado en la
subseccion anterior, de manera tal de asegurarnos que el resultado sea un nimero
natural. Consideremos primero un ejemplo: tomemos 60 = (2020); y 16 = (121)s.
Claramente, 60 — 16 = 44 y 44 = (1122)3. Pues bien,

(2020)3 =2-3*+0-3*+2-3+0
- (121)5 = 1-3*+2-3+1
2:33—-1-324+0-3-1
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Al igual que para la suma, el resultado obtenido no es un desarrollo 3-adico. Para
lograrlo, debemos operar de la siguiente manera:

2.3%-1.3240-3-1=1-343-32-1-3240-3—-1
=1-334+2-324+1-32-1-324+0-3—-1
=1-33+2-32-1-3243-3'4+0-3-1
=1-33+2.-32-1-324+2-3+1-3-1
=1-334+1-32+2-34+43-1
=1-33+1-32+2-3+2.

Luego, la resta se realiza de forma andloga a la que estamos acostumbrados: restando
las cifras correspondientes y cada vez que debamos restar una cifra mayor a una que
es menor, debemos tomar prestado de la cifra anterior s unidades, en este caso 3, y
debemos restar 1 a la cifra siguiente, es decir, utilizando congruencias y “sustrayendo
unidades”

2 0 271 *30 2 01 T30 271 3071 31 30
— 1 2 1~ — 1 2 1~ = 1 2 1
2 2 1 1 2 2

Calculemos ahora (20341)5 — (2340)5 y (3216)7 — (426)7:

271 +5071 +5371 +50 1
— 2 3 4 0
1 2 4 11

Asi (20341)5 — (2340)5 = (12411)5; y

371 +7271 +71 6
— 4 2 6
2 4 6 0

lo que implica que (3216)7; — (426); = (2460).

Producto. Al igual que para la suma y la resta, calculemos en un ejemplo el producto
usando los desarrollos como expresiones polinémicas y aplicando la ley distributiva.
Veamos cuanto es (121)5 x (2020)s:

(121)3 x (2020)3 = (1-3* +2-3+1) x (2-3°+0-3°+2-3+0)
=2-3344-3"+2-334+2.-3344-32+2-3
=2-3"4+4-3"+4-3°44-3°+2-3.
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Para escribir el resultado en base 3, debemos reducir la expresion 2 - 3% +4 - 3* + 4 -
334+ 4-3%242-3 aun desarrollo 3-adico. Para ello, procedemos como antes
2.3 +4-3"+4-3+4-3+2-3=
=23 +3B+1)-3"+B+1)-F+B+1)-3*+2-3
=2-3%+3°4+1-3"+3* +1-3%4+3+1-32+2-3
=3-3+2-3'+2-3+1-324+2-3
=1-3°40-3+2-3"+2-3+1-3°+2.3.
Asi, (121)5 x (2020)3 = (1022120)3 y claramente la multiplicacion se realiza de for-
ma muy similar a la que estamos acostumbrados, salvo que luego de multiplicar las
cifras, debemos sumar usando la regla de la suma dada anteriormente. En el algoritmo

que presentamos, usaremos en un paso intermedio digitos mayores que la base s para
simplificar la operatoria. Veamos el esquema:

20 20
X 1 21
2.0 2 0
tlig 0 40
+19 0 2 0
1 0 2 21 20
Calculemos otros ejemplos, (234)5 x (1001)5 y (210)g x (341):
1 0 0 1 210
X 2 3 4 X 3 4 1
4 0 0 4 2 1
3 0 0 3 g 4 0
2 0 0 2 26 3 0
3 4 2 3 4 1 2 0010

Luego, (234)s x (1001)5 = (234234)5 v (210)g x (341)g = (120010)s.

Desarrollo s-ddico de enteros negativos. Hasta aqui hemos visto que todo nimero en-
tero positivo admite un desarrollo s-adico, s € N, y como tal posee una escritura en
base s que denotamos como una sucesion de nameros a; tales que 0 < a; < s. j Admiten
los niimeros enteros negativos una escritura similar? Veamos,

—1=(s—1)—s
=(—1D+[(s—1)—s5-s=(s—1)+ (s —1)s — &
=(—1D+(s-Ds+[(s—1)—s]-s=(5—1)+(s—1)s+(s—1)s* — 5>
=(—1D+(-Ds+(s—1Ds*+[(s—1)—s] -5
=(s—1D+(s—1Ds+(s—1)s*+ (s —1)s* — s*

Si aceptamos escibir formalmente infinitos sumandos, siguiendo con el procedimiento
anterior tendriamos que

—1=(s=1)+(-1s+(s—1)s*+(s—1)s>+ (s = 1)s* + (s —1)s° + - --

Por lo tanto, podemos definir
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—1=(..(s=1(s—=1D(s—1)(s—1))s
como escritura s-adica de —1. Analogamente, —s = (... (s — 1)(s — 1)(s — 1)0)s.
Ejemplo 1.5. (a) Escribamos —2 en base 3. Sabemos que —2 =1 mdd 3 es decir, el
resto de dividir —2 por 3 es 1. Como —3 = (...,2,2,2,2,0)3 tenemos que
—2=D)s+(...,2,2,2,2,0)3=1(...,2,2,2,2,1)3
(b) Escribamos ahora —12 en base 7. Sabemos que —12 =2 mdéd 7, es decir, el resto
de dividir —12 por 7 es 2 y asi
—12=—(1-7T45)=-5—-7T=2-7-7
=(2);+(...,6,6,6,6,0)7+(...,6,6,6,6,0)7
=(...,6,6,6,6,2)7 +(...,6,6,6,6,0);
El célculo de la suma en este caso lo podemos realizar al igual que en el caso de

finitas cifras, salvo que ahora debemos determinar quiénes seran los coeficientes, que
son infinitos

.. 6 tle 6 6 2
+ ... 6 6 6 6 0
6 6 6 5 2

Es claro que salvo las dos primeras cifras, todas las demas cifras son 6. Asi —12 =
(...,6,6,6,5,2)7. Observar que 12=1-7T+5yque5=6—-1, 2=7—5.

La altima observacion hecha en el ejemplo anterior, vale en general.

Lema 1.6. Si (aja;—1...a1a9)s es el desarrollo en base s de un nimero entero positivo
a, entonces el desarrollo de —a estd dado por

(..(s=D(s=D[(s=1)—a[(s=1) —ar_1] ... [(s = 1) — a1](s — ap))s-
]

Ejemplo 1.7. (a) Escribamos —2873 en base 7. Como 2873 = (11243)7, por el lema
anterior tenemos que

—2873 = (...666(6—1)(6—1)(6—2)(6—4)(7T—3))r=(...66655424);
(b) Notar que si —m = (... (s — 1) (s — 1) my ...mg)7 entonces

-m-T""=(_..(s—=1)(s—=1)my...mpy0...0)7.
(5= 1) (s=1)me..mo Q. 0)r
n—uveces
Como consecuencia de este lema tenemos que los niimeros enteros negativos estan
representados por sucesiones infinitas tales que s6lo un niimero finito de cifras es distinta

de s — 1 y éstas estan al principio de la sucesion.

Consideremos ahora el conjunto de todas las sucesiones cuyos coeficientes cumplen
que son enteros no negativos menores que s:

Zs =A{(...azasa1a9)| 0 < a; < s}.
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A este conjunto se lo denomina el anillo de enteros s-adicos. Luego, por construccion
tenemos que

NC Z C Zs,,

donde los nimeros naturales estan representados en Zg como las sucesiones que tienen
solo finitas cifras no nulas. Mas aun, las inclusiones son propias pues una sucesién que
no se estabiliza en (s — 1) o en 0 no representa un namero entero.

1.4. Ejercicios.

1. Escribir 1024 en base 2, 3, 4y 5.

2. Escribir en base 10 los siguientes ntimeros:
a) (11110)3; (100002)s3.
b) (170)s; (21)s.
¢) (110)11;(185)1;.

3. Calcular:

a) (1212)3+ (102)3 + (22)3;(220)3 — (102)3; (111)3 x (21)3; (12001)3 x (12)3.
¢) (1212)3+ (21)g — (1101)9; (231)5 x (11)3.

4. Probar que mediante pesas de 1, 3, 9, 27, 81, ... unidades es posible pesar, y en
forma univoca, cualquier cuerpo cuyo peso sea un nimero entero de unidades,
siempre que sea posible utilizar ambos platillos para colocar pesas.

5. Probar que los desarrollos s-adicos pueden efectuarse para valores s < 0.

Ayuda: Desarrollar en base —s y notar que si 0 < t < |s|, entonces —t =
(|s| = t) + s. Por ejemplo, en base —5 :

17=2+3-5=2+(=3)-(=5) =2+2-(=5)+1-(=5)*= (122) _s.

6. a) Escribir en el sistema binario negativo (base —2) los siguientes niimeros dados
en el sistema decimal: —10, —9,..., =1, 1, 2,..., 9, 10.
b) Dado a = (323414);, expresar a y —a en base —5.
7. Considere el anillo de enteros s-adicos Z;.
a) Probar que (...000), es el neutro para la suma y que (...001) es el neutro
para el producto.
b) El inverso aditivo de un elemento (... asajag)s esta dado por la sucesion

(..[(s=1)=as][(s = 1) — a1](s — ap))s-
Siao=(...aa0ap,a_10_3...a_p,), € Z, ;Cudl es su inverso aditivo?
8. Calcular (11);, (2)37, (3);"

2. CONJUNTOS DE NUMEROS

2.1. Racionales y Reales. Aligual que sucede con los ntimeros enteros, la construc-
cion de los niimeros racionales proviene de la necesidad de considerar nuevas cantidades
que representen valores que den soluciones a problemas determinados. Por ejemplo, si
tenemos una flauta de pan y queremos repartirla en partes iguales entre 13 personas,
deberiamos dividir exactamente la flauta en 13 partes. Si denotamos = a cada pedazo,
como son todos iguales (miden y pesan lo mismo), tenemos que 13z es la flauta entera.
Asi, cada uno deberia tener una 13ava parte de la flauta, es decir, % de la flauta. Con
este ejemplo simple, vemos que es necesario contar con el inverso multiplicativo del 13,
ya que tendriamos que 13 - 1—13 =1.
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Entonces, podemos tratar de agregar inversos para el producto en el conjunto de
los nimeros enteros. Sin embargo, ya al comenzar nos encontramos con un problema
importante. A saber, multiplicar por cero mata a todos los elementos, pues 0 x 1 =
0,0x2=0,0x(—=1) =0, etc.

Esto hace que, si queremos agrandar el conjunto de ntimeros enteros de forma tal que
todo nimero tenga inverso, no vamos a poder hacerlo. Esto es porque el cero no puede
tener inverso si queremos que el conjunto construido siga teniendo las propiedades que
tiene el conjunto de niimeros enteros. En efecto, supongamos que agregamos un simbolo
% que sirve como inverso multiplicativo del cero, es decir 0 X % = 1 = % x 0. Usando
la propiedad asociativa para el producto tenemos que:

I1=0x%x=3x0)x*k=3x(0x%)=3x1=3,

lo cual es una contradiccion. Como no hay manera de construir un conjunto que con-
tenga los enteros y en el cual el nimero cero tenga inverso multiplicativo, tratemos de
agrandar el conjunto de niimeros enteros de manera tal que en el conjunto construido
todos los niimeros enteros, salvo el cero, tengan inverso multiplicativo.

La manera intuitiva de hacerlo es considerar fracciones, esto es, cocientes de la forma
n/d donde n y d son enteros y d no es cero, dado que el cero no puede tener inverso. En
tal expresion, al nimero n se lo llama numerador y al ntimero d se lo llama denominador
de la fraccion. Sin embargo debemos ser méas precisos si queremos dar una definicion
correcta, pues por ejemplo, la fraccion % y la fraccion % representan ambas el mismo
nimero, a pesar de que son dos fracciones distintas.

Como los ntmeros racionales representan cantidades, la idea de que un ntmero ra-
cional es una fraccion no es del todo correcta, porque fracciones distintas pueden repre-
sentar el mismo nimero racional. Veremos cémo solucionar este problema haciendo que
a cada fraccion le asociemos un ntmero racional, aunque distintas fracciones pueden
representar lo mismo.

Podemos pensar el conjunto de fracciones como {(n,d) : n,d € Z,d # 0}, donde el
par (n,d) € Z x Z representa la fraccion 5

Si dos fracciones § y < representan la misma cantidad, diremos que son fracciones
equivalentes y escribimos 3 ~ <.

Es facil convencerse de que las fracciones % y % representan la misma cantidad, porque
si partimos el elemento unidad en 4 y tomamos dos pedazos, terminamos tomando la

mitad del elemento unidad. De igual modo, es claro que las fracciones 1 y % también

2
representan la misma cantidad. Pero si nos dan las fracciones % y %, a pesar de que

representan la misma cantidad, no es tan claro el por qué. Para entender mejor el
problema, asumamos el siguiente principio bastante intuitivo: si ¢ € N, entonces las
fracciones % y ’;—Z representan la misma cantidad. Llamativamente, esto nos alcanza
para determinar si dos fracciones a ¢ y ¢ representan la misma cantidad. Simplemente,

tomamos una escala que sirva para las dos. Asi

a a-d ¢ b-c
b b-d d b-d
Entonces las fracciones representan el mismo nimero racional solamente cuando se
tiene que a - d = b - c. En conclusién, hemos probado que
a c

777 si y solo si a-d="0b-c.

Por lo tanto, para definir el conjunto de los nimeros racionales, procederemos de
forma analoga a la que procedimos para definir el conjunto de nimeros enteros y
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definimos en el conjunto {(n,d) : n,d € Z,d # 0} la relacién de equivalencia dada por

7~ Ssiysolosia-d=b-c. Luego, definimos el conjunto Q de niimeros racionales como

el conjunto de clases de equivalencia del conjunto de fracciones por la esta relacion,
esto es,
Q:={(n,d): n,de€Z,d#0}/ ~

Dentro de todas las fracciones 3 que representan el mismo ntimero, hay una que se
destaca sobre las otras. La misma se denomina irreducible y cumple con la propiedad
que b es positivo y el maximo comin divisor entre a y b es 1.

2.2. Representaciéon decimal de los nimeros racionales. Hemos visto en la
seccion anterior que los niimeros enteros se pueden representar con los digitos 0,...,9
si lo escribimos en base 10, o més generalmente, con los digitos 0,1,...,|s| — 1 si los
escribimos en base s. En esta subseccién intentaremos seguir el mismo principio para
describir a los niimeros racionales. Por ejemplo, si hacemos

3145 3000 100 40 5 4 5
To0 — et —+— =30+1+—+—=3-10"+1-10"+4-10"" +5-10".

100 100 100 100 10 100
tenemos que ==2 admite un desarrollo en base 10, pero con potencias negativas. Si

3145
. . 100 . . . . .
escribimos los coeficientes de potencias negativas a la derecha del coeficiente de potencia
0 luego de una coma, tendriamos que 345 se escribe como 31,45 en base 10. En lo que

100
resta de esta subseccion, mostraremos como escribir cualquier nimero racional en base

10.

Para poder encontrar la escritura en base 10 de cualquier nimero racional, usaremos

el algoritmo de division de los nimeros enteros. Si el ntimero racional es 3, podemos

suponer que b es positivo y escribimos a = b - ¢ + r, donde 0 < r < b. Entonces
a q-b+r r

b b %
Como 0 < r < b, tenemos que 0 < 7 < 1y se deduce que todo niimero racional se
escribe como un niimero entero més un ntimero racional entre 0 y 1. Por ejemplo,

325 81-4+41 1
— = — =81+ -,
4 4 4
asi, basta saber como es la escritura decimal de }l para obtener la escritura decimal de
%5. En este caso tenemos que

1 25 20 5 2 )
= = - = _:2‘1—1 _1—2
4 100 100+ 100 10+ 100 04510

lo que implica que }L es 0,25 en base 10 y por lo tanto 34@ = 81, 25.

En caso de no haber sabido que i = % procedemos de la siguiente manera: debemos
hallar 0 < aq,a9,...,a; < 9 tales que i = 0,a1as...a;. Como 10 - % = a1,0Qs...a,
para sacar a; basta proceder como hicimos anteriormente. Asi, luego de una cantidad
finita de pasos tenemos un ntimero entero como resultado y asi obtenemos todos los

coeficientes del desarrollo decimal. En nuestro ejemplo,

1 10 2-442 2
0 4 4 4 * 4
lo que muestra que a; = 2. Para hallar ay, debemos hacer
220
10— =—=5.
4 4

Como el resultado es un nimero natural, el algoritmo finaliza y tenemos que %‘ =0, 25.
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En lo que sigue, describimos el método en general. Dado ¢, para calcular su desarrollo
decimal debemos

1. calcular el cociente y resto de la divisiéon de a por b. Llamemos ¢ al cociente y r
al resto;

2. sir es cero, terminar y mostrar ¢ como respuesta. Caso contrario, poner ¢ y una
coma en lo que sera la respuesta;

3. calcular el cociente y resto de dividir 10 - r por b. Llamemos ¢ al cociente y r al
resto. Pegar ¢ a la derecha de lo que sera la respuesta;

4. si r es cero, terminar y mostrar la respuesta. Caso contrario, volver al paso 3.

Veamos como funciona el algoritmo calculando la expresion decimal de %

1. Calculamos cociente y resto de dividir 31 por 25. Asi tenemos 31 =1-2546y
q =1, r =6. Por lo tanto,

31 1-25+46 6

— = =14 —,

25 25 25
v la parte entera es 1.

2. Multiplicamos 6 por 10 y calculamos el cociente y resto de dividir 60 por 25:
60 =2-254+10y g = 2, r = 10. Entonces el primer digito decimal es 2, o sea
hasta ahora % =1,2...

3. Multiplicamos el resto 10 por 10 y calculamos el cociente y resto de dividirlo
por 25. Asi, 100 =4-25y ¢q = 4, r = 0. Como el resto es 0, terminamos, y la
expresion decimal de 2} es 1,24.

Si realizamos el procedimiento para % tenemos que el primer digito es 3 ya que
10 = 3-341. Como el resto es 1, el segundo digito también es 3 ya que si multiplicamos
el resto 1 por 10 y dividimos por 3 tenemos nuevamente 10 = 3 - 3 + 1. Luego, % tiene
un desarollo decimal infinito dado por

1 _
520,33333...20,3.

Observacion 2.1. Observar que el desarollo decimal no es dnico. En efecto, para % el

algoritmo nos da 0,33333... = 0, 3. Pero por otro lado tenemos que
1—1+1+1—09999 =0,9
=3t3+t3=0 ...=0,9.

Es decir, 1 admite dos desarrollos decimales distintos si permitimos infinitos decimales.
Mas atn, todo ntamero racional admite dos desarrollos decimales distintos, por ejemplo
3,1416 = 3,14159.

Hemos visto que algunos ntimeros racionales admiten finitos digitos en su escritu-
ra decimal y otros infinitos. Veamos como diferenciamos ambos casos. Si un nimero

racional { admite un desarrollo decimal finito, digamos 7 = 20100,0_10_3...G_¢ CON

0 <ay,as,...,a; <9, multiplicando por 10! tenemos que

a
1Ot6 = A241A0A_1A_9 ...0_¢ € 7.

Entonces se tiene que
a 2010 —_1A_9 ...A_¢

b 10t
Por ejemplo, si § = 31415,92 entonces 102 - ¢ = 3141592 lo que implica que % =

b b
31?‘(1)392 = 782298, donde la ultima fraccion es irreducible. Asi el denominador de la

fraccion irreducible es un divisor de 10? en cuyo caso en su factorizacién aparecen
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solamente potencias de 2 y 5. Esta idea que reflejamos en un ejemplo particular sirve
para una expansion decimal cualquiera.

Reciprocamente, si una fraccion tiene solo potencias de 2 y de 5 en su denominador,
multiplicando por una potencia de 10 correspondiente se obtiene un nimero entero y
de aqui se deduce que el desarrollo decimal es finito, por ejemplo, si tenemos la fracciéon
—%7 entonces como 80 = 16 - 5 = 2* . 5 tenemos que

427 ‘
10* . ( ) = 5% (—427) = 53375

80
lo que implica que —% = —% = 5,3375 y por lo tanto, admite una expresion

decimal finita.

Veamos ahora que todo nimero racional tiene una expresion decimal periddica y a
la vez que toda expresion decimal peridédica corresponde a la expresion de un ntimero
racional. Ademas, esta asociacion es biyectiva, si identificamos las expresiones decimales
de periodo 9 con la expresién obtenida sumandole una unidad al digito anterior al
periodo. Por ejemplo, 0,239 = 0, 24.

Si 3 es la fraccion irreducible de un nimero racional con a y b positivos, el algo-
ritmo para calcular la expresion decimal es como sigue. Primero dividimos a por b y
calculamos el resto. Denotemos al mismo r, y ¢o al primer cociente obtenidos en este
proceso; en particular, el resto satisface que 0 < r; < b — 1. Luego, multiplicamos 7,
por 10 y volvemos a dividirlo por b. Llamemos 75 a este segundo resto y ¢; al cociente.

Continuando con el proceso, creamos una sucesion de restos ry, 7y, ..., y una sucesion
de cocientes qo, q1, . . ., donde cada uno de los restos es un niimero entre 0 y b— 1. Como
el conjunto {0,1,...,b — 1} tiene b elementos, entre los restos ry, s, ..., 741 hay dos

numeros iguales. Como el procedimiento se obtiene haciendo divisiones sucesivas por
b, al repetirse un nimero, comenzaran a repetirse los siguientes en el mismo orden. En
particular, el periodo tendra longitud a lo sumo b — 1.

Para ilustrar la idea, supongamos que el resto ry es igual al resto r5. Luego 10 -7y =
10 - 5. Al dividir por b, los restos de ambos nimeros también son iguales. Asi, r3 = rg.
Anélogamente, 4, = 77, etc. O sea, la tira de restos ro, 73,74 Se va a repetir siempre. Al
mismo tiempo, los cocientes de dividir 10-r, por by 10-r5 por b también son los mismos,
con lo cual g2 = g5, 0 sea el segundo y el quinto lugar de la expresiéon decimal coinciden.
Repitiendo el argumento, vemos que en la expresiéon decimal se repite siempre la tira

(24344, O sea:

a
5 = qo,91929344.

El procedimiento para, dado un nimero en expresion decimal periddica, asociarle
una fracciéon que lo represente, es mas o menos conocido y dejamos su descripciéon
como ejercicio para el lector.

2.3. Numeros reales. Los niimeros reales surgen como necesidad de resolver ciertas
ecuaciones que no tienen solucion en el conjunto de los niimeros racionales. Entre dichas
ecuaciones se encuentran las que nos permiten calcular ciertas raices cuadradas.

La definicion formal de los ntimeros reales excede el interés de este curso basado en
sistemas de numeracion. A modo de completar las notas, daremos una idea intuitiva
de la misma.

Hemos visto que todo niimero racional, y en particular todo nimero natural y entero,
se puede expresar como una sucesion de digitos entre 0 y 9 que llamamos expresion de-
cimal. Hemos probado también que todo niimero racional admite un desarrollo decimal
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finito o periddico y por lo tanto, se puede representar como una sucesién de niimeros
finita o periddica.

Por otro lado, si consideramos el conjunto de todas las posibles sucesiones de digitos,
vemos que hay sucesiones que no se corresponden con niimeros racionales puesto que
no son finitas ni peridédicas. Por ejemplo, la sucesién construida por ceros y unos de
la manera siguiente: el primer digito decimal es un 0 y el segundo un 1. El tercero
nuevamente un cero y luego dos 1, el cuarto un cero y luego tres 1, y asi sucesivamente

0,01011011101111011111 ...

Como la cantidad de 1 es creciente, el nimero no admite un periodo y no es de
desarrollo finito. Luego, no puede representar a un nimero racional. En este sentido
decimos que los nimeros racionales no son completos y definimos el conjunto de los
numeros reales como todas las posibles sucesiones de digitos del 0 al 9, donde la coma
puede tomar cualquier lugar:

R :={aa;_1...a1a0,a_1a_2...] 0 < a; <9}.
Con esta definicion es claro que
NCcZcQcR.

Se puede ver que el conjunto de los ntiimeros reales es completo y una de sus carecte-
risticas fundamentales es que es un conjunto ordenado. Esto tiene como consecuencia
que todo niimero real se corresponde con un punto en una recta, diandole asi una nocién
intuitiva a la completitud. Si s6lo marcasemos los nimeros racionales, tendriamos que
la recta no es completa.

Para mas detalles sobre la construccion de los nimeros reales ver [5].

2.4. Ejercicios.

o . 1 35 24 22 _ 367
1. Calcular la expresion decimal de ¢, 52, 55, 55 Y 500-

2. Calcular las fracciones irreducibles que representen los niimeros racionales 26,291;

290,4377 y 946,17482.

Calcular la expresion decimal de ﬁ %, % %

4. Deducir del argumento dado anteriormente que la longitud del periodo de la
fraccion 7 es a lo sumo b. Mas atin, probar que en realidad el periodo es a lo
sumo bl.

5. Describir el procedimiento para, dado un ntimero en expresion decimal periodica,
asociarle una fracciéon que lo represente,

@

2.5. Racionales s-adicos y nimeros p-adicos. Analogamente a la contruccion
de los racionales a partir de los enteros, en lo que sigue construiremos los racionales
s-adicos a partir de los enteros s-addicos procurando que todo elemento no nulo tenga
inverso.

Recordemos que las unidades en un anillo son los elementos que tienen un inverso con
respecto al producto. ;Cudles son las unidades en Z;? Sea a = (... aza;a0). Veamos qué
condiciones debe cumplir a para tener inverso multiplicativo. Buscamos b = (... byb1by)
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talque a-b=0>b-a=1=(...001). Entonces

bs by by bo
X R as a aj agp
boag boag b0a1 boao

b1a3 b1a2 b1a1 b1a0

bgag b2a2 b2a1 b2a0

(boCLQ + blal —+ bgao) (b0a1 + blao) bo(lo

donde el resultado no esta escrito en base s, pues primero debemos reducir la expresion.
Por lo pronto, tenemos que para que se cumpla a - b = 1, debemos tener que byag = 1
mod s, esto es, el resto de dividir byag por s debe ser 1. Es decir, a¢ debe ser una unidad
en Z/sZy esto sucede si y solo si ag es coprimo con s, i.e. (ag,s) = 1. Si ag cumple esta
condicién, entonces by queda completamente determinado por el inverso multiplicativo
de ayp.

Ahora bien, si (ag, s) = 1 entonces existe gy € Z tal que bpag = qo - s + 1. Segin el
algoritmo de la suma que describimos en la subsecciéon anterior, para realizar la suma
en la segunda cifra debemos sumar ¢y a bgpa; + b1ag y luego reducir médulo s. Como
buscamos a - b = (...0001), debemos tener

boai + biag + g =0 mad s.

Por lo tanto, bjag = —bpa; —qo mdd sy como ag es invertible en Z/sZ con inversa by,
multiplicando a ambos miembros por by tenemos que
(2.1) by = —bja; — bogo mdd s.

Puesto que 0 < b; < s, la ecuacion (2.1) determina b;. Para hallar by procedemos
de la misma forma. Si bga; + biag + g = 0 mdd s, entonces existe ¢; € Z tal que
boay +biag+ qo = q1 - s. Usando nuevamente el algoritmo de la suma en la tercera cifra,
debemos tener que

boag + b1a1 + bgao + q1 = 0 mbd s.

Por lo tanto, bsag = —bgas — bia; — ¢ mdd s y multiplicando a ambos miembros por
by obtenemos
(22) bg = —bgCLQ - bgbl&l — on1 mod s.

Puesto que 0 < by < s, la ecuacion (2.2) determina by. Siguiendo este método re-
cursivamente podemos determinar de manera univoca un elemento b que es el inverso
multiplicativo de a, siempre y cuando ag sea coprimo con s. Por lo tanto, hemos probado
lo siguiente:

Lema 2.2. U(Zs) = {(...azaza1a9) € Z| (ag,s) = 1}.

Observacion 2.3. Para todo s, los elementos no nulos en Z, que comienzan con cifras
nulas no tienen inversos. Mas ain, si s es primo, éstos son los tnicos elementos no nulos
no inversibles.

Ejemplo 2.4. Veamos cémo funciona en un ejemplo facil, calculemos el inverso de
(...0005)¢. Por el parrafo anterior, debemos buscar primero el inverso de 5 en Z/6Z
que existe pues 5 es comprimo con 6. Como 5-5 =25 =1 mdd 6, tenemos que by = 5.
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Ademas, 25 = 6 -4 + 1 lo que implica que gy = 4. Luego, siguiendo la ecuacion (2.1)
debemos buscar b; tal que

blz—bgal—boqo mod s
=-5"-0-5-4 mdd 6
=—-20 mdbd 6
=—2 mod 6
=4 mbd 6

Asi, by = 4. Ademas bya; +biag+qo = 5-0+4-54+4 = 24 = 4-6 = ¢ - s, de donde se sigue
que ¢q; = 4. Por la ecuacion (2.2) debemos buscar by tal que by = —bZas — bobiag — boqy
mod s. Entonces

by = —biay — bobia; — boqy  méd s
=-52.0-5-0-3—5-4 méd6
= —20 mdd 6
=—2 modd6
=4 mod 6

Luego, by = 4. Ademas bpas +bia; +bsag+q =5-0+4-0+4-5+4=24=4-6 =¢q s,
de donde se sigue que ¢ = 4. Ahora debemos buscar b3 tal que

boas + bias + beay + bgag + ¢ =0 modd s.

Entonces, operando en ambos miembros y multiplicando por by tenemos que
bg = —b(g)ag — boblag — b062a1 — bo(]g mod S,

lo que en nuestro caso da

by=-5-0—-5-4-0—5-4-0—5-4 mébd 6
—20 mdd 6

=—-2 modd 6

=4 mobd 6

Luego, b3 = 4. Claramente, de las cuentas se observa que b, = 4 para todo n > 2,
puesto que a; = 0 para todo j > 1. En efecto, siempre tendremos que

bn = —bgan — boblan_l — ... bobn_gag - bobn_lal — boqn maod 6,
= —byq, modd 6,
=-5-¢, mddo6,

donde ¢, es tal que
bo@n—1 + b1ay—o+ ...+ by2a1 +bp100 + 1 =by1 -5+ @1 = qn - 6.

Usando induccién en n > 2 se ve que b, =4y ¢, = 4 para todo n > 2. En conclusion,
(5)51 = (...44445).

Puesto que no todo elemento en Z, tiene inverso, para construir un cuerpo que
contenga a Zg debemos introducir los inversos de los elementos no nulos. La extension
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de los nimeros enteros a los ntimeros racionales se ve reflejada en el desarrollo decimal
con la introducciéon de decimales

1 1

Asi, como el inverso de s € Q es % = 57!, debemos antes que nada, introducir los
inversos de las potencias de s. Para ello usaremos la misma notacién de los decimales,
pero s6lo admitiendo finitas cifras después de la coma, asi

0,1),=1-s7" (0,01)y = 1-57% (24,131)5 = 2.5 +44+1-51+3.572+1.573

Observacion 2.5. En Q la escritura en base 10 admite infinitas cifras a la derecha,
luego de la coma. Aqui tomamos la convencién opuesta, admitimos infinitas cifras a la
izquierda y so6lo finitas a la derecha, luego de la coma. La ventaja radica en el hecho
que podemos seguir operando con las operaciones definidas en las secciones anteriores.

El conjunto

Qs ={(...a2aa0,a_ 1a_5...a4)| 0<a; <s, a_y # 0}

se denomina el anillo de los nimeros racionales s-dadicos. Es claro que, para obtener
Qs basta agregarle a Z, sucesiones con finitos decimales. Asi,

NCZcC Z, C Q.

Al igual que antes, este conjunto resulta ser un anillo conmutativo. La demostracion
es analoga a la demostracion que Z, es un anillo, por tal motivo la obviaremos.

Lema 2.6. Todo entero s-ddico cuya primera cifra no nula es coprima con s tiene
wmwverso en Qg. En particular, Qs es un cuerpo si y solo si s es primo.

Demostracion. Sea a = (...a;410:0...0)s tal que (as,s) = 1. Entonces

t—veces

SitG: (O, 0...0 1)5 . (...aHlatO...O)S = (...at+2at+1at)s.

(t—1)—veces t—veces

Denotemos a = (... a1 2a:410¢)s. Como (ay, s) = 1, del Lema 2.2 se sigue que a tiene
un inverso multiplicativo en Zg. Si b = (...byb1by)s es tal inverso, entonces 1 = ba =
bs~'a, lo que implica que bs™ = (... by 1bs, b1 ...b1by)s es el inverso de a.

Sabemos que para todo s € N, Q, es un anillo conmutativo. Si s es primo, entonces
todo ntmero entero a; tal que 0 < a; < s es coprimo con s. Por lo tanto, todo a € Q,
no nulo es invertible, lo que implica que Q, es un cuerpo. Reciprocamente, si Q, es un
cuerpo, entonces todo elemento no nulo tiene inverso multiplicativo, lo que implica que
todo nimero entero a; tal que 0 < a; < s es coprimo con s, de donde se sigue que s es
primo. O

Definicién 2.7. 5i p es un ntimero primo, entonces @, se denomina el cuerpo de los
numeros p-adicos.

Para finalizar esta seccién, mostraremos un algoritmo basado en el algoritmo de
division de polinomios, que nos permite escribir a los niimeros racionales en Q,,.
Notar que hay racionales que ya podemos escribir en base p. Por ejemplo,

2 2 25  3-7+4

3 4
5> ? = (27 001)37 E - 72 - ? + ﬁ = (07 3)7 + (07 O4>7 = <O7 34)7
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Dado que admitimos infinitas cifras a la izquierda, para realizar una divisién, pon-
dremos al divisor a la izquierda y al dividendo a la derecha, con el orden inverso. Por
ejemplo, si queremos dividir b = (... beb1by), por a = (... asa1a9), escribimos

...agayag| bobibs. ..
Ahora bien, para escribir § en base p, procederemos a dividir a por b de acuerdo a

este algoritmo, que explicaremos en un ejemplo.

Ejemplo 2.8. (a) Escribir § en base 3.

Para resolverlo, escribimos primero ambos ntimeros en base 3: 1 = (...0001)3, 2 =
(...0002); y luego
...002| 100...

Para encontrar el cociente, debemos hallar un namero a tal que 2 x ¢ =1 mdd 3.
Este nimero es 2. Como 2 x 2 =4 = (...0011)3 tenemos

_..002| 100...
2 110...

El siguiente paso es realizar la resta (...001)3— (...011)3. Como (...011)3 es mayor
que (...001)3 debemos pedir prestado una “unidad” a la cifra de al lado, asi

..002) 1 07 2 2
2 11 0 0
02 22
Ahora, el siguiente nimero es claramente 1, pues siempre tomamos como referencia
las primeras cifras del dividendo y del divisor

_..002] 1 0¥ 2 2 2 2
1211 00 ...

02 22 2 2

2 00 0 0

0 22 2 2

Siguiendo la division de esta manera, tenemos que el cociente es (...1112)3 y por lo
tanto, ésta es la escritura de % en base 3.

(b) Escribir 1—71 en base 3. Al igual que antes, debemos escribir primero 7 =3-2+1 =
(...0021)3 y 11 = 3 -3+ 2 = (...00102)3. Luego, la primera cifra del cociente es
claramente 2, y como (...002)3 x (...00102)3 = (...00211)3 tenemos que

...00102] 1 2 0 0 0
2 11200

Restando y procediendo de la misma manera tenemos

...00102] 1 2 0F
110022 1 1

0 1
1
0

O =~ N
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Siguiendo de esta manera, se pueder ver que

7
ﬁ:("'02110211021110022)3'
Notar que a partir de la cuarta cifra se repite el periodo 0211.
Observacion 2.9. (a) Al igual que en el desarrollo decimal, en el que los nimeros
racionales se identifican con los nimeros reales cuyos decimales poseen periodos, en Q,
los racionales son aquellos niimeros que tienen periodos en sus desarrollos en base p —
ver |1, Teo. 11.2.2].

(b) Notar que este algoritmo sirve para hallar los desarrollos en base s para cualquier
racional en Qg, sin importar que s sea primo, siempre y cuando la primera cifra del
denominador sea coprima con s.

2.5.1.  Completacion de Q. Como todos sabemos, hay una gran ventaja, tanto en
algebra como en anélisis, en pasar del cuerpo de los racionales Q al cuerpo de los
nimeros reales R. Uno de los grandes problemas al trabajar con Q es que no toda
sucesion de Cauchy con el valor absoluto |- | es convergente en Q, es decir, una sucesion
de Cauchy puede no converger a un nimero racional. Estos agujeros en (Q son llenados
por el proceso de completacion que da como resultado R. Si consideramos a Q con la
norma p-adica, con p un nimero primo, resulta que Q tampoco es completo con esta
norma. Su completacién da lugar al cuerpo Q, de nimeros p-ddicos.
Para més detalles sobre los cuerpos de niimeros p-adicos ver [4].

2.6. Ejercicios.

1. Probar que a = (... asa1a9,a_1a_2 . ..a_p), € Qs tiene finitas cifras, i.e. a; =0
para todo ¢ mayor o igual a un cierto N € N, si y s6lo si a € QQ es positivo y su
denominador es una potencia de p.

2. Probar que o = (... asa1a0,a_1a_2 ...a_,,), € Q, tiene cifras que se repiten, i.e.
a; = a;y, para algin r € N y para todo 7 mayor o igual a un cierto N € N, si y
solo si a € Q.

3. Escribir

a) +, + = en base 3.

109 12

20 25 5
b) 5, 17 15 en base 5.

c) % en base 6. Comparar con el ejemplo 2.4.
4. ;Cuales de los siguientes ntimeros 11-adicos tiene raices cuadradas en Q1,7

i) 5. (vi) 5+3-11+9-11*+1-11%
(i) 7. (vii) 3-117246-11"" 43+ 7 112
(iii) —7. (viii) 3-117'+6+3-1147-11%
(iv) 1-11". (ix) 5117243 n-11"

(v) 7-6-11°

5. (Paraqué p=2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 tiene —1 una raiz cuadrada en Q,?

6. Sea p un niimero primo impar y supongamos que « € Z,. Describir un método
que decida cudndo « tiene una raiz cuadrada en Q,. Probar que existen cuatro
nimeros i, a, a3, 4 € Q, tales que para todo elemento no nulo a@ € Q,,
exactamente uno de los ntmeros aaq, aas, aas, aay tiene una raiz cuadrada. En

el caso que reemplazamos p por oo y Q, por R, existen dos nimeros, por ejemplo
1.

)
)
)
)
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INTRODUCCION

La Educacién Matemaética se ha consolidado en las tltimas décadas como un campo
de conocimiento que se nutre principalmente de la Matemética, la Psicologia Cognitiva
y las Ciencias de la Educacion, sin embargo recibe aportes de la Filosofia, la Sociologia,
la Historia, la Epistemologia, la Semiética y la Antropologia, entre otras disciplina. La
investigacion en este complejo campo de problemas se encuentra en un proceso dindmico
de construccién inmerso, por su propia naturaleza, en contextos sociopoliticos, historicos,
epistemologicos y culturales.

En estas notas se brindara un panorama introductorio a esta problematica y se buscara
dar significado a las expresiones: Matemaética, Educacion Matemética e Investigacion en
Educacion Matematica. Miraremos a la Educaciéon Matemética como campo de conoci-
miento y nos acercaremos a delimitar el objeto de estudio de este campo. Abordaremos
una breve historia de la Investigacion en Educacion Matemética; intentando un acerca-
miento a las tendencias metodologicas y a las tematicas de investigacidon en esta area.
Describiremos algunas modalidades de investigacion segin su objetivo y segtin el modo
de obtencion de la informacién. Por ultimo intentaremos mostrar algunos indicadores de
la existencia de una comunidad interesada en la Educacion Matematica en el pais.

1. MATEMATICA

Cuando hablamos de matemdtica estimamos que estamos de acuerdo a qué nos referi-
mos, sin embargo si nos imponemos la tarea de definir la matemdtica la primera dificultad
que aparece es encontrar su clase de pertenencia: jes una ciencia?, ; un campo del conoci-
miento?, ;jun arte?, ;una herramienta de la ciencia?. .., jes formal?, ;es deductiva?, jes
inductiva? jes aplicada?. .. una salida elegante (y no por ello menos acertada) es pensar
que la matemdtica es todo aquello que los/as matemdticos/as dicen que es matemdtica.

(Quizas una definicién més popular es la que dice que la matemdtica es una ciencia o
campo de conocimiento o area del saber formal, que partiendo de axiomas y siguiendo
el razonamiento logico, estudia las propiedades y relaciones entre entes abstractos que

pueden ser nimeros, figuras, simbolos, etc. Algunos/as mateméticos/as consideran que
57
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la matemética es creada y en esto se asemeja al arte y otros que es descubierta como se
descubre en la ciencia natural.

Por otra parte el sentido de verdad es distinto en matematica que en otras ciencias
y por lo tanto su método para llegar a la “verdad” es distinto, para la matematica una
proposicion es verdadera si es una axioma o si se demuestra a partir de los axiomas, o
de teoremas ya demostrados, al decir de Arsac [1] la demostracion es el procedimiento
de validacion que caracteriza la matemdtica respecto de las ciencias experimentales y asi
ocupa un lugar central desde el punto de vista epistemologico en esta disciplina. En este
sentido la matemaética se distinguiria por su metodologia.

Sin dudad matemdtica evoca a la abundante construccion teoérica realizada a lo largo
de los siglos por grandes matematicos como asi también a una herramienta privilegiada
de la ciencia y la tecnologia. Sin embargo en nuestra sociedad esta muy presente como
una actividad humana vinculada a la practica de ensenar y a la tarea de aprender quizas
en mayor grado que como una construccion del pensamiento certifico y tecnologico.

Siguiendo a Waldegg [13] podemos considerar a la matemética en tres facetas: como
objeto de estudio del matematico profesional, como objeto de ensenanza y como objeto
de aprendizaje.

= Si consideramos a la matematica como el objeto de estudio del matematico profe-
sional, la actividad tiene el proposito de hacer crecer el edificio tedrico dentro de
ciertas normas de coherencia, y presentarlo, si ese fuese el caso, para modelar el
mundo fisico.

= Sila matematica es el objeto de ensenanza del profesor, la intencion de sus acciones
consiste en hacer participe a las nuevas generaciones de una parte, previamente
seleccionada, del edificio tedrico, eligiendo para ello los medios y procedimientos
adecuados.

= Cuando la matematica es el objeto de aprendizaje del estudiante, la meta es cons-
truir activamente un significado propio para ciertas partes de este edificio que le
permitan, en un momento dado, utilizarlo de manera adecuada en su formacion y
en su vida profesional. (Waldegg [13])

2. EDUCACION MATEMATICA

El aprendizaje estd presente en la misma etimologia de la palabra matematica. Es
notable que la palabra “matemética” (del griego) signifique “lo que se aprende”, viene
del griego antiguo y queria decir “campo de estudio o instruccién”. Su adjetivo significa
en griego “relacionado con el aprendizaje”, de manera similar al significado de “mate-
matico/a”. Lo que nos hace pensar que la matemaética siempre estuvo vinculada con el
aprendizaje.

Es muy comtin en nuestra sociedad que no se conozca la carrera del Matematico/a como
profesional sino que ésta disciplina suele estar asociada a la del Profesor de Matematica.
En una encuesta realizada por nosotros en un colegio de San Carlos de Bariloche a 170
estudiantes secundarios, al preguntarle sobre su relacién con la matematica, mas del
90 % no considero a la matematica como ciencia o area del saber o como una disciplina
fuera de la escuela, sino que la mayoria la concibié como una materia que debia aprobar
o llevdrsela, que le gustaba o no, pero siempre en el ambito escolar. Sélo unos pocos
estudiantes manifestaron que conocian la existencia de la matematica como disciplina
no escolar.

Las précticas profesionales del profesor de matematica y del mateméatico, a pesar de
tener en comiun la Matemética, pueden ser muy distintas. Como dicen Fiorentini y Lo-
renzato [5]. El matemdtico, concibe las Matematicas como un fin en si misma, y cuando
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tiene que actuar en la formacion de profesores, tiende a promover una educaciéon para
la Matemética, dando prioridad a los contenidos formales disciplinares y a una préctica
centrada en la formacion de nuevos investigadores en Matematicas. El educador mate-
mdtico, en contrapartida, tiende a concebir la Matematica como un medio importante
para la formacion intelectual y social de ninos, jovenes y adultos y también del profesor
de Matematicas y, por eso, intenta promover una Educacion Matematica por medio de
las Matemdticas.

Habiendo diferenciado la Matematica de la Educacion Mateméatica podemos ir més
alld y distinguir al menos dos sentidos en esta ultima: la Educacion Matematica como
campo profesional del profesor y la Educacion Matemética como area de conocimiento
e investigacion.

La Educacién Matematica como campo profesional del profesor. El campo
profesional del educador matematico es extenso y en él encontramos un amplio espectro
de précticas que van desde las relacionadas con el propio acto de ensenar matemaética en
las aulas, hasta otras sociales y politicas vinculadas con la formacion Matematica del/a
ciudadano/a. El Profesor de Matematica atiende también a aspectos diversos como los
relacionados con la matemética como un bien social heredado a las nuevas generaciones,
la produccion de materiales didacticos o textos, elaboracion de propuestas curriculares,
experiencias innovadoras o alternativas, aplicacién y colaboracion en la construccion
de conocimiento educativo y resolucion de problemas educativos relacionados con la
matematica, entre otros.

La Educacién Matematica como area de conocimiento e investigacién. Segun
Kilpatrick [7] podriamos destacar por lo menos tres hechos determinantes en el surgi-
miento de la Educacion Matematica como area de conocimiento e investigacion.

= las preocupaciones de los propios matematicos y de docentes de Matemética sobre
la calidad de la divulgacion y socializaciéon de los conceptos matematicos a las
nuevas generaciones, esta preocupacion se referia tanto al mejoramiento de las
clases como a la actualizacion y modernizacion del curriculo escolar en Matematica.

= la iniciativa de las universidades europeas, hacia el final del siglo XIX, para pro-
mover institucionalmente la formacion de profesores de estudios secundarios, esto
contribuy6 al surgimiento de especialistas universitarios en ensenanza de la Mate-
matica.

= Jos estudios experimentales realizados por psicologos americanos y europeos, desde
el inicio del siglo XX, sobre la forma como los ninos aprenden la Matematica.

La Educacion Matematica ha ido adquiriendo especificidad y en buena medida, concien-
cia de si misma, en las ultimas décadas han crecido y se han consolidado grupos en todo
el mundo dedicados a la investigacion de los problemas asociados a la ensenanza y al
aprendizaje de las matemaéticas, asi como al desarrollo de productos de “aplicacion” de
los resultados de las investigaciones. Las asociaciones profesionales, las reuniones perio-
dicas, los congresos y otros eventos, asi como la edicién de libros y revistas especializados
aumentan dia a dia como una muestra del dinamismo del campo. (Fiorentini [4]).

En la actualidad la Educacion Matematica tiene una importante presencia como dis-
ciplina, cuenta con una comunidad nacional, latinoamericana e internacional en creci-
miento que ha sabido abrirse espacios propios para comunicarse al interior de ella misma
y para difundir sus resultados al exterior; se agrupa en asociaciones, organiza reuniones
periddicas regulares (congresos, coloquios, jornadas, encuentros), cuenta con publicacio-
nes especializadas para someter sus resultados a la critica —y cuyas reglas de operacion



60 VIRGINIA MONTORO

no difieren de las de otras organizaciones cientificas (seleccion de trabajos, revisiones, ar-
bitrajes, etc.); ha desarrollado programas de formacion (capacitacion y postgrado) para
sus miembros, etc. La organizacion de los educadores de las matematicas no es, como se
ve, diferente a la de otras comunidades cientificas. Waldegg [13].

En nuestro pais se vienen desarrollado tareas de investigacion en Educacion Matema-
tica en distintos grupos, algunos con una trayectoria de mas de 20 anos y mayormente
en la Universidad. Se cuenta con algunas publicaciones especializadas y en los tltimos
anos con la posibilidad de realizar tesis de maestrias y doctorados en la especialidad.

3. INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA

Podemos destacar dos fines principales para la investigacion en Educacion Matematica:
uno como ciencia bésica, que consiste en comprender la naturaleza del pensar, ensenar y
aprender matematicas. Un segundo, como ciencia aplicada, que consiste en emplear tal
comprension para mejorar la formacion mateméatica de las nuevas generaciones. Ambas
finalidades estan fuertemente interrelacionadas y son tan importante una como otra.
Schoenfeld [11].

Bishop [2], indica que para determinar el caracter de investigacion de una produccion
realizada en el campo de la Educaciéon Matemaética son necesarias tres componentes:

= Indagacién: representa la busqueda sisteméatica del conocimiento, la bisqueda de
comprension, dando dinamismo a la actividad. La investigacion debe ser bisqueda
intencional.

= Evidencia: es necesaria para que la investigacion esté relacionada con la realidad
de la situacion educativa en estudio, se trate de clases, programas, textos o docu-
mentos historicos. Las evidencias muestran la realidad sobre la cual se focaliza la
teorizacion.

= Teorfa: es el modo en que se representa el conocimiento y comprension prove-
nientes de cada investigacion. La teoria es el producto esencial de la actividad de
investigacion y la teorizacion es, por lo tanto, su objetivo esencial.

Objeto de estudio de la Educacién Matematica. Este campo de estudio en paises
como Francia y Alemania se llama Diddctica de la Matemdtica. En otros paises como
Holanda se denomina metodologia de ensenanza de la Matemdtica. En el Argentina,
Brasil y los Estados Unidos, asi como en la gran mayoria de los paises se denomina
Educacion Matemdtica.

Se suele utilizar también Matematica Educativa (como en el CINVESTAV de México),
sin embargo la preferencia por el uso de la expresion “Educaciéon Mateméatica” se atribuye
a que ésta tiene una connotacién mas amplia, nos muestra que estamos tratando con
una disciplina que tiene un eje en la educaciéon y otro en la matematica. Con Educacion
Matemdtica expresamos que nuestro foco de estudio se encuentra en las ciencias humanas
y pone de manifiesto su dimension social. La metodologia de investigacion en Educacion
Matematica se acerca méas a la metodologia de las ciencias humanas y sociales que a la
formal deductiva de la matematica.

En D’Amore [3] encontramos las siguientes definiciones:

= Didéctica de la matematica: es la disciplina cientifica y el campo de investigacion
cuyo objeto es identificar, caracterizar y comprender los fenémenos y los procesos
que condicionan la ensenanza y el aprendizaje de la matemética.

= Educaciéon Matemética: es el sistema social complejo y heterogéneo que incluye
teoria, desarrollo y practica relativos a la ensenanza y al aprendizaje de la mate-
matica. Incluye a la did4ctica de la matematica como subsistema. D’Amore [3].
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Podriamos interpretar que la Didéactica de la Matematica (ciencia de la Educacion Mate-
matica), es el campo académico y cientifico de investigacion y desarrollo que se propone
identificar, caracterizar y entender los fendémenos y procesos, en potencia o en acto, im-
plicados en la ensenanza y aprendizaje de las matematicas de cualquier nivel educativo
(Niss [9]).

Segtn Rico, Sierra, y Castro [10] la Didactica de la Matematica es aquella discipli-
na que se ocupa de estudiar e investigar los fenémenos y problemas de la Educacion
Matematica y proponer marcos explicativos mediante los cuales abordar su estudio y
resolucion. Se ocupa de indagar metddica y sisteméaticamente los procesos de ensenanza
y aprendizaje de las matematicas asi como los planes para la cualificacion profesional de
los educadores matematicos, tiene como objeto delimitar y estudiar los fen6menos que se
presentan durante los procesos de organizaciéon, comunicacion, transmision, construccion
y valoraciéon del conocimiento matematico.

A pesar que el objeto de estudio de la Educacion Matemaética ain se encuentre en
proceso de construccién, pareciera haber cierto acuerdo en cuatro elementos que de-
bieran estar presentes a la hora de delimitarlo, estos son: ensenanza, aprendizaje,
conocimiento matematico y contexto sociocultural. Podriamos de modo general
decir que la Educacién Matematica abarca las mailtiples relaciones y determinaciones
entre ensenanza, aprendizaje y conocimiento matemdtico en un contexto soctocultural
especifico.

La Educacién Matemaéatica como campo profesional y cientifico nace en el siglo
XX. El interés de la comunidad matematica internacional en la Educacion Matemaética
se vio plasmada en 1908, en la creacion de Comision Internacional de Ensenianza de la
Matematica (International Commission on the Teaching of Mathematics, posteriormente
conocido como International Commission on Mathematical Instruction — ICMI) en el
marco del IV Congreso Internacional de Matematicos, realizado en Roma.

Esta Comision fue presidida por Felix Christian Klein (reconocido matemaético ale-
méan, 1849-1925) hasta su muerte en 1925. Esta comision se dedico principalmente a la
preparacion de informes sobre la practica de la ensenanza en los paises miembros (paises
de Europa occidental y Estados Unidos); como asi también a definir la Matematica que
se debe ensenar a estudiantes de Ciencias Fisicas y Naturales o para la preparacion de
ingenieros y el lugar del rigor en la ensenanza de la Matematica secundaria.

El inicio de la primera guerra mundial pone fin a un periodo de gran productividad de
esta comision, que recién retoma la actividad después de la segunda guerra mundial. En
la década de 1960-70 matematicos y psicologos se unieron en el desarrollo de estudios
y proyectos curriculares en el que se complementaron desde ambas perspectivas. Una
década antes habia comenzado un movimiento de reformas curriculares en varios paises
motivadas por la brecha existente entre la matemética universitaria y la matemaética
de la escolaridad previa y también por la preocupacién acerca de la disminuciéon en el
ingreso universitario a carreras matematicas. Los trabajos de Piaget y sus colaboradores
cambiaron el enfoque de las investigaciones en Didactica reorientandose hacia el método
clinico.

En la década de los 70 cobra fuerza la escuela Francesa de Didactica de las Matemaéticas
y desde el ICMI surgen dos movimientos que tienen vigencia hasta la actualidad, en
1976 el de Psychology of Mathematics Education (PME) y en 1984 el de Theory of
Mathematics Education (TME).
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En forma muy sintética, podriamos decir que las raices matemaéticas de la investiga-
cion en Educacion Matematica, fueron principalmente trabajos acerca de qué conteni-
do matematico es ensenado y aprendido, con especial interés en el nivel secundario y
universitario; mientras que las raices psicolégicas de la Educacion Matemética trataron
fundamentalmente sobre cémo la matematica es ensenada y aprendida con una marcada
preferencia por el nivel elemental (Kilpatrick [7]).

En la Republica Argentina, encontramos que en la década de 1960-70 y desde su
profesion de Matematico el Dr. Luis Santalo (1911-2001) integré desde mediados de
esta década el Comité Interamericano de Educacion Matemética y el Dr. Enzo Gentile
(1928-1991) aporto reflexiones realizadas desde su practica como docente e investigador
en Matematica, en torno a la Mateméatica Universitaria y el proceso de resolucion de
problemas. Aconsej6 e intervino en la formacion de Profesores.

La Unién Mateméatica Argentina sociedad cientifica fundada en 1936 se interes6 siem-
pre por la Educacion Matematica y en 1977 se realiz6 la primera Reunion de Educacion
Matematica en el marco del congreso anual de la UMA. La FAMAF (UNCordoba) ins-
taura la primera publicacion al respecto la REVISTA DE EDUCACION MATEMATICA
de la UMA. Este ano (2012) en Cordoba se realizara la XXXV REM y se publica el vol
27 de la Revista de Educacion Matematica.

En la pagina web de la FAMAF (http://www.famaf.unc.edu.ar/rev_edu/#rev_
intro_volumen) se lee:

La Revista de Educacion Matematica (REM) es una publicacion de la Union
Matematica Argentina (UMA), asociacion adherida a la Unién Matematica
Internacional (IMU), en forma conjunta con la Facultad de Matemaética,
Astronomia y Fisica de la Universidad Nacional de Cérdoba (UNC). Se
inici6 en el ano 1982 con la finalidad de difundir temas de matemaética y
su ensenanza. [sta dirigida a docentes de nivel medio, terciario, como asi
también a estudiantes de profesorados y licenciaturas. Es una publicacion
anual de tres fasciculos. Los mismos se imprimen en mayo, julio y el ultimo
antes de la reunion anual de la UMA.

La Educacién Matematica como area multidisciplinar. La Educacion Matemati-
ca como area de conocimiento e investigacion esta directamente vinculada a la matema-
tica, desde la produccion del conocimiento disciplinar tedrico y aplicado; a la psicologia,
desde el desarrollo y las teorias del aprendizaje y a la pedagogia, desde la reflexiéon so-
bre como educar y las practicas de ensenanza. Sin embargo abreva también en miltiples
disciplinas. Al menos podemos nombrar a la filosofia que aporta desde las dimensiones
de ser humano, de sociedad y desde la ética y la estética; a las ciencias naturales, la
economia y la informatica aportando desde la problematizacion y la modelaciéon; a
la sociologia: desde la relacion sujeto-sociedad; a la lingiiistica y la semidtica: desde
el uso de los lenguajes, simbologia y los procesos de representacién y comunicaciéon; a
la historia y la epistemologia: desde la gestacion de los conceptos y el desarrollo de
la disciplina y a la antropologia: desde la cultura, el contexto escolar y social y las
metodologias del estudio del ser humano.

Enfoques epistemolégicos de la metodologia de la investigacién educativa.
Considerando los aspectos teorico-epistemoldgicos que fundamentan la practica de la
investigacion, distinguimos principalmente tres tendencias metodoldgicas de la investiga-
cion educativa: la empirico-analitica; la fenomenologica-hermenéutica o interpretativa;
la historica-dialéctica o critica: (Bishop [2], Kilpatrick y Sierpinska [8|, Fiorentini y Lo-
renzato [5]).
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= Empirico-analitica: tiene su origen en el positivismo. El proceso de produccion
de conocimientos se orienta por aplicacion del método cientifico (formulacion de
un problema, formulacién de hipétesis, prueba de conjeturas, confirmacion o re-
futacion de las hipotesis y conclusiones). Ese método también se conoce como
experimental o método de la agricultura, los datos obtenidos en ese proceso se
tratan preferentemente desde la estadistica.

= Fenomenologica-hermenéutica o interpretativa: Ese enfoque se fundamenta filoso-
ficamente en la fenomenologia y en el proceso hermenéutico de interpretacion. La
solucién de problemas educativos pasa inicialmente por la btisqueda de interpre-
tacion y comprension de los significados atribuidos por los implicados. Confia en
la capacidad que tiene el sujeto de interpretar fenémenos y discursos.

= Historica-dialéctica o critica: Considera el cardcter dinamico, contradictorio e his-
torico de los fenémenos educativos. Aquello que hoy se presenta frente a nuestros
ojos es s6lo una sintesis del proceso histérico en transformacion. La investigacion
participante y la investigacion-accion son modalidades muy usadas en ese enfoque.

Desde una vision netamente metodologica Kilpatrick [6] destaca cinco tendencias en la
Investigacion en Educacion Matemética que aun hoy tienen vigencia en distintas partes
del mundo y de algtin modo solapadas con las vistas anteriormente. La aprozimacion con-
ductista, en esta el investigador se situa fuera del contexto educativo y asume una postura
de observador neutro; la aproximacion analitica, en esta tendencia el investigador mani-
pula, aisla e intenta controlar y medir los eventos, con el propésito de hacer inferencias
buscando precision; la aproximacion interpretativa, en la que el investigador se introduce
en el ambiente educativo con el propoésito de comprender sin juzgar ni intervenir, busca
interpretar el significado que la ensenanza tiene en le salén de clase; la aproximacion
critica, en esta tendencia el investigador se interna en el ambiente educativo no sélo para
comprenderlo, sino también para cambiarlo en la biisqueda de més libertad de accion y
aprendizaje de los participantes del proceso y por ultimo la aprozimacion sistémica, en
ella los fenémenos se estudian en su mutua interaccién e interpretacion, lo que produce
mas autenticidad pero se pierde precision.

Concuerdo con Kilpatrick y Sierpinska [8], cuando después de analizar estos paradig-
mas adoptan una posicion holistica respecto a los métodos de investigacion educativa: no
existe un unico método de investigacion que pueda abarcar todo el rango de preguntas que
interesan a los educadores matemdticos. Considero que cada pregunta o problema tendra
una aproximacion epistemologica que se considere méas adecuada por el investigador/a.

Investigaciones en Educacién Matematica segiin sus objetivos y segtin el mo-
do de obtencion de la informacion. Fiorentini y Lorenzato (2010) realizan una
interesante caracterizacion de las investigaciones en EM segiin sus objetivos por un lado
y segin la forma de obtencion de la informaciéon por otro.

Estos autores sostienen que las investigaciones segtiin el objetivo que persiguen, pue-
den tomar una perspectiva tedrica, exploratoria (diagndstica), descriptiva o explicativa.

» Un estudio o ensayo tedrico tiene por objetivo la (re)construccion o desenvolvi-
miento de teorias, conceptos, ideas, ideologias, polémicas, a fin de, en términos
inmediatos, ordenar y hacer mas eficientes fundamentos teéricos. El investigador,
en este tipo de estudio, no utiliza datos y hechos empiricos para validar una hi-
potesis o un punto de vista, pero si la construccién de una red de conceptos y
argumentos desarrollados con rigor y coherencia logica.

» Una investigacion es exploratoria o diagndstica cuando el investigador, frente a
una problematica o teméatica ain poco definida y conocida, decide realizar un
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estudio con el objetivo de obtener informaciones y datos méas esclarecedores y
consistentes sobre ella. Esa modalidad de investigacién también frecuentemente
se usa como primera entrada en campo, con la intencién de formular hipotesis o
buscar elementos que permitan un mejor direccionamiento de la investigacion. Ese
tipo de investigacion puede abarcar relevantamiento bibliografico, realizaciéon de
entrevistas, aplicacion de cuestionarios o pruebas e, incluso, estudio de casos.
Una investigacion se considera descriptiva cuando el investigador desea describir
o caracterizar con detalles una situacién, un fenémeno o un problema. General-
mente ese tipo de investigacion utiliza la observacion sistematica (no etnografica)
o la aplicacion de cuestionarios estandarizados, a partir de categorias previamente
definidas.

La investigacion se considera explicativa cuando el investigador procura explicitar
las causas de los problemas o fenémenos, esto es, busca el porqué de las cosas.
Es comin que la investigacion explicativa se apoye en otra de tipo descriptivo o
exploratoria.

Considerando las diferentes formas de obtenciéon de la informacién para la in-
vestigacion, encontramos con mas frecuencia tres grandes modalidades: la (histdrico)-
bibliogrdfica; la experimental o de laboratorio y la naturalista o de campo.

» La investigacion (histdrico)-bibliogrdfica o de revision es la modalidad de estudio

que se propone a realizar analisis historicos o revisiéon de estudios o procesos que
tienen como material de analisis documentos histéricos o producciones culturales
obtenidos a partir de archivos y acervos. También en esta categoria encontramos los
estudios metaanaliticos que pretenden realizar un anélisis critico de un conjunto
de estudios ya realizados, intentando extraer de ellos informaciones adicionales
que permitan producir nuevos resultados, que trascienden aquellos anteriormente
obtenidos.

Las investigaciones experimentales, casi-experimentales o de laboratorio se carac-
terizan por la realizacién de “experimentos” que buscan verificar la validez de
determinadas hipétesis en relacién con un fenémeno o problema. Se entiende aqui
por experimento aquella parte de la investigacion en la cual se manipulan ciertas
variables y se observan sus efectos sobre otras. Esos estudios pueden realizarse
en laboratorios o no, y pueden caracterizarse como casi-experimentales o, simple-
mente, experimentales. Esa es una modalidad de investigacion tipica del enfoque
empirico-analitico.

La modalidad de investigacion naturalista o de campo se da cuando los datos del
estudio se obtienen directamente en el lugar en que el problema o fenémeno sucede
y puede darse por muestreo, entrevista, observacion participante, investigacion-
accion, aplicacion de cuestionarios, test, entre otros.

Temas de investigacién en Educacién Matematica. A continuaciéon presento un
listado de distintos temas de Investigacion en Educacion Mateméatica que pretende ser
ilustrativo del amplio espectro que hoy encontramos como campo de investigacion en la
materia que nos ocupa sin pretender ser este listado exhaustivo. El mismo fue preparado
a partir del libro de Fiorentini y Lorenzato [5] y complementado con los temas de inves-
tigacion que figuran como sesiones de distintos congresos nacionales, latinoamericanos e
internacionales la Educacién Matematica

» Algebra y pensamiento algebraico.
= Aprendizaje colaborativo y aprendizaje cooperativo en Matematica.
= Aprendizaje de Matematica desde la Historia de la Matemética.



INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA 65

Aritmética y pensamiento aritmético.

Aulas virtuales en Ensenanza de Matematica.

Cognicion y aprendizaje en Matematica.

Constructivismo en Matemaética.

Creatividad Matemética.

Creencias, concepciones y representaciones sociales de los alumnos.
Desarrollo cunicular.

Didactica de la Matematica.

Didactica Matematica computacional.

Diseno curricular en Matematica.

Educacion Matematica en la formacion de Profesores.
Enfoques investigativos para la Educacion Matemaética.
Ensenanza de Mateméatica desde Historia de la Matematica.
Ensenanza interdisciplinaria y aplicaciones.

Entornos de aprendizaje en Matematica.

Estadistica Educativa.

Etnomatematica.

Evaluacion en Educacion Matematica.

Factores sociales y afectivos y estudiantes con dificultades.
Formalizacion de modelos cognitivos.

Formulacion, analisis, modelado y resolucién de problemas.
Geometria, visualizacion y representacion espacial y pensamiento geométrico.
Heuristicas y metaheuristicas.

Informatica, computadores y ensenanza y aprendizaje de las Matemaéticas.
Ingenieria didactica en Matematica.

Instruccion conceptual versus procesal.

Interdisciplinas en Educacion Matemaética.

Investigacion en Didactica de la Estadistica.

Juegos didacticos Matematicos.

Matematica recreativa como base didéctica.

Metodologia de la investigacion en Educacion Matematica.
Modelado logico de cogniciéon e inteligencia.

Modelado matematico en Educaciéon Matemaética.

Modelado y resolucién de problemas.

Modelos de representacion en Matemaética.

Modelos educativo-computacionales para Ensenanza de Matematica.
Modelos para cognicion Matemaética.

Paradigmas en Educaciéon Matemaética.

Pensamiento Logico-Matematico.

Pensamiento matematico avanzado.

Procesos cognitivos en Matemaéatica.

Procesos comunicacionales en Matemaética.

Procesos de ensenanza-aprendizaje en ciencias matematicas.
Procesos Lingiifstico-Mateméticos.

Profesores de educacion basica y media como investigadores.
Proporcionalidad y pensamiento proporcional.

Pruebas y demostraciones en Educacion Matemaética.
Razonamiento plausible en Matematica.

Resolucion de problemas.
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Tecnologia educativa (videos, uso de calculadoras etc.).

Tecnologia en Educacion Matematica.

Tecnologias de la informaciéon y comunicacion y pensamiento matematico.
Teoria y epistemologia en Educacion Matematica.

Transferencia de modelos matematico-logicos a inteligencia artificial.

Movimiento de Educacién Matematica en el pais. Si bien hay grupos de investi-
gadores y profesores de matematica en el pais que vienen desarrollando actividades de
investigacion en esta area desde la década de los 80 del siglo XX, acuerdo con Villarreal y
Esteley [12] cuando dicen que: no podemos afirmar que exista una comunidad organizada
de investigadores en el drea (Educacion Matemética en la Argentina). Se puede apre-
ciar, si, la existencia de un movimiento en Educacion Matemdtica, entendido como “un
conjunto de prdcticas soctales entre las cuales estd, obviamente, la prdctica cientifica”.

Enunciamos algunos indicadores que nos hacen pensar que existe una comunidad de
practica activa en esta area, a saber:

= La creaciéon de sociedades vinculadas a la Educacion Matematica. Por ejemplo:

e La comision de educaciéon de la UMA.

e SOAREM (Sociedad Argentina de Educacién Matemaética),

e AEMA (Asociacion de Educacion Matematica Argentina).

= La realizacion de diversos congresos, simposios y reuniones nacionales. Por ejemplo:

e REM — UMA: Reunién de Educacion Matematica. Organizada por la Union
Matematica Argentina desde el ano 1977 en forma anual y compartiendo el
espacio con la reunion anual de la UMA

e Simposio Internacional de Educacion Matematica (SIEM). Grupo EDUMAT/
Universidad Nacional de Lujan — Chivilcoy (Buenos Aires) desde 1998. Este
ano se realizé el Simposio niimero 12. En general ha contado con la presencia
de notables investigadores internacionales.

e Conferencia Argentina de Educacion Mateméatica — CAREM — SOAREM.
Se realiza desde 1999, principalmente en la ciudad de Buenos Aires cada dos
anos. En septiembre de 2012 se realizara la X conferencia.

e Reunion Pampeana de Educacion Matematica. Organizada por el departa-
mento de Matematica de la U.N. de la Pampa. Desde 2006 cada dos anos. En
agosto de 2012 se realizara la IV Reunion.

e I Encuentro Nacional de Ensefianza de la Matematica (I ENEM). Organizado
por Nucleo de Investigacion en Educacion en Ciencia y Tecnologia (NIECyT).
Facultad de Ciencias Exactas — UNCPBA. En las dos oportunidades ha con-
tado con la presencia de investigadores de renombre.

e IV Jornadas de Educacion Matematica y I Jornada de Investigacion en Edu-
cacion Matematica. Organizadas Fac. de Humanidades y Ciencias. U. N. del
Litoral en 2011

= La realizacion de diversos congresos internacionales: Por ejemplo: Reunion de Di-
dactica de la Matematica del Cono Sur, Reunién Latinoamericana de Matemética
Educativa.

= La creacion de carreras de Licenciatura en Educacion Mateméatica como carrera
de grado en distintos puntos del pais.

= La creacion de diversas maestrias en distintas Universidades Nacionales con dife-
rentes grados de vinculacion con la Educaciéon Matematica, en las cuales se realizan
trabajos de tesis en el area.
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= Defensas de tesis de Doctorado en Educacion Matemética en diversas Univer-
sidades Nacionales y los recientemente creados doctorados en ensenanza de las
ciencias.
= La visita de investigadores extranjeros. Predominantemente investigadores enro-
lados en la tradicion de la Didactica de la Matematica francesa que ha ejercido
influencia en las orientaciones de las maestrias y en muchos trabajos de investiga-
cion producidos en el pais.
= Publicaciones especializadas. Por ejemplo:
e Revista de Educacion Mateméatica — UMA (FAMAF — U.N. de Cordoba).
e PREMISA (SOAREM).
e REIEC — Revista Electronica de Investigacion en Educacion en Ciencias.
UNICEN.
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SECCIONES CONICAS: ;Y ESTO,... PARA QUE ME SIRVE?
GABRIEL SOTO

RESUMEN. La matematica es el producto de la actividad humana puesto que muchos
de los resultados matematicos dependen del contexto socio-cultural en el que se desa-
rrollan. En vista de la actual constante legitimizacién social a la cual la matemaética,
en particular, y el conocimiento en general es sometida por los alumnos en las aulas
[38], a través de la pregunta jy esto para qué me sirve?, es evidente que el docente
tenga respuestas satisfactorias que promuevan la motivacion por aprender. En este
taller presentamos una propuesta para introducir las secciones cénicas a partir del
interrogante ;Se puede cocinar con las antenas de DirecTV?. El uso de software de
geometria dindmica GeoGebral, en esta propuesta, surge como herramienta indispen-
sable para el desarrollo de la misma, transforméandose esta actividad de ensenanza en
un ejemplo de como las nuevas tecnologias se ponen al servicio de la adquisicién de
conocimientos matematicos.
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La matematica es el producto de la actividad humana. Basta considerar su desarrollo
historico para comprobar que muchos de los desarrollos en el pensamiento matematico
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se han producido a partir de problemas socialmente significativos|6, 12]. Muchas de las
teorias sobre educacion matematica conciben a la matematica como una construccion
social que surge a partir de necesidades sociales' concretas [8, 10, 55, 56, 15, 34, 23].
A pesar de la diversidad de concepciones acerca de la educacion matematica, la ma-
yoria considera la resolucién de problemas como una actividad inherente al quehacer
matematico y debe desarrollarse en el aula.

Si bien la definiciéon de problema tiene diferentes significados segiin de qué teoria
provenga dicha definicion, todos ellos tienen caracteristicas comunes: una meta, un
obstaculo que no permite avizorar la solucién, al menos en lo inmediato, y un sujeto
motivado por resolver dicho problema |21]. La motivacion, que debe también considerar
la obligacion a resolver problemas que muchos estudiantes perciben al transitar el sis-
tema educativo formal, debe ser tenida en cuenta por el docente al momento de pensar
una situacion para que sus alumnos la resuelvan [20]. Esta motivacion para resolver
los problemas ofrecidos por el profesor condiciona la validez del contrato didactico es-
tablecido en el aula [8, 22|. Este condicionamiento es fundamental considerando que
las situaciones elegidas por el docente como problemas para que alumnos resuelvan en
realidad representan potenciales problemas, como lo define Colombano et al (2009)[11]

el término potencial problema lo utilizamos para referirnos a las situa-
ciones en las que se puede anticipar, a partir del conocimiento de ciertas
caracteristicas de los estudiantes que enfrentaran dichas situaciones, la
presencia de los elementos objetivos y subjetivos que se requieren para
que esas situaciones sean problemas para ellos. El asunto es que, si bien
se los puede conocer, es imposible tener un conocimiento acabado de lo
que ocurre en su estructura cognitiva, y eso implica que s6lo estaremos
en condiciones de decidir si las situaciones constituyen verdaderos prob-
lemas o no, una vez que los estudiantes se enfrenten a ellas... . Aunque
los docentes quieran utilizar problemas en el aula, al momento del diseno,
sus actividades seran potenciales problemas, y solo cuando el estudiante
se enfrente a ellos los docentes sabran con certeza si resultaron problema
para sus alumnos (o algunos de ellos) o no ... (pag. 4).

El docente debe disenar entonces, estrategias que permitan asegurar a priori, que
la mayoria de sus estudiantes acepten de buen modo el desafio: debe disenar buenas
estrategias de marketing para vender sus problemas. La idea de pensar a la matemaética
como una disciplina socialmente significativa es una fuente inagotable de recursos para
la elaboracion de dichas estrategias [46, 33, 58]. Esto es extremadamente importante
actualmente pues el conocimiento ha dejado de ser considerado como un camino hacia
la verdad absoluta [29], y el sistema educativo formal ha dejado de ser el camino hacia
el bienestar individual[38|: la pregunta constante de los alumnos sy esto para qué me
sirve? es una muestra de esta situacion. Estas estrategias tienen la potencialidad de
generar problemas que pueden despertar el interés y representar un desafio para los
alumnos. Asi se fortalece la practica profesional docente [41, 53| y el aprendizaje de la
matematica[43].

La busqueda de motivaciones socialmente significativas a los conceptos matematicos
a ensenar no siempre es posible pues muchas veces las motivaciones que derivaron en
avances significativos en la matemética no siempre respondieron a problemas social-
mente significativos: tal es el caso de las geometrias no euclidianas a mediados del S

La concepcién de necesidad social es muy amplia pues incluye por ejemplo, el interés comtn de
grupos de matemaéticos por resolver problemas inherentemente matemaéticos [7].
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XIX [6, 39, 30] y su aplicacion como modelo geométrico de la teoria especial de la
relatividad de Einstein®. Sin embargo, existen muchos conceptos matematicos, como la
gran mayoria de los contenidos mateméticos de los disenos curriculares de los niveles
educativos preuniversitarios, tienen un correlato social [40]; esto facilita la posibilidad
de encontrar situaciones socialmente significativas que dieron origen al desarrollo de
dichos conocimientos mateméaticos. Un ejemplo de estos contenidos son las secciones
conicas. Sus usos son ubicuos y se remontan al siglo V AC: los problemas de duplicar
el cubo, cuadrar el circulo y trisecar un angulo con regla y compés [6], la construccion
de telescopios astronémicos de Cassegrain®, el diseno de los faros para automoviles,
disenios arquitectonicos como la Torre de Kobe en Japon® y el Tycho Brahe Plane-
tarium en Copenhage®), el sistema LORAN (LOng RAnge Navigation) de navegacion
maritima®, el uso de antenas parabolicas para transmisiones satelitales, el diseno de
motores stirlings solares, el disenio y uso de cocinas solares en lugares donde el recurso
solar es abundante’, son ejemplos de como las secciones conicas han permitido resolver
problemas de contexto social.

La ensenanza de las secciones conicas sigue presente en los disenos curriculares de
la escuela secundaria. Un analisis exhaustivo de los libros de textos escolares actuales,
muestra que este contenido es presentado como un objeto algebraico, a partir del cual
podemos obtener una presentacion geométrica en un sistema de ejes cartesianos. Uno
de los conflictos cognitivos que aparecen inmediatamente en el estudio algebraico de las
conicas es que cuando se las representa graficamente es la nocion de foco y directriz de
una conica. Ahora bien, sdonde aparecen el/los focos de la conica en su representacion
algebraica?, ;donde la ponemos en la ecuacion?. Otra de las representaciones clasicas
es de definir las secciones conicas como intersecciones del cono doble con planos con
diferentes inclinaciones, como lo muestra la Figura 1. En esta representacion tampoco
es posible saber donde se ubican el foco y la directriz de una coéonica dada. Entonces, es
muy probable que los alumnos pregunten para qué necesitamos el foco y la directriz?

Restringir el estudio de las conicas a estas representaciones limita su campo de re-
ferencia |31|. Como dice [32| pag. 17 Un objeto matemdtico, tales como los nimeros o
las funciones, no existen independientemente de la totalidad de sus posibles representa-
ciones. Sin embargo, tampoco no puede ser confundido con cualquiera de sus posibles
representaciones. Esta diversidad de representaciones de un objeto en diferentes contex-
tos permiten distinguir entre el razonamiento matemaético abstracto y la manipulacion
simbolica descontextualizada [19]; estas diferentes representaciones simbolicas tienen
el mismo rol en la actividad mental que las herramientas materiales en el trabajo [57]
(pp. 139-140). Por lo tanto es fundamental que los docentes tengan en cuenta la evolu-
cion de los sistemas matemaéaticos de representacion como una forma de desarrollar una
apropiada perspectiva epistemologica de la educacion matematica [13, 31].

1. DISENO DE LA PROPUESTA

La intencion de este articulo estd lejos de ser una presentacion matematicamente
rigurosa y formal de las secciones conicas sino que tiene el solo objetivo de compartir
una experiencia, que analizada desde diferentes teorias de educaciéon matemaética tiene

2Ver http://en.wikipedia.org/wiki/History_of_special_relativity.
3Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Cassegrain_reflector

Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Kobe_Port_Tower

SVer http://www.tycho.dk/in_english/

SVer http://en.wikipedia.org/wiki/LORAN

"Ver http://www.solarcookers.org/index.html
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A
A

F1GURA 1. Panel izquierdo: Diferentes cortes de un cono que determi-

nan las secciones cénicas. Panel derecho: Tabla de coénicas extraidas de
Cyclopaedia (1728).

la potencialidad de promover la motivacion de los alumnos por aprender matematica,
el crecimiento cognitivo de los estudiantes y la de estimular la generacion de propuestas
socialmente atractivas que permitan a priori, asegurar que la mayoria de los estudiantes
van a motivarse a resolver estos problemas. La mayoria de los resultados mateméticos
presentados en este libro quedan a cargo del lector o bien puede recurrir a los libros
clasicos de geometria |37, 52, 30, 25, 27|.

Esta actividad fue concebida en el marco de la ingenieria didactica [1|, donde a partir
del interrogante

.Se puede cocinar con las antenas de DirecTV?

se generd un trabajo de ingenieria reversa para determinar diferentes rutas o estrate-
gias de recursos y herramientas que permitan construir un desarrollo adecuado de la
solucion del problema. Esto permitié determinar el punto de partida de la ruta hacia
la solucion a partir del cual se puede construir la misma [16] (pag. 40). Esta propues-
ta es un ejemplo de como presentar la evolucion de conceptos mateméticos a través
de la intuicion y la heuristica, y no a través del formalismos [26]. Es una manera
de revertir la forma en que se presentan los conocimientos matematicos: descontex-
tualizados, destemporalizados y despersonalizados; esto es los saberes matemdticos se
presentan al revés. Esta forma de presentacidén es necesaria para la validacién de la
comunidad cientifica para asegurase que no haya ambigiiedades e imprecisiones. Esto
es un punto importante de la Teoria de Situaciones Didacticas de Brousseau [8], ya
que para que los alumnos puedan emprender el camino hacia crecimiento cognitivo es
necesario que el docente recontextualice, retemporalice y repersonalice tales saberes
matematicos para permitir a sus alumnos que redescontextualicen, redestemporalicen
y redespersonalicen tales saberes matematico; esto es el docente tiene que conocer la
matematica del derecho (personalizada, contextualizada y temporalizada) y del revés
(descontextualizada, despersonalizada y destemporalizada). Este diseno de propuesta
responde a las prazeologias matemdticas de Chevallard [10], pues se han identificado
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qué tareas, tecnologias y teorias surgiran para arribar a la respuesta del problema. Este
disefio también se puede adaptar a la metodologia de modelizacion matemdtica [4, 5|
como asi también con el desarrollo de los espacios curriculares en la formacion docente
Research and Study Cases que hace mencion [3].

En vista de la necesidad de poder responder al interrogante propuesto, se hace nece-
sario presentar a las conicas de manera que en las imégenes conceptuales o definiciones
conceptuales |50] aparezcan las nociones de foco-directriz de una coénica. Newton® uti-
lizo6 la definiciéon de conica a partir de su foco y directriz para demostrar que las 6rbitas
de los planetas alrededor del sol eran elipticas’. Esta forma de definir las conicas, si bien
ausente de la mayoria de los escritos griegos, aparentemente fue utilizada por Apolonio
de Perga, considerado como el fundador de la astronomia griega *°.

2. DESARROLLO DE LAS ACTIVIDADES

A continuacion se presenta la secuencia de actividades que permite obtener la defini-
cion geométrica de las conicas con el objetivo de responder a la pregunta ;Se puede
cocinar con las antenas de DirecTV?. Esta secuencia permite naturalmente el uso del
software de geometria dindmica GeoGebra como herramienta ttil para obtener los lu-
gares geométricos correspondientes como reemplazo de la regla y el compés'', como
as{ también para establecer conjeturas a través de la utilizacion de la funcién Activa
Rastro[2, 18] en GeoGebra'

A lo largo de la presentacion de la secuencia de actividades, van a aparecer muchos
ipor qué? o resultados matemaéticos cuya demostracion quedan a cargo del lector. Esto
ocurre naturalmente durante el quehacer matematico, y por tanto deberia surgir con la
misma naturalidad en el aula. Ahora bien, durante los procesos de aprendizaje, la vali-
dacion, asociada a la pregunta ;por qué?, tiene un significado diferente para el docente
y el alumno. El docente necesariamente tiene que conocer las razones que sustentan que
un resultado matematico sea cierto a través de la prueba formal y de los contraejem-
plos. Esto implica que ¢l mismo haya tenido que construir dicho conocimiento a través
de pruebas y contraejemplos. Respecto a la validacion de los alumnos, entendemos la
misma como el proceso de socializaciéon y aceptacion del conocimiento por parte de sus
pares. En este sentido tomamos la definicion de validacion como en [17]

Un sujeto en situacién de aprendizaje valida un conocimiento matemati-
co si es capaz de manifestar y sostener en un ambito social las razones,
elaboradas autonomamente, de por qué un enunciado es o no verdadero,
un procedimiento es o no correcto o un razonamiento es o no valido. Al
manifestar sus razones debe hacer explicita la asignaciéon de sentidos de
los objetos matematicos que manipula y ésta debe corresponderse con sig-
nificados matematicos aceptados por la Institucion Matemaética.(pag. 7)

8Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton

9Para obtener los parametros de los érbitas elipticas de los planteas de nuestro sistema solar, ver
http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/planet_table_ratio.html

OVer http://en.wikipedia.org/wiki/Apollonius_of_Perga.

1En otras experiencias desarrollada por el autor, se ha verificado que el uso del GeoGebra como
herramienta que reemplaza a la regla y el compés permite a los alumnos rapidamente subsanar los
conflictos cognitivos inherentes a la manipulacién de material concreto, falta de precision al dibujar,
limitaciones en la motricidad fina [47].

2Para obtener los archivos de GeoGebra que permiten representar la secuencia de actividades,
escribir por correo electrénico al autor.
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Si bien es cierto que los conceptos matematicos validados por los alumnos debe
corresponderse con el significado que tiene para la instituciéon matematica, las for-
mas de validacion tienen que tener coherencia con el nivel de maduraciéon cognitiva de
los mismos|51]. Es posible entonces, que el profesor deba aceptar validaciones precisas
basadas por ejemplo, en la heuristica y la intuicion sin llegar a ser formales desde el pun-
to de vista matemaético. Si en algin momento ocurre una validaciéon de un conocimien-
to que no guarda coherencia con el sentido matematico del mismo, el docente debe
devolver el problema planteando nuevos interrogantes que lleven a los alumnos a
posiblemente reformular y revalidar dichos conocimientos [8]. Por lo tanto, cada vez
que aparece una pregunta ;por qué? si es un docente el que tiene que responderla, tiene
que hacerlo a través de argumentos no sélo heuristicos e intuitivos sino ademas, con
argumentaciones mateméaticamente aceptables. Si es el alumno quien tiene que respon-
der, y extremadamente importante que lo haga, el docente tiene que ser capaz de
aceptar validaciones alternativas si bien precisas sean acordes al desarrollo intelectual
del mismo.

2.1. ;Mediatrices? Esta actividad tiene como eje el siguiente problema.

Determinar el conjunto de puntos P que estan a la misma
distancia de dos puntos fijos A y B.

Este problema equivale a determinar la interseccion de dos circunferencias del mismo
radio con centros en A y B respectivamente, como lo muestra la Figura 2. Para repre-
sentar este problema en GeoGebra, dado que el radio de las circunferencias es variable,
podemos usar la funcién deslizador para definir al radio de dichas circunferencias
como parametro. Asi, queremos encontrar los puntos P tales que las longitudes de los
segmentos AP y BP sean iguales. Si interpretamos la longitud de los segmentos en
términos de distancia, la longitud del segmento AP = dist(A, P). En simbolos

(2.1) dist(P, A) = dist(P, B)

Dicho lugar de puntos resulta en una recta, denominada mediatriz del segmento AB,
que tiene como propiedades
Proposiciéon 2.1. La mediatriz de un segmento AB es una recta | tal que
» ser perpendicular al segmento AB;
» intersecta a dicho segmento en su punto medio;

Demostracion. Queda como ejercicio para el lector. U

Pregunta 2.2. En la representacion del problema de la mediatriz en Geogebra, ;cuél
es el minimo valor del parametro r para que las circunferencias se intersecten?

Hay que notar que la ecuacion (2.1) se puede reescribir como

dist(P, A)
dist(P, B)

en otras palabras, la mediatriz surge como lugar geométrico a partir de un problema
de segmentos congruentes, o proporcionales cuya razon de proporcionalidad es 1. Esto
nos lleva a la segunda actividad.
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FIGURA 2. Panel izquierdo: el punto P equidista de A y B. El lugar
geomeétrico de todos los puntos P que equidistan de A y B es una recta
y se denomina mediatriz del segmento AB. Panel derecho: captura gra-
fica de la representacion del problema de la mediatriz en Geogebra. El
deslizador r representa el radio de las circunferencias cuya interseccion
se encuentra sobre la mediatriz.

2.2. ;Circunferencias? Esta actividad est& centrada en el siguiente problema

Determinar el conjunto de puntos P tales que los segmentos
AP y BP sean proporcionales con razén de proporcion k.

En simbolos, tenemos que

dist(P, A)
dist(P, B)

donde k # 1, pues el caso kK = 1 ya esta resuelto. El lugar de puntos resulta una
circunferencia como lo muestra la Figura 3 y este resultado es valido para cualquier k
distinto de 1. La representacion de este problema en Geogebra requiere de un nuevo
prametro k, ademés del radio de las circunferencias, como muestra el panel derecho de
la Figura 3. Para esta actividad, el uso de la funciéon Activa Rastro en GeoGebra es
importante al momento de elaborar la conjetura.

Durante esta actividad se pueden analizar varios problemas de la geometria clasica
tales como:

(2.3) —k

Pregunta 2.4. Dada una razén de proporcionalidad k£ # 1, ;como dibujar segmentos
proporcionales con regla y compas?

Pregunta 2.5. ;Donde se encuentra en centro de la circunferencia que resulta como
lugar geométrico de la ecuacion (2.3).
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F1GURA 3. Panel izquierdo: los puntos G y J satisfacen la ecuacion 2.3 y
yacen sobre una circunferencia. Panel derecho: captura grafica de la rep-
resentacion del problema de la circunferencia en Geogebra. El deslizador
r representa el radio de las circunferencias cuya interseccion se encuentra
sobre la circunferencia y el deslizador k representa la razén de propor-
cionalidad.

Pregunta 2.6. Dada un nimero positivo k, jes posible dividir un segmento en dos
segmentos proporcionales de razén k7 En caso de serlo, ;coémo se hace?

Observacion 2.2. La prueba que el lugar geométrico representado por la ecuacion (2.3)
es una circunferencia resulta facil, si uno utiliza coordenadas. Dado que hasta aqui
tenemos s6lo como sustento la geometria sintética, un ejercicio muy interesante es
demostrar este hecho pero sin coordenadas.

Asi, el problema dado por la ecuacion (2.3) quedé completamente resuelto.

» Si k=1, el lugar geométrico de puntos resulta una recta.
» Si k # 1, el lugar geométrico de puntos resulta una circunferencia.

Ahora, ;jqué hacemos? Para poder avanzar tenemos que cambiar el problema. Es-
to ocurre rutinariamente en el desarrollo matemética: hay que refutar los resultados
obtenidos o resolver posibles paradojas que resulten de aplicar la teoria en otros con-
textos |26, 24, 36]. De la ecuacion (2.3), los datos del problema resultan los puntos A
y B, y la razéon de proporcionalidad k. En vista de la conclusiones, para cambiar el
problema tenemos que, de manera cast natural cambiar uno de los puntos fijos por
ejemplo, por una recta.

2.3. iPor fin aparecieron las coénicas! El eje de esta actividad es el siguiente
problema

Determinar el conjunto de puntos P tales que la distancia
entre un punto fijo /'y una recta fija d sean proporcionales.

Esto es, queremos determinar el lugar geométrico de puntos P tales que

dist(P, F)
(2.7) Bist(P.d) =e
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A la recta d la llamamos directriz, al punto fijo F' lo llamamos foco y a la constante
de proporcionalidad e la llamamos eccentricidad.

Pregunta 2.8. ;Por qué el cambio de notacién para esta actividad, respecto de las
anteriores?

Para poder atacar este problema, es conveniente subdividirlo en varios subproblemas,
segin el valor de e que por hipotesis tiene que ser nonegativo, ;por qué?

Pregunta 2.9. ;Por qué las secciones conicas reciben los nombres de pardbolas, elipses
e hipérbolas?

2.3.1. e=0. Si e=0 entonces el lugar de puntos es el punto F, ;por qué?

2.3.2.  Pardbola - e = 1. La ecuacion (2.7) representa el lugar de puntos que muestra
la Figura 4. Dicho lugar geométrico se denomina pardbola.

Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda

JololiaNe-]-J[+]

F1GURA 4. Panel izquierdo: grafica de la parabola cuya directriz es la

<
recta d y cuyo foco es F. El punto P satisface PF = PH. Larecta FH' es
el eje focal de la pardbola. El punto V' se denomina vértice de la parabola
y se encuentra sobre el eje focal. Panel derecho: representacion de la
ecuacion (2.7) en Geogebra. Aqui el deslizador r representa la distancia
entre el punto Py el foco F', y el deslizador e representa la eccentricidad,
que en este caso es 1.

El eje focal de la parabola es la recta perpendicular a su directriz d que contiene
al foco F', como lo muestra la Figura 4, que ademés resulta ser el eje de simetria de la
parabola, ;por qué?. El vértice de una pardbola V corresponde a la interseccion de
la parabola con el eje focal. Dicho punto resulta ser el punto medio del segmento FH',
.por qué?, como lo muestra el panel izquierdo de la Figura 4.

Pregunta 2.10. ;Por qué el lugar geométrico para e = 1 resulta ser una curva abierta?

2.3.3. Elipse - e < 1. En este caso, la ecuacion (2.7) representa una elipse como el
panel izquierdo de la Figura 5. Al igual que la parabola, el eje focal de la elipse es la
recta perpendicular a la directriz d que contiene al foco F. El vértice de la elipse V se
encuentra sobre el eje focal.

Pregunta 2.11. ;Por quési e < 1, el lugar geométrico resultante es una curva cerrada?
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AL ser la elipse una curva cerrada, definamos V' como el otro vértice de la elipse,
como lo muestra el panel izquierdo de la Figura 5. Si consideramos el segmento V'V’
entonces la mediatriz de dicho segmento es un eje de simetria de la elipse. Por tanto,
podemos definir otro foco F’ y otra directriz d’ para la elipse, como se muestra en el
panel izquierdo de la Figura 5.

Pregunta 2.12. A partir de la observacién que la elipse es una curva cerrada, es
posible determinar la distancia entre focos de la elipse como la longitud del segmento
FF'y la distancia entre los vértices de una elipse como la longitud del segmento V1.
Estos parametros, ;determinan univocamente una elispe?

riencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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FiGURA 5. Panel izquierdo: Gréfica de la elipse cuya directriz es la recta
dy cuyo foco es F. Vértices (V, V') y focos (F, F') de la elipse a partir del
eje de simetria p, perpendicular al eje focal. Panel derecho: representacion
de la ecuacion (2.7) para e = 0,7. La circunferencia C' determina
dist(P, F).

2.3.4. Hipérbola: e > 1. En este caso, el lugar de puntos se denomina hipérbola
representada en el panel izquierdo de la Figura 6. El eje focal de la hipérbola es la recta
perpendicular a la directriz que contiene al foco F. La representacion de la hipérbola
en Geogebra, como lo muestra el panel derecho de la Figura 6, sugiere que como en
el caso de la elipse, es posible determinar el otro foco F’ de la hipérbola sobre su eje
focal.

Pregunta 2.13. ;Por qué el lugar geométrico determinado por la ecuacion (2.7) re-
sulta, para e > 1 una curva abierta?

Pregunta 2.14. ;Por qué el otro foco F’ de una hipérbola esta en la region opuesta,
determinada por la directriz d, a la que pertenece el foco F7

Pregunta 2.15. ;Por qué la directriz d de una hipérbola, también representa un eje
de simetria para la hipérbola?

Habiendo diferenciado los lugares geométricos en términos de la eccentricidad, es
conveniente obtener descripciones cuantitativas de dichos lugares geométricos. Para
ello, es conveniente introducir coordenadas, como se muestra en la proxima actividad.
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F1GURA 6. Panel izquierdo: grafica de la hipérbola cuya directriz es la
recta d y cuyo foco es F. Los puntos P y P’ satisfacen la ecuacion
dist(P,F)  PF  dist(P',F)  PF'
dist(P,d) = PH  dist(P',d)  PH
e > 1. Panel derecho: representacion de una hipérbola en Geogebra,
donde C representa dist(P, F') y el deslizador e = 1,9.

= e, con la eccentricidad

2.4. Coordenadas polares. En esta actividad, el problema a resolver es el siguiente

Determinar las distancias entre los focos y los vértices de la
elipse.

Para calcular las longitudes de los segmentos F 'y VV', como en el panel izquierdo
de la Figura 5, es necesario representar la elipse respecto a algtn sistema de referencias.
Para ello utilizaremos coordenadas polares, como se muestra en el panel derecho de
la Figura 7. En este caso, vamos a tomar como centro de coordenadas el foco F' de la
elipse, el eje focal se utilizard como referencia para medir angulos 6.

Habiendo fijado las referencias, para la elipse, ademas de la eccentricidad

__ d(P.F)
~ dist(P,d)

podemos definir el pardmetro p que representa la longitud del segmento HF', que
representa la distancia entre el foco F' y la directriz d

p=dist(P,d) = HF

Entonces, para determinar un punto P sobre la elipse basta determinar la longitud del
segmento r = F'P y el angulo 6. Si reescribimos la definicion de P sobre la elipse en
funcion de r y 6 tenemos que

Proposicion 2.3 (Representacion de la elipse en coordenadas polares). Para la elipse
de foco F y directriz d, se tiene que
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FIGURA 7. Panel izquierdo: representacion de la elispe en coordenadas
polares. Panel derecho: elipse de focos F'y F’ con eccentricidad e y
directrices d y d'. Aqui r +1' = 2a

pe

2.1 =
(2.16) " 1 —ecosf

donde p es la distancia del foco F' a la direclriz d, y 0 es el dngulo que forma el
segmento F'P con el eje focal de la elipse.

Corolario 2.4. Para la elipse de pardmetros e y p se tiene que

1. Fvi = 2
1€€
2. FV = L
1+e 5
3. VV =VF+FV = L2 4 I° Lo @

= =2 )
‘ l+e 1—e 1—¢2 1—e?
4. Si la distancia entre los vértices de una elipse se denote por 2a, entonces

P = 2P o P

— =2
1—¢e2 1—e2 ¢

Si § = m/2 en la ecuacion (2.16), obtenemos la longitud del latus rectum de la
elipse, que resulta ser el segmento perpendicular al eje focal de la elipse, que contiene
al foco F' y cuyos extremos se encuentran sobre la elipse.

Pregunta 2.17. ;Por qué la longitud del latus rectum de una elipse de pardmetros p
y e es pe?

La proxima pregunta permite a los alumnos repetir los argumentos anteriores pero
con diferentes pardmetros, y asi poder evaluar el grado de aprendizaje de los alumnos
utilizando diferentes instrumentos de evaluacion|44, 45].

Pregunta 2.18. A partir de la ecuacion (2.16), determinar la distancia entre focos,
vértices y latus rectum de una hipérbola de parametros e y p

Pregunta 2.19. ;Por qué, a partir de la ecuacion (2.16) es posible determinar que la
elispe es una curva cerrada, mientras que la hipérbola y la parabola son curvas abiertas?

2.5. Definiciones alternativas para las elipses e hipérbolas. La pregunta a
responder en esta actividad es la siguiente
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Obtener el método del jardinero para construir canteros elip-
ticos.

En vista del método que los alumnos pueden encontrar al indagar sobre esto fuera
del aula, este problema permite introducir una definicién alternativa para la elipse,
teniendo en cuenta soélo los dos focos de la misma, como lo muestra el panel derecho
de la Figura 7. Si la elipse tiene eccentricidad e y la distancia del foco F' a la directriz

es p entonces tenemos que

r r
=e

PH DPH

de donde

r+r =e(PH+ PH')=e¢HH'
Ahora bien, de lo calculado anteriormente se tiene que r + 1’ = 2p + 2¢ por lo tanto
r+7r =2(p+c)=2a.

Esto es, para cualquier punto P sobre la elipse se tiene que la suma de las distancias
del punto P a los dos focos es constante e igual a 2a. Esto lo resumimos en la siguiente
definicion alternativa de elipse.

Definicién 2.5. Sean F' y I’ dos puntos cualesquiera y a un numero positivo tal que
a > FF'. El lugar de puntos P tales que la suma de las distancias a F'y F” es igual a
2a es una elipse. En simbolos

dist(P,F) + dist(P, F') = 2a

Para la hipérbola con focos 'y F’, y directriz d con parametros e > 1y p, se puede
obtener una definicion equivalente a la de foco y directriz en funcién de la distancias
entre los puntos de la misma y los focos. Si bien esto se presenta como una definicién,
es posible demostrar este hecho; dicha verificacién queda a cargo del lector.

Definicion 2.6. Sean F'y F’ dos puntos cualesquiera y a un nimero positivo tal que
a > FF'. El lugar de puntos P tales que la diferencia de las distancias a F'y F’ es
igual a 2a es una elipse. En simbolos

dist(P, F) — dist(P, F") = 2a
Aqui siempre se toma la diferencia de manera tal que resulte positiva.

Observacion 2.7. Esta actividad es altamente constructiva para los alumnos en térmi-
nos del trabajo matemaético, pues muestra un ejemplo concreto de como las definiciones
en matemética se eligen de manera arbitraria, pues tenemos dos maneras distintas de
definir una elipse o una hipérbola:

= a través de su foco y directriz,
m 3 través de sus dos focos.

Pregunta 2.20. Dada la definicion de una elipse mediante sus focos F'y F' y el
parametro a, jpor qué se puede determinar univocamente la directriz d de la misma?

Luego de esta secuencia de actividades, es posible determinar si es posible cocinar
con las antenas de DirectTV.
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2.6. Al final, ;se puede cocinar con las antenas de DirecTV?. El problema
central para esta actividad es el siguiente

.Se puede cocinar con las antenas de DirecTV?

La hipotesis principal es que las seniales que emiten los satélites al igual que los rayos
solares llegan a la Tierra de manera perpendicular. Asi, lo que interesa saber es hacia
donde se refleja una senal satelital o los rayos solares cuando se reflejan en la antena.
La respuesta: hacta al foco de la parabola lo que explica la ubicacién del recibidor
de la antena satelital!'®. Para probar este hecho, vamos a utilizar el Principio de Snell,
representado graficamente en el panel izquierdo de la Figura 8.

Principio de Snell: el angulo de incidencia de un rayo sobre
una superficie plana es igual al angulo de reflexion'*.

F1GURA 8. Panel izquierdo: La Ley de Snell dice que el angulo de inci-
dencia «, que forma el rayo con el plano tangente a la superficie es igual
al angulo de reflexion . Panel derecho: el punto P esti en la parabola
de foco F'y directriz d. La recta que contiene a los puntos P; y P es la
mediatriz del segmento HF. El angulo « es igual al angulo £.

Es necesario determinar entonces, el plano de reflexion de la pardbola en un
punto P de la misma. Para poder definir el plano de reflexiéon de la parabola, basta
encontrar la direcciéon de la recta a la parabola en el punto dado P, como lo muestra

<
el panel derecho de la Figura 8. Necesitamos determinar la recta PP, que contiene al

—
punto P, tal que el angulo (3, que resulta de la interseccién en P de la recta PH, sea
igual al dngulo a.

Ahora bien, como P pertenece a la parabola, satisface

dist(P,F) PF

dist(P,d) PH

A
entonces el tridngulo HF P es isosceles (ver panel derecho de la Figura 8). Como la
<

recta PP, representa el plano de reflexion de la parabola en el punto P, entonces 5 = «.

I3Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Satellite_dish
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<
Por lo tanto Z/P,PH = 3 resulta que los angulos /P,PH = /P,PF, y la recta PP,
resulta ser la bisectriz del angulo ZFPH y por lo tanto dicha recta resulta mediatriz
del segmento F'H. Teniendo en cuenta que H siempre se puede determinar, para punto
P de la pardbola, tenemos

Definicién 2.8. Sea la parabola con foco F'y directriz d. Para cada punto P sobre la
parabola sea el punto H sobre la directriz d tal que PH = PF, esto es la longitud del
segmento PH representa la distancia del punto P a la directriz d. Entonces la mediatriz
del segmento F'H es la recta que representa el plano de reflexion de la parabola.

De la Figura 8 se puede deducir ademas que la mediatriz del segmento PH, donde
H satisface las condiciones del teorema anterior, no intersecta a la parabola en ningtn
otro punto. De lo contrario, si suponemos por ejemplo que P; también perteneciera a
la parabola, entonces de acuerdo al panel derecho de la Figura 8 deberia cumplirse que

PyHy = P, F por ser P; un punto de la parabola. Pero ademés PH = P, F (;por qué?)
A
lo cual nos lleva a una contradiccién pues el triangulo HyH P, es rectangulo en H; y

de acuerdo al Teorema de Pitagoras, la hipotenusa no puede tener la misma longitud
que ninguno de sus catetos.

Dado que la recta de reflexion de la parabola intersecta a la parabola en un tnico
punto, esto nos refiere a la definicion de recta tangente a la pardbola.

Definicion 2.9. Sea la parabola cuyo foco es F' y directriz d. Para cada punto P de
la parébola la recta tangente a la misma que pasa por el punto P es la mediatriz del
segmento F'H, donde H es el punto sobre la directriz d tal que PH = PF.

En términos de rayos solares u ondas electromagnéticas, si los mismos viajan en
direccién perpendicular a la directriz de una parabola, o equivalentemente paralelos al
eje focal, al reflejarse sobre la superficie de la misma cambian su direcciéon hacia el foco
de la parabola. Esto también es cierto en la otra direccion: si rayos luminicos nacen del
foco de una parabola, al reflejarse sobre la misma viajan paralelos al eje focal. Por eso
los focos de las opticas de los vehiculos también estan sobre el foco de una parabola!

Aqui tenemos una actividad que relaciona la parabola y el Origami '°

Determinar puntos que pertenecen a una parabola de foco F
y directriz d, mediante dobleces del papel

Pregunta 2.21. ;Cuéles son las propiedades reflectivas de una elipse?

La proxima pregunta explica por qué las superficies esféricas no son apropiadas para
resolver esta clase de problemas concretos.

Pregunta 2.22. ;Cuales son las propiedades reflectivas de una esfera?

2.7. Sobre hipérbolas y telescopios. Esta actividad esta relacionada con la cons-
truccion de telescopios astronémicos, siguiendo la idea de Cassegrain.

Determinar las rectas tangentes a una hipérbola y sus
propiedades.

Como en el caso de la parabola y la elipse, es posible determinar las rectas tangentes
a la hipérbola que pasan por un punto P de la misma, como indica la Figura 9. Esta
propiedad se puede enunciar como teorema.

15Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Origami.
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FIGURA 9. Panel izquierdo: la recta f es la bisectriz del angulo Z/F PF’
y ademas es tangente a la hipérbola en el punto P. Panel derecho: Dia-
grama del telescopio diseiado por Cassegrain. Los rayos luminicos se
reflejan sobre el espejo parabolico concavo [p y se reflejan sobre un lente
convexo hipérbolico ly.

Proposicion 2.10. Sea la hipérbola de focos F y F' con p, la distancia del foco F
a la directriz d, y e > 1 su eccentricidad. Sea P un punto cualquiera de la hipérbola.
Entonces, la recta tangente a la hipérbola es la bisectriz del dngulo del dngulo FPF'.

Habiendo estudiado algunas de las propiedades de las secciones conicas, una pregunta
natural es por qué no utilizar los ejes cartesianos para determinar las coordenadas
de diferentes puntos de una coénica determinada. Este cambio de representaciéon es
fundamental en términos del marco referencial del concepto matematico y la formacion
de imagenes conceptuales de los objetos matematicos, asi como también la formulacion
de definiciones conceptuales del dichos objetos [50].

2.8. ;Y las coordenadas?

Utilizando ejes cartesianos, obtener ecuaciones algebraicas
que representen las secciones conicas.

Para ello vamos a suponer que el foco de la conica F tiene coordenadas (p,0), la
directriz d tiene ecuaciéon x = —p y su eccentricidad es e. Esta suposicion no es res-
trictiva ya que este mismo trabajo se puede hacer en general: la diferencia reside en la
intensidad del trabajo algebraico.

Con estas hipotesis, si cualquier punto P sobre la conica tiene coordenadas (z,y), la
ecuacion (2.7) se lee

2 .2 N2 2
(2.23) (x=p)+y =e o equivalentemente E=p +y — 2
T+p (z +p)?
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pues como la directriz tiene ecuacion x = —p, d(P,d) = = + p, como se muestra en
la Figura 10. Las expresiones en (2.23) definen una relacion entre las coordenadas del
punto P que nos aseguran que dicho punto pertenece a la conica de foco F, directriz d
y eccentricidad e. Como lo hicimos antes, vamos a discriminar tres posibilidades e = 1,

e # 1.

F1GURA 10. Representacion de una conica utilizando coordenadas carte-
sianas. El punto O es el centro de coordenadas. El foco F' tiene coorde-
nadas (p,0). La distancia del foco F a la directriz es 2p, la distancia del
punto P a la directriz d es la longitud del segmento PB que resulta z +p.

2.8.1.  Pardbola - e = 1. En este caso, la ecuacion (2.23) se lee
(z—p)*+y" = (z+p)"
Como (x — p)? = 22 — 2px + p* v (z + p)? = 2% + 2px + p?, entonces
22— 2px 4+ p* +yP = (v +p)? =2+ 2px+p? 0 y? = dpr.

Observemos que el vértice de la parabola, que de lo que trabajamos anteriormente se
deduce que tiene coordenadas (0, 0), satisface la ecuacion que acabamos de obtener.

2.8.2. FElipse - hipérbola - e # 1. En este caso, tenemos

(2.24) (z —p)?*+y°=e*(z+p)°

Para calcular las coordenadas de los vértices de la elipse (e < 1) o la hipérbola
(e > 1), como asumimos que el foco esta sobre el eje x entonces las coordenadas de los
vértices deben ser de la forma (v,0). Asi, utilizando la ecuacion (2.24) se obtiene

14 €2

(z —p)* = *(z +p)° 0 z® — 2p1 6296 +p* =0, jpor qué?

Esta es una ecuaciéon de segundo grado que tiene a lo sumo dos soluciones. El discrim-
inante de esta ecuacién es
(1+ ¢e?)? . 16p*e?

_ 2 . ,
A —4p m —4]? = m7 ,por que?

Asi, podemos concluir que tanto la elipse como la hipérbola tienen dos vértices.
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Si e < 1 entonces, las coordenadas de los vértices son

1—e¢ 1+e
0 0
(e0) v (2eo),

y el eje de simetria de la elipse, perpendicular al eje focal tiene ecuacion

1+ e?
1 —e?’

r=0p

y corresponde a la recta que pasa por el punto medio del segmento determinado por
sus vértices (o focos), jpor qué?.

Por altimo utilizaremos coordenadas para encontrar la ecuaciéon del eje de simetria
de una coénica que es perpendicular al eje focal. Para ello asumamos que la directriz d
de la conica coincide con el eje y y que su foco F' yace sobre el eje x, esto es, F' tiene
coordenadas (p,0). Entonces la ecuacion (2.7) se lee

2, .2
(x—p)Q+y 2
— G =¢".
x
Esta ecuacion es simétrica respecto del eje y pues si reemplazamos x por —x y p por
—p en dicha ecuacion, la misma no varia, ;por qué?. Mas aun, las coordenadas de los
vértices de la hipérbola satisfacen la ecuacion

N2
(z x2p> — 2

p
1—e Y 1+e
El uso de hipérbolas es la base del sistema de navegacion LORAN, el cual obtiene
ubicaciones relativas respecto a dos hipérbolas diferentes. Este requiere familiarizarse
con la representacion de varias conicas respecto a un tnico sistema de referencia. Esta
ultima actividad puede desarrollarse en clase o como proyecto de trabajo grupal. El
siguiente problema puede servir como disparador.

De donde se tiene que las coordenadas de los vértices son

Supongamos que un barco navega a 100 millas paralelo a la
costa y recibe senales de dos transmisores que estan sobre la
linea costera distantes 200 millas entre si. En un momento, el
barco envia una senal de auxilio a ambas estaciones, y de la
diferencia en el tiempo de llegada de las senales se deduce que
el barco estd 160 millas méas cerca de una estacion respecto
de la otra. ;Doénde se encuentra el barco? .

3. PROBLEMAS

Los siguientes representan una serie de problemas relacionados, directa o indirec-
tamente con las secciones conicas. El orden de los problemas seleccionados no esta
en correspondencia con el orden de dificultad, pues es el docente quien en funcién de
sus alumnos debe decidir cuales problems son potenciales problemas para ellos|11],
permitiéndole seguir incentivando el trabajo matematico en el aula.

1. Determine el tipo de curva representada por la ecuaciéon dada. Encuentre los
focos, vértices y directrices (si correspondiere) y representar graficamente.
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2

x
G)E+y:1 )
b) — vy _Y g) y¥* — 22+ 6y +8x —3=0
12 144 12
¢) 22 —y> + 144 =0 h) a? = 9y* +8x = =7
- 2 2 _ _
d) 22 + 62 = 9y? 1) 3z +4y° = 18z — 8y + 19

e) 4x? + 9y* + 24x — 36y + 36 =0

2. Determinar las coordenadas del foco F', e y p de las siguientes conicas cuyas
ecuaciones se dan a continuacion. En todos los casos, el eje focal es el eje x.
Representarlas graficamente.

a) z°+ 9y* =81 e) 9y* — 42% = 36
b) 922 — 169> = 144 f) z?—y*>=25
¢) 162% +y? = 25 g) 4z +Ty? =13
d) 4z* + 9y* = 36 h) bx? — 3y* = 14
3. Hallar las pendientes de las rectas tangentes a las conicas siguientes en los puntos
indicados.

a) y* = 8x, Py(2,4)

b) 2?2 +y? =25, P1(3,—4)
¢) 4% +y* =16, P(0,4)

d) x? — 9y* =81, Py(15,—4)

4. Usar coordenadas para argumentar por qué la ecuacion (2.3) determina una
circunferencia para cualquier valor de k # 1.

5. La relaciéon

FV' - FV
W °

se utiliza para calcular la eccentricidad de las 6rbitas de los planetas del sistema
solar, que Kepler y Newton demostraron que eran elipticas, donde F' corresponde
a la ubicacion del Sol, F'V corresponde al perihelio, la distancia minima entre el
planeta v el Sol, y F'V” corresponde al afelio, la distancia méaxima entre el plante
y el Sol, ambas distancias medidas sobre el eje focal de la 6rbita eliptica: para la
Tierra, e = 0,01671.

6. Determinar las coordenadas de los vértices, la eccentricidad, los focos (segin

corresponda) de las siguientes elipses:
a) Focos (0,+£3). El punto (0, 2) pertenece a la elipse
b) Eje focal: eje x. Los puntos (8,6) y (16,0) pertenecen a la elipse
En cada caso, determinar la circunferencia de radio méas grande que se puede
inscribir en las elipses dadas.

7. Determinar los pardmetros de la elipse més grande que se puede obtener a partir
del rectangulo de 4 x 8.

8. A partir del eje de simetria p, perpendicular al eje focal de la elipse (ver Figura
5), se definen el eje mayor y eje menor de la elipse. El primero corresponde
al segmento V'V’ y el segundo es el segmento contenido en p cuyos extremos
perteneces a la elipse. Asumiendo que la elipse tiene la distancia entre el foco y

la directriz d es p y tiene eccentricidad e, sabemos que el eje mayor tiene longitud

2
2a = . ep2. Calcular la longitud del eje menor de la elipse.
—e
9. Determinar las propiedades de reflexion de las rectas tangentes a una elipse dada.

160tros parametros del sistema solar se pueden encontrar en http://nssdc.gsfc.nasa.gov/
planetary/factsheet/planet_table_ratio.html.



88

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

GABRIEL SOTO

Un reflector parabdlico para un faro de automovil forma un tazén de 6 pulgadas
de ancho en su abertura y 3 pulgadas de profundidad. ; A qué distancia del vértice
se debe colocar el filamento de la bombilla si se tiene que ubicar el foco?
Se construird un reflector eliptico de 17 c¢cm de altura de modo que las ondas
luminicas emitidas desde el foco F' se reflejen hacia un punto F’ que esta a 32
cm del vértice del reflector. Encontrar el diAmetro del reflector y la ubicacion de
F.
EL arco de un puente es semieliptico con eje mayor horizontal. La base del arco
mide 10 m y su parte méas alta mide 5,3 m de la autopista. Determinar la altura
méxima de paso, si el ancho de la carretera es de 8 metros.
Las conicas que tienen el mismo foco se denominan confocales. Considere las
conicas que tienen como foco al punto (0,1) y tiene al origen de coordenadas
como vértice.

a) Encuentre dos elipses distintas que tengan esta propiedades

b) Encuentre dos hipérbolas distintas que tengan esta propiedades

¢) Explique por qué sélo una parabola puede tener estas propiedades

d) A partir de la representacion grafica de las conicas obtenidas, determine

alguna relacion geométrica entre las mismas.

Investigar como se utilizaron las secciones conicas en la resolucion de los proble-
mas de la duplicaciéon del cubo.
EL cometa Halley tiene una orbita eliptica con eccentricidad e = 0,967. La
distancia més pequefia a la que el cometa Halley pasa del sol es 0,587 UA'.
Calcule la distancia méaxima del cometa al Sol.
La primera Ley de Kepler sostiene que los planetas se mueven en 6rbitas elipticas
con el Sol en uno de sus focos.

a) Muestre que la ecuacion de dichas orbitas resulta

(1—ea
re=—"
1 —ecosf

donde e es la eccentricidad y 2a es la longitud del eje mayor de la elipse.

b) La distancia del perihelio, 7,., y la distancia del afelio 74f. estan definidas
como las distancias minima y méxima, respectivamente de un planeta al Sol.
Muestre que

Tper = a(l — €) Tafe = a(l + e)
¢) Usualmente, la ecuacion que describe las orbitas planetarias es

~ Tper(1+e)

= Lpor qué?
1—ecosf’

Utilizar la ecuacidén anterior para obtener una representaciéon del sistema
solar a escala.
Un punto P de coordenadas (z,y) esta a la misma distancia del punto (4,0) que
de la circunferencia de centro (0,0) y radio r = 2. Mostrar que P se encuentra
sobre una hipérbola.
., Cuantos puntos son necesarios para determinar univocamente una conica?
En el panel derecho de la Figura 9, se muestra el diseno del telescopio de
Cassegrain. ;Dénde terminan las ondas luminosas que inciden en el telescopio?

1TUA = unidades atronémicas.
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Si la ecuacion de la rama superior de la hipérbola es
y = %m
y la ecuacion de la parabola es
y = da?
determinar el valor del pardmetro d en funciéon de a y b.

4. CONCLUSIONES

Estas notas surgieron de un encuentro con profesores de matematica de la escuela
secundaria durante las Segundas Olimpiadas del Golfo San Jorge, llevadas a cabo du-
rante el mes de agosto del ano 2011 en la ciudad de Comodoro Rivadavia, provincia del
Chubut. En ese taller, presentamos una serie de actividades para trabajar en el aula
que introducen las secciones conicas.

Si bien existen numerosos libros de texto que presentan las secciones conicas desde
la geometria analitica |37, 49, 42]), esta propuesta para la introduccion de las conicas
es novedosa, respecto a la literatura existente. Dado que la definicion de conicas se
remonta a la nociéon de mediatriz de un segmento, las actividades presentadas han
permitido relacionar conceptos que usualmente estan distribuidos en diferentes anos de
la escuela secundaria (Teorema de Thales, Arco Capaz, Trigonometria), convirtiéndose
en un ejemplo de diseno segtn la ingenieria didacticall]. Una de las ventajas de elegir
esta metodologia para el disefio de situaciones de ensenanza, reside en el hecho que el
aprendizaje del alumno, desde su propia perspectiva, deja de ser percibido como una
serie discreta de compartimentos disjuntos para convertirse en un proceso continuo.

Ademés de los problemas especificos a resolver en cada una de las actividades que
permiten introducir nuevos conceptos [35, 14|, se presentan una serie de preguntas que,
o han surgido de los propios alumnos durante las implementaciones de las mismas o
pueden servir a los docentes para introducir nuevos problemas, de manera natural en
el trabajo de aula y asi jlos alumnos se convierten en matemdticos en la hora
de Matemdtica!.

Estas notas no tienen como objetivo una presentacion formalmente matematica de
las secciones conicas sino la de presentar una herramienta para el docente en ejercicio
que tiene la responsabilidad de generar situaciones de ensenanza para que sus alumnos
aprendan motivados estos contenidos disciplinares. Las actividades estan estructuradas
de manera similar a las actividades presentadas en [48], de manera tal que el docente
puede implementarlas directamente en el aula. Sin embargo, la mayoria de los resul-
tados y las preguntas a lo largo de este trabajo no van acompanadas de validaciones
matematicas; el tipo de argumentos para justificar los resultados depende de los alum-
nos y quedan a criterio del docente. Si bien es cierto que la validacion de los conceptos
matematicos por los alumnos debe corresponderse con la validacion matematica, las
formas de validacion tienen que tener coherencia con el nivel de maduracion cogniti-
va de los mismos|51|. Por ello es fundamental que el profesor que implemente estas
actividades con sus alumnos haya elaborado argumentos precisos y formales, desde el
punto de vista matematico, para cada uno de los resultados aqui presentados. De esta
manera, el docente podra decidir cuando las validaciones de sus alumnos son precisas
y muestran crecimientos cognitivos de los mismos, por ejemplo basadas en la heuris-
tica y la intuicion. Una de las herramientas méas ttiles para desarrollar habilidades
de validacion en los alumnos es la pregunta ;por qué?, pues le permite al docente
devolver la pregunta o el problema al alumno. Cuando el alumno vuelve a responder, y
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es extremadamente importante que lo haga, el docente puede evaluar, a través de
las validaciones de sus alumnos, muestran indicios que el aprendizaje se esta llevando
a cabo.

Estas notas no se proponen ni discuten cuéles dispositivos de evaluacién son los ade-
cuados para este tipo de propuestas, pues aunque hemos trabajado sobre ello, no existen
formas de evaluaciones absolutamente mejores que otras, sino que estan directamente
relacionadas con las situaciones de ensenanza y la apropiacion de los conocimientos que
ocurren en el aulal9] . En [45, 48] hemos presentado algunas alternativas innovadoras
sobre el diseno de instrumentos de evaluaciéon que permiten a los alumnos apropiarse de
la evaluacién como parte natural del aprendizaje. Es por ello que invito a los lectores
a pensar en como instrumentar dispositivos de evaluacion, instrumentarlos y compar-
tirlos con el autor, teniendo en cuenta que la evaluacion debe ser percibida por los
alumnos como parte natural y fundamental de los procesos de aprendizaje por lo que
debe ser constructiva e interactiva. De lo contrario, los resultados de las evaluaciones
son altamente paradojicas [44]: los alumnos responden a preguntas solo si saben la
respuesta|28| y asi el docente no puede utilizar los resultados de estas evaluaciones
para poder reflexionar sobre sus propias practicas.

Por ultimo, quiero agraceder a quienes hayan alcanzado estas lineas. Los proble-
mas sobre la educacién matemaética son altamente complejos y es necesario analizarlos
desde diferentes perspectivas. Este trabajo propone un anélisis desde los disciplinar,
y lejos esta de ser una respuesta definitiva de la pregunta slas conicas, para qué
me swrven?. La intenciéon de éste ha sido la de promover muchas méas preguntas que
respuestas. Si lo hemos logrados, nos damos por satisfechos. Gracias.
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1. INTRODUCCION

Actualmente, el estudio de la alfabetizacion de los ciudadanos en distintas disciplinas
se muestra como un tema central en la investigacion didactica ([11], [15], |9], [6], [18],
[19], [4]), asi como también los estudios centrados en el andlisis de la influencia de las
actitudes sobre el rendimiento de los estudiantes o sobre el desempeno de los ciudadanos
en diversas areas del mundo del trabajo.

Ademaés, desde la comunidad de los educadores estadisticos, en las tltimas déca-
das, también se ha expresado la preocupacion por lograr una Alfabetizacion Estadistica
basica para todos ([19]). Consideramos que para que un ciudadano logre estar cientifi-
camente alfabetizado, uno de los componentes principales es que haya logrado ser un
ciudadano estadisticamente alfabetizado, ya que estamos convencidos que la estadisti-
ca es la que provee de métodos de analisis a las ciencias, por lo cual si no se es culto
estadisticamente, serd mas dificil poder comprender la metodologia cientifica.

En consecuencia, a través del curso que presentamos en este trabajo, pretendemos
realizar una breve delimitacién de los conceptos estocasticos que son la base de la
Alfabetizacion Estadistica. Con este fin, partimos de la revision de antecedentes en
el tema y en funcién de ésta elaboramos una categorizaciéon inicial que nos permitira
luego tomar decisiones en relacion con las actividades que se desarrollan en el curso.
Por ultimo, presentamos un anélisis de las actividades propuestas en funcion de la
categorizacién realizada.

Palabras claves: Alfabetizacion Estadistica, Actitudes y creencias hacia la estadistica, Educacién
Estocastica, Ideas estocasticas fundamentales.
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2. REVISION DE LITERATURA RELACIONADA CON LA ALFABETIZACION
EsTADISTICA

2.1. Alfabetizaciéon Estadistica y Ciudadanos estadisticamente alfabetiza-
dos. Partimos de la postura de Wallman [22], quien argumenta que la Alfabetizacion
Estadistica (que simbolizaremos como AE) es la habilidad para:

= entender y evaluar criticamente los resultados estadisticos que intervienen en la
vida diaria vy,

= apreciar las contribuciones que el pensamiento estadistico puede hacer en las
decisiones personales, profesionales, piblicas y privadas.

Dado que lo anterior puede resultar muy amplio a la hora de organizar una propuesta
didactica buscamos otros elementos teéricos que nos permitan clarificar la definicién
de Alfabetizacion Estadistica. Es asi que siguiendo las ideas planteadas por diversos
investigadores en educacion estocastica (|10] y |6]) adherimos a la siguiente categoriza-
cion que, actualmente es la mas aceptada en la comunidad de educadores estadisticos,
en la cual se diferencian los ejes fundamentales que diferencian a la Alfabetizacion
Estadistica, el Razonamiento Estadistico y el Pensamiento Estadistico:

Alfabetizacion estadistica (AE): es el conjunto de habilidades basicas que son
usadas en la comprensiéon de informacion cotidiana y de resultados de investiga-
ciones. Estas habilidades deberian permitir organizar datos, construir y presentar
tablas y trabajar con distintos tipos de resimenes de datos. También, implica
una comprension bésica de conceptos, vocabulario y simbolos, v de la idea de
probabilidad como medida de la incertidumbre. En otras palabras, la AE se de-
fine como la habilidad bdsica para pensar criticamente sobre arqumentos basados
en la evidencia.

Razonamiento estadistico (RE): se puede considerar como la manera que las
personas le dan sentido a las ideas e informacion estadistica. Lo cual involucra
hacer interpretaciones basadas en un conjunto de datos, representar o resumir
datos. También involucra lograr establecer relaciones adecuadas entre conceptos
(p.e., centro y dispersion), o combinar ideas sobre los datos y el azar. Razonar,
en este sentido, significa comprender y ser capaz de explicar procesos estadisticos
y de interpretar, de manera global, los resultados estadisticos.

Pensamiento estadistico (PE): involucra la comprension de por qué y como se
realizan las investigaciones en las que se utiliza la estadistica como herramienta
metodologica y las “grandes ideas o las ideas fundamentales” implicitas en ellas.
Estas ideas incluyen la naturaleza de la variaciéon y, cuando y cémo usar los
métodos mas apropiados de andlisis de datos, tales como resiimenes numeéricos
y graficos. Desarrollar el PE implica resaltar la comprensiéon de la naturaleza
del muestreo, como hacer inferencias a la poblaciéon y como disenar experimen-
tos con el objetivo de establecer causas. Esto incluye, la comprensiéon de los
modelos para simular fenémenos aleatorios y su aplicacion en la estimacion de
probabilidades. Ademas de entender como, cuando y por qué las herramientas
inferenciales pueden usarse para fundamentar los procesos de investigacion. El
pensamiento estadistico también implica ser capaz de comprender y utilizar el
contexto de un problema de investigaciéon y dar conclusiones, reconocer y com-
prender los procesos completos (desde proponer preguntas para recolectar los
datos hasta elegir el analisis y el test de hipotesis que corresponda). Finalmente,
los pensadores estadisticos deben ser capaces de criticar y evaluar los resultados
de un problema o de un estudio estadistico.
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Por supuesto, los procesos de ensenanza y aprendizaje deberian fomentar diversos
conceptos y competencias en cada proceso (AE, RE Y PE), de tal forma que luego de
varios anos de educacion estadistica se lograra formar un ciudadano estadisticamente
alfabetizado que, aunque no sea un técnico estadistico, pueda ser un consumidor esta-
distico critico. En consecuencia, consideramos que es fundamental pensar cuales serfan
los conceptos y competencias estocasticos que pretendemos introducir a través de la
ensenanza en los distintos niveles educativos. Con este fin adherimos al modelo tedrico
de Gal |9], quien propone una interaccion entre los conocimientos estocéasticos basicos y
otros procesos que deberian estar disponibles en las personas, y en consecuencia, en los
estudiantes o profesores, para que ellos puedan comprender, interpretar, evaluar criti-
camente y reaccionar a los mensajes estadisticos encontrados en diferentes contextos.
Este modelo asume que la Alfabetizacion Estadistica involucra tanto un componente
de conocimiento (compuesto de cinco elementos cognitivos: habilidades de alfabetiza-
cion, conocimiento estadistico, conocimiento mateméatico, conocimiento del contexto y
cuestiones criticas) como un componente disposicional (compuesto de dos elementos:
postura critica, creencias y actitudes).

Los componentes y elementos en este modelo no deberian considerarse como en-
tidades separadas sino como contextos dependientes, como un conjunto dinadmico de
conocimiento y aptitudes que juntos forman el comportamiento estadisticamente alfabe-
tizado. La comprension e interpretacion de la informacion estadistica requiere no sélo de
conocimiento estadistico per-sé sino también la disponibilidad de otros conocimientos
bésicos tales como: habilidades de alfabetizacion, conocimiento matematico basico (fun-
damentalmente distinguir entre los distintos campos numéricos y tener conocimiento
sobre proporcionalidad) y conocimiento del contexto. Sin embargo, la evaluacion cri-
tica de la informacion estadistica (después de haber sido comprendida e interpretada)
depende de elementos adicionales como la habilidad para realizar preguntas criticas y
para tener una postura critica, la cual se basa en ciertas creencias y actitudes hacia la
Estadistica y hacia las Ciencias en general.

Como consecuencia de las categorizaciones que se plantean en los marcos teodricos
resumidos en los parrafos anteriores, podriamos indicar que para considerar que un
ciudadano esta estadisticamente alfabetizado éste deberfa:

Comprender por qué:

= La Estadistica es la ciencia de los datos y, en consecuencia, los datos proporcionan

informacion relevante.

» La variabilidad es natural y también es predecible y cuantificable.
Las muestras aleatorias permiten generalizar los resultados.
La asignacion aleatoria en los experimentos permite concluir sobre las causas y
los efectos.
El significado practico de los teoremas fundamentales de la Estadistica, por ejem-
plo: El Teorema Central del Limite.

Reconocer:

= Las fuentes comunes de sesgo en las encuestas y experimentos.

= Como determinar la poblacién a la que los resultados de la inferencia pueden ser
generalizados.

= Como determinar si se puede realizar una inferencia de causa-efecto.

Conocer las técnicas estadisticas adecuadas para:

= Obtener o generar los datos.
= Graficar datos como un paso inicial en el analisis.



96 LILIANA TAUBER Y MARIELA CRAVERO

» Interpretar resimenes numéricos y graficos (responder preguntas / verificar con-
diciones).

» Comunicar resultados de un anélisis estadistico.

= Hacer un uso apropiado de la inferencia estadistica a un nivel basico.

Conocer:

= Como interpretar los resultados estadisticos en el contexto bajo estudio.
= Como leer y criticar noticias y/o articulos que incluyen informacion estadistica.
= Situaciones que requieren de la ayuda de un estadistico experimentado.

Hemos basado esta parte del trabajo en el analisis de estos marcos teoéricos, los cuales
nos han permitido delimitar lo que es la Alfabetizacion Estadistica y los elementos
constitutivos de ésta. Este analisis nos permite ademas, identificar diversos conceptos
que consideraremos fundamentales a la hora de disenar actividades para la ensenanza
de Estadistica.

2.2. Ideas Fundamentales de la Alfabetizacién Estadistica. La concepciéon de
ideas fundamentales fue creada por Bruner |7], quien indica que, en educacion (de una
determinada disciplina) se deberian seguir las lineas principales que ofrece la ciencia
relacionada. Siguiendo a Goetz [12], una tesis bésica de esta concepcion radica en que
es posible ensenar los principios basicos de un tema independientemente de la edad y
el origen social de los destinatarios. Este enfoque se refiere al contenido de la educacion
estocastica (en nuestro caso particular) y también a la actitud que es caracteristica para
hacer estadistica, por ejemplo, o cualquier otro tema. Asi, en este sentido, la educacion
estocéastica debe ser una copia no sesgada de la ciencia estadistica. Por supuesto, el
nivel de la educacién debe ser diferente al nivel de la ciencia, pero esto no deberia
significar un obstaculo, sino un reto para que la didictica de la estadistica procure
identificar los contenidos y los métodos tipicos de la ciencia.

Segtin Goetz [12], ademéas de las ideas fundamentales, cuando planificamos secuen-
cias didacticas, deberfamos tener en cuenta las creencias basicas, tanto de los alumnos
como de los docentes mismos. Goetz [12], indica que se pueden distinguir dos tipos
de creencias bésicas: las normativas y las descriptivas. Las creencias normativas cum-
plirfan una funcién similar a la de las ideas fundamentales, mientras que las creencias
descriptivas, indican las creencias individuales relacionadas con los contenidos cogniti-
vos. Estas ultimas podrian considerarse como actitudes afectivas hacia la disciplina (en
este caso, hacia la estadistica). Segin Goetz, una de las claves para descubrir las creen-
cias es analizar los errores que los estudiantes cometen. Indicacién que deberemos tener
en cuenta a la hora de planificar nuestra ensenanza. En relacién con las creencias de
estudiantes y profesores de matemaéatica, hemos encontrado a través de investigaciones
previas ([21], [8]) diversos tipos de creencias, por ejemplo: hemos encontrado que una
gran proporcion de profesores de matematica de nivel Medio, deciden no desarrollar
conceptos estocasticos porque no se sienten seguros a la hora de resolver problemas,
otros que plantean que la incertidumbre en los resultados estocasticos les provoca an-
siedad por el hecho de no tener un tnico resultado. Como podemos concluir, estas
creencias detectadas asi como otras que hemos encontrado, influyen en los profesores a
la hora de ensenar estadistica. Por ejemplo, una de las consecuencias es que el profesor
en muchas situaciones propone, un lote de datos, que generalmente no se sabe cémo se
ha obtenido (o se ha tomado directamente de un libro en el que ni siquiera se plantea
un contexto) y propone que el alumno calcule ciertas medidas como puede ser una
media aritmética o una desviacién pero sin relacionar con el tipo de variable, el tipo
de distribucion de frecuencias, etc. En otras palabras, es muy comiin que se propongan
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actividades puramente algoritmicas que de ninguna manera promueven la comprension
de las ideas estocasticas fundamentales.

En consecuencia, consideramos que es necesario distinguir cuéles son las ideas fun-
damentales que deberian desarrollarse en la ensefianza formal para lograr que nuestros
alumnos lleguen a ser ciudadanos estadisticamente alfabetizados.

Considerando que estas ideas fundamentales, en muchas ocasiones, pueden funcio-
nar como obstéculos epistemologicos pero a la vez son el origen de muchos conceptos
estadisticos, haremos una primera categorizaciéon basandonos en las recomendaciones
realizadas por algunos educadores estadisticos (|18] [3]), quienes indican que es impor-
tante, a un nivel introductorio, incluir la ensenanza de:

= técnicas apropiadas que permitan describir proporciones y porcentajes expresa-
dos en lenguaje cotidiano que indiquen diversos significados en relacion a los
conceptos estocasticos que involucran. Por ejemplo: la sentencia “el porcentaje
de hombres que son corredores”, ;tiene el mismo significado que: “el porcentaje
de hombres entre todos los corredores™

= lectura e interpretacion de tablas y graficos que involucren distintos tipos de
proporciones, razones, tasas y porcentajes.

= Comparacion entre proporciones y porcentajes. Por ejemplo: mostrar las dife-
rencias, en relacion con los significados y también en relacion con el célculo,
entre las siguientes sentencias: Entre los fumadores, los hombres tienen el doble
de probabilidades que las mujeres de contraer cancer de pulmoén. Los hombres
tienen el doble de probabilidades que las mujeres de llegar a ser fumadores.

Como consecuencia de la revision presentada y a partir de los trabajos que nuestro
grupo ha desarrollado y de los de otros autores (|3], [16], [18], [19], [20]), hemos rea-
lizado una categorizacion inicial de las ideas que consideramos fundamentales para la
elaboracion de secuencias didécticas para la ensenanza de Estadistica.

En consecuencia, consideramos importante establecer claras distinciones entre: Po-
blacién y poblacion estadistica o de interés. Poblacion estadistica y variable estadistica.
Variable estadistica y variable aleatoria. Distribucion de frecuencias tedricas y de fre-
cuencias empiricas. Muestra aleatoria y no-aleatoria. Frecuencias absolutas y porcen-
tuales, marginales o condicionales. Proporciones, probabilidades y porcentajes. Lectura
e interpretacion de gréficos estadisticos. Distincion entre distribucion de frecuencias,
distribucion de probabilidad y distribucién muestral de un estadistico.

3. CARACTERISTICAS DEL TRABAJO EN EL AULA DE ESTADISTICA CON
PROYECTOS

En diversas investigaciones ([3|, [5]) y planificaciones curriculares (N.C.T.M., 2000;
Informe GAISE, 2010) se aconseja trabajar los conceptos estocésticos a partir del desa-
rrollo de proyectos que favorezcan, no sélo la introduccion de los conceptos sino también
que permitan que el alumno aprecie el cardcter metodologico de la Estadistica. Otra de
las recomendaciones que se realizan es, que la ensenanza basada en proyectos permita
trabajar con datos reales y también con datos simulados.

En estos estudios, se plantean diversas razones que muestran las virtudes del trabajo
con proyectos. Entre algunas de estas virtudes, una de las mas importantes, como
senalan Anderson y Loynes ([2]), es que la estadistica es inseparable de sus aplicaciones,
y su justificacion final es su utilidad en la resolucion de problemas externos a la propia
estadistica. La historia de la estadistica muestra también como ésta recibe ideas y
aportes desde dreas muy diversas, donde, al tratar de resolver problemas diversos (por
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ejemplo: transmision de caracteres hereditarios, medida de la inteligencia, etc.) se han
creado conceptos y métodos estadisticos de uso general (correlacion, analisis factorial).

Por otro lado, el trabajo con proyectos permite abordar un proceso de ensenanza y
aprendizaje en la que se deben plantear preguntas, ideas, conjeturas que luego deberan
comprobarse a través de la evidencia. Esta interacciéon no suele presentarse en las
ejercitaciones planteadas en los libros de texto de uso habitual especialmente en el
Nivel de educacion Media. Por el contrario, en estas ejercitaciones generalmente se
plantean actividades totalmente estructuradas en las que se dan directivas sobre las
acciones a realizar, por ejemplo: “calcula la media aritmética”. En estos casos, el alumno
sOlo acata la orden y utiliza un procedimiento puramente algoritmico, en el que se deja
totalmente de lado todo el procedimiento estadistico que conlleva al calculo de una
media aritmética, por ejemplo, el andlisis del tipo de variable, el tipo de distribuciéon
(si es muy asimétrica o si tiene valores alejados, etc.) entre otras cosas, lo cual lleva a
un proceso que implica establecer relaciones entre los conceptos de variable estadistica,
distribucion de frecuencias, medidas estadisticas que sean adecuadas al tipo de variable
y de distribucion, etc.

Como podemos apreciar, los dos procedimientos descriptos provocan dos tipos de
aprendizajes muy diferentes: el primero, un aprendizaje acotado y totalmente descon-
textualizado y el segundo, que permite apreciar las relaciones que deben establecerse
cuando una persona se enfrenta a un proceso de toma de decisiones.

En consecuencia, al trabajar con proyectos se coloca a los alumnos en la posicion
de tener que pensar en preguntas como las siguientes ([13]): {Cudl es mi problema?
.Necesito datos? ;Cuales? ;Cémo puedo obtenerlos? ;Qué significa este resultado en
la practica?

Como sugiere Holmes [14], si los estudiantes trabajan la estadistica por medio de
proyectos, se pueden lograr aprendizajes més significativos, que pueden tener implicitas
algunas de las siguientes caracteristicas:

= Los proyectos permiten contextualizar la estadistica y hacerla méas relevante.
Si los datos surgen de un problema, son datos con significado y tienen que ser
interpretados.

= Se introducen ideas que no aparecen con los “datos inventados por el profesor
o en el libro de texto”, como por ejemplo: precision, variabilidad, fiabilidad,
posibilidad de medicion, sesgo.

= Se muestra que la estadistica no se reduce a contenidos matemaéticos.

4. METODOLOGIA

Ahora bien, dentro de este marco referencial, es que nos planteamos una necesidad
inmediata, que es la transposicion de estas ideas a la curricula de la ensenanza teniendo
en cuenta distintos factores como los avances tedricos metodologicos de la Estadistica en
los ultimos 50 anos, especialmente dada por la irrupciéon del procesamiento automatico
de datos, la informatizacion de la sociedad misma y los avances metodologicos en
otras disciplinas que “redescubren” en la estadistica las implicaciones de su aplicacién
para la obtencion de informacion del mundo real con distintos propoésitos. Todas estas
consideraciones confluyen para crear un escenario favorable, desde el punto de vista
estadistico, para la ensenanza y aprendizaje de esta disciplina, y a su vez, dentro de
este marco referencial de intervencion en la toma de decisiones y de la relacion entre
la alfabetizacion estadistica y la alfabetizacion cientifica.
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Es por todo ello que consideramos un factor de gran relevancia en la ensenanza de la
estadistica, la utilizacion de software de distribucién libre o de simulaciones que posi-
bilitan la comprension intuitiva de conceptos estocasticos. Esto se hace mas relevante
aun, considerando la disponibilidad que actualmente tienen los alumnos de secundaria
a través del uso de las netbooks entregadas por los distintos organismos gubernamen-
tales.

El curso se centrard en la discusion de los conceptos fundamentales de la Alfabe-
tizacion Estadistica, las diversas formas de introducir dichos conceptos utilizando he-
rramientas informaticas como simuladores y software de distribucion libre. Toda esta
discusion estard atravesada metodologicamente por el trabajo a través del planteo y
resolucion de proyectos en los que se utilice la Estadistica como metodologia de trabajo
para obtener conclusiones.

Aunque en el curso prevemos desarrollar otras actividades, en este trabajo nos cen-
traremos en el analisis de dos actividades basadas en la utilizacion de simuladores
que nos ayudaran a obtener respuestas a las preguntas planteadas. Las actividades
mencionadas pueden servir de apoyo en cursos introductorios de Estadistica a Nivel
Universitario y también pueden utilizarse en cursos de Nivel Medio, para este caso,
especialmente la actividad 1.

4.1. Actividad 1: “Distribuciones asociadas al lanzamiento de un dado”. '
A partir del experimento aleatorio asociado con el lanzamiento de un dado equili-
brado de 6 caras, realiza las siguientes actividades:

a. Escribe todos los resultados que podrian aparecer en un lanzamiento de un dado
equilibrado.

b. Si consideramos que el dado esta equilibrado, ;qué posibilidades hay de que
aparezca cada uno de los resultados enumerados antes? ;Qué razonamiento has
seguido para obtener esas posibilidades?

c. Elabora una tabla en la que presentes los resultados posibles y sus probabilidades
asociadas.

d. Si tuvieras que representar graficamente la informacion presentada en la tabla,
iqué grafico elegirias? ; A través de qué elementos podés fundamentar tu eleccién?

e. Confecciona el grafico seleccionado y describe verbalmente las caracteristicas de
la distribucion representada.

f. A continuacién analizaremos si las caracteristicas encontradas en la distribuciéon
de probabilidades del lanzamiento de un dado que has construido antes, se pueden
observar cuando efectivamente lanzamos un dado. Para ello utilizaremos como
herramienta de apoyo el simulador denominado “Modelo de Cajas” que se puede
abrir desde la pagina web: http://nlvm.usu.edu/, el cual presenta la apariencia
mostrada en la pantalla que presentamos en la Figura 1. Selecciona los niimeros
1 al 6 para colocar en la “caja” de la derecha, de tal forma que te aparezcan
como en la Figura 1 y también selecciona la opcién que aparece al pie: “Mostrar
Probabilidad Teoérica”. Una vez cumplidos estos pasos, pincha en el boton que
dice “Iniciar” y espera hasta que en el indicador de la Cantidad de Selecciones
aparezcan 10 selecciones y pulsa el boton “Pausar”. Con este procedimiento el

IPara realizar esta actividad utilizaremos como herramienta de apoyo el simulador denominado
“Modelo de Cajas” que se puede abrir desde la pagina web: http://nlvm.usu.edu/, una vez ubicados
en la pagina, podemos elegir el idioma deseado (se encuentra al pie de la pagina) y luego selecciona-
remos el modulo de Analisis de Datos y Probabilidad del nivel 9—12 (corresponde al periodo de 2° a
5° afio de la Educacion Secundaria).
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F1GURA 1. Simulador “Modelo de Cajas”

programa habra simulado 10 lanzamientos de un dado y en el grafico que aparece
debajo te mostrara la distribucion de los valores que han aparecido.

Teniendo en cuenta el grafico obtenido y los valores que aparecen en la caja
intermedia (entre los valores seleccionados y el grafico), construye una tabla de
frecuencias. Elabora un breve informe con las caracteristicas de la distribucion
de frecuencias.

. Compara las conclusiones extraidas en el punto e y en el punto g, a partir de la

distribucién de probabilidad y de la distribucion de frecuencias respectivamente.
.Puedes encontrar alguna similitud entre ambas distribuciones? ;Encontraste
diferencias? ;Cuales?

. Ahora utiliza el boton de seleccion rapida y repite el proceso de los puntos f, g y

h, para 50, 100 y 1000 lanzamientos de un dado. Describe verbalmente qué ten-
dencias puedes observar a medida que se aumenta la cantidad de lanzamientos.

Objetivos de la Actividad 1. Algunos de los objetivos que se pretenden lograr

a partir del desarrollo de la actividad 1 son:

4.1.2.

Definir espacios muestrales para experimentos aleatorios con eventos equiproba-
bles.

Obtener probabilidades clasicas y empiricas a partir de la realizacion virtual del
experimento.

Construir la distribuciéon de probabilidad teérica del experimento.

Construir la distribuciéon de frecuencias empiricas a partir de la simulacion del
experimento aleatorio.

Distinguir entre valores teéricos y empiricos.

Introducir intuitivamente la Ley de los Grandes Ntumeros.

Contenidos de la Actividad 1. A partir de esta actividad se pueden desarrollar

los siguientes contenidos o conceptos estocasticos:

Distribucién de probabilidad para eventos equiprobables.

Distribucién de Frecuencias empiricas.

Aproximacion del modelo teorico a la distribucion de frecuencias empirica.
Ley de los Grandes Numeros y estabilidad de las frecuencias.

Los cuales estaran intimamente relacionados con conceptos previos como por ejemplo:
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= Calculo de probabilidades para espacios muestrales finitos.
= Definiciéon de espacio muestral y de eventos simples.
= Concepto de frecuencias absolutas y relativas.

4.1.8.  Extension de la Actividad 1. Esta actividad puede extenderse, considerando el
espacio muestral que se obtiene al lanzar dos dados y definiendo la variable aleato-
ria: “Puntos obtenidos al lanzar dos veces un dado”. En este caso, el simulador puede
utilizarse de una manera similar a la planteada antes, s6lo que se deberan seleccio-
nar los valores correspondientes a la suma de puntos y considerar la distribucién de
probabilidad asociada ya que los eventos posibles no son equiprobables.

4.2. Actividad 2: “Generaciéon de distribuciones muestrales”. ?

a. Ingresa en la pagina: http://onlinestatbook.com/stat_sim/sampling_dist/
index.html, una vez ubicado en ella, pincha en el botén que indica: “Begin”, te
aparecera una ventana como la que mostramos en la Figura 2. Por defecto apare-
ceré la distribucién de una poblacion sobre la cual trabajaremos a continuacion.
Analiza y describe las caracteristicas estadisticas de la distribucién presentada
por defecto.

b. En el grafico inmediatamente inferior, pincha en el botén que dice: “Animated”, de
esta manera se simulard una muestra de cinco elementos extraidos aleatoriamente
de la poblacion inicial. Construye la tabla correspondiente a los valores obtenidos
en el grafico (puedes hacerla en una hoja, o directamente cargarla en una hoja de
célculo de GeoGebra). La distribucion presentada en este grafico, ;tiene alguna
caracteristica similar a la de la distribucion poblacional?

c. Para cada muestra seleccionada, en el tercer gréafico, se presentara el valor de
la media aritmética de la muestra correspondiente. Registra en otra tabla (o en
otra columna de la hoja de calculo) el valor obtenido.

d. Repite 10 veces el proceso indicado en los items b y ¢. Ahora considera la dis-
tribucion del tercer grafico, describe si encuentras alguna caracteristica similar
a la distribucion poblacional o a las distribuciones de algunas de las muestras
seleccionadas.

e. Sin borrar los valores que ya han sido seleccionados, ahora pincha en el boton que
indica: “1000” ubicado en el segundo grafico. En este caso, obtendras los valores
correspondientes a 1000 muestras de 5 elementos seleccionados aleatoriamente de
la poblacién (en otras palabras, estas repitiendo 1000 veces el proceso del punto b
pero de una sola vez), y en el segundo grafico no se representara nada porque alli
solo se representa cada una de las muestras por separado. Observa el tercer grafico
y describe nuevamente las caracteristicas que presenta esta distribucion. ;Se
puede determinar alguna caracteristica similar a la poblacion? ;Cual o cuales?
.qué diferencias observas entre ambas distribuciones?

f. ;Cual o cuales piensas que son los motivos para encontrar esas similitudes y esas
diferencias?

g. Qué conclusiones podriamos sacar después de repetir el proceso de muestreo
varias veces?

4.2.1.  Objetivos de la Actividad 2. Algunos de los objetivos que se pretenden lograr
a partir del desarrollo de la actividad 2 son:

2Esta actividad utilizard como apoyo el applet “Sampling Distributions” que se puede abrir desde
la pagina: http://onlinestatbook.com/stat_sim/sampling_dist/index.html
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F1GURA 2. Simulador para generar distribuciones muestrales

Construir distribuciones de frecuencias asociadas a muestras de distintos tama-
nos.

Construir distribuciones muestrales de determinados estadisticos.

Distinguir entre parametros, estadisticos y estimadores.

Introducir el concepto de error estandar de una distribucién muestral.

Valorar los fundamentos de la utilizacion de estadisticos para estimar parametros.

4.2.2.  Contenidos de la Actividad 2. A partir de esta actividad se pueden desarrollar
los siguientes contenidos o conceptos estocasticos:

= Modelos de distribuciones de probabilidad.

= Parametros, estadisticos y estimadores.

= Distribucién de Frecuencias empiricas.

= Distribucién Muestral de un estadistico.

= Aproximacion del modelo tedrico a la distribucion de frecuencias empirica.

= Anadlisis de la bondad de ajuste del modelo teodrico a partir de la aproximacion
de los graficos.

» Propiedades de la distribuciéon muestral de un estadistico.

= Propiedades de los estimadores.

= Teorema Central del Limite.

Los cuales estaran intimamente relacionados con conceptos previos como por ejemplo:

Variable aleatoria.

Variable estadistica.

Concepto de frecuencias absolutas y relativas.
Medidas de tendencia central.

Medidas de dispersion.

Distribucion de probabilidad Normal.

4.2.3.  Extension de la Actividad 2. Aunque existen diversas maneras en las que po-
driamos extender esta actividad a partir del uso del simulador, en este caso proponemos
una de entre todas las posibles.
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Como extension de esta actividad puede resultar muy enriquecedor al realizar cada
muestreo, utilizar el cuarto grafico para generar la distribuciéon muestral de otro esta-
distico, por ejemplo, de la Mediana. De esta forma se puede comparar la distribuciéon
muestral de la media y de la mediana, sus centros y dispersiones y de alli, obtener
conclusiones sobre la bondad de cada estimador.

5. IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA

En esta oportunidad hemos presentado dos actividades que pueden trabajarse con el
mismo caracter que un proyecto, en el sentido que los alumnos pueden interactuar entre
si y con el docente, estableciendo debates sobre el analisis que van realizando sobre las
situaciones planteadas. Hemos desarrollado otros tipos de actividades (presentadas en
otros trabajos, por ejemplo, [20]) en los que se plantean proyectos basados en datos
reales obtenidos a partir de bases de datos de organismos oficiales como la ONU,
IPEC, etc., pero en esta ocasion pretendemos analizar las bondades del uso de applets
educativos para introducir en la clase de estadistica.

Como podemos observar, se intenta relacionar dos maneras de resolver las cuestiones
planteadas: utilizando elementos clasicos como puede ser el papel y el lapiz y tam-
bién utilizando herramientas informéaticas que favoreceran el analisis solicitado en cada
oportunidad.

A partir de estas actividades, podemos contribuir a la adquisicién de competencias
bésicas, las cuales enumeramos a continuacién:

Competencia en comunicacion lingtiistica. Durante el desarrollo de cada actividad,
los alumnos tienen oportunidad de ejercitarse en la construccién y comunicacion del
conocimiento y en la organizacioén y autorregulacion del pensamiento. Ademas, adquie-
ren destrezas y actitudes (en el sentido usado por Gal, 2004) como puede ser formar un
juicio critico, generar ideas y disfrutar expresandose tanto de forma oral (exponiendo
las conclusiones obtenidas a sus companeros) como de forma escrita (redactando el
informe solicitado).

Competencia matemdtica. Puesto que en ambas actividades deben utilizar y relacio-
nar nimeros enteros, fraccionarios y decimales, los alumnos deberan aplicar operaciones
béasicas, simbolos, formas de expresion y razonamiento matematico. Utilizan propor-
ciones y también ponen en practica procesos de reflexion que llevan a la solucion de
los problemas o a la obtencién de informacién, por medio del reconocimiento de las
técnicas apropiadas. En las situaciones planteadas, los alumnos tendran la oportunidad
de integrar el conocimiento matemaético con el conocimiento estadistico, por ejemplo,
cuando obtienen la distribucién de probabilidad del lanzamiento de un dado, estan rela-
cionando distintos campos numéricos con el concepto de probabilidad y de distribuciéon
de probabilidad. Por otro lado, cuando construyen graficamente la distribucion de pro-
babilidad, tienen la oportunidad de apreciar que los ejes cartesianos se pueden utilizar
en contextos diferentes, como puede ser justamente la construccion de una distribuciéon
de probabilidad si trabajamos con un concepto estocastico o de una funcion lineal, si
trabajaramos especificamente en un modelo matematico o en la representacion de la
velocidad de un movil si estamos representando una situaciéon determinada en Fisica.

Competencia en el conocimiento y la interaccion con el mundo fisico. El trabajo pro-
puesto a partir de estas actividades también permitird identificar preguntas, elaborar
conjeturas como por ejemplo en el Actividad 2, una conjetura que podria plantear-
se es que, si se toman muestras aleatorias independientes del mismo tamano de una
poblaciéon con distribucién normal y con determinadas media y varianza, entonces la
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distribucién muestral de medias se aproximara a una distribucién normal que tendra la
misma media de la poblacion pero con una mayor concentracion alrededor de la media
que la distribucion poblacional, lo cual corresponde al concepto de error estandar de
la distribucién de medias muestrales. Por supuesto, la conjetura que puede realizarse
a partir del trabajo con la simulacion, al comienzo puede ser de caracter intuitivo,
justamente el trabajo en el aula y a través del tiempo llevara a formalizar estos re-
sultados a través de los teoremas correspondientes. Por supuesto, este proceso podria
llevar algunos anos a través de la ensenanza hasta llegar a la definicion de los teore-
mas. Otra cuestion que se genera a partir de estas actividades es que permitiran que el
alumno obtenga conclusiones basadas en la evidencia que proporciona la simulacién, lo
cual le permitird comprender el proceso de la inferencia y tomar decisiones. Asimismo,
se procura una habilidad progresiva para poner en practica los procesos y actitudes
propios del anélisis sistematico de una tarea y de la indagacién cientifica, ya que pode-
mos concebir estas actividades como pequenas investigaciones cuyo objetivo en ambas
actividades es encontrar los fundamentos de propiedades teoricas.

Tratamiento de la informacion y competencia digital. Cuando se propone a los alum-
nos que recojan la informaciéon correspondiente a través de las tablas de distribuciéon
o de los graficos, estamos promoviendo que el alumno se enfrente a procesos de “reco-
gida de datos” y “organizacion, analisis e interpretacion de los datos”. Se esta manera
permitimos que los alumnos se habitien a buscar, obtener y procesar informacion para
transformarla en conocimiento. En estos casos estamos contribuyendo al aprendizaje
del uso de computadoras y de distintos tipos de software y a adquirir destrezas de ra-
zonamiento para organizar la informacion, relacionarla, analizarla, sintetizarla y hacer
inferencias y deducciones de distinto nivel de complejidad.

Competencia social y ciudadana. A partir del trabajo propuesto permitiremos ad-
quirir conocimientos diversos y habilidades complejas que permiten participar, tomar
decisiones y responsabilizarse de las elecciones y conclusiones adoptadas. Ademas, per-
mite concientizar a los alumnos de la importancia de la estadistica en la sociedad actual,
implicaAndose a través de procesos estadisticos. Debemos aclarar que proponemos que
estas actividades se realicen en grupos de 2 o 3 personas, dado que este tipo de trabajo
fomenta la cooperacion y la valoraciéon del trabajo de los deméas. Finalmente, ayuda
a tener una actitud critica y reflexiva en la valoracion de la informacién disponible,
contrastandola cuando es necesario, y respetando las normas de conducta acordadas
socialmente.

Competencia para aprender a aprender. Se ejercita la curiosidad de plantearse pre-
guntas, identificar y manejar las diversas técnicas y estrategias con las que afrontar una
misma situacion problematica y afrontar la toma de decisiones con la informacion de la
que se dispone. Se ejercitan habilidades para obtener informacion y para transformar
dicha informacion en conocimientos propios y relacionarla con conocimientos previos.

Autonomia e iniciativa personal. Una de las virtudes (especialmente de la actividad
2) es que brinda una buena gama de posibilidades de apertura de la propia actividad,
ya que podria plantearse de manera flexible y, una vez descubierta las primeras re-
gularidades, permite analizar distribuciones muestrales de otros estadisticos y obtener
conclusiones en funcién de ellos. Esto permite que los mismos alumnos puedan utilizar
otros criterios de analisis, ejercitar su imaginacion y llevar adelante las acciones nece-
sarias para encontrar otros tipos de regularidades y, con el tiempo, lograr probar otras
conjeturas. Otra virtud de las actividades planteadas es que permiten que el estudiante
no dependa tanto del profesor, dado que tiene libertad para elegir las estrategias a
seguir para llegar a sus conclusiones.
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6. REFLEXIONES FINALES

En este trabajo hemos descripto las caracteristicas de dos actividades propuestas
para el aula de estadistica para el Nivel Medio y el Nivel Universitario (en un sentido
introductorio en este tltimo) basada en la utilizacion de software didactico. También
hemos mostrado algunas de las virtudes de este tipo de trabajo, pero no debemos dejar
de decir que el planteo de este tipo de propuestas debe ser siempre muy bien pensada y
elaborada por el docente de acuerdo a sus propios de intereses de ensenanza y también
a los intereses en relacién con el aprendizaje que se pretende lograr en los alumnos.

En este sentido, es importante que el docente pueda comprometerse con las tareas
planteadas, que es justamente uno de los defectos cuando se utilizan actividades ex-
traidas de libros de texto, no s6lo porque el docente no ha estado comprometido en
la elaboraciéon de esa tarea sino porque generalmente, los autores de libros de texto
deben seguir ciertas normas y presentar cuestiones que no estin pensadas para cada
grupo en particular. Es por ello que fomentamos la idea de elaborar nuestras propias
actividades en funcion del interés de los grupos con los que trabajamos y ademas, pro-
piciamos la idea de utilizar las herramientas que estan disponibles en internet y que
pueden ayudarnos a proponer nuestros propios objetivos de ensenanza y aprendizaje.
Lo tinico que puede limitarnos es nuestra propia imaginacion.

Debemos aprovechar ademés los resultados de estudios e investigaciones relacionados
con la Educacion Matematica y con la Educacion Estadistica, los cuales también nos
aportaran ideas que pueden ayudarnos en la planificacién de nuestras clases y de las
actividades que propondremos a nuestros alumnos.
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REFERENCIAS DE APPLETS

» National Library of Virtual Manipulatives — Utah State University — Simulador
“Modelo de Cajas™ http://nlvm.usu.edu/

= Simulador sobre Distribuciones Muestrales: http://onlinestatbook.com/stat_
sim/sampling_dist/index.html.
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