SUCESIONES ESPECTRALES

JUAN JOSE GUCCIONE

RESUMEN. Este es un apunte introductorio a la teoria de sucesiones espectrales, con énfasis en
la construccién de las mismas mediante los pares exactos de Massey.
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INTRODUCCION

Este apunte es un curso introductorio a la teoria de sucesiones espectrales. El requisito
necesario para abordarlo es manejar la parte del algebra homoldgica que se ensena en los cursos
y libros introductorios sobre el tema, por ejemplo el cldsico de Rotmam [3]. En la primera seccién
doy las definiciones basicas. Al tratar la convergencia me he limitado a las sucesiones espectrales
acotadas, porque creo que eso es lo mas conveniente al abordar el tema por primera vez. La
segunda seccién esta dedicada al estudio de los pares exactos introducidos en [2]. Después de
pensarlo un poco me decidi a tratar este tema debido a que la operaciéon de tomar sucesivos
pares derivados de un par exacto para contruir sucesiones espectrales, me parece una forma
muy amable de obtenerlas. Podria objetarse que siendo una construccion recursiva es dificil
expresar el resultado final en términos del par exacto con el que se comienza. Pero esta critica

Date: 15-06-06.
1991 Mathematics Subject Classification. 18G40.
Agradezco a mi hermano Jorge, quien me ayudo a revisar estas notas.

27



28 JUAN JOSE GUCCIONE

no se sostiene porque es facil encontrar férmulas cerradas para los objetos de las distintas caras
y los bordes de cada una de ellas. La alternativa hubiera sido dar una construccién directa
de la sucesién espectral de un complejo filtrado. En la tercera seccién dicha sucesién espectral
es derivada inmediatamente de los resultados de la segunda. Las tltimas dos seciones son
dedicadas a los temas de la hiperhomologia (a la Cartan-Eilenberg) y a la Sucesién Espectral
de Grothendieck. Para la redaccién de estas notas consulté los libros [4],[5] y [1]. Para ponerlas
en perspectiva voy a compararlas con las partes correspondientes de los dos primeros. Respecto
al contenido esto es facil. Todos los resultados generales acerca de sucesiones espectrales de [4]
estdn en este apunte y los de este (salvo por una excepcién) estan en [5][Capitulo 5]. De hecho,
en [5] se consideran mds ejemplos y se trata la cuestién de la convergencia no acotada. Por
ello puede ser conveniente leer ese capitulo luego de este apunte. En cuanto a la presentacion
traté de que fuera més conceptual. En particular, si bien me limito a trabajar en la categoria de
modulos, todas las demostraciones son vélidas sin cambio en categorias abelianas que satisfagan
las hipdtesis adecuadas (ninguna, AB4, AB5, etcétera, dependiendo del resultado).

1. SUCESIONES ESPECTRALES

Definicién 1.1. Una sucesidn espectral homoldgica (que comienza en a > 0) consiste de los
siguientes datos:

1. Una familia (E",d") (r > a), de médulos Z x Z-graduados E" = EJ provistos de
aplicaciones d : E; — Ey . .. tales que d"d” = 0 (de modo que las lineas de
pendiente —(r — 1)/r en el reticulado E” son complejos de cadena),

7 . TJFI ’
2. Isomorfismos explicitos entre EJ ™ y la homologia
ker(d},,)

H,,(E") =
P‘I( ) lm( ;—i—r,q—r—&—l),

de E" en grado (p, q).

El objeto (E",d") es llamado la r-ésima cara de E. Notese que E™! es un subcociente de
E". El grado total de E,, es n = p+ q. Claramente los morfismos de borde d" decrecen el grado
total en 1.

Dadas sucesiones espectrales F' y D, consideremos el conjunto de todas la familias f: £ — D
de aplicaciones lineales f; : E — D, (definidas para todo r mayor o igual que un ro(f)) tales
que d"of" = fred” y f™t! es la aplicacién inducida por f” en homologfa. Dos de tales familias
f v g son equivalentes si f" = g" a partir de un ry (por supuesto, mayor o igual que el méximo

de ro(f) ¥ ro(9))-

Definicién 1.2. Los morfismos [f]: £ — D son las clases de equivalencia de la relacién definida
arriba. Las sucesiones espectrales forman una categoria, con la definicién evidente de composi-
cién.

Un morfismo [f]: £ — D esté determinado por la primera funcién f°: (E™,d™) — (D™, d™)
de cualquiera de sus representantes. Ademas, si f7: (E",d") — (D", d") es biyectivo para algin
r, entonces f* lo es para todo s > r y [f] es un isomorfismo.

1.1. Situacion Dual. Una sucesion espectral cohomoldgica que comienza en F, es una fa-
milia £, = EP(r > 0) de mddulos Z x Z-bigraduados, junto con aplicaciones

pq . pp—r,qtr—1 Pq
v B — FF
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tales que d,°d, = 0, e isomorfismos explicitos entre E'?, y la cohomologia de E, en E?Y. En
otras palabras (E,, d,),>, es una sucesién espectral cohomolégica si y sélo si (£, d"),>q, donde
E), = E P 1y d = d "% es una sucesion espectral homoldgica. o

Un morfismo de sucesiones espectrales cohomolégicas f: (E,,d,) — (E,,d,) no es otra cosa
que un morfismo f: (E",d") — (E",d"), de las sucesiones espectrales homolégicas asociadas.

De la discusion precedente se sigue que hay una dualidad entre las teorias de sucesiones
espectrales cohomoldgicas y de sucesiones espectrales homoldgicas. Debido a esto nos concen-
traremos en las ultimas, a las que llamaremos sucesiones espectrales, dejando al lector la tarea
de establecer los resultados correspondientes en el caso cohomoldgico.

La Cara E*. Cada uno de los términos EJ,
tiene submaodulos

_ Ra a+1 T T a+1 a __ ra
O_qu < qu < ngq < < qu < < qu < qu_qu’

de la primera cara de una sucesién espectral F,

T - T T 113 T T 1 1
tales que EJ, - 1qu/qu. Las familias B, y Z;, (a < r < oo) son definidos recursivamente
N . T 1 T 1A L . T T
C0m10 sigue: B es la preimagen de Imdp,, .., por la proyeccion candnica 7 : 2 — E) 'y
Z;; es la preimagen de ker d;,, por la misma proyeccion. Introducimos ahora en este esquema
los submédulos intermedios

By = L_J By, y Ly = O Ly

y definimos E5 = Z>¢/Bpe. La correspondencia E +— E* define un funtor de la categoria
de sucesiones espectrales en la de moédulos Z x Z-bigraduados. En efecto, dado un morfismo
[f]: E — D, cada flecha f*: E* — D* induce un morfismo [f]*: E* — D por restriccién y
paso al cociente. Es facil ver que [f]*° no depende de s ni del representante f elegido. Ademas,
es evidente que [ids]*® = idg= y [f1#[g]* = ((f-lg)*"

Sucesiones Espectrales Acotadas. Una sucesion espectral E es acotada si para cada entero
n hay solo finitos términos no nulos £, con p+q = n. En este caso, para todo p, ¢ € Z existe un
7o (que depende de p y ¢q) tal que E; = E9 siempre que s > ry. En consecuencia, B, = B9,
Zs, =20y Bse = Z5 | By, para todo s > rq.

Decimos que una sucesion espectral acotada E converge a un modulo graduado H, y escribi-
mos

qu = HP+Q7
si cada componente H,, estd provisto de una filtracién finita
O:Fang nglenngHnng+1Hng gFtHn:Hn

tal que £3%, = F, H,/F, | H, para todo p.

Sucesiones Espectrales en el Primer Cuadrante. Un sucesién espectral E estd en el

primer cuadrante si £ = 0 siempre que p < 0 0 ¢ < 0. Es claro que toda sucesion espectral
que estéa en el primer cuadrante F es acotada y que si £ = H),.,, entonces

O=F . H,CFH,C---CF,H,=H,.

El término inferior de la filtracion Ef;, = Fy H,, esta localizado en el eje y y el cociente superior
E = H,/F,_1 H, en el e¢je z. Como las flechas de las caras de E que llegan al eje = y las
que salen del eje y son nulas, E;j es un subobjeto de Ef, v Eg. es un cociente de Ef,. Las
aplicaciones

H, — E>; — E, y E;, — Eg, — H,
son llamadas morfismos de eje.



30 JUAN JOSE GUCCIONE

Definicién 1.3. Una sucesién espectral E colapsa en E” si su r-ésima cara tiene una séla fila
o columna no nula.

Si E colapsa en E" y converge a H, entonces H,, es el tnico E,, no nulo con p + ¢ = n.
Supongamos que la primer cara E* de una sucesion espectral E' que converge a H tiene solo

dos columnas no nulas. Es decir, existen s <t tales que £ = 0 salvo, eventualmente, cuando
p € s,t. En esta situacion, si t — s < a, entonces £* = E* y hay sucesiones exactas cortas

0 B Hy =By —0  (n€).
En cambio, si t — s > a, entonces B¢ = Bt = ... = pi=3
0 sip#s,t,
Eztiq_SH = Eégs/dt_s(Ei;is_m) sip=s,
ker dl sip=t

y Et=5t1 = E> En consecuencia, hay sucesiones exactas

o'} 00
O > Es,n—s > Hn > Et,n—t > O

oo a dt—s a oo
0 > Et,nftJrl > Et,n7t+1 > Es,nfs > Es,nfs >0 .

Pegéndolas se obtiene una sucesion exacta larga
dtfs dtfs a

a a a
(1.1) cor— kK ——F, —H,—FE, , ~—=FE | —- .

Supongamos ahora que la primer cara E* de F tiene sélo dos filas no nulas. Es decir, existen
s <t tales que E, = 0 salvo, eventualmente, cuando ¢ € s, . En esta situacion, sit—s+1 < qa,
entonces £ = F* y hay sucesiones exactas cortas

0—E8 y—H, —E;_ . —0 (n€Z).
En cambio, si t — s + 1 > a, entonces F¢ = BTl = ... = pt=st1
0 siq # s,t,
By = Byt d B ) stg=t,
ker dl st sig=s

y Et=52 = £ En consecuencia, hay sucesiones exactas

e’} 00
O > En—t,t > Hn > En—s,s > O

00 a dt=stl oy o
0 > En—s+1,s > En—s+1,s - F tt - E t

Pegéndolas se obtiene una sucesion exacta larga

dt—s-‘,—l dt—s+1 a

a a a
(12) e > n—s+1,s > En—t,t > Hn > En—s,s > n—t—1,t =
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Aplicacion. Esta aplicacion requiere algunos conocimientos de Topologia Algebraica. Dado un
espacio topolégico X, denotaremos con H(X) a la homologia singular de X. M4s generalmente,
dado un grupo abeliano A denotaremos con H(X, A) a la topologia singular de X con coeficientes
en A. Una fibracion de Serre es una sucesion de espacios topoldgicos punteados

tal que F es la preimagen p~!(x) del punto distinguido de B y p tiene la propiedad de levan-
tamiento de homotopia con respecto a los poliedros finitos: dados un poliedro finito P, una
funcién continua f: P — Ty una homotopia H : P x [0,1] — B de pof = H(—,0) en H(—, 1),
existe F': P x [0,1] — T tal que el diagrama

p—t .

o 7

Px0,1]-1-p

conmuta. Dada una fibracién de Serre F——= T —2= B , con B conexo y simplemente conexo,
hay una sucesién espectral en el primer cuadrante que comienza en E? y converge a la homologia
singular de T

Eg%q = Hy(B, Hy(F)) = Hpiq(T).
Es la sucesién espectral de Leray-Serre. Si B es la n-esfera S™ (n > 2), entonces, por la férmula
de Kiinneth,

0 sip ¢ {0, n},
H,(F) sipe{0,n}.
Aplicando 1.1, obtenemos la sucesién la sucesion exacta de Wang

= Hy(F) —=Hy(T) —=Hy—n(F) —=Hg1 (F) —=Hyi(T) — -

B2, — Hy(8", Hy(F)) = Hy(S™) & Hy(F) = {

En particular H,(F) = H,(T) para 0 < ¢ < n — 2. En cambio, si F' es la n-esfera S (n > 0),
entonces

0 si ¢ ¢ {0,n},
He(B) siqe{0,n},
y aplicando 1.2, obtenemos la sucesion la sucesién exacta de Gysin

T Hp*TL(B) - Hp(E) - Hp(B> - prnfl(B> - prl(E) -

Ep, = Hy(B,Hy(S™)) = Hy(B) @ Hy(S™) = {

En particular H,(E) ~ H,(B) para 0 < p < n.

Ejercicios.
1. (Sucesion exacta de términos de grado bajo) Sea E una sucesién espectral en el primer

cuadrante, que comienza en E* (a < 2) y converge a H. Pruebe que hay una sucesién

exacta
2
2 _d 2 2
H, Ezo E01 H, ElO 0.
2. (Sucesién exacta de términos de grado bajo en el caso cohomoldgico) Sea E una sucesién
espectral cohomoldgica en el primer cuadrante, que comienza en E* (a < 2) y converge
a H. Pruebe que hay una sucesién exacta

d2

0— B — ' — E)' == B —— 2
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2. PARES EXAcCTOS

Un par exacto (homoldgico) es una upla (D, E, «, 3,7), donde E y D son médulos Z x Z-
graduados y a: D — D, : D — E, v: E — D son morfismos homogeneos, de grado (1, —1),
(—a,a) (para algin a € Ny) and (—1,0), respectivamente, tales que el diagrama

D‘\EAD

es exacto. Un morfismo de pares exactos (f,g): (D, E,a,f3,7) — (D, Eu,d,ﬁv,’y) es un par de
morfismos homogeneos f: D — Dy g: E — E, de grado (0,0), tales que el diagrama

D o ; D
fXE/

conmuta. Los pares exactos forman una categoria, con la definicién evidente de composicion.

Proposicién 2.1. Cada complejo de cadena filtrado C' tiene asociado en forma natural un par

ezacto (D, E,a, 3,7), con B de bigrado (0,0), donde D,y = H,14(F, C) y E,, vra( F p 100)

Las funciones a, By estan inducidas por la inclusion Fo_1 C — F,C, la pmyecczon canonica
F,.C— .' y el morfismo de borde de C, respectivamente.

Demostracion. Para cada p € Z, la sucesion exacta corta de complejos
0—F ,.C—FC—FC/F,,C—0
induce una sucesion exacta larga

« B i «
o > Dpfl,qul qu qu Dpfl,q = pg—-1 o

El par exacto cuya existencia debemos probar, se obtiene juntando todas estas sucesiones. La
ultima afirmacién es inmediata. O

La Sucesién Espectral Asociada a un Par Exacto. Cada par exacto (D, F, «, 3,7) tiene
asociado un nuevo par exacto (D', E', o/, 3',+"), llamado par ezacto derivado de (D, E, a, 3,7),
el cual es construido como sigue:

» D':=«(D)y E = % ((B-y)? = 0 porque v-3 = 0).

= o = op

» Consideremos la funcién g = w3, donde 7w: ker 3oy — E’ es la proyeccién candnica y
(1 es la correstriccién de 3 a ker oy. Definimos 3': D' — E’ como el tnico morfismo
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que hace conmutativo al diagrama

(2.1) j
A
D/

el cual existe porque (3 se anula en ker o = Im .

s Sea 7;: ker oy — D' la aplicacién inducida por «y via restriccién del dominio y cor-
restriccién del codominio. Definimos v': E/ — D’ como el tnico morfismo que hace
conmutativo al diagrama

(2.2) kerﬁo*yi:pf ,
E/

el cual existe porque y(Im Fey) = 0.
Es inmediato que o y 4/ tienen bigrado (1,—1) y (—1,0), respectivamente y, que si /3 tiene
bigrado (—a,a), entonces /3’ tiene bigrado (—a — 1,a + 1). Para verificar que (D', E', o/, 5',~")
es en verdad un par exacto sélo resta ver que ker ' = Ima/, kery = Im 3 y kera/ = Im~’.
Pero

ker 3" = (81 (8-v(D))) = a(v(D) + ker §) = a(ker ) = Imd/,
kery' = w(kery) = 7(Im3) = Im '

kera' = D'Nkera=kerSNImy =Imvy; =Im~/,
donde, como antes, v;: ker foy — D’ es la aplicacién inducida por 7.

Observacion 2.2. La correspondencia (D, E, «, 3,7v) — (D', E', o/, 3',7') deviene en un endo-
funtor de la categoria de pares exactos, si asignamos a cada morfismo

(£,9): (D, E,a,8,7) — (D, E,&5,%)
el morfismo oo y
(f/’g/): (D/,El7 a/7/6/,fy,) N (D/7 Elj&/,ﬁ,, ,_\3//)’
donde [’y ¢’ son las aplicaciones inducidas por f y g, respectivamente.

Dado un par exacto (D, E, a, 3,7), con 3 de bigrado (—a+1, a—1), consideremos la sucesién
de pares exactos (D", E",a", ",7")r>q, definida recursivamente por

= (Da,Ea’aa’/@a’va) = (D’E?a’/@77)’
- (DrJrl7 Eerrl7 ar+1’5r+1’,yr+l) — (DT/, Evr/7 Odw,ﬁw,’}/r,).

Proposicion 2.3. La familia E = (E",d");>., donde d” = [7y", es una sucesion espectral.
Ademas, los modulos de la sucesion

. 41 +1 —
(2.3) O_nggB;q c-- gBITqu QZ;QQ ngq ngq_qu’
introducida al definir la cara E*°, satisfacen

77 =y"a"(D))  y B =pBkera"?)

para todo v > a, donde a"=% denota a la composicion de r — a copias de o.
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Demostracion. La primera afirmacién es inmediata. Pasemos a la segunda. Por definicion
7t = ker d* = ker By = v~} (a(D)) y B = Imd® = Im 3oy = [(ker a).
Supongamos que
7 =y a"(D))  y B =p(keralV)

para todo par exacto (D, E,«, 3,7) (cualquiera sea el bigrado (—a + 1,a — 1) de /3) y todo [
entre 1 y n inclusive. Sea

+1
Ty Za+1 N Za+1/Ba+1 — E/a

la proyeccion canoénica. Por la conmutatividad de los diagramas 2.1 y 2.2 y la hipétesis inductiva
(aplicada al par exacto derivado (D', E', o/, 3',v")),

Ze = w2 = N @ (D)) = 1 (@YD) = A (D))

a a

B = (B = (6 er o)) = Blker ™),
como queriamos. O

Proposicién 2.4. Consideremos un par exacto (D, E, «, 3,7), con 3 de bigrado (—a+1,a—1).
Las funciones de estructura o, 5" y~", del (r—a)-ésimo par exacto derivado (D", E", a", ", ~")
de (D, E,«, 3,7), tienen las siguientes propiedades, que las determinan univocamente:

1. o' (x) = a(z) para todo x € D".
2. El diagrama
Br T
D——/7"——F",
law
ﬁ’l‘
DT’
donde (3, es la funcion inducida por B y w es la proyeccion canonica, conmuta.
3. Bl diagrama
ar l) Dr ,
lW%
E’I‘
donde v, es la funcion inducida por vy, conmuta.

Demostracion. La primera afirmacion es evidente. También lo son la segunda y tercera cuando
r = a. Cuando r = a + 1, los diagrama del enunciado coinciden con los usados al construir el
par exacto derivado. Supongamos que

D Pari Za+l il Ea—H Za—&-lﬂ)Da—i-l

la(l) y in /
6a+l ,_Ya+l

Da+l Ea+l
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conmutan para todo par exacto (D, E, a, 3,7) (cualquiera sea el bigrado (—a + 1,a — 1) de )
y cada [ < n. Entonces los diagramas

B, B,
D’ _atlAn gratltn T protidn D’ atlitn Z”ﬂ:” m Fatl+n
Ba
7(n) - (n)
\LCV % lal %’
pretitn potltn
y
! !
1a+1+n —>’ya+1+" ra+1+n gotlin  Jatlin a+l4n
Z _D Ba+1 D
T pu
l % iﬂ- %
1+n
E’a+ Fotltn
conmutan. Debido a esto y a que los triangulos
Ba+14n T 414 Ya+1+4n
Za n
D - Za+1+n BTt Za+1+n S Da+1+n
o (™ y ™
ﬁ/a+1+n ’y/a+1+n
Za+l+n
D’ T
Ba+l
también conmutan, los items (3) y (4) valen para r = n + 1. U

Convergencia. Dado un par exacto (E, D, «, 3,7), con 3 de bigrado (—a+1,a — 1), el limite
directo H,, de

« « «
r——= Dyt n—pt1 Dyq Dpt1n—p-1 ——"+-

)

es un moédulo filtrado, con filtracién F, H,, = ImDyi4-14-a+1 (¢ = n — p). Notese que esta
filtracion es exhaustiva (esto es, la unién de los terminos de la filtracion es todo el médulo).

Proposicién 2.5. Hay una inclusion natural de F, H,/F,_1 H, en E;f’n_p, la cual es un iso-
morfismo para todo p yn si y solo si Z*° = (D).

Demostracion. Recordemos que o”) denota a la composicién de r copias de a. Escribamos
a =a—1ya"=a—2. Dados p, g yn=p+ q, consideremos el diagrama

(r)
0 Dy g—ar N U ker av Dypar gear F,1 H, 0
r>0

la ‘

(r)
0 Dpiarg—ar N L>J0keroz ——Dpywrgy — Fy Hy, ——0

Aplicando el Lema de la Serpiente a este diagrama y teniendo el cuenta que el conucleo de la
tercer columna es Ep, N,  B(ker alr) = By, v la flecha de la primera columna es inyectiva,
obtenemos la sucesion exacta corta

[e.9] Fp Hn
0 B B(Dptatga') Fp Hp1 0 (n€Z).

Ast, F, Hy/Fy Hy oy =~ B(Dpiarg-ar)/ By - 1a demostracion se termina ahora facilmente usando
que B(Dpiarg-ar) =7 (0) N Epy € M=o V_I(OC(T)(DP*PL(HT)) = Zpg- U
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Un par exacto (D, E,«a, 3,7,) es acotado si para todo n el conjunto de los D,, distintos de
cero, con p + g = n es finito.

Corolario 2.6. Si (D, E,«,3,7,) es un par exacto acotado, entonces su sucesion espectral es
acotada y converge a H = (Hy,)nez, donde H, es el médulo definido arriba de la Proposicion 2.5.

Demostracion. Como Im (3 = ker v, la sucesién espectral (E"),>q, de (D, E, a, 3,7, ), es acotada.
La segunda afirmacién se sigue de la Proposicién 2.5 porque (siendo el par exacto acotado)

B(Dpiatg—a) = 7_1(0) N Epy = mr>0 7_1(04(T)(Dp7r71,q+r)) = ZE;’- O

Definicién 2.7. Un par ezacto cohomoldgico es una upla (D, E,«,3,7), donde E y D son
modulos Z x Z-graduados y a: D — D, 3: D — E, v: E — D son morfismos homogeneos, de
grado (—1,1), (a,—a) (para algin a € Ny) and (1,0), respectivamente, tales que el diagrama

N

es exacto. Los pares exactos cohomolégicos forman una categoria, con la definiciones evidentes
de morfismos y de composicion.

D

Ejercicios.

1. Muestre que la teoria general de pares exactos cohomoldgicos es dual a la de pares
exactos homoldgicos.
Indicacion: vease la Subseccion 1.1.

2. Enuncie en el contexto cohomolégico los resultados duales a los de esta seccion.

3. LA SUCESION ESPECTRAL DE UN COMPLEJO FILTRADO

Sea C' un complejo de cadena filtrado. Llamamos sucesion espectral de C' a la sucesion es-
pectral E (que comienza en E') construida a partir del par exacto asociado a la filtracién de

C.
Teorema 3.1. La sucesion espectral de un complejo filtrado C' tiene las siguientes propiedades:
1. Los subobjetos By, y Z,, de E;q estan dados por

Fp—l Cn + d({C S Fp+r—1 Cn+1 . d(C) S Fp On})
Fp—l Cy + d(Fp On—i-l)

T o o__
qu_

{r e F,C,:d(zx)=y+d(z) parauny € F,_, Cr_1 yun z € F,_1 Cy}
Fp—l Cyp + d(Fp On-i-l)
_ Fo1Cho+{x € F,C,:d(z) € F,_p Cr1}
Fp1 G +d(Fp Cht1) ’

donde n = p+ q y d denota al morfismo de borde C'.

T
qu_

2. Los morfismos de borde d": E, — E, ;11,4 estdn inducidos por las diferenciales de C'.

Demostracion. 1. Para r = 1 esto es inmediato y para r > 1 se sigue de la Proposicién 2.3.

2. Esto es una consecuencia inmediata de la Proposicion 2.4. O



SUCESIONES ESPECTRALES 37

Corolario 3.2. Los subobjetos By, y Z57 de E;q estan dados por
F,1Cp+d{ceUFiCuyr:d(c) € F,Ch})

B =
Z Fy Gyt d(F, Cr)

Fo1Cpo+{x € F,C,:d(x) € FpiCror}
Fyo1 Cp + d(F, Cra) '
donde, como antes, n = p+ q y d denota al morfismo de borde C' . En consecuencia
Foo1Co+{x € F,C,:d(z) e (Fpei Cr1}
Fy 1 Gt d({c € UF Coy 1 d(0) € B Cu})
Demostracion. Basta recordar que Zpe = (2, Z), Boe =\, By, v Es = Z50 | By 0O

oo __
qu_

oo
qu_

Teorema 3.3. Si para cada n € Z existen s, < t, tales que
OZanCng gFtnCn:Cna
entonces la sucesion espectral de C' converge a la homologia de C.

Demostracion. La hip6tesis implica que el par exacto (D, F, «, [3,7) asociado a C' es acotado.
En efecto, esto se sigue inmediatamente de que D,, = H,,(C,), donde n = p + ¢. Entonces, por
el Corolario 2.6, E,, = H,, donde H, es el limite directo de

o —>Hy(F,.1 O) == H,(F, C) —==H,(F, 11 C) —— - -

Esto termina la demostracion, porque la homologia de un limite directo de complejos es el limite
directo de la homoloia de los complejos. 0

Sucesiones Espectrales de un Complejo Doble. Dado un complejo doble C' = (C,., d", d°),
los complejos totales Tot(C) y Tot®(C) pueden filtrarse por columnas o por filas.
En la filtracion por columnas, F, Tot(C') es el complejo total del subcomplejo doble

0 sir>p

1 )
72, Crs =

- {Crs sir <p,

Fp, Tot(C)
Fp, 1 TOt(C)

que la sucesién espectral asociada ! E satisface:

Il _ v

E,, = Hi(Cp.).

Por el item 2 del Teorema 3.1, los bordes de E' son las aplicaciones d': H; (Cp.) — H(Cpo14)
inducidas por las diferenciales horizontales de C'. Asi,

I2 _ yhyv

E,, =HyH(C).
Si C' es un complejo doble en el primer o tercer cuadrante, entonces la sucesién espectral es

acotada y converge a la homologfa de Tot(C') = Tot™(C) = Tot®(C).
En la filtracion por filas, F, Tot(C) es el complejo total del subcomplejo doble

0 sis > p

1 )
72, Cre =

sp TS {C’T,S si s <p,

de C'. Es inmediato que es la p-ésima columna de C. De esto se sigue inmediatamente

Fp, Tot(C)

de C. Entonces Ty Tot(C)

T B satisface:

es la p-ésima fila de C. Por lo tanto la sucesién espectral asociada

"E, =HNCy) vy "EL =HHNC).
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Tal como ocurre con ' E, la sucesién espectral I E es acotada si C' es un complejo doble en el
primer o tercer cuadrante.

Sucesion Espectral de Kiinneth. Para cada complejo acotado inferiormente de A-mdédulos
playos P y cada A-mdédulo M hay una sucesion espectral acotada convergente

A
Eiq = Tor, (Hy(P), M) = Hy (P ®4 M).
Demostracion. Tomemos una resolucion proyectiva () de M y consideremos la sucesion espectral

E, asociada a la filtracién por filas del complejo doble P ®4 Q. Como @, es playo, E;q =
Hy(P ®4 Qp) = Hy(P) ®4 Q, v, por lo tanto, ! E2 = Tor!!(Hy(P), M). Como

”qu = H, (P ®4Q),

para terminar la demostracion serd suficiente ver que H,y (P ®4 Q) = Hpyy(P ®4 M), lo cual
se sigue inmediatamente de que el producto tensorial del complejo de médulos playos P con
el complejo exacto @ — M, es exacto (porque es el complejo total de un complejo doble con
colomnas exactas). O

Siguiendo la tradicién, dado un complejo C' escribimos
B, = B,(C) =Imd,; y Zn = Zn(C) = kerd,.

Corolario 3.4 (Formula de Kiinneth). Si los bordes B, (P) son playos, entonces hay una
sucesion exacta corta

0——=Hy(P)®a M —— Hy(P @4 M) — Torf(qul(P)v M)—=0
Demostracion. Para cada ¢, consideremos la sucesion exacta larga
(3.1) coo—=Torl (=, By_1(P)) —= Tori (=, Zy(P)) —= Tor)}(—, P) —= - -,

asociada a la sucesién exacta corta

0 —> Zy(P) — P, —%> B,1(P) —0.
Como P, y B,_1(P) son playos, se sigue de (3.1) que Tor?(—, Z,(P)) = 0 para todo p > 0. En
otras palabras, que Z,(P) es playo. Asi

d
0 ——= By(P) — Z,(P) — Hy(P) —0

es una resolucion playa de H,(P). En consecuencia, las tinicas columnas no nulas de la sucesién

espectral de Kiinneth son la 0 y la 1. La demostracion se termina ahora facilmente. 0

4. HIPERHOMOLOGIA

Frecuentemente consideraremos a un A-médulo como un complejo concentrado en grado cero
y a un complejo como un complejo doble concentrado en la fila cero. Con esta convencién queda
claro que debe entenderse por un morfismo de un complejo en un médulo, de un médulo en un
complejo, etcétera.

/D.ado un complejo doble X' denotamos con Bl = B} X)y 2} = Z(X) alos complejos cuyos
g-ésimos términos son

h h h h h
Byy = Bpy(X) = Im(d; 1) Y Zpg = Zpg(X) = ker(dy,)

respectivamente, y cuyas diferenciales son inducidas por los bordes verticales de X. Otros
complejos de cadena asociados a X (ademds de sus complejos totales, por supuesto) son su
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zh (X)

, . , . , . h b o .
p-ésima columna X, y su p-ésima homologia horizontal H}, = H} (X) = Bh.(x)» COMO vimos

al considerar las sucesiones espectrales de un complejo doble.

Consideremos morfismos de complejos dobles f,g: X — Y. Una homotopia de f en g es un
par de familias de aplicaciones o, : Xp; — Xp g1y crszq: Xpq — Xpy1,4 tales que

g — f=d"s" + s"ed" + d%s" + sVd”
§Ved" 4 dosV = sMed? + dVes" = 0.
Estas condiciones implican que s"+s”: Tot?(X),, — Tot?(Y),,1 es una homotopia de Tot?(f)

en Tot?(g) (y similarmente para los complejos totales construfdos usando el producto de médu-
los).

Definicién 4.1. Una resolucion (proyectiva) de Cartan-Eilenberg de un complejo C' es un
complejo doble P de médulos proyectivos, ubicado en el semiplano superior (es decir que P,; = 0
si ¢ < 0) junto con una aumentacién €: P,y — C' tal que para cada p vale lo siguiente:

1. SiC, =0, la columna P, es nula,

2. Las aplicaciones By(e): B(P) — B,(C) y Hy(e): HZ*(P) — H,(C), inducidas por ¢,
son resoluciones proyectivas.

Proposicién 4.2. En una resolucion de Cartan-Filenberg, las aplicaciones inducidas,
Zy(e): Z)(P) — Zy(C) and ep: Py — Cp,
son resoluciones proyectivas.
Demostracion. Consideremos la sucesion exacta corta de complejos
0 —> B}(P) — Z}(P) —=H!(P) —0.
J/Bp(a) lZp(a) al(f)
0 —= By(C) —= Z,(C) ——H,(C) —0

Por la sucesion exacta larga de homologia, dado que los complejos de los extremos son exactos,

el del medio también lo es. Ademas Z}’,‘q es proyectivo, ya que es isomorfo a la suma directa de
ng y qu. La prueba de que €,: P, — C, es una resolucién proyectiva es similar. O

Proposicién 4.3. Todo complejo de A-maédulos C tiene una resolucion de Cartan-Filenberg.
Demostracion. Para cada p seleccionemos resoluciones proyectivas
elB. PPP — B(C) y ePH: PR H,(O).

Por el Lema de la Herradura hay una resolucién proyectiva e??: PP? — Z,(C) tal que el
diagrama con filas exactas
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conmuta. Aplicando el Lema de la Herradura nuevamente, encontramos una resolucién proyec-
tiva €,: Py, — C), tal que el diagrama

0 prZ P, pr-1.B —=
\LEPZ \LEP \Lep—LB
0 ZP<C) > CP > Bpfl(c) — 0

conmuta. Definimos la resolucién P de C' como el complejo doble cuya p-ésima columna es P,
con la diferencial multiplicada por (—1)?. Los bordes horizontales de P son las composiciones

Pp* pr? prB Pp+1,* .

Por la misma construccién de P, las aplicaciones ¢,: P,y — (), son una aumentacién, y las
imagenes de los bordes horizontales y las homologias horizontales de P en la p-ésima columna
coinciden con PPP y PPH respectivamente. 0

Proposicién 4.4. Si e“: X — C y eP:Y — D son resoluciones de Cartan-Filenberg de
complejos C y D, y f: C — D es un morfismo de complejos, entonces existe un morfismo
de complejos dobles F': X — 'Y sobre f (es decir tal que eP-F = f®). Si F,G: X — Y son
aplicaciones sobre morfismos homotopicos f,g: C — D, entonces F' y G son homotépicas en
el sentido mencionado arriba.

Demostracion. Consideremos las aplicaciones
P21 By(C) — By(D), f*?: Z,(C) — Zy(D) 'y f*M: Hy(C) — H,(D)
inducidas por f. Como
B,(e%): BU(X) = B,(C),  By(e"): BL(X) — B,(D),
Ho(e€): HA(X) = Hy(€),  Hy(eP): HA(Y) = Hy(D)
son resoluciones proyectivas, existen morfismos
FPP: BMX) = BM)Y) y FPM:HE(X) = HL(Y)

sobre fPB y fPH respectivamente. Entonces existen aplicaciones FPZ: Z;L(X ) — ZI?(Y) sobre
f7Z tales que los diagramas

0— BMX) — ZMX) —=H' (X) —=0
FprB FpZ lFPH
h
00— BMNY) ——= Z!Y) ——=HL(Y) —0

conmutan (si no recordaba el hecho bésico del dlgebra homoldgica que hay detras de esto, y que
ahora deberia ser evidente, entincielo y pruébelo como ejercicio), y aplicaciones Fj,.: X, — Y.
sobre f, tales que los diagramas

0—= ZMX) X By (X)) —0

iF;DZ le* leLB

0 Z4(Y) —= Yoo — Bly(Y) —=0

conmutan. Las aplicaciones F}, dan el morfismo F' deseado.
Sean ahora F,G: X — Y aplicaciones sobre f,g: C' — D y sea v: f ~ g una homotopfia.
Tomemos morfismos I'y.: X, — Y41 . sobre v,. Juntando estas funciones I',, obtenemos una
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transformaciéon I': X — Y que conmuta con las aumentaciones y anticonmuta con los bordes
verticales. Es claro que

J=F —d"T —T-d",

es una aplicacién sobre g y que (I', 0) es una homotopia de F' a J. Para terminar la demostracién
seréd suficiente mostrar que G' ~ J.

En cada una de las columnas X, Y., B;,L(X ), etcétera consideramos el operador de borde
(—1)Pd". Elijamos homotopias

H'(T): H)(X)— H!'(Y) y B)NT): B}(X) — BM)Y).
Por propiedades bésicas del dlgebra homolégica hay una homotopia Z(T): Z}NX) — Z)(Y)

que conmuta con las de arriba y otra T;’*: Xpe — Ype que conmuta con las tltimas dos. las
aplicaciones (—1)”T£ﬁk definen un morfismo 7: X — Y, de bigrado (0, 1), tales que

d'T+Td" =0 y d"T+Td" =G -,
lo que concluye la demostracién. 0

Definicién 4.5. Consideremos un funtor exacto a derecha F': A — Mod — B — Mod. Dado un
complejo C' definimos el i-ésimo funtor hiperderivado a izquierda 1L;(F') de F por

donde P — (' es una resolucion de Cartan-Eilenberg de C. Por la proposicion anterior estos
funtores lo son efectivamente y no dependen de la resolucién P elegida.

Proposiciéon 4.6. Dado un complejo acotado inferiormente C hay sucesiones espectrales con-
vergentes

IEzgq = Hy(LyF(C)) = Ly F'(C)

HEiq = (LpF)(Hy(C)) = Ly F(C).

Demostracion. Tomemos una resolucion proyectiva de Cartan-Eilenberg P de C'y consideremos
la sucesion espectral asociada a la filtracién por filas de F(P). Usando que B(’;p y H ;‘p son
proyectivos es facil ver que

"E), = H. (F(P))=F(H!/(P)).

Es inmediato ahora que "E2 = L,F(H,(C)). La otra sucesién espectral es la asociada a
filtracién por columnas de F'(P). O

Corolario 4.7. Vale lo siguiente:

1. Si C es exacto, entonces L;F(C) = 0 para todo 1,
2. Todo cuasi-isomorfismo f: C'— D induce isomorfismos L;F(C) ~ L, F(D),
3. Sicada C, es F-aciclico (es decir si L,F(C,) =0 para todo ¢ > 0), entonces
Ly F(C) = Hy(F(C)),
para todo p.

Observacion 4.8. Los primeros dos items valen para complejos no acotados (ver [5, Corollary

5.7.7)).
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Ejercicios.

1. Defina la nocién de resolucién inyectiva de Cartan-Eilenberg de un complejo de cocadena
C' y pruebe que cada complejo de cocadena tiene una resolucion inyectiva de Cartan-
Eilenberg.

2. Enuncie y pruebe la versién para resoluciones inyectivas de Cartan-Eilenberg de la
Proposicién 4.4

3. Consideremos un funtor exacto a izquierda F': A—Mod — B — Mod. Dado un complejo
de cocadena C' definimos el i-ésimo funtor hiperderivado a derecha R*(F) de F, por:

R'(F)(C) = H'(Totll(F(1))),

donde C' — I es una resolucién inyectiva de Cartan-Eilenberg de C.
Pruebe que RY(F) no depende de la resolucién C' — I elegida y es efectivamente un
funtor.

4. Pruebe que dado un complejo de cocadena acotado inferiormente C, hay sucesiones
espectrales cohomolégicas convergentes

"EL = (R'F)(HY(C)) = R"F(C)

TEP! = HP(RYF(C)) = RPFHF(C).

5. LA SUCESION ESPECTRAL DE GROTHENDIECK
Teorema 5.1 (Grothendieck). Consideremos funtores exactos a derecha
G:A—Mod —-B—Mod y F:B-—Mod— E— Mod.

Si G manda proyectivos en F-aciclicos (Esto es, L;G(P) = 0 para todo proyectivo P y todo
i > 0), entonces hay una sucesion espectral en el primer cuadrante

Epy = (LyF)(LyG) (M) = Ly (F-G)(M),
para cada A-modulo M. En particular hay una sucesion exacta

Lo(F 0 G)(M) — LyF(G(M)) — F(LiG(M)) — Ly(F o G) (M) — LiF(G(M)) — 0.

Demostracion. Tomemos una resolucién proyectiva P de M y una resolucion de Cartan-Eilenberg
Q@ de G(P). Como G(P,) es F-aciclico para todo n y F' es exacto a derecha, las columnas del
complejo doble

F(Q)

|

FG(P)

son exactas. En consecuencia L, F(G(I)) = L,(F-G)(M). Asi, por la Proposicién 4.6 hay una
sucesién espectral convergente

ME, = (LyF)(Hy(G(P))) = Ly F(C).

Esta es la sucesién espectral buscada, porque H,(G(P)) = L,G(M). La sucesién exacta que
aparece al final del enunciado es la de términos de grado bajo. 0
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Ejercicios.
1. Consideremos funtores exactos a izquierda
G:A—Mod —-B—Mod y F:B-—Mod— E—Mod.

Pruebe que si G manda inyectivos en F-aciclicos (Esto es, R'G(I) = 0 para todo in-
yectivo I y todo i > 0), entonces hay una sucesion espectral cohomolégica en el primer
cuadrante

EY = (RPF)(R'G)(A) = RPYY(F-G)(M),
para cada A-mddulo M. Obtenga la sucesién de términos de grado bajo en este caso.
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