“INTRODUCCION A LA TEORIA
ALGEBRAICA DE FORMAS CUADRATICAS”

JORGE ALBERTO GUCCIONE

En el siguiente apunte damos las primeras definiciones y propiedades basicas de
la teoria algebraica de formas cuadraticas. Nosotros seguimos principalmente los
primeros dos capitulos de “The Algebraic Theory of Quadratic Forms” de T. Y.
Lam, pero ponemos el acento el aspecto algoritmico de las demostraciones. Esto se
aplica especialmente al Teorema de cancelacion de Witt y al Teorema de Cartan-
Dieudonné.

CapiTUuLO 1
1. Formas cuadraticas y espacios cuadraticos

Definicion 1.1. Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Un espacio
cuadrdtico es un F-espacio vectorial V de dimension finita provisto de una forma
bilineal simétrica B: V XV — F.

Dado un espacio cuadrético (V, B) se define la forma cuadratica qgg: V — F
asociada a B por qg(v) = B(v,v). Un cdlculo directo muestra que:

1) gp(M) = B(\v, ) = N?B(v,v) = Ngp(v),
2) %(qB(v+w)—qB(v)—qB(w)) = %(B(v+w,v+w)—B(v,v)—B(w,w)) = B(v,w).
Reciprocamente si g: V' — F' es una funcién tal que

') q(2v) = 4q(v),
2’) La aplicacién B: V x V — F definida por B(v,w) = 1 (¢(v + w) — ¢q(v) — q(w))
es bilineal,

entonces

45(v) = Blo,v) = 3 (a(20) — 20(0)) = (v).

Esto muestra que tener una aplicaciéon bilineal simétrica de B: V x V — F es lo
mismo que tener una funcién q: V' — F que satisface 1’) y 2’). A veces escribiremos
(V,B,q),donde B: V xV — F es una forma bilineal simétrica y ¢ = ¢p es la forma
cuadratica asociada a B, para denotar a un espacio cuadratico.

Fijemos una base £ = {vy,...,v,} de V. La matriz de la forma bilineal simétrica
B:V xV — F en E, es la matriz simétrica Mp g, de n filas y n columnas, que
en la coordenada (i,j) tiene a B(v;,v;). Denotemos con [v]g a las coordenadas de
un vector v de V en la base E. Nosotros consideraremos a [v]g como un vector
columna. Sean v =Y  x;v; y w =y, y;v;. Como B es bilineal,

B(v,w) = Z B(Uivvj)xiyj = [w]tEMB7E[U]E7
ij—1
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donde [w]%; es la matriz transpuesta de [w]g. Sea ahora M una matriz simétrica de
nxn. Definiendo By g: V xV — F por By g(v,w) = [w]l; M[v] g, obtenemos una
forma bilineal simétrica. Dado que, después de haber fijado una base de V, estas
construcciones son reciprocas una de la otra, tener una forma bilineal simétrica es
lo mismo que tener una matriz simétrica.

Dos espacios cuadréticos (V, B) y (V’', B’) son isométricos si existe un isomor-
fismo F-lineal o: V. — V' tal que B'(c(v),0(w)) = B(v,w) para todo v,w € V.
Sea o: V — V' una isometria, £ = {v1,...,v,} y B/ ={v],...,v]} bases de V' y
V' respectivamente y [0]g g/ la matriz de o en las bases E'y E’ (es decir la matriz
definida por [o]g g/ [v]g = [0(v)] /). Entonces,

[w]sMp 5[v]e = B(v,w) = B'(0(v),0(w))
= [o(w)] Mpr prlo(v)]er

= [w]glo)p g Mpr &[0 B.2[V]E,

de donde Mp g = [U]SE’E/MB’,E’ l0]g g En particular, tomando V! =V, B’ = B
y o = id obtenemos que Mp g = C(E,E")'Mp g C(E,E’), donde C(E,E') =
[id|g.E’, es la matriz de cambio de base de E en E’. Reciprocamente, si M y
M’ son matrices congruentes de n x ny P € GL(n, F) es tal que M’ = P*MP,
entonces los espacios cuadraticos Byr,gp: F" x F" — F'y By gp: F" X F* — F|
obtenidos tomando E como la base canénica de F'", son isométricos. Una isometria
o: (F",Byr.g) — (F™, Buyg), estd dada por o(v) = (Pv')?, donde v* denota al
transpuesto de v y (Pv')! denota al transpuesto de Pv°.

La relaciéon de isometria es una relacion de equivalencia. A la clase correspon-
diente a un espacio cuadrético (V, B, q) la denominaremos clase de isometria de
(V,B,q) (o (V,B) o de q). Por lo que hemos visto estas clases estdn en corres-
pondencia con las clases definidas por la relacién de congruencia entre matrices.
Esta correspondencia, a la clase de un espacio cuadrético (V, B), le asigna la clase
de la matriz Mp g de B en una base cualquiera F de V' y, su inversa, a la clase
de una matriz cuadrada M de n x n, le asigna la clase del espacio cuadrético
Byg: F x F™ — F, obtenido tomando E como la base candnica de F™.

Ejemplo. Consideremos las formas cuadratica q: F? — Fy ¢ : F? — F, definidas
por q(z1,12) = 2172 y ¢' (71, 72) = 23 — 13, respectivamente. Dado que

q(x1 + 0,21 — x2) = (11 + 22) (21 — 22) = SU% - 56‘% = q/($17$2),

q v ¢’ son isométricas.

Sea (V, B) un espacio cuadratico y sea S C V' un subespacio. Entonces (S, Bjsxs)
es en si mismo un espacio cuadratico. Como es usual, se define el complemento
ortogonal S+ de V por S+ = {v € V : B(v,w) = 0 para todo w € S}. EIl comple-
mento ortogonal de V' mismo es llamado el radical rad V' de V.

Nota 1.2. Dado un espacio cuadratico (V, B), denotamos por ¢p: V — V* a la
aplicacién pp: V. — V* definida por ¢p(v)(w) = B(v,w). Es ficil ver que
Ker(¢p) = radV y que la matriz simétrica asociada a (V, B) en una base E de
V' cualquiera coincide con la matriz de ¢pg, entre las bases E y dual de E. En
consecuencia son equivalentes:
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1) radV = 0.
2) La aplicacién pp: V — V*, definida por pp(v)(w) = B(v,w), es un isomorfismo.
3) Si B(v,w) = 0 para todo w € V, entonces v = 0.

Si una de (y por lo tanto todas) estas afirmaciones es verdadera, se dice que
(V, B) es un espacio cuadratico regular.

A continuacién introducimos las sumas ortogonales. Sean (Vi, By) y (Va, Ba) dos
espacios cuadraticos. Definimos un espacio cuadratico

(Vi,B1) L (Va,Bg) = (Vi L Vo, By L Bs),
poniendo
VidVo=ViaeV, vy (B1 Ll Bs)((v1,v2), (wi,ws2)) = By(v1,w1) + Ba(vs, wa).

Es claro que By L B es simétrico y bilineal. Ademéas B(Vy,V2) =0y By, xv;, = B;
(1 = 1,2). El espacio cuadratico (V1,By) L (Va, Bs) es llamado la suma ortogonal
de (V1,B1) y (Va, Ba). Notese que

qp(v1,v2) = B((v1,v2), (v1,v2)) = B1(v1,v1) + Ba(va,v2) = gp, (v1) + ¢B, (v2).

Proposicién 1.3. Sea (V, B) un espacio cuadrdtico y S un subespacio de V. Se
satisfacen:

1) SNSt =radS.

2) dim(S) + dim(S+) = dim(V) + dim(S Nrad V).

8) SNradV CradS y dim(S + S+) = dim(V) — (dim(rad S) — dim(S NradV)).
En particular V. =S + S+ si y sélo siradS = SNradV.

4) S+8t =8 1T siysélosiT es un complemento de rad S en S*+.

5) V=S®St=51S5" siysdlosiradS =0.

6) St =S +radV.

Demostracion. 1) Es trivial.

2) Sea ¢p: V — V* el morfismo lineal definido por ¢p(v)(w) = B(v,w). Como
rad V = Ker(pp) y S* es el subespacio de V anulado por ¢p(S), tenemos

dim(S+) = dim(V*) — dim(pp(S)) = dim(V) — dim(S) + dim(S Nrad V).
3) Es claro que SNradV CradS. Por los items 1) y 2),

dim(S + S*) = dim(S) + dim(S*) — dim(rad S)
= dim(V) — (dim(rad S) — dim(S NradV)).

4) Si S+ S+ =S8 L T, entonces

TNradSCTNS=0 y St=(T+9NSt=T+(SNS*H) =T +radS5,
3



donde la segunda igualdad se deduce de que 7" C S*. Supongamos ahora que T
es un complemento de rad S en S*. Como TNS=TNStNS=TNradS =0,
tenemos

S+ 8t =8+ (radS+T)=(S+radS)+T=S+T=SaT=S5LT.

5)Si V =8 @ S+, entonces rad S = SN S+ = 0. Veamos la reciproca. Dado que
SN St =radS =0 basta ver que V = S + S+, lo que se deduce de que rad S = 0
y del item 3).

6) Es claro que S +radV C S+, Dado que St NradV = radV, aplicando dos
veces el item 2), obtenemos

dim(S*7) = dim(V) — dim(S*) + dim(rad V)
= dim(5) + dim(rad V') — dim(S Nrad V)
= dim(S 4+ rad V),

de donde el resultado se deduce inmediatamente. [

2. Criterio de representacion y diagonalizacién de formas cuadraticas

Dado un cuerpo F, denotamos con F' al grupo multiplicativo F \ {0} de F.

Definicién 2.1. Sea q: V — F una forma cuadrdtica de dimension n sobre F' y
sea d € F. Decimos que q representa a d si existe v € V' tal que q(v) = d. Notese
que v es automaticamente un vector no nulo. FEscribiremos Dg(q) = D(q) para
denotar al conjunto de elementos de F que son representados por q. Este conjunto

sdlo depende de la clase de equivalencia de q. Dado un espacio cuadrdtico (V, B, q)
denotamos con Dg(V) = D(V') a D(q).

Si a,d € F, entonces claramente d € D(q) si y s6lo si da®> € D(q). Asi D(q)

pa
E2

consiste de una unién de coclases de I médulo F2. Llamaremos a el grupo de

clases de cuadrados de F'y, por abuso de notacién, también consideraremos a D(q)
como un subconjunto de %

Dado d € F, denotaremos con (d) a la clase de isometria del espacio quadratico
unidimensional cuya forma cuadrética envia x en dx?. Claramente (d) es regular
siyséloside Fy(d~(d)siysélosi di? = d'F?. Dados dy,...,d, € F
escribiremos

(i, dp) = (di) L~ L (dy)

y dados d € F'y n € N denotaremos con n(d) a la suma ortogonal (d, ..., d) de (d)
consigo misma n veces.

Proposicién 2.2 (Criterio de representacién). Sea (V, B) un espacio cuadrdti-
coy sead e F. Entonces d € Dg(V) si y sdlo si existe otro espacio cuadrdtico
(V',B’), junto con una isometria V ~ (d) 1L V.

Demostracion. Es claro que si V' ~ (d) L V', entonces d € D(V'). Supongamos que
de D(V)yseav eV tal que d = qp(v). Como Fv es regular, por el item 5) de la
Proposicién 1.3, V = Fv 1 (Fv)t O



Corolario 2.3. Sea (V,B) un espacio cuadrdtico de dimension n. Existen es-

calares dy, . ..,d, tales que (V,B) ~ (dy,...,d,).

Demostracion. Si Dp(V') es vacio, entonces B = 0y V es isométrico a n(0). Si exis-
te algin d € Dp(V'), entonces V' ~ (d) L V' para algun (V’, B") y la demostracién
se termina facilmente por induccién en n [

Nota. Sea (V, B) un espacio cuadratico no nulo de dimensién n y sea {vi,...,v,}
una base de V. Veamos como encontrar un vector v € V' en el que ¢g no se anula.
Si alguno de los v;’s satisface esta condicion, ya estd. Podemos suponer entonces
que gp(v;) = 0 para 1 < i < n. Dado que B es no nulo existen 1 < i < j < n tal
que B(v;,v;) # 0. Como

qB(vi +v;) = q(vi) + qB(vj) + 2B(v;, vj) = 2B(v;, v5),

resulta que gp(v; +v;) # 0.

Otro método de diagonalizacién (Algoritmo de Lagrange). Sea (V, B, q) un
espacio cuadrdtico y sea {vi,...,vn} una base de V. Escribamos a;j = B(v;,v;),
de modo que

Q(xlvl + -+ xnvn) - E Qi T,
1<i,5<n

Queremos encontrar una base en la que q sea diagonal. Consideramos dos casos

1) Supongamos que algin a;; # 0. Podemos suponer que i = 1 y escribir

(Z xzvz> = allxl + Z 201,12 + Z A5 T; T

2<4,7<n
2
Z Z 1015 Z
= a ( a12x1> — a J IZ'I‘]' —+ CLij.’L‘ilL’j.
= 2<ij<n 1 2<i,j<n

Sea {w1,...,w,} la base definida por
(1171 + -+ -+ 1Ty )Wy + Tows + -+ - + Tpw, = 101 + -+ - + Ty Uy,
Si escribimos y1 = a11x1 + -+ + a1nTyn € Y; = x; para i # 1, obtenemos

n
a1;a1
Q<Zyiwi> :—y1+ Z < - ]>yiyj~
i=1

2<i,j<n 11

2) a11 = -++ = apn = 0. Podemos suponer entonces que aiz # 0 y escribir

n n n
q (Z l‘i'lh') = Z 2a1jx11’j + Z 2a¢j$i$]‘ = 33% + I —I + Z 2a1jxj
i=1

j=2 2<i<j<n =2
+ Z

1+ (-.%’1 + Z QCLMZL’Z') — (Z 20,11'%2')
1=3

i=2
)

Zj -+ E QCLijiL’Z'ZL’j.

a
12 3<i<j<n




Sea {wy,...,w,} la base definida por

n
Tiwy + <—~’E1 + Z 26111%‘) W2 + T3W3 + - + TpWp = TV + -+ TpUn.
i=2
Si escribimos y; = x; para i # 2 e yo = —x1 + 2a12x2 + - - - + 2a1,2,, obtenemos
n n a n
2 2j
q (Z yiwi> =Y +Y192 +Z a1 (yl + Y2 — Z 2a1iyz‘> yj+ Z 2ai5Y:Y;,
=1 7=3 =3 3<i<j<n

lo que reduce el problema al caso 1).

Ejemplo. Sea q(z1,22) = x125. Escribamos yo = —x1 4+ z2. Entonces
2 2 Lo 1,
a1, 22) = 2] + o1 (=01 + 22) = 2% + 21 = (01 + 510)° = (05

Asi, poniendo z1 = x1 + %yg = %(xl +x2) y 29 = %yg = %(—xl + x3), obtenemos

q(x1,20) = 27 — 23.

Sea q: V. — F una forma cuadratica regular con coeficientes en F'. El de-
terminante de ¢ es el elemento de % definido por d(q) = det(M,) (mod F?),
donde M, es la matriz simétrica asociada a ¢ en alguna base de V. Notese que
si ¢ ~ ¢, entonces M, = C'M,C, para alguna matriz no singular C'y como
det(C*M,C) = det(M,)det(C)?, resulta que d(¢’) = d(g). Esto muestra que el
determinante de ¢ solo depende de la clase de isometria de q. También es claro
que d(q1 L ¢2) = d(g1)d(g2). En particular si (V,B) ~ (di,...,d,), entonces
d(q) =dy---d, (mod F?).

3. Plano hiperbdlico y espacios hiperbdlicos

Definicién 3.1. Sea v un vector no nulo en un espacio cuadrdtico (V,B). Si
g (v) = 0 decimos que v es isotropico y si qp(v) # 0 que es anisotrépico. Recalque-
mos que si un vector v € V es isotrdpico o anisotropico, entonces por definicion
v # 0. El espacio cuadrdtico (V, B) es isotropico si contiene algun vector isotrdpico
y es anisotropico en otro caso. Es claro que un espacio anisotropico es necesaria-
mente reqular. Finalmente decimos que (V, B) es totalmente isotrdpico si todos los
vectores no nulos de v son isotropicos, es decir st B = 0.

Proposicién 3.2. Sean q = (a,b) y ¢ = (c,d) dos formas binarias regulares.
Entonces q ~ ¢ si y sélo si d(q) = d(¢’) y ¢ y ¢’ representan a un elemento en
comun.

Demostracion. Supongamos que d(q) = d(q¢’) y que existe e € D(q) N D(q’). Por
el criterio de representacién (Proposicién 2.2) existe ¢/ € F' tal que g ~ (e,e’).
Tomando determinantes, obtenemos que abF? = ee/ F2, de donde ¢ ~ (e, abe). De
la misma manera ¢’ ~ (e, cde) y, en consecuencia, ¢ ~ ¢/, ya que abF? = cdF?. La
reciproca es inmediata [



Proposicién 3.3. Sea (V, B, q) un espacio cuadrdtico de dimension 2. Son equiva-
lentes:

1) V es regular e isotrépico.
2) V es regular y d(q) = —1.

3) V es isométrico a (1,—1).

Demostracion. 1) = 2) Sea {v1,v2} una base ortogonal de V. La regularidad de
q implica que d; = q(v;) # 0 (i = 1,2). Sea x1v1 + 202 un vector isotrépico. Por
simetria podemos suponer que x; # 0. Entonces,

2
0 = q(z1v1 + 2202) = :L‘fdl + :L‘%dz = d| = — <:1:_) ds
1

— d(q) = dydo F? = —1F2.

2) = 3) Como D((1,—1)) = F, tenemos que D(q)ND((1,—1)) = D(q) # 0. Asi,
por la Proposicién 3.2, ¢ ~ (1, —1).

3) = 1) Es trivial O

Sea (V, B, q) como en el item 2) de la proposicién anterior. Veamos como encon-
trar una base ortogonal {w;, w2} de V tal que g(w1) = 1y q(wz) = —1. Empecemos
tomando una base ortogonal {vy,v2} de V' y escribamos g(v1) = dy y q(v2) = da.
Por hipétesis existe z € F tal que dyds = —122 (notese que en la demostracién de
que 1) implica 2) se obtiene este ). Es ficil ver que la base {wy, w2} de V, definida
por

W — 1+d1'l) (1—d1)$v Wo — 1_d1'U (1—|—d1)$
YT oa, YT T odyd, 2 Y 27 od, VT T 2dydy

U2

es ortogonal y que q(wy) =1y g(ws) = —1.

La clase de isometria de un espacio de dimensién 2 que satisface las condiciones
de la Proposicién 3.3 es llamada el plano hiperbdlico (presumiblemente porque las
gréficas de la ecuacién X? — X2 = d son llamadas hipérbolas). El plano hiperbélico
serd denotado con H y juega un papel especial en la teoria de formas cuadraticas.
Una suma ortogonal de planos hiperbélicos serd llamado un espacio hiperbdlico.

Definicién 3.4. Una forma cuadrdtica es universal si representa a todos los ele-
mentos no nulos de F'.

Teorema 3.5. Sea (V, B, q) un espacio cuadrdtico reqular. Se satisfacen:

1) Cada subespacio totalmente isotrépico U C'V de dimension positiva r estd con-
tenido en un subespacio hiperbolico T CV de dimension 2r.

2) V es isotropico si y solo si contiene un plano hiperbdlico (necesariamente como
un sumando ortogonal por el item 5) de la Proposicion 1.3).

3) Si'V es isotrdpico, es universal.

Demostracién. Tomando r = 1 en 1) se deduce que 1) implica 2) y dado que, por

el ejemplo anterior a la Nota 1.2, el plano hiperbdlico es universal, 2) implica 3).

Ahora probaremos 1) por induccién en r. Tomemos una base {vy,...,v.} de U y
7



sea S el subespacio de U generado por {vs,...,v,}. Es claro que U+ C S+. Dado
que V' es regular, por el item 2) de la Proposicién 1.3,

dim(S+) = dim(V) — dim(S) > dim(V) — dim(U) = dim(U*).

Asi, existe un vector w; € V que es ortogonal a v, ..., v,, pero no a v;. En particu-
lar, como vy es isotrépico, v1 e w; son linealmente independientes. El subespacio
H, = Fv; + Fw; tiene determinante

0 B(vi,w1) \ 2 2
d(H,) = det P2 = 1F2,
( 1) ¢ (B(vl,wl) B(wl,w1)>

y, por lo tanto, es hiperbdlico. Por el item 5) de la Proposicién 1.3, V = H; 1 Hi.
Dado que Hi- contiene a {vs,...,v,}, la demostracién se sigue por induccién [

Corolario 3.6 (primer teorema de representacion). Sea (V, B, q) un espacio
cuadrdtico reqular y sea d € F. Entonces d € D(q) si y sélo si V. L (—d) es
1sotropica.

Demostracién. Tomemos una base {v1,...,v,} de V tal que q(z1v1 +- -+ z,0,) =

alx% +-- '—i—anmfl. Si existe una ecuacion d = alx% +-- -—i—an:cfl con x; € F', entonces

a1x3 4+ a2 4+ (—d)12 = 0, de dénde V L (—d) es isotrépica. Reciprocamente,

supongamos que (T1v1 + -+ + TpUp, Tpi1) €S un vector isotrépico de V- L (—d),

de modo que a1z3 + -+ + apz2 + (=d)zZ; = 0. Si 41 # 0, entonces d =

2 2
ay ( g ) + -+ ay ( L ) € D(q). Si, por el contrario x,,+1 = 0, entonces

Tn+1 Tn+41
x1v1 + -+ + Ty, es un vector isotrépico de (V, B,q). Asi, por el item 3) del
teorema anterior, (V, B, q) es universal y, en particular, d € D(q) O

Corolario 3.7. Para cada entero positivo r, las siguientes dos afirmaciones son
equivalentes

1) Toda forma cuadrdtica reqular de dimension r es universal.

2) Toda forma cuadrdtica de dimension r + 1 es isotrdpica.
Demostracion. Es trivial [
4. Teoremas de descomposicion y de cancelacion

Teorema 4.1 (de descomposicién de Witt). Cada espacio cuadratico (V, B)
se parte en una suma ortogonal (V,B) = (Vi, By) L (Vi, Bp) L (V,, Ba), donde Vy
es totalmente isotropico, Vi, es hiperbdlico o cero y V, es anisotropico. Ademdas los
tipos de isometria de Vi, Vi, y Vi, estan univocamente determinados. A (Vy, B,)
y (V, Bp) los denominamos la componente totalmente isotrépica e hiperbdlica de
(V, B) respectivamente.

Demostracion. (Existencia) Tomemos un subespacio Vj tal que V =V @radV =
Vo L radV. Entonces V; = radV es totalmente isotrépico y V|, es regular. Sea
U C V, un subespacio totalmente isotrépico maximal de V{;. Por el Teorema 3.5,
existe un espacio hiperbdlico V}, cuya dimension es el doble de la de U. Dado que
V3, es regular, por el item 5) de la Proposicién 1.3, Vy =V, L V, donde V, = VhL.
Dado que U es un subespacio totalmente isotropico maximal de Vj, resulta que
V. es anisotrépico (si v € V, fuera isotrépico, entonces U L (v) seria totalmente
isotropico). Esto prueba la existencia. La unicidad se deduce del siguiente teorema
de cancelaciéon [



Teorema 4.2 (de cancelacién de Witt). Sean (V,B), (V',B’), (V1,B1) y
(V{, BY}) espacios cuadrdticos arbitrarios. SiV ~ V' yV 1 Vi ~ V' 1L V/ en-
tonces Vi ~ V7.

Para demostrar la parte de unicidad del Teorema 4.1, supongamos que V' tiene
otra descomposiciéon V = V/ L V! 1 V! con V; totalmente isotrépico, V4, hiperbélico
o cero y V, anisotrépico, entonces V/ = rad V' = V; y por el teorema de cancelacién
tenemos que V;, L V, >~ V! L V! Escribamos Vj, > mH y V! ~ m'H. Podemos
suponer que m < m’. Cancelando mH obtenemos V, ~ V, L (m’ —m)H. Como
Vo es anisotrépico, también debe serlo V, L (m' — m)H, de dénde m' = m y
Vo=V, O

o o s di V; , .
Definicién 4.3. El entero m = w univocamente determinado en el teorema

de descomposicion de Witt es llamado el indice de Witt de (V, B).

Observacion 4.4. De la demostracién de la existencia de la descomposicion se de-
duce que si (V, q) es regular, el indice de descomposicién de Witt es la dimensién
de cada subespacio totalmente isotrépico maximal de V.

A continuacién probamos el teorema de cancelacién de Witt. Para la demostra-
cién necesitaremos la nocién de reflexién de un hiperplano. Sea (V, B, ¢) un espacio
cuadratico. Nosotros denotaremos con Oy (V) = O(V) al grupo de isometrias de
(V, B, q). Este grupo, llamado el grupo ortogonal de (V, B, q) es el grupo subyacente
a la geometria del espacio cuadratico (V, B, q). La siguiente construccion asocia a
cada vector anisotrépico v de V' un elemento 7, € O,4(V). El endomorfismo 7, de
V se define por

To(w) =w— ———v para cada w € V.

Se satisfacen:
1) 7, es evidentemente un automorfismo lineal.

2) 7, es la identidad sobre (Fv)* y 7,(v) = —v. En particular 7, es una involucién,
deja fijo el hiperplano (Fv)t y refleja el vector v a través de (Fv)* en —o.

3) 7w € Og(V). En efecto, esto se deduce facilmente del item 2). Otra forma de
verlo es la siguiente:
2B 2B(w’
B(1y(w), 7(w")) = B <w — Mv,w’ - Mv)
q(v) q(v)
4B(w,v)B(w',v)

q(v)?

= B(w,w") + B(v,v) —

= B(w,w’),

ya que B(v,v) = q(v).
4) T, tiene determinante —1.

Lema 4.5 (Ley del paralelogramo). Sea (V, B,q) un espacio cuadrdtico. En-
tonces q(v + w) + q(v — w) = 2q(v) + 2q(w).

Demostracion. En efecto,

qv+w)+qv—w)=Blv+w,v+w)+ Blv—wv—w)=2")+2qw) O



Proposicién 4.6. Sea (V, B,q) un espacio cuadrdtico y sean v,w € V tales que
q(v) = q(w) # 0. Se satisfacen:

1) v—w o v+ w es anisotrdpico.
2) Siv—w es anisotropico, entonces T,—_,, €s una isometria que envia v en w.

3) Siv+w es anisotropico, entonces —Ty1 €S una isometria que envia v en w.

Demostracion. 1) Por el Lema 4.5, g(v + w) + q(v — w) = 2¢q(v) + 2q(w) = 4q(v).
Asi, g(v + w) y ¢(v — w) no pueden ser ambos nulos.

2) Dado que ¢(v — w) = B(v — w,v — w) = B(v,v) + B(w,w) — 2B(v,w) =
2B(v,v) — 2B(v,w) = 2B(v,v — w), tenemos

2B(v,v — w)

o E— (v—w)=v—(v—w) =w.

To—w(V) =v —

3) Por 2) 7,44 (v) = —w, de donde —7y 44 (v) =w O

Demostracion del Teorema 4.2. Supongamos primero que V' (y por lo tanto también
V') es totalmente isotrépico. Sea w: V' L V/ — V/ la proyeccién canénica. Afir-
mamos que si o: V. L V3 — V’ L V/ es una isometria, entonces también lo es la
funcién o1: V3 — VY, definida por o1(v) = m(o(v)) para todo v € V;. Dado que,
para todo v,v’ € Vi,

Bi(01(v),01(0")) = (B" L By)(0(v),0(v")) = (B L By)(v,v") = Bi(v,0),

o1 define una isometria entre V; y V/. Probemos ahora el caso general. Por lo que
hemos visto, podemos suponer, cancelando el radical de V con el de V', que V y V'
son regulares. Tomemos v € V' y v’ € V' tales que B(v,v) = B'(v',v") # 0. Para
ello hay que elegir v € V tal que B(v,v) # 0 y tomar v’ como la imagen de v por
una isometria ¢”: V. — V’'. Seao: V L V; — V' L V/ una isometria. Dado que
B'(o(v),o(v)) = B'(v',v"), por la Proposicién 4.6 podemos elegir o/ € O(V' L V)
tal que o'(o(v)) =v'. Asioc’oo:V L Vi — V' L V/ envia v en v’ y, por lo
tanto, induce una isometria de (Fv)t L V; en (Fv')* L V{, donde (Fv)* y (Fv')*
denotan a los complementos ortogonales de Fv 'y Fv' en V y V', respectivamente.
Como ¢ induce una isometrfa entre (Fv)t y (Fv’)*, la demostracién se termina
por induccién en la dimensién de V' [

5. Teorema de equivalencia de cadena de Witt

Este teorema describe la equivalencia de dos formas diagonales en términos de
la equivalencia de formas binarias. Primero comenzamos con el siguiente resultado

Teorema 5.1. Sean (V,qy) y (W, qw) dos espacios cuadraticos y sean {v1, ..., v}
y {wn,...,w,} bases ortogonales de (V,qv) y (W, qw) respectivamente. Si (V,qy)
y (W, qw) son isométricos, entonces existe una familia {v],...,vi} (0 < j <m)

de bases ortogonales de (V,qy) tal que

1) v? = v; para todo 1 <i < n,
j+1

2) Para cada 0 < j < m existen ij e i; tales que v; =~ = vf para todo i ¢ {ij,i%} y

vajl + Foltt = vaj + Fv),,
J

3) qv(v") = qw(w;) para todo 1 <i <mn.
10



Demostracion. Sea o: (W, qw) — (V,qy) una isometria. Hacemos la demostracién

de manera algoritmica:

1) Sea h el minimo indice tal que gw (wp) # 0. Escribamos z1v; + -+ + 2,0, =
o(wp) y elijamos una familia maximal {z;,,..., 2, } tal que 27 qv(vy,) +--- +
xlz qv (v;,) = 0. El complemento {z;,,...,x; } de esta familia tiene la propiedad
de que 27 qv(vi,) + -+ + 2% qv(v;,) = qw(wp) y de que ninguna subsuma de
esta suma se anula.

. 1 1 1 _ .. . 1
2) Definimos la base ortogonal {vy, ..., v, } de V, por vy = v;sii # i1y v;, = 4, v;, .
3) Definimos recursivamente las bases ortogonales {v{,... vi} de V (1 < j <),
por
PES B R ..
v =y st {ij, 054,
J+1 _ J J
Yijpn = Y5 T Tij1Yigao

j+1 J+1yL J J
v E(FUiH) QFvij+FU-

% 1 Tj41"

4) Observamos que la cadena {v!, ... ,vJ} (1 < j < r) cumple con las propiedades 1)
y 2) del enunciado y que v; = x;v;, + -+ + 24,0, de modo que qv(v] ) =
qw (wp).

5) Si i, # h, obtenemos mediante la transposicién de v;, con los elementos que
estan entre él y v, una cadena de bases {v{, ...,v)} ortogonales de V (r +1 <
j<r+h—i,) tal que U,ZJrh_i’” =

6) Por el teorema de cancelacién de Witt podemos encontrar un isomorfismo de
Fol ™ o Pop i e Pop T Fon i en Fwy 44 Fwp_q +
Fwpy1 4 -+ + Fw,. Ahora continuamos, empezando de vuelta con el item 1).
El proceso se termina cuando, después de sucesivas cancelaciones, llegamos a
espacios de dimension 0 [

A continuacién introducimos la nocién de equivalencia simple de formas diago-
nales. Sean g = (a1,...,a,)y ¢ = (a},...,al). Decimos que ¢ y ¢’ son simplemente
equivalentes si existen dos indices 1 < i1 < iy < n tales que

1) <ai17a12> = <a{i17a{i2>7

2) a; = a, para todo i ¢ {i1,i2}.

M4és generalmente decimos que ¢ y ¢ son equivalentes en cadena si existe una
sucesion de formas diagonales qo, . . ., ¢, tales que qo = ¢, ¢m = ¢ Y ¢i+1 €s sim-
plemente equivalente a ¢; para todo 0 < i < m. La relaciéon de equivalencia en
cadena es claramente una relacién de equivalencia sobre las formas diagonales de
una dimensién fija. Nosotros denotaremos esta relacién por g ~ ¢’. Es claro que
q ~ ¢ implica que ¢ ~ ¢’. A continuacién establecemos la inversa de esto.

Teorema 5.2 (de equivalencia de cadena de Witt). Sean ¢ = (aq,...,ay)
yq = (d},...,al) dos formas diagonales arbitrarias de la misma dimension. Si
qg~q, entonces ¢~ q'.

11



Demostracion. Sea {{fi : 1 < i < n} la base candnica de F™. Por el Teorema 5.1,
existe una familia {v{,...,vJ} (0 < j < m) de bases ortogonales de (F™,q) tal que
1) v? = e; para todo 1 <i < n,

+1

2) Para cada 0 < j < m existen ij e i’; tales que v]" = — v/ para todo i ¢ {ij, i}y

Folth + Fvﬂ“ = Fvl + Fv),,
3) q(v. )=4q (el) para todo 1 < i < n.

Para cada 0 < j < m denotemos con g; a la forma diagonal (g(v)),...,q(v})).
Es claro que qo = ¢ y que ¢, = ¢’. Asi, para terminar la demostracion es suficiente
ver que si oj: F™ — F™ es el isomorfismo definido por:

1) oj(ei) = e; para todo i & {i;,4}},
2) 0j (e’b) Ti; €4, +xz’ ez Y oj (ez ) y’LJ ez] +yz’ ez ) donde Li;, xz » Yi; € yz’ estdn

dados por v] +

= xzjvl +:c1/v -y v, = szUZ +yz’v/7
entonces ¢j+1 = ¢j 0 0;. En efecto7

) =at,q(]) + 2 a(v])) = a7 q5(eq,) + 2 g5 (eir) = q5(05(es,)),

glen) = a(w)™) =y} a(v]) + 2 a(w)) = v} as(ei,) + v7 aseir) = ai(os(eir)

qj+1(elj) Q(UJH

giv1(ei) = q(vi"") = q(v]) = q;(e;) = gj(o(e;)) sid ¢ {ij, 05y O

6. Producto de formas cuadraticas

Sean (V1,B1,q1) v (Va, Ba,q2) dos espacios cuadraticos sobre F. Definimos el
producto (V1 ® Va, By ® B2, q1 ® q2), por

(Bl & B2)(v1 ® UQ,Ui & Ué) = Bl(’Ul,’Ui)BQ(’Ug,’Ué).
Por definicién
(1 ®q2)(v1 ®@v3) = (B1® B3)(v1 ®v2,v1 ®va) = By (v1,v1)Ba(va,v2) = q1(v1)q2(v2).

Proposicion 6.1. Se satisfacen:

)1 ®@p~@pdq.

2) (1 ®q2) ® g3~ q1 ® (g2 ® g3).

3) 1@ (g2 Lgz) ~(q1 L q2)®(q1 L gs)

Demostracion. Sean (Vi, B1,q1) y (Va, Ba, g2) dos espacios cuadraticos sobre F'. Es
facil ver que el isomorfismo lineal o: V3 ® Vo — Vo ® V; definido por o(v; ® vy) =
vy ® vy satisface (Bs ® By) oo = By ® By. Asi, (V1 ® Vo, B1 ® By, q1 ® q2) =~
(Vo ® V1, Bo ® Bi,q2 ® q1). Esto prueba el item 1). La demostracién de los item 2)
y 3) es similar. [

Usando la propiedad distributiva obtenemos que
<a1, NP ,an><b1, cee 7bm> >~ <CL161, N ,aibj, NP ,anbm>.
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Corolario 6.2. Para cada forma cuadrdtica regular q, tenemos que q @ H =~
dim(q)H, donde dim(q)H denota a la suma ortogonal de H consigo misma dim(q)
veces.

Demostracion. Por la propiedad distributiva basta probarlo para ¢ = (a), pero

<CL><1, _1> = <a7 _a>7
que por la Proposicién 3.3 es isomorfo a H. [

De ahora en mas escribiremos también B Bs en lugar de B1 ® B2 v ¢1¢2 en lugar
de q1 ® qo.

Apéndice: Generacién del grupo ortogonal por reflexiones

El proposito de este apéndice es probar el siguiente teorema de estructura para
el grupo ortogonal de un espacio cuadratico.

Teorema de Cartan-Dieudonné. Sea (V,B,q) un espacio cuadrdtico regular
de dimensién n. Cada isometria o € Oy(V') es una composicion de a lo sumo n
reflexiones de hiperplanos.

Antes de demostrar este importante teorema, daremos algunos de sus Corolarios

Corolario 1. Cada isometria tiene determinante +1. Las isometrias que tienen
determinante 1 forman un subgrupo SO4(V') de indice 2 de O4(V'). Este subgrupo es
el nicleo del morfismo det: Oy(V) — {1, -1} y se llama el grupo especial ortogonal
de q.

Corolario 2. Supongamos que o se puede expresar como la composicion de n
reflexiones. Entonces la primera (y similarmente la iltima) de estas refleziones,
puede ser elegida arbitrariamente.

Demostracion. Escribamos ¢ como una composicién de reflexiones o = 1 0---071,
y sea 7 una reflexion dada. Consideremos la isometria 7 o 0. Por el teorema,
podemos escribir 7 o ¢ como una composicién de reflexiones T oo = 150 --- 07
con 7 < n+ 1. Ahora, dado que det(o) = (—=1)" = (—1)", resulta que r = n
(mod 2). En consecuencia, de la desigualdad r < n+ 1 se obtiene que r < n. Dado
que 7"~" = id, podemos escribir 0 = T o1, 0. 07, 07" " lo que termina la
demostracion. [

Corolario 3. Si dim(V') = 2, entonces cada isometria con determinante —1 es
una reflezion y si dim(V') < 3 entonces cada o0 € SOy (V') es la composicion de dos
reflexiones.

Corolario 4. Se satisfacen:

1) Sio € Ou(V) es la composicion de r reflexiones, donde r es menor o igual que n,
entonces la dimension del subespacio de vectores dejados fijos por o es al menos
n—r.

2) Si o € Oy(V) no deja fijo a ningin vector no nulo, entonces o no puede ser
escrito como una composicion de menos de n reflexiones.

Demostracién. 1) Escribamos o como una composicién ¢ = 71 0 --- o 7. de r re-

flexiones y sea Uj el hiperplano de los puntos dejados fijos por 7;. Es claro que

U;N---NU, consiste de vectores dejados fijos por o y que dim(U;N---NU,.) > n—r.
13



2) Es una consecuencia inmediata de 1). O

A continuacién daremos la demostracion del teorema. Para cada isometria o
denotamos con o a o — id.

Lema 1. Se satisfacen:
1) Ker(c) = Im(c)*.
2) Ker(c)*t = Im(a).

3) Im(c) C Ker(c) si y sdlo si Im(c) es totalmente isotrdopico.

Demostraciéon. 1) Para todo v,w € V, tenemos

B(v,0(w)) = B(v,0(w) —w) = B(v,0(w)) — B(v,w)
= B(v,0(w)) = B(a(v), 0(w)) = =B(a(v), o (w)).

Asi,

v € Im(3)T <= B(¢(v),w) = 0 para todo w € V
< o(v) eradV =0
< v € Ker(7).

2) Se sigue inmediatamente del item 1) y del item 6) de la Proposicién 1.3.

3) Se sigue de que,
Im(5) es totalmente isotrépico <= Im(5) C Im(5)*
y del item 1). O
Lema 2. Para cada v € V, tenemos
B(a(v),0(v)) = —2B(c(v),v).

En particular o(v) es nulo o isotrépico si y sdlo si es ortogonal a v.

Demostracion. En efecto

B(a(v),a(v))

B(o(v) —v,0(v) —v)
B(o(v),0(v)) —2B(c(v),v) + B(v,v)
2(B(v,v) — B(o(v),v)) = —=2B(5(v),v). O

Lema 3. Supongamos que Ker(a) es totalmente isotropico y dim(V') = 2. Entonces
siv €V es anisotrdpico, también o(v) es anisotropico.

Demostracién. Sea v € V anisotrépico. Como Ker(o) es totalmente isotrépico,
og(v) # 0. Supongamos que o(v) es isotrépico. Entonces, por el Lema 2, v es
ortogonal a o(v). Asi, V = Fv L Fo(v), lo que es una contradiccién, ya que o (v)
pertenece al radical de F'v L Fa(v), pero V es regular por hipdtesis. O

Demostracion del Teorema de Cartan-Dieudonné
14



Paso 1). Supongamos que existe w € Ker(o) anisotrépico. En este caso o induce
una isometria en (Fw)t y, por induccién, la restriccién de o a (Fw)t puede ser
escrita como una composicién de a lo sumo n — 1 reflexiones en (Fw)t. Cada una
de estas reflexiones se extiende de manera tinica a una reflexién de V' que deja fijo
w. Es claro que o es la composicién de estas reflexiones.

Paso 2). Supongamos que Ker(a) es totalmente isotrépico (es decir que Ker(g) C
Ker(c)1). Entonces, por el item 2) del Lema 1, Ker(s) C Im(5). Supongamos
ahora que Im(o) es estrictamente mayor que Ker(c). Por el item 3) del Lema 1 esto
implica que Im(o) contiene vectores anisotrépicos. Afirmamos que existe un vector
o(v), anisotrépico y tal que v también es anisotrépico. Veamos como encontrarlo.
Si dim(V') = 2, entonces (considerando una base de V' y procediendo como en la
nota que sigue al Corolario 2.3) podemos tomar v anisotrépico y aplicar el Lema 3.
Si no, tomamos o(v) anisotrépico (de nuevo, considerando una base de Im(c) y
procediendo como en la nota que sigue al Corolario 2.3). Si v es anisotrdpico, ya
estd. Si no tomamos un vector w ortogonal a v y anisotrépico. Para encontrarlo
incluimos a v en un espacio hiperbélico H, como esta indicado en el Teorema 3.5
y buscamos w en H+ (tomando una base de H* y usando nuevamente el procedi-
miento descripto en la nota que sigue al Corolario 2.3). Si o(w) es anisotrépico,
también estd. Podemos suponer entonces que o(w) es nulo o isotrépico. Afirmamos
que cualquiera sea € € F, el vector w + ev es anisotrépico. En efecto

B(v 4+ ew,v + ew) = B(v,v) + €B(w,w) = 2B(w,w) # 0.

Veamos ahora como encontrar € tal que (v + ew) también sea anisotrépico. Por el
Lema 2, esto es lo mismo que encontrar € tal que

0# B(o(v+ ew),v + ew)
= B(5(v),v) + €(B(c(w),v) + B(c(v),w)) + e B(5(w), w)
= B(5(v),v) + ¢(B(o(w),v) + B(a(v),w)),

donde la ultima igualdad se deduce de que por el Lema 2, B(o(w), w) = 0. Ahora
si tuvieramos
0= B(&(v),v) + €(B(E(w),v) + B(@(v),w)),

para dos valores distintos de €, obtendriamos que
B(o(v),v) = 0= B(a(w),v) + B(o(v), w).

Pero por el Lema 2 la primera igualdad es falsa. Podemos tomar entonces ¢ = 1
o € = —1 para asegurarnos de encontrar v 4+ ew € V tal que tanto v + ew como
z = o(v + ew) sean anisotrépicos. Por la Proposicién 4.6, 7. (o(v 4+ ew)) = v + ew.
Por el Paso 1), 7, oo se expresa como la composicién de a lo sumo n — 1 reflexiones,
de donde o = 7, o (7, 0 o) es la composicién de a lo sumo n reflexiones.

Paso 3). Supongamos que Ker(c) es totalmente isotropico y que Ker(o) = Im(o).
Por el teorema de la dimensién

n = dim(Ker(o)) + dim(Im(d)) = 2 dim(Ker(c)).

Asi, n es par. (Como Ker(d) es totalmente isotrépico, esta ecuacién junto con el
item 1) del Teorema 3.5, implica que V' es un espacio hiperbdlico, pero nosotros
15



no usaremos esta informacién). Ademas o actia como la identidad sobre Ker (o) e
induce la identidad en V/ Ker(c), ya que o(V') C Ker(c). En particular det(o) = 1.
Tomemos una reflexion cualquiera 7. Como det(7 o o) = —1 no podemos estar con
7 o o en la situacion del Paso 3). Asi, procediendo como en los Pasos 1) y 2)
podemos expresar 7 o ¢ como una composicién de a lo sumo n reflexiones. Pero
como n es par y det(r7 o o) = —1 debemos tener a lo sumo n — 1 reflexiones, de
donde o0 = 7o (T 0 0) es la composicién de a lo sumo n reflexiones. [

Ejercicios

Ejercicio 1. Pruebe que el grupo de isometrias del espacio n-dimencional cuadrdti-
co n(1) es isomorfo al grupo de matrices ortogonales de n x n sobre F.

Ejercicio 2. Sea V = M, (F) considerado como espacio vectorial de dimensién n?

sobre F'. Pruebe que la aplicacion B: V xV — F, definida por B(X,Y) = tr(XY),
define un espacio cuadrdtico reqular (V,B). Muestre que (V,B) es isométrico a
n(l) L @H y encuentre una base ortogonal para (V,B). Resuelva el mismo
problema con la forma B': VxV — F, definida por B'(X,Y) = tr(XY?"), y muestre
que (V, B') es isométrico a n?(1).

Ejercicio 3. Sea V' como en el ejercicio anterior. Consideremos la aplicacion
By:V xV — F, definida por By(X,Y) = tr(XUY'U™1), donde U € M, (F) es
una matriz simétrica inversible. Pruebe que By es una forma bilineal simétrica y

10

0 _1) Yy muestre que en

no singular. Haga calculos explicitos paran =2 y U = (

este caso (V, By) es hiperbdlico.

Ejercicio 4. Sea K/F una extension finita y separable. Muestre que la aplicacion
B: K x K — F, definida por B(x,y) = tr(zy), define un espacio cuadrdtico reqular
(K, B). Encuentre una diagonalizacion para el caso F = Q y K = Q(¥/2).

Ejercicio 5. Sea a,b € F y f una una forma cuadrdtica reqular. Pruebe que
f L {(a) representa —b si y sélo si f L (b) representa —a.

Ejercicio 6. Sean a,b € F tales que ¢ = a® + b*> # 0. Pruebe que el espacio
(1,1, —c, —c) es hiperbdlico.

Ejercicio 7. Sea f una forma cuadrdtica isotropica sobre un cuerpo de mds de
5 elementos. Muestre que existe una diagonalizacion en la que f tiene un vector
1sotropico que no tiene ninguna coordenada nula.

Ejercicio 8. Supongamos que F' es la interseccion de los subcuerpos Fi, ..., F, en
algin medio ambiente. Pruebe que si F;/F? es finito para cada i, entonces F'/F?
también es finito.

Ejercicio 9. Sea A un dominio de factorizacion unica. Denotemos con U al grupo
de unidades de A y con F a su cuerpo de fracciones. Pruebe que F/F2 es el
producto directo de U/U? y de un Z/2Z espacio vectorial, que tiene por base a
un conjunto de representantes de los primos de A. Concluya que si A = Z vy
{p1,--,pn} vy {q1,---,qn} son conjuntos de primos positivos distintos, entonces

<p17"'7pn> = <Q17--~7(]n> 51 ) solo si {plv"'apn} = {q17"'7qn}-
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Ejercicio 10. Pruebe que las siguientes condiciones son equivalentes

1) Toda forma de dimension 4 sobre F' con determinante —1 es isotrépica.
2) Toda forma de dimension par sobre F' con determinante —1 es isotrdpica.
3) Toda forma de dimension 3 sobre F' representa a su propio determinante.

4) Toda forma de dimension impar sobre F' representa a su propio determinante.

Ejercicio 11. Pruebe el siguiente teorema de extension de Witt: Sea V' un espacio
cuadrdtico regular y sean Uy y Us subespacios de V. Toda isometria de Uy en U,
se extiende a una isometria de V' en si mismo.

Ejercicio 12. Usando el teorema de cancelacion de Witt, muestre que si U es un
subespacio de dimension m + r en un espacio hiperbolico mH, entonces el indice
de Witt de U es al menos r.

Ejercicio 13. Sea a € F. Pruebe que D((1,a)) es un subgrupo de F.

Ejercicio 14. Sean ¢ y o dos formas requlares. Pruebe que si D(p) es un subgrupo
de F, entonces D(¢)D(p ® o) = D(p ® o).

Ejercicio 15. Pruebe que si o tiene indice de Witt m, entonces ¢ @ o tiene indice
de Witt mayor o igual que mdim(yp) y ¢ L o tiene indice de Witt menor o igual
que m + dim(y).

CAPITULO 2

1. Definicién de W(F) y de W(F)

Dado un cuerpo F' denotamos con M (F') al conjunto de las clases de isometria de
formas cuadraticas regulares sobre F'. En realidad M (F') dotado de la estructura
aditiva 1 y multiplicativa ® es un semianillo conmutativo. Por el Teorema de
cancelacion de Witt la estructura aditiva de este semianillo es cancelativa. De la
misma manera que los naturales se pueden extender a los enteros, M (F') se puede
incluir en un anillo W(F ), que se llama el anillo de Grothendieck-Witt de F'. En
general dado un semianillo M cuya suma es cancelativa se define una relacién ~ en
M x M, por

(x,y) ~ (2',y) siysélosi z+vy =2 +uy.

El hecho de que la suma de M sea cancelativa implica que ~ es una relacién de
equivalencia. El anillo de Grothendieck, Groth(M) de M es, por definicién, el
conjunto de clases (M x M)/ ~, de esta relacién, con las operaciones de suma y
producto inducidas por

(x,y)+ (" y)=(@+2y+y) v (2,9)(@y) = (z2’ +yy, 2y +ya’).

Es facil ver que las operaciones de Groth(M) estédn bien definidas y que Groth(M)
es un anillo (siendo la clase de (z,y) la opuesta de la de (y,z)). Ademas la apli-
cacién i: M — Groth(M), que envia i(x) en la clase de (x,0), respeta la suma y el
producto. De aqui en adelante vamos a identificar cada x € M con i(x). Notemos
que la clase de (x,y) es igual a i(x) — i(y). Asi, Groth(M) estd generado aditiva-
mente por M. Por ultimo cada morfismo de semianillos f, de M en un anillo R,
se extiende de manera tnica a un morfismo de anillo f: Groth(M) — R, dado por
flx—y) = f(z) - f(y).
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Definiciéon 1.1. El anillo de Grothendieck- Witt W(F) de F es por definicion
Groth(M(F)).

Dado un espacio cuadratico (V, B, q) sobre F', vamos a denotar con el mismo
simbolo (V, B, q) a su clase de isometria. Cada elemento de /W(F) tiene la forma
q1 — g2, donde ¢1 y g2 son formas cuadraticas regulares. Como la aplicacion
dim: M (F') — Z, definida por dim((V, B, q)) = dim(V'), es un morfismo de semi-
anillos, queda definido un morfismo de anillos dim: /W(F ) por dim((V4, B1,¢q1) —
(Va, By, q2)) = dim(V4) — dim(V3). El ntcleo IF de este morfismo de anillos es
llamado el ideal de aumentacién de W(F ).

Proposicion 1.2. La sucesion exacta corta
0—IF —W(F) 2% 7 -0

es partible como sucesion de grupos y el morfismo s: 7 — /W(F) definido por
s(n) =n(1) es una seccion de dim. Asi, la aplicacion

W(F)— Z&IF,

que envia q en (dim(q), g—dim(q)(1)) es un isomorfismo de grupos. Dado que /W(F)
estd aditivamente generado por las clases de las formas requlares de dimension 1,
esto muestra en particular que IF estd aditivamente generado por las expresiones
de la forma {a) — (1) con a € F. La estructura de producto de Z & IF, obtenida a
través de este isomorfismo es (m,a)(n, ) = (mn,na +mp + af).

Del Corolario 6.2 se deduce facilmente que Z.H es un ideal de /W(F)

Definicién 1.3. El anillo de Witt de F' es por definicion el anillo cociente W (F') =

Proposicion 1.4. Se satisfacen:

1) Los elementos de W (F') estan en correspondencia con las clases de isometria de
todas las formas anisotropicas.

2) Dos formas cuadrdticas requlares q y q' representan el mismo elemento en W (F)
si y solo si q, ~ ¢, donde q, es la componente anisotrépica de q y q., es la
componente anisotrépica de q'.

3) Siqyq son dos formas cuadrdticas requlares y dim(q) = dim(q’), entonces q y
q' representan el mismo elemento en W (F') si y sélo si q ~ ¢'.

Demostracion. Los items 2) y 3) se deducen facilmente del item 1). Veamos este.
Sea a € F. Dado que (a,—a) ~ H, tenemos que (—a) = —(a) en W(F). Usando
esto se deduce facilmente que todo elemento de W (F') esta representado por una
forma cuadratica regular. Es claro que si ¢ = ¢, L q;, entonces q y ¢, representan
al mismo elemento de W (F'). Asi, cada elemento de W (F') esta representado por
una forma cuadratica anisotrépica. Por tltimo supongamos que ¢ y ¢’ son for-
mas cuadraticas anisotrépicas que representan al mismo elemento de W (F'). Por
definicién existe un entero m tal que ¢ = ¢’ +mH en /W(F ). Sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que m > 0. Entonces q ~ ¢’ L mH y asi, como ¢ y ¢’ son
anisotrépicas, ¢ ~ ¢'. O

A la imagen de IF por la proyeccién canénica 7 W(F ) — W(F), la denotare-

mos [F. Dado que dim(H) = 2, tenemos que IFNZ.H = 0. Asi, 7 induce un

isomorfismo de IF en IF.
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Proposicion 1.5. Una forma regular q representa un elemento en I'F si y solo si
dim(q) es par.

Demostracién. =) Es claro que podemos suponer que ¢ es una forma binaria ¢ =
(a,b). Entonces ¢ es la imagen de (a) — (—b) € IF bajo la proyeccién canénica
m: W(F) = W(F).

<) Si g representa un elemento en IF', entonces existe una ecuacién ¢ = ¢ —

q2 +m.H en W(F ), donde g1 y g2 son formas cuadrétricas regulares de la misma
dimensién y m € Z. Asi, dim(q) =2m. O

El epimorfismo de anillos dim: W(F ) — Z induce otro epimorfismo de anillos
dimg: W(F) — Z/27Z. Por Proposicién 1.5 el nicleo de dimg es IF.

2. Grupo de clases de cuadrados

El determinante d: M(F) — F/F? es un morfismo de semigrupos y por lo tanto
se extiende a un morfismo de grupos d: /W(F) — F/F?. Como d(H) = —1.F? este
morfismo no se factoriza a través de W (F'). Definimos el determinante con signo
d+ (¢q) de una forma cuadréatica regular ¢ poniendo d+(¢q) = (=1)*("=1/2d(q), donde
n es la dimensién de ¢. La ventaja obvia de d. (q) sobre d(q) es que d+ (H) = 1.F2.
Sin embargo la férmula di (g1 L ¢2) = d4(q1) d+(g2) es falsa, de modo que di ni
siquiera determina un morfismo de W (F') en F / F2. Para solucionar este problema
definimos un morfismo que parte de W (F'), llega a una extensién de F /F2 por
7,/27. y combina a d+ con dimg. Denotemos con Q(F) al conjunto Z/27Z x F/F2.
En Q(F) definimos un producto, poniendo

(e,d)(e/,d') = (e + ¢, (—=1)°¢ dd).

Es facil ver que este producto es asociativo y conmutativo y que tiene a (0, 1) como
neutro. Dado que

(e,d)(e, (=1)d) = (e + e, (=1)*(=1)°dd) = (0,1),

cada elemento (e,d) de Q(F) tiene a (e, (—1)°d) como inversa y asi, Q(F') es un
grupo. También es claro que la aplicaciones i: F/F? — Q(F)y m: Q(F) — Z/27Z,
definidas por i(d) = (0,d) y (e, d) = e son morfismos de grupos y que

F o 7

1—>EL>Q(F)1>ﬁ—>O.

es una la sucesion exacta corta.

Nota. Por definicién Q(F) es una extensién partible de F'/F? siy sélo si 7 es una
retracciéon. Es decir si existe (1,7) € Q(F) tal que (1,2)* = (0,1) en Q(F). Como
(1,2)% = (0, —12?), esto ocurre si y sélo si —1 es un cuadrado en F.

Proposiciéon 2.1. La aplicacion (dimg,dy): M(F) — Q(F) es un epimorfismo
de semianillos. Asi se extiende a un epimorfismo de anillos (dimg,d4): /W(F) —
Q(F) que se factoriza a través de W(F'). Ademds este epimorfismo induce un
isomorfismo f de W(F)/I*F en Q(F).
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Demostracion. Sean q y ¢ dos formas cuadréticas regulares de dimensiones n 'y n’
respectivamente. Tenemos

(n, (1" =D/2d(q)) (', (—1)" =D/ d(q'))

= (n+n', (=1)"" (=) =DFW=DI2 () d(g))
= (n+n, (=)™ (1)t =02 (g 1 o))
= (dimg,d+)(q L ¢').

(dimg, d+)(g)(dimo, d+)(q") =

Ademds (dimg,d+) es claramente sobreyectiva ya que (dimg,d+)({a)) = (1,a)
y (dimg,d+)((1,—a)) = (0,a). Por la propiedad universal de /W(F) este mor-
fismo se extiende de manera tnica a un epimorfismo (dimg,dy): /I/I7(F ) — Q(F).
Dado que (dimg,dy)(H) = (0, 1), este ltimo se factoriza a través de un morfismo
(dimg,dy): W(F) — Q(F). Como

(dimg, d+)({a,b) ® (c,d)) = (dimg, d+)({ac, ad, be, bd)) = (0,1),

(dimg,d+) se anula en I?F y queda asf inducido un epimorfismo f de W (F)/I*F
en Q(F). Veremos ahora que f es un isomorfismo, mediante el tramite de definir
la inversa g: Q(F) — W (F)/I*F de f. Ponemos

g(0,a) = (1,—a) (mod I’F) y g(1,a)={a) (mod I*F).

Q
—~
—~
=
S
~—
—~
=
=
~—
~—
I
—~
=
IS
=
~—
I
—~
—_
|
IS
=
~
I

g , (1,—a,1,-b) = g(0,a) + g(0,b) (mod I*F),
g((lva)(lvb)) = 9(07 _ab) - <1’ab> = <a7b> = g(l7a) +g(1’b) (mOd IQF)a
g((()?a)(lvb)) - g(l7ab) = <ab> = <1a _a7b> - 9(076) +g(1ab) (mOd IQF)a

g es un morfismo, que es sobreyectivo ya que g(1,a) = (a). La demostracién se
termina observando que f o g es la identidad de Q(F'). O

Nota. La estructura de producto de Q(F), obtenida a través del isomorfismo de
W(F)/I*F en Q(F), estd dada por:

(1,a) % (1,b) = (1,adb), (1,a)x*(0,b) =(0,b) y (0,a)x*(0,b) = (0,1).

Con este producto en Q(F), la aplicacion w: Q(F) — Z/2Z se convierte en un
morfismo de anillos. Esto puede ser verificado directamente, pero también es con-
secuencia de que T se identifica con el morfismo de W(F)/I?F en Z/2Z, inducido
por dimyg.

Corolario 2.2. Tenemos
1) f induce un isomorfismo de IF/I*F en F/F?2.

2) I*F consiste de las clases de formas regulares de dimension par q, que satisfacen
d(q) = (—=1)™"=V/2 donde n es la dimension de q.
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Proposicién 2.3. La aplicacion (dim, d): W\(F) — ZEB =, induce un isomorfismo
T, W(F) pal

f de =F enZ® £

Demostracion. Es inmediato que (dim, d) es sobreyectiva y como

(dim, d) (({a) — (1))((b) — (1)) = (dim,d)({1,ab) — (a,b)) = (0,1),

por la Proposicién 1.2, (dim, d) se anula en I2F. Para ver que fes un isomorfismo,

construimos una inversa g: Z & % — W(F) de f , definiendo
g(n,a) = (n—1)(1) + (a) (mod I*F).
Como, (1,ab) <= (a,b) (mod I?F),
gl(n,a)(m,b)] = g(n + m,ab) = (n+m — 1)(1) + (ab) = (n + m — 2)(1) + (1, ab)
= (n—=1)(1) +(a) + (m — 1)(1) + (b) = g(n,a) + g(m,b),

de donde g es un homomorfismo. Es claro que f0§ es la identidad. Como g también
es sobreyectiva, ya que g(1,a) = (a), tenemos que f es un isomorfismo. [

Nota. La estructura de producto de Z GB , obtenida a través de f esta dada por
(n,a) * (m,b) = (nm,a™b").

Corolario 2.4. Se satisfacen

1) La restriccion de f define un isomorfismo de % en %

2) 1 I2F consiste de los elementos de IF que tienen determinante igual a 1.

Nota. Hay un diagrama conmutativo

W(F ! ;
12(F) Z® F?
[ It

f
T —— ),

donde 7 estd inducida por la proyeccién canénica de /W(F ) en W(F) y 6 esta
definida por 8(n,a) = (7, (—1)"»~1/24), donde 7 denota a la clase de n en Z/27Z.

Corolario 2.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) /W(F) es un grupo finitamente generado.

2) /VI?(F) es noetheriano.
3) W(F) es noetheriano.
4) IF es un ideal finitamente generado de W (F).

5) £ —3 €s un grupo finito.

Demostracion. 1) = 2),2) = 3)y 3) = 4) son triviales.

4) = 5) A= esun %—médulo finitamente generado. Asi, como WI(;) ~ L.
el conjunto % es finito. Se sigue del Corolario 2.4 que % es finito.

5) = 1) Por el teorema de diagonalizacién W(F) estd generado como grupo
por {(a) con a € F2. Asi si ﬁ es finito, entonces W(F ) es un grupo finitamente
generado. [
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3. Algunos calculos elementales

Decimos que un cuerpo F' es cuadraticamente cerrado si contiene a las raices
cuadradas de cada uno de sus elementos.
Proposicion 3.1. Son equivalentes:

1) F es cuadrdticamente cerrado.

2) dim: /W(F) — 7 es un isomorfismo de anillos.

3) dimg: W(F) — Z es un isomorfismo de anillos.

Demostracion. 1) = 2) Si F es cuadréticamente cerrado, entonces (a) ~ (1)
para cada a € F. Asi, cada forma ¢ regular es isomorfa a dim(q)(1). Ahora es claro
que dim es un isomorfismo de anillos.

2) = 3) Se lo deduce inmediatamente de que dlm(W(F)H) = 27.

3) = 1) Sea a € F. Como dim((a)) = dim((1)), por la Proposicién 1.4 (a) ~ (1).
Asi, existe € F tal que a = 1.22. O

Proposicion 3.2. Son equivalentes:

1) En F toda suma de cuadrados es un cuadrado y % ~ {1,—-1}.
2) En F toda suma de cuadrados es un cuadrado y % tiene dos elementos.
) Para cada n € N la forma n(l) es anisotrdpica y + -ﬂ tiene dos elementos.

4) Para cadan € N la forma n(l) es anisotropica y F2 ~{1,—-1}.

5) W(F) es isomorfo a Z.

6) Salvo isometria, n(1) y n{—1) son las unicas dos formas anisotrdpicas de di-
mension n, para cada n € N.

7) Ezisten exactamente dos clases de isometria de formas anisotrépicas de di-
mension 1 y al menos una de dimension n, para cada n € N.

8) 2(1) es anisotrdpica y W(F) es isomorfo a Z[Z/2Z)].
Demostracion. 1) = 2) Es trivial.

2) = 3) Supongamos que n(l) no es anisotrépica. Entonces n(1l) contiene un
espacio hiperbolico y por lo tanto es universal. En consecuencia, todo elemento de
F es una suma de cuadrados. Por hlpote51s esto implica que todo elemento de F

es un cuadrado, lo que contradice que F2 tiene dos elementos.

3) = 4) Si —1 fuera un cuadrado, entonces 2(1) seria isométrica a (1, —1) y, por
lo tanto, no seria anisotrépica.

4) == 5) Sea q una forma regular de dimensién n. Como % %z ~ {1, -1}, hay una
isometria entre ¢ y una suma de (1)’s y (—1)’s. Pero, si ¢q es amsotropica debe ser
g ~n(l) o ¢ ~ n(—1). Esto muestra que (1) genera W (F). Como por hipdtesis,
(1) es un elemento sin torsién del grupo W (F') tenemos que W (F') es isomorfo a Z.

5 = 1) Sea a € F. Dado que (a) es anisotrépica, existe n > 0 tal que
(a) ~ n(l) o (a) ~ n(—1) (porque (1) es el neutro multiplicativo de W (F') y
(—1) = —(1) en W(F)). Por razones de dimensiéon debe ser n = 1. Asi, (a) ~ (1)
o {a) ~ (—1). En el primer caso existe x € F tal que a = 22 y en el segundo existe

x € F tal que —a = 2. Dado que —1 no es un cuadrado (pues de lo contrario
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tendrfamos que —(1) = (—1) = (1) en W(F) y W(F) no serfa isomorfo a Z),
% ~ {1,—1}. Veamos que una suma de cuadrados es un cuadrado.

Sea ¢ =) ., z7 un elemento no nulo de F. Por lo que vimos (¢) ~ (1) o (c) ~ (—1).

resulta que

Si (c) ~ (—1), entonces existe y € F tal que —1 = cy®> = 3.7, (z;9). De esto se
obtiene que (n+ 1)(1) es isotrépica, de donde (1) no es un elemento sin torsién del
grupo W(F). Como esto contradice que W (F) ~ Z, resulta que (c¢) ~ (1), lo que
implica que ¢ es un cuadrado.

5) = 6) Es inmediato que n(1) y n(—1) son las dos tnicas formas anisotrépicas
de dimensién n.

6) = 7) Es trivial.

7) = 5) Por hipétesis existen dos formas regulares (a) y (b) no isométricas de
dimensién 1, tales que cualquier otra forma regular de dimension 1 es isométrica
a una de ellas. Es claro que podemos suponer que a = 1. Veamos que (—1) es
isométrica a (b). Supongamos que no es asi. Entonces (—1) ~ (1). Esto implica
que (b) ~ (—b), de donde una forma regular de dimensién 2 es necesariamente
isométrica a (1,—1), (b,—b) o (1,b). Como las dos primeras son isotrépicas, las
tunicas posibles formas anisotrépicas de dimensién 3 son (1,1,b) y (1,b,b) y como
ninguna de estas es isotrépica, tenemos una contradiccién. Asi (b) ~ (—1), de
donde toda forma anisotrépica de dimensién n es isométrica a n(l) o a n(—1). En
particular (1) genera W (F') como grupo. Ahora, dado que en cada dimensién hay
al menos una formas anisotrépicas, en W (F') debe ser n(l) # 0 para todo n > 1
(ya que (—1) es el opuesto aditivo de (1) en W(F')), lo que muestra que W (F') es
isomorfo a Z.

5) = 8) Es claro que (1) y (—1) generan /V[7(F ). Veamos que son independientes.
Supongamos que a(l) + b(—1) = 0 en W(F) Pasando a W(F') se obtiene que
a = b. Pero entonces 0 = a(1) +b(—1) = a(l,—1) = aH en W(F), lo que implica
que a = 0. Finalmente como

(a(1) + b(—1))(c(1) + d(—1)) = (ac + bd)(1) + (ad + bc)(—1),

resulta que /W(F ) es isomorfo a Z[Z/2Z).

8) = 5) Sea 0: /W(F) — Z[Z/27) un isomorfismo. Escribamos Z /27 en forma
multiplicativa Z/2Z = {g,1} y pongamos 0({—1)) = a + Bg. Como (—1)2 = (1),

1= (a+Bg)* =a®+ B+ 208y,

de donde a + g € {1,—1,9,—g}. Si 6({(—1)) = 1, entonces (—1) ~ (1), lo
que implica que 2(1) ~ (1,—1) no es anisotrdpica y, si #((—1)) = —1, entonces
0((1,—1)) =6((1))+6({—1)) = 0, lo que implica que (1,—1) = 0 en W(F), lo que es

falso. Asi, ((—1)) = £g. Es facil ver ahora que W(F') = MZISZ;) ~ Z<[QZ(§{2)Z>] ~ 7. O

Nota 3.3. Supongamos que estamos en la situacién de la Proposicién 3.2 y que (V, q)

es una forma cuadratica regular de dimension n. La cantidad de 1's y —1’s que

aparecen en una diagonalizacién de (V, ¢) formada por 1’s y —1’s es independiente de

la diagonalizacién. En efecto, escribamos (V,q) = (V,,q4) L (Vi,qp), donde (V,, qq)

es anisétropica y (V,, qn) es hiperbdlica. El minimo entre la cantidad ny de 1’s y

n_ de —1’s que aparecen es el indice de Witt de (V,q) y como g, = (ny —n_)(1)
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en W(F)y W(F) ~ Z, este numero ny —n_ también estd determinado por (V,q).
A ny —n_ selo denomina la signatura de (V, ¢). Por otro lado, como ny +n_ = n,
la signatura de (V,q), determina a ny y a n_. Asi, la clase de isometria a la que
pertenece una forma regular estd determinada por su dimensién y su signatura. Esta
propiedad se denomina Ley de Sylvester. Notese que la signatura es un morfismo
de semigrupos de M(F') en Z que se extiende a un epimorfismo W(F) — Z. El
ntcleo de este epimorfismo es ZH. Asi, el isomorfismo de W (F') en Z esté inducido
por la signatura.

Nota. Sea I, un cuerpo finito de ¢ elementos con ¢ impar y sea x € F ¢ un generador
de ;. Es claro que 2™ con 0 < m < ¢ es un cuadrado si y sélo si m es par. Asi,
F
F_;;
z(@=1)/2 eg distinto de 1 y elevado al cuadrado da 1, debe ser z(4=1/2 = —1. Asi,
—1 es un cuadrado si y sélo si (¢—1)/2 es par o, en otras palabras, si y s6losi ¢ = 1
(mod 4). En consecuencia cuando ¢ = 3 (mod 4), podemos elegir s = —1.

tiene dos elementos. Nosotros podemos denotar estas clases por 1 y s. Como

Proposiciéon 3.4. Si F' = F, es un cuerpo finito, entonces toda forma regular
binaria es universal.

Demostracion. Escribamos % = {1,s} y veamos primero que s se puede tomar
como una suma de dos cuadrados (como 1 y s son la unicas clases de cuadrados,
esto es lo mismo que decir que (1,1) es universal). Si —1 es un cuadrado o, en
otras palabras, ¢ = 1 (mod 4), entonces (1,1) ~ (1, —1) es hiperbdlico y por lo
tanto universal. Supongamos ahora que —1 no es un cuadrado. Consideremos
los conjuntos F? y 1+ F?2 de F. Es claro que estos conjuntos tienen el mismo
cardinal (¢ — 1)/2. Dado que 1 € F2 y 1 ¢ 1 + F? estos conjuntos son distintos.
En consecuencia, existe un elemento de la forma 1+ 22 que no estd en F2. Como
-1 ¢ F?, tenemos que 1 + 22 £ (0 y asi, podemos tomar s = 1 4 22. Veamos
ahora que toda forma regular binaria es universal. Como 1 y s son las tnicas
clases de cuadrados, hay a lo sumo tres formas binarias no equivalentes (1, 1),
(1,s) vy (s,s). Ya vimos que la primera es universal. Es claro que la segunda
representa a 1 y a s y por lo tanto también es universal. Veamos que también lo
es la dltima. Dado z € F, elijamos x; y xo tales que s™1z = 27 + z3. Entonces

1

sx3 +sri =s(x +23) =sslz=2 O
Teorema 3.5. Son equivalentes:
1) Toda forma regular binaria es universal.

2) Toda forma regular binaria representa al 1.

3) Dos formas regulares son isométricas si y sélo si tienen la misma dimension y
el mismo determinante.

4) Dos formas anisotrépicas son isométricas si y solo si tienen la misma dimension
y el mismo determinante.
5) I*F = 0.
6) I°F = 0.
E

7) d: IF — %3 €8 un isomorfismo.

8) du: IF — % es un isomorfismo.
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9) La aplicacién f /W(F) — Z@Fiz que envia q en (dim(q),d(q)) es un isomorfismo
de grupos.
10) La aplicacion f: W (F) — Q(F') que envia q en (dimg(q),d+(q)) es un isomor-
fismo de grupos.

Demostracion. 1) = 2) Es trivial.

2) = 3) Sea (a1, a2) una forma regular binaria. Puesto que (a1, as) representa
al 1, tenemos que (a1, a2) ~ (1,aiaz2). Por induccién, una forma regular arbitraria
q=(ay,...,an) esisomorfa a (1,...,1,d(q)).

3) = 1) Sea (a1,as) una forma regular binaria y sea b € F. Dado que (a1, as)
y (b, bajas) tienen la misma dimensioén y el mismo determinante, son isomorfas. El
resultado se deduce ahora inmediatamente de que (b, bajas) representa a b.

3) <= 9) Es inmediato.
5) <= 9) Por la Proposicién 2.3.
5) <= 7) Por el item 1) del Corolario 2.4.
4) = 10) Es inmediato.
6) = 10) Por la Proposicién 2.1.
6) <= 8) Por el item 1) del Corolario 2.2.

5) <= 6) Por que la proyeccién canénica de W(F ) en W (F') induce un isomorfismo
de IF en IF y, por lo tanto, también de I2Fen I2F. O

Corolario 3.6. Sea F' =1, con q impar. Se satisfacen:
1) Sig=1 (mod 4), entonces W(F) es isomorfo a = [F/F2]

2) Siq=3 (mod 4), entonces W(F') es isomorfo a %.

Demostracién. 1) En lo que sigue utilizaremos la nota acerca del producto de Q(F)
que sigue a la Proposicién 2.1. Supongamos que ¢ = 1 (mod 4) o, en otras palabras
que —1 es un cuadrado. Entonces la sucesion
F Z
1—>E—>Q(F)—>ﬁ—>0

se parte. La seccién de Z en Q(F) identifica 0 con (0,1) y 1 con (1,1) (que son

los neutros aditivo y multiplicativo de Q(F) respectivamente). Sea F'/F? = {1, s}
y escribamos e = (1,1) y g = (1, s). Dado que cada elemento de Q(F’) se escribe de
manera umca como una combinacién lineal de e y g con escalares en {(O 1),(1,1)}
y que g =e=¢c?yeg=g= ge, resulta que Q(F) se identifica con [F/Fz] (ya

que ﬁ tiene 2 elementos y es por lo tanto isomorfo al grupo {e, g}).

2) Como en este caso la sucesién mencionada en la demostracién del item 1) no se
F . 7 : Z
parte y como = es isomorfo a ﬁ, resulta que Q(F') es isomorfo a ;7. Como —1 no

es un cuadrado, podemos tomar £ = {1, —1}. Un célculo directo muestra que (1,1)

FQ
genera a Q(F') como grupo aditivo. Usando que (1,1) es el neutro multiplicativo
de Q(F') (ver la nota acerca de la estructura de producto de Q(F')) se comprueba
facilmente que la aplicacién de 2 en Q(F) que envia i en i(1,1) (0 <i < 3) es un
isomorfismo de anillos. [J
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Ejercicios

Ejercicio 1. Pruebe que si {(ay,...,an) = (b1,...,b,), entonces

({(a1) =1) ... ((an) = 1) = ((b1) = 1) ... ((bn) — 1)

en /W(F)

Ejercicio 2. Pruebe que IF es el inico ideal mazximal de W (F') que contiene al 2.
Ejercicio 3. Diagonalize la siguentes formas sobre R y calcule sus signaturas.

1) gp=2>+y*+ 22 +ay+az+yz,

2) qo = y? + 222 + day + 222,

8) q3 = x1T2 + ToT3 4 -+ Tp_1Tp.

Ejercicio 4. Pruebe que W (F') es finito si y solo si —1 es una suma de cuadrados
en 'y F/F? es finito.
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EJeRrcicios DEL CAPITULO 1
Ejercicio 1. Se lo deduce inmediatamente de las definiciones.

Ejercicio 2. Denotemos con e;; (1 <i,j <n)ala matriz que tiene un 1 en la
coordenada (i,7) y 0 en las demds. Los conjuntos

e12 + €21 eijo — eo €n—1n tenn-1 €n—1n — €nn-1
{6117---7€nn7 9 y 2 gty 92 ) 9 }7
{611, €12,-..,€1n,€21,€22,...,€2n,...,En1,€En2,... 76nn}7

son bases ortogonales de M, (F) para la formas bilineales B(X,Y) = tr(XY) y
B'(X,Y) = tr(XY?") respectivamente. En la primera base la forma cuadrdtica

queda n(l) L @H y en la sequnda n?(1).

Ejercicio 3. Es claro que By es bilineal. Dado que Ut = U, tenemos

tr(XUY'U™") = e ((XUY'U)) =t (U H'YU'XY)
=tr(U"'YUX") =tx(YUX'U ™),

de donde By es simétrica. Finalmente tr(XUYtU_l) = 0 para todo X equivale a

UY'U' =0, lo que a su vez equivale a Y = 0. Cuandon =2 y U = <(1) —01)7

tenemos
T11  Ti2 1 0 Y11 Y21 1 0
By(X,Y)=t
ol )=t [<$21 9022) (0 —1) (yu Y22 0 -1
— tr Tix —T12 Y11 —Y21
T21 —T22 Y12 —Y22

= T11Y11 — T12Y12 — T21Y21 + T22Y22.

Una base ortogonal de este espacio es ej1,e12,€21,€25. En esta base la forma
cuadrdtica es 2H .

Ejercicio 4. Es claro que B(z,y) = trg/p(zy) es bilineal y simétrica. Dado que
K/F es separable la traza trg p es no nula. Sea z € K tal que trg p(2) # 0. Si
x # 0, entonces B(z,x712) = trg/rp(z) # 0. Esto muestra que B es regular. Una

base diagonal para F =@ y K = Q(\‘?/ﬁ) es {1, 2+ V4,2 — \S/Z}

Ejercicio 5. Supongamos que f L (a) representa —b. Entonces existen ¥ € Fdim(f)

ey € F, tales que f(Z) + ay? = —b. Siy = 0, entonces f L (b) es isotrépica y

por lo tanto universal (item 3) del Teorema 3.5). En particular f L (b) representa
2

—a. Siy # 0, entonces f(y™'-T) +b (%) = —a, de donde f L (b) también en

este caso representa —a. Por simetria, si f L (b) representa —a, entonces f L (a)
representa —b.

Ejercicio 6. Los vectores (a,b,1,0) y (—b,a,0,1) son isotrdpicos y ortogonales.
Asi generan un subespacio totalmente isotrépico de dimension 2 de F*. Por el
item 1) del Teorema 3.5, (1,1, —c,—c) es hiperbdlico.
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Ejercicio 7. Por el item 2) del Teorema 3.5, existe una base en la que f tiene
la forma z? — 2% + azz? + -+ + apz?. Sea c = —(az + -+ ay). Sic # *1,

entonces (642'1, Cgl, 1,..., 1) es un vector isotropico con coordenadas no nulas; si
c = 1, entonces (% i 1,. .,1) es un vector isotropico con coordenadas no nulas;
y si c = —1, entonces (% g, 1,..., 1) es un vector isotrdépico con coordenadas no
nulas.

Ejercicio 8. Vamos a probar que h% < H?zl 1L, Es claro que podemos suponer

2k
que n = 2. Veamos primero que (Fl N F2)2 = F2N F2. La inclusién (Fl N F2)2
F2NE2 es obvia. Sixz € F2N FQ, existen yi; e ys en Fl Y Fg respectivamente, tales
que © = y3 = y3. Entonces y; = %y, de donde y; € Fy N Fy. Esto muestra que
F2NE? C (FyNFy)2. Usando ahora las sucesiones exactas

ﬂm& FiNE, BNk
— —

1— _ . . - 1,
F2NE2 F2mE§ F2NFs
BB B BnE By
S AN y 1= = — —,
F2ryF2 p@ F2N E, F2
se deduce fdacilmente que f ;12;;2)2 =1 Fmié = h b

Ejercicio 9. Sea p; (i € I) un conjunto de representantes de los primos de A. Un
elemento de F' se escribe de manera unica como ulL;crpi?, con todos los a; € Z
nulos, salvo un ndmero finito. Ademds este elemento estd en F2 siy sélo siu € U?
y los a;’s son pares. Asi dos elementos w[[,c; i yv Hielpiﬁ" son iguales modulo
F2? siy slo siu=v (mod U?) y a; = B (mod 2) (i € I). El resultado se deduce
inmediatamente de estos hechos. Supongamos ahora que A =7 y que (p1,...,Pn) =
(q1y- -y Gn) con{p1,...,pn} y{@1,-..,qn} primos positivos distintos. Supongamos
quepy < - <ppyq < - <qn. Entonces

P1e--Pn=d((p1,-..,0n) =d{q1,---,qn) =q1 - - - qn, (mod FQ),

de donde p; = q; para todo 1 < i < n.

Ejercicio 10. 1) = 2) Sea f = a1 X? + -+ + a2, X3, una forma de dimension
2n y cuyo determinante es —1. Por la Proposici’on 3.2, podemos suponer que n es
mayor que 2. Supongamos que el resultado vale para formas de dimension menor
que 2n. Entonces existen (x1,...,Tan—2) € (Y2n—2,Y2n—1, Y2n, Y2n+1) N0 nulos, tales
que

2 2 2
a1x] + -+ a2 —3%5,_3 + G2p—202p—1027,T5,,_o = 0

2 2 2 2
A2n—2Y2n—2 + G2n—1Y2p_1 + A2nY2, — A2n—202n—102nY2p41 = 0.

Si x9n—o = 0 el vector (z1,...,%2,-3,0,0,0) es un vector isotrépico de f y si
Yon+1 = 0, el vector (0,...,0,Yan—2,Y2n—1,Y2n) €S un vector isotropico de f. Pode-
mos suponer entonces que Ton—o 7 0 # Yapt1. Sea zop—; = wz”wi—zﬁ"l (i=0,1,2).
Entonces, de la sequnda de las ecuaciones de arriba obtenemos,

2 2 2 2
A2p—202p—102nL5, _9 = G2n_225, o T A2p_125,_ 1 + G2p 25, -
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Observese que esto muestra en particular que los zon—; (1 = 0,1,2) no son todos
nulos. Reemplazando este resultado en la primera de las ecuactones se deduce que
(T1, .-y Ton—3, 22n—2, Zon—1, Z2n) €S un vector isotrdpico de f.

2) = 1) Es trivial.

1) = 3) Sea a1 X? + as X3 + a3 X3 una forma cuadiatica reqular de dimension
3. Por el item 1) existe (x1,22,73,74) € F* no nulo tal que a12? + asx3 + azr? —

2 2 2
arasaszsr = 0. Sixy # 0, entonces ajasas = a1 () +as (22) +ag (%) . Si
344 ) 3 T 3 )

4 T4 T4
por el contrario x4 = 0, entonces a1X12 + a2X22 + agX?% es isotropica y por lo tanto
universal (item 3) del Teorema 3.5), de donde también representa a ajasas.

3) = 1) Sea a1 X} +as X2+a3X2+asX* una forma cuadriatica con determinante

—1 (es decir tal que ajasasay = —z° para algin z € F). Por hipétesis, existe

(71,72, 73) € F? tal que a127 + asx3 + a3x3 = ajasas. Asi, a123 + axx3 + asw3 +
2

ay <i> =0, de donde a1X12 + a2X22 + agX?? + a4XZ es isotropica.

2) = 4) Es similar a 1) = 3).
4) = 2) Es similar a 3) = 1).

Ejercicio 11. Suponemos que Uy y Uy son regulares. Sean o una isometria de Uy
en Us y W1 y Wy los complementos ortogonales de Uy y Uy en V', respectivamente,
de modo que V.= Uy L Wy y V. = Uy L Wy, Consideremos la isometria de
Uy L Wy en Uy L Wy, que envia (u,w) en (07 (u),w). Entonces Uy L W
es isométrico a Uy 1L Wy. Asi, por el teorema de cancelacion de Witt, hay una
isometria 7: W1 — Wh. Es inmediato que el morfismo o’': Uy L Wi — Uy L W,
definido por o' (u,w) = (o(u), 7(w)) es una isometria de V en V que extiende a o.

Ejercicio 12. Suponemos que U es regular. Por el teorema de descomposicion de
Witt, podemos escribir U = U, L U, y U+ =V, LV, L V,, conV; totalmente
isotropico, U y Vi, hiperbolicos y U, y V, anisotropicos. Asi, por el item 1) de la
Proposicion 1.3,

mH=U LU=V, L (U, LV,) L (U, LV,),
de donde 0 = rad(mH) = V;. Ademds, por el teorema de cancelacion de Witt,

di di
(m—l1—l2)H:UaJ_Va donde ll — w yl2 — lmQ(Vh).

Puesto que dim(U,) = m+r—2l; = (m—1; —lo)+ (r+1l2—11) podemos suponer que
tanto U como U+ son anisotrépicos. Ahora hacemos la demostracion por induccion
enm. St m =1, el resultado es trivial. Supongamos que m > 1 y que el resultado
vale para espacios hiperbdlicos de dimension menor que 2m. Sea v = u+u' conu €
U yu' € ULt un vector isotrépico. Dado que u yu' son ortogonales y anisotrépicos,
Fu+ Fu' es isomorfo a H (item 1) del Teorema 3.5). Sean V C U y V' C U+
los complementos ortogonales de Fu y Fu' respectivamente. Por el teorema de
cancelacion de Witt, (m — 1)H =V L V'. Asi, dado que dim(V) =m +r — 1, el
resultado se deduce inmediatamente de la hipotesis inductiva.
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Ejercicio 13. FEs claro que 1 = 12 + a0? € D((1,a)). Ahora, la ecuacion

(23 + ax3)(y; + ay3) = (z1y1)* + CL((ﬂ?lyz)Q + (1‘23/1)2) + (azay2)”
= (z1y1 + am2y2)” + a(z1y2 — 2211)?,

muestra que, si 3 +ax3 yy? +ay3 estin en D({1,a)), también (23 +ax3)(y? +ay3)
estd en D((1,a)) y muestra también que (A\x1)? + a(Ax2)? con \ = es el

2 2
ritaxs

inverso multiplicativo de 3 + ax3 en F.

Ejercicio 14. Dado que 1 € D(p) es claro que D(p®0) C D(¢)D(p®0o). Veamos
la otra inclusion. Sean U y V los espacios vectoriales sobre los que estan definidos
¢ y o respectivamente. Si x € D(¢)D(p ® o), entonces existen u € U y Y .. u; ®
v; € UV tales que x = o(u)(X e e(ui)o(vi)) = 3 ,c; e(we(u;)o(v;). Como
D(yp) es un subgrupo de F, existen u! (i € I) tales que p(u)p(u;) = @(u}). Asi,
z =2 er p(ui)o(vi) € D(p © o).

Ejercicio 15. Escribamos o = 0y L mH 1 o, con o; totalmente isotropico y o,
anisotropico. Como ¢ @ 0 = (¢ ®o0y) L (p@mH) L (p®o0) = (p®oy) L
mdim(p)H L (p®0,) (Corolario 6.2), el indice de Witt de o @ o es mayor o igual
que mdim(p). Veamos la seqgunda afirmacion. Por el teorema de descomposicion
de Witt, podemos escribir p = ¢y L IH 1 v, yo =0y L mH 1 o,, con o1 y oy
totalmente isotropicos y po y 04 anisotropicos. Ast,

plo=(ps Loy) L(m+1)H L (o, L og).

Dado que el indice de Witt de ¢ 1 o es el indice de Witt de ¢, L 0, mds m—+1 y que
dim(p,) < dim(y)—2l, podemos suponer que tanto ¢ como o son anisotrdépicos. En
este caso tenemos que probar que el indice de Witt de ¢ 1 o es menor o igual que
la dimension de ¢. Ahora hacemos la demostracion por induccion en r = dim(yp).
Sir =0, el resultado es trivial. Supongamos que r > 0 y que el resultado vale para
espacios de dimension menor que r. Sean U y V los espacios vectoriales sobre los
que estan definidos ¢ y o respectivamente y sea w = u—+v conu € U yv € V
un vector isotropico. Como u y v son ortogonales y anisotropicos, Fu + Fuv es
isomorfo a H (item 1) del Teorema 3.5). Denotemos con U' CU y V' CV a los
complementos ortogonales de Fu y Fv respectivamente. Dado que la dimension de
U' es r— 1, por la hipdtesis inductiva el indice de U’ L V' es menor o igual que
r — 1. Usando ahora que U L'V = H L (U L V') se deduce inmediatamente el
resultado.

Nota: La misma demostracién que la de la segunda parte del Ejercicio 15 muestra
que si los indices de Witt de ¢ y o son my y my respectivamente, entonces el indice
de Witt de ¢ L o es menor o igual que m1 +mg+min(dim(p) —2mq, dim(o) —2ms)
(y claramente mayor o igual que mj + my).

EJERcICIOS DEL CAPITULO 2
Ejercicio 1. Por el teorema de equivalencia de cadena de Witt podemos suponer

que (ay,as) =~ (b1,b2) y que a; = b; para todo 3 < i <mn. Dado que

aijao = d(<a1,a2>) = d(<b1,b2>) = blbg (mod FQ),
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en W(F) tenemos,

= (a1az) — {a1) — (az2) +1
= (a1a2) — (a1,a2) +1

= (b1b2) — (b1,b2) +1

= (b1bg) — (b1) — (b2) +1
= ((b1) = 1)({b2) — 1).

El ejercicio ahora se termina fdacilmente usando que a; = b; para 3 < i < n.

Ejercicio 2. Sea J un ideal maximal de W (F') que contiene a 2 = (1,1). Afir-
mamos que {(a,b) € J, para todo a,b € F. Dado que en W (F")

{a,b){a, —b) = (a* ab, —ab, —b*) = 2H = 0,

tenemos que (a,b) € J o (a,—b) € J. Podemos suponer que (a,—b) € J. Como
(b,b) = (b)(1,1) también pertenece a J y en W (F)

(a,b) = (a,b) + H = {(a, —b,b,b) = (a,—b) + (b,b),

resulta que (a,b) € J. Dados que a,b € F son arbitrarios, esto muestra que [ F' C J,
de donde por mazrimalidad, J = I1F. [

Ejercicio 3

a) La forma bilineal asociada a g1 es
1 1 1
Bi((z,y,2), (z',y,2") = :cac'—l—yy'—l—zz'—l—§(ary'+y93')+5(wz'+zaz')+§(yz'+zy').

Como Bi((x,y,2),(1,0,0)) = ac—i—%y—i—%z, el vector v1 = (1,0,0) es anisotrépico y
(R(l 0 O))LzR(l, —2,0)+R(1,0,—-2). Dado ahora que Bi((z,y,2),(1,-2,0))=
—3y—1z, el vector v = (1,-2,0) es anisotrdpico y (R(1,0,0)+R(1, —2,0))* =
R(1,1, —3). Ast, sivs = (1,1,-3), entonces q1(xvy +yve +2v3) = 22+ 3y% +622,
de donde la signatura de q; es 3.

b) La forma bilineal asociada a g2 es
Bsy((z,y,2), (2',y, 7)) = yy' + 222" + 2(xy’ + ya') + x2" + 22,

Como Bs((z,y,2),(0,1,0)) = 2z + y, el vector v1 = (0,1,0) es anisotrdpico y
(R(0,1,0))* = R(1,-2,0) + R(0,0,1). Dado ahora que Bi((z,y,z2),(0,0,1)) =
x + 2z, el vector v3 = (0,0,1) es anisotrdpico y (R(0,1,0) + R(0,0,1))* =
R(2, —4,—1). Asf, sivg = (2, —4,—1), entonces qa(xv1 + yvo + 2v3) = 22 + 232,
de donde el radical de qo tiene dimension 1 y la signatura de la parte reqular de

qo €s 2.
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c) Sea yo = w9 — x1. Entonces

n—1 n—1
Z TiTiv1 = x1(x1 + y2) + (21 + y2)z3 + Z TiTit1
i=1 i=3
n—1
= m% + 21Yy2 + 2123 + Y23 + Z TiTit1
i=3

2 2 n—1
_ Y2 E)Q_y_z_ﬁ Y223 .
— (a:1+ 5+ L1t +§xzxz+1

n—1
2 2
=2] — %2 + g LiZit1,
=3

donde z1 = x1+3yo+ 3523 = 5 (v14+22+23) Yy 20 = 5(Yo—x3) = 5(—x1+22—23).

Ahora es facil ver por induccion que si zo; 1 = %(x%_l + o + X2i41) Y 22 =
2(—moi—1 + @2 — 2i41) (1 <i < [(n—1)/2]), entonces

( (n—1)/2
o i=1

E LiTiy1 = )2

=1

E : 2 2 .
\ i=1

donde sin es par, z,_1 = %(xn_l +Xp) Y 2 = %(—xn_l + x,) (ver el ejemplo
que sigue al método de diagonalizacion de Lagrange). En consecuencia qs es
reqular si y solo sin es par, la dimension del radical de q3 es menor o igual que
1 y la signatura de la parte reqular de g3 es 0.
Ejercicio 4. Supongamos que W (F) es finito. Por el Corolario 2.5 el grupo %
es finito. Ademds, dado que las formas n(l) no son todas anisotrdpicas, por el
Corolario 3.6 del Capitulo 1, existe n € N tal que —1 € D(n(l)). Asi, —1 es

una suma de cuadrados. Supongamos ahora que % = {s1,...,8} y que —1 =
m% 4+ + m% Para cada forma q existen enteros no negativos mq,...,m; tales que

my+ -+ my =dim(q) y ¢ ~ my(s1) L -+ L my(s;). Asi, hay sélo un nimero
finito de formas no isomorfas de cada dimension. En consecuencia, para terminar
el ejercicio es suficiente ver que si n > lr, no hay ninguna forma anisotropica de
dimension n. Ahora, por el Corolario 3.6 del Capitulo 1 si m > r, entonces m(1)
(y por lo tanto m(s;) (1 < i < 1)) es anisotrépica. La demostracion se termina
observando que st my + - -+ +my > lr, entonces existe 1 < i <1 tal que m; > r.
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