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RESUMEN. Se introducen las nociones bésicas concernientes a las categorias monoidales,
equivalencias monoidales, funtores de fibra. Se hace especial énfasis en la nocién de categoria
de fusion. Para- lelamente, se estudian las relaciones entre estas nociones y las de algebras

de Hopf, cuasi-algebras de Hopf y grupoides cuanticos.
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Introducciéon

La nocion de categoria monoidal fue introducida en los 60’s en trabajos de Mac Lane y
Benabou. Posteriormente, su estructura ha sido ligada a distintas dreas de la matematica
y la fisica tedrica, cobrando especial impulso a partir de resultados de Ocneanu y otros,
relacionados con la teoria de subfactores y la teoria cuantica de campos.

A partir de la introduccion de los grupos cuanticos por Drinfeld y Jimbo en los 80, las
algebras de Hopf han sido intensamente estudiadas por matematicos y fisicos con diversos
intereses y formaciones. Su estructura, que puede verse como generalizacion de la estructura
de grupo, se ha encontrado naturalmente ligada el estudio de las simetrias de distintos
objetos matematicos. A titulo de ejemplo, se pueden mencionar los siguientes: en la fisica
matematica, las algebras de Hopf cuasi-triangulares aparecen como instrumento adecuados
para construir sistematicamente soluciones de la Ecuaciéon Cuantica de Yang-Baxter; en la
topologia, ligadas a la construccion de invariantes de nudos y 3-variedades; ciertas algebras de
Hopf semisimples aparecen como invariantes o ‘grupos de Galois’ en el estudio de inclusiones
de subfactores, a partir de ideas de Ocneanu.

La literatura sobre los distintos aspectos de la teoria de los grupos cuanticos y las cate-
gorias tensoriales es bastante numerosa. Se citan, por ejemplo, los libros [CP, ES, Mj1, SS].
Los libros [K, Tu, BK] estdn enfocados principalmente en el punto de vista topolégico.

Referencias bésicas sobre las dlgebras de Hopf son [Mol, Sc|; sobre el problema mas
especifico de su clasificacién se citan [A, Mol, N1J|. El trabajo [N'V] presenta un resumen
de distintos aspectos de los grupos cuanticos, en particular su conexién con la teoria de
subfactores. Finalmente, una referencia importante, en partes de la cual se inspiran estas
notas, es el articulo reciente [ENO], de Etingof y sus colaboradores (ver también [CE, EO]),
el cual contiene referencias al trabajo de otros matematicos en el tema.

La categoria de representaciones de dimensién finita de un algebra de Hopf semisimple,
o mas generalmente, de una cuasi-dlgebra de Hopf semisimple, es una categoria tensorial
semisimple y rigida. Mds precisamente, segiin la terminologia introducida recientemente, es
una categoria de fusion. Este tipo de categorias tienen propiedades remarcables de simetria,
que generaliza la de los grupos, notablemente la de los grupos finitos. La categoria tensorial
C de representaciones de una cuasi-algebra de Hopf semisimple se distingue por la particu-
laridad de estar munida de un cuasi-funtor de fibra U : C — vec, donde vec es la categoria
tensorial de espacios vectoriales de dimension finita; esto es, U es un funtor exacto y fiel que
‘preserva’ el producto tensorial.

Asi como la nocién de grupo se generaliza a la nocion de grupoide, la nocién de dlgebra
de Hopf (’grupo cudntico’) se generaliza a la de grupoide cudntico. La categoria de repre-
sentaciones de dimension finita de un grupoide cuantico es también una categoria tensorial
rigida, pero con el producto tensorial inducido por el producto tensorial de bimédulos sobre
su 'base’ R. En general, esta categoria no posee un (cuasi)-funtor de fibra en vec, sino en la
categoria de R-bimddulos.



2 INTRODUCCION

Un importante teorema debido a Hayashi establece que toda categoria tensorial semisim-
ple, con ciertas propiedades de finitud, es necesariamente equivalente a la categoria de rep-
resentaciones de un grupoide cuantico. Esto hace de esta clase de objetos una herramienta
importante, mas que un mero ejemplo, en el estudio de las categorias tensoriales, y en par-
ticular, en el problema de su clasificacion.

En estas notas se introduciran las nociones béasicas referidas a las categorias tensoriales, y
se intentard dar un panorama sobre algunos resultados recientes. Las categorias tensoriales
predilectas seran las categorias de fusién. Simultdneamente, se introduciran las distintas
nociones algebraicas que dan lugar, mediante la teoria de representaciones, a este tipo de
categorfas: (cuasi)-algebras de Hopf y grupoides cuédnticos. Muchas demostraciones serén
omitidas, o sus detalles dejados a cargo del lector en los Ejercicios al final de cada capitulo.

Se dejara de lado el estudio detallado de las estructuras trenzadas en categorias tensori-
ales, mencionando sélo algunas de las construcciones mas importantes, a modo de ejemplo.

Los contenidos estan organizados como sigue. El Capitulo 1 contiene las definiciones més
generales sobre las categorias tensoriales, sus representaciones y ejemplos. El Capitulo 2 se
enfoca en el caso semisimple ’finito’, donde cobran més relevancia las categorias de fusién.
Se presentan también varias familias de ejemplos introducidas recientemente. Finalmente, se
enuncian algunos resultados de clasificacién conocidos hasta el momento.

Convenciones. A lo largo de estas notas, y salvo que se indique explicitamente lo con-
trario, se trabajara sobre un cuerpo de base k.

Del mismo modo, cuando se hable de moédulos sobre un anillo, k-algebra, etc., se asumi-
ra que se trata de médulos a izquierda.



CAP{TULO 1

Categorias Tensoriales y Funtores Tensoriales

1.1. Definiciones y Ejemplos

DEFINICION 1.1. Una categoria monoidal es una coleccién de datos (C,a, 1,1, r), donde
C es una categoria, ® : C x C — C es un funtor, 1 € C es un objeto de C (objeto unidad), y
axyz: (X®Y)®eZ-X® (Y ®Z2),
ry : X®1—-X, [x:19X — X,

son isomorfismos funtoriales, que satisfacen las siguientes identidades:
= [dentidad del Pentdgono.

(U ®avwz) avyvewz (auvw @ Z) = avyvwez GUav,w,z-
» [dentidad del Triangulo.

Uly)ayiy =rg @V,

La categoria monoidal (C,a,1,l,r) se dice estricta si los isomorfismos a, [ y 7 son las
identidades.

En lo que sigue, la notacién (C, a, 1,1, r) se abreviard simplemente por C, cuando no haya
lugar a confusion.

LEMA 1.2. Sea C una categoria monoidal con objeto unidad 1. El conjunto C(1,1) de
todos los morfismos 1 — 1 en C es un monoide conmutativo con la composicion.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

EJEMPLOS 1.3. (i) Sea k un cuerpo y sea R una k-dlgebra. La categoria R-Bimod de
R-bimoédulos es una categoria monoidal con el producto tensorial ®z de R-bimoédulos. El
objeto unidad es 1 = R, y los isomorfismos de asociatividad y unidad son los naturales.

(ii) Sea k un cuerpo. Como caso particular de (i), la categoria Vecy de k-espacios vecto-
riales es una categoria monoidal.

(iii) La categoria 7 de entrelazamientos de curvas en R? es una categorfa monoidal. Esta

estructura monoidal esta estrechamente ligada con los llamados invariantes cudnticos de
nudos [Tu, K].

(iv) Sea A una categoria, y sea C := F (A, A) la categoria de endofuntores F' : 4 — A
y transformaciones naturales. C tiene una estructura natural de categoria monoidal estricta,
donde ® : C x C — C es la composicion de funtores. El objeto unidad aqui es el funtor
identidad id : A — A.

Supongamos que A es una categoria abeliana. Analogamente, se puede considerar esta
estructura monoidal restringida a la subcategoria plena F (A, A) de los endofuntores exactos

de A.
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(v) Sean GG un grupo finito y w : G X G x G — k™ un 3-cociclo normalizado.

Se considera la categoria C(G,w) de espacios vectoriales de dimensién finita G-graduados,
con la asociatividad dada por w. Esto es: dados tres objetos U, U’ y U” en Vecf, se tiene
avoor: (U@U)U"—U® (U ®U"), dada por

agyror((w@u') @ ") = w(||ul|, [[u'[], [[u"|]) u @ (v @ "),
en elementos homogéneos v € U, v’ € U', v” € U”, donde el simbolo || || denota el grado de

homogeneidad. El objeto unidad es 1 = k con la graduacion trivial.
Se sabe que cualquier otra asociatividad a estd determinada por un 3-cociclo [ES].

DEFINICION 1.4. Sea C una categoria monoidal y sea V' un objeto de C. Un dual a derecha
de V es una terna (U, ev, coev), donde U es un objetode Cy ev : UQV — 1, coev : 1 — VQU,
son morfismos en C tales que las siguientes composiciones son identidades:

id®ev

Vcoe@idV@)U@V B¢ ‘/,

U id®_c>oev U ® vV ® U ev@)id U.
Un dual a izquierda de V' es una terna (U’,ev’, coev’), donde U’ es un objeto de C y ev’ :

VU —1,coev’: 1 — U ®V, son morfismos en C tales que las siguientes composiciones
son identidades:

U/ COG\L}@id U/ ® v ® U/ idg?Vl U/’
Vv id®_c<))ev’ V& U QV ev’_®)id V.
Una categoria monoidal C se dice rigida si todo objeto de C admite un dual a izquierda
y a derecha.

Notar que en esta definicion se han suprimido, por conveniencia desde el punto de vista
de la notacion, los isomorfismos de asociatividad y de unidad.

Un dual a derecha (respectivamente, a izquierda) es tinico salvo un isomorfismo canénico.
Se usard la notaciéon V* (respectivamente, *V') para indicar el dual a derecha (respectiva-
mente, a izquierda) de V', cuando éstos existan. En tal caso, para todo objeto V' € C, se tiene
(V)= *(VF) = V.

Si C es rigida, se tienen asi dos equivalencias C — C°P: V — V* y V — *V. Por ejemplo,

para cada morfismo f:V — W la flecha f*: W* — V* esta definida en la forma
ff=(evp @V )Y (W* R f @ V*)(W* ® coevy).
La siguiente es una consecuencia basica de la rigidez. Ver [BK].
LEMA 1.5. Sean C una categoria monoidal rigida. Las formulas
o(h) = (h@V*)(U @ coevy), (h) = (evy @W)(V* Q@ h),

definen adjunciones
(1.1) p:CURV,W)—C(UW V"),
(1.2) v:CUVW)—-CV eUW).

EJjeEmpLOS 1.6. (i) La categoria vec, de espacios vectoriales de dimensién finita sobre

un cuerpo k es rigida. El dual del espacio vectorial V' es el espacio vectorial dual V* :=
Homy (V) k), con la evaluaciéon dada por la evaluacién de funciones

ev: V'V =k ev(f®v)=(fv);
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y la coevaluacion

coev:k—V V" coev(l) = Zvi ® v,

donde (v;); es una base de V' y (v'); es la base dual.

(ii) Sea A una categoria, y sea F(A, A) la categoria de endofuntores de .A. Un dual a
derecha (izquierda) de un funtor /' : A — A es un adjunto a derecha (izquierda) G : A — A
de F.

En este ejemplo, los morfismos ev y coev corresponden al fondo y frente de una adjuncion.

Resulta asi, que si A es una categoria abeliana, la categoria F (A, A) de los endofuntores
exactos es rigida.

1.1.1. Categorias tensoriales. Sea k un anillo conmutativo. Una categoria monoidal
C se llama una categoria tensorial sobre k si C es una categoria k-lineal y todas las operaciones
relevantes concernientes a su estructura monoidal son funtores k-lineales.

Observar que si C es una categoria tensorial sobre k, el grupo abeliano End(1) es un anillo
conmutativo con la composiciéon. Mas generalmente, si C es una categoria monoidal abeliana
(en la que todos los funtores e isomorfismos relevantes son aditivos), entonces K = End(1) es
un anillo conmutativo con la composicién. Por otro lado, para cada par de objetos U,V € C,
el conjunto Hom(U, V') resulta naturalmente un K-mdédulo con la accién \.f = A ® f,
identificando U = 1 ® U, etc.

Esta estructura hace de C una categoria K-lineal.

Como consecuencia del Lema 1.5, resulta que en toda categoria monoidal rigida abeliana,
el funtor U — V ® U es exacto. Esto permite dar la definicién siguiente:

LEMA-DEFINICION 1.7. Sea C una categoria tensorial rigida. Entonces el grupo de
Grothendieck de C tiene una estructura de anillo con el producto [X][Y] = [X®Y], X,Y € C,
y elemento identidad 1 = [1]. Este anillo se llama el anillo de Grothendieck de C,y se denota
por K(C).

KC(C) estd munido de una involucion * : I(C) — K(C), definida por [X] — [X*]. O

1.2. Equivalencias Monoidales y Funtores de Fibra

DEFINICION 1.8. Sean C y D categorias monoidales. Un funtor monoidal C — D es
una terna (F, ¢, f), donde F' : C — D es un funtor, f : F(1¢) — 1p es un isomorfismo, y
¢: Fo®c— ®po (F x F) es un isomorfismo natural, que satisfacen lo siguiente:

(1.3) arx),rv)Fz)(¢xy ® Doxeyz = (1 ® dyvz)dxyezl (axyz),

F(lx) = lpeo)(f @ 1)1 x,

(1.4) F(rx)=rrex(1® f)éxa,

para todo X,Y, Z € C.

Un funtor monoidal se dice estricto si F(X ® Y) = F(X) ® F(Y) y el isomorfismo ¢ es
la identidad.

Si el funtor F' es una equivalencia de categorias, el funtor monoidal se dice una equiva-
lencia monoidal.
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Cuando se trabaje en el contexto de categorias tensoriales sobre un cuerpo k, se supon-
dra la k-linealidad de los funtores monoidales, que se llamaran tensoriales. En general se
asumira también que F(1¢) = 1p y el isomorfismo f es la identidad.

EJEMPLO 1.9. Sea G un grupo finito, y sean w,w’ € H3(G, k*). Las categorfas C(G, w),
C(G,w') son tensorialmente equivalentes si y sélo si w y «’ son cohomdlogos. Por lo tanto,
esta familia de categorfas estd parametrizada por el grupo abeliano H3(G, k*).

DEFINICION 1.10. Sea C una categoria tensorial sobre un cuerpo k. Un cuasi-funtor de
fibra C — Vecy, es un par (F,¢), donde F' : C — Vecy es un funtor k-lineal exacto y fiel, y
¢: Fo®c— ®po (F x F) esun isomorfismo natural. El par (F,¢) se dice un funtor de
fibra si es ademas un funtor tensorial.

Sea R una k-algebra. Un R-funtor de fibra es un funtor tensorial, exacto y fiel C —
R — bimod.

OBSERVACION 1.11. Teorema de Coherencia de MacLane. El Axioma del Pentdgono
(c.f. Definicién 1.1), dice que las distintas formas posibles de asociar el producto tensorial
de 4 objetos en una categoria monoidal dan el mismo resultado. Esto implica que dado un
nimero cualquiera (finito) de objetos de C, todas las posibles maneras de asociarlos dan el
mismo resultado.

Una demostracién de este hecho se basa en las propiedades de ciertos polihedros, llamados
Polihedros de Stasheff; ver, por ejemplo [SS].

El Teorema de Coherencia de Maclane establece que, toda categoria monoidal C es equiv-
alente a una subcategoria monoidal plena de una categoria monoidal estricta. Este resultado
permite dar demostraciones de propiedades generales, restringiéndose a considerar el caso
estricto.

1.3. Categorias trenzadas y el Centro de Drinfeld

En esta seccion se presenta una construccién importante de una categoria tensorial. Esta
construccién es debida a Drinfeld. Ver, por ejemplo [K, Mj1].

DEFINICION 1.12. Una categorfa monoidal C se dice trenzada si estd munida de un iso-
mofismo natural o : ® — ®°P, que satisface las siguientes identidades, llamadas hexagonales:

(V@ovw)avuw(ovy @ W) = aywu(ovvew)av,vw,

(ovw @ V)agwy (U ® ovw) = ayywy(ovevw)agym,

para todo U, VW € C.
Se dice que C es simétrica, si la trenza o es involutiva, esto es, si oy yoyy = idygy, para
todo U,V € C.

Se supondrd en lo que sigue que C es una categoria monoidal estricta. Es posible asociar a
C una categoria trenzada estricta Z(C), su centro, de la manera que se resume a continuacion.

Los objetos de Z(C) son pares ordenados (V,c¢ ), donde V' es un objeto de C y cxy :
X®V —=V®X, X e, esun isomorfismo natural que satisface

cxayy = (cxv @Y )(X ®@cyy),
para todo X,Y € C.
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Un morfismo (V,c
para todo X € C,

v)— W,e__w)en Z(C) es un morfismo f : V. — W en C, tal que
(f @ X)exv = exw(X @ f).
Z(C) es una categoria monoidal trenzada estricta con el producto tensorial
Vie v)eoWee w)=VeaWec vew),
donde ¢ yegw : X@VeW —V W ® X, estd definido por

C vew = (V & CX,W) (CX,V ® W)7

_

el objeto unidad es el par ordenado (1,id).
La trenza en Z(C) estd definida como

cvw : (Vie_v)®@ Woe_w) = We_w)@ (Ve

V).
La categorfa Z(C) estd munida de un funtor monoidal
F:Z2(C)—C, F(\V,e y)=W

En el caso en que C sea la categoria de representaciones de H, donde H es una (cuasi-
)algebra de Hopf o de un grupoide cudntico, el centro Z(C) es también la categoria de
representaciones de un objeto de la misma naturaleza. Este objeto se denota por D(H) y se
llama el doble cudntico o doble de Drinfeld de H.

1.4. Cuasi—Algebras de Hopf

DEFINICION 1.13. ([D]) Una cuasi-bidlgebra sobre el cuerpo k, es una coleccién (H, A, e, ®)
(o simplemente (H,®)) donde H es un algebra asociativa y unitaria sobre k; ¢ : H — k' y
A : H — H ® H son morfismos de dlgebras; ® € H®3 es un elemento inversible tal que

(1.5) (id®id ®A)(®)(A @ id ®id)(®) = (1® &)(id ®A @ id)(®)(® ® 1),
(1.6) (id@e ®id)(®) = 1® 1,

(1.7) (e®id)A(R) = h = (id@e)A(h),

(1.8) B(A @id)A(h)D~! = (id @A)A(h),

para todo h € H.

(H, ®) se dice una cuasi-dlgebra de Hopf si existe un isomorfismo de algebras S : H —
H°P y elementos o, 3 € H tales que

(1.9) S(hy)ahy = €(h)a, h1S(hs) = €(h), Vh € H;

(1.10) dVES(0H)ad® =1 = S(d)ad P ES(d).

Aqui se usa la notaciéon ® = @M @dP @G y o1 = oD d 2 @d(-3) La aplicacién
S se llama una cuasi-antipoda de H.

En el caso en que ® =1, a = (3 =1, H se dice un dlgebra de Hopf.
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La categoria rep H =: rep(H, ®), de H-mdédulos a izquierda de dimensién finita, es una
categoria tensorial rigida sobre k. El isomorfismo de asociatividad de Rep H esta dado por la
accion natural de ®, mientras que el dual a izquierda de un objeto V' de Rep H es el espacio
vectorial dual V* = Hom(V, k) munido de la accién (h.f,v) = (f,S(h)v); y la evaluacién y
coevaluacion se definen, respectivamente, por

(1.11) ev: V'V —k, ev(f ®v) = (f,aw),
(1.12) coev:k —-V V" 1 Zﬁ.vi ® v,

para todo f € V* v € V, donde (v;) y (v') son bases duales de V.

Dualizando esta definicién, se obtiene la nocién de co-cuasi-dlgebra de Hopf (Ejercicio).
Una co-cuasi-algebra de Hopf da lugar a una categoria tensorial a través de su categoria de
correpresentaciones, corep H.

OBSERVACION 1.14. ([S2].) Existe una (co)cuasi-bidlgebra H tal que la categoria corep H
de H-comédulos de dimension finita es rigida, pero H no es una (co)cuasi-algebra de Hopf:
de hecho, en este ejemplo se tiene en general dim V* # dim V', para V' € corep H.

Si H es una bialgebra, entonces se sabe que si corep H es rigida, H es un dlgebra de Hopf
[U2]. También, si H es una (co)cuasi-bidlgebra de dimensién finita y cosemisimple tal que
corep H rigida, entonces H es una (co)cuasi-dlgebra de Hopf [S3].

Por otro lado, si H es una (co)cuasi-bidlgebra tal que corep H es rigida y ademés el funtor

de olvido corep H — vec preserva la dualidad, entonces H es una (co)cuasi-algebra de Hopf
[Mj1].

1.4.1. Twisting. Sean H;, H, cuasi-adlgebras de Hopf. Se dice que H; y Hj son twist
equivalentes si existe un twist, i.e., un elemento inversible F' € H; ® Hy tal que (Hy)r y Ha
son isomorfas como cuasi-bidlgebras. Se supone que F' esta normalizado segin las formulas

(e®id)(F) =1 = (id ®¢)(F).
Aqui, (Hy)F es la cuasi-dlgebra de Hopf (Hy, Ap, €, Pp, Sk, ap, Br), donde
Ap(h) = FA(R)F™, heH,
Pp= (10 F)ideA)(F)®(Aid)(F Y F1e1),
ap = S(F(’l))aF(’z), B = F(l)BS(F(z));
donde F = FW @ F®) F~1 = p) @ P2,

Sea (H, 1) un élgebra de Hopf, y sea F' € H ® H un twist. Para que (Hp, 1) sea de nuevo
un algebra de Hopf es suficiente pedir que F' sea un 2-cociclo (normalizado): esto es,

A(F) = (i[d@A)(F)(1® F)(A@id)(FH)F1el) =1

Si (H, ®) es una cuasi-dlgebra de Hopf, la categoria rep H estd4 munida de un quasi-funtor
de fibra rep H — vecy: el funtor de olvido; H es un algebra de Hopf, si y solo si, rep H posee
un funtor de fibra.

Reciprocamente, si C es una categoria tensorial munida de un quasi-funtor de fibra (F, c) :
C — Vecy, entonces existe una cuasi-algebra de Hopf H tal que C = Rep H.

En efecto, se puede tomar H = End F' con el coproducto

A:H—-H®H~End(F xF), T cTc.
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La counidad 1 € H se define en la forma €(7") := T'|pn), y la antipoda por S(T')|px) =
(T]p(x)*
Cambiar el isomorfismo ¢ corresponde a cambiar a H mediante un twist.

TEOREMA 1.15. Dos cuasi-dlgebras de Hopf de dimension finita Hy y Ho son twist equiv-
alentes st y solo si rep Hy es tensorialmente equivalente a rep Hs.

De hecho, si H es una cuasi-algebra de Hopf, rep H estd munida de un cuasi-funtor de
fibra rep H — vec,. Cambiar este funtor de fibra corresponde a cambiar la comultiplicacién
en H mediante un twist.

Para algebras de Hopf de dimension finita, un antecedente de este teorema es debido a
Schauenburg [S1]. Mas precisamente, Schauenburg demuestra que si H; y Hs son dlgebras de
Hopf de dimensién finita, entonces las categorias de correpresentaciones corep Hy y corep Ho
son tensorialmente equivalentes si y solo si existe una extension bigaloisiana R; esto significa
que R es una extensién H,-galoisiana de k a izquierda y Hs-galoisiana de k a derecha. Por
dualidad, este enunciado implica el teorema en este contexto.

DEMOSTRACION. Ver [EG4]. O

OBSERVACION 1.16. Sea H un &lgebra de Hopf. Un pseudo-cociclo (normalizado) es un
elemento inversible F' € H ® H, tal que
O(F) = (Id@A)(F)(1e ) (ARid)(F ) (F'®l) e APHY,
donde A® = (A®id)A, y A®(H)" denota la subalgebra de H®® formada por los elementos
que conmutan con los elementos de A®)(H).

Se tiene que la condicién necesaria y suficiente para que Hp sea un algebra de Hopf es que
F' sea un pseudo-cociclo. Sin embargo, salvo cuando F' es un cociclo en el sentido anterior,
las categorias rep H y rep Hp, con las estructuras usuales de asociatividad, no son en general
equivalentes. Ver Ejemplo en Seccion 2.5.

EJEMPLO 1.17. (Grupos Isocategéricos.) Dos grupos finitos Gy, Go, se dicen iso-
categoricos si las categorias tensoriales rep G, rep G5 son tensorialmente equivalentes. Luego,
G y Go son isocategdricos, si y sélo si, kG es isomorfa a un twist de kG5 por un 2-cociclo.

La condicién necesaria y suficiente, en términos de las estructuras de grupo, para que
dos grupos finitos sean isocategdricos se da en [EG3]. En particular, resulta que si G es
simple v G1, G5 son isocategdricos, entonces G; ~ G5. Es decir, los grupos finitos simples
son tensorialmente rigidos.

A continuacion se listan algunos ejemplos bésicos de cuasi-algebras de Hopf semisimples.

EjempLos 1.18. (1) Productos bicruzados. Esta construccién fue originalmente in-
troducida por G. I. Kac [Ka]. Ver el trabajo [M1].

Sean F'y I' grupos finitos munidos de mutuas acciones (conjuntistas)
4:I'x F—T, >:I'X F — F,
sujetas a las siguientes condiciones:
(1.13) sbry = (spx)((s<ax)>y),
(1.14) star = (s<(t>x)) (<),
para todo s,t € I', z,y € F. Sigue que s>b1 =1y l<x =1, para todo s € I', x € F.
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Un tal par de grupos y acciones mutuamente compatibles se llama un matched pair de
grupos. Dados los grupos finitos F' y I', munirlos de un par de acciones compatibles es
equivalente a encontrar un grupo G junto con una factorizacién exacta G = FT..

Sea <« : I'x F —- I',>p : I' x FF — F un matched pair de grupos. Se considera la
accién a izquierda de F en k', (z.f)(g) = f(g<x), f € k'; se tiene z.e; = eyq-1. Sea
o: F xF — (kX)' un 2-cociclo normalizado. Escribiendo o = Y _0,e,, la condicién de
cociclo y la normalizacién resultan, respectivamente,

gel’

Ogan(y, 2)0g(2,yz) = 04y, 2)o4(2, Y),
og(x,1) =1=0,(1,2), gel x,y zeF.

Se considera también la accién a derecha de T' en k¥, (¢.g)(x) = ¥(a>g), ¥ € kF'. Sea
T =3 ser Ta0z : G x G — (k)" un 2-cociclo normalizado; esto es,

Tx(gha k)Tka(ga h) = Tx<h7 k:)Tx(ga hk)v
7.(9,1) =1=m7,(1,9), g, h,kel' xeF.
Se dota al espacio vectorial k' ® kF de la estructura de algebra de producto cruzado
kE'4#,kF y de la estructura de codlgebra de producto cruzado k' 7#kF. Se usa la notacién

kE'T# . kF para denotar este espacio, que se llama un producto bicruzado.
La multiplicacion y la comultiplicacién se expresan como sigue:

(eg#x)(eh#y) = 5g<m:,h O-g<x7y)eg#xy7 g, h e F,ZE, y e Fa
Aeg#x) = ZTx(s,t) es#(trr) @ ey, gel,zeF.

st=g
Supongamos que o y 7 satisfacen ademas la siguiente condiciéon de compatibilidad:

01s(T, Y)Tuy(t, ) = Tu(t, 5) 7, (ta(sD2), 5T Oy (s>, (5<)>Y) 05(2, Y).
Notar que esta relacién implica las siguientes condiciones de normalizacién: o1(g,h) = 1,
g7h € Fa Tl(xvy) = 17 T,y € F.
Entonces k' "#,kF es un dlgebra de Hopf semisimple con antipoda
S(egr) = U(g<x)—1((gbx)717g'>x>il
gel', xeF.

Tx(gila g)il e(gdz)_l (gbx)ilu

El dlgebra de Hopf k' "#,kF admite una extensién
k— k' — K" #,kF — kF — k,

donde todas las aplicaciones son candnicas. Se sabe también que si A es un algebra de Hopf
que admite una extensién k — k' — A — kF — k, entonces A es necesariamente isomorfa
a un producto bicruzado.

(2) (k% w). Sean G un grupo finito, cuyo elemento identidad se denotara por e, y sea
w:G X G x G — k* un 3-cociclo normalizado; esto es:
w(ab, ¢, d)w(a,b, cd) = w(a,b, c)w(a, be, d)w(b, ¢, d),
w(e,a,b) = wl(a,e,b) =w(a,be) =1,

para todo a,b,c,d € G.
El algebra k¢ de funciones en G admite una estructura de cuasi-algebra de Hopf, con la
comultiplicacién usual de funciones. El asociador en este ejemplo es w € k“*XGXC ~ (F&)®3,
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y la antipoda estd dada por S(e;) =e,-1, cona =1, = deGw(g,gfl,g)eg; aqui, e, € kY
son los idempotentes canénicos: e,(h) = 0,44

La categoria de representaciones de (k% w) coincide con la categorfa C(G, w) introducida
antes.

(3) D*G. Esta familia de cuasi-dlgebras de Hopf fue introducida en [DPRJ]; su motivacién
proviene de la fisica.

Sean G y w como antes. Se consideran las acciénes adjuntas de G en si mismo >, < :
GxG—G, gra:=gagt, a<dg:= g tag.
Se definen 0, v : G x G — k@, por las férmulas
0,(2.y) w(g, =, y)w(z,y, g < (2y))
o w(z, g<z,y)
w(z,y, g)w(g, v <g,y<g)
w(r,g,y<9)
para todo x,y, g € G, donde 0(z,y) = deG 0y(x,y)eq.

Se tiene una estructura de cuasi-algebra de Hopf en el espacio vectorial k% ® kG, denotada
D¥@G, cuyas multiplicacion y comultiplicacion estan definidas como sigue:

(69#1‘) (endty) = Qg(xa y>5g,ccl>h€g#xya
A(eg#x) = Z 790(57 t)GS#x ® er#y.

st=g

b

Y

Yoz, y) =

El asociador ® esta dado por
b = Z w(a,b,c) e, @ ey ® e
ab,ceG
La antipoda se define segin
S(eg#r) = Og-1(z, 27 )72(g, 97 egra#a™,
cona=1yf= deGw(g,gfl,g)eg#l.
La cuasi-algebra de Hopf D“G resulta ser el doble cudntico de la cuasi-algebra de Hopf

conmutativa (K¢, w) [Mj2].

1.5. Grupoides Cuanticos

La nocién de grupoide cudntico (también llamados dlgebras de Hopf débiles) fue in-
troducida en [BNS, BS] como una versién no conmutativa de los grupoides. Una clase
importante de grupoides cudnticos fue introducida anteriormente por Hayashi [H].

DEFINICION 1.19. Una bidlgebra débil H sobre un cuerpo k es un algebra asociativa y
unitaria (H, m, 1), munida de una estructura de coélgebra coasociativa (H, A, €), compatible
con la estructura de algebra en el siguiente sentido:

(1.15) A(ab) = A(a)A(b), Va,be H.
(1.16) AP =AM 1D)(1I®A1) =12 A1) (A1) @1).
(1.17) e(abc) = €(aby)e(bac) = e(abs)e(byc), Va,b,c € H.
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Una bidlgebra débil H se llama un grupoide cudntico si existe una aplicacion lineal
S : H — H tal que

(1.18) m(id ®S)A(h) = (e ® id) (A(1)(h @ 1)) =: e,(h),
(1.19) m(S @ id)A(h) = (id ®e) (1 ® h)A(1)) =: e,(h),
(1.20) m? (S ®id ®S)A® = S,

para todo h € H. Las aplicaciones ¢4, €; se llaman, respectivamente, las aplicaciones fuente
y llegada; sus imagenes se llaman subdlgebras fuente y llegada, y se denotan por H,, H,;.

Si H es un grupoide cuantico finito, dualizando todas las aplicaciones, el espacio vectorial
dual, H*, resulta un grupoide cuantico.

Se tiene ademas que el elemento A(1) € H ® H es un idempotente. La antipoda induce
un anti-isomorfismo de algebras & : Hy, — H;.

OBSERVACION 1.20. Un grupoide cudntico es un &lgebra de Hopf si y sélosi A(1) = 1®1.

Sea H un grupoide cudntico y sea rep H la categoria de H-modulos de dimensién finita.
Se tiene una estructura de categoria tensorial rigida en rep H, definida como sigue.

Observar que todo H-médulo es un H;-médulo y un H,-médulo, por restriccion. En vista
del isomorfismo Hy ~ (H;)°, resulta que todo H-mé6dulo es un H;-bimédulo.

El producto tensorial de dos H-médulos U, V', esta dado por

UV =AU V)~U®y,V,
con los isomorfismos usuales de asociatividad, y objeto unidad 1 = H; la subalgebra de
llegada, munida de la accién
h.x =¢(hz), heH,x € H,.
Los isomorfismos Iy : H; @V — V yry : V® H, — V, estan definidos por
lv(A(l)(x ®@v)) = x.0,
rv(A(l)(v®@x)) = S(x).v,

re H,veV.

El dual de un objeto V' es V* = Homg(V, k), con la accién a izquierda inducida por la
antipoda, y los morfismos de evaluacién y coevaluacién

ev: V'@V — Hy, ev(f®v)=(f,11.0)1,,
coev: H —V V™ coev(z)=uzx. Zv@- ® v,

donde (v;); es una base de V' y (v%); es la base dual.

EjempLos 1.21. (1) Algebras de grupoide. Sea G un grupoide finito con base P.
El algebra de grupoide kG se define sobre el espacio vectorial con base G y multiplicacion
g.h = gh, si g y h son componibles, y g.h = 0, en otro caso. kG es un algebra asociativa con
identidad 1 = ), P. Se tiene una estructura de grupoide cudntico (coconmutativo) en
kG definiendo la comultiplicacién y la antipoda por

Alg)=g®g, S(g)=g"
La counidad es €(g) = 1, g € G. Las subalgebras de fuente y llegada coindicen con las
subalgebras generadas por P.
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(2) Con la estructura dual, el espacio k9 de funciones en un grupoide finito G es un
grupoide cudntico (conmutativo).

1.6. Categorias Mdédulo y Funtores de Fibra
En esta seccion se supondrd que las categorias que aparezcan son abelianas.

DEFINICION 1.22. Sea C una categoria tensorial. Una categoria M se dice una categoria
mddulo (a izquierda) sobre C, si est4 munida de un bifuntor exacto ® : C x M — M,y de
isomorfismos naturales de asociatividad y unidad m : ®o(®@x1) - ®(1x®),1:1®__ — id,
sujetos a las condiciones siguientes:

= [dentidad del Pentdgono.
(U @ mywz)muvewz(@uvw @ Z) = muywez0Muey,w,.z-
= [dentidad del Triangulo.
(U ly)muimy =10 @ M.

Si M es semisimple, el rango de M es el numero de clases de isomorfismo de objetos
simples en M.

EJEMPLOS 1.23. (i) C es una categoria médulo a izquierda sobre si misma via el producto
tensorial en C: ® : C x C' — C. Anélogamente, el producto tensorial en C, hace de C una
categoria modulo a derecha sobre C°P; donde C°P es la categoria C con el producto tensorial
‘opuesto’: U @ep V i=V @ U.

(ii) C es una categoria modulo a izquierda sobre C®@ C? via (X,Y)®Z =X QY ® Z.

(iii) Sea M una categoria abeliana cualquiera. Entonces M es naturalmente una categoria
moédulo sobre F(M, M) y también sobre F (M, M).

(iv) Sea R una k-algebra. Entonces rep R es naturalmente una categoria médulo sobre
R — bimod, con respecto al producto tensorial ®g.

Toda élgebra en C da lugar de manera natural a una categoria médulo. Un dlgebra
(asociativa, con unidad) en C es un objeto A € C, munido de morfismos p: A® A — A,
n:1— AenC, tales que

p(p ®id) = p(id ®p)asaa,
p(n@id) = la,  pliden) =ra.
Dada un algebra A € C, un A-mddulo a derecha es un objeto M de C, junto con un morfismo
par - M ® A — M en C, tales que

s (penr @ 1d) = par(id @p)ansaa,  par(id @n) = rag.

Un morfismo entre dos A-médulos M; y Ms, es un morfismo f : M; —: Ms en C, que
conmuta con la acciéon de A en el sentido siguiente:

Los A-moédulos a derecha forman una subcategoria k-lineal Rep, A de C. Esta categoria
es semisimple si C lo es. Construcciones analogas valen para acciones a izquierda.

Se tiene una estructura de categoria médulo C x Rep, A — Rep, A definida como sigue:
siVeC, M eRep, A, V® M es el producto tensorial en C, con la accién (id @puys)ayara :
VoM @A—-V M.
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DEFINICION 1.24. Sean M, M,, categorias médulo sobre C. Un funtor de entrelaza-
miento M; — My es un par (F| ¢), donde F' : My — My esun funtory cx y : F(X®QM) —
X ® F(M) son isomorfismos naturales, X € C, M € M, tales que

» myxy,r(nCxay,m = (X ® cy)exyemF (mx,ym),
" Cl,MlF(M) = F(ZM),
para todo M € M, X,Y € C.
M1y Ms se dicen equivalentes si existe un funtor de entrelazamiento M; — My que
induce una equivalencia de categorias.

Una categoria médulo M se dice indescomponible si no es equivalente a una suma directa
de subcategorias médulo no triviales. Con respecto a esta definicién, notar que la suma
directa de dos categorias médulo M; y My es de nuevo una categoria moédulo con accién
‘componente a componente’.

LEMA-DEFINICION 1.25. Sea C una categoria tensorial rigida y ® : C ® M — M una
categorfa moédulo sobre C. La categoria F,(M, M) de endofuntores exactos de entrelaza-
miento M — M, con el producto tensorial dado por la composicién de funtores, es una
categoria tensorial rigida. F.(M, M) se llama la categoria dual de C con respecto a M,y
se denota por C},.

C y D se dicen Morita equivalentes si existe una categoria médulo indescomponible M
sobre C tal que Cjy, es equivalente a DP. O

Notar que M es naturalmente una categoria médulo a derecha sobre Cj,. Es posible
demostrar [CE]| que la equivalencia Morita es una relacién de equivalencia entre las categorias
tensoriales.

EjempLOS 1.26. (i) (Miiger.) Sea C pensada como mdédulo a izquierda sobre C ® C°P.
Entonces (C ® CP)} es equivalente a Z(C). Este ejemplo, cuya demostracién se omitiré,
permite restringir el andlisis de propiedades que son "Morita-invariantes’ al caso trenzado.

(ii) Sea A un algebra en C y sea M = Rep; A. Entonces Cy, ~ A — Bimodg, la categoria
monoidal de A-bimédulos en C, con el producto tensorial ® 4.

Un problema importante consiste en la clasificacién de las categorias moédulo sobre una
categoria tensorial dada.

Sea M una categoria modulo semisimple sobre C. La exactitud del funtor C — Vecy,
U — Hom(U ® My, M,), para cada M, My € M, implica la existencia de un ind-objeto
Hom(Mj, M) de C, definido de manera univoca salvo isomorfismos, con la siguiente propiedad

Hom(U ® My, Ms) ~ Hom(U, Hom(M;, My)),
para todo U € C. Se tiene asi un bifuntor Hom : M x M — C, llamado el hom interno en

M. Este bifuntor es clave en la demostracion del siguiente resultado:

TEOREMA 1.27. ([O1, Theorem 1].) Sea M una categoria modulo semisimple indescom-
ponible sobre C. Eziste un dlgebra A € C tal que M es equivalente a Rep, A.

DEMOSTRACION. (Esbozo.) Sea M # 0 un objeto simple de M. Se denota EndM :=
Hom(M, M). Se define un morfismo (andlogo de la evaluacion) p : EndM ® M — M, tal que
p es la imagen del morfismo identidad bajo el isomorfismo

Hom(End M, EndM) — Hom(EndM @ M, M).
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Esto determina un morfismo canénico (anélogo de la composicién)

w:EndM x EndM — EndM,

que se define como la imagen del morfismo
pid®p)a : (EndM ® EndM) @ M — M,
bajo el isomorfismo
Hom((EndM ® EndM) @ M, M) — Hom((EndM ® EndM) , EndM).

Se define también 7 : 1 — End como la imagen del morfismo identidad bajo el isomorfismo
Hom(M, M) — Hom(1, EndM).

Asi, (EndM, p,n) resulta un algebra en C. M4s atin, para cada N € M, el objeto
Hom(M, N) es naturalmente un EndM-médulo a derecha, y se tiene que el funtor F': M —
Repe(EndM) es una equivalencia de categorias. O

Dar una estructura de categoria médulo en M equivale a dar un funtor monoidal F :
C — F(M) en la categoria (rigida) de endofuntores exactos de M. En este sentido, se tiene
la siguiente caracterizacién de los funtores de fibra en términos de categorias modulo.

PROPOSICION 1.28. ([O1, Proposition 3].) Sea R una k-algebra separable. Hay una biyec-
cién natural entre

» R-funtores de fibra C — R — bimod,

» estructuras de categoria médulo C X rep R — rep R.

DEMOSTRACION. Sigue de observar que se tiene una equivalencia natural
F(rep R,rep R) ~ R — bimod .
O

EJEMPLO 1.29. Acciones de la categoria C(G,w). Sea G un grupo finito y sea C(G, w)
la categoria tensorial de espacios vectoriales G-graduados con asociatividad dada por w.
Segin el Teorema 1.27, clasificar las categorias médulo (indescomponibles) sobre C(G,w)
equivale a clasificar las dlgebras (indescomponibles) en C(G,w). Esta clasificaciéon aparece en
el trabajo [O2].

Dado un subgrupo H C G y una 2-cocadena o : H x H — k*, tal que w|r = da. El
algebra de grupo torcida k,H es un algebra en C(G,w).

AFIRMACION 1.30. ([02].) Toda categorfa médulo semisimple indescomponible sobre
C(G,w) es de esta forma. O

Se tiene ademds que las categorias Repp ko H v Repe ko H' son equivalentes, si y sélo si,
los pares (H,«) y (H',a’) son conjugados por la accién adjunta de G.
Como consecuencia resulta el siguiente resultado, debido a Movshev.

COROLARIO 1.31. Los funtores de fibra rep G — vec, estan clasificados por clases de
conjugacion de pares (H,«), donde H C G es un subgrupo y o € H*(H, k*) es un 2-cociclo
no degenerado.
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Asi, por ejemplo, se tiene que la categoria rep D, de representaciones del grupo dihedral de
orden 8 tiene mas funtores de fibra que la categoria rep )2, donde () es el grupo cuaterniénico
de orden 8. En particular, las categorias rep Dy, rep (Q2 no son equivalentes; es decir, los
grupos dihedral y cuaterniénico no son isocategdricos.

Ejercicios

1. Sea C una categoria monoidal. Demostrar que End 1 es un monoide conmutativo.

2. Deducir la definicién de co-cuasi-algebra de Hopf.

a) Sea H una cuasi-algebra de Hopf de dimensién finita. Entonces H* es una co-cuasi-
algebra de Hopf.

b) Supongamos dim H < oo. Si H es un algebra de Hopf, entonces H* es un &lgebra
de Hopf.

Demostrar que D“G es una cuasi-algebra de Hopf.

Dar una definicién de codlgebra en una categoria monoidal C.

5. Sea A un algebra en una categoria monoidal C.
a) Demostrar que Repy A es una categoria médulo sobre C.
b) Definir ®4 en la categoria de A-bimddulos en C y demostrar que esto hace de

A — Bimode una categoria monoidal.

6. Sea M una categoria abeliana. Describir la nocién de algebra en la categoria monoidal
F (M, M). (Estos objetos se llaman mdnadas. Los objetos duales se llaman comdnadas
y dan lugar a resoluciones ’estdndar’ de los objetos U € M, que son ttiles para calcular
funtores derivados; ver [Mc]).

7. Sea M una categoria médulo sobre C, y sea M € M. Probar que (EndM, 11, 7), definida
como en la demostracién del Teorema 1.27, es un algebra en C.

8. Sean H C G un subgrupo y a: H x H — k* una 2-cocadena tal que w|r = da. Probar
que el dlgebra de grupo torcida k,H es un édlgebra en C(G,w).

-



CAP{TULO 2

Categorias de Fusion

En todo lo que sigue k£ denotard un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0.

2.1. Definiciones y Ejemplos

Sea C una categoria k-lineal. C se dice semisimple finita si todo objeto de C es isomorfo
a una suma directa finita de objetos simples, y ademas End S ~ k, para todo objeto simple.
En general, a lo largo de este trabajo, se usara el término semisimple para indicar semisimple
finita.

Sea A el conjunto de clases de isomorfismo de objetos simples en C. Si S es un objeto
simple, se dird que S € A, por abuso de notacién.

Notar que para todo S, T € A, se tiene

kidg, S=T:;

Hom(S,T) = {O SAT.

Ademas, todo objeto X de C estd determinado, salvo isomorfismos, por el conjunto de espa-
cios vectoriales Hom (X, S), S € A.

Mas precisamente, si C es una categoria semisimple sobre k£, C admite una estructura de
categoria modulo sobre Vecg, ® : Vecy XC — C, donde V ® X € C es, por definicién, un
objeto de C que representa el funtor

Y — V ®Hom(X,Y),
para todo X, Y € C, V € Vec,. Si X es un objeto de C se tiene

X ~ P Hom(X,9)® S.

SeA

Se destaca que, por construccion, se tiene también V ® Hom(X,Y) ~ Hom(V ® X,Y), para
todo V € Vecy, X, Y € C.

DEFINICION 2.1. Una categoria de fusién sobre k es una categoria tensorial semisimple
y rigida sobre k, tal que

(i) los espacios de homomorfismos son de dimensién finita;

(ii) el conjunto A de clases de isomorfismo de objetos simples es finito;

(iii) 1 € A.

La condicién (iii) equivale a la condicién End(1) ~ k. Una categoria tensorial semisimple
y rigida sobre k que satisface (i) y (ii) se dird una categoria de multi-fusion.

EJEMPLOS 2.2. (i) Sea (H, ®) es una cuasi-dlgebra de Hopf sobre k. La categoria Rep H
es una categoria de fusion si y sélo si H es semisimple de dimensién finita.

17
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(ii) Sea H un grupoide cudntico finito. La categoria Rep H es una categoria de fusion si
y sélo si la subdlgebra de llegada es simple como H-médulo a izquierda.

Sea C una categoria categoria tensorial semisimple sobre k, con espacios de morfismos de
dimension finita, munida de un conjunto finito de objetos simples A, tal que 1 € A. Una tal
categoria se dird una pre-categoria de fusiéon (de modo que una categoria de fusién es una
pre-categoria de fusién, que ademas es rigida).

El funtor ® : C x C — C queda determinado una vez especificado en los objetos X ® Y,

X, Y € A, y, a fortiori, por los espacios vectoriales
[XSY} =Hom(X ®Y,5), X, Y,S€A.

Anélogamente, el isomorfismo de asociatividad estd determinado por los isomorfismos

lineales {X;/Z} :=Hom(axyz, T), X,Y,Z,T € A,
{ng} . Hom(X @ (Y @ Z),T) — Hom((X @ Y) & Z,T).

Se tiene por otro lado

Hom((X @) ® Z,T) ~ g% {Xﬂ [STZ } :

Hom(X ® (Y ® Z),T) ~ i‘% {YSZ} {Xf} ,

donde se ha suprimido el simbolo ®; al indicar el producto tensorial de espacios vectoriales.
Los isomorfismos correspondientes al objeto unidad quedan determinados por la familia de

vectores
1X X1
ZX€|:X:|’ TXE{X}, X e A

De este modo, los axiomas del pentagono y el tridangulo se traducen en ciertas familias de
ecuaciones que involucran estos datos lineales:

PROPOSICION 2.3. ([TY].) Son equivalentes

(i) una pre-categoria de fusién, munida de un conjunto finito de objetos simples A, tal
que 1 € A;

(ii) un conjunto finito A provisto de

= una coleccion de espacios vectoriales {XSY}, X, Y, S eA,

= una coleccién de isomorfismos lineales
XYZ XY [sZ YZ] [XS
e VT -e YY)
SeA SeA
XY, Z,T € A,
= una coleccion de vectores ix e Rﬂ, rx € Bﬂ, X eA,
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que satisfagan las siguientes ecuaciones
(@077 7) (@211 (@071 0)
(@310 (e ¥11%)

(M) {X;Y}(ly@@f):r;(@f, er{XSY].

DEMOSTRACION. (Esbozo.) Ya se indicé cémo establecer la correspondencia (i) = (ii);
segin esta correspondencia, las ecuaciones (M;) y (Ms) siguen de la naturalidad de los
isomorfismos de asociatividad y unidad, junto con los axiomas del hexdgono y del tridngulo.

(i) = (i). A partir de los datos en (ii) se puede reconstruir una categoria de fusion,
como sigue: sea C = [[ 4., vecy el producto directo de |A] copias de la categoria de espacios
vectoriales de dimensién finita. Se define el producto tensorial en la forma

(x0s6 0= (s [] )

Entonces C resulta una categorfa tensorial con objeto unidad 1 := (61 5)s, isomorfismos de

asociatividad <{X§Z }) , € isomorfismos de unidad (Ig)g, (rs)s- O
S

2.2. Teorema de Reconstrucciéon de Hayashi-Ostrik

Se han presentado diversas construcciones algebraicas que dan lugar, a través de la teoria
de representaciones, a categorias tensoriales. De estas construcciones, los grupoides cuanticos
resultan ser la construccién més general en el caso semisimple. En esta seccién se mostrara un
teorema de reconstruccion tannakiana que establece que toda categoria tensorial rigida y
semisimple es la categoria de representaciones de un grupoide cuantico.

Este teorema es debido originalmente a Hayashi, y fue posteriormente presentado, en
forma mas general, por Ostrik.

La idea basica de la reconstruccién tannakiana puede resumirse como sigue: sea C una
categoria tensorial sobre k y sea R una k-algebra. Supongamos que C estd munida de un
R-funtor de fibra F' : C — R — bimod. Sea H := End F' el algebra de las transformaciones
naturales F' — F. La estructura tensorial de F' hace de H, en casos favorables, un grupoide
cuantico.

TEOREMA 2.4. ([H].) Sea C una categoria tensorial semisimple, con un nimero finito de
objetos simples. Existe una bidlgebra débil H tal que C ~ rep H.
Mas aun, si C es rigida, entonces H es un grupoide cudntico.

El grupoide cuadntico H no es canénico. En la demostracién de Hayashi la base de H es
conmutativa. Un tal grupoide cuantico se llama una face algebra.

De hecho, dado un R-funtor de fibra C — R — bimod, existe una bidlgebra débil H,
con base R, tal que C ~ rep H [CE, 2.3.2]. La demostracién del Teorema 2.4 se basa en la
construcciéon explicita de un R-funtor de fibra C — R — bimod, donde R es cierta algebra
separable conmutativa.
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En particular, resulta que C es la categoria de representaciones de un algebra de Hopf
si y sélo si C admite un funtor de fibra C — vec,. Cambiar el funtor de fibra corresponde a
cambiar la comultiplicacién en H mediante un twist.

DEMOSTRACION. La demostracién que se esboza a continuacién es debida a Ostrik [O1].
C es una categoria moédulo sobre si misma, via la acciéon regular. Sea R una k-algebra
separable tal que C ~ rep R como categorias abelianas. Se tiene entonces una accion C x
rep R — rep R, que da lugar a un R-funtor de fibra C — R — bimod.

A partir del funtor F' : C vecy, que resulta de componer el R-funtor de fibra con el funtor
de olvido R — bimod — C, se reconstruye un grupoide cuantico H con la propiedad de que
C ~rep H. Ver por ejemplo [CE, 2.3.2]. O

Como consecuencia del teorema de Hayashi, se tienen los resultados de rigidez (en el
sentido de las deformaciones monoidales) que se demuestran en [ENOJ], los cuales responden
a conjeturas de Ocneanu.

Otra consecuencia del Teorema de Hayashi es el siguiente resultado sobre la equivalencia
Morita.

PROPOSICION 2.5. ([ENO, Theorem 2.18].) Supongamos que C es una categoria de multi-
fusién. Sea M una categoria médulo semisimple sobre C. Entonces la categoria dual Cy, es
semisimple.

DEMOSTRACION. En la demostracién se supone que M es indescomponible. A M le
corresponde un R-funtor de fibra C — R — bimod, para cierta algebra separable R, tal que
rep R ~ M. Luego, C ~ rep H, para cierto grupoide cudntico H. De modo que C}, ~ rep H*
[O1]. El resultado es ahora una consecuencia de [ENO, Theorem 2. 24], que establece un
criterio para la semisimplicidad de un grupoide cuantico en términos del cuadrado de la
antipoda. 0

OBSERVACION 2.6. Un caso particular de categorias de fusién son las categorias mod-
ulares, introducidas por Reshetikhin y Turaev. Estas categorias dan lugar a invariantes de
variedades de dimensién 3. Dos referencias sobre este tipo de categorias son [Tu, BK].

Como se explica en [Tul, la estructura modular da lugar a una accién proyectiva del grupo
modular SL(2,Z) en el dlgebra de fusién correspondiente, lo cual justifica la terminologia. Si
se denota por S y T a los generadores canonicos del grupo modular, entonces S se representa
en la matriz (s;;), la cual a su vez diagonaliza las reglas de fusion del anillo de Grothendieck
(sigue facilmente de las definiciones que este anillo es conmutativo). Se trasluce también
que (s;;) puede pensarse como una tabla de caracteres de la categoria, ya que la propiedad
anterior caracteriza la tabla de caracteres de un grupo finito.

A partir de las categorias tensoriales de representaciones de un algebra de Hopf de di-
mensién finita, se obtienen categorias modulares, mediante el pasaje al doble cudntico [EG]:
esta construccion es debida Drinfeld, en el caso de édlgebras de Hopf, asocia a un algebra
de Hopf H un élgebra de Hopf cuasi-triangular D(H) tal que rep D(H) es equivalente a
Z(rep H). En el caso de cuasi-dlgebras de Hopf, la construccién andloga se debe a Hausser y
Nill [HN1], y en el caso de los grupoides cuanticos, se debe a Nikshych, Turaev y Vainerman
INTV].
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2.2.1. Grupoides cuanticos y cuasi-adlgebras de Hopf. Sea (H,®) una cuasi-
algebra de Hopf semisimple. La categoria rep(H, ®) es una categoria de fusién, y por lo tanto,
segun el Teorema de Hayashi, existe un grupoide cudntico Hy con la propiedad rep Hy =~
rep(H, ®). La demostracion del Teorema 2.4 resulta poco efectiva para realizar explicitamente

una tal reconstruccién. Sin embargo, ésta es posible gracias al siguiente resultado de Hausser
y Nill.

Un cuasi-bimdodulo de Hopf es un H-bimddulo V| junto con una aplicacién p : V — V®QH,
que satisface

(id ®e)p = id,
.(p®id)p(v).¢! = (Id®A)p(v),

para todo v € V. Un morfismo de cuasi-bimédulos de Hopf f : V' — U, es una aplicacion de
bimoédulos que conmuta con la cuasi-coaccion.
Se tiene asi una categoria gy M de cuasi-bimédulos de Hopf (de dimensién finita en

nuestro contexto). Esta es una categoria tensorial con respecto al producto tensorial ® g de
H-bimédulos. M4s atin, el funtor de olvido g M — H — bimod es un H-funtor de fibra.

El siguiente teorema generaliza un resultado de Larson y Sweedler para dlgebras de Hopf.

TEOREMA 2.7. ([HN2]) Sea (H,®) una cuasi-dlgebra de Hopf. Hay una equivalencia
tensorial rep(H, ®) — gy M.

DEMOSTRACION. (Esbozo.) La equivalencia asigna a cada V € rep(H,®), el cuasi-
bimdédulo de Hopf V' ® H, con las acciones y coaccién
a.(v® h).b:= (a1.v) ® azhd,
plv@h) =0y dh @ dh,,

para todo v € V, h € H. La equivalencia inversa g M — rep(H,®) asigna a cada cuasi-
bimédulo de Hopf W, su espacio de coinvariantes: W<H 0

El funtor de olvido g M% — H — bimod es un H-funtor de fibra. Este Teorema permite,
entonces, reconstruir una estructura de grupoide cudntico Hy (con base H) en el espacio
vectorial H ® H* ® H, de modo que rep Hy ~ rep(H, ®). La descripcién explicita de Hy es
a través de los productos cruzados diagonales, y aparece en [HN3].

2.3. Algebras de fusion

Sea C una categoria de fusion. Sea A = {Xy =1,..., X, } un sistema de representantes
de las clases de isomorfismo de objetos simples de C.
El anillo de Grothendieck de C es un grupo abeliano libre en la base z; := [X;];. En esta

base, se tiene
1
TiTj = g Ni;ai,
1

donde N}, = dim Hom(X;, X; ® X;) son enteros no negativos. La dualidad en C induce en
K(C) la estructura de anillo con involucién, donde z; — x;+ = [X/], para todo i.
Los coeficientes N}; satisfacen las condiciones
k k * k*
Nij = Nji = Nijk* =N

Z*j*’

0 _
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Un anillo con estas propiedades se llama un anillo de fusion. Las constantes Nz-lj reciben
el nombre de coeficientes de fusion. K(C) se llama el anillo de fusién de C.

Observar que en IC(C) se tiene la relacién de orden: x < y siy sélo si, y —x € ZTxo +
/A

Un problema interesante consiste en decidir si un anillo de fusiéon dado puede realizarse
como anillo de Grothendieck de una categoria de fusién. Existen ejemplos [TY] de anillos
donde esto no es posible.

El siguiente resultado, cuya demostracién se omite, describe bajo qué condiciones dos
algebras de Hopf semisimples tienen ’el mismo’ anillo de fusién.

Notar que si C es la categoria de representaciones de un algebra de Hopf semisimple,
K(C) posee un elemento distiguido

PROPOSICION 2.8. (|NK].) Sean Hy, Hy, dlgebras de Hopf semisimples. Son equivalentes:
(i) existe un isomorfismo de anillos ordenados
K(rep Hy) — K(rep Hs),
que preserva el elemento distinguido;

(ii) Hy es un twist de H; por un pseudo 2-cociclo. O

2.4. Dimension de Frobenius-Perron

Las dimensiones de Frobenius-Perron resultan ser una herramienta 1til en el estudio de
las categorias de fusion. En esta seccidén se resumen algunas de las propiedades elementales,
segin se presentan en [ENO]. La dimensién de Frobenius-Perron reemplaza, en el contexto
mas general de las categorias de fusién, el concepto de dimension de una cuasi-algebra de
Hopf, de los médulos sobre una cuasi-algebra de Hopf, etc.

Se recuerda que si A es una matriz cuadrada con coeficientes reales no negativos, entonces

= A tiene un autovalor no negativo A(A), tal que A(A) > |r|, para cualquier otro
autovalor r.

= Si A tiene coeficientes estrictamente positivos, entonces A\(A) es un autovalor posi-
tivo simple, y el autovector correspondiente puede normalizarse de modo que tenga
coeficientes estrictamente positivos.

= Si A tiene un autovector v con coeficientes estrictamente positivos, entonces el au-
tovalor correspondiente es A(A).

Este resultado se conoce como Teorema de Frobenius-Perron. El autovalor A(A) se llama el
autovalor de Frobenius-Perron de A.

DEFINICION 2.9. Sea X un objeto de C. La dimension de Frobenius-Perron de X, deno-
tada FPdim X, es el autovalor de Frobenius-Perron de la matriz de multiplicaciéon a izquierda
por [X] en el anillo de fusién de C.

La dimensién de Frobenius-Perron de C se define por

FPdimC := » (FPdimC).
XeA
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En el trabajo [ENO] (ver también [CE]), se demuestran muchas propiedades de la dimen-
sion de Frobenius-Perron, notablemente un resultado que generaliza el Teorema de Lagrange
para grupos finitos, y una férmula que generaliza la Ecuacién de Clases. Estos resultados no
se incluyen en este trabajo. Se mencionan, sin embargo, las propiedades siguientes.

TEOREMA 2.10. (1) (JENO, Theorem 8.6].) La aplicacion
[X] — FPdim X,
define un homomorfismo de anillos KC(C) — R.

(2) (ICE].) FPdim es el unico homomorfismo de anillos K(C) — R que aplica los ele-
mentos x; en numeros positivos.

La parte (2) del teorema implica que todo funtor exacto C — D entre categorias de fusién,
que preserve productos tensoriales (no necesariamente tensorial), preserva las dimensiones
de Frobenius-Perron.

DEMOSTRACION. (1) Sean x, ..., x, los representantes de los objetos simples de C. Se
demostrara que existe un vector f con coeficientes positivos y fo = 1, tal que z;f = \; f,
para todo i. De donde, segun el Teorema de Frobenius-Perron, \; = FPdimz;, y a fortiori
FPdim z; FPdim z; = FPdim(x;z;).

Sea z; := ), wix;x}. Se tiene z; € Z(K(C)). Sea ahora z = 3, 2;; dado que z; aparece en
z con multiplicidad positiva, para todo j, la matriz de multiplicacion por z tiene coeficientes
estrictamente positivos. Luego, existe un tunico autovector f de la multiplicaciéon por z con
las propiedades que se afirmaron. Sigue también que x; f debe ser un multiplo escalar de f,
como se afirmo.

(2) Supongamos que f : IC(C) — R es otro homomorfismo de anillos tal que f(z;) > 0,
para todo 7. Se tiene f(z;) f(z;) = >, N}; f(2). Por lo tanto el vector (f(x;)) es un autovector
de la matriz N;, de multiplicacién a izquierda por x;. El Teorema de Frobenius-Perron implica
que f(z;) = FPdim z;, para todo [, lo cual demuestra la parte (2). O

EJEMPLO 2.11. Supongamos que C = rep(H, ¢), para cierta cuasi-dlgebra de Hopf
semisimple H. Si X es un H-moddulo, entonces vale la igualdad FPdim X = dim X.

TEOREMA 2.12. [CE, Proposition 4.14].) FPdimC es Morita invariante.

Se deduce de este Teorema que FPdim Z(C) = (FPdim C)?2.

TEOREMA 2.13. ([ENO, Theorem 8.33].) Sea C una categoria de fusion. Son equivalentes
(1) C ~rep H, donde H es una cuasi-algebra de Hopf semisimple;

(2) las dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples de C son nimeros enteros.

DEMOSTRACION. Se esbozard la demostracién de la implicacién (2) = (1). Se fija, para
cada objeto simple X € C, un espacio vectorial Vx de dimension dim Vy = FPdim X. Esto
define un funtor exacto V : C — vecy. Se fijan también isomorfismos cxy : V(X))@ V(Y) —
V(X®Y), para X, Y simples. Entonces (V, ¢) resulta un cuasi-funtor de fibra, y un argumento
de reconstruccion tannakiana implica que C ~ rep H, donde H es una cuasi-algebra de
Hopf. O
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2.5. Categorias de Tambara y Yamagami

Las categorias de fusion que se presentan en esta Seccion fueron introducidas por Tambara
y Yamagami [TY].

Sea GG un grupo abeliano finito. Se usara la notacién multiplicativa para el producto en
G, y e € G denotard el elemento identidad.

Sean ademas los siguientes datos:

» Y : G X G — kX un bicaracter simétrico no degenerado: esto es,
x(ab,c) = x(a,c)x(b;c), x(a,b) = x(b,a),
para todo a,b,c € G, y ademas, la aplicacién inducida [ : G — G = Hom(G, k™),
f(a)(b) = x(a,b), es un isomorfismo.
» d € k* tal que |G|d? = 1.
Se define 7Y := TY(G, x,d) como la categoria semisimple, cuyos objetos son sumas di-

rectas finitas de elementos en A = GU{m}. Los morfismos quedan definidos por Hom(s, s") =
0,sis#¢, Hom(s,s) =k, s,s" € A. La identidad s — s es el elemento identidad 1 € k.

El producto tensorial 7Y x TY — TY esta dado por
a®b=ab, a@m=m=m®a, mOM=®D.qa,

para todo a,b e G; y 1 =e¢ € G.

Los isomorfismos de unidad son las identidades, y los de asociatividad se definen en la
forma

Qabec = 17 Qa.bym = 1= Qm.ab;  Gamm = Cmm,a = @beGlln
Qgmb = X(aa b)> Qm,a,m = @bEGX(aa b)b7
Ammm = (dX(CL, b)71>a,b : @aegm — Dpegm.

La dualidad se define como sigue. a* = a~ !, para todo a € G, con 1 = coev = ev : ¢ — ¢;
m* = m, con

coev:=1:e—>mQQm, ev:zaj:m®m—>e,

dondei:e—m®m, j:m®m — e, son la inclusion y la proyeccién sobre la componente
de tipo e, respectivamente.

La Proposicion 2.3 implica que 7)Y es de hecho una categoria de fusién sobre k. Mas
aun, las ecuaciones en 2.3 implican el siguiente teorema de caracterizacion.

TEOREMA 2.14. ([TY].) Sea G un grupo finito. Consideremos el anillo de fusion K con
base G U x y multiplicacion

ab=ab, ar=x=x0a z.Xx= E a,
aceG

1

para todo a € G, con la involucion a* =a™, x* = x.

Supongamos que C es una pre-categoria de fusion tal que K(C) ~ K. Entonces G es
abeliano, y existen un caracter simétrico no degenerado x : G X G — k™ y un elemento

d €k, con d*|G| =1, tales que C ~ TY(G, x, d).

Ademas, TY(G,x,d) ~ TY(G,x',d) siy sélo sid=4d y x,x son conjugados por un
automorfismo de G.

En particular, toda pre-categoria de fusiéon con anillo de fusion isomorfo a K es de fusion.
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Notar ademés que las condiciones

= (7 es abeliano, y

» |G| es un cuadrado en k*,
son necesarias para que exista una realizacién del anillo . Esto demuestra que existen anillos
de fusién que no admiten realizaciones.

DEMOSTRACION. (Esbozo.) Se usa la correspondencia enunciada en la Proposicién 2.3.
Segun la notacién alli, los datos (no triviales) que determinan a C son los siguientes:
= espacios vectoriales de dimension 1:

5
para cada a,b € G.
= isomorfismos lineales:

para cada a,b,c € G,
que satisfacen las Ecuacién (M) en 2.3.

Se tiene, por ejemplo, que

b
{a,za } : [m, b] @ [a, m] — x(a,b)a, m] @ [m,b],
y analogamente

m,m,m|
{ m } : [(Z] ® [ma CL] = 27((17 b)[b] ® [ba m]a
S
para a,b € G, donde x(a,b),v(a,b) € k*. Aqui, se usa una eleccién de vectores no nulos

m, b € [mﬂﬂ, la,m] € [a;nm}, o] € [mm]

a

La ecuacién (M) implica que x es un bicaracter y, salvo equivalencias tensoriales, se puede
suponer que x es simétrico; sigue también que v(1,1)2 Y x(c,bf ta™t) = dupp, a, b, c, f € G.
De donde x es no degenerado y (1,1)?|G| = 1. Se toma entonces d = (1, 1).

Resulta también que los restantes pardmetros quedan determinados por x, d. Luego

C~TY(G, x,d).
El segundo enunciado se demuestra con técnicas andlogas. O

EJEMPLO 2.15. Sea G = {a,b: a®> = b® = aba"'b~! = 1), G ~ Zy x Z. El grupo G posee
dos bicaracteres simétricos, no equivalentes por la acciéon de Aut G: el bicaracter x;, donde

x1(a,a) = x1(b,b) = x1(ab,adb) =1,
x1(a,b) = x1(b,ab) = x1(ab,a) = —1,
y el bicaracter yo,
x2(a,a) = x2(b,b) = =1,  x2(a,b) = 1.
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1
Se tienen, por otro lado, dos elecciones d = :l:i. Luego resulta:

TEOREMA 2.16. ([TY].) Hay ezactamente 4 clases de equivalencia de categorias de fusion
con anillo de Grothendieck K generado por G U x, G = Zy X Zsy, con las reglas de fusion

cr=x=ux.c xx=1+a+0b+ ab,
c € G. Estas corresponden, respectivamente, a las siguientes categorias:

TY(x1, %) representaciones del grupo dihedral Dy, de orden 8.
TY(xa, —%): representaciones del grupo cuaternionico )z, de orden 8.

TV (x2, %) representaciones del dlgebra de Kac y Paljutkin Hg, de dimension 8: Hg es
la inica dlgebra de Hopf semisimple no conmutativa ni coconmutativa de dimension
8 [KP, M2].

TY(x2, —%): representaciones de una cuasi-dlgebra de Hopf A de dimension 8.
O

Segtn los resultados de clasificacién en [M2], las unicas dlgebras de Hopf no conmutativas
de dimensién 8 son kDy, kQ)o y Hg. El teorema implica que estas tres dlgebras de Hopf tienen
categorias de representaciones no equivalentes. Sigue también que la cuasi-adlgebra de Hopf
A no es twist equivalente a un élgebra de Hopf.

Se tiene entonces que las algebras de Hopf kDy, k@2 y Hg son dos a dos twist inequiv-
alentes. Notar sin embargo, que kDy, k() v Hg tienen el mismo anillo de fusién, y por lo
tanto, cualesquiera dos de ellas son twist equivalentes por un pseudo 2-cociclo.

2.6. Categorias de Tipo Grupo

Las categorias tensoriales que se estudian en esta seccién fueron introducidas por Ostrik
en [02, Section 3] y luego estudiadas en [ENO].
Sean G un grupo finito y ' C G un subgrupo. Se denotard por e € G al elemento
identidad. Sean también
» w:G X G X G — kX, un 3-cociclo normalizado;
m o: F x F— kX una 2-cocadena normalizada;

sujetos a la condicién
(21) w\pxpxp = da.

Se considera la categoria C(G,w) de espacios vectoriales de dimensién finita G-graduados,
con la asociatividad dada por w. La condicién (2.1) implica que el dlgebra de grupo torcida
por «, k.F, es un algebra asociativa en C(G,w), y se le asocia una categoria tensorial,
C(G,w, F,a): la categoria de kqoF-bimédulos en C(G,w). Esta es una categorfa de fusién
sobre k.

LEMA 2.17. Las F'P-dimensiones de los objetos simples en la categoria C(G,w, F,a) son
enteros. En particular, C(G,w, F, a) es la categoria de representaciones de una cuasi-dlgebra
de Hopf semisimple.

Una descripcién explicita de una cuasialgebra de Hopf cuya categoria de representaciones
es equivalente a C(G,w, F, «) se da en [N3|.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O
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Las categorias C(G,w, F, ) se llaman de tipo grupo [ENO, Definition 8.46]. Por exten-
sién, se dird que una (cuasi)-dlgebra de Hopf A es de tipo grupo si la categoria rep A de sus
representaciones de dimension finita es de tipo grupo.

Seann: G X G — k* y x: F — k* cocadenas normalizadas. Sean w : G X G x G — k*,
a: F x F — kX, definidos por

w=w(dn),  a=a|rr)(dx).
Entonces las categorias C(G,w, F, ) y C(G,w, F, @) son equivalentes [ENO, Remark 8.39].

OBSERVACION 2.18. Sean G, F', w vy a como antes. Sea ) un sistema de representates
de las coclases a izquierda de G médulo F', tal que e € Q; de modo que todo elemento g € G
se escribe de manera tunica en la forma g = zp, con p € ), x € F. Se considera la cocadena
n:GxG — k* nlxp,yq) == a z,y), p,q € Q, x,y € F. Poniendo x = 1, se obtiene a = 1.
Por lo tanto, las categorias C(G,w, F,«a) y C(G,w, F, 1) son equivalentes, donde @w = w(dn).
Es decir, salvo equivalencias tensoriales, se puede suponer que o = 1.

En [O2] se determina el rango de cada categoria médulo sobre una categoria de tipo
grupo. En particular, los funtores de fibra

C(G,w, F,a) — vec,

estan clasificados por clases de conjugacion de subgrupos I' de G, munidos de un 2-cociclo
normalizado 3 € Z2(T', k*), tal que

= la clase de w|r es trivial;
» G=FT;y
= la clase del cociclo a|par3~ ! Far es no degenerada.

OBSERVACION 2.19. La siguiente caracterizacién es una consecuencia directa de las defini-
clones:

C es de tipo grupo, si y sélo siC es equivalente Morita a C(G,w), para algin grupo finito

G ywe H G, k).

Usando esta caracterizacién, se demuestra en [ENO, 8.8] que los duales, opuestos, co-
cientes, subcategorias plenas, y productos tensoriales de categorias de tipo grupo son de tipo
grupo. Por [ENO, Remark 8.47], el centro de Z(C) es de tipo grupo si y sélo si C lo es.

Sin embargo, en Remark 8.48 del paper [ENO], se observa que existen cuasi-dlgebras
de Hopf que no son de tipo grupo: uno de estos ejemplos proviene de la construccion de
Tambara y Yamagami.

La siguiente caracterizacién de las categorias de tipo grupo sigue de los resultados de
[N2].

TEOREMA 2.20. Sea H una cuasi-dlgebra de Hopf semisimple. Son equivalentes:

(i) H es de tipo grupo.

(ii) existen un grupo finito G y un 3-cociclo w € Z3(G,k*) tales que D(H) es twist
equivalente a D*(Q).

La demostracion de este teorema se basa en un teorema de Schauenburg, que dice que el
centro de una categoria de bimédulos A — bimod, es equivalente al centro de C.
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El siguiente teorema se demuestra también en [N2].

TEOREMA 2.21. Sea G = FT una factorizacion exacta de un grupo finito G. Supongamos
que A es un dlgebra de Hopf que admite una extension abeliana

(2.2) 1—k' - A—kF—1.
Entonces A es de tipo grupo. ([l

En este caso, el 3-cociclo que aparece es el que proviene de la clase equivalencia de A (en
tanto que extension) a partir de una sucesién exacta debida a G. 1. Kac; ver [M1].

EJEMPLO 2.22. Sea 7Y(G, x,d) una categoria de Tambara y Yamagami. Se tiene una
inclusién de categorias tensoriales

repG — TY(G, x, d).

En el caso en que 7Y(G, x, d) es la categoria de representaciones de un algebra de Hopf A
(si y sélo si admite un funtor de fibra), esto implica que hay una proyeccién de élgebras de
Hopf A — kG ~ k©.

Ademds deber ser dim A = |G|+ (FPdimm)? = 2|G]|. Por lo tanto la proyecciéon A — kG
tiene indice 2, y es normal. Esto significa que la proyeccion da lugar a una sucesion exacta
de algebras de Hopf k — kZy — A — kG — k. En particular, A es un producto bicruzado
como los construidos en el Ejemplo 1.18 (1).

Resulta entonces

COROLARIO 2.23. Toda algebra de Hopf semisimple cuya categoria de representaciones
es del tipo T7Y(G, x, d) es de tipo grupo. O

En otras palabras, las categorias de Tambara y Yamagami son de tipo grupo, siempre
que admitan un funtor de fibra en la categoria de espacios vectoriales.
Las categorias T)Y(G, x, d) provenientes de un dlgebra de Hopf se estudian en [T.

2.7. Grupoides Cuanticos y Grupoides Dobles

Las construcciones que se presentan en esta seccién se introducen en los trabajos [AN1,
AN2].

Un groupoide doble finito 7 es un grupoide finito en la categoria de grupoides finitos. Se
suele representar un doble grupoide como un diagrama de cuatro grupoides

B = M
U U
Vv = P

sujetos a una serie de axiomas [E, BS]. No se dard en este trabajo la lista completa de estos
axiomas, sino sélo los mas representativos.

Un elemento A € B se representa con una ’'caja’

t
A:lDr
b

donde t(A) =t, b(A) = b, r(A) = r, I(A) = [, y los cuatro vértices de la caja son tl(A) =
It(A), tr(A) = rt(A), bl(A) = Ib(A), br(A) = rb(A).
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Se escribe A|B sir(A) = (B) (de modo que A y B son componibles horizontalmente), y

B si b(A) = t(B) (de modo que A y B son componibles verticalmente). Las composiciones

t U
verfican lo siguiente. Sean A = [ D ryB=s D m en B.
b c
tu
(2.3) Si  A[B, then AB=I[ |m,
be

t
A
(2.4) Si B entonces é =ls D rm.
c

Ley de permutabilidad. Si %‘i, entonces
AB . _{AB} _JAl|JB
CD —{cD} YC( D[

D:={D¢cB: I(D),bD) e P},
E:={EcB: r(E),tE)cP}.

Sean

D y E tienen estructuras naturales de grupoides con base P. Estos son variantes de los
llamados grupoides nicleo de T; han sido estudiados por Brown y Mackenzie en [BMal].
La aplicaciéon A — A~!, induce un isomorfismo de grupoides D — E. Aqui, para A € B,
A1 € B denota el inverso horizontal del inverso vertical de A, que coincide con el inverso
vertical del inverso horizontal, segin la ley de permutabilidad.

Se consideran las funciones ", ., 7, s : B — N definidas como sigue: 7(X) es el niumero de
cajas U € B con l[(U) = 1(X) y t(U) = t(X), etc.

En lo que sigue se considerard un grupoide doble 7  que satisface la siguiente condicion:
(2.5) (g,x) #0, VeeH,geV, r(x)=t(g).
Estos grupoides dobles han sido estudiados por Brown y Higgins [BH].

TEOREMA 2.24. kT es un grupoide cudntico con multiplicacion y comultiplicacion definidas
por

0, en otro caso,

NOEDS %X@Y: 3 %X@Y,

XY=A XY=A
para todo A, B € B.
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Es decir, como dlgebra, k7T es el dlgebra de grupoide del grupoide vertical de T, mien-
tras que la estructura de codlgebra es una modificacion del dual del dlgebra de grupoide del
grupoide horizontal.

La antipoda estd determinada por la formula

"(4)
S(A) = —= A
(4) A
para todo A € B. Las aplicaciones de fuente y de llegada estan determinadas, respectiva-
mente, por

ES(A):{¢(A)1> si t(A) € P,

0, en otro caso;
"(A)
1 b(A
Et(A) _ I_(A) P(a), St ( ) P,
0, en otro caso.

Las subdlgebras fuente y llegada son isomorfas a las dlgebras de grupoide kD y (KE)°P,
respectivamente.

Aqui,
pl = Z {idzD}, 1g:= Z {F idz}.
2€H,7(z)=e(D) zeM, I(z)=e(E)
para D € D, E € E. Las aplicaciones ¢ y ¢ se definen mediante las férmulas ¢(A) =

{idf}“:él)}’ sit(A) € P, w(A) = {idf{(él)}, i b(A) € P.

Se tiene asi una categoria tensorial rigida rep k7 . Esta es una categoria de multi-fusion,
que no siempre es de fusion, esto es: no siempre se tiene End1 ~ k. El funtor de olvido
Rep k7 — D — Bimod es un funtor tensorial.

EjempLOs 2.25. (1) Bimdédulos sobre un algebra separable. Sea s,e : G = P un
grupoide finito. Se le asocia a G un grupoide doble

GxgGg = PxP
T=7TG)= |l U,
g = P
donde

s P x P =P es el grupoide basto sobre P,
= G X G =2 G es el grupoide basto sobre G,
» G X G 2P x P es el grupoide producto directo.

Una caja en este grupoide doble se puede indicar en la forma

s(g) s(h)
(9.h)=g| |h=g|(g,h)|h.
e(g) e(h)

En este ejemplo, el grupoide nicleo D es isomorfo a G.
Se tiene asi un grupoide cuantico k7 (G) asociado, y a fortiori una categoria tensorial

rigida rep k7 (G).
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LEMA 2.26. La categoria rep k7 (G) es equivalente a kG — bimod.

DEMOSTRACION. kG es un algebra separable, cuyo idempotente de separabilidad es

1
e = Z gRg " € kG® (kG)®,
g

d(s(g))

donde d(s(g)) es el numero de flechas en G que salen de s(g). Luego, para todo par de
kG-bimédulos V' y W, la inclusién e.(V @, W) C V ®; W induce un isomorfismo natural

Vv ®kg W ~ 6(V ®k W)

Veamos que esto coincide con la estructura de kD(G)-médulos. Como &lgebra, k7 (G) es
isomorfa a k(G x G); que a su vez es isomorfa a kG® (kG)°P, invirtiendo el segundo factor. Esto
da una equivalencia natural entre rep k7 (G) y kG — bimod. Ademads, usando la observacién
anterior, puede verse que esta equivalencia preserva el producto tensorial. Esto demuestra el
lema. U

Notar que cualquier dlgebra separable R es isomorfa al dlgebra de grupoide de algin
grupoide finito (no candénico). Se tiene entonces

PROPOSICION 2.27. Sea R un algebra separable sobre k. Existe un grupoide finito G, tal
que R — bimod es tensorialmente equivalente a Rep k7 (G). 0]

(2) Este ejemplo ilustra la reconstruccién de un grupoide cuédntico a partir de una cate-
goria de fusion. Se considera el grupoide doble

GxGxG = Gxa
Ty = 1 U,
Gxd = G
donde

= el grupoide horizontal G X G x G = G X G es el grupoide correspondiente a la
relacion de equivalencia en G x G definida por (x,y) ~ (2/,y') si y sblo si y = ¢/;

= el grupoide vertical G X G x G = G x G es el grupoide de transformaciones asociado
a la accién regular . : G x G x G — G X G, (z,y).9 = (xg,y9);

= el grupoide horizontal G x G = G es el grupoide basto sobre G}

» ¢l grupoide vertical G x G = G es el grupoide de transformaciones asociado a la
accion regular de G en si mismo.

Notar que 7y es un grupoide doble vacante.

Sea o : B xp B— kX,

a b ag bg
w(a,g,h)
ag bg agh cgh I

La condicion de 3-cociclo para w implica que o es un 2-cocycle normalizado para el grupoide
vertical de 7. Mas aun o es compatible con el cociclo trivial 7 = 1 en el grupoide horizontal,
de modo que hay un grupoide cudntico asociado k, 7.

El resultado siguiente es una consecuencia del Teorema 2.7.

G

w*

PROPOSICION 2.28. Se tiene una equivalencia tensorial rep k, 7y ~ vec
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2.8. Algunos Resultados de Clasificacion

En esta seccién se enuncian los principales resultados de clasificacion de categorias de
fusion que se conocen. Se supone que k = C es el cuerpo de los niimeros complejos.

Los resultados siguientes generalizan resultados conocidos sobre algebras de Hopf semisim-
ples.

TEOREMA 2.29. Sea C una categoria de fusion sobre el cuerpo k y sean p y q niumeros
primos distintos.

(a) (IENO, Corollary 8.30].) Supongamos que FPdimC = p. Entonces C es equivalente
a rep(k%,w), para un tinico w € H3(Z,, k*).

(b) (IENO, Corollary 8.32].) Supongamos que FPdimC = p?. Sip > 2, C es equivalente a
rep(kY,w), para algin grupo G tal que |G| = p?, yw € H3(Z,, k*). Sip =2, C es equivalente
a rep(k® w), donde |G| = 4, o bien C =~ TY(Zy, x,d).

(c) (([EGO].) Supongamos que FPdimC = pq. Si p > 2, C es equivalente a rep(k%,w),
para algin grupo G tal que |G| = pq, y w € H*(Z,, k*). Si p = 2, C es equivalente a
rep(kY, w), donde |G| = 2q, o bien C ~ TY(Z,, X, d).

La clasificacién de las algebras de Hopf semisimples en dimension p es debida a Y. Zhu
[Z]; en dimensién p? se debe a Masuoka [M3], y en dimensién pq se debe a Etingof, Gelaki,
Masuoka y Westreich [EG2, GW, M2].

Ejercicios

1. Demostrar que 7)) es una categoria de fusién sobre k.

2. Calcular las dimensiones de Frobenius-Perron de las categorias de Tambara y Yamagami
y de las categorias de tipo grupo.

3. Sea TY(G, x,d) una categoria de Tambara y Yamagami.
a) Demostrar que FPdima = 1, para todo a € G, y FPdimm = /(|G|).
b) Deducir que TY(G, x, d) es la categoria de representaciones de una cuasi-dlgebra de

Hopf si y sélo si |G| es un cuadrado en Z.

4. Demostrar que las dimensiones de Frobenius-Perron en una categoria de tipo grupo
C(G,w, F') son enteras.

5. Sea G = S, el grupo simétrico en n simbolos, y sea F' el subgrupo formado por todas
las permutaciones o € S,,, tales que (1) = 1. Probar que C(G, 1, F) admite un funtor
de fibra C — vecy,.
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