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Prefacio

Estas notas estan basadas en dos cursos que dicté en la Facultad de Matematica, As-
tronomia, Fisica y Computacion (FaMAF) de la Universidad Nacional de Cordoba (UNC),
Argentina. El primero de ellos fue durante el primer cuatrimestre (Marzo—Junio) de 2016
mientras que el segundo fue en el segundo cuatrimestre de 2018 (Agosto—Noviembre).
Ambos consistieron en 15 semanas de dos clases semanales de 120 minutos.

Los contenidos son mas o menos los mismos que algunos de los cursos dictados por
el Profesor Roberto Miatello también en FaMAF en anos anteriores. La inclusion de
extensiones algebraicas de cuerpos y la Teorfa de Galois durante las primeras semanas
se debe a que estos temas no estdn incluidos en ninguna materia obligatoria en esta
universidad.

Durante el texto apareceran diferentes ejercicios, los cuales usualmente piden comple-
tar alguna demostracion o realizar un calculo omitido. Ademas, la mayoria de las secciones
finaliza con problemas. Estos nunca son muchos, aunque ninguno es de obvia resolucién.

La referencia principal para la primera parte (extensiones algebraicas y teoria de Ga-
lois) son Capitulos V y VI de [Lang]. Para la segunda parte (Capitulos[3} [y [5) seguiremos
Capitulos 2-5 de [Marcus|. A pesar que estas notas pueden ser vistas como una mera
transcripcion de estos excelentes libros, espero que sean ttiles para los estudiantes del
curso actual y futuros, y cualquiera que las haya encontrado en internet.

Asimismo, sugiero fuertemente consultar [Hungerford| (un clasico) para teoria de
cuerpos, como asi también [Alaca& Williams| (contiene muchisimos ejemplos y célcu-
los explicitos en casos particulares) y [Narasimhan et al| (notas rapidas para entender
muchos conceptos en poco tiempo) para teoria algebraica de nimeros.

En idioma espaniol, me han recomendado |[Ivorra Castillo|, aunque no he tenido el
gusto de leerlo. Al googlearlo para citarlo encontré que en la pagina web del autor (Carlos
Ivorra Castillo) hay varios libros disponibles sobre diferentes temas, todos en castellano.
Las notas cortas |[Lauret] introducen la teoria algebraica de nimeros en el caso particu-
lar de los cuerpos cuadraticos. Me gustaria también mencionar las notas [Barseghian| y
[Campagnolo & Guzmaén| las cuales fueron escritas por estudiantes del primer curso
dictado en 2016 y presentadas en el concurso de Monografias de la Reuniéon Anual de
la Union Matematica Argentina en Bahia Blanca en 2016. El tema del concurso era el
Teorema de Stark-Heegner, el cual clasifica los cuerpos cuadraticos imaginarios tales que
su correspondientes anillos de enteros son dominios de factorizacién tnica. Desafortuna-
damente, ninguna de las notas estan (atin) disponibles en internet.

La organizaciéon de estas notas es como sigue. En Capitulo [1| introduciremos las no-
ciones béasicas de extensiones de cuerpos arbitrarios, tales como extensiones finitas, alge-
braicas, normales, y separables. En Capitulo [2| veremos de una manera resumida la Teoria
de Galois para extensiones finitas. Esto nos permitira deducir diversas propiedades de las
extensiones ciclotémicas.
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A partir del tercer capitulo consideraremos exclusivamente extensiones finitas de los
numeros racionales, llamados cominmente cuerpos de ntimeros. Capitulo |3introduciré los
enteros algebraicos y las herramientas traza, norma y discriminante, las cuales seran muy
utiles durante el resto de las notas, y en particular para mostrar que el anillo de enteros
de un cuerpo de niumeros (asi como cualquiera de sus ideales) es un grupo abeliano libre.

En el escueto Capitulo 4] se consideraran dominios de Dedekind, los cuales contienen
a los anillos de enteros de cuerpos de numeros. En estos dominios mostraremos que todo
ideal no nulo se escribe de manera tnica (salvo orden) como producto de ideales primos.

El quinto capitulo estudia la importante nocién de grupo de clases de un cuerpo de
nimeros. Su objetivo es poder calcular de manera explicita el grupo de clases de diversos
ejemplos. La cota de Minkowski, que cuenta con una demostraciéon algo trabajosa, serd
muy importante para simplificar el procedimiento de determinacion del grupo de clases
de un cuerpo de niimeros. También veremos el Teorema de las Unidades de Dirichlet. El
capitulo finaliza con la demostraciéon de una gran cantidad de casos del conocido Ultimo
Teorema de Fermat usando los conocimientos previos.

Quiero aprovechar esta prefacio para renovar mi profundo agradecimiento a mi mentor
Roberto Miatello, en esta oportunidad, por el dictado de tantos cursos de posgrado en
FaMAF. También agradezco a los estudiantes que padecieron mis clases de este curso,
principalmente a Lucas Villagra quien hizo un increible trabajo corrigiendo una version
preliminar de este texto.

Seréa extremadamente bienvenida cualquier correccion, via correo electronico preferen-
temente.

Emilio Lauret
Cordoba, Argentina,
Febrero de 2019.
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Capitulo 1

Extensiones de cuerpos

1. Extensiones algebraicas

DEFINICION 1.1. Sean E y F cuerpos. Decimos que E es una extension de F si F' esta
contenido en E, lo que denotamos por E|F. En ese caso, [E : F| :=dimp E (€ NU{0}),
la dimension de £ como F-espacio vectorial. Ademas, a € F se dice algebraico sobre F si
existe f(z) € Fx] no nulo tal que f(a)=0.

EJEMPLO 1.2. v/2 € C es algebraico sobre Q, mientras que 7 € C no lo es.

PROPOSICION 1.3. Si k C F C E son cuerpos, entonces
[E k| =[E:F|[F:kl.
En particular, E|k es finita (i.e. [E: k] < 00) siy sdlo si E|F y F|k son finitas.

DEMOSTRACION. Sea {a;}ic; una k-base de F'y sea {b,};c; una F-base de E. Veamos
que {a;b;}ijcrxs es una k-base de E.

Para mostrar que el conjunto genera, tomemos v € E y los escribamos como combi-
nacion lineal de ella. Como {b;};cs es una F-base de E, existen elementos 3; € F' para
cada j € J, con 3; = 0 para todo j € J salvo una cantidad finita, tales que

Y= Bibs
jeJ
Como {a;}icr es una k-base de F', para cada j € J con f3; # 0, existen o, € k para cada
i € I, con a;; = 0 para todo ¢ € I salvo una cantidad finita, tales que §8; = .., a;;a;.

Concluimos que
Y= Z (Z ozmai) bj = Z aj,i a,—bj.

jeJ \iel (4,5)eIxJ
Supongamos que elementos v,, € k para (i,j) € I x J, con v;; = 0 para todo
(i,j) € I x J salvo una cantidad finita, cumple que Z(M)E”J'maibj = 0. Entonces,
0= Zje] (Ziel fyjiai) bj, lo que implica que .., 7vja; = 0 para todo j € J, por lo
tanto 7;; = 0 para todo (i,7) € I x J. Esto nos dice que {a;b;}¢ jicrxs es linealmente
independiente, y por lo tanto es base, lo cual finaliza la prueba. U

DEFINICION 1.4. Sean F' un cuerpo y X un subconjunto de F'. Llamamos a
] ﬂ E el subcuerpo de F' generado por X;
ECF:XCE
] ﬂ R el subanillo de F' generado por X.

RCF: XCR
Sea k un subcuerpo de F'. Denotamos

» k(X)) al subcuerpo de F' generado por kU X;



8 1. EXTENSIONES DE CUERPOS

» k[X] al subanillo de F' generado por kU X.
Cuando X = {uy,...,u,}, escribimos k(uq,...,u,) = k(X) y kfu, ..., u,] = k[X].

PROPOSICION 1.5. Sean F|k, u,uy,...,u, € F, X C F. Se tienen las siguientes
tdentidades:

(1) k[u] = {f(u): f € k[z]}.

(2) kluy, ... un) ={f(ur,...,u,) : f € k[xq,... 2]}

(3) K[X] = J{f (.- vn) o f € Klzr, ..o ] vn, . v € X}

(4) k(u) ={L4 : f,g € k[z], g(u) # 0}.

(5) k(us, ... up) = {L=tod s f g € Rlay, @), g, un) # 0},

.....

6) k(x)={J {M frg €k, ..., m], v, 0, € X, }

neN g<U17'--7Un) g(U17~--;Un)§éO

La demostracion es un ejercicio simple.

EJEMPLO 1.6. La proposicién anterior implica inmediatamente que
Q[V2] = {a+bV2:a,bec Q}.

;Quién cree que serda Q(v/2)? El siguiente resultado nos dara una linda respuesta a
esta pregunta. Primero necesitamos algo de notacion.

Sea F|k una extensiéon y supongamos que a € F es algebraico sobre k. Sea & :
klx] — F un morfismo de anillos k-lineal determinado por x +— «. El nicleo de @,
Nu(®) = {f € k[z] : f(a) = 0}, es un ideal en k[z]. Como k[z] es un dominio de
ideales principales, Nu(®) esta generado por un elemento, esto es, Nu(®) = (mq,(x))
con my(x) € k[x] que asumiremos moénico (notar que es unico con esta propiedad) y lo
llamaremos polinomio minimal de o sobre k.

PROPOSICION 1.7. Sean Fl|k una extension y o € F algebraico sobre k. Entonces
k(o) = kla], y [k(c) : k] = gr(ma(z)).

DEMOSTRACION. Es claro que k[a] C k(a). Para establecer la igualdad, es suficiente
mostrar que k[a] es un cuerpo ya que esto implica que k(«) C k[a] por ser k(«) el menor
cuerpo que contiene a kU {a}.

Veamos que m,(x) es irreducible. Supongamos que m,(z) = f(x)g(x) con f, g € klx].
Como 0 = m, () = f(a)g(a), f(a) =0 0 g(a) = 0. Supongamos que f(«) = 0. Tenemos
que f € Nu(®), lo que implica que existe h € k[z] tal que f(z) = mq(x)h(z). Luego
ma(z) = me(z)h(x)g(x), de lo que sigue que 1 = h(z)g(x) por ser k[z] anillo integro (i.e.
no tiene divisores de cero). Concluimos que g es una unidad en k[z], es decir, un polinomio
constante no nulo, lo que muestra que m,(x) es irreducible.

El ideal (mq(z)) es maximal por ser m,(z) irreducible, por lo que obtenemos que

klz]/(ma(x)) = k[z]/ Nu(®) ~ Im(®) = k[
es un cuerpo. Esto prueba que k[a] = k(«).
Sea d = gr(mq(x)). Veamos que [k(«a) : k] = d, mostrando que {1, a,...,a% 1} es una
k-base de k(«). Para ver la independencia lineal, supongamos 0 = ag+aja+- - Fag_ott
con a; € k para todo i. Tenemos que el polinomio g(x) := Z?;ll a;x" se anula en o, por lo
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que es necesariamente divisible por m,(z), el cual tiene grado d > gr(g(x)). Esto implica
que g(x) = 0, es decir, a; = 0 para todo .

Ahora veamos que el conjunto {1, q,...,a% '} genera k(a). Sea f(a) € kla] = k()
con f € k[z]. Por el algoritmo de la division en k[z], existen g,h € [ac], con h =06
gr(h(z)) < d, tales que f(z) = ma(z)g(z) + h(z). Entonces f(a) = (Oé) = h(Oé)
respectivamente. Este ultimo es claramente una combinacioén lineal de 1, ot [l

EseMpLOS 1.8. R[i] = C, Q[i] = Q +iQ, Q(+/18) = Q(3v/2) = Q[\/E}.

EJEMPLO 1.9. Sea a € C una raiz del polinomio irreducible f(z) := 2® + z + 1 sobre

Q. Como a*, (1 + a)™' € k(a) = k[a], estos elementos se pueden escribir (de manera

Ginica) como combinacion lineal sobre Q de 1, «, a?. Esto se hace usando el algoritmo de

la division en k[z] de una manera adecuada:

vt =2+ + Do+ (—2° — 1)
Prrtl=(@+)(a*—2+2) -1

a'= -’ —q,

(1+a)t=2-a+ad’

bl

EJEMPLO 1.10. Sea p entero primo (siempre serd asumido positivo). El cuerpo F), :=
Z/pZ tiene p elementos. El polinomio p(z) = 2% + x + 1 € Fy[x] es irreducible (notar
que basta ver que 0 y 1 no son raices). Entonces F,[z]/(p(z)) es un cuerpo de cuatro
elementos.

De manera similar, Fy = F3[z]/{(2? + 1) y Ey = F3[z]/(z* + x + 2) son cuerpos con
32 = 9 elementos. Se puede ver que E; ~ E,. Probaremos méas adelante que todo cuerpo
finito tiene cardinalidad p" para algin p primo y n € N, y es tnico con esta propiedad
(salvo isomorfismo).

DEFINICION 1.11. Una extension F'|k es algebraica si todo a € F es algebraico sobre
k. La extension F'|k se dice trascendente en caso de no ser algebraica.

OBSERVACION 1.12. Aunque no estudiaremos extensiones trascendentes en este curso,
cabe mencionar un ejemplo. Se prueba que 7 es trascendente sobre Q, por lo tanto

Q(m) = {% cfog€Qlx], g # O} ~ cuerpo de fracciones de Q|x].
g(m
PROPOSICION 1.13. Si una extension F|k es finita (i.e. [F : k] < 00), entonces F|k
es algebraica.

DEMOSTRACION. Sigue del hecho que para cualquier o € F, se tiene que el conjunto
{1, ...,a™} es linealmente dependiente para todo n > [F : k. d

OBSERVACION 1.14. Una extension algebraica no es necesariamente finita. Por ejem-
plo, se puede ver que Q({{/2 : n € N})|Q es algebraica pero no finita. Otro ejemplo es
Q|Q, donde Q = {« € C : « es algebraico sobre Q}.

PROPOSICION 1.15. Si F|k es finita, entonces F' es finitamente generado sobre k, es
decir, F = k(aq, ... ,ap) para ciertos aq,...,a, € F, con a; algebraico sobre k para todo
i.

DEMOSTRACION. Sea {aj,...,a,} una k-base de F. Entonces F = k(ay...,ay,). En
efecto, la inclusién D es obvia, mientras que la otra direccion sigue de F' = {Z?:1 ajo;
ay, ... a, €k} Cklay...,an). d
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DEFINICION 1.16. Para E vy F subcuerpos de L, el cuerpo composicion de E y F se
define por EF := E(F) = F(E).
OBSERVACION 1.17. Sean k C E, F' C L cuerpos y aq,...,a, € L.

» Si B =k(ayg,...,q,), entonces EF = F(aq,...,q,).

= Si oy es algebraico sobre k, entonces también lo es sobre F'.
w k(ag, .., an) =k(ag, ... an_1) ().

v klag, ..o o] = Elag, . anoa] o]

EJERCICIO 1.18. Sean E; y F5 extensiones de k contenidas en un cuerpo mas grande
E, y sea o una incrustacion de E a otro cuerpo L. Probar que o(E1Ey) = o(Ey)o(E?).

El siguiente resultado se puede considerar como una pseudo-reciproca de Proposi-
cion [L.13

PROPOSICION 1.19. Supongamos que E = k(ay,...,«a,), con «; algebraico sobre k
para todo i. Entonces Elk es una extension finita y algebraica.

DEMOSTRACION. Consideremos la siguiente sucesion de extensiones:
k C k(o) C k(ag)(ag) C -+ CE(ag,...,an—1)(on).

Notemos que cada una de las extensiones dadas por ‘C’ son finitas por ser «a; algebraico

sobre k y en particular sobre k(ay,...,a;_1). Luego, k(ay, ..., )|k es finita por Propo-
sicion y en consecuencia algebraica por Proposicion [1.13] O

EJEMPLO 1.20. Tomemos k = Q, E = Q[v/2] y F = Q[+/2], todos ellos subcuerpos de
C. Veamos que

EF = Q[V2,V72].

Como Q C E, V2 € E y v/2 € F, se tiene que Q[v/2,v/2] C EF. La otra inclusién sigue
de que EF = FE(+/2) es el menor cuerpo que contiene al conjunto E U {+/2}, el cual esta

incluido en Q[v/2][v/2] = Q[v2, V/2].

PROPOSICION 1.21. La clase de extensiones finitas y la clase de extensiones algebraicas
son distinguidas, es decir, cumplen.:

(1) Si k C F C E son cuerpos, entonces Elk es finita (algebraica) si y solo si E|F y
F|k son finitas (algebraicas). (En otras palabras, se mantienen por levantamien-
tos.)

(2) Si E|k es finita (algebraica) y F|k es arbitraria, entonces EF|F es finita (alge-
braica).

(3) Si E|k y Fl|k son finitas (algebraicas), entonces EF|k es finita (algebraica).

Los cuerpos k, F, E estan siempre incluidos en un cuerpo mds grande.

DEMOSTRACION. Comencemos con el caso de extensiones finitas. El primero ya fue
demostrado en Proposicion [I.3]

Para el segundo item, supongamos que El|k es finita. Por Proposicion E =
k(ay,...,qp) para ciertos ai,...,q, € F, todos algebraicos sobre k. Entonces EFF =
F(a,...,a,) (ver Observacion[1.17), con «; algebraico sobre F' para todo i, lo que implica
que EF|F es finita por Proposicion El tercer caso sigue de los dos primeros, para
cualquier clase de extensiones.
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Ahora consideremos las extensiones algebraicas. Para el primer item, supongamos que
k C F C E. Si E|k es algebraica, entonces claramente E|F es algebraica (pues k C F) y
F|k es algebraica (pues F' C F).

Ahora supongamos que E|F y Fl|k son algebraicas, y sea a € E, el cual queremos
ver que es algebraico sobre k. Como E|F es algebraica, existen ay,...,a, € F (no todos
nulos) tales que ag + aja + - - - + a,a™ = 0. Por Proposicion [1.19] las inclusiones

k C FO = ]{J(CL(], . ,an) C Fo(Oé).

son extensiones finitas de cuerpos, ya que ag,...,a, € Fy C F son algebraicos sobre k, y
« es algebraico sobre Fjy. Luego Fy(a)|k es finita por Proposicion lo que implica que
k(a)|k también lo es, y por lo tanto « es algebraico sobre k.

Finalicemos mostrando el segundo item. Sea o € EF = F[E]. Sabemos que existen f €
Flzy,...,x,] v a1,...,a, € E tales que a = f(ay,...,a,). Notemos que las extensiones
dadas por cada una de las inclusiones

F C F(a1) C F(ay,a) C -+ C Flay,...,a,)

son finitas, pues cada a; es algebraico sobre k (por estar en E) y por consiguiente también
sobre F(ay,...,a;_1). Luego, F(ay,...,a,)|F es finita, y como F(«a) C F(ay,...,a,),
obtenemos que « es algebraico sobre F. 0

Problemas.

1.1. Sea @ = v/2, esto es, la tnica raiz real positiva de z* — 2 = 0.
(a) Calcular el polinomio minimal m,(x) de « sobre Q. (Ayuda: usar el criterio de
Eisenstein: si f(z) = Y7 a;27 € Z[z] con a,, # 0y existe un primo racional
p tal que p | a; para todo 0 < j < m —1, pt a, y p*{ ao, entonces f(x) es
irreducible sobre Q).
(b) Determinar todos los cuerpos F' tales que Q & F' & Q(«).
(c) (Existe § € C tal que Q(a,i) = Q(p)?

1.2. (a) Hallar el polinomio minimal sobre Q de V2 4+ V3, V23, V2 + /5.
(b) Caracterizar en F := Q(v/2,v/5) los elementos o € F tal que F # Q(«).

1.3. Dar dos elementos «, 5 algebraicamente independientes sobre un cuerpo k, tales
que k(a, B) 2 k(zq, x9).
1.4. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
(a) Si E = F(«) con « algebraico sobre F'y tal que el grado de m,(z) es impar,
entonces F(a?) = E.
(b) Si E|k y F|k son finitas tales que [E : k] y [F : k] son coprimos, entonces
ENF=k.
(c) Si E|F algebraica y «, f € E tales que mcd(m,(z), mg(x)) = 1, entonces mg(x)
es irreducible en F'(«)[z].
(d) Existe una extension de Q(7) de grado 3.

2. Clausura algebraica

DEFINICION 1.22. Un cuerpo k se dice algebraicamente cerrado si todo polinomio en
k[x] de grado > 1 tiene una raiz en k.
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OBSERVACION 1.23. Si k es algebraicamente cerrado y f € k[x] con gr(f) = n, enton-
ces existen ¢, aq, ..., q, € k tales que

flx)=clzr —a1)... (v — an).
Esto se prueba recursivamente, usando que si ay € k es raiz de f, entonces f(x) =

(x — aq)g(x) para algun g(z) € k[z] de grado n — 1 por el algoritmo de la division.

El proximo objetivo es probar que para todo cuerpo k, existe un tnico (salvo isomor-
fismo) cuerpo k algebraicamente cerrado tal que la extension k|k es algebraica.

PROPOSICION 1.24. Dados k un cuerpo y f € k[x] con gr(f) > 1, existe una extension
Fl|k tal que f tiene una raiz en F.

DEMOSTRACION. Sea p(x) un polinomio irreducible en k[x]| que divide a f(x). El
cuerpo F := k[z]/{p(x)) contiene a KT} Ademés, si denotamos la clase de un elemento de
k[z] en F con una barra, es claro que p(Z) = p(z) = 0. Por lo tanto el polinomio f(z) se
anula en 7. O

TEOREMA 1.25. Todo cuerpo estd dentro de un cuerpo algebraicamente cerrado.

DEMOSTRACION. A cada polinomio f € k[z] con gr(f) > 1, le asociamos una inde-
terminada x . Sea

S =Axy: feklaer(f) =1}
Dentro del anillo k[S] de polinomios con coeficientes en k y variables en S, consideramos
el ideal

1= ({f(xs): f € kla], gr(f) > 1}).
AFIRMACION. [ # k[S].

DEMOSTRACION. Supongamos que I = k[S]. Como el polinomio idénticamente 1 esta
en I, existen fi,..., f, € k[z] con gr f; > 1 paratodo 1 <i<mny g,...,g, € k[S] tales
que

V=g fi(zp) +- -+ gn fulas,).

Escribamos x; = oy, para todo 1 <7 <n, y sean 41, ..., Ty las demés indetermina-
das involucradas en los polinomios ¢y, ..., g,. Luego,

1= Zg,—(xl, ces ) filxy).
i=1

Por repetidas aplicaciones de Proposicion para fi,..., f,, existe una extension
F|k tales que f; tiene una rafz a; € F para todo 1 < i < n. Tomemos {ay}res con
ajp, = o; para todo 1 <7 <ny ay=0 paratodo f € {f1,..., fi}. Entonces, evaluando
la dltima férmula en este elemento, obtenemos

1= Zgi(alv o) filag) =0,
i=1

lo cual es una contradiccion proveniente de haber asumido que I = k[S]. n

! Aunque la afirmacion es clara, existe cierta imprecision. Se recomienda ver [Lang, Prop. 2.3, Ch. V]
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Existe un ideal maximal (propio) m tal que I C m C k[S] pues I # k[S]. Luego
Ey = k C k[S]/m = El,

esto es, g = k es un subcuerpo del cuerpo Ej, y se cumple que todo polinomio en
Eo[x] = k[z] tiene al menos una raiz en Ej.

Repitiendo este procedimiento con F; y luego recursivamente, obtenemos una torre
de cuerpos

EyCcE CEyC---CE,C---,

con la propiedad de que cualquier polinomio en FE;[z] de grado al menos uno tiene una
raiz en F;,1, para todo ¢ > 0. Definimos

E=|]JE.

i>0

Es claro que E es un cuerpo. Ademas, E es algebraicamente cerrado. En efecto, si f € Elx]
con gr(f) > 1, entonces existe i > 0 tal que todos los coeficientes de f pertenecen a Ej,
por lo que f tendra unaraiz en ;1 C E. Esto completa la demostracion pues k C E. [

COROLARIO 1.26. Dado k un cuerpo, eriste k un cuerpo algebraicamente cerrado tal
que la extension k|k es algebraica.

DEMOSTRACION. Por Teorema [1.25] existe un cuerpo E algebraicamente cerrado que
contiene a k. Sea

k= U F ={a € E: a es algebraico sobre k}.
kCFCE:
F|k es algebraico
Resta ver que k es el cuerpo requerido.

Sean a, B en k. La extension k(a, B)|k es finita por Proposicion m pues o y 3 son
algebraicos sobre k. Entonces o — 3, a3~! estan en k(a, 3) C k. Esto muestra que k es un
cuerpo. La extension k|k es algebraica por definicién. Resta ver que k es algebraicamente
cerrado.

Sea f € k] y a € E raiz de f, veamos que a € k. Como a es algebraico sobre k, se
tiene que las extensiones k C k C k(a) son algebraicas. Concluimos que « es algebraico
sobre k por Proposicion lo que asegura que o € k. O

Resta probar la unicidad de la clausura algebraica. Probaremos de hecho algo mas
general.

LEMA 1.27. Sean E|k una extension algebraica y ¢ : E — E un morfismo de cuerpos
sobre k (i.e. | = 1dy). Entonces ¢ es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Como Nu(¢) es un ideal en un cuerpo, éste debe ser necesariamente
trivial (¢(1) = 1, lo que implica que ¢ no puede ser idénticamente nula), y por lo tanto ¢
es inyectiva. Veamos que ¢ es suryectiva.

Tomemos o € E y veamos que esta en la imagen de ¢. Sea E’ el subcuerpo de FE
generado por k y todas las raices de m,, € k[x] en E. Como E’ esta generada por una
cantidad finita de raices, y todas ellas son algebraicas sobre k, Proposicion [I.19] asegura
que la extension F'|k es finita.
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Sea (3 una raiz de m(z). Entonces ¢(3) tambi¢n es raiz de mq(x). En efecto, si
me(z) =Y 1y a;x’, entonces

n

ma(6(8)) = Z a; 9(B)" = ¢(3° a;) = dp(ma(B)) = $(0) = 0.

=0

Como ¢ es inyectiva, y lleva el conjunto finito de raices de m,(x) en E en si mismo,
entonces « esta en la imagen de ¢. O

Sean E|k una extension algebraica, L un cuerpo algebraicamente cerrado, y o : k — L
un morfismo de cuerpos. Una extension a E de o es un morfismo de cuerpos 7: £ — L
tal que 7|, = 0, esto es, 7(a) = o(a) para todo a € k.

. Cuantas extensiones a F existen de o7

Comencemos respondiendo esta pregunta en el caso £ = k(«) con « algebraico sobre
k. (En Seccién {] estudiaremos mas en profundidad esta pregunta.)

NOTACION 1.28. Para f(z) = Y, a;2" € k[x], denotaremos f7(z) = >, o(a;)z" € L[x].

Notemos que si 7 extiende o a F, entonces 7(a) es necesariamente raiz de m?(x).
Ahora, sea [ cualquier raiz de m2(x). Podemos definir 7 : E — L por 7(a) = . En
efecto, como todo elemento de E se escribe como f(a) con f =Y, a;a" € k[z], 7(f())
queda determinado por

7(f(@) = 7(C aa’) = > ola) (@) = ola;) B = f7(B).
Veamos la buena definicion de 7, suponiendo que hay un elemento en k(o) que se escribe
como f(a) = g(a) con f,g € kl[z]. Como m,(x) divide a f(z) — g(x), entonces m?(x)
divide a f?(x) — ¢°(x), lo que implica que

T(f(@) = f7(B) = ¢°(B) = 7(g(e)).
Hemos demostrado el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.29. Sea « algebraico sobre k y sea E = k(). El nimero de posibles
extensiones a k(«) es igual al nimero de raices distintas de my(x). Mds ain, las exten-

stones quedan determinadas por el valor en «, el cual debe ser necesariamente una raiz
de m?(z).

El resultado anterior serd fundamental en la demostracion del siguiente teorema, el
cual finaliza la prueba de la unicidad de la clausura algebraica.

TEOREMA 1.30. Sean E|k una extension algebraica, o : k — L un morfismo de
cuerpos, y L un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces existe una extension de o a
E. Ademds, si E es algebraicamente cerrado y la extension Llo(k) es algebraica, entonces
cualquier extension de o a E es un isomorfismo.

~ COROLARIO 1.31. Dado k un cuerpo, existe una tnica (salvo isomorfismo) extension
k algebraicamente cerrada tal que la extension k|k es algebraica.

DEFINICION 1.32. El cuerpo k del corolario anterior es llamado clausura algebraica de

k.
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DEMOSTRACION DE TEOREMA [1.30. Usaremos el Lema de Zorn. En el conjunto
S={Fr1):kCFCE T:F—=L,1|,=0}
consideremos el orden parcial definido por (F,7) <X (F',7")si FF C F' y 7'|r = 7. Tenemos
que S es no vacio pues contiene a (k, o).

Sea {(F;, 7;)}ien una cadena ordenada (i.e. (Fj,7;) < (Fj11,7i+1) para todo i € N).
Tomemos F' = U;F; y 7: F' — L dado por restriccion a 7; apropiado. Entonces (F;, ;) <
(F,7) para todo i € N.

Como hemos chequeado S # () y que toda cadena en él tiene cota superior, Lema de
Zorn nos asegura que existe un elemento maximal (E A) en §. Veamos que E = E. Si
a€ BN E entonces existe una extension de A a E (), contradiciendo la maximalidad de
(E, A).

Ahora veamos la segunda parte. Asumamos que E es algebraicamente cerrado y la
extension L|o(k) es algebraica. Tenemos que o(E) es algebraicamente cerrado y que la
extension L|o(E) es algebraica. Si o € L, entonces existe f € o(F)[x] que anula a «, lo que
implica que a € o(F) por ser algebraicamente cerrado. Esto prueba que L = o(FE). O

Problemas.

1.5. Probar que si F|k es algebraica, entonces E es una clausura algebraica de k. Dar
un contraejemplo si la extension E|k no es necesariamente algebraica.

1.6. Mostrar que si k& es un cuerpo finito, entonces k es numerable. Ademas, para un
cuerpo infinito k, probar que k tiene la misma cardinalidad que k.

1.7. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Si E|k es una extension arbitraria y ¢ : E — FE es un k-morfismo, entonces ¢ es
un isomorfismo. o
(b) No existe ningtn cuerpo algebraicamente cerrado F' que satisfaga Q ¢ F' & C.

3. Extensiones normales

Sean k un cuerpo y f € k[z] con gr(f) > 1. Un cuerpo de descomposicion (splitting
field) de f es un cuerpo F' que contiene a todas las raices «aq,...,q, y que ademés
F =k(ay,...,a,). Claramente, F|k es una extension finita por Proposicion [1.19)y ademas
f(x) se descompone en F' como

flz)=clx —ay)...(x — ),
para algin c € k.

EJEMPLO 1.33. Si f(x) = 2 — 2 € Q[z] y g(x) = 2? + 2 € Q|z], entonces Q; :=
Q(v2, —v2) = Q(v/2) es un cuerpo de descomposicion de fy Q, := Q(v/~2, —v/—2) =

Q(+v/—2) es un cuerpo de descomposicion de g.

EJEMPLO 1.34. Sea h(x) = z*—2 € Q[z]. Se puede ver que el cuerpo de descomposicion
Qp = Q(£v/2,£¥—2) de h coincide con Q(v/2,i). En efecto, como +v/2,+/—2 €
Q(v/2,1) se tiene que Q, C Q(+/2,1). La otra contencién sigue de que i = %{‘/—_2(\4/5)3 €
Qn. Més atn, [Qy, : Q] = 8 pues 22 41 es irreducible en Q(v/2) (;por qué?) lo que implica
que

(@1 : Q) = [Q(V2,i) : Q(V2)][Q(V2) : Q] = 2.4 =8.
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El siguiente grafico muestra de manera clara los grados de cada una de las extensiones:

El siguiente resultado nos asegura que existe un tnico cuerpo de descomposicion en
una clausura algebraica fija.

TEOREMA 1.35. Sean k un cuerpo y f € k[z] con gr(f) > 1. Si Eilk y Eslk son
cuerpos de descomposicion de f, entonces existe ¢ : By — FEo un isomorfismo de cuerpos
sobre k.

DEMOSTRACION. Primero veamos que F, es una clausura algebraica de k, donde
recordemos, Fy denota la tinica (salvo isomorfismo) clausura algebraica de Fy (ver Defi-
nicion . Como k C Es, todo polinomio de grado > 1 con coeficientes en £ tiene todas
sus raices en Ey. Ademds, Es|k es algebraica por Proposicion M(l) pues Fy|Ey y Eslk
lo son.

Por Teorema , existe ¢ : By — E, un k-morfismo de cuerpos. Como todo morfismo
de cuerpos es inyectivo, solo resta mostrar que ¢(E;) = FEs. Denotemos aq, ..., a, las
raices de f en E;. Como ¢(ay),...,¢(a,) son raices de f en Ey, deben estar en Ey. Mas
atn, como ¢ es inyectivo, ¢(aq), ..., ¢(a,) son todas las raices de f en Es, y por lo tanto

gb(El) = gb(k(al, PN ,Ozn)) = k(¢(&1), ce 7¢(an)) = EQ.

Concluimos que ¢ : £y — FE5 es sobre. [l

DEFINICION 1.36. Para k C E C k, la extension E|k se dice normal si para todo
o : E — k morfismo sobre k se tiene que o(E) = E.

Notar que o : E — E en la definiciéon anterior es necesariamente un isomorfismo pues
todo morfismo de cuerpos es inyectivo.

EJEMPLO 1.37. Claramente, Q(v/2) es normal pues si 0 : Q(v/2) — Q es un Q-
morfismo, entonces o(1/2) debe ser una raiz de 2> — 2, por lo tanto
0(Q(vV2)) € Q(o(v2)) = Q(£V2) = Q(V2).
Mas atn, se puede ver que toda extension de grado 2 es normal.

EJEMPLO 1.38. El cuerpo Q(v/2) no es normal sobre Q. En efecto, o : Q(v/2) — Q,
determinado por v/2 + iv/2 es un Q-morfismo, pero o(Q(v/2)) = Q(iv/2) # Q(+/2).

EJEMPLO 1.39. El cuerpo Q(v/2,1) es normal sobre Q por el teorema siguiente.

TEOREMA 1.40. Sean k C E C k cuerpos. Las siquientes afirmaciones son equivalen-
tes:
(1) la extension Elk es normal;
(2) E es el cuerpo de descomposicion de una familia de polinomios;
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(3) todo polinomio irreducible p(x) € k[x] que tiene una raiz en E, tiene necesaria-
mente todas sus raices en E.

DEMOSTRACION. Veamos primero que (1) implica (3). Sea p(x) € k[x] irreducible con
a € F una raiz de p, y sea 8 € k una raiz de p(z). Queremos mostrar que 3 € E.

Definimos o : k(a) — k(8) el k-morfismo de cuerpos determinado por o(a) = (. Por
Teorema existe 1) : £ — k una extension de o. Como E|k es normal por hipotesis,
se tiene que ¥ (E) = E. Concluimos que 3 € E.

Notemos que, bajo la hipotesis en (1), acabamos de probar que para cualquier « € F,
el polinomio m,(z) € k[z] tiene todas sus raices en E. Entonces E coincide con el cuerpo
de descomposicion de la familia {mq(z)}scg. Esto muestra que (1) implica (2).

Ahora veamos que (2) implica (1). Sea E el cuerpo de descomposiciéon de la familia
{fi(z)}ier. Para i € I, denotemos o ; con 1 < j < n,; las raices de f;(x). Para probar que
E|k es normal, sea 0 : E — k un k-morfismo de cuerpos, y mostremos que o(E) = E, o
equivalentemente, «; ; € E para todo 4, j. Esto es cierto pues o(o; ;) es rafz de f;(x) (por
ser o un k-morfismo), lo que implica que «; ; € k(a;1,...,q;p,) C E.

Ahora asumamos (3) y tomemos nuevamente un k-morfismo o : £ — k. Sea a € E,
y veamos que o(«) € E. Esto sigue de que o(«a) es raiz del polinomio irreducible m,(x)
por la hipdtesis en (3). O

Se puede ver que la clase de extensiones normales no es distinguidas. Asimismo, varias
de las propiedades son validas.

TEOREMA 1.41. Las siguientes afirmaciones son verdaderas.

(1) La normalidad se mantiene por levantamientos, esto es, si E|k es una extension
normal, entonces la extensidn EF|F es también normal.

(2) Si k C F C E son cuerpos tales que la extension E|k es normal, entonces la
extension E|F también lo es.

(3) Si E|k y F|k son extensiones normales (dentro de una misma clausura algebraica
de k), entonces EF |k y E N F|k son también extensiones normales.

DEMOSTRACION. Para ver (1), sea o : EF — k un F-morfismo de cuerpos. Como
olg : E — k es un k-morfismo, se tiene que o(E) = E por ser la extension E|k normal por
hipotesis. Entonces o(EF) = o(E)o(F) = EF (ver Ejercicio [L.18)), tal como queriamos.

El item (2) sigue inmediatamente del hecho que todo F-morfismo o : E — k es
necesariamente un k-morfismo. Luego, o(F) = E por hipotesis.

Sea o : EF — k un k-morfismo. Claramente, 0|z : E — ky o|r : F — k son

k-morfismos, y como E|k y F|k son normales por hipétesis, tenemos que o(EF) =
o(E)yo(F)=FEF.Sio: ENF — k,entonces o(ENF)=0(E)No(F)=ENF. O

Finalizamos la subseccién dejando algunas propiedades simples de ejercicio, las cuales
seran ttiles en el resto de las notas.

EJERCICIO 1.42. Sea E|k una extension finita y sean oy, ..., 0, todos los k-morfismos
de E a E. Probar las siguientes afirmaciones:

(a) La extension normal de k que contiene a £ mas pequena es

E = ﬂ F.
FE

F|k normal
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(b) E' =o01(FE)...0u(E).
(¢) Si E = k(a) con « algebraico sobre k, entonces E' = k(o1(a),...,on()).

Problemas.

1.8. Sea £ = Q(~+/2,4). Sabemos que la extension E|k es normal por Ejemplos m y
Teorema
(a) Probar que E|Q(i) es una extension normal.
(b) (Existe F' C FE tal que E|F no sea normal?
(c) (Existe F' C F tal que F|Q no sea normal?

1.9. Sea a = /2 € C, esto es, el tnico nimero real positivo a tal que o = 2.

(a) Calcular m,(z) sobre Q.

(b) Probar que el cuerpo de descomposicion de mq(z) es Q(v/2,w), donde w = €27/3,
y que su dimensién como Q-espacio vectorial es igual a 6.

(c) (Existe un cuerpo F' tal que Q & F' & E'y F|Q normal?

1.10. Sea f(z) = 2® +2* + 1.

(a) Describir el cuerpo de descomposicion de f sobre Q.
(b) Sea « raiz de f(x). Hallar todos los morfismos de Q(«) a C.

1.11. Probar las siguientes afirmaciones, donde E y F' son extensiones de k.
(a) Si E|k es normal, entonces EF|F es normal.
(b) Para k C F' C E, si E|k es normal, entonces E|F es normal.
c¢) Si E|k y F|k son normales, entonces EF|k y EN F|k son normales.
(d) Si k C F C Ey E|k es normal, entonces F|k no necesariamente es normal. En
particular, la clase de extensiones normales no es distinguida.
(e) Sean k C F C E cuerpos tales que las extensiones F|F y F|k son normales. ;jEs

E|k necesariamente normal?

4. Extensiones separables

Sean L un cuerpo algebraicamente cerrado y ¢ : k — L un morfismo de cuerpos.
Proposicion nos asegura que la cantidad de formas de extender o a una extension
de la forma E = k(«a) es igual al nimero de raices distintas de m,(x). En efecto, tales
morfismos estan determinados por el elemento al que enviamos «, el cual necesariamente
debe ser una raiz de mg(x).

DEFINICION 1.43. Sea E|k una extension algebraica. Llamamos el grado de separabi-
lidad de la extension E|k a
[E:kls:=#{r:E— L:71|,=0}.

EJERCICIO 1.44. Probar que el grado de separabilidad de una extension algebraica
estd bien definida, es decir, no depende de la eleccion del cuerpo algebraicamente cerrado
L ni del morfismo o. En particular, se puede tomar L = k y o = id.

Teorema nos asegura que [F : k|g > 1.

TEOREMA 1.45. Sean k C F C E cuerpos tales que la extension E|k es algebraica.
Entonces

[E:kls=[E: F|,[F : kls.
Ademds, si la extension E|k es finita, entonces [E : k|s es finita y [E : k], < [E : k.
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DEMOSTRACION. Fijemos un morfismo ¢ : £ — L, con L algebraicamente cerrado.
Denotemos por {o; }ier a la familia de extensiones de o a F. Para cada i € I, sea {7, ;}je,
la familia de extensiones de o; a E. Luego,

#lribiersen = S #4i = SO(E Fl, = [E: Fl 1 = [E: FL[F - k],
i€l iel

Resta ver que cualquier extension 7 de o a I es algtn 7;; para ciertos 4,j. Sea T una
extension de o a E. Como 7|r extiende a o a F, entonces 7|p = o; para algin ¢ € I.
Como 7 extiende a 7|p = 0; a E, 7 = 7;; para algin j € J.

Ahora asumamos que [E : k] < co. Por Proposicion [1.15, E es finitamente generado,
es decir, existen ay,...,qa, € FE tales que £ = k(ay,...,q,). Denotemos Fy = k' y
Fii1 = Fi(agyq) para 0 <1 < n — 1. Graficamente,

FOZkCFlzk(Oél)CFQZI{?(OQ,OQ)C"'CFn:k(Oél,...,Oén>=E.

Por lo mencionado al comienzo de la seccion, [Fi4q @ F}]s es igual a la cantidad de raices
distintas del polinomio irreducible de «;,; sobre F;. Por lo tanto

[Fl-;-l : Fl]s < [Fl-s-l : E]a

pues este 1ltimo es igual al grado del mencionado polinomio. Por lo mostrado en la primera
parte, concluimos que

[E . k‘]s = [Fl . Fo]s R [Fn . Fn—l]s S [Fl . Fo] e [Fn . Fn—l] = [E . /{Z],
lo cual completa la demostracion. U

OBSERVACION 1.46. Sera util para el resto de las notas notar que la igualdad [E :
kls = [E : k] se da tnicamente si (en la demostracion se tiene que)

[Fliq: Fls=[F41: F] paratodo0<l<n-—1.

DEFINICION 1.47. Para una extension finita E|k, decimos que E es separable sobre k
si[E: k|s = [E : k]. Decimos que un elemento algebraico « sobre k es separable si k() es
separable sobre k. Decimos que un polinomio f(z) € k[z] es separable si no tiene raices
repetidas en k.

OBSERVACION 1.48. Por lo visto anteriormente, un elemento « (algebraico sobre k) es
separable si y solo si m,(x) es separable. Esto explica las idénticas denominaciones para
elementos de un cuerpo y para polinomios presentes en la definicién anterior.

Veremos que si la caracteristica del cuerpo es cero (i.e. na # 0 para todo o no nulo
y n entero positivo), entonces toda extension de k es separable. El siguiente ejemplo
muestra un elemento no separable. Se verd que no es un ejemplo simple, y se usan diversas
herramientas que se complementaran en el resto del curso.

EJEMPLO 1.49. Sea p un primo racional. Consideremos el cuerpo F, := Z/pZ, el
cual tiene p elementos. Sea k = F,(t), donde ¢ es una variable independiente (i.e. ¢ es
algebraicamente independiente sobre F,). A k se lo conoce como el cuerpo de funciones
racionales de F,. Claramente, pa = 0 para todo « € k (i.e. k tiene caracteristica p).

Sean n € Ny f(z) = 2" —t € k[z]. El polinomio f(x) es irreducible por el criterio de
Eisenstein (jcreerlo! Aunque ain no estamos en condiciones de enunciar la version de este
criterio necesaria para aplicarla en este caso). Sea « € k raiz de f. Queremos determinar
cuando « es una raiz repetida de f(z). Para esto usaremos que [ es una raiz repetida de



20 1. EXTENSIONES DE CUERPOS

un polinomio g(x) si y s6lo si g(8) = ¢'(5) = 0, donde ¢'(x) es la derivada formal del
polinomio g. Si p{ n, entonces f'(z) = na™ ' # 0.

Supongamos ahora que n = p* para algin u entero positivo. Entonces f'(z) = 0.
Ademas, o =t pues f(a) = 0. Luego,

f(z) =2 — o = (z — ).

(Notar que f(z) = (x—a)?" = (z+ )" cuando p = 2.) Concluimos que « no es separable,
ya que es la tnica raiz de su polinomio minimal sobre k.

El siguiente es un ejercicio simple: si k C F' C E son cuerpos y o € E es separable
sobre k, entonces « es separable sobre F'.

TEOREMA 1.50. Sea E|k una extension finita. Entonces, E es separable sobre k si y
solo si todo v es separable sobre k para todo o € F.

DEMOSTRACION. Demostraremos solo la ida. Supongamos que E es separable sobre
k y veamos que todo o € E es separable sobre k. Extendamos la torre de cuerpos k& C
k(a) C E a
Fr=kCcF =klo)CF,C---CF,:=FE
con la propiedad que Fjyq; = Fj(ay41) para algin o1 € E, para todo 0 < [ < n —1
(cvy = «). Esto es posible pues la extension F|k es finita.

Como E es separable sobre k, tenemos [E : k|, = [E : k], lo cual era posible si y
solo si [Fi41 1 Fi]s = [Fi41 @ B para todo 0 <1 < n — 1 (ver Nota [1.48]). En particular,
[k() : k]s = [k(«) : k], esto es, « es separable sobre k. O

EJERrcICIO 1.51. Completar la demostracion de Teorema probando la reciproca.
(Ayuda: usar Proposicion y una torre apropiada para aplicar Observacion [1.48])

DEFINICION 1.52. Para una extension algebraica E|k (no necesariamente finita), de-
cimos que F es separable sobre k si toda subextension finitamente generada (i.e. finita)
de E es separable sobre k.

TEOREMA 1.53. La clase de extensiones separables es distinguida, es decir:

(1) Para k C F C E, E es separable sobre k si y sdlo si E es separable sobre F' y F
es separable sobre k.

(2) Si E es separable sobre k y F|k es arbitraria, entonces EF es separable sobre F.

(3) Si E y F son separables sobre k, entonces EF' es separable sobre k.

Los cuerpos k, F, E estdn siempre incluidos en un cuerpo mds grande.

DEMOSTRACION. Asumiremos que todas las extensiones de k son finitas. Para el caso
general, ver [Lang, Thm. 4.5, Ch. V|.

(1) sigue de Observacion [1.48] Resta ver (2), ya que (3) era consecuencia de (1) y (2).

Supongamos que E|k es finita y separable. Se tiene que E' = k(aq, . .., «,) para algunos
ai,...,a, € E por Proposicion [I.I5 Notar que a,...,a, son separables sobre k por
Teorema [1.50} Luego, EF = F(ay,...,a,) por Observacion [L.17, con «; separable sobre
F para todo 1 <7 < n. Se obtiene que FF es separable sobre F' usando el argumento de
la torre de cuerpos generados por un elemento en cada paso y Observacion [1.48] 0

TEOREMA 1.54 (del elemento primitivo). Sea E|k una extension finita y separable.
Entonces existe a € E tal que E = k(«).
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DEMOSTRACION. Comenzamos considerando el caso £ = k(«, () para o, € E.
Ademas, podemos asumir que k es infinito. En efecto, si k£ es un cuerpo finito, entonces
E también lo es, y todo cuerpo finito cumple que el grupo de elementos no nulos (con
respecto a la multiplicacion) es ciclico, esto es E* = (v) para algin v € E y por lo tanto
E = k(7). )

Sean o1, ..., 0, todos los k-morfismos (distintos) de E a k. Notar que

n= [k(avﬁ) : k]s - U{?(OC,B) : k]a
pues E es separable sobre k por hipotesis. Consideremos el polinomio
P(z) = [ [(0s(a) + 204(8) — 05(a) — wo;(83)).
1#]

Cada o; : k(a, 8) = k queda determinado por o;(a) y 0i(3). Como o; # o, para i # j,
P(z) no es idénticamente nulo. Por lo tanto existe ¢ € k tal que P(c) # 0 (notar que
k debe ser infinito para poder concluir esto, ya que no existe un polinomio no nulo con
infinitas raices).

Obviamente k(a + ¢f) C k(a, B). Veamos que vale la igualdad mostrando que tienen
la misma dimension. Como

0# P(c) = [ [(oila+ cB) — j(a + ¢B)),
i#]
los elementos o (a + ¢f),...,0,(a + ¢f) son todos distintos. Entonces mqy.s(x) € k[z]
tiene al menos n raices, por lo tanto
n < [kla+cB): k] <[k(a,B): k] =n.

Esto concluye la prueba de que k(a + ¢f) = k(«, B).

Resta mostrar el caso general. Como F|k es finita, entonces £ = k(a,...,q,) para
algunos a1, ..., q, € por Proposicion Hemos visto que k(a,_1,a,) = k(B,_1) para
algin 8,1 € E. Luego,

E — k(O{n_l, Oén)(Oél, .. 70511—2) — k(Oél, ey, Op_9, BYL—1>‘
Repitiendo este procedimiento n — 2 veces, obtenemos que E = k(/3;) para algin (; €
E. O
PROPOSICION 1.55. Sea k un cuerpo y sea o € k cuyo polinomio minimal es mq(z) €
» i char(k) = 0, entonces todas las raices de my(z) tienen multiplicidad uno (i.e.
me(z) es separable), por lo tanto « es separable sobre k y [k(a) : kls = gr(ma,)-
» Sip:= char(k) > 0, entonces existe i > 0 entero tal que toda raiz de my(x)
tiene multiplicidad p*,
k(o) : k] = pH[k(a) @ ks,
y o es separable sobre k.
DEMOSTRACION. Sean oy, ..., q, las raices distintas de m,(z) en k, tal que a; = a.
Sea m; la multiplicidad de a; en m,(x), esto es,

r

me(x) = H(ac — o)™,

Jj=1
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Para cada 1 < i < r, tomemos la aplicaciéon o; determinada por
g;: k(@) — k(O&i),
a— ay,

y lo extendemos a o; : k — k.
Como mg(z) tiene coeficientes en k, tenemos que m7% (z) = mq(z) para todo i. Luego,

[[@=oia)™ =] (@ —ay)™.

j=1 j=1

Por la factorizacién tinica de polinomios sobre k, obtenemos que la multiplicidad de la raiz
«; debe ser igual en ambos lados, esto es, m; = m;. Como esto es valido para cualquier 7,
tenemos m :=mqy = - = m,.

Hemos probado que toda raiz de m,(x) tiene multiplicidad m. Resta mostrar que

o 1 si char(k) =0,
RV si char(k) = p,

para algln entero no negativo .

Supongamos que m > 2y sea [ una raiz de m,(x). Tenemos que m,(3) = 0 = m/ (5).
Luego,

med(me (z), ml, (2)) | ma(z).

Mas atin, como el término del lado izquierdo no es una unidad, y el del derecho es irreduci-
ble, entonces ambos son iguales. Entonces m,(x) | m. (x), lo cual ocurre solo si m. (z) = 0.

Cuando char(k) = 0, la conclusion de arriba no puede ocurrir, por lo que hemos
mostrado que m = 1, esto es, « es separable sobre k.

Ahora asumamos char(k) = p para algin p primo y m > 2. La condiciéon m/ (z) =0
ocurre s6lo cuando existe un polinomio g(z) € k[z] tal que

ma(x) = g(a?).

Luego, of, ..., af son raices de g(x), por lo tanto
T
g(z) = [J (& —at)ym,
j=1

con gr(g(z)) = ro. Ademés
k(o) : K] _ gr(ma(@)) _rm
k() K] gilg(e) B

Procediendo inductivamente, tomamos el menor entero positivo u tal que o” es una
raiz de un polinomio separable, digamos

ma(z) = h(z"),
con h(x) € k[z]. De la misma manera que arriba, obtenemos que
[k(e) : k(a™)] = p".
Ademas, como h(x) tiene raices de multiplicidad uno por ser separable, se tiene que
k(™) : k], = [k(a?") : k]

[k(a) : k(a”)] = =p
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Maés atn, comparando los grados de m,(z) y h(z) se ve que el nimero de raices distintas
de h(x) es r. Luego,
r=[k(a): k], = [k(a?") : k],
lo que implica que
k(@) : k] = [k(a) : k(o] [k(a?) : k] = p" [k(a?") : K]y = p" [k() : K,
lo cual completa la demostracion. U

COROLARIO 1.56. Para cualquier extension finita E|k, el grado de separabilidad [E :
k|s divide al grado [E : k]. El cociente es 1 si char(k) = 0, y una potencia de p si
char(k) =p > 0.

DEMOSTRACION. Sigue de tomar una torre en donde en cada paso la extension es
generada por un elemento, y luego se aplica la proposicion anterior en cada uno de los

pasos. 0]
El grado de inseparabilidad de la extension E|k es definido como el cociente
[E : k]
E:k|; = .
| ] [E ks

Se tiene que [E : k| = [E : k]s[E : k];. Mas informacion sobre el grado de inseparabilidad,
y extensiones puramente inseparables (i.e. cuando [E : k]; = 1) se puede consultar en
|[Lang], §V.6].

Problemas.

1.12. Sea E|k una extension separable. Probar que si existe un entero positivo n tal
que [k(«) : k] < n para todo o € E, entonces [E : k] < n. (Ayuda: usar el Teorema del
Elemento Primitivo.)

1.13. Una extension E|k se dice puramente inseparable si [E : k|s = 1. Probar que la
clase de extensiones puramente inseparables es distinguida.

1.14. Sea k un cuerpo de caracteristica p. Probar que las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(a) Toda extension algebraica de k es separable.
(b) Todo elemento de k tiene una raiz p-ésima en k.

. Puede dar un cuerpo k donde ocurren estas afirmaciones?

5. Cuerpos finitos

Sea F' un cuerpo con una cantidad finita de elementos, digamos ¢q. Consideremos el
morfismo de anillos

p: 4 — F,

1—1,
esto es, p(m) = m -1 para todo m € Z. Como F es finito, ¢ tiene nicleo no trivial, el
cual es necesariamente un ideal principal de Z, digamos Nu(y) = pZ para algun p € Z.
Notar que p debe ser irreducible (i.e. primo) en Z, pues de lo contrario habria divisores

de cero en
Z/Nu(yp) ~ Im(p) C F.
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Concluimos que una copia de Z/pZ esta en F. En particular, F' tiene caracteristica p,
pues

14+---+1=0.
—_——
p-veces

Denotaremos por F, la copia de Z/pZ en F. Como F, C F, entonces F' tiene una
estructura de F), espacio vectorial. Sea n = dimp, I, entonces

q=#F=p".
En efecto, si {wi,...,w,} es una Fj,-base de F, entonces todo elemento en F puede
escribirse de manera tinica como
ajwi + - -+ ayw, con a; € F, para todo ¢.
El grupo F* de unidades de F' es obviamente F' ~ {0}, por lo tanto tiene ¢ — 1
elementos. Luego,
a?l'=1 paratodo a € F*.

Esto nos asegura que el polinomio f(x) := x? — x se anula en todos los elementos de F.
Ademas, como gr(f) = g, entonces f tiene todas sus raices distintas, esto es,

flz)=2—2 = H(m—a).

acl

Concluimos que F es el cuerpo de descomposicion de f(x). Por lo tanto, F' es tinico salvo
isomorfismo por Teorema [1.35] Ahora veremos que la unicidad del cuerpo F' con ¢ = p"
elementos es atin mas fuerte.

Fijemos p cualquier primo y n un entero positivo, y sea ¢ = p". Fijemos F, (cualquier)
clausura algebraica de F,. Sea F' el cuerpo de descomposiciéon del polinomio f(x) :=
z? — x € F,[x], esto es,

F=F({a€kF,: fla)=0}).
Veamos que
F={a€eF,: f(a)=0}.

La inclusion con direcciéon D es clara por la formula anterior. Para mostrar C, es suficiente
ver que E := {a € F,: f(a) = 0} es un cuerpo.

Sean «, 3 € E, por lo tanto o = a 'y " = . Queremos probar que o — 3y a7}
estdn en F, o equivalentemente, que son raices de f(x) = 27" — z. Se tiene que

a—pFeE pues (a—B)P = + (-1 =a+(-1)f=a—p,
af P € E pues (af 7 =" (B) = af

n

Esto completa la prueba que de E es un cuerpo.
Como ademas

flla) = (2" —2) = qu"™" = 1=—-1#£0,

entonces f no tiene raices miltiples, por lo tanto #F' = gr(f) = ¢.
Hemos probado que dentro de F}, hay un tinico cuerpo con p" elementos, sin necesidad
de agregar ‘salvo isomorfismo’.



5. CUERPOS FINITOS 25

TEOREMA 1.57. Para cada primo p yn > 1, existe un cuerpo finito con p™ elementos,
unicamente determinado dentro de cualquier clausura algebraica de F,,. Este es el cuerpo
de descomposicion del polinomio 27" — x € F,[z], y sus elementos son precisamente sus
raices. Todo cuerpo finito es isomorfo a uno como este para algin p y n como arriba, el
cual denotaremos Fiyn.

El resultado de existencia anterior es algo tedrico. Veamos una construccion explicita
en el caso (no trivial) mas simple, es decir, el cuerpo con cuatro elementos.

EJEMPLO 1.58. El tinico polinomio cuadratico irreducible sobre F} es f(x) := x?+x+1.
En efecto, tal polinomio debe ser necesariamente de la forma z? 4+ bx + 1 con b = 0,1,
pero 22 + 1 = (x + 1)? no es irreducible.

Tenemos que el ideal en Fy|x] generado por f(x) es maximal. Luego, el cociente
Fylx]/{f(z)) es un cuerpo de dimension gr(f) = 2 sobre Fy, esto es, con cuatro elementos.

Se puede ver que hay dos polinomios irreducibles ciibicos sobre F5. De todas maneras,
Teorema [1.57|nos asegura que los dos cuerpos construidos como arriba de 2% = 8 elementos
son isomorfos.

COROLARIO 1.59. Sea Fy, un cuerpo finito con q elementos, y sea m > 1. Dentro de
(cualquier) F,, existe una tinica extension F|F, de grado m, la cual es Fym.

DEMOSTRACION. Denotemos ¢ = p™. Notemos que Fq es una clausura algebraica de
F,, pues la extension Fqlnljp es algebraica por ser finita. Luego, Fym = Fymn es el cuerpo
de descomposicion de 2P — z en Fj,. Si o € F, entonces o = «, por lo tanto

m m—1 m—1 m—2
ad" = (aq)q — af _ (aq)q =...=al=q,
lo que equivale a o € Fym. Esto nos asegura que I, C Fyn. Ademés, por Proposicién

tenemos que
Fom @ F mn
[qu . Fq] = M = —
[Fy : F) n
Esto muestra la existencia de la extension de [, de grado m, usando precisamente Fjm.
Veamos ahora la unicidad de tal extension. Sea F|F, extension de grado m. Entonces

#F = (#F,)" = (p")™ = p™, esto es, F = Fynn por Teorema [1.57 O

=1m.

PROPOSICION 1.60. Dentro de (cualquier) F,, Fym C Fyn siy sdlo si m divide a n.

DEMOSTRACION. Supongamos que Fy,m C Fyn. Sea r = [Fyn : Fjm|. Entonces
Pt = = (#Em)" = (™) =™,

v n = mr, esto es, m divide a n.
Para la reciproca, supongamos n = mr para algin r € Z positivo. Claramente,

P 1= ") —1=" =) +p" 4+ (7).
Abreviemos t = (1 4+ p™ + -+ + (p™)"1), esto es p™ — 1 = (p™ — 1)t. Luego,
P = (@Y 1= (P =)L P DED)

lo que implica que 2P"~! — 1 divide a 2P ~! — 1, y 2P — 2 divide a 27" — 2. Concluimos
ue F,m C Fymr, pues los elementos de Fym y Fymr son raices de 2P —z y 2P —2. O
p p p p

PROPOSICION 1.61. Si g(z) € F,[z| es irreducible y gr(g(x)) divide a n, entonces g(x)
divide a x*" — .
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DEMOSTRACION. Sea a € F), raiz de g(z). Se tiene que [F, () : F,] = gr(g) =: m, por
lo tanto #F,(«) = p™, y F,(a) = Fpm por Teorema [1.57]

Como m divide a n por hipdtesis, Proposicion implica que F,(a) C Fyn, es decir,
« es raiz de 27" — x. Sigue que zP" — x vive en el ideal {h € F,[z] : h(a) = 0}, el cual es
generado por m,(z) = g(z), por lo tanto g(z) divide a 27" — . O

EJEMPLOS 1.62. Tomemos p = 2. ;Cémo se factorea el polinomio f(z) := 2® —z €

F5[x]? La proposicion anterior resultara extremadamente ttil para este tipo de problemas.

Tenemos que f(z) = 22 — 1. Luego, Proposicién asegura que cualquier polinomio
irreducible g(x) que divida a f(z) debe tener grado un divisor de 3. No es dificil mostrar a
mano que todos los polinomios irreducibles con coeficientes en F5 de grado menor o igual
a 3 son

T, r+1, 22+ r+1, 933—1—1:2+1, 2+ +1.

(Esto se puede ver mostrando que el resto de los polinomios tiene a 0 o 1 como raiz.
En efecto, el término constante de un polinomio irreducible debe ser 1, y los polinomios
restantes 22+ 1, ® +1, 23 + 22 + £ + 1 se anulan en 1.) Luego, el polinomio z(z +1)(z* +
22+ 1)(23 + z + 1) divide a f(z), y como ambos tienen grado ocho, obtenemos que

P rr=z@+1)(2®+27+ 1)@+ +1).

Tomemos ahora f(z) = 2'® — 2 € Fy[z]. Para factorear f(x) usando Proposicion [1.61]
necesitamos saber todos los polinomios irreducibles de grado 4 con coeficientes en F5.
Luego de listarlos a todos (son 32), y descartar aquellos que se anulen en 0 o 1, nos
quedan

o+t 1 ot + 1, ot 423 41, sttt e+ 1

Supongamos que uno de ellos, digamos g(z), no es irreducible. Entonces existe un
polinomio h(x) de grado m, con 1 < m < 4, que divide a g(z). Si m = 1, entonces h(z) es
z o x+ 1, porlo tanto 0 o 1 es raiz g(x), lo cual no es cierto. De manera similar, si m = 3
entonces g(z)/h(z) es un polinomio de grado uno, por lo que nuevamente obtenemos que
0 o 1 es raiz de g(z), lo cual es una contradiccion.

Nos queda considerar el caso en que m = 2, es decir, existe un polinomio h(z) cuadra-
tico que divide a g(x). Si el cociente g(z)/h(z) que tiene grado dos no fuera irreducible,
entonces nuevamente obtenemos que 0 o 1 es raiz de él, y por lo tanto de g(z). Resta
solamente considerar el caso en que g(z) es divisible por un polinomio irreducible cua-
drético h(z) tal que el polinomio cuadratico g(z)/h(x) es también irreducible. Como el
Ginico polinomio cuadratico irreducible en Fy[z] es 2? + x + 1, tenemos que g(z) debe ser
divisible por 22 +z + 1y g(x)/(z* + z + 1) = 2> + x + 1, esto es,

glx)=(@*+r+1)? =2+ 22 + 1.
Concluimos que todos los polinomios de grado 4 irreducibles en F[z] son
ot 4+ 41, ot 4+ 23 41, 4+ e+ 1.
Luego,
e~z =wx+ D@ +r+ D@ o+ 1)@+ 22+ D)@ + 2 2t o+ 1),

pues Proposiciéon nos asegura que el polinomio de la derecha divide al de la izquierda,
y ambos tienen grado 16.



5. CUERPOS FINITOS 27

En los ejemplos anteriores hemos visto que I y 22—z se descomponen en Fyx]
como el producto de todos los polinomios irreducibles en Fj[x] cuyo grado divide a 3 0 4
respectivamente. El siguiente teorema muestra que esto no ha sido una casualidad.

TEOREMA 1.63. Para cualquier p primo y n entero positivo, tenemos que

o — = H f(x).
fEFp[x] irred y moénico:
gr(f)n

DEMOSTRACION. Llamemos g(z) al polinomio del lado derecho de la formula que
queremos probar. Proposicion nos asegura que todos los factores de g(z) dividen a
2" — x, y como éstos son coprimos (por ser irreducibles), entonces g(x) divide a 2P" — z.
Escribamos 2?" —x = g(z)h(z) para algtin h(x) € F,[z], el cual es necesariamente monico.
Debemos probar h(z) = 1.

Supongamos que gr(h(z)) > 1. Existe un polinomio irreducible m(x) € F[x] divisor
de h(x) con d := gr(m(z)) > 1. Notemos que d no divide a n. En efecto, si d dividiera
a n, m(z) dividiria a g(z) y nuevamente a z*" — x, lo que nos dice que m(z)? divide a
2P" — z, lo cual es una contradicciéon pues 2" —  no tiene raices dobles.

Sea a € F), raiz de m(z). Como [F,(a) : F,] = gr(m(z)) = d, entonces #F,(a) = p?,
lo que implica que Fj(c) = F,« por Teorema . Ademas, a es también necesariamente
raiz de 27" — x, por lo tanto F,u = F,(a) C Fyn, y Proposicion implica que d divide
a n, lo cual es una contradiccién proveniente de asumir gr(h(z)) > 1. Concluimos que
h(z) =1y g(x) = 2" — x. O

El préximo objetivo es describir el grupo de automorfismos Aut(F,) de F,. Claramente
Aut(F,) = {idg,}, pues un automorfismo arbitrario o de F, debe cumplir o(1) = 1 y por
lo tanto o(m) = m para todo m € F),.

Ahora supongamos que ¢ = p" para p un primo racional y n un entero positivo. Sea

@ by — Fy,
x+— 2P,

el cual es conocido como el morfismo de Frobenius. Veamos que efectivamente es un
morfismo. Esto sigue de que, para todo «, 5 € F,

pla+ )= (a+ B =a’ + = p(a) + ¢(B),
p(apf) = (aB)f = a7 = p(a)p(B).

Ademaés, ¢ es inyectiva pues el niicleo es no nulo e ideal dentro de un cuerpo, lo que
asegura que es trivial. Esto ademés implica que es suryectivo pues p(F,) C F, y #F, = q.
Concluimos que ¢ € Aut(F},). Mas atun, ¢|F, = idg,, i.e. ¢ es un F,-morfismo, por el
Pequeno Teorema de Fermat: a? = a (méd p) para todo a € Z.

TEOREMA 1.64. Sean n un entero positivo, p un nimero primo, y q = p". Entonces
Aut(Fq> - <SO>7
de orden n.

DEMOSTRACION. Sea G = (p). Claramente ¢" = id, pues ¢"(z) = 2?" = x para
todo x € F,. Mas ain, n es el orden de . En efecto, si d | n es el orden de ¢, entonces
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r = pl(r) = 2" para todo x € [, esto es, 2P — z tiene #F, = p" raices, por lo tanto
d __ pd - n _
pt=gr(a” —x) =p", yd=n.
Resta ver que G = Aut(F,). Cualquier automorfismo de F, deja invariante a F,, es
decir, es un F,-morfismo. Por Teorema (1.45] obtenemos que
n<#Au(F,) =[F,: F|s <[F,: F,)]=n
lo que implica que G = Aut(F,). O
Problemas.

1.15. Probar que un dominio de integridad finito con unidad es un cuerpo.

1.16. Probar que si F' es un cuerpo finito, entonces (F'*, ) es un grupo ciclico. (Ayuda:
usar el teorema de descomposicion de grupos abelianos.)

1.17. Hallar la factorizacion en elementos irreducibles del polinomio f(z) = 2?" — x

en Fs[z].

'

1.18. Sean p primo racional, n > 1, ¢ = p™.

g=> do(d)

dln
donde ¢(d) denota la cantidad de polinomios irreducibles sobre F, de grado d.

(b) Concluir que
n) =Y u(d)g"",
din
donde p es la funcion de Mobius. (Ayuda: glooglear Mdbius function.)

(a) Probar que

1.19. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(1) Toda extension de cuerpos finitos es normal.

(2) Toda extension de cuerpos de caracteristica p es normal.

(3) Toda extension de cuerpos finitos es separable.

(4) En F,, ¢ = p", todo elemento tiene una tnica raiz p-ésima en F,.

(5) El grupo Auth(Fq) es abeliano con todos sus elementos no triviales de orden
finito.



Capitulo 2

Teoria de Galois

1. Correspondencia de Galois

DEFINICION 2.1. Una extension Elk se dice Galoisiana (o de Galois) si es normal y
separable. Se llama a Auty(E) = {¢ : E — E : k-isomorfismo} el grupo de Galois de la
extension F|k, y se denota G(F|k).

OBSERVACION 2.2. Para una extension Galoisiana F|k, las siguientes propiedades son
claras.

Es claro que G(E|k) es un grupo.
Si G es un subgrupo de Auty(E), entonces

E% :={a € E: ¢(a) = a para todo ¢ € G}

es un subcuerpo de E.
Sean H y G subgrupos de Aut,(E). Entonces, H C G siy solo si E D EC.
Como E|k es normal (y asumimos E C k), el grupo G(E|k) coincide con

{¢: E — k : k-morfismo}.

TEOREMA 2.3. Sea E|k una extension de Galois, y denotemos G = G(E|k). Entonces,
ES = k. Ademds, si k C F C E, entonces E|F es también una extension de Galois y el
mapeo

O:{F:kCFCE}— {subgrupos de G},
Fr—— G(E|F)
es inyectivo.

DEMOSTRACION. La contencién k C E¢ es clara por ser k-morfismos todos los ele-
mentos de G(E|k). Sea a € EY y veamos que necesariamente o € k. Sea o : k(a) — k
cualquier extension del morfismo id : £ — k, cuya existencia estd garantizada por Teore-
ma Extendemos o a E de cualquier manera, esto es, a un k-morfismo o : £ — k. Se
tiene que 0 € G(F|k) = G por la observacion de arriba. Luego, o(a) = a por hipoétesis.
Como « es separable sobre k, obtenemos que

1= [k(a) : k], = [k(a) : k],

y por lo tanto a € k.

Ahora tomemos un cuerpo intermedio F' de E|k, i.e. k C F' C E. Tenemos que E|F es
una extensién Galoisiana por Proposicién y Teorema [I.53] En particular, acabamos
de probar que F = E9EIF),

Supongamos que F'y F’ son cuerpos intermedios tales que G(FE|F) = G(E|F’). En-
tonces F = BIEIF) = RIEIF) — F' TLuego, el mapeo ® es inyectivo. U

29
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COROLARIO 2.4. Sea Elk una extension de Galois, y sean F' y F' cuerpos intermedios
de E|k: Entonces

(2) Eg E\F mg(E|F’) — FF'.
(3) EVERGEI) — f F,
(4) F C F' si y solo si G(E|F) D G(E|F").

DEMOSTRACION. (1) fue parte del teorema anterior.
Veamos (2). Tenemos que G(E|FF') C G(E|F)NG(E|F"), lo que implica que

FF' = ESEIFF) ~ pG(EIFNG(E[F)

Para la otra contencion, notamos que F = E9EIF) < RIEINNGEIF) v de manera si-
milar F' ¢ E9EIINGEIF)  Tuego, el cuerpo composicion FF' también estd incluido en
EY(EIF)NG(E|F)

(3) queda como ejercicio para el lector.

Para mostrar (4), asumamos que F C F'. Si o € G(E|F'), entonces 0 : E — k es un
F’-morfismo, y en particular un F-morfismo. Luego G(E|F’) C G(E|F). Para la reciproca,
G(E|F) > G(E|F') implica que F = E9FIN c pIEIF) = [, O

EJERCICIO 2.5. Finalizar la demostracion de Corolario [2.4 probando el item (3).

COROLARIO 2.6. Sea E|k una extension finita y separable, y sea E' la extension normal
mds pequena de k que contiene a E. Entonces, E'|k es una extension de Galois y existen
una cantidad finita de cuerpos intermedios de E|k.

OBSERVACION 2.7. En Ejercicio [1.42] mostramos que la extensiéon normal de k més
pequena que contiene a F es igual a

E' =0((FE)...0.(E),
donde oy, ..., 0, son todos los k-morfismos de E a k, y ademas E'|k es separable.

DEMOSTRACION. Lo que resta de probar a partir de la observacion anterior es la
finitud de la cantidad de cuerpos intermedios de E|k. Esto sigue de que el mapeo ® es
inyectivo y G(E'|k) es finito. O

TEOREMA 2.8 (de Artin). Sean E un cuerpo, G un subgrupo finito de Aut(FE) de
orden n, y k = EY. Entonces E|k es una extension de Galois finita con G(E|k) = G, y
[E : k] =n.

DEMOSTRACION. Veamos primero que la extension E|k es separable, viendo que todo
elemento a € E es separable. Sea {01,...,0,} un conjunto maximal de elementos de G
tal que los elementos

oi(a),...,o0()
son distintos entre si. Si 7 € G, entonces el vector (7oy (), ..., 70, (a)) es una permutacion
del vector (o1(a),...,0.(a)). En efecto, 7 es inyectivo y ademas 7o,(a) debe estar en
{o1(),...,0.(a)} pues si no {oy,...,0,} no seria maximal.
Claramente, o;(a) = a para algin j, por lo tanto a es una raiz de
T
f(z) = [ = a;(a)).

J=1
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Ademas, f es separable por tener todas sus raices distintas y f7(x) = f(x) para todo
T € G, por lo que los coeficientes de f(z) viven en E¢ = k.

En conclusién, todo o € E es raiz de un polinomio separable de grado < n, y este poli-
nomio tiene todas sus raices en E. Por lo tanto, E|k es separable. Ademés, Problema m
nos asegura que [E : k] <n.

La extension E|k es normal pues para cualquier 7: E — E=kya € E, 7(a) = 0i(a)

para algin i con o1,...,0, como arriba, por lo tanto 7(E) C E. La igualdad 7(E) = FE
sigue pues ambos cuerpos tienen la misma dimension.
Ademas,

n=#G < #G(E|\k)=[F: kls=[F : k] <n,
por lo tanto G(E|k) = G. O
COROLARIO 2.9. Sea E|k una extension de Galois finita. Entonces para todo H sub-

grupo de G(E|k), existe un inico cuerpo intermedio F de E|k tal que H = G(E|F). En
particular, el mapeo ® es suryectivo con mapeo inverso dado por

U : {subgrupos de G} — {F : k C F C E},
H— EY.
EJERCICIO 2.10. Sean E|k una extensiéon de Galois y A : £ — AE un isomorfismo de

cuerpos. Probar las siguientes afirmaciones.
(a) AE|X\k es Galois.
(b) G(AE|\k) = AG(E|k)\ .
(¢) SiAN(E)=FEyk CF CE, entonces G(E|\F) = \G(E|F)\~'.
TEOREMA 2.11. Sean E|k una extension Galoisiana con grupo de Galois G(E\k), y

un cuerpo intermedio (k C F C E). Entonces, F|k es una extension normal si y sdlo si
G(E|F) es un subgrupo normal de G(E|k). En este caso,

G(Elk) — G(F[k),
o+ 0ol

es un morfismo suryectivo con nicleo G(E|F). En particular,
G(F|k) ~ G(E|k)/G(E|F).

DEMOSTRACION. Para un cuerpo intermedio fijo k C F C E, abreviemos G = G(E|k)
y H = G(E|F). Supongamos primero que F'|k es una extension normal, y en consecuencia
de Galois. Denotemos G’ = G(F'|k). Sea 0 € G, esto es, un k-morfismo o : £ — E. Como
Flk es normal, o(F) = F. Por lo tanto, o|r € G'. Luego, tenemos el morfismo de grupos

0:G— G,
o ol
Se tiene que
c€NuO) <= o|lp=idp < o€ H,
por lo tanto, Nu(©) = H y en consecuencia H es un subgrupo normal de G. B
Veamos la reciproca. Supongamos que H es normal en Gy tomemos \ : F' — k un

k-morfismo. Queremos mostrar que A(F) = F. Extendemos A a E por Teorema [1.30]
Luego A\ € G por Observacion Ejercicio nos asegura que

G(E|F) = AG(E|F) X' = G(E|\F).
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Entonces F' = E9EIF) = RIERE) = \F esto es, \(F) = F'y F|k es normal. O
Problemas.

2.1. Una extension de Galois E|k se dice abeliana (ciclica) si G(E|k) es un grupo
abeliano (ciclico). Probar las siguientes afirmaciones.

(a) Si E|k es una extension de Galois abeliana y k& C F' C E, entonces F|k es una
extension de Galois abeliana.

(b) Si E|k es una extension de Galois ciclica y & C F C E, entonces F|k es una
extension de Galois ciclica.

(¢) Si E|k y F|k son extensiones de Galois abelianas, entonces EF|k también lo es.

2.2. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) La clase de extensiones de Galois es distinguida.
(b) La clase de extensiones de Galois abelianas es distinguida.

2. Ejemplos de grupos de Galois

El siguiente enunciado resume lo que probamos en la secciéon anterior para extensiones
finitas.

TEOREMA 2.12. Sea E|k una extension de Galois finita. Entonces la aplicacion
O:{F:kCFCE}— {subgrupos de G(E|k)},
F+— G(E|F)

es una biyeccion con inversa V(H) = EH.

Se cumple que [E : Ef) = #H para todo subgrupo H de G(E|k), y ademds [E : F] =
#G(E|F) para todo cuerpo intermedio F de E|k.

Ademds, F|k es una extension de Galois si y sélo si G(E|F) es un subgrupo normal
de G(E|k), y en ese caso 0 — o|g induce

G(E|R)/G(E|F) =~ G(F|k).

EJEMPLO 2.13 (Extensiones cuadraticas). Tomemos la extension de & = Q dada
por E = Q(y/m), con m € Z libre de cuadrados. Denotemos o = y/m. Claramente
mq(z) =22 —m y E es el cuerpo de descomposicion de m,(z), por lo tanto la extension
E|k es normal por Teorema . Ademés E es separable sobre k pues la caracteristica de
k es cero.

Concluimos que E|k es una extension de Galois. El correspondiente grupo de Galois
estd dado por

G(Elk) = {id, o},
donde o : E — E esta determinado por o(y/m) = —y/m, esto es,

o(a+bym) =a—by/m para todo a,b € Q.

Cuando m < 0, o coincide con la conjugacion compleja restringida a E.

Obviamente no hay cuerpos intermedios propios en una extensiéon cuadratica por un
simple argumento de dimension. Este hecho también sigue de manera simple notando que
no hay subgrupos propios en un grupo de dos elementos.
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OBSERVACION 2.14. Sea f € k[z] un polinomio separable. En k, tenemos la descom-
posicion
fl@)=(r—aq)...(z — ay),
con «; # «; para todo i@ # j. El cuerpo de descomposicion F de f es una extensiéon de

Galois de k por Teorema [1.40l Sigue que el grupo de Galois G(F|k) permuta las raices
{ai,...,a,} de f(x), por lo tanto se incrusta en el grupo simétrico de n letras,

G(E|k) = S,.
Esta aplicacién no es necesariamente sobre.
EJEMPLO 2.15. Sea f(z) = 2% — 2 € Q[x]. Las raices de f(z) son
V2, V2w, V2u?
donde w = €*>™/3, Luego, se ve que el cuerpo de descomposicion de f cumple
E:=Q(V2,V2w, V2uw?) = Q(V2,w).

Tal como lo aseguro la observacion anterior, F|Q es una extension de Galois. B

El polinomio 2% 4+ z + 1 es claramente irreducible en Q[x], pues sus raices en Q son
w y w? Mas atin, como w,w? ¢ R, w,w? ¢ Q(+/2), el polinomio z? + 2 + 1 es también
irreducible en Q(+/2)[z]. Por esto, obtenemos que

[Q(V2,w) : Q] = [Q(V2,w) : Q(V2)] [Q(V2) : Q] =2 x 3 =6.

Abreviamos todo lo anterior en el diagrama

/\
\/

Ahora describiremos el grupo de Galois G := G(F|Q). Definimos los elementos o y 7
en G por

S V2 = w2 V2 f
’ w =W, woo—= o w?
Se ve facilmente que 0% = id, 72 = id. Ademas,

1:{\‘75 = V2 e w\‘?

w = w e w

w?V/2,

W,

—
TOT
—

= 6%y 70 = 07. Luego,

por lo tanto T7o7~
S* > G D (o,7) ={id,0,0% 7,07, 0*7}.
Como S? tiene seis elementos, obtenemos que
S* =G = (o, 7).

Graficamos el esquema de subgrupos de S? como
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ld} \
G~S§S?

Ahora buscamos el correspondiente esquema de cuerpos intermedios de E|Q. El cuerpo
intermedio correspondiente a H := (07) es El. Para determinarlo, notemos que

{\/_H\/_'—)W\/_

\

(oT) (o*T) ~ Ag .

/

wo o= W e w
Luego, (o7) = {id, o7}. Como,
or(WV2) = o7(w)? o7 (V2) = wruV2 = WP V2.
se tiene que E7 O Q(w?v/2). Ademas, como [Q(w?v/2) : Q] = 3, se tiene que

2=1[F: @(wQ\?/ﬁ)] > [E: E<‘”>] =#(oT) =2
por lo que concluimos que
E oT) __ ( 2\/_>

Los demaés cuerpos intermedios se obtienen de manera similar, obteniendo el diagrama

(V2,w)

X\
/

Los siguientes teoremas facilitaran el calculo del grupo de Galois para extensiones que
involucran un cuerpo de composicion.

k

Qw?V2) Qwv2)

/

TEOREMA 2.16. Sean E|k una extension de Galois finita, y sea F una extension

arbitraria de k, tal que E y F estdn contenidos ambos en un cuerpo mds grande. Entonces
EF|F y E|ENF son extensiones de Galois y

rest : G(EF|F) — G(E|ENF),
o+ 0lp

es un isomorfismos de grupos.

DEMOSTRACION. Por hipdtesis, E|k es una extension de Galois. Esto implica las si-
guientes consecuencias:

» E|ENF es de Galois pues k C ENF C Ey Teorema 2.3
» EF|F es normal por Teorema [1.41]
» EF|F es separable por Teorema m
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Concluimos que E'F|F es una extension de Galois.

Denotemos H = G(EF|F) y G = G(E|k). Si 0 € H, entonces o|g es un k-morfismo,
por lo tanto o|g € G. Esto nos define la aplicacion rest. Esta es inyectiva pues si rest(o) =
o|g = idg, junto a que o|p = idp, tenemos que ¢ = idgp pues

~a;b;
EF:{EICL 2ai,Ci€E,bi7di€F7Zcidi#o}'

> cid;

Veamos que rest es suryectiva. Sea H' su imagen, la cual es un subgrupo de G. Para
o € H', claramente tenemos que o|gnp = idgnr (pues ENEF C F), por lo tanto ENF C
EH. Sea o € EM'. Se tiene que o € (EF)Y = F, por lo tanto o € E N F. Concluimos
que ENF = E". Como E|k es finita, entonces H' = G(E|E N F) y por lo tanto rest es
sobre. 0

COROLARIO 2.17. Bajo las hipotesis del teorema anterior,
[EF : F| divide a [E : k]
DEMOSTRACION. Sigue de que [EF : F| = #G(EF|F) = #G(E|ENF), el cual divide
a#G(Elk)=|[E : k| O

TEOREMA 2.18. Sean E;|k y Es|k extensiones de Galois, con Ey y Eo contenidos en
un cuerpo mds grande. Entonces E1Es|k es una extension de Galois. El mapeo

G(EyEs|k) — G(Er[k) x G(Es|k),
o (O-’EN U|E2)
es inyectivo. St By N Ey = k, entonces el mapeo es una biyeccion.

DEMOSTRACION. Es claro que la extension E1Es|k es de Galois por Teoremas y
.53

El mapeo es un morfismos de grupos por definicion. Veamos primero que es inyectivo.
Si 0 € G(F1Es|k) cumple (0|g,,0|r,) = (idg,,idg,), entonces claramente o = idg, g, por
la misma razon que en la demostracion de Teorema [2.16

Queda de ejercicio para el lector mostrar que el mapeo es sobre cuando E1NFEy; = k. [

EJEMPLO 2.19. Sea f(z) = 2! — 2 € Q[z]. En Ejemplo vimos que el cuerpo de
descomposicion de f(z) sobre Q es
E = Q(V2,1)
y ademés que [E : Q] = 8. Luego, #G(E£|Q) = 8.
Definimos 7 y o en G(E|Q) determinados por
T_{(‘@H\ﬁ, O,{%Hixﬁ
: . s : .

1 = > 1.

)

Claramente 72 = id y o tiene orden 4. Ademas, 7 fija Q(+/2) mientras que o fija Q(i).
Mas atin, 7 ¢ (o) = {id, 0,02, 03}, por lo tanto G(F|Q) = (o, 7). En efecto, como

707_1_{\‘75 = V2 e V2 e —iV2,

e = T B S
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FIGURA 1. Esquema de subgrupos del grupo de Galois de G(E|Q) de la
extension E = Q(v/2,1)|Q. Los subgrupos seguidos del simbolo * son los
subgrupos normales de G(E|Q).

{id}”

/ N
{id, 7} {id, 0?7} d,o?}* {id, o7} {id, 037} .
\ G(E1Q) /

FiIGURA 2. Esquema de cuerpos intermedios de la extension EF =
Q(v/2,1)|Q. Un cuerpo F seguido del simbolo * significa que la extension
F|Q es normal.

Q(V2,i)*

| T

Q(V2) Q(V2i) Q(v2,1)* Q1 +1)v2) Q1 -1)v2).

DN N

-1

se tiene que 707! = 03, esto es, To = 037, lo que implica que (o, 7) tiene ocho elementos.

Mas precisamente,
G(F|Q) = {id, o, 0%, 0% 1,01, 0°T, 037}.

El esquema de subgrupos de G(E|Q) se puede ver en Figura[l] mientras que el corres-
pondiente esquema de cuerpos intermedios de la extension E|Q esta en Figura . Veamos
un ejemplo de como se determinaron estos esquemas.

Tomemos H = {id, o, 0%, 0%}, el cual es normal en G(E|Q) por ser de indice dos. Luego,
E|E" es una extension normal. Claramente, EZ > Q(i). Ademé4s, vale la igualdad pues
ambas son extensiones cuadraticas de Q.

EJEMPLO 2.20. Estudiemos el grupo de Galois de una extension dada por el cuerpo
de descomposicion de un polinomio ciibico con coeficientes racionales. Sea

f(x) =2 +ba* + cx + d € Q[x].



2. EJEMPLOS DE GRUPOS DE GALOIS 37

Notemos que
=5 =@ =5 +bz =3 +cle—§) +d
2
=+ (-2 o (B4 g
:x3+px+q.

Como el mapeo = — x—g se extiende a un automorfismo de Q[x], se tiene que los cuerpos

de descomposicion sobre Q de f(z)y f(z — 2) coinciden.
El parrafo anterior nos permite asumir que

f(z) =2 +px+q

sin perder generalidad. Supongamos que f(z) no tiene raices en @, lo que implica que
es irreducible sobre Q por tener grado tres. Sean «y, as, as las raices de f(x) y sea F =
Q(aq, ag, az), el cuerpo de descomposicion de f(z) sobre Q. Definimos

A = (C(l — 052)(042 — 063)(051 — Oég),
D = A%
Por Observacion [2.14]
G = G(E|Q) — S,

Como #G = [F : Q] = [Q(ay) : Q] > 3, tenemos que G = S* 0 G = As, el subgrupo
de S? de permutaciones pares. Como todo elemento en G permuta las raices o, o, as,
obtenemos que o(D) = D para todo ¢ € G, lo que implica que D € EY = Q por
Teorema [2.3] Se tiene que

G~S® <= Dnoesuncuadradoen Q <<= A¢Q.

Esto se debe a que son las permutaciones pares los que dejan invariante a A, es decir,
{o €G:0(A)=A} ~A;.

En efecto, G = {0 € G : 0(A) = A} implica que A € E = Q, mientras que G # {0 €
G :o(A) = A} implica que A ¢ E¢ = Q.
Mas atin, la equivalencia de arriba es muy til gracias a la expresion explicita

D = —4p® — 274>
Esta sigue de la siguiente manera. La igualdad 2% + pz + ¢ = (z — ay1)(z — ag) (2 — a3)
implica que
0= a1 + ag + as,
P = a1 + a1 + a0,

q = —1a203,
por lo tanto resta verificar la tediosa igualdad
(CYl — 052)2(@2 — 043)2(@1 — 043)2 = —4(061042 + g + a2a3)3 — 27(-0&10&2@3)2.

Una forma mas apropiada es usar polinomios simétricos (ver [Lang, §IV.6]).
En conclusion,
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un polinomio separable f(r) = x® + pz + ¢ con raices no racionales tiene
grupo de Galois isomorfo a S* (0 méas precisamente el grupo de Galois
del cuerpo de descomposicion de f(z) sobre Q es isomorfo S?) si y s6lo si
—4p3 — 27¢® no es un cuadrado en Q. En caso contrario, el mencionado
grupo de Galois es isomorfo a Agj, el cual tiene tres elementos.

Como ejemplo, tomemos f(x) = 2 — 3z + 1. Se puede ver que no tiene raices reales
racionales, por lo tanto es irreducible sobre Q. Ademas, D = —4(—3)% — 27(1)? = 81.
Concluimos que G(Qf|Q) ~ As.

Ahora tomemos g(z) = x3 — 4z + 2, el cual es irreducible sobre Q por el Criterio
de Eisenstein. Como D = —4(—4)% — 27(2)> = 4 x 37 no es un cuadrado, entonces

G(Q,Q) ~ 8.

COMENTARIO 2.21. Se sabe que para cada entero positivo n existe una extension F
de Q tal que G(F|Q) ~ S™. Luego, cualquier grupo finito G se incrusta en S" para algiun
n, y por lo tanto existe un cuerpo intermedio F' de F|Q tal que G(E|F) ~ G. En palabras,
todo grupo finito se realiza como el grupo de Galois de alguna extension E|F con Q C F.
Contrariamente, el siguiente problema esta abierto:

¢Para cualquier grupo finito G existe una extension E|Q tal que G(E|Q) ~
G?

OBSERVACION 2.22. Teorema nos resume la correspondencia de Galois de exten-
siones finitas. La intencion de esta observacion es mencionar, sin demasiado detalles, la
correspondencia de Galois para extensiones no necesariamente finitas. Se recomienda ver
|Lang| §VI.14] para méas detalles.

Notemos que no asumimos la finitud de las extensiones en algunos resultados de Sec-
cion . En efecto, mostramos que para una extension de Galois E|k arbitraria, tenemos
que

P

{F:kCFCE} {subgrupos de G(F|k)},
v
donde ®(F) = G(E|F) y W(H) = E¥, y estos mapeos satisfacen
(U o®)(F) = F

para todo cuerpo intermedio F. Asimismo, es clara la contencion
(PoW)(H)D H
pues
H C {0 € Auty(E) : o|gn = idgn} = G(E|E") = (® o V) (H).
La igualdad (® o W)(H) = H en general no es cierta, sino que
(Do W)(H) = A,

donde H denota la clausura de H en G(E|k) con respecto a la topologia de Krull en
G(E|k). Esta es definida por la base de entornos de idg en G(E|k) dada por

{V.CG(E|k):V D G(E|F) para alguna extension F|k finita}.

Se prueba que G es un grupo topologico compacto con esta topologia.
Por ejemplo, se puede ver que la extension infinita de Q dada por

E := Q({/p : p primo})
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tiene grupo de Galois

GEQ ~ ][] z/2z.
p primo

y como consecuencia su cardinal es no numerable.
Otro ejemplo es la extension infinita de F, (¢ primo) dada por

E:=JFum,

n>0

donde p es cualquier nimero primo. En este caso, se tiene el isomorfismo de grupos

topologicos
G(E|F,)) ~Z, := {Z app® 0 < ay < p} ,

k>0
donde Z, denotan los enteros p-ddicos.

Problemas.

2.3. Mostrar una extension F de QQ cuyo grupo de Galois sea isomorfo a cada uno de
los siguientes grupos:

(a) Cj5 (el grupo ciclico de 3 elementos).
Cg X 02 X Cg.

)
(c)
(d) S5 (el grupo simétrico).
) Aj (el grupo alternante).
) D5 (el grupo diedral).
3. Extensiones ciclotémicas

Esta seccion esta basada en [Hungerford, §V.8|.

DEFINICION 2.23. Se llama la extension ciclotomica de orden n de un cuerpo k al
cuerpo de descomposiciéon del polinomio ™ — 1 sobre k.

OBSERVACION 2.24. Supongamos que la caracteristica del cuerpo k divide a n, digamos
n = p"m con p = char(k), h € Ny med(m, p) = 1. Se tiene que

h
"t —1= (2™ =1)"
por lo tanto, las extensiones ciclotémicas de orden n y m son iguales.

A partir de ahora, asumiremos que char(k) no divide a n, esto es, char(k) = 0 o
char(k) = p con p primo que no divide a n.

DEFINICION 2.25. La funcion de Euler ¢ : N — N esta dada por
on) =#Z/nZ)  =#{j €Z:0<j <n, med(j,n) = 1}.
EJERCICIO 2.26. Mostrar que el grupo (Z/pZ)* es ciclico para todo p primo.

Para n € N en general, el grupo (Z/nZ)* es abeliano pero no necesariamente cicliclo.
Por ejemplo
(Z/8Z)* = {1,3,5,7} =~ Z/27 x 7] 2.
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TEOREMA 2.27. Sean n un entero positivo, k un cuerpo cuya caracteristica no divide
an, y F la ertension ciclolomica de k de orden n. Entonces:

(1) F=k(§), donde £ € F es cualquier raiz n-ésima de 1 primitiva;
(2) [F : k| divide a o(n);
(3) la extension F|k es de Galois y G(F|k) es isomorfo a un subgrupo de (Z/nZ)*.

DEMOSTRACION. Es claro que U, := {a € k : a™ = 1} es un subgrupo abeliano
de k*. Ademés, #U, = n pues la derivada del polinomio 2™ — 1, nz" !, no se anula
en ningtn elemento de U,, pues char(k) no divide a n. Veamos que U, es ciclico. Por el
teorema de descomposicién de grupos abelianos, se tiene que existen enteros positivos r
y mq | mg |-+ | m, tales que

Uy = Z/miZ X - X L/m,Z.
Entonces, £ = 1 para todo £ € U,,. Como #U,, = n y el polinomio ™ — 1 tiene a lo
sumo m, raices distintas, necesariamente se tiene que m, = ny r = 1, esto es, U,, ~ Z/nZ.

Sea & € U, tal que U, = (£) = {¢' : 0 < I < n}. Entonces, el cuerpo de descomposicion
F de 2™ — 1 es generado por &, esto es,

F=k{:0<1<n})=k().

Luego, la extension F'|k es separable, y por lo tanto de Galois por ser normal por Teore-
ma |1.40, Mas atn, si 0 € G(F|k), entonces o(¢) = &M para algtin h tal que 0 < h <n'y
mcd(h,n) = 1, ya que o(&) debe ser nuevamente una raiz primitiva de ™ — 1. Entonces,
la asignacion

G(F|k) — (Z/nZ)",
o—h

es un monomorfismo de grupos. En efecto, si 0;(£) = £" para i = 1,2, entonces

01(05(€)) = 01(£") = a1 (§)" = (g")' = M=,
Luego, [F': k] = #G(F|k) divide a p(n) y G(F|k) es isomorfo a la imagen de la aplicacion
de arriba. 0

EJEMPLO 2.28. Sea & = ¢?/3. Su polinomio minimal esta dado por m¢(z) = 2% +x+1,
por lo tanto [Q(¢) : Q] = 2. Notar que ¢(3) = #(Z/3Z)* = 2, por lo tanto
G(Q(6)IQ) ~ (Z/32)" ~ /2L
En efecto, G(Q(£)|Q) = {id, o}, donde o(a) = & (conjugacion compleja) pues o (&) =
&=
En el siguiente ejemplo vemos que la aplicacion de arriba puede estar lejos de ser
suryectiva.

EJEMPLO 2.29. Sea n cualquier entero positivo mayor a 2. Si " — 1 =0y £ # +1,
entonces R(&) = C, por lo que #G(C|R) = 2 < ¢(n) para todo n suficientemente grande
(;Cuénto?).

DEFINICION 2.30. Sean n un entero positivo y k£ un cuerpo cuya caracteristica no
divide a n. El n-éstimo polinomio ciclotomico sobre k es

On(a) = (x=&) ... (= &),

donde &1, ...,&, son las raices n-ésimas de la unidad primitivas.
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EJEMPLO 2.31. Consideremos k& = Q. Claramente ®;(z) = = — 1, ®o(x) = z + 1.
Ademas, ®3(x) = 2? +x + 1 por Ejemplo 2.28 y ®4(x) = x® + 1 pues las raices primitivas
cuartas de la unidad son iy —i.

PROPOSICION 2.32. Sean n un entero positivo y k un cuerpo cuya caracteristica no
divide a n. Se tiene

din
(2) ®,(x) € k[z], y si k = Q entonces ®,(x) € Z[z] y es mdnico;
(3) gr(®Pn(x)) = @(n).

DEMOSTRACION. Sea ¢ una raiz n-ésima de 1 primitiva. Como {a € k : a" = 1} =

(&) = {&": 0 < h < n}, obtenemos que

1 =[le- =T I - =0
h=0 dln  0<h<n: dln

med(h,n)="%

La ultima igualdad sigue de que el elemento £ con med(h,n) = 2 tiene orden d.
Ahora veamos la segunda afirmacion. Para o € G(k(§)|k)

7

@)= [ @-o&)= J[ @-¢
0<h<n: 0<h<n:
mcd(h,n)=1 mcd(h,n)=1

pues o permuta las raices n-ésimas de la unidad primitivas. Concluimos que ®,,(z) tiene
coeficientes en k(&)9*@IF) = k.

Supongamos k = Q. Obviamente ®;(z) = = — 1. Sigue que ¥, (x) tiene coeficientes
enteros por induccion fuerte. En efecto, como

@) = (@~ 1)/ [ @ale).

d|n,d#n

" — 1 € Z[z], y P4(z) € Z[x] para todo divisor d de n con d < n por hipétesis inductiva
fuerte, entonces 2" — 1 = ®,,(z)q(x) con ¢(x) € Z[z], por lo que la unicidad del algoritmo
de la division en Z[z] nos dice que ®,(z) € Zlx].
La tercera afirmacion sigue de que gr(®,(z)) es igual al nimero de raices n-ésimas de
la unidad primitivas, el cual es igual a p(n). O
EJEMPLOS 2.33. Proposicion nos asegura que
Do) 2% —1 (2 =1)(2*+1) a*+1
Xr) = et —
‘ Oy(2)Po(2)Ps(x) (2 +1)(23—1) a+1
para todo cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 3. Ademaés, para cualquier nimero primo
p, se tiene que

=2 -z +1

xp—l_xp—l

() 5@ 11 P+ +x
para cualquier cuerpo k de caracteristica distinta a p. También tenemos que
T —1 (2P =12 +1)

2alr) = e e,@ @+ D)
=P =P 2t —a+ 1= Op(—a)
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si k tiene caracteristica distinta a 2 y p.
Sea k un cuerpo de caracteristica distinta de p. Veamos que

‘s
P —1

Dy (2) = —= 1- IR e AT

para cualquier 7 € N. Fijemos r € N y llamemos f(x) al polinomio de la derecha. Notar
que f(x) se anula en toda raiz primitiva de la unidad de orden p”, ya que todas ellas son
anuladas por el polinomio " — 1 pero no por ¥ — 1. Luego, ®,»(z) divide a f(z). La
igualdad sigue de que ambos tienen grado igual a o(p") = (p — 1)p" L.

A partir de ahora nos concentraremos en el caso k = Q.

TEOREMA 2.34. Sea n un entero positivo y sea F' la extension ciclotomica de orden n
en Q. Entonces

(1) @, (x) es irreducible en Q[z];
(2) [F:Q] = o(n);
(3) G(FIQ) ~ (2/n2)*.

DEMOSTRACION. Es claro que (1) implica (2) y (3). Para probar (1) usaremos el
siguiente lema (ver por ejemplo [Hungerford, Lem. 6.13]):

Sean D un dominio de factorizacién tunica, k el cuerpo cociente de D, y
f(z) € D[z] primitivo (i.e. el ideal en D generado por sus coeficientes es
D) de grado positivo. Entonces, f es irreducible en D[z] si y sélo si es
irreducible en k[z].

Luego, es suficiente ver que ®,,(x) es irreducible sobre Z[z|. Sea h(x) € Z[x] un factor
irreducible de ®,,(z) de grado positivo, por lo que ®,,(x) = h(z)f(x) para algin f(z) €
Z[z]. Notar que los coeficientes principales de h y f son ambos iguales a 1 o —1 pues
®,,(x) es moénico. Podemos asumir que son iguales a 1 multiplicando por —1 a ambos en
caso de ser necesario.

AFIRMACION. Si § es una raiz de h(z), entonces &P es también una raiz de h(z) para
todo p primo tal que p 1 n.

DEMOSTRACION. Sea p primo tal que p f n y sea £ una raiz de h(z). Como £ es
también raiz de @, (), £P es una raiz n-ésima de la unidad primitiva. Luego, & es raiz de

h(z) o de f(x).

Supongamos que & es raiz de f(x). Escribimos f(z) = Y ;_, a;z'. Entonces ¢ es raiz
de h(z) y del polinomio f(2?) ="7_,a;z”?. Como h(zx) es irreducible, tenemos que h(z)
divide a f(2P) en Q[z], esto es,

f(@") = h(x)k(x)
para algin k(z) € Q[z]. Aplicando el algoritmo de la division en Z[z], tenemos que existen
ki(z),r(x) € Z]x] tales que
f(@") = h(x)ky(x) + i (2).

Estas situaciones fuerzan a que k(z) = ki(x) € Z[z] y r1 = 0.

Consideremos el morfismo

9(z) = X bz’ — glx) = L bia,
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donde b denota la clase de b € Z en Z/pZ. En el anillo Z/pZ[z], tenemos que

h(x)k(x) = f(a") = (f(x))".
Luego, todo factor irreducible de h(x) en Z/pZ divide a f(x).
Ademas, ®,, divide a 2" — 1, por lo tanto 2" — 1 = &, (x)q(x) para algin ¢(z) € Zlx].
Nuevamente en el anillo Z/pZ[z], tenemos que

2" — 1= h(z)f(z)q(=).

Por lo tanto hay un polinomio irreducible en Z/pZ[z] que divide a h(x) y f(x), lo cual es
una contradiccion pues 2" — 1 es separable en Z/pZ[z| = Fy[z] ya que p { n. El absurdo
proviene de suponer que &P es raiz de f(x), por lo tanto la afirmacion estd demostrada. W

Sea £ una raiz de h(z). Repetidas aplicaciones de la afirmacion aseguran que £ es una
raiz de h(z) para todo r € Z satisfaciendo 0 < r < n y mcd(r,n) = 1. En efecto, usando
la factorizando en przimos r= plfl ...p% con p; I n para todo 4, tenemos que £P' es raiz de
h(z), por lo tanto &1 = (&£P)P1 es raiz de h(z), y asi sucesivamente.

Como gr(®,(x)) = p(n), nimero que coincide con el ntimero de raices en

{":reZ,0<r<n, mcd(r,n) =1}

de h(z), concluimos que ®,(x) = h(z), y por lo tanto ®,(x) es irreducible en Z[z] y en
Ql[z], lo cual finaliza la prueba. O

EJEMPLO 2.35. Sea F la extension ciclotomica de orden 7 en Q, esto es, E es el cuerpo
de descomposicion sobre Q de 27 — 1. Teorema nos asegura que E = Q(£) donde
€ = e?™/7, Estudiemos cuales son los cuerpos intermedios F' de la extension E|Q.

Por Teorema [E:Ql=¢(7)=6y
G:=G(F|Q)~(Z/TZ)" ~Z]6Z ~7./27 x Z]3Z.
En consecuencia, existen elementos ¢ y 7 en GG de orden 3 y 2 respectivamente tales que
G={(o7)={0'7:0<i<2 0<j<1}.

En (Z/7Z)*, 2 tiene orden 3 pues 22 = 8 = 1 (md4d 7) y 6 tiene orden 2 pues 6 = 36 =
1 (méd 7). El isomorfismo entre Gy (Z/7Z)* dado en la demostracion de Teorema [2.27]
nos dice que podemos tomar o, 7 : Q(§) — Q(&) determinados por

a(§) =&, T(¢) = ¢".

Claramente, los tinicos subgrupos propios de G son (¢) y (7). Luego, E°) = E°
y E" = E7 son los tnicos cuerpos intermedios de F |Q. Veamos una descripcion més
explicita de ellas.
Sabemos que {1,¢,...,£%} es una Q-base de E pues ®7(z) = 2°+ -+ 2+ 1 es el
polinomio irreducible de £. Luego, o := Z?:o a;£" € E7 iy solo si
5
a = 7'(0() = Z ai§6i =aqg + (1166 + 0@512 + CL3€18 + a4£24 + &5530
i=0
=ag— ar(1+ &+ + &) + a8 + az€ + as&® + a5€”

= (a0 — a1) — aré + (a5 — a1)& + (as — a1)€° + (ag — a1)&" + (a2 — a1)€”.
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Igualando coeficientes, obtenemos que a € E7 si y s6lo si
ap = ag — az, Qg = @5 — Ay, a4 = agz — ag,
a; = —ay, as = a4 — a, as = as — aj.
Esto nos dice que
E™ = {ag + ax(&* + &%) + az(€* + £ : ag, az, as € Q).
Ahora veamos que E7 = Q(&2 + £°). La igualdad (&2 + £°)? = 2 + €3 + £ nos asegura
que E™ C Q(&% 4 £°). Ademas,
(E+)P=(E+2+E+N) =2 +E)+ €+ +E+ 8
26 +8) - (1+&+&) =28+ &) +1 - (& +&),
lo que implica que &2 + &5 es raiz de 23 + 22 — 22 — 1, por lo tanto [Q(&% +&°) : Q] < 3

Concluimos que
ET=[Q(&+¢):Ql.
M4s atin, se puede mostrar que el polinomio minimal de £24 &5 es igual a 2° + 2% — 22 — 1
(ver Ejercicio [2.36)).
De manera similar (y levemente més simple) se ve que E7 = Q(& + €2 + &%) (ver Ejer-
cicio . Concluimos que los esquemas de subgrupos de GG 'y de cuerpos intermedios de
la extension F|Q son

{id}

{1d T}, / Q&%+ 85).
{id, 0,0?} / QE+&+&Y /

Por tltimo, se puede ver que E7 = Q(v/—7) (ver Ejercicio [2.36). Observacion m
muestra que este hecho proviene de una situacion mas general.

EJeERCICIO 2.36. Completar los detalles en Ejemplo probando las siguientes afir-
maciones:

(a) Mostrar que el polinomio minimal de &2 + £ sobre Q es igual a 23 + 2% — 2z — 1.

(b) Mostrar que E7 = {ag + a1(£ + & + &) : ap,a1 € Q}, donde o : Q(&) — Q(¢)
estd determinado por (&) = &2

(c) Determinar el polinomio minimal sobre Q de & + &2 + £* y concluir que E7 =
Q€ +&+&Y).

(d) Mostrar que Q(& + &2 + &%) = Q(v/—7).

OBSERVACION 2.37. Sea p un primo arbitrario y consideremos E = Q(¢) con ¢ = e?™/P,
Luego, [E : Q] = p — 1 es un ntmero par. Factoreando p — 1 = 2°p}* ... p}*, obtenemos

que
G(E|Q) ~(Z/pZ)* ~Z[)(p—1)Z ~Z)2"°L X Z|p{*Z X --- X L[ p;" L.
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Notemos que existe un tnico subgrupo H de G(F|Q) de orden ’%1, el cual es isomorfo

a
AZJ2VL) X LT X - X TP T = TJ2O VL X TYPRT X - X T Jp .
Teorema nos asegura que E* es el tnico cuerpo intermedio con [E : Ef] = -1,
Como E. Q) .
: p—
E7 . Q| = = =2

concluimos que existe un unico cuerpo intermedio de F|Q de grado 2 sobre Q.

EJERCICIO 2.38. Mostrar que el tinico cuerpo intermedio F de la extension Q(e?™/7)|Q
(como en Observacion [2.37) de grado dos sobre Q es igual a

o Q(v/p) sip=1 (mdd 4),
Q(v-p) sip=3 (mdbd 4).
Problemas.

2.4. Para cualquier entero positivo n, determinar la extensiéon ciclotémica de orden n
sobre Fy.

2.5. Dado p un primo impar, mostrar que el inico subgrupo de indice dos de (Z/pZ)*
es el grupo de residuos cuadraticos

{h? e (Z/pZ)* : h € Z,0 < h < p}.






Capitulo 3

Anillos de enteros

1. Enteros algebraicos

A partir de ahora, nuestro cuerpo base k seré el cuerpo de los niimeros racionales Q.
Recordemos que en Definicion llamamos a o € C un namero algebraico si existe un
polinomio f € Q[z] no nulo tal que f(«) = 0. Ademaés, denotamos

Q = {a € C: «a es algebraico},
el cual coincide con la clausura algebraica de Q.

DEFINICION 3.1. Decimos que a € C es un entero algebraico si existe un polinomio
monico f(z) € Zlx] tal que f(x) = 0.

EJEMPLOS 3.2. Aqui van diversos ejemplos de enteros algebraicos:

» m € Z pues x —m € Z[z] lo anula;
» /mconm€Zyn €N pues 2" —m € Z[z] lo anula;
n e2mh/m param € Ny h € Z, pues 2™ — 1 € Z[z] lo anula;

OBSERVACION 3.3. Veamos que si a@ € Q, entonces existe n € N tal que na es un
entero algebraico. Escribimos el polinomio minimal m,(z) € Q[z] de « como

d—1
_ &
me(z) = 2% + E bk:v .
k=0
Luego, basta tomar n = by ...bs_1. En efecto,

n

()t = f(na),
k

d—1
_ o\
0 =n"my(a) = (na)* + g ar—

donde el polinomio

=1 -k
f(x) = xm+2ak 2 zk
k=0 b

tiene coeficientes enteros y es monico.
El siguiente objetivo es mostrar que el conjunto
O :={a € C: «a es entero algebraico}

es un anillo, esto es, la suma y la multiplicaciéon de enteros algebraicos vuelven a ser
enteros algebraicos. El siguiente resultado serd muy t1til para su demostracion.

TEOREMA 3.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para cualquier o € C:

(1) « es entero algebraico;
(2) ma(z) € Zlz];

47
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(3) Z[a] es un Z-mddulo finitamente generado;
(4) existe un Z-submddulo finitamente generado M de C tal que aM C M.

DEMOSTRACION. Comencemos mostrando que (1) implica (2). Supongamos que « es
un entero algebraico. Sea f(z) € Z[zx] monico tal que f(«) = 0. Existe g(z) € Q[z] tal
que

F(@) = ma(@)g(z).
Notar que g(z) es moénico pues f(x) y mq(z) lo son. Escribimos
ma () = ¢ ha(x), 9(x) = g o(x),
con a,b,c,d € Z, bd # 0, med(a,b) = 1 = med(c,d), y hi(x),¢1(x) € Z[x] primitivos.
Lema de Gauss (ver por ejemplo [Lang, Thm. 2.1, Ch. IV]) nos asegura que hy(z)g;(x)
es primitivo.

Luego,

bd f(x) = achy(x)gi(x).
Tomando el méximo comiin divisor entre los coeficientes de estos dos polinomios, obte-
nemos que f(z) = +hi(x)gi(x). Esto nos asegura que los términos principales de hy(x)
y gi(x) son £1. Como m,(x) es monico, obtenemos que § = =£1, y concluimos que
me(z) = +hi(x) € Z[x].

Notar que (2) implica (3) sigue de manera muy simple. En efecto, m,(z) € Z nos dice
que Z[a] es generado como Z-modulo por {a* : 0 < k < d — 1}, donde d = gr(mq(x)).
Ademas, (3) implica (4) es inmediata.

Resta ver (4) implica (1). Supongamos que M es un Z-submodulo de C finitamente

generado tal que aM C M. Sean aq,...,a, generadores de M, esto es,
M = Zay + - - - + Za,.
Para 1 < i <n fijo, como aa; € M se tiene que existen ¢;1,...,¢;, € Z tales que

Qa; = Cj1a1 + ++ + Ciplp.

Formando la matriz C' = (¢; ;); ;, notamos que

Qp Qp,
es decir, a es un autovalor de C. Luego,
0 =det(al —C) =a" —Tr(C)a" " +....

Como C' tiene todos sus coeficientes en Z, se tiene que el polinomio moénico det(xI — C')
también tiene sus coeficientes en Z. Concluimos que « es entero algebraico. U

COROLARIO 3.5. El conjunto O es subanillo de C.

DEMOSTRACION. Sean «, 8 € O, y veamos que los elementos aff y o + [ estan
nuevamente en O. Por Teorema Zla) y Z[F] son finitamente generados como Z-
modulos. Esto implica que el Z-modulo Z[a, §] es finitamente generado. En efecto, si
{La,...,at} vy {1,8,..., 3%} generan Z[a] y Z[f] respectivamente, entonces {a’37 :
0<i<ec—1,0<j<d-—1} genera Zo, §].

Luego, como a8 y a+ 3 pertenecen a Z[a, ], concluimos por Teorema [3.4] (implicacion
(4)=-(1)) que « es entero algebraico. O
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DEFINICION 3.6. Todo cuerpo K en C tal que K|Q es una extension finita de Q es
llamado cuerpo de numeros. Dado K un cuerpo de nimeros, el anillo

OK =KNnO
se llama el anillo de enteros de K.

OBSERVACION 3.7. Por Teorema se sigue de manera inmediata que Og = Z. En
efecto, si a € Q N O, entonces el polinomio minimal de « tiene coeficientes en Z. Como
me(x) = x — a, obtenemos que o € Z.

Se puede ver que cualquier extension cuadratica de Q es de la forma Q(y/m) para
algtin m € Z libre de cuadrados, y estos ultimos son no isomorfos de a pares. Cada uno
de ellos es llamado un cuerpo cuadrdtico. Ademas, Q(y/m) con m > 0 (resp. m < 0) es
llamado cuerpos cuadrdtico real (resp. cuerpo cuadrdtico imaginario), pues Q(y/m) C R

(Q(vm) ¢ Ry Q(ym) C C).
PROPOSICION 3.8. Sim € Z es libre de cuadrados, entonces
Z]\/m] sim=2,3 (méd 4),

@) =
Avm) {Z[Hﬁ] sim=1 (méd4).

DEMOSTRACION. Sean m € Z libre de cuadrados, K = Q(y/m) y o la incrustacion
de K en C no trivial (i.e. el elemento no trivial en G(K|Q)). Sea o := a + by/m € K, con
a,b € Q. Se tiene que

Ma(x) = (z = a)(m = o(a)) = (v = (a+ bym))(z — (a — by/m))
= (v —a)? —mb*> = 2* — 2ax + (a® — mb?).

Luego,

2a € 7,
a€0 <= a€0 <= my(z) € Ziz] — {a2—mb2€Z.

Resta mostrar que la tltima condicion es equivalente a que

a+by/me A= {Z[\/ﬁ] sim=2,3 (mdd 4),

Z[MY™ sim=1 (mod 4).

Supongamos primero que 2a y a? — mb? son nimeros enteros. Obviamente a € 17, y
veamos que b también. Como 4a® € Z y 4(a®> — mb?) € Z, 4mb* € Z, lo cual implica que
b € 37 (;Por qué?). Escribimos a =r/2 y b = s/2 con r,s € Z. Como Z > a® — mb* =

7'27m32

1, tenemos que

r? =ms® (mdd 4).
Sim =1 (méd 4), entonces r> = s? (méd 4), lo que equivale a que r = s (méd 2), lo
que a su vez implica que a + by/m € A. En efecto,
Z[%} = {l{:—leg/a = QkH;l‘/m kil e} = {%ﬁ rs€Z, r=s (mdd 2)}.

Cuando m = 2,3 (méd 4), 72 = ms? (méd 4) implica que r = s = 0 (méd 2), esto

es, a+bym = § + 5/m € Z[\/m] = A.
Ahora supongamos que a + by/m € A. Si m £ 1 (mdd 4), entonces a,b € Z, por lo
tanto es obvio que 2a, a? —mb* € Z. Ahora supongamos m = 1 (méd 4). Por la identidad
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de arriba para Z[Hg/ﬁ], tenemos que a + by/m = %ﬁ para algun r,s € Z con r

(méd 2). Esto implica que a = /2 y b = s/2, por lo que concluimos que 2a = r

2.2 , ,
a® —mb® = =" son nameros enteros pues m =1 (mdéd 4).

<

Problemas.

3.1. Determinar el anillo de enteros Ok para los siguientes cuerpos de niimeros:
(a) K =Q(V2).
(b) K =Q[V5,V7.

(c) K = un cuerpo ciclotomico de orden 5.

2. Traza y norma

Consideremos una torre de cuerpos Q C K C F,conn =[F : K| < 00,y 01,...0, :
E — C todos los K-morfismos (distintos) de £ a C.

DEFINICION 3.9. Sean K y E como arriba. Se definen para o € E
= la traza relativa como TE(a) := oy(a) + -+ op(a), y
= la norma relativa como NE(a) := oy(a)...o,(a).
En el caso que K = Q, abreviaremos
= T() =Ty (), la traza de E, y
= Np() := Nj(), la norma de E.

OBSERVACION 3.10. Para o, 8 € EF'y q € Q, se ve facilmente que
» Ti(a+ B) = Ti (o) + T (B);
= Ni¢(aB) = Ng(a)Ng(B);
= Ti(q) = ng, Ng(q) = ¢
= T¢(qa) = qT§(a), Ni(qa) = ¢"Ng ().

OBSERVACION 3.11. Para o € Q, recordemos que por Proposicién cada in-
crustacion de K(«) en C estd determinada por donde mapea «, que debe ser necesa-
riamente una raiz del polinomio minimal mX(z) de o sobre K. En otras palabras, si
{o1,...;0n} = {0 : E — C : o|g = idk}, entonces oy := o1(),...,aq := o4(a) son
todas las raices (distintas) de mX(x).

EJERCICIO 3.12. Dado K un cuerpo de ntimeros y o € K, sea U, : K — K la
transformacion lineal (sobre Q) dada por U,(8) = af. Probar que Tk(a) = Tr(U,) v
Ni(a) = det(U,).

PROPOSICION 3.13. Sean Q C K C E tales que [E : Q] < oco. Para a € E tenemos
que

TE(a) = [E: K(a)] (o1 + -+ + ag),
NE(a) = (ay ... ag)FE@]
donde aq, s, ..., aq son las raices del polinomio minimal mf(x) de o sobre K.

DEMOSTRACION. Tomemos {oy,...,0,} = {0 : E — C: o|x = idg}. Por Observa-
cion [3.11] es claro que

TR () = ay + - + ay, Nig@(a)=ai...aq,
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donde a; = 0;(a) para todo 1 < j < d.

Por otro lado, tenemos la torre de cuerpos K C K(a) C E. Para cada 1 < j < d,
existen [E : K(«)] distintas extensiones de o; desde K(«) a K, y todas ellas envian «
a algin «;. Mas atn, la union con 1 < 5 < d de todas estas incrustaciones forman el
conjunto de todas las K-incrustaciones de £ en C. Las identidades para TZ(«) y NE(«)
siguen de manera inmediata de lo anterior. U

COROLARIO 3.14. Sean Q C K C FE tales que [E : Q] < co. Entonces
» TE(a), NE(a) € K para todo o € E;
» TE(a), NE(a) € Ok para todo o € Op.
En particular,
» Tr(o), Ng(a) € Q para todo o € E;
» Tp(a), Ng(a) € Z para todo o € Op.

K
a

DEMOSTRACION. Sea o € E. Denotemos ayq, ..., a4 a las raices de m

mE(z) = (x —ay) ... (2 — ay)

:xd—(051—|—~--—|—Oéd)l'd_1+"'+(_]-)dal“-ad-

(x). Entonces

Como m%(z) € Klz], tenemos que a; + -+ + g y a;...q4 estan en K, por lo tanto
TE(a) y NE(a) también estin en K por Proposicion [3.13]

Probaremos la segunda afirmaciéon so6lo en el caso K = Q. Si a € Og, entonces
mX(z) € Z]x] por Teorema con lo que concluimos que Tr(«) vy Ng(a) son nimeros
enteros de la misma manera que arriba. O

EJERcICIO 3.15. Completar la demostracion anterior, esto es, mostrar que TE(a) y
NE(a) viven en Ok para todo a € O (no esté en [Marcus|, pero se puede buscar en
otros libros).

EJEMPLO 3.16. Supongamos K = Q(y/m) con m € Z libre de cuadrados. Se tiene de
manera inmediata que

Tr(a+by'm) = (a +by/m) + (a — by/'m) = 2a,
Ni(a +by/m) = (a + by/m)(a — by/m) = a* — mb®.
Por la demostracion de Proposicion [3.8] tenemos que
a€ Qg <= Tg(a),Nk(a)e€Z,
para todo a € K.

TEOREMA 3.17. Sean Q C K C F C E tales que [E : Q] < co. Para o € E tenemos
que
= Ti (T () = T (),
= Ng(Ni(a)) = Ng(a).
DEMOSTRACION. Denotemos o1,...,0, : F — C todos los K-morfismos de F a C,
Y Tty Tm : B — C todos los F-morfismos de E a C. Antes de componer o; con 7; (lo
cual no es valido todavia) extendemos a cada uno de ellos (de cualquier manera) a E, la
menor extension de F tal que la extension E’|K es normal. La existencia de cada extension
estd garantizada por Teorema , y la denotamos con su mismo simbolo, por lo tanto
tenemos oy, ...,0,,T1,...,Tm : B — E, con 0;|x =1idg y 7;|p = idp para todo i y j.
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Tenemos que

TE(TE (a ZU’ (ZTJ > = Z(Ui o7i)(a) = TE(a),

ihj

NE(NE(a Haz (HTJ ):H(aimj)(a) = NE(a).
2%
La ultima igualdad en cada una de las dos filas de arriba sigue del hecho de que el conjunto
{oj07;:1<i<n,1<j<m}
son todos los K-morfismos (distintos) de E a C. O
Problemas.

3.2. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
(a) Para a € K, Tk(«), Ng(a) € Z implica que a € Ok.

(b) (V3+V7)/2€0.

3. Enteros algebraicos irreducibles, primos y unidades

En esta seccion usaremos las herramientas traza y norma para caracterizar las unidades
en Ok, v dar condiciones suficientes sobre elementos de Ok para ser irreducibles y primos,
todo esto para K un cuerpo de niimeros. Primero recordemos estas nociones.

RECORDATORIO 3.18. Sea R un dominio de integridad (anillo conmutativo con unidad
y sin divisores de cero). Un elemento a € R es unidad si existe § € R tal que aff = 1. El
conjunto de unidades en R se denota R*, el cual es un grupo con la multiplicacién. Para
a € R no nulo y no unidad,

= « es irreducible si « = [~ implica que 8 o 7 es unidad;

» o es primo si « | fy implica que a | 50 a | ;

» todo elemento primo es irreducible: sea o primo tal que o« = . Como « | 57,
entonces « | B o « | v, por lo tanto 8 = «d; para algin §; € R 0 v = ady para
algin 95 € R. Como a = [d; en el primer caso, o = [« en el segundo,
obtenemos que 6, = 1 0 vdy = 1, es decir, § o v es una unidad en R.

» La reciproca no es cierta (ver Ejemplo [3.26)).

PROPOSICION 3.19. Sea K un cuerpo de nimeros. El conjunto O de unidades de
Ok es igual a
{a € Ok : Ng(a) = £1}.

DEMOSTRACION. Si o € OF, entonces existe § € Ok tal que 1 = af, lo que implica
que

1 = Nk(1) = Nk(apB) = Nk(a)Nk(B),
por lo tanto Ni(a) = +1 pues Nk (), Nx(8) € Z.
Ahora supongamos que a € O satisface Ng(a) = £1. Denotemos a3 = o, as, ..., aq

las raices de my(z) v I = [K : Q(«)]. Proposicion implica que
+1 = Ng(a) = (a1 ... ag),

por lo tanto
:i:Oél 1( . .Oéd)l € Ok
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pues aq,...,qa, € Ok. O
EJEMPLOS 3.20. Las soluciones de la ecuaciéon
+1 = Ny (a+0v/=2) =a® +20°  (a,b € Z),
son claramente (a,b) = (£1,0). Luego, 06(\@) = {£1}. Mas generalmente, para K =

Q(y/m) con m < 0 entero libre de cuadrados (i.e. K es un cuerpo cuadratico imaginario),
se puede ver que

{£1} para m < —3,
6(\/@ = { {41, +e2m/3 42m/3) para m = —3,
{1, £i} para m = —1.

EJERCICIO 3.21. Demostrar la formula de arriba que determina las unidades de todo
cuerpo cuadratico imaginario.

La situacion con las unidades en el caso de los cuerpos cuadraticos reales es muy
distinta. El siguiente ejemplo muestra la punta del iceberg.

EJEMPLO 3.22. Consideremos K = Q(v/2). En este caso la ecuacién es
+1 = Ngla+b/2)=a>—20%,  (a,beZ).

Por ejemplo, 14 v/2 esta en Op, al igual que todas sus potencias, lo cual asegura que hay
infinitas unidades.

EJERCICIO 3.23. Probar que OF » = {#(1 + V2)F ke Z}.

Para m un entero positivo libre de cuadrados con m # 1 (méd 4), la ecuacion
1 =a*—mb? (a,beZ)

es llamada la ecuacion de Pell. Cada solucion de esta ecuacién determina una unidad en
el anillo de enteros de Q(y/m).

PROPOSICION 3.24. Sea K un cuerpo de nimeros y sea a € Ok. Si Ni(«) es primo
(en Z), entonces a es irreducible en O.

DEMOSTRACION. Supongamos que a = v con 3,7 € Ok. Tenemos que
p = Nk(a) = Nk(8)Nk(v)

es un niamero primo en Z, lo que implica que Ng(f) = £1 0 N(a) = £1, esto es, 5 0 v es
una unidad en Ok por Proposicion [3.19] Esto muestra que « es irreducible en Q. [

Veamos que la reciproca no es cierta, esto es, hay elementos irreducibles o en O tal
que Ng(«) no es primo.

EJEMPLO 3.25. Veamos que 3 es irreducible en Og, =1, = Z[i], aunque N(3) = 9 no
es primo. Supongamos que 3 = af con a, § € Ok. Se tiene que

9 = Nk(3) = Ng(a)Nk(B),
por lo tanto N (), Nk(B) € {£1,£3,£9}. Asimismo, la ecuacion
+3 = Ng(a+ib) =a*+b*  (a,b€Z)

no tiene soluciones (si a® + b? = 3 entonces a® + b*> = 3 (mdd 4), la cual obviamente no
tiene soluciones). Luego, Nx(a) =1 0 N(f8) =1, esto es, a o  es una unidad en Ok.
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Ahora veamos que la reciproca de “primo = irreducible” no es cierta.

EJEMPLO 3.26. Tomemos K = Q(y/—14). El elemento 3 es irreducible en Ok pues
Nk(3) =9y Nk(a) # £3 para todo o € O (muy similar al ejemplo anterior).
Por otro lado, 3 no es primo en Ok pues 3 divide a

15=>14++v-14)(1 - V-14),
pero claramente no divide 1 ++/—14 ni a 1 — y/—14.

El siguiente resultado muestra en un anillo de enteros de un cuerpo de nimeros,
siempre existe una factorizacion en elementos irreducibles. Veremos en Observacion [3.2§]
que esta factorizacion no es necesariamente tinica en general.

PROPOSICION 3.27. Sea K un cuerpo de numeros. Todo o € Ok no nulo y no unidad
se factoriza como producto de elementos irreducibles en Ok.

DEMOSTRACION. (Idea.) Si « no es irreducible, entonces av = v para algunos f3,v €
Ok, ninguno de ellos unidad. Tenemos que

INic(@)] > Nk (8)] > 1.

Si B no es irreducible, hacemos con  lo mismo que hicimos con « al comienzo de la
demostracion, y siguiendo asi, este proceso debe necesariamente finalizar pues | Nk (9)| €
Z>( para todo § € Ok. Por lo tanto, encontramos un elemento irreducible 3; que divide
a . Aplicando el mismo procedimiento a af; ' € Ok obtenemos una factorizaciéon de o
en elementos irreducibles. U

OBSERVACION 3.28. Tomemos K = Q(y/—14). Ya vimos que 3 es irreducible en Ok =
Z(v/—14) en Ejemplo Tenemos que

3'=81=(5+2V-14)(5 — 2v/—14) = aa,

donde o« = 5 + 24/—14. Veamos que a y & son irreducibles, y asi obtenemos dos factori-
zaciones en irreducibles de 81 distintas. De hecho, el nimero de factores irreducibles es
distinto.

Supongamos que o = 3y con (3,7 € Og. Tenemos que

81 = Nk (a) = Nk(8)Nx(7)-
Entonces
Nk(B) € {1,3,9,27,81}.
Como Ok = Z[/—14], y
Ni(a+bv/—14) = a® + 14b* # 3,27

para todo a,b € 7Z, las opciones restantes son Nk (8) € {1,9,81}. Ademas, Nk(8) = 9
implica que § = %3, que no divide a a. Concluimos que Nk (8) = 1 o Ng(5) = 81, por
lo tanto « es irreducible en Og.

OBSERVACION 3.29. Sabemos que todo dominio de ideales principales es un dominio
de factorizacion tnica. (Veremos en Teorema que la reciproca es cierta para dominios
de Dedekind, en particular para cualquier anillo de enteros de un cuerpos de ntimero.)
Luego, Ejemplo nos asegura que Z[v/—14] no es un dominio de ideales principales.
Ejemplifiquemos este hecho.
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Queremos mostrar que el ideal
a .= <2, V —14> = 20@(@) + v —14 OQ(\/TM)
no es principal. Supongamos que a = (a) para algin a € Og/—).-
» Como «a divide a 2, Ng(«) divide a Ng(2) = 4, esto es, Ng(a) € {1,2,4}.
» Como «a divide a /—14, Ng(«) divide a Ng(v/—14) = 14, esto es, Ng(a) €
{1,2,7,14).
Concluimos que Nk (a) € {1,2}. Como Ny (a+by/—14) = a?414b* # 2 para todo a,b € Z,

obtenemos que Nk (a) = 1, lo que implica que o € Oj; y por lo tanto a = Z[y/—14]. Esto
es una contradiccion pues 1 ¢ a, ya que en caso contrario, existirian a, b, ¢, d € Z tales que

1=2(a+bv—14) + vV—14(c + dv—14) = (2a — 14d) + (2b+ ¢)v/ —14,
lo que implica que 1 = 2(a — 7d).

Existen otras aplicaciones muy simples de la traza y la norma (e.g. Problema .
Por ejemplo, se pueden utilizar para estudiar dominios Fuclideos (ver Problema . Un
estudio profundo sobre ellos se puede encontrar en [Alaca& Williams), §2].

Problemas.

3.3. (Ejercicio 16 de [Marcus, Ch. 2].) Sea a = v/2. Usar la traza Tp,) para mostrar
que v/3 ¢ Q(a). (Ayuda: Escribir v/3 = a + ba + ca? + da® y mostrar que a = 0, luego
que b = 0, y por ultimo ¢ = 0 obteniendo una contradiccién, calculando T@(a)(\/g).)

3.4. Para cada una de las siguientes propiedades, encontrar un cuerpo de ntimeros K
que la satisfaga (jNo vale usar los ejemplos del teorico!).

(a) Ok no es un dominio de factorizacion tnica.

(b) Ok no es un dominio de ideales principales (se puede usar el anterior, pero hay
que explicitar un ideal que no sea principal).

(c) Existe un elemento « irreducible en O que no es un elemento primo en Ok.

(d) Existe un elemento « irreducible en Ok tal que Nk(a) no es primo en Z.

(e) O esinfinito. (;Existe K tal que O es infinito y no tiene elementos de torsion?)

3.5. (Ejercicio opcional, solo para interesados en dominios Euclideos.) Sea K = Q(y/m)
un cuerpo cuadratico imaginario, por lo que podemos asumir que m es un entero negativo
libre de cuadrados.

(a) Probar que Ok es un dominio Euclideo con |N(-)| si y solo si para todo x € K
existe a € Ok tal que N(x — ) < 1.

(b) Probar que el anillo de enteros Ok es un dominio Euclideo con |N(+)] si y so6lo si
me {—1,-2,—3,—7,—11}.

(c) Probar que Ok es un dominio Euclideo con respecto a alguna funcion si y solo
si lo es con respecto a |N(-)].

(d) Probar que Oy 5, es un dominio Euclideo.

4. Discriminante

Sea K un cuerpo de nimeros de orden n = [K : QJ, y sean oy,...,0, todos los
morfismos de K a C.
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DEFINICION 3.30. El discriminante de una n-upla (a1, ..., a,) en K™ esta dado por
disc(ay, ..., ay) = det ([ai(ocj)]i,j)Q.
EJERCICIO 3.31. Mostrar que disc(ay, . .., a,) no depende del orden de ay, . .., a,, ni
tampoco del orden de oq,...,0,.
TEOREMA 3.32. Dados aq,...,q, € K, se tiene que

disc(ay, ..., ap) = det ([TK(ai&j)}m).
DEMOSTRACION. Sigue de la identidad
[oj(ai)lizloi(ay)]i; = [o1(ioy) + - - 4 on(ioy)]i; = [Tk (@)l
tomando el determinante a ambos lados. 0
OBSERVACION 3.33. En el caso que aq,...,qa, € Ok, se tiene que
disc(ayq, ..., ap) € Z.

En efecto, disc(ay,...,a,) = det([Tk(a;a;)];;) por Teorema y como Tk(«a) € Z
para todo a € Ok por Corolario resulta que disc(ay, ..., ay,) es el determinante de
una matriz entera.

TEOREMA 3.34. Dados ay,...,a, € K,
disc(aq,...,a,) =0 <= ay,...,q, son linealmente dependientes sobre Q.

DEMOSTRACION. Denotemos B : K x K — C la forma bilineal dada por B(a, ) =
Tk (afB). Notemos que es no degenerada pues si a # 0, entonces B(a,a™!) = Tx(1) =
[K:Q]=n#0.

Por otro lado, tenemos que {aq,...,a,} es una Q-base de K si y so6lo si la matriz
[B(cvi, aj)]i; es no degenerada, lo cual equivale a que disc(ay,...,a,) # 0 por Teore-
ma C

TEOREMA 3.35. Sea o € Q y sean au, ..., q, los conjugados de a (i.e. las raices del

polinomio minimal my(x) de a sobre Q). En el cuerpo Q(«), se tiene que

disc(la,...a" ) = J] (o — ;) = e Ng(m,(a)),

1<i<j<n
donde e =1 sin=0,1 (méd 4), y e = —1 en caso contrario.

DEMOSTRACION. Primero notemos que, tal como vimos en Proposicion [I.29] cual-
quier morfismo o : Q(a) — C esta determinado por su valor en «, el cual debe ser
necesariamente una raiz de m,(z). Tenemos que

disc(L, v, ... ") = det([os(a?")]i5)? = det([ad i;)* = [ [ (s — y)” = € [ [ (i — ).
i<j i#j
El peniltimo paso sigue de la clasica formula del determinante de la matriz de Vander-
monde, mientras que el ultimo paso se deja como ejercicio al lector (e fue definido en el
enunciado).
Por otro lado,

n

Noay (@) = [ [t (@)) = [[mi o) = T] et (ev).

=1
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Como mq(z) = [[i_,(z — ax), tenemos que m,(z) = > ¢ [[;..(z — ;) y por lo tanto
me(ai) = [, (a; — ;). Concluimos que

Noey (mi (@) = [T T = @),

i=1 j#i
lo cual completa la demostracion. O

EJEMPLO 3.36. Tomemos K = Q(y/m) con m € Z libre de cuadrados. Supongamos
primero que m = 2,3 (méd 4). Entonces Ok = Z[\/m] por Proposicion [3.8 El polinomio
minimal de a := \/m es my(z) = 22 — m. Luego, Teorema nos dice que

disc(1,v/m) = —Ng(m.(a)) = —Ng(2y/m) = 4m.

Ahora supongamos m = 1 (méd 4). Proposicion nos asegura que O = Z|

1+y/m
2

1+\/R]
5 |-

El polinomio minimal de a = es

Ly (p — Iy — g2 gy om,

me(x) = (r = 7

Concluimos que

disc(1, HY™) = —Ng (20 — 1) = —Ng(v/m) = m.

EJEMPLO 3.37. Para p un ntmero entero primo, sean £ = e?™/? y K = Q(€). Luego,
K:Q=p—1yme(z)=1+z+2a?+ -+ 2P ! por Teorema [2.34,
Para obtener una buena expresion para mg(§), usaremos la identidad 2?7 — 1 = (v —
1)me(x). Derivandola, obtenemos que
patt =me(x) + (x — 1) me(x),

para concluir que

: p& p
me(€) = = .
A
Para calcular la norma de mg(€), notamos que los conjugados de € son §,&%,..., 6P,
por lo tanto Nk (&) = Hi;i &k = g@ =1y
p—1
Ng(€=1) =1 =1 = (=1 me(1) = p.
k=1
Luego,
: Nk (p Pt
Nic(mi(€) ) e

- Ne(ONk(E-1)  p
Finalmente, Teorema nos dice que
disc(1,&,...,67%) = £pP2,

EJEMPLO 3.38. Ahora consideremos un cuerpo ciclotomico de orden m no necesaria-
mente primo, esto es, K = Q(&) con & = ¢*™/™. Mostraremos que

disc(1,&, €%, ..., 7™~ divide (en Z) a m#™.
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Procedemos de manera similar al ejemplo anterior. Desde Proposicion sabemos
que 2™ — 1 =[]y, Pa(z) y Pa(z) € Z[z] para todo d. Luego, 2™ — 1 = ®,,(z) g(x) para
algin g(z) € Z[x]. Derivando esta identidad obtenemos que

ma" = & (2) g(a) + Pp(z) ¢' ().
Evaluando en € se tiene que m = £ @/ (£)g(§). Esto implica que

m?™ = Nic(m) = Nic(®],(€)) Nic(§ 9(€)) = F disc(1,€, ..., €771 Ny (€ g(6))-
Como £ g(§) € Ok, Nk(£9(&)) € Z, lo que demuestra lo afirmado.

5. Estructura aditiva de Og

El objetivo de esta seccion es mostrar que Ok es un Z-modulo libre de rango [K : Q).

Fijemos K un cuerpo de niumeros de orden n = [K : Q)]. Sea {ay,...,a,} una Q-base
de K. Por Observacion podemos suponer que «; € Ok para todo ¢ multiplicando
cada «; por un entero apropiado en caso de ser necesario. Consideremos el Z-modulo

j=1
Claramente tenemos que A C Ok.

TEOREMA 3.39. Sea K un cuerpo de nimeros de orden n, y sea {aq,...,an} una
Q-base de K con o € Ok para todo j. Sea d = disc(ay, . .., ay). Entonces, todo elemento

en Ok puede escribirse como
aioq + -+ apay

d
para ciertos ay, ..., a, € Z tales que d | a? para todo j.

DEMOSTRACION. Sea o € Og. Escribimos a@ = rjaq + -+ - + rpa, con r; € Q para
todo 7. Denotemos oy, ..., 0, los morfismos de K a C. Entonces

oi(a) = oi(aq)ry + -+« + o)y,

para todo i. Luego,

o1(a) oi(aq) ... o1(ay) T
on() on(a1) ... oplay) Tn
Por la Regla de Cramer, obtenemos que
. det(M;)
Y det(M)’
donde M = [o;(a;)];
o1(ar) ... oi(ai1) oi(a) o) ... o1(an)
M; = : : : : : :
on(a1) ... oplais) op(a) op(eirr) ... opay)

Notar que d = det(M)? por Definicion [3.30] Por lo tanto dr; = det(M)det(M;) € Ok.
Como ademas d € Z por Observacion dr; € Q para todo i. Concluimos que dr; €
QN Ok = Z para todo 1.
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Tomemos a; = dr; para todo 7. Sigue que
ajoq + -+ apay,
y :
Resta ver que d | a? para todo i. Tenemos que a?/d = (a;/d)a; = r;a; € Q para todo i.
Ademas,

o =71+ oy =

a?  (dr;)*  det(M)?det(M;)?
== Z = det(M;)?
d d d det( z) € OK,
por lo que concluimos que a?/d € QN Ok = Z. O

COROLARIO 3.40. Para K un cuerpo de nimeros, Ok es un grupo abeliano libre de
rango [K : Q).

DEMOSTRACION. Usando la notacion del teorema anterior, tenemos que

iZ C O C 6D —Z,
Qorconc®,
lo que asegura que Ok es un modulo libre de rango n = [K : QJ. O

Como Ok es un Z-modulo libre de rango n = [K : Q], existe una Z-base {f1, ..., 5.}
de Ok, esto es,

(’)K:@@Z:{alﬂl—i—---—i—anﬁn:al,...,aneZ}.
i=1

Notar que a su vez, {f1,...,0,} es también una Q-base de K. Tal base es llamada base
entera de K.
Por Observacion [3.33] el discriminante de una base entera es un nimero entero.

TEOREMA 3.41. Sea K un cuerpo de nimeros. Si{f1,...,0n} y{71,..., W} son bases
enteras de Oy, entonces

disc(fBy, ..., Bn) = disc(Y1, -« -, Yn)-

DEMOSTRACION. Para cada 1 <i < n, como §; € Ok (resp. v € Or) ¥y {71, }
(resp. {f1,...,0n}) es una Z-base de Ok, existen b; 1,...,b;, € Z (resp. ¢i1,...,Cin € Z)
tales que 61 = Z?:l bi,j’Yj (resp. Yi = Z?:l Ci,jﬁj)- Tomando B = [bi,j]?,jzl y C= [ci,j]?,jzh
tenemos que

b gl 7 B
|l =B1:[, =01
Bn Tn Tn Bn
Claramente BC' es la matriz identidad, por lo tanto det(B) = det(C') = £1 por tener

coeficientes enteros.
Ademaés, como

[0;(B:))i; = Bloj(vi)lig
concluimos que

disc(Br, .., Ba) = det([o;(8)]:)? = det(B)? det([o; (7:))s)? = disc(1, -, 7a),

tal como queriamos. O
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DEFINICION 3.42. El discriminante de un cuerpo de numeros K, el cual se denota por
disc(K), esta dado por el discriminante de cualquier base entera de K.

EJEMPLO 3.43. Desde Ejemplo tenemos que para m € Z libre de cuadrados,

disc<@<m>>={4m im=23 (mod 4)

m sim=1 (méd 4).

TEOREMA 3.44. Tomemos K = Q(&) donde & = €>™/™ con m = p" y p primo.
Entonces Ok = Z[E].

DEMOSTRACION. Obviamente tenemos que Z[{] = Z[1 — ] C Og. Veremos que Z[1 —
{] = Ok.

Notemos que

d = disc(1,1— &, (1 —€)2,..., (1 —&)m=1)
- 11 (1-¢)—(1-¢))’

1<i<i<m:
mcd(m,i)=1=mecd(m,j)
= 11 (€ — &) = disc(1,¢, ..., 7MY,
1<i<j<m:
mcd(m,i)=1=mecd(m,j)
pues los conjugados de € son {&7 : 0 < j < m, med(j,p) = 1}, y por lo tanto los conjugados
de 1—¢son {1—-¢&:0<j<m, med(j,p) = 1}. Por lo visto en Ejemplo [3.38] obtenemos
que d divide a m#(™ = (pr)“"(m), por lo tanto d es necesariamente una potencia de p.
Escribamos d = p°.
. Sea o € Ok. Por Teorema existen ao, ..., Gym)—1 € Z tales que d | a7 para todo
JYy

ap+ ar(1—&) +ax(1 =&+ + apm-1(1 — f)w(m)—l‘

d
Supongamos que Z[1 — &] # Og. Luego, debe haber al menos un a € O tal que los
correspondientes coeficientes enteros ao, . .., dy(m)—1 como arriba no son todos divisibles

por d. Se puede ver que existe un elemento en Ok de la forma

g a1 (1= &) 4 a;(1 = €)' + - + agimy1(1 — £)ptm—1
o p Y

con 1 <i < @(n), ai—1,...,0,0m)-1 enteros no divisibles por p (Ejercicio [3.45]).

AFIRMACION. Se tiene que

I a-¢H=p

1<k<m:
med(m,k)=1

Como consecuencia, p/(1 —&)" € Z[§] y Nk (1 — &) = p.
DEMOSTRACION. En Ejemplos vimos que

(I)pT@) = | | (x — fk) =1+ ! + e 4+t 2=Dp"
1<k<m:
med(m,k)=1
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Evaluando en x = 1 obtenemos la formula requerida. Ademas, N (1 —¢) es por definicion
igual al lado izquierdo de tal férmula, ya que los conjugados de 1 — & son 1 — &F para,
1 <k <m con med(m, k) =

Resta ver que (1 — &)? divide en Z[¢] a p. Esto sigue del hecho que 1 — £ divide en
Z[€] a 1 — £F para todo k. Luego, la formula implica que (1 — &)%) divide a p en Z[¢], en
particular también lo hace (1 — &)%. |

Tenemos que Op/(1 —&)" € Ok. Restando el elemento Z“O(m a;(1—&)77" que clara-
mente estd en Ok, obtenemos que

aj—1

1-¢

Esto implica que Nk (1—¢§) divide (en Z) a Ng(a;—1) = af(l ™1 Tsto es una contradiccion

pues Nk (1 — &) = p por la afirmacion. O

€ Ok.

EJERCICIO 3.45. Demostrar la existencia del elemento 3 en la demostracion del Teo-
rema [3.44] (Ayuda para confundir: parece facil por como esté escrito en la demostracion
de [Marcus, Thm. 10, Ch. 2|.)

Es importante aclarar que Teorema vale en realidad para m arbitrario (ver la
parte final del capitulo 2 de [Marcus]).

Al siguiente resultado no lo demostraremos pero podra ser usado para hacer los ejerci-
cios. s muy 1til por ejemplo para determinar los anillos de enteros de cuerpos de niimeros

de la forma Q(+/a, V) para a,b € Z.

TEOREMA 3.46. Sean K y F' cuerpos de nimeros de ordenes m y n respectivamente.
Denotemos d = med(m,n) y E = KF. Si [E : Q] = mn, entonces

OxOp C Op C 2 OgOp.
En particular, si d =1, entonces O = OgOp.
EJERCICIO 3.47. Demostrar Teorema [3.46] Consultar [Marcus, Thm. 12, Ch. 2|.
Problemas.

3.6. Determinar Ok para cada uno de los siguientes cuerpos de ntimeros K. Incluir
una base entera para cada uno de ellos.

()K Q(V2).
(b) K = Q(V12).
((; Q(V/5,V13).

Q(a) donde « es una raiz de x* — z — 1.

A/—\/—\/—\

3.7. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, donde K y F' son
cuerpos de ntmeros.
(a) K = F siy solo si disc(K) = disc(F).
(b) K ~ F siy solo si disc(K) = disc(F).

(¢) Siaq,...,an € Og cumple que disc(ay, ..., q,) = disc(K), entonces a, ..., ap,
es una base entera de Ok.
(d) Dados ay,...,a, € Ok, disc(ay, ..., a,) es libre de cuadrados (en Z) si y solo si

{ai,...,a,} es base entera de Ok.






Capitulo 4

Dominios de Dedekind

1. Definicion

En 7Z, el Teorema Fundamental de la Aritmética implica que
todo ideal no nulo de 7 se escribe como producto de ideales primos.

En efecto, si I es un ideal no nulo de Z, entonces I = (m) para algin m € Z. La
factorizacion en primos m = pi'...p," implica que

I={". . .p")=m)" . ()",

donde cada (p;) es un ideal irreducible.
El siguiente objetivo es generalizar este resultado a todo anillo de enteros de un cuerpo
de nameros. De hecho, trabajaremos en una clase mas general de anillos, los llamado

dominios de Dedekind.
Repasaremos primero algunos conceptos béasicos de la teorfa de anillos.

RECORDATORIO 4.1. Sea R un dominio de integridad (i.e. anillo conmutativo con
unidad y sin divisores de cero).

= a C R es un ideal si para cada o € ay § € R se tiene que af € a.

» R/a es un anillo cuando a es un ideal.

= Un ideal p C R es primo si p # R y si cada vez que tenemos aff € p implica que
a €po B E€p,locual equivale a que cada vez que tengamos ab C p implica que
aCpobcCp.

» El anillo R/p es un dominio de integridad si y sélo si p es primo, para p cualquier
un ideal de R.

= Un ideal m C R es maximal si m # R y si cada vez que m C a C R con a ideal
implica que a = Roa=m.

= R/m es un cuerpo si y sélo si m es maximal, para cualquier m ideal de R.

» Todo ideal maximal es primo (la reciproca no es cierta pues {0} es un ideal primo
en Z pero no es maximal).

» Para p € R, p es primo si solo si el ideal (p) = pR es primo.

» Para ¢ € R, c es irreducible si y solo si el ideal (¢) = ¢R es maximal entre los
ideales principales.

PROPOSICION 4.2. Sea K un cuerpo de nimeros de orden n, y sean a y p ideales no
nulos de Ok, con p primo. Las siguientes propiedades son vdilidas:
(1) Eziste a € Z ~ {0} tal que aNZ = aZ.
(2) Eziste p € Z primo tal que p N Z = pZ. Notar que p es el unico primo en Z que
vive en .
(3) Ezisten [1,..., [0, € Ok tales que a = 17+ - - - + B, Z.
(4) #(Ok/a) < .

63
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DEMOSTRACION. (1) Claramente a NZ es un ideal en Z. Resta ver que es no nulo.
Sea a € a con o # 0. Como «a € Ok, los coeficientes de su polinomio minimal m,(z) =
"+ ZZ;E apz” viven en Z por Teorema Como m,(a) = 0, obtenemos que

Ademas, ag # 0 pues m,(x) es irreducible en Q[z].

(2) Por el item anterior, tenemos que p NZ = pZ para algin p € Z no nulo. Resta ver
que p es primo en Z. Supongamos que p | ab para a,b € Z. Tenemos que ab € p, por lo
tantoa €pobep,estoes,a €pNZ =pZobepnNZ=pZ,lo que implica que p | a o
plb.

(3) Por Corolario sabemos que Ok es un grupo abeliano libre de rango n, esto
es, existen aq,...,qa, € Ok tales que O = 1Z + - - - + «a,,Z. Luego, como aNZ = aZ,
tenemos que

aoiZ+ -+ acapZi = a0 Ca C O =+ -+ a, 7.
Esto implica que a es también un grupo abeliano libre de rango n, lo cual completa la

demostracion de este item.
(4) Ya vimos que aNZ = aZy aOk C a C Ok, por lo tanto

#(OK/G) S #(OK/GOK) = |a|” < 00,
tal como lo aseguramos. U

DEFINICION 4.3. Un dominio de Dedekind R es un dominio de integridad que satisface
las siguientes propiedades:

(1) R es Noetheriano.
(2) Todo ideal primo no nulo es maximal.
(3) R es integramente cerrado en su cuerpo cociente K := {% o, B € R, B #0}.

Explicaremos algunas de los términos que aparecieron en la definicién anterior, junto
a algunos comentarios.

OBSERVACION 4.4. El item (3) significa que si § € K es raiz de un polinomio ménico
en R[z], entonces 3 € R, esto es, B divide a a.
El item (1) es equivalente a cualquiera de los siguientes:

(1’) Todo ideal es finitamente generado.

(1”) Toda cadena ascendente de ideales es estacionaria. En otras palabras, si I; C
I, C I3 C ... son ideales, entonces existe N € N tal que I, = Iy para todo
n > N.

(1) Todo subconjunto no vacio de ideales propios de R, parcialmente ordenados con
la inclusion, tiene un elemento maximal. En otras palabras, si S es un conjunto
de ideales propios no vacio, entonces existe M € S tal que cada vez que tengamos
M C I para algin I € S implica que I = M.

El siguiente ejercicio esta destinado a los que disfrutan del algebra. Se puede encontrar
mas informacion sobre anillos Noetherianos en |[Lang, Ch. X]| y [Hungerford) §VIII.4|.

EJERCICIO 4.5. Demostrar las equivalencia entre (17), (17) y (177).
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TEOREMA 4.6. Para K un cuerpo de nimeros, Ok es un dominio de Dedekind.

DEMOSTRACION. Mostraremos (1’). Sea a un ideal en Of. Por Proposicion 4.2} existen
By, Bn € Ok tales que a = S1Z + -+ + 5,Z. Como {f1,...,5,} genera a a como Z-
modulo, es obvio que también lo genera como anillo, por lo tanto a es finitamente generado.

(2) Sea p un ideal primo no nulo de Ok. El dominio de integridad Ok /p es finito por
Proposiciéon , lo que implica que Ok /p es un cuerpo, lo que a su vez nos asegura que
p es maximal.

(3) Sea y un elemento del cuerpo cociente de Og, es decir, K. Supongamos que y
es raiz de un polinomio moénico f(z) = 2" 4+ S._} agpr® € Oklz]. Para mostrar que y
pertenece a O, chequearemos la condicion (4) en Teorema esto es, mostraremos que
existe M un Z-submoédulo de C finitamente generado que cumple que yM C M.

Sea M = Zlay, ..., a_1,y]. Denotemos gr(m,, (z)) = hy para todo k. Notemos que
M es un Z-modulo finitamente generado ya que el conjunto finito

{alo iyl 0<l, < hyparacada0<k<r—1,0<l<r}

genera a M como Z-moédulo. Ademaés, es claro que yM C M, lo que completa la demos-
tracion. 0

Problemas.

4.1. Dar un ejemplo de:

(a) un dominio integro que no sea Noetheriano.
(b) un dominio integro que contenga algun ideal primo no nulo que no sea maximal.
(c) un dominio integro que no sea integramente cerrado en su cuerpo de fracciones.

2. Factorizacion de ideales

En esta seccion trabajaremos en un dominio de Dedekind R. Denotaremos K a su
cuerpo de fracciones. Por Teorema [4.6] todo lo que probaremos sera valido para un anillo
de enteros de un cuerpo de niimeros.

LEMA 4.7. Todo ideal no nulo en R contiene un producto de ideales primos.

DEMOSTRACION. Supongamos que no es cierto. Sea S el conjunto de todos los ideales
no nulos en R que no contienen un producto de ideales primos. Tenemos que S es no vacio
por hipotesis.

Por la equivalencia (1’’), existe un elemento maximal m en S. Tenemos que m no es
primo, sino m contendria al ideal m?2, el cual es producto de dos ideales primos. Luego,
existen elementos r, s € Rxm tales que rs € m. Como los ideales m+(r) y m+(s) contienen
estrictamente a m, ellos no pertenecen a S. Esto nos dice que m+ (r) y m+ (s) contienen
un producto de ideales primos, y como consecuencia, también lo hace su producto

(m+ (r))(m+(s)) Cm,
lo cual es una contradiccién pues m no contiene un producto de ideales primos. 0
LEMA 4.8. 57 a es un ideal propio de R, entonces existe v € K . R tal que ya C R.

DEMOSTRACION. Sea a € a no nulo. Por Lema, el ideal (a) contiene un producto
de ideales primos. Sean pi,...,p, ideales primos en R tales que (a) D p;...p, con r
minimo, esto es, Hiﬂo p; no esta contenido en a para todo ig.
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Por otro lado, existe m un ideal maximal tal que a C m. Luego, como m es primo y
pr...p, C(a) CaCm,

tenemos que p, C m para algin ¢. Reordenando si es necesario, podemos asumir que
pp Cm.
Por (2) en Definicion 1.3 p; = m. Luego,

p1...p C{a) CacCp;.

Sea b € py...p,.~\{a). Se tiene que 7y := g € K~ R. Veamos que si ¢ € a, entonces yc € R.
Como c € p; y b € ps...p,, tenemos que be € py...p,. C (a), esto es, bc = ad para algin
dER,porloqueyc:%:deR. O

EJEMPLO 4.9. En Z, para a = aZ, se tiene que %a C Z para todo d | a.

TEOREMA 4.10. Dado a un ideal no nulo de R, existe un ideal b de R tal que ab es
un tdeal principal de R.

DEMOSTRACION. Sea « € a no nulo, y sea

b={fe€R:pac{a)}.
Tenemos las siguientes consecuencias:
» b es un ideal: si 8,5 € by v € R, entonces fya = v (fa) C v{a) C (a) (ie.
pyeb),y (B+p)aC Pat+ fac (a)+ (a) = (a) (i.e. 6+ €b).
» b#0 pues o € b.
» ab C (a):siy€ay [ € b, entonces 75 € ().
Veamos que ab = (a). Consideremos I = Lab. Tenemos:
» [ C R pues ab C («).
» [ esunideal: si 2 € Iy € R, entonces v € ab (producto de ideales es ideal),
lo que implica que %‘S el
Si I = R, entonces ab = aR = («), que es lo que queriamos probar.
Ahora supongamos que I # R y busquemos una contradiccion. Lema nos asegura
que existe v € K ~ R tal que vI C R. Tenemos que I D b pues si § € b, entonces
B = aa—ﬁ € I. Esto nos dice que 73 € vI C R para todo 5 € b. Méas atin,

Yo Cb

pues si § € b, entonces Y33 = fy% C I, lo que implica que vBa C (a), de lo que se

concluye que v € b.
Como b es finitamente generado, existen 51,...,5, € b tal que b = 51R+ --- + B, R.
Como vb C b, entonces existe A € R"*™ tal que

5 5
i) =4l
Bn Bn
Esto nos dice que el polinomio moénico P(x) := det(x] — A) € R[z] anula a ~, por lo tanto
v € R por Definicion [£.3|(3), lo cual es una contradiccion. O

COROLARIO 4.11 (Ley de cancelacion). Si a, b y ¢ son ideales en R tales que ac = bc,
entonces a = b.
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DEMOSTRACION. Por Teorema existe un ideal ¢ en R tal que ¢¢ = (v) para
algtin v € R. Multiplicando por ¢ a ambos lados de ac = be, obtenemos que ya = ~b.
Esto implica que a = b. En efecto, si a € a, entonces existe § € b tal que ya = v, por
lo tanto a = € b. d

El resultado anterior nos permite definir la divisién entre ideales de R.

DEFINICION 4.12. Dados a y b ideales en R, decimos que a divide a b, y lo denotamos
por a | b, si existe un ideal ¢ de R tal que b = ac. En ese caso, escribimos ba™! = a™1b = c.

COROLARIO 4.13. Sean a y b ideales en R. Entonces, a | b si y sélo st a D b.

DEMOSTRACION. La ida sigue de que a | b significa que existe ¢ tal que b = ac C a.
Veamos la vuelta. Asumimos a D b. Sea a ideal en R tal que aa = («), el cual existe
por Teorema Definimos ¢ = iab. Tenemos:

= ¢ C R pues 2ab C Laa = X(a) = R.
= ¢ es un ideal en R: si g € ¢y v € R, entonces By € ab, lo que asegura que 57 € c.
= b =ac pues ac = aab = Z(aa)b = b.

La prueba esta completa. O

Estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccion.

TEOREMA 4.14. Todo ideal propio de R se representa de manera unica (salvo el orden)
como producto de ideales primos.

DEMOSTRACION. Primero veamos la existencia de la factorizacién, esto es, que to-
do ideal propio se escribe como producto de ideales primos. Asumamos lo contrario, y
tomemos

F = {ideales propios en R que no se escriben como producto de ideales primos}.

Como asumimos que F es no vacio, la equivalencia (1'”) de Definicion [4.3|(1) nos dice que
existe un ideal maximal a en F.

Existe p un ideal maximal (y por lo tanto primo) en R tal que a C p. Como p | a
por Corolario [4.13] existe b ideal en R tal que a = pb. Esto implica que a C by a # b
(si a = b, entonces p = R, lo cual no es cierto). Como a es maximal en F, tenemos que
b ¢ F, por lo que existen py, ..., p, ideales primos en R tal que b = p;...p,. Concluimos
que

a=pb=ppi...p,
lo cual contradice a que a € F. El absurdo proviene de suponer que F # ().
Ahora establezcamos la unicidad de la factorizacion. Supongamos que existen ideales

primos pi, ..., 9., q1, ..., qs tales que
Pr. Pr=0q1...0s

Se sigue que ¢y ...qs C p1, por lo tanto q; C p; para algin 1 < ¢ < s. Reordenando en
caso de ser necesario, tenemos q; C p;. Mas atin, como q; y p; son ideales maximales por
Definicion [4.3](2), tenemos que p; = gy, y por lo tanto

Pa...Pr=1¢(2...qs-

Procediendo de esta manera, obtendremos que » = sy py,...,p, es solo una permutacion
de q1,...,q,. U
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3. Ejemplos y consecuencias

Luego de tantos teoremas, volvamos al mundo real con algunos ejemplos. Ejemplo [4.16
serd importante para el resto del curso ya que veremos el método de multiplicar ideales
dados por generadores.

EJEMPLO 4.15. Sea R un dominio de ideales principales. Para a un ideal no nulo
de R, se tiene que a = (o) para algiin « en R. Por la factorizacién tnica en elementos
irreducibles, o = plfl ...pk con p; € R irreducible (= primo) para todo j. Concluimos

que
a=(p))* ... (p)"
es la factorizacion de a asegurada por Teorema ya que (p;) es primo en R para todo
g
EJEMPLO 4.16. Sea K = Q(v/=5). El anillo de enteros Ok de K no es un dominio de
factorizacién unica. En efecto,

2x3=6=(14++v-5)(1 —V-5),

mientras que 2,3,1 + /=5 son todos irreducibles en Ok (usar la norma Nk(-) para

chequear esto). Luego,
(2)(3) = (1 4+ vV=5)(1 — v/=5).

Veamos que esta identidad no contradice la factorizacion tinica de Teorema4.14| mostrando
que ninguno de estos ideales es primo, a pesar de ser ideales principales generados por
elementos irreducibles.

Definimos

po = (2,14 v=5),
p1 = (3,1 +=5),
po = (3,1 —/=5).
Tenemos que pg = (2, 1 —+/=5). Para mostrar esto, basta ver que los generadores de cada

lado estan en el otro ideal. Esto sigue facilmente de que —(1 — /=5) = 1+ /=5 — 2.
Ademés tenemos que

pg = <472(1 + \/__5)76> = <2>
En efecto, C es clara pues todos los generadores de (4,2(1 4 +/—5),6) son miltiplos de 2,
mientras que D sigue de que 2 = 6 — 4 € (4,2(1 £+/—5),6). De manera similar se pueden
mostrar las identidades del siguiente ejercicio.

EJERCICIO 4.17. Mostrar las siguientes identidades:
pib2 = (3),
pop1 = 6) = (1 +v=5),
popg — <1 — vV —5>
A partir de ahora realizaremos estos calculos sin dar los detalles ni hacer mencion de
ellos, ya que serd muy comin y el método siempre es similar.
Mostraremos que po, p1 v P2 son ideales primos por ser maximales. Para esto tltimo,

el siguiente ejercicio serd de mucha utilidad. Mas adelante, esta tarea serd més simple
usando la herramienta norma que introduciremos al comienzo de Capitulo [5
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EJERCICIO 4.18. Probar las siguientes identidades:
po =27+ (1 +V-5)Z,
p1 =3Z+ (1+/-5)Z,
p2 =3Z+ (1 —/-5)Z.

Como O = Z + (1 +/-5)Z = Z + (1 — /=5)Z, tenemos que Ok /py =~ Z/27 y
Ok /p1 ~ Ok /ps ~ Z/37. Luego, si m es un ideal maximal de Ok tal que p; C m C Ok,
entonces Ok /m es un subanillo de Ok /p;, lo que implica que Ok /m debe ser Ok /p; o
{0}, esto es, m = p; o m = Ok.

Concluimos que la factorizacion en ideales primos de (6) es

(6) = pg p1pa,

lo cual es consistente con lo que vimos al comienzo del ejemplo.

DEFINICION 4.19. Sean a = pfl“ Py b= p’fl ...p¥ ideales en R con p; ideal primo
en Ry hj, k; € Ny para todo j, y p; # p; para todo i # j. (Notar que siempre podemos
escribir asi a dos ideales dados permitiendo que h; o k; sea 0 para cada 7). Definimos
T ml’n(hl,kl)
i=1Pi )

el minimo comun mailtiplo de a y b como el ideal mem(a, b) == [];_, inéx(hi’ki).

» el mdzimo comin divisor de a y b como el ideal med(a, b) :=[]

EJERCICIO 4.20. Demostrar las siguientes afirmaciones:
= mcd(a, b) coincide con el tnico ideal ¢ de R tal que ¢ | a, ¢| b, ysid|ayd|b,
entonces 0 | c.
= mcm(a, b) coincide con el tnico ideal ¢ de R tal que a|¢, b|c,ysia|dy b0,
entonces ¢ | 0.
PROPOSICION 4.21. Para a y b dos ideales en R, se tiene que
mcd(a, b) = a+ b,
mem(a,b) =anb.
DEMOSTRACION. Por Corolario[4.13| a+ b divide a a 'y b pues a y b estan claramente
contenidos en a + b. Ademas, supongamos que 0 es un ideal de R que divide a a y b.
Entonces a C 0y b C 0, lo que implica que a+b C 0, esto es, 0 divide a a+b. Concluimos

que a + b = mcd(a, b).
El otro caso es muy similar. 0

TEOREMA 4.22. Sean a un ideal en R y o € a no nulo. Existe 5 € a tal que
a= (o, 8) =aR+ [R.
DEMOSTRACION. Buscamos [ € R tal que
a =med({(a), (8)) = (@) + (B) = (a, B).
Sea
a=p. . ph
la factorizacion en ideales primos de a, esto es, k; € N y p; ideal primo de R para todo 1,

y pi # p; para todo ¢ # j. Como (a) C a, tenemos que la factorizacion en ideales primos
de () es de la forma

(@) = pit . oplirglt . gl
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con h; > k; para todo 1 <i <17, [; >0 para todo 1 <17 <s, q; # q; para todo 7 # j, y
p; # q; para todo 1, j.

Notemos que el elemento [ que buscamos debe tener factorizacion en ideales primos

de la forma
(B) =i ... P,
con med(b,py...p,q1...qs) = R.

Para cada 1 < i < 7, tomemos f; € pi* < pft!. (Notar que la factorizacion tnica
nos impide que p* = p**! para cualquier ideal primo p y k € Ny.) Usaremos el siguiente
resultado sin demostracion.

TEOREMA CHINO DEL RESTO: Si I4,..., 1, son ideales en R coprimos entre si (i.e.
I; + I; = R para todo i # j), entonces el mapeo obvio

R/()Ii — R/I x -+ x R/I,
i=1
es un isomorfismo.
En nuestro caso,

R = med(pf ™+, pl ) = phtt 4 pl ™! para1<i<j<r,
R =med(pj*', q;) = pi* + q; paral <i<ryl<j<s,
R =mcd(q;,9;) = q; +q; paral <i<j <s.

Concluimos que existe 8 € R tal que el isomorfismo lo mapea a

(ﬁh"'aﬁﬂlw‘ >€R/pk1+l XPfTHXChX"'XCIs;

esto es

B—BZEpr para todo 1 < i <,
B—-1€q; paratodol <j<s.

Para cada 1 < i < 7, tenemos que § = (8 — ;) + B € pl, por lo que (B) C p¥ y

% | (). Entonces

P;

ﬂpz = mcin pl ""7pfyl)‘

Por la factorizacion tnica en 1deales primos (Teorema , existe un ideal b tal que

(B) = pi" ... pJ b.
Resta ver que b es coprimo a p; y q; para todo 1, j.

Como f € by f—1 € q;, se tiene que med(b, ;) = b+q; = R. Ademéas med(b, p;) = R,
pues de lo contrario med(b,p;) = p;, lo que implica que g € pf"pi = pf”“, lo cual es
imposible pues §; ¢ p; "y B — §; € piitt.

Concluimos que R = med (b, p;...p,q1-..4qs), lo que a su vez asegura que

(a) + (B) = med({a), (B)) = med(p}" ... pIray .. gk, pl' . pfb) = pit L pkr = a,

que prueba la afirmacion. O

TEOREMA 4.23. Si un dominio de Dedekind R es un dominio de factorizacion inica,
entonces R es un dominio de ideales principales.
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DEMOSTRACION. Tomamos un ideal a en R y veamos que es principal. Por Teore-
ma [4.10] existe un ideal b en R tal que ab = () para algin o € R. La factorizacion en
elementos irreducibles a = p’fl ...pF en R implica que

ab = <Oé> = <p1>k1 Ce <p7>k7
Notemos que p; := (p;) es un ideal primo de R por ser p; primo en R. Luego, la factori-
zacion tnica de ideales nos asegura que existe hy,...,h, € Z tales que 0 < h; < k; para
todo i y
h . I h .
a=py g =)
En particular, a es principal. O

OBSERVACION 4.24. El anillo Z[z] es un ejemplo de un dominio de factorizacion unica
que no es un dominio de ideales principales. En particular, Z[z] no es un dominio de
Dedekind.

Finalizamos este capitulo con el siguiente resultado que sera utilizado (inicamente)

en Proposicion [5.6

LEMA 4.25. Dados a y b ideales de un dominio de Dedekind R, existe o € a tal que
med(ab, (o)) = a.

DEMOSTRACION. Supongamos que a = plfl Py b= pil“ ..phrocon k; € Ny y ps
ideal primo en R para todo ¢, y p; # p; para todo ¢ # j. Para cada 1 <1i <7, sea

k141 ki—1+1 _k; kit1+1 kr+1 ki1+1 kr+1
a; € pr S e e T e T

Tomemos o = a3 + - - + «,, y veamos que cumple con la afirmacion.
Escribimos
(a) = pi .. .plre,
con ¢ ideal de R coprimo a p; para todo . Como a € pf para todo 7, y pq,...,Pp, son
coprimos de a pares, entonces p+' ... p* | (o), por lo tanto I; > k; para todo i.
Afirmamos que [; = k; para todo i. Supongamos que I[; > k; para algin ¢, es decir,

p¥th | (), o equivalentemente o € p¥it!. Como ademas a; € p¥*! para todo j # i,

1
resulta que «; € pf
ki1 kj+1 Jei+1 kj+1 kj+1
az‘EPz‘Jranjj chm(Pi+,HPjJ ):Hij :
J#i J#i J

i1 Por definicion, a; € pfﬁl para todo j # ¢, por lo tanto

Esto es una contradiccion ya que «; ¢ Hj pfﬁl por definiciéon. El absurdo provino de
suponer l; > k;, por lo tanto [; = k; para todo . Concluimos que
med(ab, (@) = med(pht ™ phrthe pht o phre) = pht o ph = a
que es lo que buscabamos. O
Problemas.

4.2. Sea K = Q(v/—14), por lo tanto O = Z[v/—14]. Descomponer como producto
de ideales primos a los ideales (15) y (81). Recordar que en §3| vimos que 15 y 81 se
descomponen como producto de elementos irreducibles en O de dos formas distintas:

15=3-5=(1+V-14)(1 —v-14),
81 =3* = (5+2v—14)(5 — 2v/—14).
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4.3. Sea K = Q(v/—1), por lo tanto O = Z[/—1].
(a) Para p un primo racional, descomponer el ideal (p) = pOk en producto de ideales
primos de Og.
(b) Determinar todos los ideales primos en Ok.

Hacer lo mismo con K = Q(v/2) y con K = Q(v/=3).



Capitulo 5

Grupo de clases de ideales

1. Norma de ideales

En esta seccion consideramos el anillo de enteros Ok de un cuerpo de niimeros K de
orden n.

DEFINICION 5.1. Dado a un ideal en Og, definimos la norma de a como N(a) :=

#(Or/a).

OBSERVACION 5.2. Si a es un ideal en Ok tal que aNZ = aZ con a > 0, entonces
(a) C a, por lo tanto

N(a) = #(Ok/a) < #(0k/(a)) = a".

OBSERVACION 5.3. Supongamos que a es un ideal de O = ayZ+- - -+, Z. Como a es
un Z-moédulo libre de rango n, existen Sy, ..., 5, € Ok y una matriz A = (a;;);; € Z"*"
triangular inferior (i.e. a;; = 0 para i < j) con entradas diagonales positivas (i.e. a;; > 0
para todo i) tales que

n

a=0Z+- -+ 57 vy @zZai,jaj para todo 1 <i < n.
j=1

Las n identidades de la derecha se resumen asi:

B a1 .. Q1p g ap

= : ]l =A
6n afn,l s an,n Qp 7
LEMA 5.4. Bajo la notacion de Observacion [5.3, tenemos que

N(Cl) =a11...-0ppn-
DEMOSTRACION. Es suficiente ver que
{bia; + -+ by, : 0 < b; < a;;}

es un conjunto de representantes de Ok /a.
Sea vy => " cia; € Ok con ¢; € Z para todo i. Por el algoritmo de la division en Z,
existen mq, by € Z tales que ¢; = mya;; + by con 0 < by < a; ;. Luego,

Y1 =Y — blOél — mlﬁl € OK N (OéQZ +---+ OénZ)
De la misma manera, existen maq, by € Z con 0 < by < ag 9 tales que

Yo =1 — bycry — mgﬁg € OgnN (OégZ—F R anZ)

73
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Procediendo de esta manera, tenemos que

Y= Z(mzﬂi + b)) = Z m;B; + Z b;oy;.
i=1 i=1 i=1

€a

donde m;,b; € Z 'y 0 < b; < a;; para todo 1 < i < n. Esto muestra que Z?:l b
representa a v en Ok /a.

Ahora veamos que no hay dos representantes asociados entre si. Esto sigue mostrando
que si Z?:l bioy €aconb, € Zy0<Vb < a;; para todo 7, entonces b; = 0 para todo
i. O

PROPOSICION 5.5. Para a € Ok, se tiene que N({(a)) = |[Ng(a)|.
DEMOSTRACION. Escribimos
Ox =onZ+ -+ a,Z

para ciertos aq, ..., a, € O, lo cual esté asegurado por Corolario|3.40. Sean (,..., 05, €
() y A € Z™™ como en Observacion [5.3] en particular,

B ai
() =BiZ+ -+ By =AY
Bn o
Por Lema tenemos que
N{a)) =a1y...a,, = det(A).
Veamos que |Ng(a)| = det(A). Notemos que
(@) = aaiZ 4+ -+ + o, Z.

Como {f,...,[n} es también otra Z-base de (), existe R € Z"*" con det(R) # 0 tal
que

an B €3]
al i | =R| | =RA
Qp B Ay,
Por otro lado, en Ejercicio |3.12| vimos que el determinante de la transformacion lineal
Uy, : K" — K",
v an,

es precisamente N («). Concluimos que
Nk (o) = det(U,) = det(RA) = det(R)det(A) = xa1; ... ann = £N((@)),

pues R es una matriz invertible en Z™*" y por lo tanto su determinante es invertible en
Z,y ademas A es triangular superior por lo que su determinante es igual al producto de
las entradas diagonales. 0

PROPOSICION 5.6. La norma de ideales es multiplicativa, esto es,
N(ab) = N(a) N(b)

para a y b ideales en O.
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DEMOSTRACION. Denotemos © = N(a) y s = N(b). Ademas, sean {p1,..., 1.} ¥
{m,...,ns} conjuntos de representantes de Ok /a y Ok/b respectivamente.
Lema nos asegura que existe o € a tal que

a = med(ab, (@) = ab + ().
Es suficiente mostrar que
R={pi+an:1<i<r 1<j<s}

es un conjunto de representantes de O /ab pues #R =rs = N(a)N(b).
Veamos que dos elementos en R no son equivalentes moédulo ab. Supongamos que

(s +am;) — (e + ) € ab.
Entonces

pi — pe = (i + amy) — (e + o) — a(n; —m) € ab+ (o) = a,
por lo tanto i = k. Esto implica que

a(n; —m) € ab.

(Notar que el hecho que « pertenezca a a no es suficiente para asegurar que n; — 7, € b.)
Como mcd(ab, (a)) = a, tenemos que (o) = ac para algin ¢ ideal en Ok coprimo a b.
Luego,
ab | (a)(n; —m) = ac{n; — m),

de lo que obtenemos que b | (n; —n;) tal como queriamos, pues esto fuerza a que j = [.

Ahora veamos que un elemento arbitrario en O es equivalente modulo ab a algin
elemento en R. Sea 7 € Ok. Sabemos que v — u; € a para algin 1 < i < r. Como
a = ab + (o), existe n € Ok tal que

v — p; —an € ab.
También sabemos que 0 :=n —n; € b para algin 1 < 5 < s. Como ad € ab, obtenemos
que
Y — W —an; =7 — p; —an+ oo € ab,
tal como queriamos. O

PROPOSICION 5.7. Sea a un ideal en Ok, para K un cuerpo de nimeros de grado n.

(1) Si N(a) es primo en Z, entonces a es un ideal primo de Of.

(2) Si p es un ideal primo de Ok y pN7Z = (p), entonces N(p) = p’ para algin
0< f<n.

(3) Dado p primo en 7, existen a lo sumo n ideales primos que contienen a p.

DEMOSTRACION. (1) Sea a = p;...p, la factorizacion de a en ideales primos. Toman-
do la norma en ambos lados obtenemos que N(py)... N(p,) es un entero primo, lo cual
implica que r = 1 pues N(p;) > 1 para todo i.

(2) Como p € p, tenemos que p | (p), y por lo tanto N(p) divide a N({p)) = |Nk(p)| =
p".

(3) La factorizacion de (p) en ideales primos

nos asegura que pi,...,P, son los tunicos ideales primos en O que contienen a p. En
efecto, si p € q para algin ideal primo q, entonces (p) C q y por lo tanto q | (p) por
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Corolario 4.13] por lo que concluimos que q = p; para algin ¢ por la unicidad de la
factorizacion (Teorema [4.14)). Escribimos N(p;) = p/i con 0 < f; < n. Como

P =Nk (p)l = N((p)) = N(p1)* ... N(p,)"r = phhstibs,

se tiene que n = fiky + --- + f.k., lo que implica de manera inmediata que r < n pues
fik; > 1 para todo 1. O

TEOREMA 5.8. Sea K un cuerpo de nimeros. Dado \ > 0, existe una cantidad finita
de ideales de norma < \.

DEMOSTRACION. Como obviamente existe una cantidad finita de nimeros primos
positivos menores o iguales a \, Proposicion nos asegura que existe una cantidad finita
de ideales primos de norma < A. Por la factorizacion tnica de ideales como producto de
ideales primos (Teorema, concluimos que existe una cantidad finita de ideales enteros
en Ok de norma menor a A. O

Problemas.

5.1. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Sea a un ideal en un dominio de Dedekind R. Probar que N(a) = #(R/a) es un
primo racional si y solo si a es un ideal primo en R.
(b) N({a, 8)) = med(| Nk (a)|, [Nk (5)|) para todo «, 5 € Ok.

2. Numero de clases de ideales
En esta seccion seguimos denotando por A a un cuerpo de ntimeros de orden n.

DEFINICION 5.9. Decimos que dos ideales a y b de Ok estan en la misma clase si
existen «, 5 € Ok no nulos tales que aa = Sb. En este caso, denotamos a ~ b.

EJERCICIO 5.10. Demostrar que ~ es una relacion de equivalencia. Ademas, probar
que todos los ideales principales estan en la misma clase.

LEMA 5.11. Todo ideal en la misma clase que un ideal principal es necesariamente
principal.

DEMOSTRACION. Supongamos que existen un ideal a y elementos o, € Ok tales
que aa = (). Como [ € aa C (a), existe v € Ok tal que = ary. Veamos que a = (7).
Sea d € a. Como ad € aa = (), da = [ para algin p € Ok. Entonces § = §(ya) =
By, por lo tanto § = py € (7). Luego, a C (7). Ahora sea vd € () para algin 0 € O.
Entonces yda = 04 € (8) = aa, por lo tanto vd € a. Concluimos que a = (7). O

OBSERVACION 5.12. El conjunto de clases forma un grupo abeliano con la multiplica-
cion obvia (i.e. a- b = ab, donde a y b denotan las clases de a y b). En efecto,

= (1) = Ok es el elemento neutro.
» Asociatividad: (a-b)-c=a-(b-¢) pues (ab)c = a(bc).
= Inverso: dado a un ideal de O, Teorema [4.10] asegura que existe un ideal b de

Ok tal que ab es principal, esto es a~ ' = b.

DEFINICION 5.13. El grupo de la observacion anterior es llamado el grupo de clases
de ideales de Og. Su orden, que se denota hg, es llamado el numero de clase de Ok.
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OBSERVACION 5.14. Claramente, Ok es un dominio de ideales principales si y solo si
bk = 1. Recordemos que por Teorema 4.23] si O es un dominio de factorizacion tnica,
entonces necesariamente es un dominio de ideales principales. FEn particular, cualquier
cuerpo de nimeros K tal que Ok no es un dominio de factorizacion tnica (e.g. K =

Q(v/=5) por Ejemplo [4.16)) cumple b > 1.

Ahora veamos una forma equivalente de definir el grupo de clases, la cual es mas
clésica.

DEFINICION 5.15. Un ideal fraccionario de K es un Og-submodulo a de K tal que
existe b € Z ~. {0} tal que ba C Ok.

Los ideales (clasicos) de O, que son obviamente fraccionarios, son usualmente llama-
dos ideales enteros.

EJEMPLO 5.16. El Z-submoédulo %Z es un ideal fraccionario de Q.

EJERCICIO 5.17. Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) Si ay b son ideales fraccionarios, entonces a + b y ab también lo son.
(b) Dado a ideal de Ok, el conjunto

al:={ye K :yacC Ok}

es un ideal fraccionario que cumple aa™! = Ok.
(c) El conjunto

Gk := {ideales fraccionarios no nulos de K}
es un grupo abeliano con el producto, mientras que
GY9 := {ideales fraccionarios no nulos principales de K} = {yOx :y € K*}
es un subgrupo de Gk.

OBSERVACION 5.18. Cualquier ideal fraccionario a de Ok se descompone como

k1 .
a= plll e p;’ 7
qr - -- s
con Pi,...,Prq1,...,9qs ideales primos de Ok mutuamente coprimos y k;,l; € N para

todo i, j. Esto se demuestra de la siguiente manera. Existe b € Z no nulo tal que ba es
un ideal de Ok. Luego, el ideal entero ba tendra cierta factorizacion en ideales primos
por Teorema [4.14] al igual que (b). Por lo tanto, simplificando ambas factorizaciones en
la expresion a = 2% obtenemos la factorizacion de a deseada.

DEFINICION 5.19. El grupo de clases de Ok se define como

EJERCICIO 5.20. Demostrar la equivalencia entre las dos definiciones del grupo de

clase de ideales (Definiciones v [5.19).

El proximo objetivo es probar que el nimero de clase hx = #Hx es finito.

PROPOSICION 5.21. Sea K un cuerpo de nimeros. Erxiste A\ > 0 (que depende de K )
tal que todo ideal entero no nulo a de Ok contiene algin o € Ok no nulo que satisface

|INk ()] < Ax N(a).
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DEMOSTRACION. Sea {ai,...,q,} una base entera de Ok y sean oy,...,0, las in-
crustaciones de K en C. Veamos que

el | DIEICN]

i=1 j=1
cumple con lo requerido en el enunciado.
Sea a un ideal no nulo de Og. Existe un tinico h € N tal que

h" < N(a) < (h+1)".
Como N (a) = #(Ok/a), entonces necesariamente entre los (h+1)"-miembros del conjunto
{ayar + -+ + apay, 1 0 < a; < h para todo j}

existen dos (distintos) tal que su diferencia vive en a. Denotemos o = 37 | cja; € a a
tal diferencia. Notar que |¢;| < h para todo j. Concluimos que

[Nk (a)| < H loi(@)] < T]D_ lelloi(ay)] < h" Ak < Ak Noa),

i=1 j=1
tal como lo aseguramos. U
TEOREMA 5.22. Toda clase de ideales de un cuerpo de nimeros K contiene un ideal

entero b que satisface N(b) < Mg, con A\x como en Proposicion |5.21. En particular, el
numero de clases de un cuerpo de numeros es finito.

DEMOSTRACION. Sea C una clase de ideales y sea a un ideal entero en la case de C~1.
Por Proposicion existe a € a tal que |[Ng(a)| < AgN(a).
Por otro lado, como (a) C a, esto es, a | (a), existe un ideal entero b tal que
(a) = ab.

Luego, la clase del ideal b, b, coincide con a=' = (C~1)~! = C. Ademaés,

N(a)N(b) = N({e)) = [Ng(a)| < Ak N(a),

por lo tanto N (b) < Ak con b € C.
La finitud de hg sigue de lo recién mostrado y Teorema [5.8 el cual asegura que existe
una cantidad finita de ideales enteros de norma < A\g. OJ

EJEMPLO 5.23. Tomemos K = Q(v/=5) como en Ejemplo Tenemos que O =
Z+ =57y {ay := 1,5 := v/—5} es una base entera de Ok. Las incrustaciones de K
en C son 01(a) = a y o3(a) = @ para a € K, donde a denota la conjugacion compleja.
Luego, el nimero A\ definido en Proposicion [5.21] es

A =[] loilaz)l = (11 + [V=5]) (11 + | = vV=5]) = (1 + V5)* ~ 10,47.

i=1 j=1
Primero buscamos los ideales primos con norma menor a Ag para luego aplicar Teo-
rema [5.22| Estos necesariamente deberan participar en la factorizacion de (2), (3), (5), o

(7).

Definimos
po = (2,1 4+ v/=5), po = (3,1 —v/=5), ps = (7,34 V=5),
pr=(3,1+V=5), ps = (V=5), ps = (7,3 — V=5).
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En Ejemplo vimos que
(2) = pg, (3) = p1pe.
De manera muy similar se descomponen (5) y (7).
EJERCICIO 5.24. Probar que
(5) = p3, (7) = paps.

Por las descomposiciones de arriba, claramente N (p;) = p; donde p; es el nico primo
racional positivo que vive en p,. Més precisamente,

N(po) = 2, N(p1) = N(p2) =3
N(p3) = 5, N(ps) = N(ps) =

En particular, el ideal p; es primo para todo i por Proposicion 5.7, Luego, es facil chequear
que todos los ideales enteros de norma < 10 son:

N(a)\2\3\4‘5\ 6 \7\8\ 9 \10
a \ Po \ P1, P2 \ P \ P3 \ PoP1; PoP2 \ P4, Ps \ P \ pT.p3. p1p2 \ Pops
Con toda esta informacion, determinemos el grupo de clases Hy. El ideal py no es

principal, por lo tanto su clase py es distinta al elemento neutro e := m = Ok. Veamos
que

HK = {67130}’
es decir, hx = 2 y todo ideal fraccionario no principal debe ser equivalente a py. Esto
sigue de mostrar que los ideales enteros no principales listados en la tabla de arriba son
equivalentes a po. Los célculos de los productos de los ideales de abajo son dejados al
lector.

» pop1 = (1 ++/—5) implica que p; = (po) ' v pob1 =€
= Popz (1 —+/—5) implica que P2 (Po) ™y Popz =€
2) implica que po = (po) ™"

l;(; 2\/_5> implica que p3 = e.
= pi = (2)po implica que pj = po.
. ﬁ:ﬁ p3 = Poe = po.

pi = (p1)?> = (po)? =e.
= p3 = (p2)* = (po)* = e

= pipe = (3) implica que p1ps = e.
= PoP3 = ]3[)6 = f’o.

EJERCICIO 5.25. Probar las descomposiciones listadas arriba.
Restan considerar pops v pops.
AFIRMACION. pops = (3+v/=5) ¥ pobs = (3 — v/=5).
DEMOSTRACION. Vale la pena comenzar con el siguiente intento fallido:
pobs = (2,1 4+ vV =5)(7,3 +V=5) = (14,2(3 + V=5),7(1 + V—=5), =2 + 4V/=5).

Notar que no es claro como seguir.
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Ahora si veamos la demostracion correcta. Como (3 + /—5) C py, existe un ideal
entero b tal que (3 + /—5) = psb. Como

N(p) = NB+ V=3) _ INkB+ VB 14
N (pa) 7 77
tenemos que b = py.
El otro caso es totalmente analogo. [ |

La afirmacion anterior nos asegura que py = (po) ™' = po v p5s = (Po)~ = po, por lo
que concluimos el anélisis requerido para asegurar que Hy = {e,po}. Luego, hx =2y

COMENTARIO 5.26. GGauss conjeturd que

m b = +00,

lo cual fue demostrado por Hebronn en 1934. En particular, esto nos dice que dado h € N
existe s6lo una cantidad finita de cuerpos cuadraticos imaginarios con nimero de clase
igual a h.

El listado de los cuerpos cuadraticos imaginarios que son dominios de factorizacion
tinica (i.e. el ntimero de clase es 1) es

Q(v/m) conm e {—1,-3,—7,—2,—11, 19, —43, —67, —163}.

Los cuerpos cuadraticos imaginarios con ntmero de clase igual a 2 fueron obtenidos en la
década del 70.
El problema del niimero de clase de Gauss dice:

Encontrar un algoritmo efectivo para determinar todos los cuerpos cua-
drdaticos imaginarios con niumero de clase dado.

Este fue resuelto por Dorian Goldfeld usando curvas elipticas. Junto a Gross y Zagier
probaron que para todo € > 0 existe ¢ > 0 tal que

hx > c(log|disc(K)|)* ¢,

donde K es cualquier cuerpo cuadratico imaginario. Este resultado resuelve (salvo una
cantidad finita de calculos) el problema de Gauss.

De manera anterior al ano 2004, s6lo se habian clasificados los cuerpos cuadraticos
imaginarios con nimero de clase h < 7. En 2004, con siete meses de calculos compu-
tacionales, la clasificacion se extendio hasta h < 100. Por ejemplo, la cantidad de cuerpos
cuadraticos imaginarios con nimero de clase igual a 100 es 1736, mientras que el maximo
discriminante alcanzado por ellos es igual a 1.856.563.

La siguiente pregunta esta abierta:

sFExisten infinitos cuerpos cuadrdticos reales con nimero de clase igual a
uno?

Problemas.

5.2. Sean R un dominio de Dedekind, F' el cuerpo de fracciones de R, y a un ideal
entero de R.

(a) Definir ideales fraccionarios en F' de manera analoga a Definicion [5.17]
(b) Probar que a™! := {y € F : ya C R} es un ideal fraccionario de F'y aa~! = R.
(¢) Probar que todo ideal principal fraccionario de F' es de la forma yR con y € F*.
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5.3. Sea K = Q(v/-5). Encontrar «, f € Ok tales que
(a)(2,1—v/=5) = (B)(3,1+v/-5).

3. Descomposicion de (p) en un anillo de enteros cuadratico

Se puede apreciar en Ejemplo la importancia de poseer la descomposicion de los
ideales de la forma (p) para calcular el niimero de clase. Esta seccion resuelve comple-
tamente este problema en el caso de extensiones cuadraticas. En este caso seguiremos
[Narasimhan et al, §ITIL.1].

Sea K un cuerpo de niimeros arbitrario de orden [K : Q| = n. Sea p € Z primo positivo.
Por la descomposicion tnica de ideales como producto de ideales primos (Teorema, se
tiene que existen py, . .., p, ideales primos coprimos entre si (i.e. Ox = med(p;, p;) = pi+p;
para todo i # j), v ki,..., k. € N tales que

(p) = pOx = pi* ... p)".
Como
p" = |Nk(p)| = N((p)) = N(p1)" ... N(p,)",
se tiene que N (p;) = p® para algtn ¢; € N con c1ky + - - - + ¢k, = n.

DEFINICION 5.27. Bajo la notacion anterior, se dice que

= p ramifica en K si ¢; > 1 para algin .
= p se parte en K si ¢; = 1 para todo .

A partir de ahora asumimos que K es un cuerpo cuadratico (i.e. n = 2). Como
ya mencionamos en el parrafo anterior a Proposicion [3.8] todo cuerpo cuadratico es de
la forma Q(y/m) con m € Z libre de cuadrados. En este caso, la ecuacion de arriba
ciky 4+ -+ ek, =n =2 fuerza a que r < 2y ¢, ¢ € {0,1,2}. Esto es, dado p primo
racional positivo, tenemos las siguientes posibilidades:

pip2  con p; # Py (p se parte en K),
(p) =M (p permanece primo en K),
p? (p ramifica en K).

EJEMPLO 5.28. Consideremos nuestro cuerpo cuadratico favorito, K = Q(v/=5). En
Ejemplo vimos que
= 2y 5 ramifican en K pues (2) = (2,1 +/=5)2y (5) = (v=5)%
= 3y 7 se parten en K pues (3) = (3,1 + +/-=5)(3,1 —+/=5) vy (7) = (7,3 +
V=5)(7,3 = V/=5).

Veamos ademas que 13 permanece primo en K. Sea p ideal maximal de Ok tal que
(13) C p. Queremos mostrar que p = (13). Supongamos que esto no es cierto. Como
N(p) divide a N((13)) = |Ng(13)| = 132, tenemos que N(p) = 13 pues p # (13). Sea
a € p~(13). Escribimos a = a+by/—5 con a,b € Z, y podemos asumir que 13 { med(a, b).
Como p | (o), 13 = N(p) divide a N({a)) = |Ng(a)| = a® + 5b*. Veamos que esto es
imposible.

Tenemos que 13 divide a a® + 5b?, esto es a®> = —5b* (mdd 13), lo que implica que

(2a)* = —20b*> = 66> (mod 13).
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Como 13 no divide a b (si lo hiciera, entonces 13 también dividiria a a, por lo tanto
tendrfamos que 13 | mcd(a,b) = 1), multiplicamos a ambos lados por el cuadrado del
inverso de b modulo 13, i.e. por ¢? con ¢ € Z tal que be =1 (méd 13), obteniendo que

(2ac)* =6 (moéd 13).

En otras palabras, 6 es un cuadrado en Z/137Z. Se puede verificar facilmente que esto no
es cierto.

Recordemos que en Ejemplo mostramos que el discriminante de K = Q(y/m)

estd dado por
4dm sim=2,3 (mdd 4),
m sim=1 (méd 4).

dg = disc(K) = {

OBSERVACION 5.29. Veamos que

ey

es base entera de Ok. Tenemos que

dK—i—\/@:{M:Zm"‘\/E sim=2,3 (mdd 4),

m-++/m m— 1+v/m : — £
2 +2\F: —L + +2‘F sim=1 (méd 4).

Se sigue que todo elemento en
Z+ /mZ sim=2,3 (mdd 4),
K =
Z+"7 sim=1 (méd 4).

puede escribirse como combinacion lineal de entera de 1y dK% Vi

DEFINICION 5.30. El simbolo de Legendre para p € Z primo impar y a € 7Z se define

por

+1  sipta y 22=a (mdd p) tiene solucion en Z,

a
(_> =< -1 sipta y 22=a (mdéd p) no tiene solucién en Z,
b 0 sipla.

EJERCICIO 5.31. Mostrar las siguientes identidades para a,b € Z y p primo impar:

(2) (2) = (&) sia=1b (méd p)
o (3)-() )

@ (5)-{; e
@ (3) = (1=

Ademas de las identidades simples del ejercicio anterior, usaremos la famosa ley de

reciprocidad cuadrdtica:
q p p-lg_1
= — | = (—1) 2 2
) ()

para p y ¢ primos impares.
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TEOREMA 5.32. Sean p un primo racional impar y K = Q(y/m) un cuerpo cuadrdtico
con discriminante di. Entonces se tienen las siguientes equivalencias.

d
(i) (p) = p? si y sdlo si (—K> = 0.
p
. , ;o (di
(ii) (p) =pp’ conp #y' siy sdlo si W = +1.
(iii) (p) =p si y sdlo si (d—K) =—1.
p
DEMOSTRACION. Comencemos suponiendo que (p) = p%. Como p # (p), existe 7 =
a+ b% € p~ (p) con a,b € Z. Sin embargo,

2 2
2 (m+g @)

2
i<(2a 4 bdg)? + deQ) +1(2a + bd)b /dx € (p)

por lo tanto p divide (en Z) a (2a + bdx)* + dgb? y a (2a + bdx)b. Si p | b entonces p | a
y en consecuencia p divide a 7w en Ok, lo cual contradice la hipo6tesis. Esto implica que

p | 2a+bdg y ptb, sumado a que p | (2a+bdg)?+dgb?, resulta p | dg, es decir, (%) =0.
Ahora supongamos que p | dx. Consideremos p = (p, /dg). Se tiene que

p? = (P, p\V/di, dic) = (p).

En efecto, p? { dg, por lo tanto med(dg,p*) = p, lo que asegura que p puede escribirse
como combinacion lineal entera de dx y p?. Luego, N(p) = p, y por lo tanto p es primo

por Proposicion [5.7

Supongamos que (%) = 1, es decir, existe a € Z tal que a®> = dg (méd p). Tomemos

p=(p,a+dg)yp = (p,a—+/dg). Se verifica que
(1) pp’ = (p%, pla+ Vdx),pla — V), a* — di) = (p),

lo que a su vez implica que p y p’ son ideales primos como en el caso anterior. Ademas
p 7 p' pues p+p’ = Ok.

Reciprocamente, si (p) = pp’ con p # p’, entonces N(p) = N(p’) = p. Tomemos
a=a-+ b% € p~ (p) donde a,b € Z satisfacen que p { med(a,b). Como (a) C p se
tiene p | (), por lo tanto p = N(p) divide a

N(()) = INic(@)] = [ N((205 4 5 /e ))| = 4] 2a+ bdi)” = ¥

en particular (2a + bdy)* = b*dgx (mdd p). Si p | b entonces p | a lo cual contradice la
hipotesis. Luego p 1 b, entonces existe ¢ € Z tal que be = 1 (méd p) (i.e. ¢ es el inverso
de b modulo p), por lo tanto 22 = dg (méd p) tiene solucion z = (2a + bdg)c.

El altimo caso es inmediato a partir de los dos items anteriores. 0

Y

DEFINICION 5.33. El simbolo de Kronecker parad € Z con d = 0,1 (mdd 4) se define
por
g +1 sid=1 (mdéd 8),
(5) =< -1 sid=5 (mdéd 8),
0 sid=0 (mdd 4).
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TEOREMA 5.34. Sea K = Q(y/m) un cuerpo cuadrdtico con discriminante di. En-
tonces se tienen las siguientes equivalencias.

(i) (2) =p? sty sdlo si (%) = 0.

d
(ii) (2) =pp’ con p £y’ siy sdlo si (7[{) = +1.
d
(ili) (2) =p siy solo si <7K) = 1.
EJERCICIO 5.35. Demostrar Teorema

Problemas.

5.4. Calcular el nimero de clases hg para los siguientes cuerpos de niimeros.
(a) K = Q(y/—1) (no usar el hecho que O es un dominio Euclideo).
(b) K =Q(v2).
(c) K =Q(v=3).

5.5. Elegir un cuerpo ciibico Ky descomponer el ideal (p) para tres primos racionales
distintos.

4. Cota de Minkowski

En esta seccion mejoraremos la cota A dada en Proposicion [5.21] lo cual facilitara el
calculo de hg.

Sea K un cuerpo de nimeros. Una incrustacion o : K — C se dice real si o(K) C R,y
compleja en caso contrario. Recordar que & también es una incrustacion, donde - denota
la conjugacion compleja. Luego, o es real si y sblo si 0 = o.

EJEMPLO 5.36. Tomemos el cuerpo de niimeros Q(+v/2), y sea w = ¢*>™/3, Una incrusta-
cion o : Q(v/2) — C esta determinada por 0(\3/5), el cual debe estar en {\5/5, w2, w? \75}
por ser raiz de 2® — 2. Concluimos que la incrustacion o determinada por o(v/2) = /2 es
real, mientras que las otras dos son complejas conjugadas.

Denotemos o4, ..., 0, todas las incrustaciones reales de K y 7,7,...,7s, Ts las in-
crustaciones complejas de K. Notar que n = [K : Q] = r + 2s. Sea & : K — R"™ dada
por

d(a) = (01(04), ., 00(a), Re(m (), Im(1 (), . .., Re(7s()), Im(TS(a))).
Claramente ®(a + 5) = ®(a) + ®(8) y Nu(®) = {0}.

TEOREMA 5.37. Sea K un cuerpo de numeros. El conjunto Ao, = ®(Ok) es un
reticulo en R™ de covolumen

disc(K
vol(R" /Ao, ) = %
DEMOSTRACION. Sea {aj,...,a,} una base entera de Ok. Como O = ayZ + - -+ +

anZ, se tiene que

Ao, = 0(Ok) = P (i) Z.
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Demostremos que Ap, es un reticulo en R”, mostrando que {®(ay),...,P(a,)} es una
R-base de R".
Sea M la matriz n X n con i-ésima fila ®(a;)!, esto es,
®(ay)’
M = : e R™.
P(a,)"
Teniendo en cuenta que
ap + lbl a; — 1b1 2@1 —21b1
: : L =1\ _ [ . :
. . 1 1 - . .
a, +1b, a, —ib, 2a, —2ib,
para ai, by, ...,a,,b, € R, obtenemos que
1 01(0&1) O'T(Ckl) Tl(CYl) Tl(al) TS(Oél) TS(CYl)
det(M) = = det : : : :
— 2 S
or(an) .. olan) m(an) T(an) ... Ts(am) Ts(aw)
1
= =5 Vdisc(K) # 0.
—2 S
Esto nos asegura que {®(aq),...,P(a,)} es una base de R". Méas ain, se tiene que
vol(R" /Ao, ) = | det(M)]. O
COROLARIO 5.38. El conjunto ®(K) es denso en R™.
DEMOSTRACION. Sea {ay, ..., q,} una base entera de O. Se tiene que K = @ a;Q,
j=1

por lo tanto
O(K) = P ()@ =R",
j=1

pues {®(a),...,P(a,)} es linealmente independiente. O

Es sabido que si Ay C A; son reticulos completos en R™ (i.e. tienen rango n), entonces
VOI(R”/AQ) = VOl(Rn/Al) #(Al/Ag),
con Aj/As un grupo abeliano finito. Luego, para a un ideal entero en K, A, := ®(a) C
Ao, , y por lo tanto
| disc(K)|
28
Ahora definamos una norma especial en R". Sea N : R" — R dada por

Vol(R"™/Aq) = vol(R" /Ao, ) #(Ox /a) = N(a).

N(@i,..ymn) =a1 .o (ai g +ar,) .. (vh_ +22).

Luego,
N(®(@)) = Nk(a)
para todo a € Ok.
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TEOREMA 5.39. Todo reticulo A de R™ contiene x # 0 tal que

N <2 (§)SVOI(R”/A).

n ™

Antes de demostrar este teorema veamos algunas consecuencias.

COROLARIO 5.40. Sea K un cuerpo de nimeros con r incrustaciones reales y s com-
plejas de orden n =1+ 2s. Dado a ideal entero no nulo de K, existe o € a con a # 0 tal

que (%) | dise(K)| N(a).

COROLARIO 5.41. Bajo las mismas hipotesis del corolario anterior, toda clase de idea-
les en el grupo de clases Hy de K contiene un ideal entero a tal que

N(a) < % (%) | disc(K)].

La demostracion de este tltimo corolario es idéntica a la de Teorema [5.22, El siguiente
ejemplo muestra que la cantidad de calculos requeridos usando Corolario [5.41| en lugar de
Teorema [5.22] es significativamente menor.

EJEMPLO 5.42. En Ejemplo habiamos considerado K = Q(1/—5) y chequeado
todos los ideales enteros de norma menor o igual a Ax ~ 10,47. Corolario nos asegura
que es suficiente chequear los ideales de norma menor o igual a

2 (4
(—) V20 = 2,84.

22 \ 7

Luego, era suficiente considerar tinicamente p; = (2, 14/—5).

n!
N < —
[Ni(a)] <

OBSERVACION 5.43. Notar que para cualquier ideal entero a de un cuerpo de niimeros
K # Q, se tiene que

1 < N(a) < Z—; (%) V| dise(K)| < /] disc(K)|

pues Z—T (%)s > 1 si n > 2. Concluimos que |disc(K)| > 1 para todo cuerpo de nimeros

K distinto a Q.

El resto de la seccion estd destinada a demostrar Teorema [5.39] en el cual no esta invo-
lucrado ningin cuerpo de nimeros. Se asumira algunos pocos conocimientos de reticulos
Euclideos. El lector puede consultar las notas [Rossetti].

LEMA 5.44 (de Minkowski). Sea A un reticulo en R" y sea E un subconjunto de R"
convexo, medible y simétrico (i.e. v € A <= —x € A) tal que

vol(E) > 2" vol(R"/A).

Entonces E contiene un punto no nulo de A. Ademds, si E es compacto, el simbolo > en
la hipdtesis de arriba se puede reemplazar por >.

DEMOSTRACION. Sea {v1,...,v,} una Z-base de A, y

F .= {Ztivi :0 <t; <1 para todo z}

=1
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Claramente F' es un dominio fundamental de R™/A, es decir,
R"= | Jy+F)
yeA

y la unién es disjunta. Denotemos tE = {ty : y € E'} para cualquier ¢t > 0. Por hipotesis,
tenemos que

vol(F) = vol(R"/A) < VO;E) =vol(3E) = Z vol (3E) N (z+ F))
=> vol(3E-=z)nF).

TzEA

Concluimos que los subconjuntos (%E—x) N F' de F' no pueden ser mutuamente disjuntos.
Sean z,y € A distintos tales que

GE—-2)n(GE—y) #0.
Esto nos dice que existen v,w € E tales que 5 —x = 7 — ¥, lo cual implica que

v —w

e ENA

rT—y=

w € FE por ser E convexo. Esto completa la

pues —w € FE por ser E simétrico, y
demostracion de la primera afirmacion.
Ahora supongamos que E es compacto y vol(F) = 2" vol(F'). Por la primera afirma-

cion ya probada, se tiene que
vol ((1+ L)E) > 2" vol(F)

para cada m € N. Luego, para cada m € N existe x,, € AN (1 + %)E no nulo. Notemos
que AN2F es un conjunto finito pues A es discreto y 2E es compacto. Como x,, € AN2FE,
existe © € AN 2F tal que x = z,, para una cantidad infinita de m € N, digamos para la
subsucesion z,,, con j € N. Todo esto nos dice que el elemento no nulo x cumple

r= lim z,, cENA=EnNA,

]*}OO
que es exactamente lo que queriamos probar. 0
COROLARIO 5.45. Sea A un subconjunto de R™ compacto, convexo, simétrico tal que

vol(A) > 0 y con la propiedad [N (a)| <1 para todo a € A. Entonces, dado A un reticulo
de R™, ezxiste v € A\ {0} tal que

277/
NEI< )

DEMOSTRACION. Sea t > 0 determinado por

vol(R"/A).

271
t" = I(R"/A).
voi(A) VR
Tomando E = tA, el cual es compacto, convexo, medible y cumple que

vol(E) = t" vol(A) = 2" vol(R"/A),
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Lema implica que existe x € ANE no nulo. Concluimos que z es el elemento requerido

pues
n

vol(A)

lo cual completa la prueba. U

N(@) =Nt z) =t"N({t1z) <t" = vol(R"/A),

DEMOSTRACION DE TEOREMA [5.39 Definimos

A= {(ml,...,xn) eR": Z]:L’l\ +2Z\/$%+2j—1+x¢2~+2j < n}
i=1 =1

Claramente, A es compacto, simétrico, convexo (jconvencerse! o ver [Marcus|, Exercise 4,
Ch. 5]), y de volumen positivo.

Veamos que A cumple la propiedad restante en las hipotesis de Corolario Sea
a=(ay,...,a,) € A. Se tiene que

V(@) = lar] .. - Jar| (a7 + arys) - (an 4 +ay)

_ 2 2 2 2 2 2 2 2
- ’a1| cee ’ar| \/ar-H + ar+2\/ar+1 + ar+2 s \/an—l + an\/an—l + a,-

La clasica desigualdad entre la media geométrica y la media aritmética

yum < P Y

para todo yi,...,Ym > 0)
m

(ie. (y1..-Ym

Nnos asegura que

/a2 2 ry 2
|N(a>|1/n < |(l1| + + |CL7~| +2( Q1 +a7‘+2+ + Ay 1 +an)‘

n

Esto implica que efectivamente |N'(a)| < 1 para todo a € A.
Por Corolario [5.45] existe € A no nulo tal que

on i al2n 2\
N (x)] < vol(A) vol(R"/A) = o (;) vol(R™/A).

Solo resta probar que
n

n T\ 8
=" (T
vol(4) n! 2
placer que es dejado al lector como ejercicio. 0]

EJERCICIO 5.46. Probar la formula para vol(A) de arriba.

5. Ejemplos de grupos de clases

Luego de haber determinado completamente la descomposicion como producto de
ideales primos de ideales de la forma (p), con p primo en Z, en un cuerpo cuadratico K,
y de haber mejorado la cota Ax en Corolario [5.41] estamos en condiciones de calcular
el grupo de clases Hy para diversos casos de cuerpos cuadraticos K. Para cuerpos que
no sean cuadraticos daremos tinicamente un ejemplo, pero se recomienda fuertemente ver
IMarcus|, Ch. 5].
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EJEMPLO 5.47. Determinemos el grupo de clases Hx de K := Q(/—163). En este
caso tenemos que n = [K : Q] = 2, r = 0 (ninguna incrustacion real), s = 1 (dos
incrustaciones complejas), y disc(K) = —163. Por Corolario para cada clase en H g
existe un ideal a en ella tal que

2 (4
N(a) < (_) V163 ~ 8,13.

_ﬁﬂ'

Luego, es necesario descomponer (p) para p = 2,3,5,7.

Por Teoremas y se tiene que
(29)- (229) - ()
3 3 3
—163\ [ —165+2\ (2
(=)-(=57)-C)
(25)- (229 () -
7 7 3
—163 —160 — 3 5
(=)-(5)-0)
Rapidamente concluimos que hg = 1.

EJEMPLO 5.48. Sea K = Q(v/—14), por lo que n = 2, r = 0, s = 1, y disc(K) =
—14 x 4 = —56. Por Corolario basta considerar los ideales a con

21 (4
N(a) < 5 (%) V56 = 4,76.

Como (_756) = 0, Teorema nos dice que (2) = p? para algtn ideal primo p;. Se

puede ver que p; = (2,1/—14). De manera similar, como

(#)-(5)-)-n

Teorema asegura que existen ideales primos ps y ps tales que (3) = pops. Se puede

ver que se puede escoger po = (3,1 ++/—14) y p3 = (3,1 — /—14).
Dentro del grupo de clases Hy, se tiene que

pr=(p1)", P2 = (p3) ™"
Queremos escribir p; o po en términos del otro. Como
2—v/—14=3—(1++V—-14) €pi Ny,
y ademads p; N pa = p1p2 por Proposicion [4.21] existe un ideal entero a tal que

(2 —v—14) = pypoa.

(3) es primo en O,
(5) es primo en O,

(7) es primo en Ok,

Lyl

(2) es primo en O.

Esto implica que
18 =N((2—+V—14)) = N(p1)N(p2)N(a) =6 N(a), por lotanto N(a)=3.
Esto nos dice que a debe coincidir con ps 0 p3. Si a = p3, entonces

(2 =V —14) = p1paps = p1(3) C (3),
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lo cual es una contradiccién pues 3 no divide a 2 — /—14 en Og. Concluimos que a = po,
por lo tanto py = (p2) 2 ¥ (p2)* = (p}) ' = e
Hasta ahora hemos visto que

Hi = {e, P2, (p2)%, (P2)°},
aunque no es claro atin que estos elementos sean distintos entre ellos. Es claro que py y p3
no son ideales principales ya que sus normas son 3 y 27, los cuales no pueden escribirse
como Ng(a + by/—14) = a® + 14b* con a,b € Z. Si p3 fuese principal, entonces también
lo serfa p;, por lo tanto existirfan a,b € Z tal que (2,v/—14) = (a + by/—14). Tomando
normas a ambos lados, obtenemos que

a? + 14b* = Ng(a +bv/—14) = N((2,V/—14)) = 2,

lo cual es imposible.
Luego, como Py, (p2)?, (p2)* son elementos no triviales, el cociente de dos de ellos nunca
seréd trivial. Concluimos que e, o, (P2)?, (p2)® son todos los elementos distintos, Hx ~ C,

y bx = 4.

EJEMPLO 5.49. Sea K = Q(+v/2). En esta caso tenemos que n = [K : Q] =3, r =1
(la incrustacion determinada por §/2 — /2 es real) y s = 1 (la incrustaciéon determinada
por v/2 — €™/35/2 es compleja).

EJERCICIO 5.50. Mostrar que disc(Q(v/2)) = —108. (Ayuda: ver [Alaca& Williams)
Example 7.1.6]).

La cota proveniente de Corolario [5.41] es

31 /4
(—) V108 ~ 2,94.

3\ 71
Luego, se necesita inicamente determinar los ideales de norma < 2, lo cual es trivial pues
(2) = (V2)%,
yva que esto implica que el ideal principal (fﬁ) es el anico. Concluimos que hg = 1.
Problemas.

5.6. Mostrar que el anillo de enteros de Q(y/m) es un dominio de factorizacion tnica
para

m=—1,-2,-3,—7,—11,—19, —43, —67, —163.

Se puede probar que éstos son todos los cuerpos cuadraticos imaginarios con namero de
clase uno, pero su demostracion es bastante méas engorrosa. Para ella, se pueden consultar
las notas [Campagnolo & Guzman| o [Barseghian)|.

5.7. Probar que el grupo de clases de ideales de Q(1/—17) es ciclico de orden 4.
5.8. Encontrar algin cuerpo cuadratico real K con hx > 1.

5.9. Probar que el anillo de enteros de Q(v/2,v/—3) es un dominio de factorizacion
unica.

5.10. Encontrar algtin cuerpo ctubico K con hg > 1.
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6. Unidades

Como motivacion para esta seccion, recordemos que en Ejemplo mencionamos
que para los cuerpos cuadraticos imaginarios se tiene que el grupo de unidades (de su
correspondiente anillo de enteros) esta dado por

{1} para m < —3,
6(\/@ = { {41, +e2m/3 4e2m/3) para m = —3,
{1, £i} para m = —1.

Notar que en estos casos las unidades son todas raices de la unidad, lo cual equivale a
(’)6(\/7”) = Og(/m) N {raices de la unidad}.

También vimos que el caso cuadratico real mostraba una dificultad mayor ya que las
unidades estan en correspondencia con soluciones de la ecuacién de Pell. Por ejemplo,

Ofypy = (E(L+ V2! ik €Z} = {£1} x {(1+V2)* 1 k€ Z} = O x Z.

(Recordemos que Cj, denota el grupo ciclico de orden k.) En este caso, (’)6( va) 8 isomorfo

al producto directo de un grupo libre con el grupo de torsion
{1} = Og(,5) N {raices de la unidad}.
El siguiente teorema generaliza estos hechos para un cuerpo de ntmeros arbitrario.

TEOREMA 5.51. Sea K un cuerpo de nimeros con r incrustaciones reales y 2s incrus-
taciones complejas (por lo tanto n = [K : Q] = r + 2s). Entonces,
Op ~W xV,
donde W = Ok N{raices de la unidad} es ciclico y V es un grupo abeliano libre de rango
r+s—1 (e V~7Zrts71)

DEMOSTRACION. Sean o4, ..., 0, las incrustaciones reales de K y 71,71, ..., Ts, Ts las
incrustaciones complejas de K. Recordemos que en Seccion [d] definimos @ : K — R” como

O(a) = (Ul(a), oy op(a), Re(m (), Im(my (), . .., Re(7s()), Im(TS(a))).

Ademas, definimos log : R" \ {(21,...,2y) : ; # 0y 22,5, | + @} ,5; # 0 para todo 1 <
i<r, 1<j<s}— R como

10g<l'1, s 7xn) = (11’1 ‘:C1’7 ce 71H ’xr‘7ln(x72“+l + x72“+2)7 ce 7ln<xi71 + xi)) )

donde In : R.y — R denota el logaritmo natural. Consideremos el esquema
0% — Ok ~ {0} -2 Ao, ~ {0} 25 R,

Notemos que la composicion log o® esta bien definida pues si @ € O, entonces ®(«) tiene
una coordenada nula si y solo si todas sus coordenadas son nulas. En efecto, si 0;(a) =0
para algin 1 < ¢ <7 o 7;(a) = 0 para algin 1 < j < s, entonces a = 0 y por lo tanto
d(a) = (0,...,0).
Denotemos Log = log o®. Las siguientes propiedades son verdaderas:

(1) Log(a + ) = Log av + Log 8 para todo «, f € Ok ~\ {0}.

(2) Log(Og) C H :={(y1,-- - ¥rts) 191+ + Yrps = 0.

(3) Si C C R™* es acotado, entonces #(log™'(C) N Ap,.) < oc.
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(1) sigue del hecho In(ab) = In(a) + In(b) para todos a,b € Rs. (3) sigue de que log™ ' (C)
es acotado en R", por lo tanto log™'(C) N Ao, C log™'(C) N Ao, es finito pues Ao, es

discreto y log™*(C) es compacto. (2) sigue de que si & € O, entonces por Proposiciéon 3.19
se tiene que

1= |Nk(a)| = lor(a)] ... |ov(a)|Ima(a)* .. . Ims(a) ],

lo cual implica que
,

0= (Log(a)); + Z(Log(a))m-

i=1
Aqui, para cualquier 1 < ¢ < r + s, denotamos (Log(a)); a la i-ésima coordenada de

Log(a).
Tenemos por (1) y (2) que

LOg’OIX{ : (O;O) — (H7 +>

es un morfismo de grupos (abelianos) con niicleo W finito. Ademas, (3) nos asegura que
su nicleo esta dado por

W =0kgnN{z€C:|z| =1} = {raices de la unidad en Ok}.

En efecto, la inclusion C es trivial mientras que D sigue asi: si a € W, entonces (3) nos
asegura que el conjunto ®({a* : k € Z}) es finito por estar incluido dentro de log™'({0}),
lo que implica que {a* : k € Z} es finito, y por lo tanto a es una rafz de la unidad.
Concluimos que W es un subgrupo finito de {z € C : |z| = 1}, por lo tanto W es ciclico
por el siguiente hecho bien conocido.

EJERCICIO 5.52. Demostrar que todo subgrupo finito de {z € C: |z| = 1} es ciclico.
Tomemos V' como la imagen de Log, i.e. V = Log(Oj). Tenemos que
7~ Nu(Log) x Im(Log) =W x V.

EJERCICIO 5.53. Demostrar que si G es un subgrupo de (R”, +) tal que #(GNC) < oo
para todo C' C R™ acotado, entonces G es un reticulo en R” (i.e. un subgrupo discreto de
rango < n).

Este ejercicio nos asegura que V' es un reticulo en R"*. Ademaés, V' tiene rango d <
r4+s—1pues V C H. Resta ver que d = r + s — 1. Para esto, construiremos r + s — 1
vectores en V' linealmente independiente sobre R.

LEMA 5.54. Fijamos 1 < k <r+s. Para cada o € Ok existe § € Ok con

[Nk (B)] < (%) S disc(K),

tal que si denotamos Log(a) = (a1, ..., a,45) y Log(B) = (b1, ..., byys), entonces b; < a;
para todo i # k.

DEMOSTRACION. Sea a € O y escribimos Log(a) = (ay, ..., a,+s). Tomemos nime-
ros reales positivos ¢y, ..., ¢4 tales que ¢; < e® para todo ¢ # k, y
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Sea
{([Eh...,In)ERn; | 74’—61 para tOdOl_Z_T, }

Tyyojq1+ xfﬁj < ¢4 paratodol <j<s
EJERCICIO 5.55. Mostrar que vol(E) = 2"1%¢cy ... ¢pys.
Luego, vol(E) = 275 | /disc(K), y Teorema implica que

vol(E) = 2" vol(R" /Ao, ) -

Ademas, E es claramente convexo, simétrico y compacto. Aplicando Lema de Minkowski
(Lema |5.44)) obtenemos que existe un elemento y € (Ao, ~\ {0}) N E. Sea § € Ok tal que
y = ®(B), y escribimos Log(8) = (b, ...,b,4s). Como ®(5) € E, tenemos que

Ni(B) = N(B(8)) < 1 - cran = (%) Fsc(E)

y €% < ¢; para todo i, por lo tanto b; < log¢; < a; para todo i # k. [ |

LEMA 5.56. Fijamos 1 < k < r + s. Entonces eziste u € Oj tal que si denotamos
Log(u) = (Y1, - -+, Yrss), entonces y; < 0 para todo i # k.

DEMOSTRACION. Sea a; € Ok no nulo. Aplicando repetidas veces Lema [5.54] obte-
nemos una sucesion {«a;}; C O \ {0} tal que

[Niay)| < (%) Fisc(K)

para todo j.

Los ideales en la familia infinita {(«;)}, tienen norma acotada. Como la cantidad de
ideales enteros de norma < X es finita para cualquier A > 0 fijo por Proposicion [5.8]
existen indices 7 < j tales que (a;) = (;). Entonces, existe u € O tal que a; = uay.

Veamos que u cumple lo requerido. Escribimos Log(u) = (y1,...,Yrss). Si b # k,
entonces

(Log(a;))n = (Log(ai) + Log(u)); > (Log(a))n + (Log(u))n,
lo cual implica que (Log(u))s, < (Log(e;))n — (Log(c))n < 0. |

Por Lema [5.56, existen uy, ..., u,1, tales que (Log(u;)); < 0 para todo i # jy
(Log(uy)); = — > _(Log(u;)): > 0.

i#]
LEMA 5.57. Sea A = (a;;)i; € R™™ tal que

» a;; > 0 para todo t,

w a;; <0 para todo i # j, y

. Z;’Ll a;; = 0 para todo 1.
Entonces el rango de A es igual a m — 1.

DEMOSTRACION. Veamos que las primeras columnas vy, ..., v,,_1 son linealmente in-
dependientes. Supongamos que Z;ﬂzl tjv; = 0 para algunos ti,...,t,—1 € R no todos
nulos. Podemos suponer que t; < 1 para todo j y t;, = 1 para algun k, dividiendo a todos
(de ser necesario, i.e. t; > 1 para algn j) por méx; t;.
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En la k-ésima fila, tenemos

m—
O—E tijag; = app + E Z ’J>E CL/w—O
1<j<m— 17 =1
T zan
lo cual es una contradiccion. [ |

Como la matriz ((Log(u;));):; cample las hipétesis de Lema tal como lo acabamos
de ver, esta matriz tiene rango r + s — 1 que es lo que restaba. 0]

Problemas.

5.11. Determinar las unidades del anillo de enteros de algtin cuerpo cuadratico real

diferente a Q(v/2).

5.12. Determinar las unidades del anillo de enteros de algtin cuerpo de niimeros cibico
que posea exactamente una incrustacion real, y otro con tres incrustaciones reales.

7. Ultimo teorema de Fermat

Se puede decir que la teoria algebraica de nimeros naci6 como una herramienta para
demostrar el altimo teoria de Fermat, el cual asegura que para cualquier n > 2, la llamada
ecuacion de Fermat
no tiene soluciones enteras (z,y,z) # (0,0,0). Este problema muy famoso cuenta con
una interesante historia, antigua y reciente, digna de una pelicula. Un resumen se puede
encontrar en Wikipedia.

Notamos facilmente que si el dltimo teorema de Fermat es cierto para n, entonces
también lo es para cualquier multiplo de n. En efecto, una solucion (no trivial) (z,y, 2)
de

aportaria inmediatamente (2™, y™, z™) como soluciéon de la ecuacion de grado n pues

(@™)" 4+ (y™)" = (z")".
Luego, es suficiente considerar los casos n =4 y n = p con p primo impar arbitrario.

EJERCICIO 5.58. Probar que si 2* +y* = 2% con 2,9,z € Z, entonces x = y = z = 0.
(Primera ayuda: usar ternas pitagoricas.) (Segunda ayuda: ver [Marcus, Exercise 15,
Ch. 1].)

Fijemos p un nimero primo impar. Consideremos el cuerpo ciclotémico de orden p,
esto es, K = Q(&) con & = e>™/?, el cual tiene orden [K : Q] = p — 1 (ver Teorema [2.27).
Sabemos por Teorema que el anillo de enteros de K es O = Z[£], es decir, todo
entero algebraico en K se escribe como combinacion lineal entera de {1,£,&2,... P71}
Denotemos

A=1-8€0x v q= ().
El objetivo de esta seccidén es demostrar el siguiente teorema, el cual es una hermo-

sa aplicacion altamente no trivial de lo que hemos visto en estas notas a este famoso
problema.
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TEOREMA 5.59. 5% p es un primo impar tal que p no divide al nimero de clases hg
de K, entonces no existen enteros x,y, z tales que

P +yP =2 y p1ayz.

OBSERVACION 5.60. El caso en que p divide a exactamente uno de {z,y, z} se de-
muestra con herramientas mas sofisticadas y no lo consideraremos en estas notas.

El resto de la seccion sera dedicada a la demostracion de Teorema [5.591 Comenzamos
suponiendo que p es cualquier primo impar.

LEMA 5.61. Tenemos que q°~' = (p), N(q) = p, y en consecuencias q es un ideal
primo en Ok.

DEMOSTRACION. La identidad

Lht4+t2 4+t ==t =& ... (t =&

evaluada en t = 1 nos asegura que p = H?:(l — &%), lo que a su vez nos dice que
p—1
) =] -¢)
j=1

Veamos que (\) = (1 — &7) para todo 1 < j <p—1.
Comol1—¢ =(1-8A+&+ -+ &7, sigue que A = 1 — ¢ divide a 1 — &’ para
todo 1 < 7 < p— 1. Por otro lado, tomando k € Z tal que jk =1 (méd p), vemos que

A=1-¢=1-¢V=(1-)(1+&+ 4+,
lo que asegura que 1 — &’ divide a A para todo 1 < j < p— 1. Esto asegura para cualquier
1<j<p-1quelyl—¢ difieren por una unidad, y en consecuencia (\) = (1 — &7).
Concluimos (desde la pentiltima formula centrada) que (p) = (\)?~! = g*~!. Esto a su
vez implica que
p'~ = |Nk(p)| = N((p)) = N(a)"~",
por lo tanto N(q) = p. d

A partir de ahora, supongamos que la ecuaciéon de Fermat para n = p si tiene solucion
{z,y,z} con p{zyz. Claramente podemos asumir que med(z,y, z) = 1. Luego,

P=af+yf =(x+y)(z+&)(@+E) .. (z+&y).

Por lo tanto
p—1

() = (27) = [ J e + &)

=0
AFIRMACION. (x + &y) = a para algun ideal a en Ok.

DEMOSTRACION. Sea p un ideal primo en Ok tal que p divide a (x + £y), y en
consecuencia también a (z)? y a (z). Entonces p? divide a (z)P.
Si p fuera coprimo a (x + y) ?;5@ + &7y) para cualquier ideal primo p que divide a

(x 4 &y), entonces pP dividiria a (x 4+ y) y la afirmacion estaria probada.
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Supongamos que existe un ideal primo p divisor de (z + {y) tal que p divide también
a (r + {y) para algin j € {0,2,3...,p — 1}. Como tanto = + &y y = + {y pertenecen a
p, también lo hace su diferencia, esto es,

Py —¢&) =yl - &) = ylu(l - §) = y€ul

para algin u € OF (por lo visto en la demostracion de Lema .

Como &u es una unidad, tenemos que y\ € p, y en consecuencia y € p 0 A € p por ser
p primo. Veamos que ambos casos implican contradicciones.

Supongamos que y € p. Luego z = (z + y) — y € p. Como ademas z € p, p contiene
al ideal (x,y, z) el cual igual a O pues z,y, z son coprimos en Z.

Ahora supongamos que A € p. Entonces p divide a (A) = q y por lo tanto p = q. Como
z € g, tenemos que p = N(q) divide a N((z)) = 2’71, lo que implica que p divide a z lo
cual es una contradiccion por hipotesis. U

El ideal a (proveniente de la afirmacion anterior) cumple que (a)? = e, el elemento
trivial en el grupo de clases Hy de K. Asumamos como en Teorema [5.59 que p no divide
a hx = #Hg. Entonces a = e, por lo que existe 0 € Ok tal que a = (§). Mas atn, como
a? = (z + &y), tenemos que existe u € O tal que x + {y = ud?.

LEMA 5.62 (de Kummer). Toda unidad de Ok es de la forma r? conr € R y g € Z.
Usando este resultado que no demostraremos, obtenemos que
r+ &y = o'réf.
Sera muy 1til usar la notacion a = § (mdd b) cuando o — 3 € b, para b un ideal en Ok
ya,B € Ok.
AFIRMACION. Eziste a € Z tal que 6* = a (mdd ¢P).

DEMOSTRACION. Claramente {0,1,...,p—1} es un conjunto de representantes de las
coclases Ok /q = Ok /(1 — &). Luego, existe un entero 0 < b < p tal que 6 = b (mdd q).
Sea a = bP. Entonces

p—1 p—1
o —ar =" - =[J0-)=][(6-b)=0 (médq"),
Jj=0 Jj=0
tal como lo afirmado. La primer congruencia sigue de que { =1 (méd q). U

Tenemos entonces que
r+&y=ar? (médg?) y z+&y=arf? (mdd (p)).
Este altimo sigue de que ¢* C ¢?~! = (p). Entonces
E9(x+&y) =ar (mdd (p)) (pues {79 € OF),
E(x+&y)=ar (méd (p)) (tomando conjugacion compleja).
Tomando la diferencia entre estas dos tltimas identidades de congruencias obtenemos que
2€ Y — g~y =0 (méd (p)),

esto es, existe a € Ok tal que

ap = a& 9 +y& I — xgd —ygr
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Escribimos "

a:fgfg_,_ggl*g__gg_gé%gfl'
| p p P> p
Como « € Ok, {& : 0 < j < p—1} es una base entera de Ok y p 1 zy, resulta que los
indices {—g,1—g, 9,9 — 1} no puede ser todos distintos en Z/pZ pues de lo contrario, los

coeficientes de £79,£179, €9 €971 serfan niimeros racionales que no estan en Z.

AFIRMACION. p no divide (enZ) a g ni a g — 1.

DEMOSTRACION. Recordemos que

2E e — g~y =0 (mdd (p)),
Si p divide a g, entonces £ = 1 y por lo tanto y(£ — £71) € (p), lo que implica que p
divide (en Og) a y&H(&* — &) = —y&(1+&)(1 —&). Como € y 1+ £ son unidades en O,
obtenemos que p divide a y(1 — &) = yA, lo que nos dice que
NP = () D (V).

Cancelando (\) en ambos lados (por Corolario [4.11)), obtenemos que y € (A\)P~2 C ()).
Esto a su vez implica que y?~! € (\)P~1 = (p), por lo tanto p divide a y?~! en Ok y
también en Z, en consecuencia p divide a y en Z lo cual es una contradiccion.

El caso p | g — 1 es similar. O

La tnica posibilidad restante para que {—g,1 — g,g,9 — 1} no sean distintos en Z/pZ
es que p divida (en Z) a 2g — 1. En este caso tenemos que

apf? =z +y€ — a8~y =a(1 - +y( —1) = (z —y)(1 - &) = (x —y\.
Tomando norma a ambos extremos,
Nk (p) Nx(a) Nk(§) = Nk(A) Nk(z —y),
—— —_—— —— —,
:pp—l =1 =p (I_y)pfl
lo cual implica que p divide en Z a x — vy, i.e. x — y € pZ.
Hemos mostrado que si z,y, z son enteros tales que p { zyz, med(x,y,z) =1y aP +
y? = 2P, entonces p | x — y. Mas atin, para tales z,y, z, también se tiene que z, —z, —y
cumple las propiedades recién mencionadas pues p { z(—z)(—y), med(z,—z,—y) = 1y
zP + (—z)P = (—y)P, por lo tanto p | x — (—z) = = + z. Esto implica que (en Z) tenemos
que
O=aP + 9y — 2P =2 + 2P + 2P =327 (mdd p),
por lo tanto p divide a 3, i.e. p = 3. Esto es una contradiccion pues es muy simple chequear
que la ecuacion de Fermat para n = 3 no tienen soluciones. En efecto, ¢* = +1 (mdd 9)
para todo ¢ € Z no divisible por 3, por lo tanto
0=+ 4+ (-2 =+1+£1+£1 (méd9).
Esto finaliza la demostracion de Teorema [5.59

COMENTARIO 5.63. Los niimeros primos p que no dividen al nimero de clases hgezri/p)
de la extension ciclotomica Q(e?™/?) de orden p son llamados regulares Los primos irre-
gulares menores a 200 son

37, 59, 67, 101, 131, 149, 157.
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