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Prdlogo

Este texto se origind en el profundo respeto y admiracion por el trabajo
del profesor Dr. Oscar H. Bustos y de manera especial por su calidad hu-
mana. Se trata de una forma de homenajearlo y de acercar a los interesados
parte del tema cuyo contenido aqui se desarrolla. El mismo es practicamen-
te una transcripcion de las notas manuscritas de sus clases utilizadas por
él como parte fundamental del curso de posgrado que lleva el mismo nom-
bre, con algin aporte novedoso. La redaccion del presente texto contd con la
participacion activa y la supervisién del profesor Bustos.

Jorge Martinez y Valeria Rulloni.

Estas notas fueron escritas basdndose en el libro de Otto Georgii [Geo88]
pero con un enfoque mas matematico y detallado, desarrollando ademés de-
mostraciones de resultados presentados en dicho libro y explorando algunos
ejemplos. Aqui se presentan formalmente las bases en la que se sustenta la
teoria de campos aleatorios, definiendo de manera constructiva a las dis-
tribuciones de Gibbs. Para la lectura de este texto es recomendable tener
un manejo de matemaética tedrica a nivel de anos avanzados de una carrera
de grado como licenciatura en matematica, estadistica o afin. El lector que
busque ahondar en aplicaciones de esta teoria puede acercarse al de Xavier
Guyon [Guy95] y al de Gerhard Winkler [Win95] entre otros...

Los campos aleatorios son utilizados para modelar el comportamiento de
datos o valores ordenados espacialmente donde el supuesto de independencia
entre los datos no es sustentable. Tal es el caso de las imagenes digitales,
pues son arreglos de datos (llamados pixeles) ordenados espacialmente segiin
su procedencia. En una imagen digital es intuitivo pensar que pixeles cer-
canos sean parecidos o cuanto menos relacionados y que esta relacion se va
perdiendo a medida que se incrementa la distancia entre ellos. En la teoria
de campos aleatorios, este ultimo concepto se conoce como la propiedad de
Markov. De aqui se definen a los campos markovianos como aquellos en don-
de la dependencia de cada dato (pixel en imagenes) con el resto, se puede
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circunscribir sélo a un entorno o conjunto de datos vecinos. Las distribucio-
nes de Gibbs modelan esta dependencia fijando, bajo ciertas reestricciones,
el tipo de relacién y el entorno de influencia por medio de los potenciales que
las definen.

Este texto estd organizado en cuatro capitulos y un Apéndice. En es-
te ultimo recordamos los principales conceptos y resultados de Teoria de
la Medida, poniendo énfasis en «Esperanza condicional» y «Distribuciones
condicionales regulares». El Capitulo 1, esta dividido en tres secciones. A
lo largo de ellas, definimos «nicleo de medida» y «ntcleo de probabilidad»
entre dos espacios medibles. Este es un concepto que extiende el concepto
de probabilidad condicional definida sobre un espacio medible dada una sub-
o-algebra de la o-algebra de dicho espacio medible. Luego, estudiamos sus
principales propiedades y damos ejemplos de uso frecuente. El Capitulo 2,
titulado «Especificaciones de Gibbs», estda desarrollado a lo largo de cuatro
secciones. En la primera, definimos los principales conceptos cuyas relaciones
y propiedades son el objeto de este trabajo: «potenciales», «especificaciones
de Gibbs», «medidas de Gibbs» y «distribuciones de Gibbs». La Seccién 3 la
dedicamos al Teorema de Representaciéon de Gibbs. Por tultimo, estudiamos
equivalencia entre potenciales. El Capitulo 3 lo dedicamos al problema de
la existencia de medida de Gibbs asociada a una familia de especificaciones.
Para ello, estudiamos las propiedades de una adecuada topologia sobre el
conjunto de las probabilidades de procesos estocasticos generales: la topo-
logia de la convergencia local. Finalmente, el Capitulo 4, lo reservamos para
estudiar las condiciones de unicidad de distribuciones de Gibbs. Sin duda,
este estudio es imprescindible para el problema de inferencia estadistica en
distribuciones de Gibbs. Este concepto es la contraparte formal de lo que en
Fisica se entiende por «transicién de fase». Estamos dedicados actualmente
al tema de estimacion, test de hipdtesis, teoria asintética, etc. en distribu-
ciones de Gibbs. Esperamos asi dar continuidad a este texto en un préximo
volumen.
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Capitulo 1

Especificaciones de Campos
Aleatorios

1.1. Preliminares

Sean:

(X, Z") un espacio medible (X el conjunto, 2 una o-algebra sobre X);

A (X, Z) el conjunto de todas las medidas o-finitas p sobre (X, 27) con
w(X) > 0.

P (X, ) {pe A (X, Z) /ues una probabilidad} .

Sif:X — Res Z2- medible, siempre que tenga sentido pondremos

u(f) 1=/fdu, peMXZ).
Sipe (X, 2Z)y B CZ es o- dlgebra, pondremos:

w(f|#B) =E,(f|B) = {g:X—)R/ges@—medibley /BngZ/deM,VBG«%)}-

Si g es un elemento de E, (f|#), se dice que g es una versién de la
esperanza condicional de f dada Z con respecto a pu.

Si A e Z pondremos p (A|B) = E, (14|B).

Recordemos que: g1 € E, (f|#),92 € E, (f|#B) = (g1 # 92) =0

Si f: X — [0,+00) es medible, con fu denotaremos la medida sobre
(X, Z") dada por

fud) = [ fdpve x
A
Sea (Y, %) otro espacio medible.
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18 CAPITULO 1. ESPECIFICACIONES DE CAMPOS ALEATORIOS

Definicién 1.1.1 Se dice que m : Z" XY — [0, +00) es un nicleo de medida
de (Y,%) a (X, Z) si

(1) Para caday € Y, A 7w (A,y) es una medida sobre (X, Z)
(ii) Para cada A€ X,y — w(A,y) es ¥ -medible.
De ahora en adelante pondremos

m(Aly) =7 (Ay),YAe 2 VyeY. (1.1)

7 (X]-) = 1, diremos que 7 es un nicleo de probabilidad.

Ejemplo 1.1.1 Sea ¢ : Y — X medible entonces 7y (Aly) = 1a (o (y)) es
un nucleo de probabilidad .

Definicién 1.1.2 Sea 7 : " x Y — [0,400) es un nicleo de medida, p €
MY, Y).
Con ur definimos la medida sobre (X, Z") dada ji:

()= [ utan). ([ 10 om0 = [ [ 1w )

Ejemplo 1.1.2 Sea ¢ : Y — X medible entonces g dada como en el ejemplo
1.1.1; pe A (Y, %) entonces:

g (4) = / o (Aly) p (dy) = / Ly (6 (9) p (dy) = / w(dy) = 1 (67 (A)).

»~1(A)

En este caso ponemos ¢ (1) en lugar de pumy, es decir: ¢ (i) es la medida
sobre (X, 2") dada por ¢ (1) (A) = (¢~ (A))

Nota1l.1l.l Sipe Y, %) yn: Z xY — [0,+00) es un nicleo de
probabilidad, entonces um € P (X, Z")

Definicién 1.1.3 Sea 7 : 2" x Y — [0,400) un nicleo (de medida); f :
X — R Z -medible. Para cada y € Y siempre que tenga sentido ponemos:

7 (fly) == / f ()7 (dely)
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Proposicién 1.1.1 Sea 7 : & XY — [0,+00) un nicleo de medida; f :
X — R medible no negativa (a menos que se quiera trabajar con medidas
con signo). Sea fr: X XY — [0,+00) definida por

fr(Aly): = / f (2) 7 (dzly)

entonces fm es un nicleo de medida de (Y, %) sobre (X, Z")

Demostracién: Ejercicio.
Sea (Z, %) otro espacio medible.

Proposicién 1.1.2 Sean 7 : % X Z — [0,4+0] y ma : & XY — [0, 400]
nicleos de medida de (Z, %) o (Y, %) yde (Y, %) a (X, Z") respectivamente.
Sea Ty : X X Z — [0,400) dada por

mma (Alz) = /7T2 (Alz)m (dylz) ,Ae X',z € Z.
Entonces mmy es un nicleo de medida de (Z, %) a (X, Z")

Demostracion: Ejercicio.

Definicién 1.1.4 Sea # una sub-o-dlgebra de Z', m: X x X — [0, +0o0] un
nicleo de medida de (X, %) a (X, Z"). Se dice que 7 es propio (o B-propio)
St

T(ANB|z) =7 (Alx)1p(z),Ae Z,Be€ B,z € X.

Proposicién 1.1.3 Sea # C 2" una o-dlgebra sobre X, m: & x X — [0,1]
un nicleo de probabilidad de (X, %) a (X, Z"). Entonces:

mwes B-propio < w(Blx) =1p(z),B € B,z € X.

Demostracién:
(=)

7 (Blx) =m(XNBlz)=n(X|z)lg(z) =15 (x).

(<)

Afirmacién 1.1.1 7 (AN Blz) <7 (Alz)1p(z),Ae X' ,Be B,x € X.
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Supongamos probada esta Afirmacién 1.1.1. Entonces:
T(A\ Blz) =7 (AN (X \ B)|r) <7 (Alx) 1x\s (2).

Luego,

7 (AN Blz)

v

 (Alz)
m (Alz)

= 7w (Alx) [1—1X\B( )}
™ (Alz) 15 (2) .

Nuevamente, por la Afirmacién 1.1.1 se tiene:

T (AN B|x) =7 (Alx) 15 (z),VA € Z',VB € A,Vx.

Demostracién de la Afirmacién 1.1.1 :
Si z € B, nada hay que demostrar.
Supongamos = ¢ B. Por hipétesis 7w (B|x) = 0, entonces

7 (AN Blz) < 7 (Blz) = 0.

De donde:
(AN B|z) <7 (Alz) 15 (2)

Proposicién 1.1.4 Sea # C 2" una o-dlgebra sobre X. 7 : 2 x X — [0,1]
un nicleo de probabilidad B-propio de (X, B) a (X, Z"). Entonces: si p €
P(X, )

m(Al) € n(AlB),Aec X < ur = p.

Demostracién:
(=)

i (4) = / 7 (Al) 1 (dz) = p (A).

(<)
Sea B € . Entonces:

/BW(A\:v)u(d:v)=/7T(A!x)13(x)u(dx)=/m(AﬂB):u(AﬂB)-
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Proposicién 1.1.5 Sea  C 2" una o-dlgebra sobre X. m: Z x X — [0,1]
un nicleo de medida B-propio de (X, B) a (X, Z), f: X = [0,+00), Z -
medible. Entonces fm es un nicleo de medida %B-propio de (X, B) a (X, Z)

Demostracién:
Supongamos probada la siguiente:

Afirmacién 1.1.2 Sea g : X — [0,+00), 2 -medible, B € %. Entonces:

[ s@ mldslw) = [ 9@y (dofu) 1a (w) Yo, w € X
B
Luego, para A € &y B € % tenemos:

fr(ANBlw) = () 7 (dz|w)

ANB

- / 1y (2) f (2) 7 (de|w)

= /1A () f (z) 7 (dz|w) 15 (w)
= fm(Aw)1g (w).

Demostracion de la Afirmacion 1.1.2.
Supongamos que g = 14 con A € 2 . Entonces:

[s@mtaste) = [ 1) el

_ / Laog () 7 (dz|w)
— x(ANBlw)
= 7 (Alw)1p (w)

_ / 1a (2) 7 (d|w) 1 (w)

El caso general sigue entonces de aqui, aplicando los teoremas B. pdg. 85
y B pag. 112 de [Hal50].
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1.2. Especificaciones

Sean: S C Z? infinito; (E, &) un espacio medible.
Para cada ) #V C S sea EV = {x/x es funcién deV en E}
Sean: () # Vi C Vo C S; definimos oy, 1, : EY2 — EV* por:

ov,vi (2) (t) =z (t),Vt € Vi, 2 € BV

Si Vo = S ponemos oy, en vez de ogy,. Si Vi = {s} con s € S ponemos
Ovy,s €n vez de oy, (4.

Sea z € EV? denotamos: zy, =0y, v, (7) y Ts=x(s) con s € S.

Sea) £V C S.

Definimos %, C &2 (EY) por:

G ={oy,(B)/Be& seV}
Sea &V la o-algebra sobre EV generada por %,. Se dice que & es la
o-dlgebra producto sobre EV.
Sea %y la o-4lgebra sobre E° dada por
Fy = {0‘71 (B)/B € @@V}

A veces pondremos:

yvzfs\v}’y:égs

Sea . (S) o simplemente . si no hay lugar a confusién, la familia de
subconjuntos finitos de S dada por: . (S) := . := {A C S/1 < #(A) < oo}

Para cada A € .7, sea 7, : & x E° — [0, 1] un ntcleo de probabilidad
de (ES7 %) a (Es,ff) Y= ()rcy -

Definicién 1.2.1 Sea y € & (Es,gz). Diremos que p tiene estructura de
v-dependencia si Yo (A|-) € u(A|T) para todo A € F y A € ..

Proposicién 1.2.1 Seap € & (ES, 35) que tiene estructura de y-dependencia.
Entonces:

(a) Ae 7, Be Ty=>vm(ANB|) =7 (A])1s() p c.s. con A € .7.

(b) A,A en . con A C AJA € F = vyava (A]) = v (A]') pe.s donde
YaYa ¢ F X BE¥ — R estd dada por:

vama (Alw) = ya (1 (A])) (w) = /VA (AJw') va (duw'|w)
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Demostracion:

(a)

Sea B; € 7, entonces,

p(AnBNB) = [ (A0 Blwyp(w) = [ on(Af)u(d

BiNB

- /B s (Alw) 1 (w) p (o)

Entonces y5 (A|-) 15 € u (AN B|.%y).
Luego ya (AN B[-) = A (A]) 15 p c. s.
(b) Como va (f|-) € p(f|7a) tenemos que:

Ya (VA (A]) 1) € p (e (LalTa) | Ta) = p (14| Ta) -
Luego, como
Va (Al) € (14| T)
tenemos que:

9 (o (A1) 1) =78 () e s

Definicién 1.2.2 Se [lama especificacion con soporte S y espacio de
estados (E, &) o especificacion sobre (Es,ﬁ) a una familia

7= (M)per (= {A CS5/0 <4 (A) < o0})
tal que:

(i) va es un nicleo de probabilidad Fy-propio.
(i) Si A C A € .7, entonces yaya (A|') = va (A]-) VA € Z.

En tal caso a la familia

G (y)={pne P (E5F) [ (Al) € u(Al7) VAe F A e .7}

se la llama familia de campos (probabilidades) especificada (o
admitida) por 7.

Lema 1.2.1 Sea (X, Z") un espacio medible, 8 C X una o-dlgebra sobre
X,m: Z x X — [0,400) un nicleo de probabilidad de B a X", B-propio.
Si f: X —[0,+00) es B-medible entonces w (f) = f.

Demostracién: Ejercicio.
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Lema 1.2.2 f: ES = R, f es.Zy-medible <= es cierta:

(e E%ye ES0v (t) =0y (4) = f (2) =  (y) (1.2)

Demostracién del Lema 1.2.2
Observacién: Sea x € E¥ cualquiera. Sea I, : EV — E* dada por I, (z) =
zo\wvz,Vz € EV | donde:

xz(t) te S\V
Towva(t) = { A tev

Si f es .- medible, entonces f o I, es &"-medible, por teorema B pag.
142 de [Hal50].

(+) 1

Sea B€ %)= (fol,)  (B)e &Y.

Como la expresion 1.2 es cierta es directo ver que:

B =o' ((fol) ' (B))

entonces [~ (B) € Fy
(=)
Sean x € E°,y € E¥ con zy = yy.
Sea € > 0.
Sea B = (f(x) —¢€ f (x) +€).
Como f es Fy- medible, f~' (B) € #y = 3C € & tal que

fH(B) =0y (O)

Como x € f~'(B),ov (z) € C, como oy (y) = yv = 2v = oy (2),y €

o (C)=yef (B)=|fly) - f(2)] <e
Por la arbitrariedad de € se sigue que f (z) = f (y).

|
Proposicién 1.2.2 Seay = (71),c una especificacion sobre (ES, ff) En-
tonces:
D#ANCAES = yva(A]) =va (A])),VA € F.
Demostracién:

Por definicién.

Yava (Alz) = /'m (Aly) 7a (dy, 2) (1.3)
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Ahora, y — ya (Aly) es Ia-medible.
Como A C A, Ip C Ty = y+ Ya (Aly) es Ta-medible.
Como vy es Jy-propio, por el Lema 1.2.1 se tiene que la ecuacién 1.3
=7a (A]2) .
[ |

Definicién 1.2.3 Diremos que %y C .7 es cofinal si en cada A € ., AA €
S tal que A C A.

Ejemplo 1.2.1 Sea S =7 (d > 1).

Sy = {[—n,n]dﬂs in > 1}
Entonces %y es cofinal.

Proposicion 1.2.3 Sean: v una especificacion y y € & (Es,ﬁ) son equi-
valentes:

(@) ped(y)
(b) pya =, VA€ S
(c) IS C & cofinal tal que uyn = p, VA € .

Demostracion:
(a)= (b)

s () = [ (Al ) = (A0 ES) = pa(4).

(b)= (a)
Sea B € Z,. Entonces:

Ten (Aly) p(dy) = [ya (Aly) 15 (y) 1 (dy)
= [y (AN Bly) p(dy)
= u(ANB). [Hipétesis (b)]

s (Al) € n(AlT).

(b)= (c)

Es trivial.

(c)= (b)

Sea A € ¥ = dA € ¥ : A C A. Entonces:

Hyan = HYATA
wya [Definicién 1.2.1 (ii)]

= u. [Hipdtesis (c)]
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1.3. J\-especificaciones

Notacién 1.3.1 Sean: (X, Z") e (Y, %) dos espacios medibles. Si A € X"y
B € % pondremos

AxB={(z,y) e X xY/x e A,y € B}.

Sean: p € M (X, Z),v e #(Y,%). Con uv denotaremos también la
medida producto p @ v sobre (X x Y, 2 @ ¥).

En este punto y de ahora en mds usaremos como conocidos todos los resul-
tados que sobre espacios productos pueden verse, por ejemplo en el apéndice
y en [Hal50] pdgs. 137 a 150. Continuando con la notacién ya habitual de
las secciones anteriores, sea (E,&) medible y S C Z? infinito

Sea X\ € M (E,&) y la medida producto \V: = @ ., A, con D #V C S.
Para cada ) £ A C S definimos \y : .F x E¥ — R por:

M (o) = (Mg, ) (4).

donde 6 es la medida sobre (ES\A, é’s\A) dada por

TS\A

5»’65\/\ (B> =1p (CES\A) :

Nota 1.3.1 Si f : E¥ — R es medible y acotada o no negativa, entonces:

M(flw)i= [ F)mdwle) = [ f (ewsn) ¥ (@) v € B

Proposicién 1.3.1 Sean A € & (E,&) y A = (Ax)pey- Entonces:

(a) A, es una especificacién sobre (E,&)°.

(b) Cualquiera sean A y A en .7 se cumple que: AaApx = Aaua-
(c) 9(\) = {)\}.

Demostracién:

Parte (a)

Que A\, es un nicleo de probabilidad sobre (E, & )S VA € ., queda como
ejercicio. Veamos que es Z-propio. Para ello, aplicamos la Proposicion 1.1.3.

Sea B € ), entonces:

M (Blz) = /EA 15 (Exs\a) AN (dE). (1.4)
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Como B € I, : {xga\a € B & x € B cualquiera sea x € ES.
Entonces la ecuacién 1.4 = 15 (z) .

Parte (b)

27

)\A)\A (A|w) = //\A (A|w') /\A (dw'|w) = /EA )\A <A|§MS\A) )\A (dg) (15)

Ahora:

A (Algws\a)

Luego, la ecuaciéon 1.5

/EA 14 (C (wa\A)S\A> A (dC)
/EA La (CEavawsy(auny) A (dQ)

N /EA [EA La (CEaaws\aun) A* (d) A* (d€)
- / / La (Cnwsy(au)) A (dG) A\ (d)
EAA J gA

= / 1A (ﬁws\(AUA)) )\AUA (dﬁ)
EAUA

= )\AUA (A|w) .

Parte (c)

Veamos que Ay (Al-) € A5 (A|F).

En otras palabras que:

/ M (AJw) X5 (dw) = A5 (AN B) cualquiera sea B € .
B

/B)\A (Alw) N° (dw)

)\A A\w

——

Lang (w

X (ANB).

\\

15 (w) A (dw)

Lang (Ews\a) A

) A® (dw)

A (AN Blw) A° (dw)

/ / Lang (Swgya) A* (d€) A° (dw)
ES EA

HA) X (dws\a)

(1.6)
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Finalmente, sea p1 € ¢ (\.), veamos que p = \°.
Sea A € ..

Sea A € Zy := {0, (C)/C € &)

Pongamos A = o' (C).

Entonces:

s (4) = /E O (Alw) e )

_ [E /E Lo () A (de) p (dw)
A ()

- )

Como u € 4 (X.), por la Proposicién 1.2.3 tenemos que pudy = p, luego
w(A) = NS(AVA € Fj para A € §. Como .F es la o-dlgebra sobre E°
generada por el dlgebra (J ., Fa,p = A5, por el Teorema de Extensién
(Theorem A, pag. 54 de [Hal66] Measure Theory).

Proposicién 1.3.2 Sea A\ € .# (E,&). Entonces:

(a) Para cada A € ., Ay es un nicleo de medida de Ty a F que es T -
PToPLo.

(b) Sean A y A en . con ANA ={). Entonces: AaAx = Aua-
Demostracién: Ejercicio.

Definicién 1.3.1 Sea A € # (E,&).

(a) Se dice que una familia p = (p) .o de funciones py : ES — [0, +00) , .7 -
medibles, es una A-modificacion si p\ = (PAAA)Aey es una espe-
cificacion sobre (Es,f)

(b) Se dice que una especificacion sobre (E®,.F),v = (7a)scr €5 una A-
especificacion si existe una familia p = (pa) e de funciones py : ES —
0, +00) , F -medibles tal que v = pA. .

Definicién 1.3.2 Sea A € A4 (E,&),p = (pr) rc.p una A-modificacion, v =
pA. la X-especificacion asociada. Se dice que p (o 7y) es positiva si py (x) >
0,Vo € E% VA € .7.

Proposicién 1.3.3 Sea A € 4 (E,&),p = (pa) ey una familia de funcio-
nes, pa : E° — [0, +00) ,.Z -medibles. Entonces p es una A-modificacion si y
solo st
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(a) Para cada A € .7 :
M (pa) () = 1,Vx € B,

st pasa esto se dice que paAp estd normalizada .

(b) (paAn)pc €5 consistente (estoes: A€ S A€ S AN C A= Aa(pa-In(pala)) =
Aa (pa - 14)), para todo A € F. Eso es (pada) (paAr) = para-

Demostracién:

(=)

Parte (a)

Sigue del hecho de que para cada x € E¥ A — ppA (A]x) es una proba-
bilidad sobre (ES ,F )

Parte (b)

Sea A € F

ha(pa M pala) (@) = [ pa (W) Mn (pala) (0) As (@)
_ / A (pala) () 7a (du'jw)
_ / / (pala) (") Ap (dw”|w') ya (dw'|w)
_ / / L (") 9 (dw” [u) ya (du'|w)

- / a (Alw') 1 (de'|w)

Yava (Alw)
= ya (Alw)
= Aa(pala) (w).

(<)

Que A — paAp (AJw) es una probabilidad se sigue por la parte (a) inme-
diatamente.

Ademds, sabemos que para cada A € F,w — A\ (Alw) es Jy-medible,
esto es: w — [ 14 (w')d\y (w'|w) es Ty-medible VA € F = Vf: ES - R

Z-medible no negativa o acotada se tiene: w — [ f(w') d\y (w'|w) es
Ix-medible.

En particular: w — [ py (') 14 (w') A (dw'|w) = (pada) (Alw) es Ti-
medible VA € .%. Que ppAp es Jj-propio se sigue porque Ay es J-propio.

Finalmente, que yava = va si 0 # A C A € . sigue por la parte (b).



30 CAPITULO 1. ESPECIFICACIONES DE CAMPOS ALEATORIOS

Lema 1.3.1 Sean: (X, Z") e (Y,¥%) dos espacios medibles, m : 2~ XY —
0, 1] un nicleo de probabilidad de (Y, %) a (X, Z),pe P Y, %), f: X —
R Z -medible y acotada. Entonces: f (um) = u(fr)

Demostracion:
Sea A € 2 cualquiera

fpm) (A) = [ [ () (pr) (d)

La(2) [ (2) (pr) (do)

hS

La(z) f () 7w (dxly) pu (dy)

—
—

f(z) 7 (dxly) p (dy)

= (fm) (Aly) p (dy)
fm)(A).

Il
=
Ah<

Proposicién 1.3.4 Sean: A € M (E,&),p = (pa) ey una A-modificacion,
v = pA, la A-especificacion asociada a p. Entonces:

G(y)={neP(E°F)/u=pxr(pi), VA€ 7}

Demostracién:
Ejercicio (Ayuda: Usar (b) de la Proposicién 1.2.3 y el Lema 1.3.1).

Corolario 1.3.1 Sean: A € A (E,&),p = (pa) ey una A-modificacion po-
sitiva. Sean p y v en 9 (pA.). Entonces para todo A € ./ y B € F

w(B)=0<v(B)=0

Demostracion:
Por la Proposicion anterior:

0= o2 () (B) = [ pa ) (u0a) ()
Como p, es positiva, debe ser:

(1Ar) (B) =0
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lo que es lo mismo:

/ M (Blw) g (dw) = 0 (1.7)
Ahora, Yw € E® tenemos que:
A (Blw) = Ay (03" (C) |w) para algtin C € &,

entonces

A (031 (C) Jw) = ()\A X 5wS\A) (03 (C)) = M (C) ,Vw € E°
Luego, la ecuacion 1.7 implica que:
0=\ (0)

de donde: Ay (Blw) =0 Vw € E®
.. debe ser

/)\A (Blw) v (dw) =0

y de aqui se deduce que v (B) = 0, pues v = py (VX)) VA € &, ya que
ved(ph).

Notacién 1.3.2 Sean: \ € 4 (E,&),r : E — (0,400) medible, p =
(PA) per una familia de funciones F -medibles, definibles sobre E® con valo-
res en [0, +00).

Sear\ € M (E,&) dada por:
(rA) (B) = / r(t)\(dt)VB € &.

Para cada A € .7, sea py, : B — [0, 4+00) dada por:

pa (W)

r =17 7\ € ES
onr () = T )

Proposicién 1.3.5 Si p = (pa) ey €5 una A-modificacion, entonces:
(l) PA,r (T’/\)A = pA)\A\V/A € y

(ii) pr = (PAr)pcy €8 una (rA)-modificacion.
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Demostracién:
Basta probar (i).

(o) (rA) (AJw) = /1A (') par (') (rA) 5 (du'|w) (1.8)
Ahora,
(rA)x (Blw) = ((rA)* X bug., ) (B) VB € F
Luego, Vf : # — [0, 400) medible:

[N, @) = [ 1@) (0 xbu,) @) (19)

Ahora, VC € &* y todo D € &%\A se tiene:
[ 100 @) ()" b0 ) (@) = (0N (€) i, (D)
= / 1C><D (U),) H r (w;) (/\A(st\A> (dw')

€A

= [ 1o @) T r ) M (o).

ieA
De aqui, por la ecuacién 1.9, para toda f : &% — [0, +0c) medible tene-

mos:
/f ) (rA), (dw'|w) = /f Hr D A (dw'|w)

€A

Luego: la ecuacién 1.8

= /1A ) par (w HT’ ) An (dw'lw)

B / La (w') pa (w') An (d'|w)
= (parr) (4).

Corolario 1.3.2 Sea A\ € 4 (E,&) entonces existe r : E — (0, +00) medi-
ble tal que (r\) € & (E,&) y tal que pA, = (pan) \e €5 una A-especificacion
= pr = (PAr) rey €8 una (rA)-modificacion, es decir p, (rA) = (par (TA)p) e
es una rA-especificacion.
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Demostracién: Ejercicio (tener en cuenta que A es o-finita).

Proposicién 1.3.6 Sea A € A4 (E,&). Siy = (Va) e €5 una A-especificacion,
entonces:

T (-lw) < Ap (Jw) VA € 7, Yw € E®
Demostracién: Ejercicio.

Proposicién 1.3.7 Sea A € 4 (E,&); v una A-especificacion. Para cada
A€ ycadaw € ES sea vy, : & — [0,1] definida por:

VA w (C) = A (O’Xl (C) |w)
Entonces:
(a) v < A VA YV

(b) Sip = (pr)rey €5 una A-modificacion tal que v = pX., entonces, para
cada A € 7 y cada w € E¥ la funcion fa., : E® — [0,+00) dada por:

Jaw () = pa (Ews\a)
es una N-densidad de v,

Demostracion:

Parte (a) Queda como ejercicio.

Parte (b)

Sea p = (pa) pec» Una A-modificacién tal que v = pA..

Por lo visto en la demostracién del Corolario 1.3.1 tenemos

vaw (C) = (031 (C) w)
- /—1 pa (W) An (dw'w)
71 (C)
- /PA (w') 1o (oa (w')) Ap (dw'|w)
= /PA (w') 1c (oa (w')) <>‘A X 5wS\A> (dw')
R (&) 1o (&) A (de)
_ /C P (€) N (d€)

Que fa., es &2-medible es inmediato (Teorema A.8.1)
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Proposicién 1.3.8 Supongamos que: E es a lo sumo numerable, & = P (E) , X :
& — [0, +00| la medida de conteo, y v una A-especificacion.
Para cada A € .7 sea pp : E° — [0, +00) definida por:

pa (w) =7 (03" ({wa}) |w) .
Entonces:
(a) p = (pa)pey €5 una A\-modificacion tal que v = pA.

b) Sea p* = (p} , otra A-modificacion tal que v = p*\., entonces: p} =
P A Aes A
pa, VA € 7.

Demostracion:

Parte (a) Queda como ejercicio.

Parte (b)

Usando la notacion de la Proposicién anterior se tiene que una densidad
de v, con respecto a A} estd dada por:

vaw ({€}) =7 (03" {€} Iw)

de donde:
vaw ({€}) = pa (Swsia)

Luego, si p* = (p})rcs €8 una A-modificacion tal que v = p*A. se tiene
que:

Ph (Gwsia) = M) ph (Ewsa)
_ / P (Cwsa) M (dC)
{&}
Ya (o' {€} [w)

vaw ({€})
= pa (Swsa)

Lema 1.3.2 Sean: (X, Z") un espacio medible; % C 2~ una o-dlgebra de
X;m: ' x X — [0,400] un nicleo de medida de (X,%) a (X, Z); f :
X = [0,+00);9: X — [0,400) Z -medible. Entonces:

7 (fg) (y) = (f7)(9) () = (g7) (f) (y) Vy € X.
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Demostracion: Ejercicio.

Lema 1.3.3 Sean: (X, Z") un espacio medible, % C Z una o-dlgebra de
T X x X — [0,+00] un nicleo de medida de (X, %) a (X, Z") que
es % -propio, f : X — [0,+00) Z -medible, g : X — [0,4+00) ¥ -medible.

Entonces:

m(fg)=7(f)g

Demostracién

= [f(z 7 (dz|y)
Seag—chonBGQ/

Sea f=14con Ae 2.
Entonces:

r(Lalp) (y) = / 14 (2) 1p (2) 7 (dzly)
= m(ANBly)
= 7 (Aly)1s(y)

= / La(z) 7 (dz|y) 15 (y) -

Luego, para toda f : X — [0, +oc]| medible:

7 (f1g) ( / £ (@) 7 (dzly) 1s () = 7 (F) (9) 1 (1)

De aqui se deduce el lema.

Proposicién 1.3.9 Sean: A € .# (E,&); para cada A € .7, py : B¥ —
[0, +00) medible tal que A (pa) = 1. Sea p = (pa) rcr- Son equivalentes:

(a) p es una A-modificacion.

(b) Sean ) # A C A € .. Para cada o € E® se cumple:
/S |pa (W) = pa (W) - An (pa) (W) Aa (dwla) =0
E
(c) Sean ) £ A C A € .. Para cada o € E® se cumple:

/ES [/Es /Es 1pa (§) pa (1) — pa (n) pa (§)] Aa (dE|w) An (dn|w) AA\A (dw|a) =0
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Demostracion:
Sea v = pA. (7a = pa VA € 7). Es inmediato que (a)<(b) si probamos
que:

Afirmacién 1.3.1 Sean ) # A C A € .. Entonces:

YAVA = VA = / lpa (w) — pa (w) - Ax (pa) ()] Aa (dw]a) = 0,Va € E®.

Demostracion:
Sea o € E”.
0= [lpa(w) — pa (w) - s (pa) (w)] Aa (dw]a)
pa = pada (pa) Aa () cs. <
Para todo A € .#

/A/)A (w) Aa (dWIa)I/ApA (w) An (pa) (w) Aa (dw]e)

Equivalentemente:

Ya (Ala) = Aa (1a - pa - Aa (pa)) (@) = (pa - Aa (pa)) (@) Aa (Ala)

De donde, para probar la Afirmacién 1.3.1, bastard ver que:

va (i (F) (@) = Aa (f - pa - Aa (pa)) (@) Ya € B (1.10)
cualquiera sea f : E5 — [0, +00) Z-medible.
Nota 1.3.2 Sea A € Ycualquiera, g : ES — [0,4+00)y h : ES — [0, +00
)

s
F -medibles. Por el Lema 1.3.3: Ay (g - A (h)) (w) = Ay (g) (w) - Ay () (w) =
Aa (B Aa (9)) (w) Y.

Por la Nota 1.3.2, tomando g = f - py ¥ h = pa tenemos: Yw € E°

A (f o pa - A (pa)) (w) = Aa (pa - 7a () (w) (1.11)
Ahora:
Aa = Aa\aAa

Luego, por la ecuacién 1.11: Yoo € E® tenemos:

Aa (fpa-Aa(pa)) (@) = Aaa (A (pa-7a () (@)
= Aawa (pa - (f)) (@)
= Aa(pa - () (@)
= 7a(n (f) o)

la ecuaciéon 1.10 esta probada.
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Antes de probar que (b)<(c) probaremos:

Afirmacién 1.3.2 Sean ) # A C A € .. Para cada w € E°:

/ o (W) Ax (pa) (W) = pa (W) An (pa) (w)] An (dw'|w) =0

Demostracion:

Sea A € .Z cualquiera.

Teniendo en cuenta que Ay (pa)es Zy-medible y que Apes J-propio te-
Nemos:

Japa (@) An (pa) (W) An (duw'|w) = [, pa (W) Ax (pa) (w) An (du'|w)
|

Veamos que (b)=(c)
Como Ax = Aa\aAa (segiin la Proposicién 1.3.2), se tiene que, para cual-
quier f: E¥ — [0, +00) , . #-medible, vale:
[ s ula) = [ () () Asia (dufa)
Luego,

0 = [lpa(w)—pa(w) A (pa) ()] Aa (dw|a)
= [ [[1pa (W) = pa (W) Ax (pa) (W) Ax (dw'|w)] Aava (duw|a)
= [ [ |pa (@) = pa (W) Ay (pa) (w)] An (du'|w)] Aaa (dw]e)  [Afirm. 1.3.2]

Luego:
)\A\A (AclOé) =0 (112)

donde
A=y [10a @) = o @) A 92) ) 4 ) =0}

De alli tenemos:

S]] 105€00n = s 00 0100 0610 2 )| A Gt

z/A[//!pA (¢) pa () = pa (n)pA(C)MA(dC\w)AA(dnlw)} Aaa (dwe)
(1.13)
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Sea w € A. Por la ecuacion 1.12 tenemos que:
pa = pada (pa) (w) A (fw)e.s.

Luego:

/ / 198 () pa (1) = pa (1) pa (O)] An (dC]w) A (dinfeo)

:/B/B\PA(C)PA(U)—PA(T])PA(C)I)\A(dC|w))\A(dn|w) (1.14)

donde B = {¢ € E%/pa (€) = pa (§) M (pa) (w) }
Ahora, sea (¢,n) € B x B, entonces:

pa (€) pa (n) = pa (€) A (pa) (w) pa (n) = pa (€) pa ()

de donde la ecuacion 1.14= 0 y por ello la ecuacién 1.13= 0
Veamos que (c)=-(b)
Por (c¢) tenemos que
Aaa (Afla) =0

donde:
4 — {w/ [ 103030 = 03 ) or )12 k) () = o}

por esto y por la Afirmacién 1.3.2 tenemos:

/ 1pa () — pa () An (pa) ()] An (du]o)

= [ 1o ) = a2 () () s )] A Gl
Aq
Bastara, entonces probar que si w € A;, entonces
pa = para (pa) (w) A (lw)e.s. (1.15)
Sean

F:E°xE° =1[0,+0) , G:E°xE’—[0,+00)
Fy:E% = [0,+00) , Gy:E%—=[0,+00)



1.3. A\-ESPECIFICACIONES 39

definidas por:

F(¢,n)=pa(Q)pa(n) . G(n)=pa(n) pa(l)
F(Q) = / F(Com)ha (dnw) . Gy (C) = / G (¢ m) M ()

Como w € Ay, tenemos

F (o) =G ) M () @ A (w)es.

Luego:
Fi () =G1(:) A (|lw) cs. (1.16)

Ahora, teniendo en cuenta que: Aypy (w) = 1, obtenemos:

F(Q) = / pa (C) pa (1) A (dnfw) = pa (€) - Mapa (w) = pa (€)

G1(() = / pa (1) pa () A (dnfw)

= pa (g)/pA () Aa (dn|w)
= pa(Q) Aa (pa) (w)

Y asi, por la ecuacién 1.16, la ecuacion 1.15 queda demostrada.

Nota 1.3.3 Observar que (b) y (c) de la Proposicion 1.5.9 pueden escribirse
respectivamente como (b’), (¢’) donde:

(b’) Sean ) # A C A € .. Para cada o € E® se cumple:
[ Ips 60) = pa (60s) - (aps) (60 A° (d€) =0

(c’) Sean 0 £ A C A € .. Para cada a € ES:

/ / / 1pa (§1&3aac) pa (E283aac) — pa (§2630ac) pa (§1€300a0)|
EA\A JEA JEA
AN (d&r) M (déa) A (dés) = 0
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Notacion 1.3.3 Sea A € .. Ponemos:
T (M) ={(&n) € E° x ESJos\a (§) = os\a ()}

Definicién 1.3.3 Para cada A € ., sea hy : E° — [0,4+00) medible. Se
dice que h = (ha) e €5 una pre-modificacion si se cumple:

D#NCAES = ha(§)ha(n)=nha(m)ha()V(En) €T (A).

Proposicién 1.3.10 Sea E a lo sumo numerable, & = P (E), A : & —
[0, 400] la medida “cardinal de”(esto es, A (Ey) = # (E,),VE; C E).
Sip = (pr) resr €5 una A-modificacion, entonces p es una pre-modificacion.

Demostracién: (Ejercicio).

Proposicién 1.3.11 La Proposicion 1.53.10 se extiende a la siguiente situa-
cLon:

(1) E es un espacio topoldgico que satisface 2° axioma de numerabilidad y &
es su o-dlgebra de Borel.

(ii) A € A (E,&) es densa en todas partes , es decir: U C E abierto no
vacio = A (U) > 0.

(iii) Se cumple: ) #A C A € Syw € B = £ — py (fwg\A) es continua
sobre B,

Demostracién: (Ejercicio).

Proposicién 1.3.12 Sea h = (hp) ., una pre-modificacion, A € A (E, &)
tal que 0 < Ay (ha) (w) < 00, Vw € E¥, A € 7.

L ha } . .
Entonces, p = (’\A(h/\))Aey es una A-modificacion.
Demostracién:
__h
Para cada A € ., pongamos py = SYONE

Afirmacién 1.3.3 Para cada w € E¥, A — paAp (Alw) es una probabilidad
sobre &°.



1.3. A\-ESPECIFICACIONES 41

Demostracion:
Como Ap es Jy-propia y A (hy) es Zj-medible, tenemos que
pada (Alw) = [ 1 () pa () Ay (du]u)

=/ 1A )% (h()( )‘A (dwl|w)

= Maha)(w) hA f La(w w') Ap (dw'|w)

— hA M (ha)(w) hA)‘A (A|w)
Luego:

1
Ay (B = —————ha(\) (BES
) = 3 Ty ™ O ()
A (ha) (w)
= =1 Vw.
Aa (hy) (w) v
[ |
Afirmacion 1.3.4 p es una pre-modificacion.
Demostracion:
Sea (&',n) € T (A°) con A € Lcualquiera y sea ) #A C A €.
Pongamos £ = &y, n =1y y ¢ = {op = Mg\
Por la Nota 1.3.3 tenemos:
Aa (ha) (6¢) = Aa (ha) (n€)
Aa (ha) (N€) = Aa (ha) (§C)
Luego, como h es una pre-modificacién tenemos:
ha (£€) ha (n€)
P (€A1 = (D) - M () (1)
ha (7€) ha (£€)
Aa (ha (n€) - Aa (ha) (€C))
= pa(n¢) - pa (£C)
[ |

Sea ahora:

Q* (A, A) = {(&,n) € E° x E/pa (€) pa (n) # pa () pa (€) }

Por la Nota 1.3.3 tenemos que para todo w € E*:
(Aa (Jw) A (-|w)) (B x B¥) =



42 CAPITULO 1. ESPECIFICACIONES DE CAMPOS ALEATORIOS

(A (w) A (w) ({(&n) € B x E¥[€\a = n1s\n = ws\a })
Como p es una pre-modificacién:
Q° (A, A)N {(5777) € E° x Es/fs\A =1N5\A = wS\A} =1

De donde:
(Aa (Jw) A (-Jw)) (2% (A, A)) =0

De aqui que se cumple (c) de la Proposicién 1.3.9 y por esta misma Propo-
sicién tenemos que p es una A-modificacion.



Capitulo 2

Especificaciones de Gibbs

2.1. Potenciales

Notacién 2.1.1 Sean: S CZXZ( o S C 7Z) infinito; S C .7, S infinito,
donde . = {A C S/1 < #(A) < o0}
Para cada A € .,V C Ss €S se denota:

 A(A)={A e HA/ACA}

S NA={Ae S/ANA#0}.
S Ns=SN{s}
V4+s={t+s/teV}
S\s=29\{s}

Definicién 2.1.1 Sea a : S — R. Diremos que ), o (A) erviste y es
wgual a “a”’€ R si
Dado € > 0,3Ag € . tal que

AgCAANEYS = <e€

a— Z a(A)

AES(A)
Pongamos (3 @) (A) = 3 hc oy @ (A).
Ejemplo 2.1.1 Sea S =N = {1,2,...} .. = {{n} /n € N}. Sean (a,),,

n>
una sucesion de nimeros reales positivos; « : %y — R dada por a({n}) =

a,,Vvn € N. Entonces
(Z a) (A) = Z an

neA

Luego ((3° ) (A))acr converge siy sdlo si converge (371 ar), -,

43
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Definicién 2.1.2 Sea (E,&) un espacio medible. Sea ® = (®p), ., una
familia de funciones medibles ®5 : E° — R.
Se dice que ® es un potencial (sobre (ES, éas)) Si:

(a) Para cada A € 7, D) es Fp-medible.

(b) Para cada A € & yx € E, existe

Proposicién 2.1.1 ® = (®,), ., un potencial sobre (E, &)°. Sea para cada
A € y para cada x € ES:

hy (z) := exp (—Hy ().

Entonces (hf) es una pre-modificacion (positiva).

Aes

Demostracion:
Sean ) #A C A € .¥.
Sea (&,7n) € T (A°), entonces:

hX (&) Ry (n) = exp (—HY (€) — Hy
hX () by (€) = exp (—HX (n) — Hy (€))

Debemos ver entonces que:

HR (&) + Hy (n) = HX (n) + Hy (&) V(&,m) € T(A)

equivalentemente

Hy (§) — Hy (€) = Hx (n) — HY (n) Y (&) € T'(A°) (2.1)

Ahora bien, para todo z € E° tenemos que:
HR (z) — HY (v) = Y D (2) (22)

Aed

donde
g ={A e S/INNAADPy ANA=0} pues YNAC S NA

Como para cada A’ € .7, ®as es Fa- medible, Ipn 1 A — R medible
tal que
@A/ (IE) = ¢A’ (UA’ (.CIZ')) (23)
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Sea ahora (£,1) € T (A°) = oar (§) = oar (n) pues A’ C A°, luego por la
ecuacion 2.3:

Dpr (§) = P (n).

De aqui, por la ecuacién 2.2 tenemos

HR (§) — HY (&) = HX () — HY (n)

y la ecuacién 2.1 estd probada.

Definicién 2.1.3 Sea A\ € A4 (E,&),® = (®y) . un potencial sobre (E, &)°.
Se dice que ® es A-admisible si para cada A € . y cada x € E° se cumple
que

0< O () (@) = [ 12 (w)hs (dulo) =

E

. hy (Exs\a) A (d€) < oo.

Corolario 2.1.1 Sea A € A (E,8), P = (Pr) . un potencial sobre (E, &)°
que es A-admisible. Para cada A € .7 sea

@ . hf (x)
A= ) @)

> _ (.® : s @
EntOﬁces po= (pA)Aey es una )\-modzﬁcacwn. (e;stg es, (pA/\A)Aey es una
especificacion) Para abreviar (y por razones “historicas”) pondremos:

Yy = paMVA € S y Z3 (z) = (M (BY)) (z) VA € #, Y € E®

Demostracion:

Por la Proposicion 2.1.1,

p* = (pf) re.» €8 una pre-modificacion positiva. El resultado sigue enton-
ces por la Proposicion 1.3.12

A Z9 se la suele llamar “funcién de particién de @ sobre A”. A 4* =
(%‘I\’) rey S€ la llama “especificacion de Gibbs para ®”.

Definicién 2.1.4 Sipu € ¥ (7‘1’), se dice que p es una medida de Gibbs
para ®. También: A — ~§ (Alx) se llama distribuciéon de Gibbs sobre
A con respecto al potencial ®, dado x € E° . Si # (% (7‘1’)) > 2, se
dice que ® tiene transicion de fase.
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De ahora en adelante, sea ® = (®),., un potencial sobre (ES, 5’5), y
A una medida sobre (F,&).

Definicién 2.1.5 Sea ® = (®4),., un potencial
(a) Se dice que ® es acotado si ®p € L (B, F ,R)VA € 7.

(b) Se dice que @ es sumable si es acotado y para todo s € S se cumple:

Il =D I®ally < o0

AESNs

Proposicién 2.1.2 Sea ® = (®4),., un potencial sumable; X € A (E,&).
Entonces: ® es A\-admisible < A (F) < 0o.

Demostracién:
(<)
Debemos probar que si A € . entonces:

/ exp <— CDA fo\A > )\A (2.4)
BA AESNA

Es facil ver que:

exp (— > @ (gA:cS\A)> < exp

AesNA

A$S\A)

AesNA

(.2
exp (Z o )
< [ ew (Z||<1>|| )

SEA

— exp (Z ||d>||s> (A(E

SEA

IN

Luego: la ecuacion 2.4

M (dEy)

(=)
Sean s € Sy x € E° cualquiera.
Luego:

oo > /EeXp <— Z (I)A (fs-ﬂS‘\s)) )‘(dgs) > A(E) eXp (_ H(I)Hs)a

AeSNs
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pues:

— Z Py (&zsrs) > — Z }CDA (5s$5\s)| > — Z [Pallo = =12,

AeSNs AeSNs AeSNs

Ejemplo 2.1.2 Sea ® = (®,),., un potencial acotado. Sea Ay € .7 tal
que:
(ANA;#£0)= Py =0

Entonces ® es un potencial sumable.

Ejemplo 2.1.3 Sea ® = (®4),., con &y € L (ES,R). Sea d la métrica
euclidea sobre S. Para cada A C S, sea diam (A) el didmetro de A con
respecto a d; esto es: diam (A) = sup {d (a,d’) /a,a’ € A}.

Sea 0 < R < oo.

Si &y =0 cuando diam (N) > R, entonces ® es sumable.

Ejemplo 2.1.4 Potenciales de rango finito. Sea ® = (®p),., un po-

tencial sobre (E,&)°. Se dice que ® es de rango finito si:
para cada s € S, AN, € . tales que: A€ S s€ A, ANAN#£D= Dy =0

Proposicién 2.1.3 Sea ® = (®y), ., un potencial acotado. Si ® es de rango
finito, entonces ® es sumable.

Demostracion:
Por la Definicién 2.1.5, bastara ver que para cada s € S, se tiene que:

£({A €. Ns/0<|Pa]l}) <0 (2.5)

Sea A € . Ns tal que [|[Prll, > 0= ANAS =0 = A C A,. Luego,
{Ae S Ns/0<|[[Pa]l} C{A €S Ns/ACA;}. De aqui sigue la ecuacién
2.5 facilmente.

Ejemplo 2.1.5 Potenciales invariantes por traslaciones. Sea S =
Z*. Para cada s € S sea O, : E¥ — E° dado por: O, (z) (t) =z (t —s);x €
ESte€ S. Sea ® = (®Pa)pey un potencial. Se dice que ® es invariante por
traslaciones si para todo A € . :

(I)A-‘rs (l‘) =Py (@—s (l‘)) S € S,JZ € ES~
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Sean:
Ps = {P/P es un potencial sumable}
Psr = {P € P5/P es invariante por traslaciones}
P = {® € Pg;/P es de rango finito}

Proposicién 2.1.4 Sea |||, : Psi = R dada por:

1@llg =D [1®allosi ® = (Pa)resr
AesN0

Entonces:

(@) |Ill, es una norma sobre Pg;.

(b) %, es denso en Ps; con respecto a la norma ||-||,.
Demostracion: Ejercicio.

Proposicién 2.1.5 Sea ® = (®4),., € Ps. Para cada s € S existe

1 _
2 Fmn

AeSNs

llamada “energia media en el sitio s”.
Demostracién: Ejercicio.
Proposicién 2.1.6 Sea ® = (P4),., € Ps1. Entonces
(a) D, (z) =Dy (O_,(7))Vxr € ES,Vs€ S
(b) HY (z) =Y ,cp ®s (z) + €} (z) ,Vz € ES VA € .

donde
P CEONN,
(1) A;m(l Car )o@

Demostracién: Ejercicio.

Ejemplo 2.1.6 Se dice que un potencial ® = (), sobre (E¥, &%) (6 (E, &)°)
es un “potencial sobre pares” si &y = 0,VA € . tal que # (A) > 2. Casos
habituales de tales potenciales son los de la forma:

J(s,t) P (x(s),x(t)) si A={st},s#t,
Da(e) =4 Js.8)0(e(s)  siA={s},

0 caso contrario,

donde : J: S xS —->Ryo:ExFE— R son simétricas y ¢ : £ — R.



2.1. POTENCIALES 49

Ejemplo 2.1.7 Modelo de Potts antiferromagnético. Sea V' una fa-
malia de subconjuntos de S tal que:

(i) # (V) =2,para todo Ve ¥ .
(i) § = UY.
(iii) # (V)) < o0,Vs € S, donde V) :={t € S/{s,t} € V}.

Sean: E ={1,2,...,N} con N > 2 entero y X la medida de conteo sobre
(E, 2 (E)). Sea J > 0. Para cada A € .#,sea ® : E5 — R dada por:

D, (z) = { gé(x(i),x(j)) iZcA: {i,j} eV

1 sta=0b

5(“’5):{ 0 sia#b

Entonces ® = (®p), ., es un potencial sumable.
Demostracion: Ejercicio.

Ejemplo 2.1.8 Auto-potencial. Para cada A € .7, sea &y : E° — R tal
que:

(a) Oy =0 si#(A) > 1.

(b) Si A ={s}conseS, entonces Ips : E — R medible tal que: P, (x) =
¢s (z(s)),Vo € ES. Entonces ® = (Pp),. €s un potencial. Si ¢y €
L (E,&,R) para todo s € S, entonces ® es un potencial sumable.

Demostracion: Ejercicio.
A los potenciales como el recién definido se los llama auto-potenciales.

Definicién 2.1.6 Sea ® = (®4),. ., un potencial. Sea Ap® = (®Y), ., con
oY . B¥ — R dada por:

PP =0, si #(A)=1
PP =0 s #(A)>2

Al auto-potencial (®}),., = Ap® se lo llama parte auto-potencial de
.
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2.2. Funciones y especificaciones quasi-locales

Continuamos con las notaciones de la Seccidén anterior.

Definicién 2.2.1 Se dice que f : E¥ — R es local si A € . tal que f es
Fn-medible (equivalentemente, 3fy : E* — R medible tal que f = fy o op).

Notacion 2.2.1 Sea & = {f € £ (E*,&%R) /fes local}.
Para cada A € . sea Ly = {f € L™ (ES, éaS,R) /fes ﬁA-medible}.
Luego, L = Upe.sZLn.

Definicién 2.2.2 Se dice que f : E° — R medible es quasi-local si existe
una sucesion (fn),>, de funciones locales tales que:

(a) f— fne &> (Es,é"s,R),‘v’nZ 1y
() 11f = full. — 0.

Luego, f € £ (ES,C?S,R) es quasi-local, si y solo si, f € £ (clausura de
& en £ (E%,&%,R)).

Recordemos la notacion ya usada en el Capitulo 1:
Sea A C S no vacio; entonces ponemos

T(A) = {(z,2') € E° x E®/x (t) =2/ (t),Vt € A}

Notemos que

Para cada f : F° — R pongamos
On (f) =sup{[f (z) — f (@) / (z,2") € T (A)}.

O(f) = jnf O (/)

Por la ecuacién 2.6 tenemos:
AL C Ay €7 = On, (f) <0 (f). (2.7)

Proposicién 2.2.1 f : E° — R Z-medible. f es quasi-local si y sélo si

O (f) = 0.



2.2. FUNCIONES Y ESPECIFICACIONES QUASI-LOCALES 51

Demostracion:

(=)

Sea € > 0 arbitrario = JA € 7 tal que ||f — ¢a 0 oa|l, < €/2 para un
cierto ¢, : E* — R medible.

Sea (z,2') € T(A) = ¢poo0p(z) = gppooa(a) = |f(z) - f(a')] <
|f(z) —gpnoon(z)|+[f(2) —daoon ()] <e

Luego: O (f) <.

Entonces: O (f) = 0 por la arbitrariedad de € > 0.

(<)

Sea € > 0 cualquiera. Sea A; € % tal que Oy, (f) < €. Sea A € . tal
que A; C A. Por la ecuacion 2.7 tenemos que

Oa(f) <e (2.8)
Sea x € E°. Sea ¢ : E® — R dada por
on (y) = f (yzs\a)

Luego, Vz € E° tenemos por la ecuacién 2.8

1f (2) = daooa(2)] =|f (zazs\a) = f (zazs\a)| S Oa (f) <e.

Por lo tanto || f — ¢a 0 04|, < € entonces f es quasi-local.
]

Proposicién 2.2.2 Sea E un espacio métrico separable, d su métrica, E°
con la topologia habitual (producto). Si f : E° — R es uniformemente conti-
nua, entonces [ es quasi-local.

Demostracion:

Sin perdida de generalidad, pongamos S = {1,2,...} = N. Se puede ver
facilmente que la topologia producto es equivalente a la topologia inducida
por la métrica d : E¥ x E° — R dada por:

w1 d(z(n),y(n)
40 =2 T d(a(n), g (n)

Sea € > 0. Como f es uniformemente continua, 30 > 0 tal que:

d(z,y)| <o =[f(z) = fy)l <e (2.9)
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Sea ng € N tal que n > ng = >_ L <4

m>n 2m

Sea z € E. Sea A = {1,...,ng}. Definimos ¢ : E* — R por:

¢ (&) = [ (E2s\0)

Como f es continua y E es separable; se tiene que f es medible. (En
efecto, la o-algebra de Borel de E° coincide con la producto por ser E métrico
separable (Ver Teorema 1.7 pag. 4 en [Par67])); luego ¢ es &*-medible =
f*=¢oop es Fpr-medible = f* es local.

Por tltimo, para todo # € E° tenemos:

|f (z) = [ (z)| = | f (z) = [ (zazs\a)] (2.10)
Ahora

(m), xaze\a (m))

x (m), xazs\A (m))

=1 d(x
d(w,rpz5\0) = Py
( ) ;2 1+d(

i d(z(x(m),z(m)))
Z 2m 1 +d(x(x (m),z(m)))

m=ngo+1

Luego, por la ecuacion 2.9, tenemos la ecuacion 2.10< e.
Esto es:

De aqui se deduce que f es quasi-local.

Proposicién 2.2.3 Si E es finito, entonces:
f:E° = R continua < fes quasi-local

Demostracién: Consideremos a £ como un e. m. con la métrica discreta

(=)

Como F es finito = FE es compacto = E“ es compacto (Teorema de
Tijonov).

Luego, f es continua = f es uniformemente continua = f es quasi-local,
por la Proposicién 2.2.2

(<)
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Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que S = {1,2,...}.
Sea ¢ > 0. Como f es quasi-local (q. 1), 3ng € N,¢ : E* — R con
A={1,...,n0} tal que

If = ¢ooalle <e/2. (2.11)

Ahora: cualesquiera sean = e y en £, tenemos:

1f (@)= f)l < |f(@)—(doon)(z)|
+ [f(y) = (9ooa) (y)
+ |(@oon)(x) —(Poaa)(y)l (2.12)
Como F es finito, 30 > 0 tal que
d(l’/,y/) —ng o / /
6<1+d—($’,y’)2 V' y en E con x' # vy (2.13)

Sean ahora z ¢ y en E°, tales que
d(z,y) <6
Afirmacién 2.2.1 z(n) =y (n) para todo 1 < n < ny.

Supongamos que no. Entonces 35, con 1 < j < ng, tal que z (j) # y (j) =
por la ecuacién 2.13 y por la definicion de d, tenemos:

@6 y0) oy (). y0))
THdE() () T 1+ 0)u0)

por la ecuacién 2.13, lo que contradice a d (x,y) < 0.
Por la Afirmacién 2.2.1, tenemos entonces que

d(x,y)>27 >0

on(z) = aa(y) = |(¢oan) (z) = (po0a) (y)| = 0.

Luego, por las ecuaciones 2.11 y 2.12 tenemos que |f () — f (y)| < e.
Luego, f es continua (= f es uniformemente continua).

Definicién 2.2.3 Seay = (ya),c . una especificacion sobre (E, &)°. Se dice
que v es quasi-local (q. 1) siAN€ .S | fe L =yw(f)eZL

Proposicién 2.2.4 v = (ya)yc €5 quasi-local si y sélo si A € 7, f €
Z=n(f)eZ.
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Demostracion: Ejercicio.

Lema 2.2.1 Sea A € 4 (E,&). Entonces:

(a) f el = A(f) eslocal (si existe), VA € 7.

(b) f local y no negativa = Ay (f) local VA € ..

() ME)<oyfeZ=M(feZ.

Proposicién 2.2.5 Sea A € 4 (E,&).

(@) Sea p=(pa)pesy con py: ES — [0,400) medible, una A- modificacion.

(a.1) pa local, VA € .7 = p. es una especificacion q.l. .
Mas ain: f € L = ppda (f) € Z.
(a.2) pr ¢ LYA €. y A(E) <00 = pA. es una especificacion q. I..

(b) Sea ® = (Pp),y un potencial A-admisible tal que Hy es q. I, VA € ..
Entonces v* es q. ..

(c) Sea E finito, X la medida de conteo sobre (E, 2 (E)), v una especifi-
cacion sobre (E, 2 (E))®. Para cada A € .7, sea py : ES5 — R dada
por

pr (@) =1 (Lt oy ) @)
Siv es q. ., entonces py € L VA € .7,

Demostracién:
Parte (a)
Veamos (a.1). Sean A € Sy f € Z.

(PA)p (f) = Aa (paf) (2.14)

Afirmacién 1: A\j (paf) es local.

Demostracién: Si f > 0, entonces (ppf) > 0y es local = Ay (paf) es
local por (b) del Lema 2.2.1. Si f es cualquiera medible, consideramos f+
y f~ que son locales no negativas = Ay (paf) = A (pafT) — A (paf ™) es
local.

Finalmente: para todo x € &° tenemos:

padn () (2) = Ax (paf) (2) < ([ lloe A (oa) (2)] < (11l



2.2. FUNCIONES' Y ESPECIFICACIONES QUASI-LOCALES %)

pues Ay (pa) (z) = pada (E®|z) =1 Vo € ES. Luego: ppAs (f) € Z. Enton-
ces pA, es q. L.
Veamos (a.2). Sean: f € £y A € .. Sea € > 0. Debemos probar que
Jh € Z tal que
A (paf) (z) = h(2)| < e Vo € B

Sea € > 0 que elegiremos més tarde dependiente sélo de €, A y f.
Como py es q. 1. dg local tal que

lpa = gl <€

Sea

h =X\ (fg)

como f € Z vy g es local, h es local por el Lema 2.2.1. Ahora, para todo
x € E°, tenemos:

M (oaf) () = A @] = (S (oa = 0)) ()
[ ) (pa (0) = g ) A (@)
< [ 17 @Ilen () = g ()] s (dule)
< Sl [ A taule)

= [l X" (E%)
= [fle M (E)*D e

€

[1£1l o (A(E)F™
Entonces [[Ax (paf) — bl <€

Luego, (paAa) (f) = Ax (paf) es q. L.
Parte (b)

Sean f € £y A € .. Sea e > 0, debemos probar que dgy € .Z tal que

Sea € =

178 (F) = goll. = [[Aa (PR ) — 90|, < e (2.15)

Sea € que elegiremos mas tarde dependiente sélo de €, A y f.
Como Hp es q. 1., Ju local tal que

1R = ull, < ¢

Sea v = e~ (local y no negativa).
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Por el Lema 2.2.1 se tiene que Ay (v) es local. Ademés

M (v) () =

I
[
£
£
mI
=
B
Q)
=
g
>
-
—_
QU
=
&

y A (v) () >0, Vo € ES.
Sea entonces

= g es local.
Sea z € E° cualquiera. Entonces:

M (|py —9g]) () = M

IA
>
e

Zy (x)
_ 1 oy s P = D@ (0) (@)
= e =)@ S s G )
2 [
< Z{%(x)AA(}hA_UD@)
2 —Hf\’_ —u
- Zj{’(a:)/\A(e c )(@
2 —HY HE—u
= MAA<6 1—e )(x)

) () (2.16)
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<ef —1.

Afirmacién 2.2.2 Hl — eHR—u

Demostracion:
w ualquiera. m —u € lene qu
Sea w € E° cualquiera. Como ||H§ . < €, se tiene que

|HY (w) —u(w)| <€

27

Supongamos Hy (w) — u (w) < 0 (la demostracién es més directa en el caso

>0)=
’1 _ 6H§(w)—u(w>’ — ] _ pHEw)—u(w)

HY (w) —u(w) > —€ = eMRw-uw 5

= 1 —eflRw—uw) 9 _ =€

Por la ecuacién 2.16 tenemos:
A (o} —9]) (=) <2 <e€/ — 1) Va

Sea f € .. Como g es local, fg es local.

Ademas Ay (|fg]) < |If|lo- Luego, Aa (fg) estd definida y es local.

Para todo = € E° tenemos:

hf (f) () = A (fg) (f)’ = }/\A (Pff) () = A(9f) (f)‘

A (f (3 — 9)) ()]

< M (If1]pX = g]) (2)
< Il A (o} — 9]) ()
S FEICEE

Luego, si tomamos

1 _
0<6,<1n<1+§||f||001€>,

tenemos que

12 () = M (fa)ll, < e
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Asi la ecuacién 2.15 esté probada, con g = Ap (fg).
Parte (c)
Es facil de ver que:

v = (Lroon) m (Toyen)

¢eEA

Como 10X1({C}) € Z y v es q. L., entonces ~yu (10X1({C})) es q. L.
Por otra parte, 1y ooy € £y E* es finito; luego py es g. L.

Definicién 2.2.4 Se dice que un potencial ® = (), sobre (E°,.F) es
uniformemente convergente (u.c.) si:
Para cada Ny € .7, dado € > 0, existe Ag € .7 tal que

AgCAeS = |HY (z)— Y Py(x)|<e VoeES
Ae.#NAg,ACA

Corolario 2.2.1 Sea ® = (®y),., un potencial A\-admisible (con X € M (E,&))
y u. c.. Entonces v* es q. I..

Demostracién: Ejercicio.

Proposicién 2.2.6 Sea ® = (®)),., un potencial A-admisible de rango
finito = p%/\ es local, VA € . Donde p?/\ es la funcion sobre B definida
por:

o exp <—HK($)>
T (e (1)) @)

Demostracion:

Por definicién de potencial de rango finito, para cada s € S, dA; € .¥ tal
que A€ se AJANAN £ = D =0.

Luego: A € S NA, ®p Z0 = A C UgepA, VA € 7.

De aqui, se deduce que Hf = Y rcsnn Pa es local, pues @5 es local,
VA e 7.
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Nota 2.2.1 En esta demostracion, probamos también que: si ® es de rango
finito, entonces ® es u. c..

Proposicién 2.2.7 Sea ® = (®4),.,, un potencial A\- admisible (con \ €
M(E,&)), u. c.ytal que Hy € L= (ES, &% R)VA € .. Entonces:

(a) A(F) < oc.
(b) p% e L VAe 7.
Demostracion: Ejercicio.

Notacion 2.2.2 Sea
T = Nrer In

que se llama la o-dlgebra en infinito.

Nota 2.2.2 Sea v = (ya)pe» una especificacion sobre (Es,f). Si f €
L (ES, 5S,R) es T -medible, entonces vz (f) = f,VA € 7.

En efecto:
f e T\, VA € % y como 7, es nucleo de probabilidad Z,-propio, tene-
mos:

" (f) (2) = . f(w)a (dwlz) = f (x)

para todo x € E.

2.3. Representacién de Gibbs de pre-modificaciones

Continuamos con las notaciones de las secciones anteriores.

Definicién 2.3.1 Sean: o € & (E, &), . = (ap) e cOMoO fue definida en
la Seccion 1.3, ® = (Pp),c un potencial. Se dice que ® es a-normalizado
S0

ap ((I)A) ({L‘) = /EB (I)A (Cl’Bc>OzB (dC) =0
cuando ) # B C A€ ..

Definicién 2.3.2 Sea a € E. Si ® es un potencial §,-normalizado (donde
d, es la medida de Dirac en a), entonces, se dice que ® es un potencial de
gas con estado vacio en a.
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Proposicién 2.3.1 Sean o € & (E, &) y ® = (Pa) o un potencial. Se
cumple:
® es a-normalizado < para cada A € % se cumple:

(a) @#BCA:>E|OCB((DA)
(b) agqy (Pa) =0,Vs € A.

Demostracién:

(=)

Nada hay que probar.

(=)

Sea ) # B C A € .. Pongamos B = {s1, $2,...,5,}

Entonces, por definicién de of = @"_, al*} tenemos

on (@)@ = [ ®alCon)a” (@)
= [ [ a6 Gumm)al®) (@) ol ) .l ) =0

pues:
fE CI)A (flfg . fnl’Bc) Oé{sl} (dfl) = 05{51} (CI)A) (x{sl}§2 cee ganC) =0

Definicién 2.3.3 Sea p = (pr) o una familia de funciones py : ES — R
que son F -medibles. Se dice que p es quasi-local si py es quasi-local, VA € ..

Notacién 2.3.1 Sean: « € & (E, &), A € L U{0}. Con F (a, A) deno-
taremos la familia de todas las funciones f : E° — R tales que para cada
C C A se cumplen:

(1) € f(€xc),€ € BSC estd en L1 (ES\C,aS\C,]R), para todo © € E°.

(2) x> ase (f) (@) = [pse f(Exo) a®\C(dE) es Fo-medible.

Para cada f € F (o, A) sea p(a,a) (f) : ES = R definida por:

Py (f) () = Y (1) NV age (f) (2)

ccA
Lema 2.3.1 Para cada o € & (E,&) y A € S U{D} se tiene que:

(i) feF(a,A) = pan (f) es Fa-medible.



2.3. REPRESENTACION DE GIBBS DE PRE-MODIFICACIONES 61

(ii) fe€F (a,A) = asa (f) =2 sca P (f)
(iii) 0 # B C A = ag (pan) (f)) = 0.

Demostracién:

Parte (i)

Como C C A se tiene que ag\c (f) es Fa-medible, luego p.a) (f) es
Fr-medible.

Parte (ii)

Sigue aplicando la siguiente:

Férmula de Inversién de Mobius: Sean ® y W dos funciones definidas
sobre . U {()} =: .#* con valores en R. Entonces son equivalentes:

(a) @ (A) =3 5, (1MW (B), para todo A € .7 U {0}.
(b) U(A)=>p4®(B),VAe LU {0}

Demostracién: Ejercicio.

Parte (iii)

Es suficiente, considerar el caso: B = {i} con i € A.
Ahora:

Py (F) = Y (=)D agic (f) — asyeuy (f)]

igCCA
Luego:

agy (P () = > (—)*MD gy (asve (f) — asyeuy (f) =0,

i¢CCA

pues:
sii ¢ C' C A, entonces:

Qag\c (f) = Oy (aS\(Cu{z‘}) (f)) Y oy (OéS\c (f)) = Qg\C (f)
[ |

Lema 2.3.2 Sea p : E° — (0,+00),.%-medible; u = log(p). Sea a €
P (E,&).

(i) Ja € E tal que o = dg; 0

(i) u es acotada;
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Entonces:
(a) uve.Z (a,A) cualquiera sea A € L.

(b) Sea A € ;P4 = plaa) (u) = ZCCA(—l)#(A\C) as\c (u) = Py es
Fa-medible y ag (®4) =0, para todo ) # B C A.

Demostracién: Ejercicio. (Ayuda: usar el Lema 2.3.1)

Lema 2.3.3 Sea p = (pa) e una pre-modificacion positiva. Para cada A €
S sea up = log (py).
Sea o € & (E,&). Supongamos que:

(i) Ja€FE tal que b, = ; 6
(ii) ua es acotada, VA € 7.
Si)#£ANCA €., entonces:

Pl (UA) = Playn) (ua) -
Demostracién:
Playn) (UA) = Plan) (ua) = Z (—1)#(A\B) as\p (ua — up) (2.21)
BCA
Afirmacién 2.3.1 ag g (up —ua) = & (upy — ua), cualquiera sea B C A.

Supongamos probada esta Afirmacién 2.3.1.
Entonces, por la ecuacion 2.21:

Py () = Py (wa) = > (=DM a¥ (uy —up)  (2.22)
BCA
= o (uy —ua) »_ ()N (2.23)
BCA
= 0 (2.24)

pues > poa (=1)#MB) =0 (si A #£0).
Demostracion: de la Afirmacion 2.3.1
Supongamos probada la siguiente:

Afirmacién 2.3.2 UA — UA = QA (UA) — QA (UA)
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Tenemos entonces, para B C A:

as\p (up —ua) () = as\p(ar (ua —ua)) (z)

- /ES\B ax (uy —ua) (Exp)a®7 (d€)
- / / (un —ua) (EsaC)a™ (d¢) o™\ (d)
ES\B JEA
= /ES\A /EA\B /EA (upn — ua) (€s\a€)
a™ (d¢) o™ (dénp) ™ (dés\a)
B /ES\A /E‘A (upn —up) (fs\AC)OZA (d¢) o™\ (de\A)
= /S /A (up — ua) (w)a® (dw)
Oég ( K

Up — UA)

Demostracion: de la Afirmacion 2.3.2
Una cuenta directa muestra que:

an (up) (w) — up (w) = /EA log <M> o (d¢) (2.25)

PA (wAwS\A)

an (ua) (w) ~ us () = |

EA

log (M) oM (d¢) (2.26)

JON (wAwS\A)

Ahora, para todo ¢ € E* por ser p una pre-modificacién:
pa (Cws\a) pa (waws\a) = pa (waws\a) pa (Cwsia)

de donde las ecuaciones 2.25 = 2.26.

Definicién 2.3.4 Sean: f : E¥ — R (no necesariamente 7 - medibe); A €
< w € E°. Definimos

Oa (f) (w) == sup {|f (€wa) — f (w)| /¢ € ES\*)
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Notemos que
Are S Nye S A CA?éOAQ(f)(w) SOA1 (f)(w>

Llamaremos oscilacion de f en w € E° al infinito a

Oc (f) (w) :=1im Oa (f) (w)

Lema 2.3.4 Sea p = (pa) e una pre-modificacion positiva tal que Oug (pa) (W) =
0 para todo w € E° y todo A € .7, que llamaremos condicién S . Sea
a€ P(E,E). Supongamos que se cumple una de las dos siguientes propie-

dades:
(a) a =9, para algin a € E.
(b) up :=log(pa) es acotada, VA € 7.

Para cada A € .¥ sea:

By = —plan) (ua) = = D (1) W ag 4 (uy)
ACA

Paracada A € &/ y A €. con A C A sea

His(w)= Y ®a(w)

ACA,ANAZD
Entonces:
(i) @, es Fp-medible, para todo A € .7

(ii) Para cada A € . se tiene: para cada w € E°

donde vy (w) 1= ap (up) (W) — up (W) = ap (up) (w) —log (pa (w))

Esto es: ® = ($4),.4 es un potencial cuyo Hamiltoniano satisface:
HY (w) = va (w) = o (un) (w) = log (pa (w)) -

Por el Lema 2.3.2, ® es a-normalizado. Notemos que si p = (pa) ¢ €8

una pre-modificacién positiva quasi-local, entonces O (py) (w) = 0Vw €
ESyVA e .7,
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(iii) SiA € A (E,&) y M (pa) (z) < 00, VA € .7, Vo € ES, entonces ® es
A-admisible.

Demostracién:

Parte (i)

Se concluye a partir del Lema 2.3.2.
Parte (ii)

Sea A € .7.

Afirmacién 2.3.3 Hy , (w) = ag\a (va) (w) ,Vw € E®.

Supongamos esto probado.
Supongamos estar en la hipdtesis (a).
Sea a € E° dado por a(s) = a,Vs € S. Un calculo directo prueba que:

ag\a (va) (w) = up (apae awa\a) — s (Gs\aWA) -

Luego,

ags\a (va) (W) —wvp (w) = log (pa (aywaaasia)) —10g (pa (aaws\a)) +
+ log (/)A (wAwS\A)) — log (/)A (wAwA\AQS\A@)W)

Pongamos { = a,ws\a. Entonces, reemplazando en la ecuacién 2.27 nos
queda:

log (pa (as\a8a)) —log (pa () +1og (pa (w)) —log (pa (as\awa))
Por la continuidad de log y por la condiciéon S tenemos que:

AlclngS as\a (va) (w) = vy (w)

Supongamos ahora estar en la hip6tesis (b)

ana (0 (@) —on () = [ (o (wa0) = oa () 0™ (&)
= /ES\A /EA [(ua (§waraC) — ua (walQ))

+ (ua (W) — ua (Ewsia))] @™ (d€) &2 (dC)

De aqui resulta:
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‘OéS\A (UA) (w) — UA (w)| < /ES\A /EA ‘uA (gwA\Ag) — up (ng\AH ot (d{’) oS\A (dC)
+ /ES\A /EA ’uA (wAC) — Up (w)\ ot (df) oS \A (dc) (2.28)

Ahora bien, el primer término del segundo miembro de esta igualdad es
igual a

/EA /ES\A |ua (EwaaC) — ua (Ewsia) [ @\ (dC) o™ (d€)

S\A una probabilidad y la continuidad de la

Por la condicion S, por ser «
funcién logaritmo, tenemos que:

Para cada ¢ € E* (y en particular para £ = w,):

lim up (Ew —up (Ew oS\ (de) =0
o lua (EwaraC) — ua (Ewsya)| (d¢)

Por el Teorema de Lebesgue, teniendo en cuenta u, es acotada, tenemos
que:

lfim /E o /E ) lun (€waal) — ua (Ewsia)| o™ (d€) a2 (dC) = 0 (2.29)

ACATS

ACATS

lim /E . /E Jun (waQ) — ua ()] 0 () 0% () =0 (230)

Luego, de la ecuacion 2.28, por las ecuaciones 2.29 y 2.30 resulta:

lcimSaS\A (vp) (W) = vy (w) .

ACA?T

Por lo tanto, en virtud de la Afirmacién 2.3.3, (ii) queda probada.

Demostracién de la Afirmacion 2.3.3:
Los Lemas 2.3.3, 2.3.1 (ii) y la Afirmacion 2.3.2 de la prueba del Lema
2.3.3 justifican las siguientes ecuaciones:
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HY,(w) = > ®a(w)— Y O4(w)

0£ACA 0AACA\A
= —ZpaA Ua) ZPaA ua) (w)
AcA ACA\A
% _ZpaA UA ZpaA uA )
AcA ACA\A

= —as\a (ua) (w) + as\aw) (ua) (w)
= ag\a (aa (ua)) (w) — ag\a (ua) (w)
= as\a (s (ua) —ua) (w)

= as\a (aa (ua) —up) (w)
(

= as\a (va) (w).

Veamos ahora la parte (iii)

hY := exp (—Hf) = exp (—ap (up) +1og (pa)) = paexp (—ap (up))

Luego,
A (BY) (w) = /E ) hy (Ewg\a) A (d€)

= /EA exp (—aa (ua) (Ews\a)) pa (Swsia) A™ (d€)
= exp (—aa (ua) (w)) Aa (pa) (W) (2.31)
Por ser ay (up) una funcién Z g y-medible.

Teorema 2.3.1 Teorema de representacion. Sea N\ € M4 (E,&). Sea
p = (pr) rey una pre-modificacion positiva, quasi-local con Ay (pa) = 1, para todo A €

7.

(a) Sea a € E. Entonces eziste ®*, potencial A\-admisible, §,-normalizado
tal que p = p*°

(b) Supongamos que log (py) € L (ES, é"S,R) VA € 7.

Entonces:
para cada o € P (E,&) existe &, potencial u. c., a-normalizado, -
admisible con p = p®°
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Demostracion:
Como la quasi-localidad implica la condicién S del Lema 2.3.4, solo falta
ver que
P = pa, VA € 7. (2.32)

y bajo la hipédtesis (b),

® es u. c.. (2.33)

Ahora la ecuacién 2.32 sigue de la férmula probada en la ecuacién 2.31 en
la demostracion del Lema 2.3.4 teniendo en cuenta que Ay (pp) = 1,VA € .7,
por hipodtesis.

Finalmente, 2.33 sigue tomando “supremo sobre w ”, en la demostracion
del Lema anterior desde donde dice “supongamos ahora estar en la hipdtesis
(b)”hasta donde dice “Demostracién de la Afirmacién 2.3.3”.

Corolario 2.3.1 Sea E finito, A : & — [0, +00) la medida sobre (E, &) dada
por A (Ey) = # (Ey),YE1 € & (que es la familia de todos los subconjuntos de
E). Seay = (yr) rer una especificacion quasi-local y positiva sobre (ES, cfs),
esto ultimo significa que:

Ya (oa = E|w) > 0,V€ € B Yw € ES

Sea v € P (E,&). Entonces existe un potencial ®* que es a-normalizado,
A-admasible y u.c. tal que:

(a) ="
(b) HY" € £ VA € 7.

Demostracién:
Para cada A € . sea py : E° — [0, +00) dada por:
pa (W) = Y2 (o = wa|w)

Por la Proposicién 1.3.8 se tiene que p = (pa),c . €s una A-modificacién
Y Y= pA.

Como ~ es positiva, p es positiva.

Ademis, para todo A € . y todo w € E° tenemos:

A (pa) (W) = pada (E°Jw) = 75 (E%|w) = 1.

Por (c) de la Proposicién 2.2.5 se tiene que py € £ para todo A € .7;
esto es: p es quasi-local.
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Afirmacién 2.3.4 A € ¥ = log (pa) es acotada.

Supongamos esto probado.

Por el Teorema 2.3.1, existe un potencial ®¢ que es a-normalizado, A-
admisible, u.c. tal que p = p®*. Luego v = v*". Que se cumple (b) sigue del
enunciado del Lema 2.3.4, donde se probd que HE" (w) = ay (log pa) (w) —

logpp (w)
o HY" € £ por la Afirmacién 2.3.4.

Demostracién de la Afirmacion 2.3.4 :
Por la Proposicion 2.2.3 se tiene que pp es continua = log pa es continua.
Como FE es finito, F es compacto = E° es compacto .". log pa es acotada.

2.4. Equivalencia de potenciales

Definicién 2.4.1 Sean ® = (Pp), ey ¥y ¥ = (Vp)rcy dos potenciales. Se
dice que & y ¥ son equivalentes (en simbolos ® ~ V) si para todo A € .
se tiene que Hy ¥ = HY — HY es Fs\a- medible.

Sean ® = (Pp)rcp ¥ ¥ = (Va),e dos potenciales A-admisibles donde
Ne s (EE).

Sean:
(i) &~ .
(ii) p® = pY? (esto es: p} = p},VA € 7).
(iii) v® = vY(esto es: 7§ =¥, VA € 7).
(iv) 9\ (®)N%, (V) # 0, donde %, (®) :=¥ (v?)
Proposicién 2.4.1 (a) (i) < (i)

Demostracién:
Parte (b)

Es obvio.

Parte (a)

(i) = (i)

hY = exp (—HE) = exp (—HE“I’) exp (—HI‘\I’) =hyVhy.
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Como Hy ¥ es Fg\a- medible, tenemos:

A (hy) = hy~ " An (RY)
Entonces:

L Sl S = px-
A (B) YA (BY)  Aa (RY)

(i) = (i)

- o v ) U h% P%ZXI Z/\{j
H,™" =Hy—-H, = —log (hA)—i—log (hA) = log X3 = log 30 = log 75 )
A PAZA A

Luego, Hy ™V es Fg a- medible pues Z§ y Zy son Fg\a-medibles por su
propia definicion.

Proposicion 2.4.2 Supongamos que: E es un espacio topologico que sa-
tisface el 2° axioma de numerabilidad; & es la o-dlgebra de Borel de F;
NE M (E,&) es densa en todas partes (esto es, A\ (U) > 0, para todo U C E
abierto no vacio).

Si ® — W es u.c. y para cada A € .7, &) — Wy es continua (con respecto
a la topologia producto sobre E¥), entonces: (iii) = (ii).

Demostracion:
Sea A € .¥.
Por (iii) se tiene que para todo A € & y w € E®

/A (o3 (Cws\a) — pi (Cws\a)) A* (dC) =0

Luego, si

= A PA (CUJS\A) 1
{C © /P/\I( (Cws\a) 7

entonces

M () =0. (2.34)
Afirmacién 2.4.1 & es abierto en EM

Supongamos esto probado.
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Afirmacién 2.4.2 M\ es densa en todas partes.

Suponiendo también esto probado, .4 = (3, pues si no habria contradic-
cién con la ecuacion 2.34. Luego, pf (wAwS\A) = p/‘{’ (wAwS\A).

Demostracion de la Afirmacion 2.4.2 :

Sea U C E? abierto. Como F satisface el 2° axioma, existe B C & tal
que B es la base de la topologia de & y es a lo sumo numerable.

Pongamos A = {s1,...,8,}.

Sea BA = {UX}{SI} (Bi)Nn...N UX}{SH} (B) /B, ..., B, estédn en IB}

Por lo que se sabe de Topologia general, se tiene que:
U=UB" con B c B* = U € &

Ademas, como B € B = B es abierto .. A (B) > 0, se tiene que \* (V) >
0,VV € B = \A (U) > 0.

Demostracion de la Afirmacion 2.4.1 :
Se puede ver directamente que

(€N & Hy (Cws\a) — HY (Cwgya) #0

Como ¢ — ¥ converge uniformemente y &5 — WA es continua para todo
A € .7, se tiene que Hy — HY es continua = 4" es abierto en E*

Proposicion 2.4.3 Supongamos que ademads de las hipotesis de la Proposi-
cion 2.4.2 se cumple que 9 (®) U %, (V) # 0. Entonces: (i) < (iv).

Demostracion:
Por la Proposicion 2.4.1, basta ver que:

Afirmacién 2.4.3 (iii) = (iv).
Afirmacién 2.4.4 (iv) = (i).

Demostracién de la Afirmacion 2.4.3 :

Sea 1 € 9, (P) (andlogamente si u € 4, (V)) = para cada A € .7 y cada
A € &% se tiene que vy (A]-) es una p (A|Fs\a). Como vy (A]) =% (A])
se sigue que vy (A|-) es una p (A[.Fg\4).

Luego, pu € 9, (V).
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Demostraciéon de la Afirmacién 2.4.4 :
Sea p € 9\ (P)NYG\ (V).
Por la Proposicion 1.3.4 tenemos:

P (BAn) = 1= p} (pha) YA € 7. (2.35)

De donde:

/A o? (w) (1ha) (dw) = / oY (w) (1) (dw)

para todo A € &% VA € .7.
Luego:
i (2 # p¥) = 0,9A € 7. (2.36)

Sea w tal que p% (w) = p¥ (w).
Por lo visto al demostrar que (ii) = (i) en la demostracién de la Propo-

sicion 2.4.1 tenemos:
Zy (w)
H@*W —1 A
e = os (255

Pero ZV y Z% son Fg - medibles. Entonces: 3¢, : ES\' — R, &5\
medible tal que:

HY ™Y (w) = g5 (ws\a)

para todo w tal que p% (w) = p¥ (w).
Por la ecuacién 2.36 se tiene entonces:

(Moswa (1) ({(&n) € E* x ESNHY™ (én) = ¢a (n)}) =1

De donde:
(MM asia (1) ({(€.¢n) € BY x EX x B H{T™ (6n) = HY™" () }) =1
(2.37)
Afirmaciéon 2.4.5 u es densa en todas partes.

Supongamos esto probado.
Luego og\a (t) es densa en todas partes y asi lo es:

M aga (1) (2.38)
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(pues \ es densa en todas partes)
Como Hy ™Y es continua se sigue que

{(&.¢,m) € M x BN x ESNJHY™Y (&n) # HY ™Y (Cn)} (2.39)

es abierto.
Por las ecuaciones 2.37 y 2.38 debe ser que la ecuacién 2.39 = 0.
Luego, Hy ¥ es Fs\a-medible, VA € .7 y asi (i) estd probada.

Demostracién de la Afirmacion 2.4.5 :
Sea U € .Z abierto, no vacio = JA € .,V C E* abierto no vacio tal
que o' (V) Cc U
Luego:
p(U) = p(ox" (V) =oa () (V).

Probaremos ahora que

oa(p) =2 (2.40)
Sea B € &*. Entonces:

oa () (B) = p(ox (B))
= pX (#Aa) (05" (B))

[ Lo (w8 (@) (0s) ()
_ /E S /E oz (Susia) AR (Eysia) X (d) p (dy)
_ /E S / PR (Eys\a) X* (d€) i (dy)

De donde se sigue la equivalencia 2.40, teniendo en cuenta que pX (w) >
0,Vw € EX.

Como A es densa en todas partes, A (V) > 0 por ser V C E® abierto no
vacio

c.oa (p) (V) > 0 por la equivalencia 2.40.

Luego, u (U) > 0.

[ |
Teorema 2.4.1 Sean ® = (Pp)ycy ¥ V¥ = (Va)rcy dos potenciales sobre
(E5, 7).
Sea o € P (E,&) tal que & — U es a-normalizado.
Supongamos que se cumple una de las dos siguientes condiciones:
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(a) Ja € FE tal que a = 6,.

(b) ® -V es u. c..
Entonces: ® ~ VU = & = U,

Demostracion:

Supongamos: ® ~ W,

Caso 1: ¥ = 0.

Luego, ® es a-normalizado y uniformente convergente (u. c.).
Sea z € E°. Sean ®; : .7* - Ry &, : .¥* — R dada por:

D () = P(0)=0
P (A) = Pp(x),VAES
Dy (A) = aga (Hﬁ (z)

Afirmacién 2.4.6 &3 (A) =), ®1(A),VA € .7

Supongamos probada esta Afirmacién 2.4.6.
Por la formula de inversion de Mobius, tenemos que:

Py(z) = P1(4)
= Y D e, )

ACA

= Z (—1)FAW asa (HP) (x) (2.41)

ACA
Afirmacién 2.4.7 ag\ (HY) (z) = o® (HY) (Vo € ES)

Supongamos probada esta Afirmacién 2.4.7.
Por la ecuacion 2.41 tenemos:

() =Y (1) Wad (HY) (2.42)

ACA

Ahora, tanto bajo (a) como (b) se tiene:

a’ (Hf)zas( > <I>A> = > a®(Pa)

AeSNA AeSNA
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Ahora, cualquiera sea A € .¥ tenemos:
0 (@) = [ a(wa’ (@)
= / / (I)A wAwS\A) (de) OéS\A (de\A)
ES\A EA

= aga (aa (Pa)) =

pues ® es a-normalizado. Luego, por la ecuacién 2.42, tenemos: ¢4 (z) =
0, para todo z € E°,VA € .¥.

Probamos asi que ® =0 = V.

Caso 2: U general.

De la misma Definicién 2.4.1, se deduce que: & ~ ¥ = & — U ~ (. Por
lo ya probado, tenemos entonces: ® — ¥ =0 < & = V.

|
Demostracién de la Afirmacién 2.4.6 :
Ya sea bajo la hipdtesis (a) o la hipdtesis (b), tenemos:
(I)Q (A) = OéS\A (HE) (l‘)
= O—’S\A ( Z q)A) (93)
AesNA
= ) asa(®a) (@) (2.43)

AeSNA

Probemos ahora que

Z CES\A (I)A Z(I)A (244)

AeSNA ACA

de donde, por la ecuacion 2.43 y de la definicion de @4, seguira la veracidad
de la Afirmacion 2.4.6.

Sea A C A, entonces como P es Fa-medible, luego .%#,-medible por ser
A C A tenemos:

as\n (Pa) (@) = [psn Pa (§za) oV (dE)
= [pou Pa (Expaza) @ (d€)  [@aFa-medible]
= D () [ ™\ (d€)

(2.45)
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Sea ahora A € N Acon A ¢ A= 3s € A tal que s € S\ A, entonces

as\a (Pa) () = as\augsy (s (Pa)) () =0 (2.46)

pues ags) (Pa) =0 ya que s € Ay ® es a-normalizado.
Asi, por las ecuaciones 2.45 y 2.46, queda probada la ecuacién 2.44.

Demostracién de la Afirmacion 2.4.7 :

Recordemos que estamos en el Caso 1: ¥ = 0..

Entonces, tanto bajo la hipdtesis (a), como en la hipdtesis (b) se tiene
que:

HY es Fg\a-medible = Jc : B 5 R, &5\ medible tal que HY = COTS\A-

Entonces:

HY (Exp) o\ (dE)

S\A

as (HY) (x) =
o C (o9 (Ena)) ™ (dg)

M) [ cloma (gon) o (a8)
= [ eorsa) (€)™ @)t a0
_ /E (coasn) (w)a® (du)

= . HY (w) o (dw)

= o° (Hff).

Il I

Corolario 2.4.1 Sean: A € M (E,&8),® = (Pp) .y un potencial tal que
p® = (pf)Aey es una A\-modificacion quasi-local.
Sea a € E. Entonces: 3! potencial W, d,-normalizado tal que & ~ U?,
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Demostracion:
Por la Proposicién 2.1.1, p® es una pre-modificacién positiva tal que
Ar (pf) = 1. Como por hipétesis, p® es quasi-local, la existencia de W

estd asegurada por (a) del Teorema 2.3.1.

Finalmente, si U{, es otro potencial J,-normalizado tal que ® ~ W{
entonces U ~ U¢ y U* — U es §,-normalizado, entonces ¥* = W{ por el
Teorema 2.4.1.

Corolario 2.4.2 Sean: A € M (E,8),® = (®Pp) oy un potencial tal que
= (pi)/\ey es una \-modificacion quasi-local, u. c. y con HyY € £> (ES, &3, ]R)
VA € 7.

Sea v € & (E,&). Entonces 3! potencial Y, a-normalizado, A-admisible
y u. c. tal que ¢ ~ U,

Demostracion:

Por la Proposicién 2.1.1, p® es una pre-modificacién positiva tal que
Ar (p;{{) = 1,VA € .. Como por hipétesis p® es quasi-local y u. c., por
(b) del Teorema 2.3.1, 3¥* potencial a-normalizado, A\-admisible y u. c. tal
que ¢ ~ ¥,

Sea W otro potencial a-normalizado, A-admisible y u. c. tal que & ~
Ve = UY ~ U U — UY es a-normalizado y u. c¢. = ¥ = U{ por el
Teorema 2.4.1.

Proposicién 2.4.4 Sean: A\ € M (E,8),® = (®Pa) ., un potencial sobre
(ES, 9) tal que p® = (p}{{)Aey es una A-modificacion quasi-local.

Para cada o € P (E,6),Ac S yAe.S con ACA sea UG« B —
R definida por:

SINGIEEY Z(—l)#(A\C)OéS\C(@B)(Jf)

ACBCACCA
Supongamos que se cumple una de las dos siguientes condiciones:
(a) a=9, cona € E.
(b) ® esu. c. y Hy € £~ (E%, &% R) VA € 7.

Entonces:
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(1) Para todo x € ES y todo A € ., existe
vh (z) = }llcni Ui (@)
y W = (V)40 s un potencial a-normalizado tal que ® ~ ¥,

(2) Ademds, bajo (b) ¥ es \-admisible y uniformemente convergente (u.

c.) .

Demostracién: Ejercicio.



Capitulo 3

El problema de la existencia de
distribuciones de Gibbs
adaptadas a especificaciones

3.1. Convergencia local de campos aleatorios

Notacién 3.1.1 Sea (E, &) un espacio medible, S C Z* ( 0o S C Z) infinito,
S ={AC S/1 <#(A) < o0}.

Para cada A C S sean:

op: BS — E la proyeccion op (w) (s) = w (s),Vs € A.

Ty ={0," (B) /B € &}

Sea 40/\0 = UAey‘O/\A

Entonces Fy es una dlgebra sobre E° y la o-dlgebra &° = F estd gene-
rada por Fy.

Para cada p € & = & (ES7£’5) (conjunto de todas las probabilidades
sobre &%), n>1,A1,..., A, en Fo y e > 0 sea:

A Ar, . Ape) ={v e P (ES &%) [|u(Ay) —v ()] < e,1 <k <n}.

Proposicion 3.1.1 Sea Ty la familia de subconjuntos de & definida por:

Ty ={A/lpe A In>1,A,..., A, en Fy,e >0 tales que A(u; Ay, ..., Ape) C A}

Entonces T4 es una topologia sobre &2, llamada topologia de la conver-
gencia local o simplemente la £ -topologia.

Demostracién: Ejercicio.

79
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Notacion 3.1.2 Recordemos las notaciones del inicio de la Seccion 2.2.
Ademds, para cada p € ZP,n > 1,f1,..., [, en L (Es,é"S,R) ye >0
sea

A fr, o foe) ={v € P/ | [s fi (0) p(dw) — [ fi (w) v (dw)| < e,V1 <i<n}.

Proposicién 3.1.2 Sea 7 la familia de subconjuntos de &P = & (ES, é"s)
dada por:

T = {A/u cA=In>1f1,....fnen L;e>0 tales que A(p; A, ..., A, €) CA}.
Entonces T es una topologia sobre & = & (ES, @@S).
Demostracion: Ejercicio.

Nota 3.1.1 Para definir la funcion Ty : & — R, sean p € & (Es,éas) f €

£~ (E%, &% R)
Ponemos Ty (1) == [ fdpu.

Es fécil ver que: 7 es la minima topologia sobre & (ES &5 ) tal que para
f €2, Ty es continua.

Proposicién 3.1.3 Sean Ty y 7 las topologias sobre & definidas en las
Proposiciones 3.1.1 y 3.1.2 respectivamente. Entonces Ty y T son equivalen-

tes (Ty =71 ).

Demostracion:

Como A (p; Ay, ..., Anye) = A(p;1ay, ..., 1a,,€) paratodap € P, Ay, ... A,
en oy € >0, se tiene que Ty < 7 (Notemos que A € Fy = 1,4 € L.

Reciprocamente, sea f € Z, e > 0.

Entonces A € .¥;n > 1; Ay,..., A, en %#,; aq,...,a, en R tales que:

(1) ANA=0sii#j1<ij<n.
(2) Sig=7p_;arla,, entonces ||f — gl < 5.

Sea

€
23 el
Probaremos que: v € A(u;Aq,...,A,,0) = v € A(w; f,€) con lo que

quedara probado que 7 < Jg.
Seav € A(u; Ay, ..., An,0), entonces:

J
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(e ) (oo ) (o )

‘/fdu— gdu‘Jr'/gdv—/fdv +;|akuﬂ(Ak)_v(Ak)|

< 20f -9l +Z|ak|

o

IN

2Zk | Jax]

Sea (E, d) un espacio métrico separable, & su o-dlgebra de Borel. Sea d :
E% x ES — R la métrica sobre £ dada por (suponiendo S = {s1, so,,...}):

i 1 d(x(sn),y(sn)
e l+d(x ( n) Y (5n))
Como sabemos, demostraciéon de la Proposicién 2.2.2; se tiene que la
topologia producto sobre E° coincide con la inducida por la métrica d y que
por ser I separable, la o-algebra de Borel sobre E° inducida por d, coincide

con la o-algebra producto &%.
Sea ahora C'By (ES, ]R) = {f : B¥ - R/f es acotada y d — Continua}.

Notacién 3.1.3 Seap € P = P (E*, &%), f1,..., [n en CB4 (ES,R), € >

0. Ponemos:
Ayt — / fudv
ES

Proposicion 3.1.4 Sea mywg4 la familia de subconjuntos de & dada por:
wa={AC P/ueAsIn>11,...,f, en CBy(E° R)

C’(:u;flv"'afnae)::{ <€,V1SZ§TL}

ye>0 tal que C (u; f1,..., fu,€) C A}

Entonces Twq es una topologia para & llamada la topologia débil sobre

P (ES, 55) inducida por d

Demostracién: Ejercicio.
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Proposicién 3.1.5 Sea E numerable, d : E x E — R la métrica discreta,
mas precisamente:

0 six=y

Entonces Ty < Twg.

Demostracion: )
Basta ver que: si p € &, f € £, e > 0 entonces A (u; f, €) es Ty 4-abierto.
Lo que sigue, facilmente de la siguente afirmacion.

Afirmacién 3.1.1 f € %,z € ES = f es d-continua en .
Demostracién: Ejercicio. (recomendado).
Proposicién 3.1.6 Si (E,d) es métrico compacto, entonces Twq < Jg.

Demostracién:

Sigue por el hecho de que (ES,QZ) es compacto = si f : B — R es
continua es uniformemente continua = f € Z (si ademés es acotada) (Pro-
posicién 2.2.2)

Proposicion 3.1.7 Si E es finito, entonces Twq = Je.

Demostracion:
Sigue por la Proposicion 2.2.3.

3.2. Existencia de puntos de clausura

Sea (F,&) un espacio medible. Sean : S,. y .# como en la Seccién
anterior.

El problema que trataremos en esta Seccién es el siguiente:

Si (py,I',=) es una red en & = & (E, &), ;Cuando esta red tiene un
punto de clausura con respecto a la .Z-topologia?

Proposicién 3.2.1 Sea (u,,I', =) una red en & que tiene un punto de clau-
sura, |, con respecto a la £ -topologia. Entonces, es vdlida la siguiente im-
plicacion:

(An),>, sucesion en Fq tal que Ay D As... y ()51 Am =10
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= 1My, 00 SUP. e I rg 1y (Ar) = 0.

(esto también se denota por: limy, o im, - f1, (Arn))

Demostracién:

Sea € > 0. Como A; D As....(,o1 Am =0y p € P, Imo/m > mg =
w(An) < €/2. -

Seam > my. Como p es punto de Z-clausura de (p, ', =) y A (11, Ay, €/2)
es un Z-entorno de u, para todo 79 € I';3y € ' con v = v tal que
1y GLA(M, A, €/2) = iy (Am) < |py (Am) = 1 (Am)| + 1 (Am) <5+ 5 =¢

uego:

lim sup inf p, (A,) <e€

M—+00 0 €T V770

De donde:

lim sup inf p, (A,,) =0.

m—00 YTl YFY0
|

Definicién 3.2.1 Sea (1,1, =) es una red en &2. Se dice que es localmente
equicontinua (l. e.) si: para cada A € 7 y cada (Ay,),,, en Fp con Ay, L0
se cumple:

lim lim 1, (4,,) = lim inf sup ., (A4,,) =0

m ~el m—oo Y€l ~=0

Definicién 3.2.2 Sea (E, &) un espacio medible. Se dice que es un espacio
de Borel estandar, si existe una métrica d sobre E tal que (E,d) es métrico
separable y completo, y tal que & es la o-dlgebra de Borel con respecto a d.

Proposicién 3.2.2 Sea (E,&) un espacio medible. Consideramos la Nota-
cion 3.1.1. Para cada pp € & (Es,ﬁ) sea g € P (Es,ﬁo) la restriccion
de u a Fy. Sea pg € P (Es,ﬁo) = para cada A € Fy, po (A) esta en [0, 1].
Luego, & (ES, Z) es un subconjunto de [0, 1]7°. Consideremos a [0,1] con
la topologia usual y a P (E, Fy) con la topologia relativa de [0, 1]‘%. Notemos

que [0, 1]‘% es compacto con la topologia producto que es la de la convergencia
puntual. Sea 7 : P (ES, 3") - & (ES, JOZ()) dada por:

(1) = o

Entonces, ™ es un homeomorfismo, considerando a & (Es,ﬁ) con la -
topologia. Luego Ty es Hausdorff.
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Demostracidén: Ejercicio. (Ayuda: para probar que 7 es biyectiva, usar
el Teorema de Extensién de Caratheodory o el Teorema A en [Hal50])

Proposicién 3.2.3 Sea (E,&) un espacio de Borel estdndar. Si (p,, T, =)
es una red en & = & (Es,ﬁ) l.e., entonces Iy € & (ES,,?) tal que u es
punto de clausura de esa red, con respecto a la £ -topologia.

Demostracion:

Sea (14, T, %) es unared en & = P (E*,.7) le..

Sea 7 : & (ES, ﬁ) - (ES, ffo) como en la Proposicién 3.2.2. Luego,
(7 (p), T, =) es una red en |0, 1]7° que es compacto en la topologia de la
convergencia puntual, = py € [0, 1]‘% tal que po es punto de clausura de
(m (), %=) = 3(7(py), L, ») que es una subred de (7 (i), =) v tal
que:

m (py) — o (3.1)

en la topologia de la convergencia puntual.

Afirmacién 3.2.1 Sean: A € ., o p la restriccion de py a Fy , entonces
o € P (E%, Fy).

Supongamos probada esta afirmacion.

Es de observar, que es cierta:

ACAeS yAeFN(CFa)= poa(A) = po(A) = poa(A).

Luego, por el Teorema de Kolmogorov (ver por ejemplo Theorem 5.1 de
la pg. 144 de [Par67]) existe p € & (ES,.7) tal que pon (A) = p(A)VA €
Fr, VA € S

Luego, para cada A € . y cada A € Fy, i1, (A) - 1(A) = (1), e,
gl

converge en la Z-topologia a p.

Demostracion de la Afirmacién 3.2.1:

Es evidente que pio 5 es finita y no negativa.
Ademas:

Si A,B € %y y AN B = (), tenemos:

7 (1) (AUB) = 7 (1,) (A) + 7 (1) (B) ¥y € T

Entonces:
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po(AUB) = limr (u,) (AU B)
lim (7 (pty) (A) + 7 (1) (B))
= o (A) +po (B).

Por el Theorem F, pg. 39 de [Hal50], bastaria ver que pg es continua
por arriba en (), esto es, que se verfica las siguiente aplicacidn:

(Am)m21 sucesion en #, tal que A, | 0 = poa (Am) — 0. (3.2)

Ahora, como vale la ecuacién 3.1 tenemos:

0 <limpga (An) = lim h'rrgﬁ () (Am)
m m ye

[)U.G‘S, (ILL’]/,I ,)f) €S 1.(5..

Luego, la ecuacion 3.2 estd demostrada y con ello la Afirmacién 3.2.1
también queda probada.

Definicién 3.2.3 Sea R = (p, 1, =) una red en & (ES, ﬁ) AN e S, Se di-
ce que R estd uniformemente dominada por una medida finita vy € M (ES, L%\)
sobre F, si dado € > 0,39 > 0 tal que m@ ty (A) <€, para todo A € Fy
con vy (A) < 4.

Si R estd uniformemente dominada sobre Fn,YA € &, diremos que R
estd localmente uniformemente dominada (l.u.d.)

Proposicién 3.2.4 Sea R = (p, 1, =) una red en & (Es,ﬁ). Si R estd l.
u. d., entonces R es l.e..

Demostracion:

Sea A € .7 y sea (Ap),,~, en Z, tal que A, | 0.

Sea vy € M (ES, 5%) qﬁe cumple con la condicién de la Definicién 3.2.3.
Sea € > 0= 3§ >0 tal que A € Fp, v (A) < § = limer o1, (A) < €.
Como A,, | ¢ y vp es finita, dmg tal que
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mZmoﬁyA(Am)<5:0§@/¢7(Am)<6.
gl

Por lo tanto, dada la arbitrariedad de € > 0 se tiene:

lim lim p1, (A,,) =0

m el

Corolario 3.2.1 Sea (E,&) un espacio de Borel estindar. Para cada A €
S, sea vn una medida finita sobre (ES, ﬁA).

Sea # ={pe P (ES,F)/n(A) <vy(A) VA€ Fy VA €.}, Enton-
ces K es L -compacto (compacto con respecto a la L -topologia,).

Demostracién:

Sea R = (u,I',%) una red en & = p,(A) < ¢, VA € F, tal que
vp (A) < € = R esta uniformemente dominada por vy = R es 1. e. = por
la Proposicion 3.2.3, du € & (ES, 9) tal que p es punto de clausura de R.
Como % es Z-cerrado = pu € .

Luego, hemos probado que toda red en % tiene un punto de clausura en
H = X es compacto.

Proposicién 3.2.5 Sean: A\ € A4 (E, &) finita, p = (pa) rc. una A\-modificacion
tal que pp € L (ES,Q,R) para todo A € .7, y sea v = pA..

Entonces: para cada N € ., existe vy € %(ES,ﬁA) finita tal que
Gy ={pec P (E5F)/n(A) <vy(Ad) ,VAe FyVAe .S}

Demostracion:

Sea A € Zx. Por la Proposiciéon 1.3.4 tenemos: u € 4 (y) = pu =
PA (/L)\A) VA € 7.

Sean C' € & tal que A = o' (C). Entonces:

p(A) = pa(pia) (A)
= [ on () (uan) )
< oalle (20) (4)
— loalle [ (s, ) (4) )
— loall X (€)
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Sea, entonces: v, : %, — R dada por:

va (A) = A () lpall 51 A =03 (O)

Entonces:

p(A) < vy (A)VA € Fy
Esto es: p e %

Corolario 3.2.2 Sea (E,&) un espacio de Borel estindar y sean A\, p y~y
como en la Proposicion 3.2.5. Entonces: 94 () es £ -relativamente compacto.

Demostracion:

Para cada A € ¥, sea vy € ///(ES,L%\) (finita) como en la Pro-
posicién 3.2.5. Sea £ como en esa Proposicion. Por esta misma proposi-
cién ¢ (y) € & y por el Corolario 3.2.1, J# -compacto = ¥ (v) es Z-
relativamente compacto.

Proposicién 3.2.6 Sea E con# (E) <ococy& = P (E). Sead: EXE — R
dada por:

0 stx=y
d(z,y) = { 1 caso contrario

Entonces, d es una métrica sobre E y la o-dlgebra de Borel asociada a la
topologia inducida por d coincide con &. Luego, (E,&) es un espacio de
Borel estandar.

Se cumplen:

(a) P (E5,.F) es £L-compacto.
Sea {A(n) /n=1,2,...} una sucesion cofinal en ..

(b) Seady: P (ES,F) x P (ES,.F) — [0,+00) dada por:

di (u,v) = i (2%) > | (oam =€) v (oaw =€)

n=1 é‘eEA(n)

Entonces d; es una métrica sobre & (ES, L@) YTa =Ty
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(c) Seady: P (ES, F) x P (ES,.F) — [0,+00) dada por:

1

dy (p1,v) = igl? 552%% }/L (UA(n) = 5) -V (OA(n) = f)‘ .

Entonces, dy es una métrica sobre & (ES, ﬁ) Y Tdy =Ty

Demostracién:

Parte (a)
Para cada A € ., sea vy : F5 — [0,+00) dada por:

va(A) = #(B) siA={os € BY =0;" (B),A € Py

Entonces, v, es una medida sobre (Es,ﬁ]\). Ahora, si y € & (Es,f),
entonces y (A) < 1IVA € F =

Z (Es,ﬁ) =0 = {,u S (Es,ﬁ) /p(A) <wvy(A),Ae Fy, A€ 45”},
y por el Corolario 3.2.1, # es .Z-compacto.

Parte (b)

Es facil ver que:

W, v en & (Es,ﬁ) = Z ‘,u (O’A(n) = §) —v (O'A(n) = §)‘ <2 (3.3

EeEAM)

para todon =1,2,....

Luego, d; (1, v) < 0o, Vu,v en & (Es,gz) )

Para probar que d; es una métrica, la unica propiedad que es menos
evidente es la siguiente:

di (p,v)=0=>p=v (3.4)
Por el Teorema A pag. 54 de [Hal50], basta ver que:

ANe S Ae Zy=pu(A)=v(A) (3.5)

Sean entonces A € .y A € Fy.
Como {A(n)/n > 1} es cofinal, In € N tal que A € A(n) = A €
Fam) = 3C € &M tal que A = ax(ln) (C). Luego:

A= Ugec {oam) =&}

Luego, por la definicién de d; y por ser dy (i, v) = 0, tenemos:
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(A =v (A = > (1 (oam =€) =¥ (oam =£))

el

< Y uloam =€) — v (oam =&)| =0

el

Luego, la ecuacién 3.5 estda demostrada.

|
Veamos ahora
Ty X Ty (3.6)
Sea € > 0 cualquiera. Sea n; (¢) € N tal que
= 1
n>n () = Z ?2 < €/2. (3.7)
k=n+1

Sea n > ny (¢). Por las ecuaciones 3.5 y 3.7 tenemos:

> % > | (oam =€) — v (oam =€) <3 (3.8)
)

k=n+1 " ¢eA(k

cualesquiera sean puy v en & (ES, 34’) .
Sea u € & (Es,gz) .
Sea ahora § > 0 tal que

1 €
) — < = 3.9
k=1
Para cada k=1,...,n sea
i = # (BM®)
Sea ng = méx{ni/k=1,...,n}. Sea n = n%. Para cada k = 1,...,n
pongamos:

EAR = g1 G}

Paracada k=1,....,nycadaj=1,...,n; sea

Ak,j = {JU € ES/UA(k) (fl?) = fk,j} (: {UA(k) = fk,j})
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Seav e A(u; {Ar;/k=1,...,n;7=1,...,n4},n), entonces

|1 (oa) =€) = v (oam =€) <n
paratodo k=1,...,nytodoj=1,...,n% .
Luego, teniendo en cuenta las ecuaciones 3.8 y 3.9 tenemos:

di (p,v) = Z Z |1 (oam) =€) — v (oagy =€)

k=1 " ¢eAk

-y z\m ) v (o0 = )] + &

k= n+1 geA(k)

VAN
l\;|~

=
=

+
N

(VAN
]|
—
2| =
[o%
DO | ™

De donde:

A {Ar;/k=1,...,n;5=1,...,n}.,n) C By (u,€)
(con By (p,€) :={v e P (E%F) [di (n,v) < €})
Luego, la ecuaciéon 3.6 queda probada.

Probaremos ahora que:

gg =< T4, (3.10)

Sean: A € S A€ Fyye>N0.
Como (A (k)),>, es cofinal, In € N/A C A (n).

Luego, cualesquiera sean yy v en & (ES ,F ) se cumple:

1 (A) = v (A< Y un(oam =&) — v (oam = 9| (3.11)

EeEA )
Sea § = €27 ".

Supongamos d (i, V) < §, entonces:

27" Y (o =€) — v (oam =€) <8

EeEA ()
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Luego, por la ecuacién 3.11, tenemos

[ (A) —v(A)] <2 =e

Luego, Bi (u,6) C A(p; Ase)
Luego, la ecuacion 3.10 queda probada.
La parte (c¢) queda como ejercicio.

Definicién 3.2.4 Sea R = (Ay, Z,%=) una red en .. Diremos R converge
a S, en simbolos A, —j> S, si {Ao/a € D} es cofinal en .#. Esto es, para
acY

cada A € .7, 3oy € D tal que A C A Vo = ay.

Notacién 3.2.1 Sean: (E, &) un espacio de Borel estindar; N € M (E,&);(2, =)
un conjunto dirigido por la relacion de orden parcial = entre los elementos

de 9 (es decir, es una relacion de orden parcial tal que: « € D, € 9
entonces eziste v € P tal que v = a yy = [). Para cada o € P, sean:

Vo € @(Es,ﬁ),p?{ . BS — [0, 4+00).Z -medible, v§ = piAr para to-

do A € de modo que ¥* = (V) ey S€@ una A-especificacion y fi, =
vars, (e € P (E5, F)).

Teorema 3.2.1 Consideremos la Notacion 3.2.1 y supongamos que:

(i) A, — S.
acP
(ii) Para cada A € . y cada € > 0 existen: B (N, e) € F y By (e) € &
tales que:

(ii.1) B (A,e) C oy’ (Ba (€)).

(ii.2) M (By (€)) < 0.

(ii.3) limaeqsup {p% (z) /x € B(A,€)} < o0

(ii.4) limaeg po (E%\ B(Aye)) <e¢
Entonces: (po, 2, =) es una red en & (ES, ﬁ) que es l.e..
Demostracion:

Sean: A € 7, (An),,>, en F con A, | 0. Para cada m > 1, como
A € Fp,FAn € EN tal que

Am = O'Xl (Am,A)
Sea € > 0.
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Afirmacién 3.2.2 limycg o (An) < limaeg fla (Am N B (A, €)) +¢.

Esto sigue de (ii.4).
Como A, —9) S,dag € D tal que a = ag = A, D A.
acy

Sea «a = .
Como (VR )ac» €8 una A-especificacién, por el Lema 1.3.1 tenemos:

o = Va4, = Va V8 = HaVs = Ha (PAAL) = P4 (faAr)

Luego:

fe (An N B(A6) = g (adn) (A N B(A,€)
- / 52 (2) (pan) (dz)
AmNB(Ae)

1P 1B(A0] o Hadn (Am N B (Aj€))  (3.12)

IN

Ahora:
B(Ae) Co ' (Ba(e)y Ay =0y (Ana) entonces:
(Am nB (A’ 6)) C (OXI (Am,/\) N UXI ( A (6))) = UXI (Am,/\ N Ba (€>>

Luego, por la ecuacién 3.12 tenemos:

fio (A N B (A €) < ||p3 1B HOO ttaa (03 (Ama N By (€))) (3.13)
Ahora bien:

tta (03" (A N By (€))) = /ES A (03! (Ama N Ba (€)) |2) pta (dz)

(3.14)
También
AA (JXl (Am,A N By (€)) ‘:L‘) = fEA 1JX1(Am,AﬂBA(6)) (fUS\A (:B)) A (d§) =
/\A (Am,A N BA (6)) .
Luego, por la ecuaciéon 3.14,

,ua)\A ((7X1 (Am,A N BA (6))) = )\A (Am,A N BA (E)) fES Mo (d.?ﬁ) = )\A (Am,A N BA (6))
y por la ecuacion 3.13 resulta:

b (A N B(8,0) < [ Lpga.ol o A (A 01 B (6)
Luego, por (ii.3) 3C) . < oo tal que

lim g1 (A N B (A, €)) < Cy A" (Apa N By (6)) (3.15)
aec

Como A, | 0y App = aXl (A), también A, p Lo 0.
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Entonces, por la Afirmacion 3.2.2 y por la ecuacion 3.15 tenemos

lim lim g (A,) < lim @ua (AN B(Aje)) +¢€
m €Y

m a€d

< MmOy N (Apa N By (€)) +e=e.

Esto prueba entonces que (jio, Z, =) es una red le. en & (ES, ﬂ) .

Corolario 3.2.3 Consideremos la Notacion 3.2.1 y supongamos que:

(i) A, — S.

acd
(ii)) A\(E)) < oo.
(iii) Para cada A € 7, 3K, < 00 tal que sup,cqy |03 < Ka-

Entonces (pio, 2, =) es una red en & (ES,L@) le..

Demostracién:
Basta aplicar el Teorema 3.2.1, tomando B(A,e) = o' (Ba (€)) con
BA (6) = EA.

Notacién 3.2.2 Sean: (E, &) un espacio de Borel estindar; A € M (E, &) (D, =)
un conjunto dirigido por la relacion de orden parcial = entre los elementos

de 9. Para cada o € 9 sean: v, € P (ES, F) , 0 = (PF) oy un potencial
A-admisible, Ao € 7y 1o = VaTy. -

Teorema 3.2.2 Consideremos la Notacion 3.2.2 y supongamos que:

(i) Ay — S.

aEP
(i) 3(Ki)s, en & tal que
(ii.1) 0 < A (K}) < o0, VI > 1.
(11.2) lim;_ maey Ha (O’s ¢ Kl) = O,VS es.
(iii) Para cada A € .#,3A € .7 tal que A C Ay
can (1) := limyeg sup {|Hfa(w)/w € KA x ES\A|} < oo,V > 1.
Entonces (o, 2, =) es l.e..

Y por la Proposicion 3.2.3, 3u € & (ES, ﬁ) que es punto de L -clausura
de (o, 2, 7).
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Demostracién:

Veremos que se cumple (ii) del Teorema 3.2.1.
Sea A € . y € > 0 cualesquiera.

Por (iii), 3A € .Y tal que A C Ay ey a (1) < 0.
Por (ii.2), como # (A) < 00,31 > 1 tal que

ilgl@sez;ua (0s ¢ K;) <€ (3.16)

Sean B (A, e) = K x B\ (= 03" (Kf)) y Ba(e) = K
Luego, B (A, €) C o' (Ba (€)) ((ii.1) del Teorema 3.2.1)
También se cumple (ii.2) del Teorema 3.2.1 :

M (Ba () = (A (K1) *Y
Ademis, B (A, €)° = U e {0s ¢ K} Luego,

Vo € D 1o (B(A,€)) < pia (04 ¢ K1)

SEA

De donde, por la ecuacién 3.12, tenemos (ii.4) del Teorema 3.2.1:

lim 1o (B (A, €)°) < hmZua (05 ¢ K)) <

acd Q€Y
SEA

Finalmente, veamos que se cumple (ii.3) del Teorema 3.2.1.

Sea o > 0.

Por (iii), Jag € 2 tal que a > ag = |HY" (w)| < epa(l) +6,Vw €
B (A e).

Sea « = .

Luego, para w € B (A, €) tenemos:

hy" (w) = exp (_HAQ (w)) exp (caa (1) e

e—cAyA(l)e—é

IV IA

Entonces,

MO ) = [ B (g (w) A ()
/KA hy (Eosa (w)) A (d€)

l

> e—aall)—o ()\ (Kl))#(l\)

v
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De donde:
o he" (w)
> A
w —_—
A= ) W)
€CA’A(l)€6
<
— e—canl)p—6 (A (Kl))#(A)
_ QQCA’A(Z) ()\ (Kl))*#(A) 626
De aqui:
sup 2" (w) < O (X (1)) M 2 Vo = ay.
weB(A,e)
Luego:

inf sup sup p;{;“ (w) < e2eaa(l) (A (Kl))—#(/\) < 00
@'€7 aiza’ weB(A€)

O, lo que es lo mismo:

I @Ck
CIYIGHG}SUP {p} (w) /w e B(Ae)} < 0.

Luego, el Teorema 3.2.2 queda probado.
[ |

Corolario 3.2.4 Consideremos la Notacion 3.2.2 con ®* potencial sumable,
Va € . Supongamos que:

(i) MN(E) < oo (. ®* es A-admisible, por la Proposicion 2.1.2)
(ii) A, — S

aEY
(iii) Tmes [|0%]), = Tmacs e pm, 19, < 00,Vs € S.

Entonces se cumplen (i) y (4i3) del Teorema 3.2.2. Luego, (fio, D, =) es
le..

Demostracion:

Para cada [ =1,2,... tomamos K; := F.

Entonces (ii) del Teorema 3.2.2 se cumple obviamente.
Veamos que se cumple (iii) del Teorema 3.2.2.

Sea A € .. Tomemos A = A.
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Por la Definicién 2.1.2, para todo z € E° y a € 2 tenemos
HY (z)= % (),
NesNA

donde S NA={N € S /NNA#D}.
Como Y NA C |, p ¥ Ns, se tiene:

seA
[HY ()] <Y > 1o (@) <> Y 1193
seA NesNs seA NeSNs

De aqui, por (iii) se sigue que se cumple (iii) del Teorema 3.2.2.

Corolario 3.2.5 Consideremos la Notacion 3.2.2. Suponemos que:
(l) Aa ae—@> S.
(ii) dgual a (3t) del Teorema 3.2.2

(iii) Sea d la métrica euclidea sobre S y un potencial ® = (Py),., sobre
(ES,.Z) tal que

(iii.1) 3R > 0 satisfaciendo diametro(A) > R = &, = 0.
(iii.2) Para cada A € % y 1> 1:

sup {|®4 (z)] /z € K} < oc.
(iii.3) limaeq || @ — @[, < 00,Vs € S
Entonces, se cumple (i) del Teorema 3.2.2.

Demostracion:
Para cada A’ € ., sea ¢y : EY — R, &N -medible tal que:

(I)A/ = (bA/ O O'A/ (317)
Sea para cada s € S:
g (s) = {A € ¥ N s/didmetro (A) < R}.

Sea A € .. Tomamos

a=U U

sEA N eSR(s)
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Luego, AC Ay A€ .¥. Seal > 1 cualquiera.
Sea w°® € K.
Sea w € K2 x ES\® = para todo a € 2 tenemos:

[HY (@) <Y > (@n @) +) > |9 (w) = @ (w)|  (3.18)

seA NeSNs seAN NeSNs

Ahora, para s € A y A’ € % N s tenemos:
Oy (w) # 0 = didmetro(A') < R = A" C A.
Por la ecuacion 3.17, resulta entonces:

Dy (w) = dur (oar (W) = dar (oar (WawG pr)) = Par (Warwg o)
Entonces

|Dpr (w)] < ¢ (A) :=sup {|CI>A/ (x)] Jx € KZS} < 00
Luego:

sup {|HY" (w)] fw € K x B8} <37 37 a (W) + ) ||e" - @,

seN NeSNs seEA
Luego:
(@sup {|HY" (w)| Jw € KP x ES\A} < Z Z a (A/>+Z@ [0 — @],
seA NeSNs seA

3.3. Resultados de continuidad

Nota 3.3.1 En esta Seccion encaramos el siguiente problema: ;Bajo qué con-
diciones es cierto que si | es punto clausura de una especificacion vy, se
cumple que p € G (y)?

Un interesante ejemplo, de lo que puede pasar es el siguiente:

Ejemplo 3.3.1 Sean: E = {0,1},& = 2 (E),S C Z? infinito. Para cada
a €S, sea w* € B dado por:

W () = 1 sit=a
| 0 caso contrario
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Para cada V. C S,V # 0, sea Oy € EV dado por:

Ov(t):(), VteV.
Para cada A € .7, sea vy : .F x E¥ — R dada por:

W(Al) = L, oy 1y (@) ﬁ Z; La ()1, on 3 ()14 (Oaosia (1)

Se cumple:
(@) 7= (7a)scr €S una especificacion sobre (E®, F)

(b) Si (VA)pcy €s una red en P (ES, F), entonces vpya — dog en la
EU
Z-topologia, donde dpoq (A) =14 (0g),VA € F.

(c) (v) =10

Demostracion:

(a) Queda como ejercicio.

Ayuda: Para ver que yaya (Alz) = ya (Alz) con A C A ambas en
S Ae FyuxekbES.

Probar, primeramente que

(a.1) vam (Alz) = 1{OS\A} (US\A (f)) ﬁ > aen IA (Alw?)

+1ES\A\{OS\A} (US\A ([l?)) YA (A|OAO’S\A (ZL‘)) .

(a.2) Luego, analizar separadamente:

Caso 1: og\a () = Og\a.

Caso 2: 0s\A (.7}) 7& OS\A‘

Para el Caso 1. A partir de (a.1) probar que:

i (A) = s |3 (Al + 3 (Afu)
_aeA a€A\A

1 1
_ — N1, (wb)> + La (Oros\a (w"))
# (A) anA (#(A) I,GZA aeg\A B

= m ZlA(wb)+ Z 14 (w?)

_bGA a€A\A
= 7a(Alz).
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Para el Caso 2. A partir de (a.1) ver que:

A’OAUS\A )
Oros\a (Oaos\a (2)))

Yaa (Alx) = (
La (
14 (Oa0a\nTs\a (2))
La (
Ya

Oaos\a (7))
Alz).

Prueba de (b)
Por la Proposicion 3.2.6, basta ver que:
(b.1) ds (vava, d0g) — 0, donde

6 G

1

dy (Va7a, 005) = 215135525%) [vava (Tam) =€) = dos (Tam) = €)|

y donde (A(n)), -, es una sucesién cofinal. Sea € > 0.

Sea ng € N tal que 1/n < €, Vn > ng + 1.

Luego:

(b. 2) - MAXe e pAn) |uAfyA (O’A( ) = f) — oy (O’A(n) = f)’ < €, cualesquiera
seanAGYynzno—l—l

Sea S ={Ae. /U2, A(n) C A}

Entonces, (b.1) es equivalente a

(b3) HmAeYO dQ (VA’VA, 503) =0

Sea A € ¥ cualesquiera.

Como E es finito, existen 1 < j < ng, & € EM0) tales que

(b.4) ;- [vava (040 = €) = dos (oa) = &)| < F [vama (9a0) = &) — dos (am) = &)
Vn=1,...,ng, vy V&€ EAM,

De aqui y por (b.2) tenemos que

(b.5) da (vayA, b0g) < €+ = ‘VA’YA (oa) = &) — d0s (Oam) = 50)‘
Supongamos probada la 81gulente

Afirmacién 3.3.1 (i) Si & # O, entonces:
[vaa (9ag) = &) = dos (0ag) = &) | <
(ii) Si & = Onyy), entonces:

[vava (0aG) = €0) — dos (0ag) = &) | = 1= (b (A) + (1 = b(A)) va (9514 # Os\a))

donde b(A) := W
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Tenemos entonces. A
i FAG) _
ety #(N)

Por otra parte:

Por la Afirmacién 3.3.1 se tiene entonces por (b.5):

Alggo da (Vavn,004) < €
Por la arbitrariedad de ¢ > 0 queda probado entonces la (b.3).
Demostracién de la Afirmacién 3.3.1:
Parte (i)
En este caso, do, (JA(]-) = fo) =0
Por otra parte:

vata (oag) = &) = [ ({oag) =&} |2) va (dz)

s ({oag) = &} |2) va (da)

——

{US\A—OS\A

A (1oaG) = &of |T) va (do
4 AUS\HAOS\A}V ({oa0) = &0} I7) va (da)
1
(b.6) = le{UA(j)zfo} (wa)]//\ (US\A:OS\A>

OAUS A\T)) Vp QT
[{Us\AsﬁOs\A} 1{01‘0):50}( \ ( )) (d )

Ahora bien:
a € A\A(G) = w(t) =0,Vt € A(j) = oag) (W) = Opg
Entonces: 1{0A( =g} (W (w*) =0 (b.7)

Ademas:

Como A (j) C A, oag) (Oaosia (7)) = Oagy # o
Entonces:

1{0A(j)=fo} (OAUS\A (x)) = O, V:L’(b.S)

Por (b.7) y (b.8) se concluye entonces:

(b.6) < £3)

Parte (ii).
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En este caso: do, (O'A(j) = 50) = dog (UA(j) = OA(j)) =1
Luego:

(5.9)[vara (940 = €0) — dos (ag) = &0)| = 1= vama (04 = &)

Igual que en la prueba de la Parte (i), tenemos:

VAYA (UA(j) = fo) = VATYA (UA(j) = OA(J‘))

(b.10) = ﬁ ; Loy =0ng ) (W) VA (054 = Os\a)

OAOS A (.T) VA (diL‘)
/{US\MéOS\A} ( ' )

Ahora:

ac A(]) = w (t) =1site A(j) = OA(®)) (w“) 75 OA(j)
a€ A\A(j) = w*(t) =0sit e A(j) = oy (W) = Oag))
Por otra parte:

o() (Oaos\a (7)) = Ong) pues A(j) C A

Por estas observaciones, resulta:

(b.10) = WV“ (os\a = Os\a) + 74 (0514 # Os\a)

De aqui, por (b.9) queda probada (ii) de la Afirmacién 3.3.1

Prueba de (c)
Sin pérdida de generalidad supongamos

S={1,2,..1}.

Por la Proposicién 1.2.3, tenemos p € 4 () < = puya, VA € 7

Supongamos que 3 € ¥4 (7).
Sea A (n) ={1,2,...,n},Vn=1,2,....

Afirmacion 3.3.2 12 (US\A(n) = OS\A(n)) = 0, Vn = 1, 2, ce

Supongamos probada esta Afirmacion 3.3.2.
Ahora, para cadan =1,2,..., sea B, = {z € ES/0, (z) =
Por la Afirmacién 3.3.2 tenemos Vn > 1:

p(B,) = HYA(n) (Bn)
Ya@m) (Bnlz) p (da)

T5\A(n)ZOS\A(n)

1}.

/
_ / 15, (Osmos\aem (@) 1 (d) = 0,

101
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pues o, (OA(n)aS\A(n) (ac)) =0, V.

Luego, pu(UpZy Ba) = 0y {0} =L B
Ahora, por la Afirmacion 3.3.2:

Os}) = pyaa) {0s}) = 15, (Oam)Ts\a(n) (T dz) = 0.
1 ({0.1) = rvany ({0.)) /{US\WOSM} (Oryosia (@) 1 (da)
Luego,
p(E®) = p({Os}) + <U Bn> =0
iImposible!

Demostracion de la Afirmacion 3.3.2:
Sea A; = {(1,0,0,...)}.

Sea n > 1 cualquiera.

Entonces:

p(A) = HYA(n) (A1)

/ V@) (Arlz) p(de) + / Yam) (A1|x) p (dx)
{US\M”):OS\A(”)} {US\A(n)¢OS\A(n>}

a€A(n)

+ / La, (Oamos\am) (x)) o (da)
{os\am#0s\A ()

1
" (75\4(m) = Os\a(m))

De esta igualdad:

1
Hd) = FTa gy (o = Osaen) o 2 1

y como # (A (n)) ——oose deduce que pi (A1) = 0y p (os\a(m) = Os\a(n)) =
0,Vn > 1.

Notacién 3.3.1 Sea ESP = {7 = (7o) e /7 €S una especificacion sobre (E®, F)}.
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Definicién 3.3.1 Sea (v*, Z,=) una red en ESP,v € ESP. Diremos que
(v*, 2, =) converge uniformemente a 7y en la £ -topologia si

Hm (|93 (f) =7 (Nl =0

aEeY

para toda f € L VA € .. Pondremos v* -

En lo que sigue, serd conveniente tener presente lo visto en la Seccién 2.2

Teorema 3.3.1 Sean: (2, =)un conjunto dirigido; para cada o € P : v~ €
ESP,A, € L v, € P (Es,ﬁ) cyy € ESP. Supongamos que:

(1) v es quasi-local.

(i) »* — 7.

(iii) A, - S.

(iv) 3ue P (ES,.F) tal que vayy, — p en la £ -topologia.
Entonces p € 9 (7).

Demostracion:
Por la Proposicién 1.2.3, basta ver que:

= pya, VA € F.
Para ello, sera suficiente probar que:
w(f)=pnn(f),vfeZ VAe s (3.19)
Sean f € Z, y A € ¥ cualesquiera:

Por (i), 1 (f) € Z.
Por (iv) y la Proposicién 3.1.3,

lim vayR, (7a (f)) = 1 (a (). (3.20)

Por (iii), Jap € Z tal que a = ap = A C Ay = 7878 = V4.
Luego, para a = ¢ tenemos:
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1 (ya () = ()] T ()] + [vari, (a (f) = vari, (f)]

IN
=
5
=
|
5
> Q

|
()] + [ravs, (o (F) = va¥s, (08) ()]

IA
=
B

Luego, por (ii), (iv) y la ecuacién 3.20 se tiene, tomando lim,cy en la
ultima desigualdad, que

(v () = (f)[ =0

Luego, la ecuacion 3.19 queda probada.
|

Corolario 3.3.1 Seay = (7a),c» una especificacion quasi-local sobre (ES, ﬁ)
Supongamos que existen w € EY y u € P (Es,ﬁ) tales que | es un

punto de Z-clausura de la red en P (E°,.7) dada por (ya (-w)),c.q-
Entonces 1 € 9 (7).

Demostracién:
Por definicién de punto de clausura, 3 una sub-red (vya/ (+|w), ', C) de
(72 (-lw), ', C) tal que

Yar (+|w) —7 jen la % —topologia. (3.21)

Para cada A’ € ., sean:

YW =y v =4,

Entonces: v — Yy A — S obviamente, pues (A’, .’ C) es subred
de (A,.7,C)y A - S.

Finalmente:

vt = Gun ¥ 0w (A) = [ (Alz) oy (de) = v (AJw) —> 1 (A)
para todo A € %, por la ecuacion 3.21.

Esto es:
VAN, 7 1 en la Z—topologia.

Por el Teorema 3.3.1, tenemos entonces que p € ¢ ()
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Corolario 3.3.2 Sean: v € ESP;(2,%) un conjunto dirigido; para cada
a € 9 By, C L finito tal que Ny, = N{A € S /N € R} # Vv, €
P (ES, F) o € P (ES, F) dada por:

1
Mo = #(%) Z Va YA

Y NER
Supongamos que:
(i) v es quasi-local.
ii) A, — 5.
(ii) p S
Si p es punto de L-clausura de (fio, 2, %), entonces u € 4 (7).

Demostracién:
Sea v = v,Va € I = ~* At De aqui, por (i) e (ii) tenemos que se

cumplen (i), (ii) e (iii) del Teorema 3.3.1.
Sea ahora (f4,?', =) una subred de (uo, Z, =) que converge a p en la
Z-topologia.
Veamos que se cumple (iv) del Teorema 3.3.1. Esto es:
Har Vi, = HarTay Pl (3:22)
Sea a € Z cualquiera. Como A, C AVA € Z,, tenemos que: vy =
VAYAas VA € R Ademds, VA € F

1
:ua(A) = #<%) Z a7A<A>
1

.,
- I A; /’YA (Afw) v (dw)

_ 1 % / / L () a (derfw) v, (doo)
- / / e ( Zj %> (dafw) v, (dw)

De aqui:



106 CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE LA EXISTENCIA DE DISTRIBUCIONES DE GIBI

[t = [ [ @ (#;,

& NeR,

A) (dz|w) vy (dw)  (3.23)

Vf: E% — R,.Z-medible no negativa.
También:

po(A) = s 3 [ )

AEJ

= 1 Z /’YA’YA (Alw) vo (dw)

AG%

Yra (Alx) Y (dz|w) vy (dw)

1
= //VAQ (Alz) (m A%) (dz|w) vo (dw)
_ / an (Al2) 0 ()

= (taVna) (A).

Es decir, probamos que:
fa (A) = (tayr) (A)VAE F yVa e g

Luego, flar s, = far —> i
Asi, la ecuacion 3.22 queda demostrada.

Corolario 3.3.3 Sean: (2, =)un conjunto dirigido, N € 4 (E,&). Para
cada o € D sea * = (P}), ., un potencial \-admisible.
Sea & = (Pp), . un potencial tal que

lim | HZ || = 0,YA € &
aEY o0

Entonces: ® es A-admisible y ~*° ? 7.
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Demostracion:
Veamos primero:

® es A — admisible.

Sea A € . cualquiera.
Entonces:

M (1) () = [ exp (—HE (€os0)) N (a9)

EA

Ahora, sea o € Z cualquiera.
Para todo y € E° tenemos:

HY (y) = —HY "% (y) + HY (y)

Entonces:

exp (—Hy (y)) =exp (—Hy (y)) exp (Hy ~*(y))

Por hipétesis, Jag/a = g = HHEQ_@HOO < 00
Luego, por la ecuacion 3.25:

107

(3.24)

(3.25)

A (hy) (x) = /EA exp (HY ™® (€as\a)) exp (—Hy (Exsva)) A (d€)

< exp (HHEQ_@HOO) A (RY) (z) < o0, Va
pues ¢ es A-admisible.

Entonces, la expresion 3.24 esta probada.
Veamos ahora:

A2 ? 7® en la Z-topologia.
Sea A € . cualquiera y sea ag € Z tal que

HHEQ_@”OO < 00, Vo = ap.

Para todo z € £, tenemos:

(3.26)

(3.27)
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hy" h$

(=) @) = (| - ) @)
Y

- ( NGRS (AA (2? A 1hf>>')( )

) A
AL i (hiam (2 2@ A (R )|>(x)
A

= M (0) M (BT 2w (72
_ (AR = hRLY ) Pa () (@) = A (BR7) @]\ ey
- o )@ mh@a)() NCACRRA R
= \ M (z) + P‘A (hA) —Aa (h}{; )(x)‘
UG A <h§> z)
. h‘P)hq’“ h<1> —1‘ @) + ‘)\A (hf)( ) — A (h<1>“>( )|
: NGR A (hY) (2)
B o 0 oy A (BY) (=) = M (") (@)
= (it ) - PR R
(3.28)
Ahora:
Y (h3)" = exp (=HY") (exp (—HY)) ™

= exp (— (Hfa — H}f))
— exp (~HYY)

Luego, la ecuaciéon 3.28 sigue que

L L R L

Por otra parte:
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M (R = hE) @] A (1R = 187)) (@)

Ax (BR) () - An (hR) (2)
RGN
B AA(h‘I’)()
- (i)
(e

De donde:
la ecuacién 3.29

IN

2% ()e*Hfa74) - 1’) (x)

= 293 ([ " = 1) ()
> 2|y -1

H<I>O‘ -

- 2He* —1H (3.30)
Ahora, una cuenta sencilla prueba que
et —1| <€l —1,vteR (3.31)
Luego:
i =]
La ecuacién 3.30 < 2 (ell™2 o — 1
En definitiva, hemos probado:
" "= s
M ([} = pR]) (@) <2 (el —1),VzeFE (3.32)

Sea ahora f € % , entonces Yz € B

78 (f) (@) = () (f) (@) A (fPx7) (@) = Aa (fR) ()]

1l An (|03 = P3]) (2)

/11,02 (eHHf”\L _ 1)

IA

IA

De donde, usando la hipdtesis:
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o Y-
I (=t Ol < 12 (Tl 1) —ovne s
Por la Definicién 3.3.1 tenemos entonces que v** 7 7.

Nota 3.3.2 Para caday = (7r) ey €n ESP,n y m enteros positivos, Ay, ..., A,
en L fi,..., fm en L ye >0, definimos:

B(ﬁYvAlvaAnafh?fmae) =

{7V = (Wrer € ESP/ |7, (f) =, ()|, <&1<i<n1<j<m}.

Sea % (ESP) la familia de todos los subconjuntos &/ de ESP tales que:

v € of & Erxisten e > 0;A,...,Ap; fi,o o fosm > 1,m > 1 con A; €
L A1<i<nfje L 1<j<mtales que B (y;A1,...,Ap; f1,..., fm;€) C
o

Entonces % (ESP) es una topologia sobre ESP que llamaremos “topo-
logia de la convergencia uniforme de especificaciones, con respecto a la £ -
topologia™.

Nota 3.3.3 Sea

Pg={® = (Pp) ey /P es sumable}

Para cada s € S, sea ||-||, como en la Definicion 2.1.5, esto es:

2, = > 1Pl VO = (Pa)ses € Ps
AeSNs

Entonces:
(i) |-l es una seminorma sobre Pg

(ii) Para cada n > 1 entero, sea
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U (n, k) = {cp e 25/ 1|9, < % Vs € A(n)}

Sea o, la familia de todos los subconjuntos O de Pg tales que:
e 0 =3In>1,k>1 tales que {V € P/ -V e U(n,k)} C 0.
Entonces 7o, es una topologia para Ps.

En realidad, se puede probar un resultado mds fuerte, usando recursos
de la teoria de espacios vectoriales topoldgicos: Tog es una topologia
vectorial sobre Pg tal que % = {U (n, k) /n > 1,k > 1 enteros } for-
man una base de entornos del cero de Ps y Ps con esa topologia es un
e. v. t. l. c. (espacio vectorial topoldgico localmente convexo) metrizable.

Notacién 3.3.2 Sea A € A4 (E,&). Pondremos:
ESPG(X\) = {v € ESP/3® € Ps A-admisible tal que v =~*}

Corolario 3.3.4 Sea A € A (E, &) finita (luego ® € Pg = O es A-admisible,
por la Proposicion 2.1.2). Sean Ps y ESPG (\) con las topologias T, y la
relativa de % (ESP) respectivamente. Sea T : Pg — ESPG (\) dada por
T (®) =~®. Entonces T es continua.

Demostracion:
Sean ® € 5y (P Z,%) una red en Hg tal que d* . ® en la

To,—topologia. Entonces, dado A € . cualquiera, tenemos:

[HY ) = || D (PA—@a)
Aes(A) .
< > 1) - ®all,
Acs(A)
< Z Z ||(I>g - (I)A”oo
seEN AeSNs
= ) _[e* -3, —0
SEA )

Luego, v®* ; +® por el Corolario 3.3.3.
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Proposicién 3.3.1 Sea ® = (®y),.,, un potencial sobre (ES, F). Sea A €
. Para cada A € .7, sea ®% : E° — R dada por:

Oy (z) siACA
A . A
®y (z) = { 0 caso contrario

Entonces:
(a) 2 = (@ﬁ)Aey es un potencial sobre (E°,.7).

(b) Si @2 es A-admisible con respecto a una A\ € # (E,&), entonces

A A
7a (Alz) =73 (Aly)
para todo A € Fa,x,y € ES.

Denotemos por pga (A) a ese valor, VA € Fa. Luego, poa es una
probabilidad sobre (Es,ﬁ’A) que se llama “distribucion de Gibbs para
d sobre A con condiciones de frontera libre”.

Demostracién:
Parte (a) Ejercicio.
Parte (b)
Sean z,y € E°, A € Z4 cualesquiera. Entonces
W (A) = [ 1a(Grea) i (Er00) M) (333
E

Como A € FA tenemos:

1a (§zs\a) = 1a (Eys\a) , V€ € EA

Luego, por la ecuacién 3.33, para probar la parte (b) bastara ver que ,o‘gA
es Za-medible.
Ahora:

A
HY = >, %=) %
AesnA A'CA

Como Par es Fa-medible y Fa C Fa, VA C A, se tiene que HEA es
F a-medible. Entonces hiA es #a-medible.

Sea w° € ES.

Como h%" es .Za-medible

Wi (ws\a) = bR (Swia), VE € B
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Luego, por ser ®* \-admisible tenemos:

da (18) () = [ 08 (wsa) 3 (a8)
= [ 8 (eusa) A ()

= Aa (hqf) (w®)

FYAY

Luego: piA _ M}Z%A) es .Za-medible.

Nota 3.3.4 Si ® es A-admisible respecto a una A € M (E,&) o si \(E) <
0o y ® € Py, entonces P> es A\-admisible.

Proposicién 3.3.2 Sean A € A4 (E,&) y ® = (®Pa) ey un potencial. Su-
pongamos que se cumplen (i) o (i) siendo:

(1) MNE) <0 yde Hs.
(ii) @ es A-admisible y de rango finito.

Para cada A € &, sea > = (q)ﬁ)/\ey como en la Proposicion 3.3.1. En-
tonces

(a) Para cada A € 7, limpacy HHEA_‘I)H =0

o0

(b) Seaw € E¥, yu un punto de £ -clausura de (,@A (-|w)>A L, en P (ES, 7).
S
Entonces 1 € 9 (v*).

Demostracion:
Parte (a)

HY = 3 (@5 -d4)=— > @4

AesNA AesNA
ANACAD

Luego, si & € A5, entonces:

e D DI LTINS S S LN N3

AesNA sEA AeSNA
ANACA£D ANACAD
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Si @ es de rango finito, para cada s,3As € & tal que s € A, AN AS #
@ =&, =0.
Luego, VA € .7 tal que (J,., As C A, tenemos que

= Y Pa@)| <> ) [Pu(w)|=0,Vr e ES

AESNA sEA Ae.7Ns
ANACE£D ANACHD
Parte (b)
Por lo probado en la Parte (a) y el Corolario 3.3.3, tenemos que
R (3.34)

Aes

Supongamos (i) = HY € £ (E®, .#,R),® es A-admisible (Proposicién
2.1.2) y ® es uniformemente convergente = % es q. 1. .
Supongamos (ii), Entonces v* es q. 1. por las Proposiciones 2.2.5 y 2.2.6.

Sea w € ES y p un punto de .#-clausura de R = (VXA (-|w))A :
e

Sea R = (72%/ (|lw), 2, C) una subred de R tal que 72/&/ (lw) = pen
la Z-topologia.

Sea: var € & (ES, 34’) para cada A" € & dada por: var = 0.

Entonces, VA € .Z tenemos

A/

(ran®) (4) = [ 287 (Al v (do) =8 (Afw) = w1

A/

Esto es, (I/Arfyi/ ) converge a j en la Z-topologia.
AeP

Ademas, por definicién de subred, (A’) 5., converge a S'y ’y(bA/ o e
'e
por la ecuacién 3.34.
Luego, 1 € 9 (7‘1)) por el Teorema 3.3.1.
Modificacién periédica de un potencial

Sea S = Z?. Para cada m = (my,mg) € Sy p = (p,p2) € N, sea
A (m,p) = S0 (e mi + i — 1] % [, mz + p> — 1))

Sea Y = {A (m,g) /meZPype NQ}.

Seanm € Z* y pe N2, por razones de simplicidad en la notacién tomemos
A=A (m,g).

Sea S, el grupo cociente S/pS.
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Sea Cp : S — S, la aplicacién candnica.
Sea Jpp : A — S, dada por Jy, (g) =0, (g)

Proposicion 3.3.3 J,,, (§) es biyectiva

Demostraciéon: Ejercicio.
Sea Gy 0 — 2 (A) dada por Oy, (A) = {t € ATy, (t) = c£<A)}

Sea ahora D C A. Definimos ., , (D) = {A €S /Cpp(A) = D}.
Sea =, la relacién entre elementos de . dada por A =, B < 3i € pS tal
que B=A+1.

Proposicién 3.3.4 =, es una relacion de equivalencia.

Demostracién: Ejercicio.
Notemos que A =, B = C, (A) = C, (B) pero la reciproca en general no

es cierta.
Sea Cz, : & — ¥/ =,, la aplicacién canonica.

Proposicién 3.3.5 Sean 2 y A subconjuntos de A. Si 2 N A # () enton-
ces existe Kmp (D, N) C Fmp(Z) N A tal que C=, es una biyeccion entre

Ty (7.0) 4 C=, (S0 (9))

Demostracién:

Sea A € S, (2). Entonces Cp (A) = P ycomo ANZ # 0, Ja € Ay
t e ANZ tal queé—izg.gcong €S =>t=a-ps=>1€A-ps=3IB=, A
tal que BN A # (. -
De aqui se deduce la existencia de %, , (Z, A).

Sea ahora 6 : F° — E° dada por:

05 (0a (W) =0 ) (w), Vs € S,Yw € B

sz (Cule)

Luego, oA es #-medible.

Proposicién 3.3.6 Sea ® = ($4),., un potencial sobre & (ES, ﬁ) inva-
riante por traslaciones. Entonces: A,B € /' A=, B= ®400x =Ppoona
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Demostracién:
A=,B=ds€Stalque B=A+p.s.

Luego, Yw € E° por la invariancia tenemos

4 (72 () = Pasps (m-psda () (3.35)

Sea t € S cualquiera, entonces

T—}lﬁ(&A (W) (t) = &a(w) (L—i— p.§>

Entonces

e (52 (w)) = 5 (w)

Entonces por la ecuacién 3.35 tenemos

Py (04 (w)) = Op (0 (w))
[ |

Definicién 3.3.2 Sea % C 7 infinito, a : /5 — R. Diremos que ) 4 4 @ (A)
es absolutamente convergente si dado € > 0,3%y = Dy (€) tal que Py C P €
S = Z AcS |a(A)| <€

AND#£D

Definicién 3.3.3 Sea ® = (®4), ., un potencial sobre (E¥,F). Diremos
que ® es absolutamente convergente (a.c.) si: Y 4c o np Pa(x) es absoluta-
mente convergente para cada A € .7 y cada v € ES.

Proposicién 3.3.7 Sea ® = (®4),., un potencial a. c. e invariante por
traslaciones. Entonces: Para cada A C A yx € B se cumple:

(a) ZBeﬁmﬂ(A,A) Pp (Ga (7)) esa. c. .
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(b) Sea Zpp (A) C Fpp(A) tal que ng es una biyeccion entre Xy, (A) y
-, (Ymﬂp (A)) Entonces:

S epGale)= Y 0p(ea)

BERp p(A) BERry p(AA)
Demostracién:

(a) Sigue por ser @ a. c.y Zpp (A, A) C S NA

(b) Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 3.3.6.

Proposicién 3.3.8 Sea ® = (®y),., un potencial a. c. e invariante por
traslaciones. Para cada A € ., sea 5 : E° — R dada por:

PL=0si ANAS £

O (x) = Y Pp(6alx),Voe B, siACA,
BERrm p(A)
donde Zyp (A) C Ly (M) y C=, es una biyeccion entre Ppp (M) y Cs, (ym»g (A)) .
Sea P2 = (éﬁ) . Entonces ®* es un potencial que llamaremos “mo-

Aes
dificacion A (m,g) -periodica de ®7.

Demostracién:
Debemos probar:

(1) @2 es .Z)-medible, VA € .7
(2) 3 4cpmn P4 (z), V2 € ES VA €.
Para probar (1) bastara ver que:
(3) Si B € %y, (A) entonces @p (04 (7)) = Pp(0a (w)),V(z,w) € T (A).
Como ®p es B-medible, g5 : E? — R, &B-medible tal que &5 = ¢pgoos.
Sea ahorat € B. Como B € %y, (A) C S (A) entonces J,, (C’p (L)) €

A.
Luego,
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L -1
ng,p

0, (0a (W) = o (Cp@) (w)
(

Luego, oy (3 (w)) = o (7 ()
Entonces sigue (3).

Veamos (2)

Por definicién:

Y ) = ) ¥

AesNA AceSNA

= > > (Pgoda)(w),

AESON BERm (A
ACA wp(d)

que estd bien definida pues: # ({4 € S NAJAC A}) < oo y para cada
Ae S NNcon ACA Y gy y|Ps(0a(2))] < o0

Sea A € A (E,&) y supongamos que P2 es M-admisible.

Proposicion 3.3.9 Sea A € . Sea ® un potencial a. c. invariante por
traslaciones y sea ®* la modificacion A-periddica de ®. Sea A € M (E,&) y
supongamos que A-admisible. Sea w° € E° cualquiera. Entonces:

A8 (Ajw) = 72 (AJw) ,Yw € ES VA € Fa

Denotemos por pga (A) ese valor comin, VA € Fx.
Luego, p154 €s una probabilidad sobre (ES, 5@) llamada “distribucion de
Gibbs para ® sobre A con condicion de frontera periddica”.

Demostracion:

Por lo visto, en la Proposicion 3.3.8:

HY = S e smn®t = S 4ca @4 v @4 es Fy-medible . Fa-medible
pues A C A.

Como P2 es M-admisible, existe piA y por lo recién probado, ,o‘gA es Fa-
medible. Entonces 3¢ : EX — R, &2-medible tal que pi’A = A O OA.
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Por otra parte, como A € %4, entonces

1a (Ews\a) = 14 (Ewga), VE €A
Luego:

£ W) = [ L (6wsa) 28 (wsia) A° (@9
= [ aleusa) A (susia) A° (@9
= 5 (Ajw)
|

Nota 3.3.5 Sea ® un potencial. Es facil de ver que si ® € Pg o0 si O es de
rango finito, entonces es ® a. c. .

Proposicién 3.3.10 Sean A € M (E,&) y ® = (Pp) oy un potencial in-
variante por traslaciones. Supongamos que se cumplen (i) ¢ (ii), donde:

(1) ME)<ooyde Ps.
(ii) @ es A-admisible y de rango finito.

Para cada A € S5 sea 2 la modificacion A-periddica de P.

Entonces:
(a) Para cada A € ., limaco, HE’A_‘I’H = 0.
(b) Sea w € ES. Sea pu un punto de .#-clausura de (WEA (|w)> en
AeS

2 (B, F). Entonces € 4 (7).

Demostracién:

Una vez probada la parte (a), la parte (b) se prueba en forma anéloga a
la parte (b) de la Proposicién 3.3.2.

Asi es que s6lo probaremos (a).

Parte (a)

Usando las Proposiciones 3.3.5 y 3.3.8 tenemos, para todo = € E°:
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HY (@) = ) 5@ - Y. ®4(x)

Pe70A AeFNA
GCA
= Y. D, pGal@) - ), 2% (x)
DES TN BERny (F,0) AeFNA
GCA L
- > > NEEDY > 05(6a(x))
€7 A BEdn p(9.A(2)) €7 A BEp(9.0)
BcA B\A#(

- > 3 (x) (3.36)

AesNA

Ahora bien, B € %, (Z,A),B C A = C,(9) = C,(B) = B = 7,
pues B y Z son subconjuntos de A.
Ademas, op (64 (7)) = op (z) pues B C A.

Luego, la ecuaciéon 3.36

YooY P@Eal)- ) ®alw) (3.37)

D€ NN BERm p(7,1) AesNA
ZCA A\AED
B\A#(D

Por la ecuacién 3.37 y teniendo en cuenta que {Ym,p (2)]9 C A, D # (Z)}

es una particién de .7, ademas de la definicién de Z,,, (Z, A) se tiene:

(125 D DI SR N S EWEE 3 S T

@e&”mA Bef]’m p (2,M) AesNA AeSNA
CA A\AH#D A\AZD
B\A#()

Proposicién 3.3.11 Sea v = (7)), una especificacion sobre (E°,.F)
quasi-local. Entonces:

LED (7)o p(A) = /% (Alz) u (dz) VA € Fy VA € ..

Demostracion:

(=)

Cierta, por la Proposicion 1.2.3, sin necesidad de suponer que v es quasi-
local.
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(=)
Para cada A € .7, secavy = puy y* =1.
Por la condicién dada tenemos:
VAYA = YA —F
7

en la Z-topologia.
Entonces p € ¢ (), por el Teorema 3.3.1.

3.4. Existencia y propiedades topolégicas de
medidas de Gibbs.

Teorema 3.4.1 Sea (E,&) un espacio de Borel estindar. Sean: (2, =) un
conjunto dirigido; para cada o € P: v* € ESP (Es,ﬁ’) Ny € Sy, €
X (ES, 35) yy € ESP. Supongamos que:

(i) vesq. L.

(ii) 7 = 7.

G A .

(iii) A, > S

(iv) (I/a’}/xéa>a€gj es l.e..

Entonces 4 () # 0.

Demostracién:

Por (iv) y la Proposicién 3.2.3 se tiene que Iy € & (ES, ,93) que es punto
de clausura de la red (l/avﬁa)a <y con respecto a la Z-topologia. Entonces
existe una subred (v, Z',=") de (74, Z, =) tal que g g s 4 ()

por el Teorema 3.3.1.

Proposicién 3.4.1 Sea (E,&) un espacio medible, N\ € 4 (E,&) finita,
Ty la ZL-topologia sobre Pg de la Nota 3.5.3, T4 la ZL-topologia sobre
P (Es,ﬁ). Sea

Grafo(9) = {(®,p) /P € Ps,ue 9 (1)}

Entonces Grafo(¥9) es T, X Tyg-cerrado.
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Demostracién:

Sea R = (I,2,=) unared en Grafo(¥4)y (®,n) € Psx P (E°,.F) tal
que R converge a (P, 1) con respecto a la topologia 72 X 7.

Para cada a € Z pongamos [ () = (9%, i,). Entonces ¢ — & con
respecto a la topologia 74, v o — p con respecto a la topologia 7.

Sean ahora

D=9 xS

0, la relacién entre elementos de 2 dada por (a, A) o, (B, A) si y solo si
az=FyADA

Entonces (9, ox) es un conjunto dirigido.

Sea ahora [ : 9 — (Pg x P (B, F)) x P (S) dada por:

I_(a>A) = (] (a) ’A) = (((I)O‘,Ma) >A)

Luego, ([_, .@,ox) es una red en (@s X P (Es,ﬁ)) x Z(S).

Como ®* ———— & por el Corolario 3.3.4 se tiene que ¥** ——— ®.
I(a,N)e2 I(o,N)e2
También A —— S.
I(a,N)eD

Como para cada a € 2, (9%, pa) € Grafo(¥) se tiene que p, € 4 (v*7),
entonces por la Proposicion 1.2.3 se tiene

oY = fla
Luego:

fay? ——— p
(a,N)eD

Por el Teorema 3.3.1 resulta entonces que pu € ¢ (7‘1>).
Luego (@, p) € Grafo(9).

Teorema 3.4.2 Sean: (E, &) un espacio de Borel estandar y A € M (F,&)
con \ (F) < oc.
Entonces:

(a) e Ps=9(v*) #0 y es £L-compacto.

(b) Sea A C Ps acotado; esto es: para cada s € S se cumple:

sup ({[| @], /@ € A}) < o0
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Entonces:

es £ -relativamente compacto.

(€) ¢ es semicontinua superiormente; esto es: para cada F C & (E°,.F) , £~
cerrado, se cumple que 41 (F) := {CID € Ps|9 (’y‘b) NF # @} es Topg-
cerrado.

Demostracién:

Parte (a)

Sea w € E¥ y (., D) conjunto dirigido.

Sea Ry, = (I»4,.7,D) lared en Py dada por I», (A) = A := d VA €
.

Ry = (ly,.”,D) lared en . dada por I (A) = A,VA € .7

Ry = (I»,,D)lareden & (ES, ,@) dada por I» (A) = vy = 04, VA €
5

R=(I%,,D)lared en & (ES, ﬁ) dadapor I (A) = pp = uA'yj{’A,VA €
.

Por el Corolario 3.2.4, R es l.e..

Por el Corolario 2.2.1 (aplicable pues ® € Py A(E) < o0 = P es A
admisible y u.c.) se tiene que y® es quasi-local.

Por el Teorema 3.4.1 se tiene que ¢ (%) # 0.

Ahora bien, como ® es A-admisible y ® € ¢ por la Proposicion 2.2.7,
P € L (ES, F, ]R) ,VAe V=9 (fyq’) es .Z-relativamente compacto por
el Corolario 3.2.2.

Ademas, por la Proposicion 3.4.1, ¢ (’yq’) es Z-cerrado = ¥ (7‘1’) es
Z-compacto.

Parte (b)

Para cada s € S sea

M, = sup ({[| @], /0 € .4}) < oo
Sea R=(I,2,) unared en 4 (A ).

Para cada oo € Z pongamos
po = I (a)

D € A tal que p, €9 (v°)
Sea 2 = 9 x .7 y o0, el orden parcial en 2 definido por:
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(0, A) o, (B,A) siysolosia =By ADA
Sea (1:, 2, oz) la red en &2 (Es,g") X Pg x P (S) dada por:

I_((avA)) = (/“La’cbavA)

Para simplificar la notacién pongamos entonces @ = (a, A) , pg = fio, P& =
P y Ad = A.

Por la Proposicién 1.2.3 tenemos:

Ha = M&V/({)Z?V/d €9.

Adems3s
Ay — S
9
Finalmente:
lim [|®°|, < M, Vs € S
acd

Por el Corolario 3.2.4 tenemos que du € & (ES ,F ) que es punto de
Z-clausura de R.

Parte (c)

Como P con la topologia 75, es metrizable, bastara ver que si (®"), -,
es una sucesién en ¢! (F) tal que ®" = ® con ® € Py, con respecto a la
topologia 75, entonces ® € ¥~ (F)

Para cadan =1,2,... sean

ftn € F tal que p, € 4 (®") y A, = [-n,n]°N S
Entonces:

“n:Mn'}/ijnvn: L2,... yA, =S,

n

y por la definicién de la topologia 74,:

lm [|"][, = [|@]], < 00, Vs € 5

Por el Corolario 3.2.4 tenemos que (f1,),, €s le..

Como (E, &) es un espacio de Borel estandar, por la Proposicién 3.2.3 se
tiene que existe una red R = (I, 2,%) en & (ES, 9) que es una subred de
(Hn)ps1, v una p € & (B, F) tal que g — i en la Z-topologia (siendo

to = I (o) ,Ya € D).



3.4. EXISTENCIA Y PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE MEDIDAS DE GIBBS.125

Como R es subred de (y,,),,5, existe n: 2 — N tal que
a<gad =n(a)<n(d)

y para cada n € N, Ja € Z tal que n (a) > n.

Asi, ("), “"(a))ae@ es una red en Grafo(¥) tal que converge a (P, u)
en la 7o, X Tg-topologia. Por la Proposicién 3.4.1 (®,u) € Grafo(¥) =
neg(v?).

Como F' es cerrado y u, € F,Vn se tiene que pu € F.

Luego, ® € 47! (F).
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Capitulo 4

Unicidad de distribuciones de
Gibbs adaptadas a
especificaciones

4.1. Condicién de Dobrushin de dependencia
débil

Sean: (Y, %) un espacio medible; & = Z (Y, %) el conjunto de todas

las probabilidades sobre (Y, %); dy :  x & - Rydr : & X &P —

R definidos por: dy (i, i) = sup {u(B) - i(B)| /B € B} y du (1, i) =

sup {| [, fdu— [, fdi| /f € £ (Y,%.R) y | f|l.. =1} respectivamente.
Notemos que dy (p, i) < 1,Vu y fi en 2.

Proposicion 4.1.1 dy y dr son distancias sobre &2 llamadas «uniforme» y
«variacion total» respectivamente.

Demostracién: Facil.
Definicién 4.1.1 Sea f € L (Y, B,R) se llama oscilacion de f a:
0 (f) =sup{|f (v) = F W) /y. ¢ en Y}
Proposicién 4.1.2 Para toda f € L (Y, A,R) se cumple:
6 (f)=sup{f(y)/yeY}—inf{f(y)/yeY}
Demostracion: Facil.

127



128 CAPITULO 4. UNICIDAD DE DISTRIBUCIONES DE GIBBS ADAPTADAS A ESPEC

Proposicién 4.1.3 Sea f € > (Y, AB,R). Entonces

o(f)=2[f—=m(fll
donde m (f) = %(Sup (f) +nf(f))

Demostracion:
Para todo y € Y tenemos:

F)=mf) < sw(f)—m(f) =5 (sup ()~ if (/) = 53(f) (41)
Luego:

Por lo tanto: .

1f =m (Hllee = 50 (f) (4.3)
Como § (f) < coyaque f € £ (Y, B, R) se tiene que dado e > 03y, vy €
Y tales que:

0(f) <If () = FWHe < [f (y) =m(NIFIF () —m (Hl+e <20 f () —m (f)l| o te

Por la arbitrariedad de € > 0 se tiene que 16 (f) < ||f (y) — m (f)
Por la ecuacion 4.3, queda probada la Proposicién.

o

Proposicién 4.1.4 Sea p y i en & = P (Y, AB). Entonces:

dy (g, 1) = sup { Jy fd/; (_f)fy i J/fe LY B R), f# constante }

1 N
—~ §/Igu—ga!d(u+U)
Y
— i
- 9 T\ 1) -

donde g, y ga son las densidades de pu y ji respectivamente con respecto a
o+ i
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Demostracion:

Pongamos S1 = sup {W/f € LY, AB,R), f+# constante }

Afirmacién 4.1.1 dy (p, 1) < S1.

Demostracion de la Afirmacién 4.1.1:
Sea B € & cualquiera, con B # Y.

[ (B) — i (B)| =

1pdp — |y, 1pdf
/1Bd,u—/ 1Bdﬂ’ — |fY Bay fY B N’} SSl
Y Y 6 (1p)

Afirmacién 4.1.2 S1< 1 [ |9, — gal d (1 + ).

Demostracién:

Sea f € L (Y, #A,R), f# constante.
Sea m (f) :%(sup(f)—i-l’nf(f))

Como

tenemos:

/deu—/yfdﬂ‘ = /Yf(gu—gﬁ)d(wrﬂ)’
= | o= g5 (£ = m () + (o = gpym (Nt (e )

_ [/(gu—gﬁ)(f—m(f))d(mm\
< Hf—m(f)||oo/y\gu—gﬁ\d(u+/l)
= 550 [ o~ gald(u+ ).

De aqui, es facil concluir la prueba de la Afirmacién 4.1.2.
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Afirmacioén 4.1.3 1 [ g, — gald (u+ i) < dy (p, 1).

Demostracion:
Sea B:={yeY/g,(y) >g:(y)} = B e A
Ahora

/Y|gu—g,z|d<u+a> _ —gald e+ i+ [ o= gpl d -+ )

M+N)+/C(9ﬂ_gu)d(ﬂ+ﬂ)

— fi (B) + i (B) — p(B°)
fi(B)| + | (B°) — i (B)]
)

I
t\\

\u()
2dy (p,

IA A

De las Afirmaciones hasta aqui probadas, deducimos las dos primeras
igualdades de la Proposicién 4.1.4.
Para terminar, probamos:

Afirmacién 4.1.4 [, |g, — gald (n+ 1) = dr (i, f1).

Demostracién:

Sea f € L (Y,%,R) con | f|l, =

/deu—/yfd/l' -

/fgud(u+ﬁ)—Lfgpd(u+ﬁ)‘

uﬂb)‘
< /Ylf\ 9y — gald (p+ i)

< /|gu—gﬁ|d(u+ﬂ)-
Y

Luego,

r o) < [ 1o = gpld(u+ ) (4.4
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Por otra parte, tomando B como en la demostracion de la Afirmacion
4.1.3 tenemos:

/Y|gu—gﬂ|d<u+ﬂ> — W(B)— i(B) + i (B) — u(B)

(1 (B) = p(B%)) = (1 (B) — 1 (B°))
= /YdeM — /Y frdjfi. (4.5)

donde

_J 1 siyeB
fB(y>_{ -1 SinBC

Lueg07 fB €L <Y7 %71&) y HfBHoo =1
De donde, por la ecuacion 4.5 resulta

[ 1w gal -+ ) < a0
Y
Esto, junto con la ecuacion 4.4 prueba la Afirmacién 4.1.4.
|

De aqui en adelante sea: S C Z%,. = {A C S/1 < #(A) < o}, (E, &)
un espacio medible y .% la o-dlgebra &° sobre E7.

Proposicién 4.1.5 Sea v = (74) ey una especificacion sobre (ES, ﬁ)
Para cada s € ., sea S : & x B — R dada por

72 (Alw) = 75 (05" (A) [w)
Entonces, 73 es un nicleo de probabilidad de (ES, 9{5}) a(E,&).

Demostracion: Ejercicio.

Definicién 4.1.2 Para cada: v = (75) e €specificacion sobre (ES, ﬁ) ,a €
S,be S, sea

Yap = sup ({dv (v (17) 75 (Jw)) / (z,w) € T ({b}")})

Nota 4.1.1 7,, =0
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En efecto, como 72 es un niicleo de probabilidad de (ES , 9{@}) a(E,&),
se tiene que ) (A[-) es Fay = Fs\o-medible, VA € &.

Como (z,w) € T ({a}) ,zs\a = Ws\a-

Luego, 75 (Alz) =75 (Alw) ,VA € &.

Definicién 4.1.3 Sea v = (1) ey una especificacion sobre (Es,f). Por

definicion
a(y) = sup <{Z%b/a € S})
bes

Definicién 4.1.4 Sea v = (ya) e una especificacion sobre (ES, ﬁ) Dire-
mos que vy satisface la condicion D (de Dobrushin), si~y es q. l. y a(y) < 1.

Proposicién 4.1.6 Sean: A € 4 (E,8),® = (®Pa) ., un potencial sobre
(ES, 9) A-admisible. Si

Z J(Py) <oo,VaeS

Ae7(a)
#(A)=2

entonces Y* es quasi-local.

Demostracién:
Sea A € .. Por la Proposicién 2.2.5 (b) , bastarfa ver que Hy es quasi-
local.

Afirmacion 4.1.5 Sea A € . tal que A C A. Entonces:

<2, 2 (@)

a€EN AeS (a
A\A;ﬁ@

siendo On (HY) como en la Seccidn 2.2.

Supongamos probada esta Afirmacién 4.1.5.
Como A es finito y por hipétesis, se tiene que:

RDIPIRLIA

acA Ae.S(a)
A\AF#D

Luego, HY es quasi-local, por la Proposicién 2.2.1.
Demostracion: de la Afirmacién 4.1.5
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Sea (z,2") € T (A) (. oa () = oa (2')). Entonces

[HY () = HY (@) = | D (Pa(z) = ®a () (4.6)
AeSNA

Sea A € Y NA tal que A C A, como &4 es F -medible, A C Ay
(x,2") € T (A) se tiene que P4 (z) = $4 (2). Luego, la ecuacion 4.6

< Y Pa(@) = da@) <Y D 5(Pa)

AESNA ael Ac.#(a)
A\A£D A\AAD

Definicién 4.1.5 Sean A € 4 (E, &), f: E — R, &-medible.

Diremos que [ € Loy (E,&,R,N) si [exp (f (7)) A(dy) < oo.

En ese caso, llamaremos probabilidad sobre (E,&) inducida por f con
respecto a A a: Ay : & — R dada por:

1
Jeexp (f () A(dy)

Proposicién 4.1.7 Sean: A\ € 4 (E,&),h yg en Lopp (E, & R, N):
Sig=h—ge L (E & R), entonces

Ar(A) =

/A exp (f (1)) A (dy)

1
dr (A, Ag) < §5<Q) < gl

Demostracién:
Para cada 0 € [0, 1] sea

Vo = Noh+(1-6)g

Afirmacién 4.1.6 Sear € £~ (E,&,R).
Sea F,. :[0,1] = R dada por:

F6) = [ r(a)exp (O () + (1= 6)g (2) A (da).
E
Entonces, F, es diferenciable en [0,1] y

F/(0) = F,, (6),%0 € [0,1]

T
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Supongamos probada esta Afirmacién 4.1.6.

Sea f € > (E,&,R) con ||f] =1

Sea ' (0) = f«“{_((Z)) = Uy (f),V8 € [0,1] (donde “1” es la funcién idéntica-
mente 1 sobre F). Entonces:

Fo) =

Y (por otro lado)

F(0) = Y9(fq) — Vo (f)Vo(q)

Entonces:
F(1)—F(0) = /IF’(G)dQ
= [ n@na
= Y (f) = do(f)
= M (f) = A (f)
Luego:

() = A ()] < / 199 (f (¢ — 90 (q)))] dO
< /0/|q—?99(Q)|d)\oh+(1—9)gd9
< / 95 (14 — 05 ()]) d6 (4.7)

0

/(f (¢ — Vo (0))) dAon+(1-0)9| dO

Ahora:
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900 =90(@)) = [ la= 90 (0)| dhonsci-ay
E
< (/ (lg = 6 (9)7) d/\9h+(1—9)g)
E
= (Vo (lg =0 (q)]))®
Entonces:

Siguiendo la ecuacién 4.7

N |=
N[

do

(9o (lg — Y6 (@)*))? < / 1 (9o (lg — Vs (@)))

Por otra parte

Y9 (q) = /qd)\eh+(19)g = Exiia, (@)

Entonces:

Yo (¢ — 9 (q))°)

Var)‘@th(lfG)g <Q)
E/\9h+(179)g <(q - m)2)
Jg ((q — m)2) ,Vm e R

VANRVAN

De donde resulta:
Siguiendo la ecuacion 4.8

1

[ la- @R < [ (00 (g - mi) v e

En particular, para

=g {0 + it ()}

rcE zeFE

Entonces:

1 1

q—mzq—§sup(Q)—§1’nf(q)

135

(4.9)
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Luego:

1 1.
lg—m|l, = sup(q) — s sup(q) — = inf(q)

2 2
1
= 55 (Q)

Tenemos asi, de la ecuacién 4.9

[t = [ ([ moon) o

0
1
|

[N

lq —mll, d6
0
= llg=mll,

= %5@).

Tenemos asi, probado que:

M () = 2 ()] < llg = mil, = 56(a)

para toda f € Z*(E,&,R) con ||f||, = 1.
Entonces:

I (3 Ay) < 30 (0) = 30 (h — g)

Finalmente,

6(q9)=0(h—g) = sup(h—g)—inf(h-g)
= sup(h—g) —sup(g—h)

Entonces

6(q) <2|h =gl

Demostracion de la Afirmacién 4.1.6:
Sea 6 € (0,1). Sea ey > 0 tal que (6 — €5,0 +€5) C (0, 1).
Sea € € (—eg, €9).
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F (0 +e)—F.(0) = /ET () exp (0h () + (1 = 0) g (0)) [exp (eq (x)) — 1] A (dx)

(4.10)
Para cada x € E tenemos:

r(z) exp (0h (x) + (1 —0) g (0)) [exp (eq () — 1] =

F,(0+¢) — F, ()

€

:/Er(x)exp(gh(m)—i—(l—9)9(0))R(€a$))‘(d$)

donde R (e,z) =1+ Y1, e g(z)k — 1)L
Ahora, para cada = € E, R (e, ) — 1, pues
€E—r

IA

> 1

— k—1
Z e q (x) 7!
k=2

>, e lo @I
o)l 3 e

k2 |Q(9U)|k_2
< Jelfg (@) S fe 2
k=2 (k!
= lella(z)]
el fa ()] T — 0
Ademas, por estas mismas acotaciones:

IR (e,2)] <1+ |e||q ()| elN@ <1 4 || ||q<x)||ooe\e\Hq(z)Hoo

Como |e| ||q ()], el - 0, se sigue que Jey > 0, con € < € tal
e—
que

0 < lel < & = [el ] (@)]]c 11 < 1

Luego:

IR (e,2)| <2,Vx € E,V0 < |¢|] < €.
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De aqui:

| (2) q (z) exp (0h (z) + (1 = 0) g (x))[ |R (e, 2)] < 2[r () q (x) exp (6h (z) + (1 = 0) g ())],
Ve e B, V0 < |e| < ¢
Como para cada z € E, R (¢, x) —0> 1, por esta acotacion y por el Teo-

rema de Lebesgue de la convergencia dominanda F, es diferenciable en 6
y

/

FL0) = [ 7(@)a(@)exp Oh (@) + (1= 0) g () A (da)
Anélogamente se prueban que:

= [, es diferenciable a derecha en 0 y . (0) = derivada a derecha de F,
en 0= [,7(z)q(z) e (dz) = F,4(0)

= [, es diferenciable a izquierda en 1y F. (0) = derivada a derecha de
Foenl= [,r(z)q(z)e"®X(dx) = F4(1)

Proposicién 4.1.8 Sean: A\ € # (E,8),® = (Py)pcr un potencial -
admisible. Si sup,eg Zacsra (# (A) — 1) (Pr) < 2, entonces v* satisface
la condicion D.

Demostraciéon

Por la Proposicién 4.1.6 tenemos que 7% es q. 1.
Veamos ahora que a (y*) < 1.

Sean a € S,b € S,a # 0.

Sean z,2’ € E° con z (s) = 2/ (s), Vs # b.

Sean h: E— Ry g: E — R dadas por:

h(€) == Hiy (§xsva) = Z Dy (x5\a)

AeSNa

g (&) == Hy,y (E2.,)
Luego:

exp (=h (€)) = exp (—H{y (Exs\a)) = hiy (Exs\a)

exp (_g (5)) = eXp (_HJEI;} (fxig\a)) = h’c{ba} (fxfg\a>
Como @ es A-admisible, tenemos que —h y —g estdn en .Z,,, (£, &, R, \).
Sea q=—h—(—g)=g9—h.
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Afirmacién 4.1.7 ¢ € L~ (E,&,R).

Demostracién:

Sea ¢ € E.

¢(&) = g(&)—h(©)
= ) (®a (67.) — Oa (€ms0a)) (4.11)

AeSNa

Como P, es .#,-medible, se tiene que:
la ecuacién 4.11

- Z (®a (§5\0) — Pa (E750a)) -

AESNa,#(A)>2

Entonces:

lg (9] < Z (P (fiffg\a) — Py (Exs\a)) < Z d (Py) < oo por hipdtesis

AeSNa,#(A)>2 AeSNa,#(A)>2

Entonces ¢ € X~ (F,&,R).

Sea A € &. Entonces:

() (Ale) = vy (o () I2)

1
B Ji hc{b} ((xsva) A (dE) /Elg{al}(A) (£75va) ht{pa} (Exsva) A (dE)

T exp(—hl(g))A(dg)/lA (&) exp (=R (§)) A (d€)

(4.12)

Luego, Vf € £ (E,&,R) tenemos:

[E £(6) (42)° (dele) = /E 7(6) M (d9)

Anélogamente:
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[E £(6) (42)° (dela’) = /E F(E) Ay (de)

De aqui resulta:

dr ((48)" Cle), (78)° (12") = dr (A, Ay)

Por la Afirmacién 4.1.7 y por la Proposicién 4.1.7 tenemos:

ar ((2)° (). (62)° () < 12

Afirmacién 4.1.8 §(q) < 237,51, 0 (Pa)

Demostracién:
—q=h—-—ge L% (E,&R)yd(q) =0(—q)
Sea e > 0,3 yn € Elsup(h—g) — 5 < h(§) —g(§),mnf(h—g)+ 5 >

h(n) —g(n)
Entonces:

sup (h—g) —inf(h—g)—e < h(§) —g(&) —hn)+gn)

= Z ((I)A <§$S\a) — (I)A (fl’g\a) — (I)A (nxg\a) + (I)A (nx’s\a
AeSNa

< sup A (&,1)=A (< oo por hipdtesis sobre )
&n

donde

A (67 77) = Z ((I)A (5335\(1) - CDA (f’%{g\a) - (I)A (77-775\(1) + (DA (nxg\a))

AeSNa

Por otra parte:
Dado € > 0,3(£,n) € E x E tal que A({,n) > A—e =sup(h—g) —

mf(h—g)>2h()—g(&)—hn)+h(n)=AEn>A-c
Por la arbitrariedad de € > 0, queda probado que § (¢) = A.
Ademas, para cada £ y n en E es inmediato que si b ¢ A se tiene que

Dy (§x5\a) =0y <§x’s\a>, pues por definicién 3¢ : EA — R tal que

Pr (Ez510) = ¢ (04 (§50a)) = @ (0n (€7%510))
pues {xs\q (1) = Exg, (1) ,VE# by b €A
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Analogamente ® 5 (n:vg\a) =, <773:’S\a>
Luego:

A = sup Z (P (Exsva) — Pa (E7%510) — Pa (N5\a) + Pa (1251,)) < 2 Z §(Pa) .
&n {a,b}CA {a,b}CA

Finalmente:

a(7*) = swpd 7,

acs b+a

= SUISDZSUP {dv ((32) Clz), ()7 Cl2)) | (x, ') € T ({b}) })
ac bta

= SUEZ%SUP {dr ((3)" Clx), (32)° Cla") | (z,2") € T ({b})})
ac ba

< sup ! > 6(®a)
€S hza © {aprcA

= supg (# (A) —1) 0 (Pa)

De aqui se deduce facilmente la veracidad de la Proposicion 4.1.8.

Ejemplo 4.1.1 Espacio de estados binario. Sean: E = {0,1} /A : & —
R la medida de conteo, ® = (®p), ., un potencial A-admisible tal que

K(A) siz(t)=1,Vte A
Dy () = { 0 caso contrario,

St SUPues D nesna (F (A) = 1) K (A)] < 4, entonces se cumple la condi-
cion D.

Demostracion:

Que 7?® es q. 1. sigue por hipétesis y por la Proposicién 4.1.6.

Sea A € . Na tal que {a,b} C A con a # b. Sean z y 2’ en E° tales que
(z,2") € T ({b}°).

Por definicién de ®,, si z (b) # 2’ (b) entonces:

— @ (E25\0) + Pa (n750) = 06 P (Exsva) — i (N251a) =0
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De aqui, procediendo como en la demostraciéon de que A < 2> (aptca 0 (Py),
en la demostracion de la Proposicion 4.1.8, tenemos:

A< Y 8@ = Y |K®)

{a,b}CA {a,b}CA

De nuevo, procediendo como en la prueba de la Proposicién 4.1.8 tenemos
finalmente:

a(4%) <sips S (#(A) = 1)K ()

a€s AeSNa

De aqui es facil terminar la prueba del enunciado del Ejemplo 4.1.1.
|

Nota 4.1.2 Recordemos que las funciones hiperbolicas: coseno hiperbolico
(cosh), seno hiperbélico (sinh) y tangente hiperbdlica (tanh) se definen para

todo x € R por: sinh (z) = 1 (e" —e™®),cosh (z) = % (e”" + ™), tanh (z) =

: 2
—::;E((i)) Se cumplen las siguiente propiedades:

1. cosh es par.

2. sinh es impar.

3. tanh es impar.

4. dcosh (x) = sinh (z), Vz.
5. dsinh (z) = cosh (z) ,Vx .

6. sinh es estrictamente creciente sobre (—oo,+00) y cosh lo es sobre
[0, 00).

7. cosh? (x) — sinh® (x) = 1, V.

8. tanh es estrictamente creciente.

9. 0 <u < v = tanh (v) — tanh (u) < tanh (v — u).
10. 0 < a < = tanh (o + f) < tanh («) 4 tanh (3).
11. d?tanh (z) < 0,Vx € (0, +00).

12. tanh es concava sobre [0, +00).
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13. u,v cualesquiera = |tanh (u) — tanh (v)| < 2tanh (—'“;“')-

Demostracién:
Las propiedades (1) a (8) son directas.
Veamos la propiedad (9).

e’ —e "’ e'—e "
tanh (v) — tanh (u) = TR —
2 (evf’u _ e*(vfu)>
eUty 4 evu o= (vu) o~ (utv)
2 cosh (u + v) + 2 cosh (v — u)

Ahora, cosh (u+ v) > cosh (v —u) pues 0 < u < v y por la propiedad
(6)-
Luego, por la ecuacion 4.14
< 4sinh (v — u)

tanh (v) — tanh (u) < 725 00

= tanh (v — u)

Veamos (10)
Tomamos v = a + 3, u = «, entonces por (9):

tanh (a + ) — tanh (o) < tanh ((a 4+ 8) — «) = tanh (B)
Veamos (11) y (12)

inh h? () — sinh’ 1
dtanh () = d (sm (x)) _ cos (x) : sinh” (x) _ S
cosh (z) cosh” () cosh” (z)
Luego:
2 sinh
d?tanh (z) = —w < 0,Vx > 0.
cosh” (z)

Luego, tanh es estrictamente concava en (0, +o0) por el Lema C.0.2, pag.
302, de [Win95].
Veamos (13)

Casol 0<u<w.

En este caso, [u —v| = v — u y [tanh (u) — tanh (v)| = tanh (v) —
tanh (u).
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Luego, por (9):
|tanh (u) — tanh (v)| < tanh (Ju — v|) = tanh (2\’“2;0\> < 2tanh (\u_;v|>

Caso 2 u<v <0.

En este caso, 0 < —v < —u, entonces por Caso 1 tenemos:

|tanh (u) — tanh (v)| = |- tanh (—u) + tanh (—v)| < 2tanh (I—v—2(—u)\> _
tanh (@)

Caso 3 u<0<w.

En este caso, v y —u son mayores que cero. Luego:

[tanh (u) — tanh (v)| = tanh (v) — tanh (u) = tanh (v) 4+ tanh (—u) =
2 (3 tanh (v) + § tanh (—u)) < (tanh (g + %)) = 2tanh (%5%) =
2 tanh (lv_ul) .

2

Ejemplo 4.1.2 Condiciéon de Dobrushin para el modelo de Ising
sobre 7 x 7.

Sean: S =Z x Z,E = {-1,+1},8 > 0. Para cada A € .7, sea (BP), :
EY — R dada por:

(BPA) =0 si #(A)#20
si #(AN) =2 con A=1{t s} tal quet ¢ V!
(BPy) (2) = Ba(s)x(t) si A={t,s} conteV}

donde para cada s € S se define:

V= {t=(t1,tz) € S/ |s1 —ta| + |s2 — o = 1}

siendo s = (s1, S2).

Afirmacién 4.1.9 Sea HY () = Y oacsnn (BPA) (z) entonces

H (x)=) ) Br()z(t)— Y  Pr(s)a(t).

seA teV} SEAEEVINA

Luego HY® () es local.
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Demostracion: Ejercicio.

Pongamos 3@ = (8P4), .
Como E es finito, VA € . tenemos:

Z8% (z) = Z h® (§xs\a) < 00

¢cEA

donde

R () = exp (—HY" (@)

Para cada A € ., sea

" (Alx) = A Z La (€x5:0) hR* (€xsa)
A (.T) ¢cEA
Entonces v#® = (fyfq)> es una especificacion.
Aes

7P® es q. . pues Hf(b es q. 1. VA y por la Proposicién 2.2.5.
Sean a € S;be€ S. Sea A € &.
Si A = E, entonces (v2%)° (Alz) = 1,Vz € E. Si A = (), entonces
(v2%)° (Alz) = 0,Vz € ES.
Sea A ={{} con £ € {—1,+1}. Una cuenta simple muestra que:
1
1+ exp (f26 D tevi (t))

Sean ahora z € E¥ 2’ € E® tales que z (b) # 2’ (b) y x (s) = 2/ (s),Vs #

(v2%)° (Alz) = Vz e E°

Luego, para todo A € &7 tenemos:

(72")" (Alz) = ()" (Ala) = 0si b ¢ V)

Sea b e V!
Pongamos u (z) = 3,y 2 (1) = u(z) = u (') = u(z) € {-3,-1,1,3}
Luego

&\ © d\ © AN 1 1
() A= 02") (A = T e @ 1= ) 15 e @G+ 0)

Ahora:

exp (§23 (u (z) + 2 (b)) = avexp (€25 (b))
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donde o = exp (£25u (x))
Luego:
la ecuacién 4.15

1+ aexp (§262' (b)) — (1 + avexp (§28z (b))
14 aexp (£2B2" (b)) + avexp (§2Bx (b)) + a2
2sinh (—&£28z (b))

- é + a+ (exp (—£20) + exp (£23)) (410
Ahora:
é ta = exp(—€2Bu () + exp (€2Bu (z))
= 2cosh (=&2pu (x))
= 2cosh (2fu (x))
Luego:
la ecuacién 4.16
2sinh (—£26z (b)) (4.17)

2 cosh (20u (x)) + 2 cosh (23)
Sea ahora p la medida con signo sobre (E,&) = ({—1,1}, 2 (F)) dada
por:
p()=(72")" Cle) = ()" (fa')

Luego, si f es una funcién de E en R tenemos

[ fn=F-Du-1h+ F R (4.18)
Por la ecuacién 4.17 tenemos:
B sinh (—£25)
neh) = cosh (20u (z)) + cosh (23)
Entonces,
n({¢}) = —n({-£}h) (4.19)

Por la ecuacion 4.18 tenemos:
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/ fdu=(F(€) — f(~6) n({€})
Si fe 2%y |Ifll =1
‘ / fdu’ < 1F(6) — F(-O)| [n(~6)] < 2|u(~6)
Sea fy: E — R dada por

Jo (f) =1, fo (—5) =-1

entonces || foll, = 1.
De aqui resulta

/ fdu‘ — 2 ({})]

sup
Fe€2°°| flloo=1
Luego:
dr ((qu’)o('lx),(qu’)o('\x’)) = sup /fdu‘
fe£>|fllo=1

= 2[u({&})]
|sinh (—£26z (b))]
cosh (2pu (z)) 4 cosh (23)

Sea cosh (z) = 5 (e” + "), funcién par (simétrica en x=0), luego cosh (23) =
cosh (—28) = cosh (|23]).

dcosh (z) =1 (e" —e™®) =sinh(z) >0siz >0y <0siz<0.

De esta forma cosh queda creciente para x > 0 y decreciente para x < 0,

entonces cosh (2u (x) 5) = cosh (2|u (x)| |3]) > cosh (2 |5]) = cosh (2/3) , pues
|u(z)| > 1 pues u(z) € {-3,-1,1,3}
Luego cosh (2U (l’) /B) > cosh (26) = cosh(26u(m§)+cosh(25) < 2cos%1(26)'
Luego para (z,2') € T ({b}°) :

o (028 Gl G2 () = W (D)l = oy e 3

cuando z (b) # 2/ (b) y be V!

y
do (26°)° (1), (46%)° (1)) =0
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cuando z (b) = 2/ (b) 6 b ¢ V1.
Entonces para b ¢ V:
b= swpdu ((8%) (o), (507)° () =0
(z,2") €T ({b})

y para b € V.!:

wh = s dp (38%) (), (47) ()

(z,2") €T ({b})

- sp dy ((4%)° () (367)7 (1))
(z,2") €T ({0}°),x(b)#x' (b)

senh (25

= sup
w(@)e{-3,-1,1,3} cosh (28u (z)) + cosh (2/3)

_senh (23])

~ cosh (2p)

= £ tanh (2]3)

Liuego & (17%) = sub,es (Syes 775 ) = Sbes Siery 1oy = 43 tanh (2]8))
pues #V1! =4

Luego « (v7®) = 2 tanh (28])

B® satisface la condicién de Dobrushin si « (’yﬁq’) < 1 iy sélo si

2tanh (2|6]) < 1

1. (1+3
2 -1 2
8l < Qn(l_%
1
0<|8 < >In(3)~0275

4

***18_1_4***
***COMIENZO tesis Valeria***

Ejemplo 4.1.3 Condiciéon de Dobrushin para el modelo auto-logisti-
co, extraido de [Rullf]: Para a € S = Z X Z, sea Oa = V? = {s+uv;}}_,, con
v1=(1,0), v2=(0,1), v3=(1,1) y v4=(—1,1). Luego:

a—v3 | a—v | a+ vy
da=|a— vy a4+ vy |
a—vy | a+vy | a+vs
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Sea E = {0, 1} el espacio de estados, B; con 0 < i < 4. El modelo auto-
logistico (anisotrdpico, de Besag) es el definido por el potencial

Bitiiy, AN={t,t+uv}te S 1<i<4
Dy () =< Pory A ={t} Vo € E°.

0 caso contrario

La funcion de energia local en a € S queda:

4
H{a} (37) = Zq <60 + Zﬁi(xtﬂrvi + xa”i)) )
=1

y la caracteristica local:

(2) = exp — (wa (ﬁo + Zf‘zl Bi (Tg—0, + xaﬂi)))
Pla} 1+ exp— (ﬁo + Zle Bi (T, + xa_m)) '

Proposicién 4.1.9 Sea ® como en el Ejemplo 4.1.3(modelo auto-logistico),
se cumple:

4
22tanh(|ﬁl| /4) < 1= se cumple la condicion D
I=1

Demostracién:

Sea v la especificacién de Gibbs para ®.

Por otra parte, 0 (Pa) =2 = D\ s 4a)>20 (Pa) < 00 = 7% es q. L. por
la Proposicion 4.1.6.

Luego, para demostrar el teorema basta con demostrar que a(y) < 2377, tanh(| 5] /4).

Seaa €S, t€da, zy wen E tal que To\t = Wa\¢-

Si ; = wy, entonces z = w y d(72(-|z),y2(-|w)) = 0.

Seax; =1—w;, dondet =a+v,6t=a—uv, paral <[ < g.Sin pérdida
de generalidad, se asume que t = a — v;. Entonces z, = w,, Vir Za — v, y
Log—vy = 1- Weg—v; -

Es de notar que :

A2 1), 0 Chw)) = sup {|72(Alz) = 1(Alw)] /A € &
— mix {h2(Ale) — 72(Alw)|/A = 0, E, {0}, {1}}
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e (@) = @lw)] = [0-0]=0
a(Elz) = va(Elw)] = [1-1]=0
ha({1Hz) = v({1Hw)| = ha({0}Hz) — 72 ({0} w)]

(pues 7, ({1}|z) = 1 = 1q({0}[x)), entonces:

d(Va(|2),7a(1w)) = |ra({1}a) — 2 ({1}w)]

e~ (504‘2?:1 Bi ($a+vi +xafv~; ))

1 + e~ (Bo+ iy Bi(Tatv; +oa—v,))

e—(Bo+3i1 Bi(Wartv; +wa—v;))

1 + 6_(/60+2le ﬁi(wa+vi "qu.fvi))
1

‘ 1 + eﬂO‘i’Bl (ma+vl +xa—vl)+zi¢l ﬁi(ma-&-vi +xa—vi)
1

- 1 + 660+Bl(wa+vl +wa7vl)+zi¢l Bi(wa+vi+wa7vi)
B 1
B 1 _'_ 6/80+Bl (xa+’vl +517a7vl )+Zi¢l Bi ($a+vi +$a7vi)
1

N 1 + 6’80+Bl(wa+“l+(1_$G*U1))+Zi7§l Bi(l’a+vi+$a7vi)

2

1 1
14 ePFaned 14 ePrll=va—u)el
eﬂl(lfxa—vl) _ eﬁlxa—vl

679 + eﬁl(xa—vl) + eﬁl(l_xafvl) + 6’8160

B |1 — e

~ efief fef 4 efi €

< 11— e’

= ePe B2 L eBi/2 L B 4+ ]

B 11— e B (14 eP/2)|1 — P2
(1+ ehi/2)? (1+efi/2)2

L= efr2| Bz g
14+ eB/2  elfil/2 11
(pues elie™A/2 4 P12 < efre + e72 2 € R).

= tanh(|3] /4)

20 = Bo + ﬁl(xa-'rvz) + Ei;él ﬁi(xaﬂzi + ma—vi)
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Luego Yoy, < tanh([Gi] /4) ¥ Creputar < iy 2tanh(|] /4), Ya € 5,

entonces:
4
a(y) = sup {Z va,t} <2 tanh(|3] /4)

a€5 (4o =1

La Proposicién 4.1.9 provee de una regién para los parametros de inter-
acciéon. Se la llama region de unicidad y se puede ver su grafico en la Figura
4.1, correspondiente al modelo del primer orden (cuando da = V,! o cuando

f3 = B4 =0).

Figura 4.1: Region de Unicidad

***PIN tesis Valeria***

Ejemplo 4.1.4 Sea E = {—1,+1}. Sea & = (®y),., un potencial dado
por:

D (2) = —[Ja®) T (A)

teA

con J : % — R tal que @ satisface:
sup »  (#(A) = 1) tanh (|7 (A)]) < 1.
€5 AeFMa

Entonces v* cumple la condicién de Dobrushin.

Demostracién: Sean a y b en S con a # b. Sean x, 2’ en E con z (b) #
2 (b) y x(s) =a'(s),Yx #b.
Sean h: FE — Ry ¢g: E — R definidas por:
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h(§) = H{a} (éxs\a) Z(I)A Exs\a)

a€A

&= (¢t

a€A

Sea { € {—1,1}

Afirmacién 4.1.10 (a) ( ) ({&}Hz) = %tanh(h(f)) +

N

(b) (v)" ({€} |a') = —5 tanh (g (€)) +

N |

Para que ® sea potencial, debe cumplirse que >, |J (A)] < oo.

Por otra parte, 6 (®r) = 2[J (A)] = Yac s 4220 (Pa) < 00 = 7% es
q. L. por la Proposicién 4.1.6.

La haremos para (a), pues (b) es similar.

exp (—h (§))
( ) ({&} ) = exp (—h (§)) +exp (—h (=£)) (4.20)
Ahora, para A € . N a se tiene:
Dy (Exga) = —Po (—Exs\a)
Luego:
la ecuacion 4.20
) exp (~h (6)) _enh@) )

exp (—h (§)) +exp (=h(=¢))  2cosh (h(E))

Lema 4.1.1

1
—  _ ~— _Ztanh
2cosh (y) 2 o )

Demostracién:
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e Y 1 e ¥ —cosh(y)

2cosh(y) 2 2cosh(y)

e¥4e Y
2

2 cosh (y)

2 Y—e¥4e ¥
2

2 cosh (y)
eY—e—Y
—elet

2 cosh (y)
_ sinh(y)
2 cosh (y)

efy J—

Luego:
la ecuacién 4.21

= —%tanh(h &) + %

Sea 1 la medida con signo sobre (E, &) tal que V¢ € E se tiene:

n({e}) = ()" (€} o) = () (&} 2')

Por la Afirmacion 4.1.10, tenemos:

p({€}) = 3 (tanh (g (€)) — tanh (b (€))

Como h y g son impares, se tiene que:

p{=€1) = —n({&}).

Por lo tanto, para toda f : F — R tenemos:

(éﬂm'z PO+ F D) p{-1))
) - P (1)

%ua>(n—muwhma»—mmumnn
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Por (13) de Nota 4.1.2 se tiene:

[ ] <170 = -0t (29

Por lo tanto:
dr ((72)" (l2), (08)" (=) = %sup{[Efdu’\||f||oo_1}

< tanh (M) (4.22)

2
(4.23)

Ahora, como z (s) = ' (s), Vs #by x (b) = —a' (b):

h(1)=g(1) = ) & (lzswa)

a€A

= ) (0a (lrsa) — Ba (17%,))

{a,b}CA

= 2 ) B (lzsy)

{a,b}CA

Por lo tanto, por la ecuacion 4.22:

dy (48)° Clz), (70)° (-a) < tanh( Y oy (1x5\a))

{a,b}CA

< tanh [ Y [J(A)]

{a,b}CA

> tanh (|J (A)]).

{a,b}CA

IN

Por lo tanto,

a(y?) =sup Z Yo < sup Z Z tanh (|J (A)]) (4.24)

aES S bta 9E€S e S bta {ab}CA

Ahora, por la hipdtesis sobre J, tenemos que:
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> tanh (|7 (A)]) < o0

AESNa

Luego, por la ecuacion 4.24 tenemos:

sup » Y tanh(|J(A)])

€S A e ZnabeM bta

= sup Y (#(A) —1)tanh (|7 (A)])

a€s AeSNa

a(7?)

IN

De aqui se deduce facilmente lo que se queria probar.
|
Ejemplo 4.1.5 Sea £ = {—1,+1}. Sea J : Z* — [0,+0) con J(0) =0 y
J (i) = J(—i),Vi € Z?
Sea ® = (®p), . un potencial dado por:

@A@):{ Ji=i)a(iat) o= (i)

caso contrario,

(a) Supongamos que ). .,2J (s) < 0o, entonces ® es sumable.

b) Si ademds »tanh (J (s)) < 1, entonces ¥* cumple la condicion de
SEZL
Dobrushin.

Desarrollo:

Que 7?® es q. L. sigue por el Corolario 2.2.1

Veamos (a).

Sea a € S. Entonces, para cada A = {a,b} con a # b tenemos:

@]l = sup {|@a (2)| /2 € E°} = J (b - a)
Luego:

S =Y Ty =3 () <o

AeSNa beZ? i€Z2

Veamos (b).
Sean a,ben S con a # b. Sean x y 2’ en E° tales que z (s) = 2/ (s),Vs # b
y z (b) # ' (b). Sea & € {—1,1}. Definimos

n({e)) = () (& o) = (va)” ({&} l2")
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Pongamos
h(€) = Hpy (E0s,) = ) &' (i) J (i —a)
i€Z?
Luego:
exp (—h (§))
O = @) ren iy 4
Ahora, h y g son funciones impares.
Entonces:
la ecuacién 4.25
exp (_h (5)) o €xp <_h (5)) (426)

~oxp (—h (&) +exp (A (€)  2cosh (h(€))

Por el Lema en la Demostraciéon del Ejemplo 4.1.4.
la ecuacion 4.26

— J tanh (h () +

Analogamente:

(30)° (€} ) = — banh (9.(€)) + 5
Por lo tanto:

p({€)) = 3 (sanh (g (£)) — tamh (1 (£)))
También: pt ({~€}) = —p <{£}>.

Luego, si f: E — R, entonces:

= )= £-D] g i (1) g (1 (1)
S
Por consiguiente
do (42)° (1), (52)° (1a")) < tanh (M) (4.27)

Ahora:
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lg() =hW)] =D ' (@) J(i—a)=> (i) J(i—a)|=2J](a—Db)

€72 i€Z2

Entonces, por la ecuacién 4.27:

dy (42)° (). (4)° (1)) < tamh (J (a — b))
De donde:

a(y?) = suvaﬁb < Ztanh(J(i)) <1

a€S jeg i€z2

Ejemplo 4.1.6 Campo externo grande. Sean: E = {—1,1} |\ la medida
de conteo sobre (E, 2 (E)),® = (Pp) ey un potencial sumable tal que:

(I){S} ($) =—hx (S)

con h € R, para todo v € E°, para todo s € S.
St

M supdesp [ o3 S@a) | @A) - Ds@y)

a€sS
#(A)>2

entonces se cumple la condicion de Dobrushin.

Demostracién:

Que 4% es q. 1. sigue por ser ® sumable y el Corolario 2.2.1.

Sin pérdida de generalidad, suponemos h > 0 (pues si h < 0, se intercam-
bia 1 por —1).

Sean a y ben S con a # by sean ¥ € E°, 2’ € E¥ tales que z(s) =

2 (s),Vs #by x(b) #a' (b).

Para cada £ € E sean:

h(€) = —Hpy (rsva) = — Z Dy (Exsva) -

AeSNa

9(&) = —Hp, (Ex%,) = — Z Dy (Ex%,) -

AeSNa

p({e)) = () (& o) = (va)” ({&} 1) -
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Luego, poniendo ||u := dy ((7;1’)0 (-|z), (75)0 (]2")):

lull = sup{

= sup{

Procediendo como en la demostracién de la Proposicion 4.1.7:

/Efdu‘ fE—Reon ||f]., = 1}

[r@ave- [ 1@, (5)‘ J£5E > Reon £l ~1]

2 [l g/o (vo (g — m)?))? db, ¥ € R

con Vg = Agny(1—-0)g Y ¢ =h—g

En particular, para m = ¢ (1). De donde:

N

2 Jlull < sup { (v ((a = a(1))?))

0<0<1

} (4.28)

Pongamos ug (§) = 0h (§) + (1 —0) g (§),VE € E.

Entonces:

M=

et epw)) )
o lla—a ) = (@0 o) o SR )

= g (=1) = g ()] (1 + exp (g (1) — up (~1))) % (4.29)

Ahora:
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ug (1) —up(=1) = 6h(1)+(1—=0)g(1) —0h(-1)—(1—-0)g(-1)
= h—0 Z D4 (lrga) — (1 —6) Z O, (12,)

AceSNa AcSNa
#(A)>2 #(A)>2

| h— Y e (lasn) —(1-0) Y @ (-1ak,)

Ac#Na A€ Na
#(A)=2 #(4)22
= 2h—40 Z (CDA (1xS\a)_(I)A (_1755\@))
AcSNa
#(A)=2
S0 Y (@ () — B (- 12,)
AeSNa
#(A)=2
> 2h—0 Y 5(da)—(1-0) Y 6(Pa)
AeSNa AeSNa
#(A)>2 #(A)=2
= 2h— > (P4
AceSNa
#(A)>2

Luego por las ecuaciones 4.28 y 4.29

2 |ull < lg(1) —q(=1)] | L+exp(2h)exp [ — Y ()

AcSNa
#(A)>2

1
2

IN

g —g(-1)] | Pep | = 3 5@
AeSNa
#(A)>2

= Jg(1) =g (=1)]e"exp Z 5 (®4)

AcFNa
#(A)ZQ

= hexp Z 5(Pa)|0(q)

AcSNa
#(A)22
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Por la Afirmacion 4.1.8 en la demostracién de la Proposicién 4.1.8 tene-
mos:

1
“h
2 [[pll < e exp 3 E 0(Pa) |2 E 0 (Pa)
AeSNa {aJ)}CA
#(A)>2

Luego

D oves = D_sup{du ()" (o), (3)° (12) fz,2" € B, (s) = 2’ (s), Vs # b}

bes beS
b#a b#a
1
—h
< > |eexp 5 > 5(@a) | D d(@a)
bes AeSNa {a,b}CA
bZa 4(A)>2

< 1,Va € S, por hipédtesis.

Por lo tanto:

« (V(D) = suvaf’b < 1.

a€esS bes

b#a

Notacién 4.1.1 Si & = (®y),., es un potencial y B € R, 8 # 0, entonces
pondremos O para denotar el potencial definido por (5®), = fPy, VA € 7.

Ejemplo 4.1.7 Bajas temperaturas Si (E,&) es un espacio medible,
una medida finita sobre (E,&) y ® = (®p)pc un potencial que cumple
que: existe B > 0 tal que si 0 < B < B = BD es A-admisible y c(®) =
SUDges X nesng (F(A) —1)0(Pa) < o0

entonces por la Proposicion 4.1.8, existe By > 0 tal que 0 < B < [y =
« (yﬂq’) < %c(/B(I)) <1y~ es q.l.. En otras palabras: para temperaturas

altas % se cumple la condicion de Dobrushin.
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En este ejemplo también veremos que, bajo ciertas condiciones la condi-

cion de Dobrushin se cumple ademds para temperaturas bajas, es decir para

% suficientemente chico.

Sea E con #(E) < oo y& = P (E). Sea X\ la medida de conteo sobre
(E, 7 (E)).

Sea ® = (®p), . es un potencial tal que

1. g = SUPueg D pcrng (#F (A) = 1) 0 (Py) < o0.

2. Jxy € E° tal que

. p @ g
b(@)=1nf il [H{ (2) = Hiy (20 (a) 2510)] > 0

z(a)#zo(a)

Entonces, 381 > 0 tal que B > (1 = [P satisface la condicion de
Dobrushin.

Demostracién:

Que 77® es q. L. sigue de 1. y por la Proposicién 4.1.6.

Sean a € S,b € S,a # b;xr € ES 2’ € ES tales que x (s) = 2/ (s),Vs #
b,z (b) # ' (b).

Usando la misma notacion y argumentacion que en el Ejemplo 4.1.6,
tenemos que si p es la medida de probabilidad que cumple:

p({e)) = () (U o) = () (e} '), ¥e € B

entonces

2l = sup{

[Efdu‘ /f € 2(E,&),|fll. = 1} (4.30)

— sup {Zf(&)u({ﬁ})/f B Ry supl) (6)] = 1} (4.31)

(el

< sup (w((g—m)?)? ,VmeR (4.32)
0<0<1

donde vy = Agpy1-0g y ¢ =h —g.
Tomemos m = ¢ (o (a)).
Entonces
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N

(v (2= m)?))* = ( 3 @00 - (o (@) <2l )

P > _cer exp (ug (€))
EF#xo(a)
(4.33)
donde ug (§) =0h(§) + (1 —-0)g (&) ,VE € E.
Continta la Ecuacion 4.33:
X ser oxp(u () 2

< 00 ZQGE exp (ug (€))

B S e 5 (1 (Q)) — exp (ug (20 ())) ) *

= deE exp (ug (€)) )

) ol @) )

= |1 ZCGE exp (ug (C)))

= s 1= ! %

- > cer D (g (C) — ug (a0 (a)))

) S e oxp (g (€) — g (0 (a))) = 1) *

= O TS e (w0 (O — o (20 (@) )

S ser exb(un(€) s (w ()
= YTy o on @ —u @ @)
EF#xo(a)
< 5(g) | D exp(ug(§) — up (wo (am) (4.34)
w0 (a)

Ahora para £ € E, £ # x¢ (a) tenemos para 0 < 0 <1

ug (&) —ug (z0 (a)) = —0 (H;I’ (fiUS\a) - Hf{i} (960 (a) xS\a))

— (1= 0) (Hoy (§2%5\0) — Hioy (20 (a) 75,))
—0b(P) — (1 —0)b(D)

—b (D).

I IA
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Luego, siguiendo la Ecuacion 4.34:

N|=

8(a) | Y exp(ug(€) — g (z0(a)))

&#xo0(a)

IA

0 (q) (# (E) = 1) exp (=0 (®)))

exp (—%b(@))

Por la Afirmacién 4.1.8, en la demostracion de la Proposicién 4.1.8, tene-
mos:

N|=

= 0(q) (#(E)—1)

@) (#(5) = DEexo (~50(®)) < (#(8) - DEexo (~50(@)) 2 3 d(@
i)

Hemos probado entonces que:

= s ( (42)° (o), (2)° () [ ) € T (1))
< @E)-view(-p@) ¥ s

{a,b}CA
Luego, Va € S:
1 1
S ) - Ve (—30(@®)) T (#()-Dd(@y
beS AeSNa
b#a
Luego: V5 > 0

348, < Be ) (# (E) —1)% ag
besS

b#a
Por lo tanto

_1 1
a (’Y'M)) = SUEZVS,}I: < Bem M) (# (E) — 1) ae ﬁ—>—+> 0
aeo ey >

b#a

de donde se deduce facilmente lo que se queria probar.
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Ejemplo 4.1.8 Modelo de Potts autoferromagnético para N “gran-
de”. Sea S C 7 X 7 infinito. Sea S una familia (no vacia) de subconjuntos
de S tal que

(1) #(B) =2,VB € J.

(2) S =Us2.

(3) # (V¥) < 00,V¥s € S, donde V¥ = {t € S/{s,t} € A}

Sean: E ={1,2,...,N} con N > 2, & = P (E), X la medida de conteo
sobre (E,&). Sea J > 0 Para cada A € .7, sea @) : E° — R dada por:

A 0 caso contrario

donde § es la delta de Kronecker Supongamos que:

(1) A= sup {# (V) /s € S} < 0.
(5)3A < N < oco.

Entonces:

(a) ® = (Pp) e €5 un potencial sumable.
(b) o (%) < 1.

Demostracién:

Veamos (a)

Seas€S,Ae S Nstalque Py Z0< A= {s,t} e H# <tec V.
Luego:

> sl = 3 ([P <o

AesNs teVye

por la ecuacion 4.34.

De (a) sigue que v® e q. 1., por el Corolario 2.2.1.

Veamos (b)

Sean a € S,b € S con a # b.

Sean ¥ € E° 1’ € E¥ tales que z (s) = 2/ (s)Vs # by = (b) = 2’ (b).
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Sean h: E — Ry g: E — R dadas por:

h(€) = —Hpy (§x5va) , 9 (&) = —Hpy (§2%,) , VE € E.
Sea 1 la medida con signo sobre (E, & (F)) dada por

p({€) = ()" (&) — (00)" ({€} |2") . V¢ € E.

Recordando que ¢, = sup ({3 sup ({| [z f () du(©)]/flo =1}) / (z,w) € T ({b})})

Sea f : E'— R cualquiera. Entonces, si ||f|| = 1.

e9(8)
)| - - [ e ) o )
<s> 09()
— \(d
< /Ef ) Tperon Y|
eh<< dg /\e eg<f|A (d¢)
g(&)
@~ @ [
= ﬁ/ ‘eh(é)_eg(ﬁ)P\ df
U ed(¢ O [ g0
I eh<< dg fEeg“ / Aldg)
< mé]e —eg<< |>\ dg) (4.36)
Ahora:
) = exp Z Jo (&, x
jeve
) = exp Z Jo (&,
jev®
Luego:

exp ( > J6<£,x<j>>) — exp ( > Ja ()

JEVE JEV

(4.37)

/E e — )] ) (d) = 3

e
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Caso b ¢ V.7

En este caso, z (j) = ' (j),Vj € V..

Luego: e"® = 9 V¢ € E y entonces pu({¢}) = 0,V¢ € E. Luego
Yap =0 para b ¢ V.7

Caso b € V7.

la ecuacién 4.37

= exp [ =T Y 5(&a()) | e OEE) — o7 oD (4.38)

(ER jev?t

i#b

Como J > 0:
la ecuacién 4.38

< Z ‘e—J(S(f,:c(b)) _ e—Jé(w’(b))‘
€€k
. Z o Jo(Ex(®) _ e—Jé(E,x’(b))‘

ce(a(®).a’ (b))
= 2(1—e’)
< 2 (4.39)

Por otra parte:

/E ON(E) =3 MO =S exp [ = 3 5 (€2 () (4.40)

¢eE ¢EE jev#t

Sea ahora E' = {f €eE/E#x()),Vj€ Vaﬂj}
Entonces:
la ecuacién 4.40

> Y exp = Y 5 x())

EEE JeVE
= #(F)
(#(B)—# (V)

v



4.2. COMPARACION DE PROBABILIDADES DESDE EL PUNTA DE VISTA “MICROSCOPICO’

De donde, por las ecuaciones 4.36, 4.39 y esta tultima desigualdad, para
b€ V7 tenemos:

vE, < 2(#(B) - # (V)
= 2(N=#(V") "

Y como 7y, = 0 para b ¢ V"

D iy = D Yo
ll));:éi beVv ¥
# (V)

(N —# (V)
2A

S oAy

< 2

Luego:

o o _ 24 24
HARA D DL ey f v vy

a€S o5

b#a

Ejemplo 4.1.9 Unicidad en el caso S = 7.

En la pdg. 165 de [Geo88] se demuestra el siguiente resultado:

Sean: E un espacio métrico separable y completo; & la o-dlgebra de Bo-
rel de E; X\ una medida finita (no negativa) sobre (E,&); S = Z;. =
{ACS/T<#(N) <o0};® = (Pa)pe, un potencial sumable (luego, co-
mo A es finita, ® es A-admisible). Si SUPeg Y pe ()0 (Pa) < 00, donde
T (a) ={A € & /min(A) < a <max (A)} entonces # (4 (v*)) = 1.

4.2. Comparacién de probabilidades desde el
punta de vista “microscépico”.

Definicién 4.2.1 Sea [ € £ (ES,Q,R). Para cada b € S, llamamos
“oscilacion de f en b” a:

0 (f) :=sup{|f (x) = f ()| / (w,2") € T ({0}")}
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Definicién 4.2.2 Para cada f : ES — R, b€ S,z € ES definimos f,. (§) =
f(Ezsyp), VEEE

Proposicién 4.2.1 Sea f: E° — R quasilocal, b € S. Entonces:
0 (f) = sup {0 (foz) Jx € B}

Demostracién: Ejercicio.

Proposicién 4.2.2 Sea f € & (f S (ES,E,R) Y €es q. l.). Se cum-
ple:

S(f) < 6 (f)

Demostracion:
Sean z,z’ en E° cualesquiera. Veamos que VA € .¥

If (@) = £ (@) < |f (zazsa) = f (zazloin)| + > 6 (f) (4.41)

beA

En efecto:

|f (x) — f(l’/)’ < ‘f(iU) - f (Z’Axﬁ;\/\)’ + |f (l’Afﬂfg\A) - f ($§\5U/5*\A)|

Pongamos
A={bi,...,b.}
Entonces:
[ (2azioin) = F (@haon)| = |f (@0, e, 2500) — F (2, o 25 200)|

= |f (zb, b, - - .xbn:r:/s\A) — f (z),z, - - .xgnx/S\A)
+ f (@, Ty Ty - Ty, T p)

— [ (@), @,y T, T\ n)

+ ot (g, .xgn_lxbna:g\A)

- f (xgl . xgnxg\A)}

> 6 (f)

beA

IN
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Por la Proposicién 2.2.1, dado € > 0,3A € & tal que Oy (f) <e.
Por la ecuacién 4.41 tenemos entonces

[f (@)= F @)<Y 0 () +e<D 6 (f)+e

beA bes
Luego 0 (f) < cq 0 (f) por la arbitrariedad de € > 0.

Definicién 4.2.3 Sean p y i1 dos probabilidades sobre (Es,gs). Diremos
que a = (ap)peq con ap > 0,Yb € S es un estimador para jv y i si

() =A< S ady (f)

besS
para toda f € Z.

Proposicion 4.2.3 Sean: p y ji dos probabilidades sobre (Es,ﬂs); a =
(ap)yeg un estimador para p y fi. Para cada A € 7 se cumple:

lu(9) = iy = s { PO ey 2 tef < S

beA
donde L) = {f S 7 (ES,Q,R) /App € L (EA,@@A,]R) tal que f = ¢y OO’A}
Demostracion:

Sea f € 2y, f # cte. = fesquasilocal = |u (f) — i ()| < X peg @l (f) =

1 (f <y b‘sb (4.42)

bes
Sea ¢p € L (EA, é"A,R) tal que f = ¢ 00y.
Sea b ¢ A. Sean x,2' en E° con z(s) = 2'(s),Vs # b = x(t)

V(1) € A= f(2)— (2') = 6n (0 (2)) - 6n (0 (+")). Luego, & (f) = 0.
Por lo tanto, por la ecuacion 4.42:
|M(f)—ﬂ(f)|<zab5b(f) (4.43)

5(F) 25 ()

Por otra parte, para todo b € S, tenemos

0 (f) = sup{|f(z) — f(@)]/(z,2") € T ({b}")}
< sup{|f(z) = f ()] | (z,2') € E° x B}
= 0(f)

Entonces, por la ecuacion 4.43 se deduce lo que se quiere probar.
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Proposicién 4.2.4 Sean: j y fi en & (ES, ﬂ) Para cada b € S sea ap = 1.
Entonces: a = (ay),cq €s un estimador para p y fi.

Demostracion:
Sigue de la Proposicion 4.1.4 y de la Proposicién 4.2.2.

Proposicién 4.2.5 Sean pyjien P (E%,6%):a = (ap),eg conay, > 0,Vb €
S. Si

() =i (DI < S by (f),Vf € &

beS

entonces a es un estimador para (L Y fi.

Demostracion:

Sea f quasilocal y f € £ (Es,f,]R), estoes: f € 2.
Sea z € E°.

Para cada A € . sea fj : E° — R definida por:

Sa () = f(oa () zs\a)
Luego, fo € £, VA € ..

Afirmacién 4.2.1 (fr),., converge a f en £ (E®, .7 R).

Demostracién:
Sea € > 0.
Como f es quasilocal, Ay € . tal que:

AN CA€ES = dpp € L™ (EA,éaA,]R) tal que

€
17— oromle <5

Luego, para todo y € E° tenemos:

1f (y) — fa ()] (y) — droon (W) + [@a oo (y) — fa(y)l

)
(y) — daoon (W) + [¢a0oa (oa () zs\a) — f (o4 () zs\4) |
‘ (4.44)
(4.45)
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Como |v(g) —v(h)| < |lg— R, Vg, h € L Vv e P, por la Afirma-

cién 4.2.1 se sigue que (|p (fa) — /2 (fa)])pe» converge a | (f) — i (f)]-
Luego, dado € > 0,3Ay € .¥ tal que A\ CA € ¥ =

I (f) =i ()] < u(fa) = (fa)l +e
< Zab5b fa) +e (4.46)
bes

por hipétesis, pues fy € Z.

Afirmacién 4.2.2 (a) b ¢ A= 6, (fr) =0.

(b) b e A= b (fa) <0 (f).

Demostracién:

Veamos (a).

Sea (y,y') € T ({b}").

Como b & A, T (A) CT({b}) = oa(y) = oa (¥) = fa(y) = fa (¥)

Veamos (b).

Sea (y,y') € T ({b}") =y (s) =y (s),Vs # .

Como b € A, (o4 (y ):):S\A, A (Y') fL"S\A) eTH{b}) = [faly) = fa W) =
[ (oa W) zs\a) — f (oa () zs\a)| < 6 (f)

|
De aqui por la ecuacién 4.46 tenemos
() = (D<) andy (f) + €
bes
Por la arbitrariedad de € > 0 queda probada la Proposicién 4.2.5.
[ |

Proposicion 4.2.6 Sean p y ji en & (Es,ﬁ). Para cada k= 1,2, ..., sea
ak = (af)bes un estimador para j y fi. Supongamos que para cada b € S Ja, >
0 tal que

ap = h’lrfn ay (4.47)

Entonces a = (ay),cq €5 un estimador para pu y fi.
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Demostracién:
Sea f € L, f#£cte=dN € .S ¢pp € L (EA,é"A,]R) tales que

F=droan (4.48)
Sea € > 0. Como # (A) < oo, por la ecuacion 4.47, Ikolk > ko =

€

ay < ay+ (4.49)
' (Xyeadv ()
Sea k > k.
Como a* es un estimador para u y fi,
()= (HI< D ags, (f) (4.50)
bes
Por la ecuacion 4.48 tenemos que
Por la desigualdad 4.50 tenemos
() =Nl < Y ays(f) (4.51)
beA
< Z apdp (fa) + € (4.52)
beA
< Z apdp (fa) + € (4.53)
bes

Por la arbitrariedad de ¢ > 0 y por la Proposicién 4.2.5 (anterior), se
concluye que a = (a3),.¢ es un estimador para j y fi.

Notacion 4.2.1 Seay = (Va)ep una especificacion. Seal' (7) = (7s4),
Sea a = (as),.q con as € [0,400), Vs €S .
Para cada s € S, definimos

CMa), =3 v

teS

st)ESXS”

(luego, (T (v) a), podria ser +00). Finalmente, definimosT' () a := ((I' () a)}) e q
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Lema 4.2.1 Sea v = (Va),cr una especificacion sobre (ES, f) Para cada
A €.7 sea s : &) x B — [0,1] definida por:

7 (Blz) = (04" (B) |z) , VB € &
Entonces:

(a) a (Alz) = 13 (|z) 0zg,, (A), VA € F, donde §
sobre (ES\A,éds\A) dada por

es la probabilidad

TS\A

Oogy (C) = 1c (zs14) , VC € &N,

TS\A
(b) Sea f : E° — R,.Z-medible tal que f(x) > 0,V € E° ¢ f €
L (ES,F/‘,]R). Entonces:

T (fl2) =% (fazlz)
donde fr,: E® — R estd definida por

faa (&) = f (§zs\a) , VE € BN

Demostracién:
Veamos (a).
Por el Theorem B, pag. 144 de [Hal50], bastara ver que

(B x Cle) = (15 (2) 8., ) (B x C)

cualesquiera sean B € & y C € &5\A,
Ahora: B x C' = {w|wy € By wg\a € C} =0, (B)N ag\lA ().

Luego:
W (BxCla) = (03" (B)Nogly (O)]a)
= L0 (@) (03 (B) o)
= 10 (JZS\A)’}/X(B|I‘)
= (3R (1) dugy ) (BX C)
Veamos (b).

Por lo probado en (a) y por el Teorema de Fubini, VA € .7:
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/E L La () (dwle) = /E a ((xsa) 73 (d€|z) (4.54)

Luego, por la ecuacién 4.54

/ES La (w) 1 (dwlz) = /EA (1a)y. (6)73 (d€]2)

para todo A € Z#.
De aqui se deduce que Vf como en la hipdtesis se cumple:

/Esf(w)’YA (dwl|z) = /EA fae (&) 73 (dé|)

|
Proposicién 4.2.7 Sean v y 7 dos especificaciones sobre (ES, ﬁ)
Supongamos que 7y es quasilocal y que ezisten i € G () y L € Y (7).
Para cada i € S sea b; : B — RY medible tal que
dy (77 (-|2), 5 (-|2)) < bi (x), Vo € B (4.55)

Sea a = (a;);cq un estimador para p y fi.

Sea i (b) = (fi (0:));ies (i (bs) = [ps bidft).
Entonces
i =T (1) a+i(b)

es un estimador para (& y [i.

Demostracion:
Por definicion tenemos que

a; = Z%‘,jaj + i (b:)
jes
Para cada A C S finito definimos a® = (a?)ie ¢ por:
g min (a;,a;) sii €A
| a siié¢ A,

Supongamos que para todo A C S finito, a® es un estimador para p y ji.

Veamos que a es un estimador para u y fi.

Sea fe X =dNe Sy o, e L™ (EA,éaA,]R) tal que f = ¢poop =
0 (f)=0,Vb¢A.
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Luego

D ai(Hai=) aobi(f)
1€S 1eA

A

Como hemos supuesto que a™ es un estimador:

1 (f) = (OIS atsi(f) =D als; (f) <> adi (f) = _ adi (f)

i€S i€EA IS €S

Luego a es un estimador para p y i por la Proposicién 4.2.5.
Probemos entonces la siguiente

Afirmacién 4.2.3 a® es un estimador para ju y fi.

Demostracién:

La haremos por induccién sobre # (A).

Si # (A) = 0, entonces A = ) = a* = a.

Sea k > 0 y supongamos probada la afirmacién para todo A C S finito
tal que # (A) < k.

Sea A con # (A) =k + 1.

Seai € Ay A=A\{i} = #(A)=k. Sea f € Z.

Como p y fi estan en ¢ () y ¢4 (7) respectivamente tenemos

i (v f) = i (G )|
|1 (v ) = i (v )|+ |8 (v f = 34y f)| (4.56)

Ahora, para todo = € E® tenemos por el Lema 4.2.1:

1 (f) = i (f)]

IN

|(viiy /) (@) = By f) (@) =

/ f () dof (Ele) — / f (€esy) 452 (€]2)
/ fur (6) dr? (E)) — / fon (6) 452 (€]2)

< dU Y ( |l‘) ¢ (7)) fz:v (4.57)
< bi (%) 6 (f) (4.58)
por Proposicién 4.1.4, por la desigualdad 4.55 y la Proposicién 4.2.1.

Luego

i (veiy f =T )| < 6 () 2 (b) (4.59)
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Por otra parte, como v es quasilocal y f es q. l. (quasilocal) tenemos que

vy es q. L.
Como a® es un estimador para p y fi (por hipétesis) tenemos:
e (v f) = i (v )| < Y0365 (v f) (4.60)
jes
Notemos que
0 (vyf) =0 (4.61)

En efecto:

Sea (z,2') € T ({i}°).

Por definicién de especificaciéon tenemos que 7y f es &5\i-medible =
J¢ € £ (ESV, &5V R) tal que v, f = ¢ o ogy;

Como (x,2") € T ({i}°), tenemos og\; (x) = 0g\; (') de donde concluimos
la ecuacién 4.61.

Por la ecuacion 4.60 tenemos entonces

1 vy ) = i (v £)| <D add; (vay £) (4.62)
pr

Sea ahora j # i.
Sea (z,2") € T ({j}¢). Entonces:

vy f (@) = vy f (@) =

éﬁA&W@m—LﬁA&W@W)

< /E (Fon (€) = fimr () dndn? (€]2)
T /E Fowr (€) 2 (€l2) — [E fowr (€) 2 (€]2)
< oo foarll +dur (92 (12) 22 (1)) 6 (fi)

por la Proposicién 4.1.4.
Ahora, para todo £ € F tenemos:

| fiwo (€) = fiawr (O] = | (€xsvi) — f (6251,

Como i # jy (z,2") € T ({j}°) tenemos que <£x5\i,§xg\i> eT{j}°).
Luego:
[ fiz = fialloo < 05 (f) (4.63)
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Por definicién de v, ; resulta dy (75 (+|z),75 (+|z)) < 7., pues (z,2') €
T ({7}
Por esto, por las ecuaciones 4.63 y 4.63 tenemos:
‘W{i}f (z) = vy f (95/)‘ < 0; (f) + 70 (f)

Por lo tanto:

0; (viiy ) < 85 (f) + 30 (f)
De aqui y por la ecuacion 4.62 tenemos:

(v f) = i (v f)| < ZCLA(S )+ Zaé‘x%ﬂsi (f)

jFi JjES

Por esto, las ecuaciones 4.56 y 4.59:

I NI< D ads; () +ad (f) (4.64)
J#i
Como a® es un estimador para j y ji tenemos también

| ( ’<ZA5 ) + aid; (f)

J#

De aqui y por ecuacion 4.64 tenemos que

1 (f) = 2 () <) ald; (f) +min (ai, @) 6; (f) =Y a5d; (f)

i j€s

A

Queda asi probado que a~ es un estimador para p y . La Afirmacién

4.2.3 esta probada.

|
Lema 4.2.2 Sean ' : S xS — [0,00),L : S xS — [0,00) tales que:

ST = supZF(a,b) < 00
a€s bes

SL = supZL(a,b) < 00
aES cs

Para cada A € 7, sea Cy : S x S — [0,400) dada por
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=> T(i,k)L(k

keA

Entonces:

(a) Para cada (i,7) € S x S la red (Ch (i, j))\er converge. Sea I'L (i, j) :=
lmaysg Cn (6,7) =2 2opes T (6 F) L (K, 7)

(b) suPueg D pes 'L (a,b) < ST.SL.

Demostracion: Ejercicio.

Corolario 4.2.1 Sea I' : S x S — [0,400) tal que sup,cs > 4cq1 (a,b) =
ST < 1. Sean: T : S x S — [0, +00) dada por

FO—{ 1 sia=0b

0 caso contrario

Pongamos T'! :=T.
Para cadan > 2 sea I : S x S — [0, +00) dada por

I (a,b) :== (C'T"") (a,b), V(a,b) € S x S.

Entonces para cada (a,b) € S x S

N
(Z I'" (a, b))
n=0 N>0
es convergente.

Sea Dr : S x S — [0,4+00) definida por:

Dr (a,b) —]\}gr;oZF" (a,b) (zi%f‘"(a,b)) (4.65)

Demostracion: Ejercicio.

Notacién 4.2.2 Sea v = (75),c una especificacion sobre (ES,F). Sea
I'(y):S%xS—1[0,+00) dada por: T (y) (3,7) = vi;-

Teorema 4.2.1 Sean v y 7y dos especificaciones sobre (ES, 9) Ademds:

(1) ~ satisface la condicion D (Definicion 4.1.4)



4.2. COMPARACION DE PROBABILIDADES DESDE EL PUNTA DE VISTA “MICROSCOPICO’

(ii) Para cadai € S, existe b; : E¥ — [0, +00) , .# -medible tal que:

dy (5 (-|z) .75 (-]z)) < bi (z) Vo € B°,Vie S
Siped(y)yp€Y(y), entonces:

() =2 (HI< Y 6i(f) Drey (i,5) 12 (b)) (4.66)

(i,j)€SxS

para toda f € 2.

Demostracién: 3 ) )
Para cada ¢ € S sea b; = i (b;) y b = <bz>

1€
Como dy (v,7) < 1 cualesquiera sean v y U en & (ES, éas), sin perdida
de generalidad, podemos suponer b; (z) < 1, Vo € E¥ =

b <1,Vies (4.67)

Supongamos que DF(V)Z; es un estimador para p y fi.
Entonces, para toda f € .Z tenemos:

() =i (D= D (D) 8 () = D23 Dy (5:) by ()

iesS icS jes

que es la ecuacion 4.66
Por lo tanto, para probar el Teorema 4.2.1, bastara probar la siguiente

Afirmacién 4.2.4 Db = (Z]ES Dr 4 (i,j)ﬂ(ly)) es un estimador

_ i€s
para pu y fi
Demostracién:
Seaa =1,Vie Sy a® = (a?),s-
Por ser v quasilocal, aplicando la Proposicién 4.2.7 tenemos que:

aV =T(7)a? +b

es un estimador para py fi.
Reiterando este argumento concluimos que (a("))n>0 es una sucesion de
estimadores para p y it donde: a
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Por inducciéon sobre n es facil de ver que para todo i € S, se cumple

ST () (i.5) < (a ()", ¥ >0 (4.68)

jes

siendo o () = sUPyeg D pes Yap (< 1 por (7).
Luego, para todo 7 € S tenemos:

Y Dy (i,5) = DD () )) (4.69)

JES 7€S n=0

= 33 () () (4.70)

n=0 j€S

< (a ()" (4.71)
- (4.72)

Luego, por la ecuaciéon 4.67:

0<> Dry(i.5)bj <Y Dry (i,§) < o0
jeSs

jes

Entonces:

(Dm)?))i € [0,+00),Vie S (4.73)

Ahora, por la ecuacion 4.68 tenemos que

n (0)
o™ =20

También, para cada i € S:
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(F’f () 6), — SZF’“ (7) (i,5) b,

k=0 k=0 jes

jesS \k= jes

Probamos entonces que agn) — (D () l;) L Ve S,
Por esto, por la ecuacién 4.73 y por la Proposicion 4.2.6 se concluye la

prueba de la Afirmacion 4.2.4 y con ella la del Teorema 4.2.1.
|

Corolario 4.2.2 Sea v una especificion sobre (Es,ﬂ). Supongamos que y
satisface la condicion D. Entonces py i end (v) = u(f) =g (f),vf € Z.

Demostracion:

Consideremos el Teorema 4.2.1 con: v =7y b; =0, Vi € S.

Por la ecuacion 4.66 del Teorema 4.2.1 se tiene entonces p (f) = @ (f),Vf €
Z.

Corolario 4.2.3 Sea v una especificion sobre (Es,gz). Supongamos que vy

satisface la condicion D. Entonces p y i en 9 (v) = pu = fi.
Demostracién:
Por el Corolario 4.2.2, u(A) = i (A), VA € %y = p = [i por el Teorema
de Extension (Theorem A, pag. 54 de [Hal66] )

4.3. Otras consecuencias de la condicion de
Dobrushin.

Notacién 4.3.1 Sea vy : . Z x E° — R dada por

Yo (Alz) = 14 (z), VA € F Vo € E°.

=y ( Y I* (v) (z’,j)) b; — > Dry (i,§) b = (Drmf;)

i
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Lema 4.3.1 Sean: h : E° — R, % -medible, A € .7 & € EA,hZ B =R
dada por:

hz (y) =h (5ZUS\A) .

Si h es quasilocal, entonces hg es quasilocal.

Demostracion:

Sea € > 0. Como h es q. 1., J\g € & tal que Ay C A € ¥ = dpa
E® — R medible tal que ||h — ¢a ool <e.

Sea A = Ag UA. Sea ¢a\a : EA\M 5 R dada por

dava () = da (§7) -

Luego ¢a\a es &\Mmedible.
Sea y € F° cualesquiera =

he (y) — daa (0aa (1) = D (Eysia) — ¢a (€0ara (1)) (4.74)
= h(Eys\a) — da (0a (Sys\a))  (4.75)

Luego
\he (y) — dava (oava )| = |1 (Eys\a) — ¢a (0a (Eys\a))|
De donde
|hg = paa 0 oaall, < 1h—daooall, <e
[ |

Lema 4.3.2 Sean: v una especificacion sobre (Es,f) 'V C S;x € ES.
Para cada A € .7 definimos Y5 : F x E° — R por

I (Aly) = v (Alzaysia)
Entonces:
a) 7% 1= (37) .., es una especificacion sobre (ES,F).
(a) v N nes
(b) V=28= Vo) =+,
(c) Si# (V) < o0, entonces vy (-|x) € Y (”y(v’z)).

(d) vq L=~V q L.
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(e) (i,j) € SxSi#j=T (") (i,5)=1v )T (7))

Demostracion:

Prueba de (a)

Que para cada y € E°, A — 7, (Aly) es una probabilidad para todo
A € . sigue porque yany (~]xAyS\A) lo es.

Sean A € .Z,A € .. Veamos que: 7, (4]) es &*"-medible. Como 7 es
una especificacién, yany (A|-) es _Zaqy-medible = Jppeiye : EAYY — R
medible tal que para y € E°

YANV (A|J:AyAc) = ¢ACUVC (UAchc (I'AyAc)) (476)
Ahora

OAcuve (IBAyAc) = OAeuve (ZEAmeBAmvcyAcmvyAcmvc) = TANVeYAenVYAenve

Sea ahora ¢ : B2 — R dada por:

Pre (2) = Pacuve (wanvez) ,z € BY
Luego, ¢pe es &2 -medible y g4 (Aly) = éac (yac) lo que prueba que
A (A]-) es _Za-medible.
Probaremos ahora que:

Ae F,C e con e = Ay (ANBly) = 15 (y) 7 (Aly)  (4.77)

para todo y € E¥, con B = o). (C).
Sea C* = oyeyepe (C) € EMUVT
Sea B* = g, .. (C*). Entonces B* = B
Luego, como v es una especificacién, tenemos:

(AN Bly) = yanv (AN Bloyyac)
= Yanv (AN B |zayac)
= 1+ (zayac) Yanv (A|zayac)
= 1p(zayac) Fa (Aly) (4.78)

Ahora: zpyre € B < opc (2pypc) € C S ype € C S ope (y) € C =y €
B.

Entonces, por la ecuacién 4.78 tenemos

Aa (AN Bly) = 1 (y) a (Aly)
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Luego, la ecuacion 4.77 esta probada.
Para terminar la prueba de (a) veamos que se cumple:

ANe S NCAES AT, ycE¥ =39 (Aly) =74 (Aly)  (4.79)

En efecto

Yava (Aly) = /

E

()3 (@) = [

v (Alzazae) vany (dz|zayac)
E

(4.80)
Supongamos que
Yanv (Clzayac) =0 (4.81)
donde
C= {Z € ES/'YAOV (Alzazae) # Yanv (A’Z)}
Entonces por la ecuacién 4.80 tenemos:
Yaa (Aly) = /S Yanv (A]2) Yanv (dz]zayac) (4.82)
E
YanvYany (Alzayac) (4.83)
= YAnvV (A|37AyAc) (484)
= a (Aly) (4.85)

pues v es especificacion, con lo que demostramos la ecuacién 4.77.
Probemos entonces la ecuacién 4.81.
Por la ecuacién 4.76, Vz € ES:

Yanv (Alzazae) = dacuve (Tanvezac) ¥ Yanv (A]2) = Pacuve (2anvezac)

Luego: C C D := {z € ES/zAm/c =+ a:Am/c} € Ianv
Como 7 es una especificacién tenemos:

Yanv (Clrayac) < yanv (D]zayac) = 1p (zayac) =0
pues oanve (Tayac) = zanye pues A C A. Luego, la ecuacién 4.81 estd pro-
bado.
La prueba de (a) estd completada.
Prueba de (b)
Si V =9, entonces para todo A € .7, A € .Z ey € E° tenemos:
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Fa (Aly) = Yans (Alrayac)
= 7 (Alzayae)
= 7 (Aly).
pues 7 es una especificacion y entonces y5 (A|) es _Zx-medible.

Prueba de (c)
Por la Proposicién 1.2.3 bastara ver que

W (Alz) = wAa (Alz) (4.86)
cualesquiera sean A € .7, A€ ¥ y x € E°.

wis(Ale) = [ (Alu) w (dulo
= /%\mv (A’waS\A) Y (dw|z)

= /%\mv (Alw) v (dw|z) (4.87)

Esto tltimo es cierto por la ecuacién 4.81 con A = V lo que es posible
realizarlo pues V € .7 (# (V) < o0).
Luego, de la ecuacion 4.87 tenemos:

WA (Alx) = wyanv (Alz) = v (Alx)
pues, 7y es una especificacién y (AN V) C V ambos en .. Luego, la ecuacién
4.86 esta probada.
Prueba de (d)
Como 7y es q.l.,si A € .7, entonces dada f : E¥ — R que sea q.1. = yanv f
es q.l..
Ahora, Yy € E° tenemos:

Anf (W) = vanv f (zayac)

= Aaf es q. 1., por el Lema 4.3.1.
Prueba de (e)
Supongamos que i ¢ V. Entonces, Vy € E° tenemos:

3 (Aly) = (07" (A) lzys\) (4.88)
10—;1(,4) (%'z‘yS\i) (4.89)
= 14 (). (4.90)
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para todo A € &.
Luego 77 (Aly)—77 (Aly’) = 0 cualesquieraseany e y' en B9 = T' (vV*)) (4, j) =

0=1y (1) I'(7) (&, 7)-
Supongamos que ¢ € V. Por definicién

L (v") (i, 4) = sup {du (37 (1y) .37 C1y) / (w,9) € T({7})}
Ahora, si A € &, como i € V tenemos que la funcion 7y, (A|) =
Yy (07" (A) ) es Jgp-medible, luego existe 1y : ES\Y — R medible tal
que vy (07 (A)]2) = ta(zs\(iy) cualquiera sea z € E¥. Luego:
vy (07 (A) [wiza\y) = 70y (07 (A)]2)

para todo z € ES. Por lo tanto:
Yy (l2) =gy (12)

para todo z € E°
De aqui se deduce entonces que

I (v"") (i, 5) =T (v) (4, 4)

cualesquiera sea (i,j) € S x S

Lema 4.3.3 Sean: (Y, %) un e.m., B C ¥ o-dlgebras sobre Y. Sea H =
H (Y, RB) el conjunto de todos los nicleos de probabilidad propios de (Y, A)
a(Y,%).

Sea d : X x # — R dada por

d(T1,Ty) =sup{|l'y (Alz) — Ty (Alx)| JA e ¥, x €Y}

Entonces d es una métrica sobre & y (& ,d) es completo.

Demostracién:

Que d es una métrica sobre £ es inmediato.

Veamos que (£, d) es completo.

Sea (I';),~, una d-sucesién de Cauchy sobre J¢".

Luego, paracada A € Z ey € Y, (I'; (Aly)),~, es una sucesién de Cauchy
en [0,1], luego existe T' (Aly) € [0,1] tal que

i (Aly) — T'(Afy). (4.91)
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Veamos que esta convergencia es uniforme sobre

AeX eyecY. (4.92)

y luego que I' (+]-) € . Sea € > 0. Como (I';),5, es una d-red de Cauchy i
tal que i,7 > ig = sup {|I; (A'ly) —T; (A'ly)| JA e ¥,y e Y} < &.
Sean A € %,y € Y cualesquiera.
Por la ecuacién 4.91, 3jo que depende de A e y tal que |I' (Aly) — T'; (A|y)| <
%7 VJ Z jO-
Seai > ig, tomemos j > max (jo, i) = |I' (Aly) — i (Aly)| < T (Aly) — T, (Aly)|+
sup {|I (A'ly') = T; (A'ly)| /A €Y,y €Y} <e
Con lo que queda demostrado que la convergencia es uniforme en A € %
eyeY.
Para probar que I' (+]-) € J# supongamos probada la siguiente

Afirmacién 4.3.1 Para caday € Y, A T'(Aly) es una probabilidad sobre
v, ).

Que para cada A € %,y — T (Aly) es B-medible, sigue del hecho de que
[ (Al-) es una sucesion de funciones %B-medibles que converge puntualmente
a T (A]").

Finalmente, veamos que I' es un %B-propio. Para ello aplicamos la Pro-
posicion 1.1.3.

Sean B € #B,y € Y cualesquiera. Entonces:

D (Bly) =15 (y)| < [T(Bly) —Ti (Bly)| + T: (Bly) — 15 (y)]
= [['(Bly) — I (Bly)| — 0.

i—00

pues I'; es B-propio.
De donde se deduce que " (Bly) = 15 (y).
Luego T (') € A y ast, el lema 4.3.3 quedard probado.

Prueba de la Afirmacién 4.3.1
Es facil ver que:

Ay C Ay ambos en % =T (Ay|ly) < T'(Asly) (4.93)

Por otro lado es inmediato también ver que:

K

K

Ay, ..., Ak en @;AiﬂAj:@conlgi%ngﬁf(UAHy) :ZF(Ak|y)
k=1 k=1

(4.94)
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Sea ahora Aj, Ay, ... una sucesién en % con A;NA; =0sii#j
Por las ecuaciones 4.93 y 4.94 tenemos VK > 1:

I (U Ak|y> >T (U Ak|y> = ZF(Ak|y)

Luego:

r <U Ak|y) > Z (Axly) (4.95)

Por otro lado. Sea € > 0 arbitrario = ¢ > 1 tal que

/ / ! / ! / €
sup {|T (/) =T (A1) |4 € %,/ € V} < £ (4.96)

Luego, como I'; (+|y) es una probabilidad 3K,|K > Ko = T'; (Up—; Akly) <
r; (Uszl Akly) + £

De aqui y por las ecuaciones 4.94, 4.95 y 4.96 tenemos para K > K, fijo:

F(,QAk'y)

INA IA IA
!
/\/—\/—\
L IC=TCe
o 2
: =
_l_
oalm Wl ™
+
wl oolm
_l_
Wl m

< ZF(AIJQ) t+e

Por la arbitrariedad de € > 0 probamos que:

r (UAk|y) <3 ().

De aqui y por la ecuacion 4.95 tenemos:
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T (U Akly) =) T (Akly).

La prueba de la Afirmacion 4.3.1.
[ |

Nota 4.3.1 Sea v una especificacion sobre (Es,ﬁ) que satisface la condi-
cion D. Por lo visto en la prueba del Teorema 4.2.1 se tiene que para todo
i € S se cumple que Y s Dry) (i,5) < 0. Luego, para cada V C S y ca-

dai €S, la red (RD%(WY(V),D> converge a cero, donde RDp) (A) =
> jevia Drey (6,5) para todo A € (V) :=={Ae.Z/ACV}

Proposicién 4.3.1 Sean: (E, &) un espacio de Borel estandar, v = (Vo) yc.or
una especificacion sobre (Es,ﬁ) que satisface la condicion D. Entonces:
Para cada V C S,30y : F x E5 — [0,1] tal que:

(a) Para cada z € BTy (:|z) es una probabilidad sobre (E®,.7).

(b) Para cada A € F,T'y (A|-) es .F -medible.

(c) Para cada A € .7 y cada A € (V) se cumple:
sup ({|7a (Alz) = Tv (Alz)| JA € Zy,x € ES}) <Y RDj(,) (A)
ieA

(d) (va (|2))aesrqyy converge a Uy (-|z) en la topologia £ uniformemente
sobre x € E°.

Demostracién:

Afirmacién 4.3.2 Sean A y A’ en (V) con A C A’. Entonces, para cada
A € .7 se cumple que

sup ({|7a (Alz) — yar (Alz)| JA € Fy,x € E®}) < ZRD%M (A)

€A
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Supongamos probada esta Afirmacién 4.3.2.
Sea A € .. Definamos:

. S o S
%:{N:ﬁ/\XES%R/{(l)N(L'E)EPTOb(EaJA)aver }

(2)N (A]-) es .# — medible, VA € Fy
dp : Fpn x Fy — R por:

da (N1, Na) = sup {|N; (A]z) — Na (Alz)| /A € Fp,x € B}

Procediendo como en la demostracién del Lema 4.3.3, se prueba que
(A, dp) es un espacio métrico completo.

Como # (A) < oo, por la Afirmacién 4.3.2 y la Nota 4.3.1, se tiene que
('YA)Aey(V) es una dp-red de Cauchy en #}.

Luego, dI'y v € #, tal que (7A)A6Y(V) converge a 'y i en la métrica d,.

Nuevamente, por esto ultimo y por la Afirmacién 4.3.2, tenemos que para
todo A € Z(V):

sup {[7a (Alz) — Tav (Alz)| JA € Fp,x € E°} < Z RD%M (A)  (4.97)

LIS

Sea z € E°. Como 'y y (+|z) es una probabilidad sobre (ES, ﬁA), por la
ecuacién 4.97, 1a Nota 4.3.1 y la Proposicién 3.2.4, se tiene que (ya (- |Z‘))A€y(v)
es una red en & (ES, ﬁ) le.. Por la Proposicién 3.2.3, dI'y,, € & (ES, ﬂ) y
una subred (Yar (*|2)) areory de (va (+2)) ac.ry tal que yar (+[) W

Iy, en la topologia £ sobre & (ES &5 ) Por la desigualdad 4.97 tenemos
que
YA/ (A|:L’) ;) FA,V (A‘l’), VA e Z\VA e .S

= FV@ (A) = FAJ/ (A|[E) R VA € ﬁA,VA €. (498)

Pongamos I'y (A|z) =Ty, (A), VA € &5 Va € ES.

Entonces, para cada x € E°, T'y (-|x) es una probabilidad sobre (ES, 35)

Veamos (a)

Esta probada.

Veamos (b)

Sea ¥ = {A e F /Ty (A]") es F-medible}. Por la ecuacién 4.98, para
cada A € #) con A € . cualquiera, I'y v (A|-) es #-medible y en ese
caso (A € Zy) se tiene que I'y (A|-) = oy (A]-) = 'y (A]-) es F-medible
S FAC Y. Luego %y C Y.
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Es facil de ver que ¢ es una clase monétona, pues para cadax € ES; 'y (+|x)
es una probabilidad sobre (ES ,F ) Esto es:

AiCAC...en¥9 =1y (UAAZ‘) :limFV(AZ]x),VxGES:>UAZ €Y

Andlogamente, A; DAy D ... en¥Y =) A €9.

Como Z es la g-algebra generada por %, y % es un algebra, .# coincide
con la clase mondtona generada por .# (Theorem B pag. 27 de [Hal66]). Como
Fo C 9y 9 es clase mondtona, tenemos . C Y .. F =9

(b) esté probada.

(c) sigue por la ecuacion 4.97 y 4.98

(d) sigue por (c), la Nota 4.3.1 y la definicién de la topologia .Z.

Para completar la prueba de esta Proposicion 4.3.1, probemos la Afirma-
cién 4.3.2

Demostracién: de la Afirmacion 4.3.2

Sea x € ES. Pongamos 7 = v(&%) 4 =~

Como 7 satisface la condicién de Dobrushin, por (d) y (e) del Lema 4.3.2
tenemos que 7 satisface la condicién de Dobrushin (y también 7).

Por (c) del Lema 4.3.2 como # (A) y # (A') son finitos tenemos que

(Alsz)

Ta(lz) €9 (3) yyar (o) €9 (5) (4.99)

Probemos ahora que

du (3 Clv) A4 Cly)) < Tana (9) (4.100)

para todo j € Sey € E°.

En efecto. Sean j € Se y € E° cualesquiera.

Caso j € A. Por definicién de ~(3*) y (&)
Be Z:

tenemos que para todo

5\{j})

Y4y (Bly) = viyna (Blzgyy = 75 (Bly)

pues gy (B|-) es Zi;3-medible VB € 7.
Anélogamente, como A C A’ tenemos

Yy (Bly) = vy (Bly)
Luego:

Ty (Aly) = Ay (051 (A) ly) = Ay (051 (A) ly) = A (Aly) , VA € €, vy € E®
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De donde: dy (f?fj} QR (]y)) =0,Vy € ES.
Caso j ¢ A.
Sean y € E¥, A € & cualesquiera =

Yoy Aly) = Ay (07 (A) ly)

= Yo (07 (A) |z39s\)
= (05" (A) lzgy9g9)
L= (243945))
= la(zp)

Analogamente:

Wiy (Aly) = La (24)
pues {j} NA" =10.
Aqui también tenemos entonces que dy (&f{’j} Cly) A (|y)> =0,Vy €
ES.
Como dy (-, ) es siempre < 1, la ecuacién 4.100 estd probada.

Por las ecuaciones 4.99 y 4.100 aplicando la ecuacion 4.66 del Teorema
4.2.1 tenemos que

a (Ale) = yar (Alz)] <Y > 6 (1a) Drgg) (i: 5) var (byl2)

€S jeSs

= > D 6i(1a) Drey (i) (4.101)

i€S JEANA

para todo A € %, con A € ..
Ahora, por (e) del Lema 4.3.2 tenemos que

DF(:}’) (2’]) S DF('y) (Z>J) ; VZ,VJ

Finalmente, sea i ¢ A. Entonces para A € Fy:

0; (1a) = sup{[1a (v) =14 (W) / (w.¥') € T ({i})} (4.102)
Como A € .%,,3C € &N tal que

1A:1COO'A
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Como i ¢ A, {i} € A° = {i}* D A. Luego, si (y,y') € T ({i}°) tenemos
)

que oy (y) = oy () = oa (y) = oa (¥) = La(y) = 1a(y).
Luego, por la ecuacién 4.102 tenemos que 6; (14) =0
Luego, por la ecuacién 4.101 tenemos que VA € .%,:

a (Ale) = yar(Alz)] < Y7 > (1) Drgy (i5) - (4.103)

i€EA JEANA

> RDj, (A) (4.104)
€A

IN

La Afirmacion 4.3.2 estd probada y con ello la Proposicién 4.3.1 esta de-
mostrada.

Proposicion 4.3.2 Continuacion de la Proposicion 4.3.1.
Para cada f : E¥ — R tal que f(x) > 0,Vo € E¥ 6 f es acotada, sea
I'v (f): B — R dada por

Iy (f) (2) = / f (4) Ty (dylz) Vx € ES

para cada V C S. B
Si f e &, entonces Ty (f) € Z.

Demostracion:

Sea f € £. Como v = (a) ey € q. L, se tiene que ya (f) € L, VA €
L (V).

Por (d) de la Proposicién 4.3.1 y por la Proposicién 3.1.2 tenemos que: da-
doe>0,3A; € Ltalque Ay CA € L (V) =ya(-lx) e ATy (+|z); f,e)Vx
ES

m

Equivalentemente:
sup | [ F)ra@yle)~ [ 1T (dylo)] <
xeES |JES ES

o lo que es lo mismo

sup [7a (f) (#) = Tv (f) ()] < e

z€ES

Esto es, (VAf)Aey(V) convergeen .Z al'yf =Ty f €&
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Proposicién 4.3.3 Continuacion de la Proposicion 4.3.1.
SiV c W C S, entonces I'wI'y = I'y. Mas precisamente, VA € F y
Vo € ES se cumple:

LTy (Ao) = [

[ P (Aly) T () = T (Af)

Demostracién:
Bastara probar que

feZ=Tw(lv(f)=Tw(f) (4.105)
Por la Proposicion 4.3.2:

fe L = Fv(f) S
Por (d) de la Proposicién 4.3.1

Ya (Tv (f)) o~ Tyw (Dy (f)) en 2>

Como V C W, Z(V) ={ANV/A e #(W)}, por (d) de la Proposicién
4.3.1

’YAHV(f)WFV(f) en £

= YA (Yanv (f)) =74 (Tv (f)) = 0 en £
Pero como v es una especificacién

7a (anv () =74 (f), VA € Z(W)

Nuevamente, por (d) de la Proposicién 4.3.1

VA(f)WFW(f) en L

Entonces, dado € > 0,3A¢/Ag C A € S (W) =

ITw Tv (f) =Tw (Nlle < [1Tw v (f) —va Tv ()l
+ va Ty (f)) =72 (vanv ()|l
_.I_

7 (f) =Tw (f)llc <€

Luego I'y (T'y (f)) = T'w (f) en £°°, lo que prueba la proposicién.
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Proposicion 4.3.4 Continuacion de la Proposicion 4.3.1.
Ty (-|z) € 4 (v\V')) para todo V C S, para todo x € ES. (v'**) como en
el Lema 4.3.2)

Demostracién:

Si # (V) < oo sigue por el Lema 4.3.2 y porque I'y (-|x) = vy (+|z) si
# (V) < o0

Consideremos V' infinito.

Debemos probar que

v (fr) € 4 (v")
Ahora, por definicién tenemos:
(Vi)

Y = (:)/A)Aesﬂ

con A (Aly) = Yanv (Alzayac), VA € F,Vy € E5.
Luego, debemos probar

[ 3x (Al T dyle) =T (40 Bl (4.106)

para todo A € F,VB € _#)

/B 5a (Aly) Ty (dyla) =

T

1p (y) 9 (Aly) Ty (dy|x)

I
T

1e(y)vanv (Alzayae) 'y (dy|z)

= Yaav (BN Alzayae) Iy (y|dz) pues Zy C(4407)

ES

—~

Sea C' = {z € E%/yanv
Supongamos que

AN B‘wAZAc) # YANV (A N B’Z)}

Iy (Clz) = 0 (4.108)

Entonces por la ecuacién 4.107

[ty @le) = [ (A0 BTy @yl
B
PV’VAHV (A N B|I)
= FVFAQV (A N B|ZL’)
= I'y (AN Blx) por la Proposicién 4.3.3
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De esta forma probamos la ecuacion 4.106
Prueba de la ecuacién 4.108.

ccD:= {z € E%/2pnve # JUAmVC} S %

Supongamos que

Ty (Alz) =14 (z), YA€ _#y (4.109)

Entonces:

Finalmente probaremos la ecuacion 4.109
Sea A € . (V). Por (d) de la Proposicién 4.3.1 tenemos

Ly (Alz) = AEHJI’I(IV) Ya (Alx), YA € Fy

Como A C V, V¢ C A®y como 7 es una especificacion, tenemos:

Ya (Alz) =14 (), VA € L (V)
para todo A € Fac, en particular para todo A € Z, pues .F, C Fye C
FAc
Probamos entonces:
'y (Alx) =14 (x), VA € F), VA € A V) (4.110)

Recordemos que 7y = {0y (B) /B € &V°}.
Sean p y v probabilidades sobre (EVC, & VC) dadas por:

p(B) =Tv (oy: (B)|z) y v (B) = 1,15 (z)

Por la ecuacién 4.110:

wlzye =vlzye, VA € Z(V°)

con F\" =0y, (61), VA € Z(VO).
Como &V" es la o-dlgebra sobre £V generada por el dlgebra Uy c ey FX 1t =
v, por el Teorema de Extensién (Theorem A, pdg. 54 de [Hal66] Measure
Theory).
Luego:
'y (Alz) =14 (z), VA€ 7y
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Nota 4.3.2 Por (d) y (e) del Lema 4.5.2 tenemos que v\V"*) satisface la
condicion de Dobrushin pues v asi lo hace. Luego, por el Corolario 4.2.3,
tenemos que # (?f (V(V’x))) < 1. Entonces, por la Proposicion 4.53.4 tenemos

g (y(v’w)) = {I'y (|z)}, Vo € E®.

Corolario 4.3.1 Theorem 8.7, pdg. 142 de [Geo88], Gibbs Measures and
Phase Transitions. Sea (E,&) un especio de Borel estindar. Si v es una es-
pecificacion sobre (ES, f) que satisface la condicion de Dobrushin, entonces

# (4 (7)) =1

Demostracién:
Por (b) del Lema 4.3.2, 5% = v Vx € E¥. Luego: I's (-|z) = I's (-|2'), Vo, 2" €
E%. Sea pu = I's (+|z) cualquiera sea x € E°. Por Nota 4.3.2 resulta 4 () =

{n}-
[ |
A seguir, resumimos los resultados anteriores desde la Proposicién 4.3.1.

Teorema 4.3.1 Sean E un espacio métrico separable y completo, & su o-
dlgebra de Borel, S C 7Z?* infinito, v = (YA)per una especificacion sobre
(ES, f) que satisface la condicion de Dobrushin. Entonces:

(a) Existe p € Prob(ES,.7) tal que {u} =9 (7).
(b) Para cada V C S eziste Ty : F x B — R niicleo de probabilidad
Hv-propio que satisface:

(b.1) Para todo v € E
G (") ={Tv (‘|2)}

En particular:
Us(|z) = p, Vo € B

Ty (-|z) =y (-|2), Vo € B si # (V) < oc.
(b.2) Para cada A € .7 y cada A € (V) se cumple que:
sup {7 (Alz) — Ty (A2)] JA € Fx,x € ES} < 3" R, (A)
ieA
En particular: para todo A y A en . se tiene:
sup {|7a (Alz) = u(A)| JA€ Fyx € ¥} <3 R (A)

1€EA
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(b.3) (va (‘|2)) acs(vy converge a L'y (-|z) en & (ES, F) uniformemente en
x € ES con respecto a la topologia & .

(b.4) VcWcCS=Tyl'y =CTw. En particular: pnI'y = p, VV C S.
(b.5) Ty (f) e £ sife.

Demostracién:
Sélo nos falta probar:

(1) Para cada A € &%,y (A]") es _#y-medible.
(2) Be ¢y = 'y (Blx) = 15 (z) para todo z € ES.

Veamos (1)
Sean x,2' € E tales que oye (7) = oy ().

Afirmacién 4.3.3 y(V#) = ~(V2),

Demostracién:
Sea A € . cualquiera. Debemos ver que

anv (Alzayac) = vanv (Alz)hyac) (4.111)

con A €.7 ey c EY cualesquiera.
Como 7 es una especificacion, yanv (A|) es _Zanv)-medible = Jpaqyye
EAV)® 5 R medible (con respecto a &AMV tal que

YANV (A|95AyAc) = ¢(AnV)C (U(Amv)c (mAyAC)) = ¢(Amv)c (xAﬂVCyAC>

VANV (A|$§\?/A) = </5(Amv)c (xﬁmecyAC)

Como zye = zi,. tenemos que la ecuacion 4.111 se cumple.

Por la Afirmacién 4.3.3 y la Nota 4.3.2 tenemos

Ly ([0} =9 (17) =4 (1) = {T (o))

Esto es,

Ty (Ja) = Ty (-]2) (4.112)



4.3. OTRAS CONSECUENCIAS DE LA CONDICION DE DOBRUSHIN.199

Sea A € &°. Sea 2° € E¥ fijo.

Sea ¢y : BV — R dada por ¢y« (&) =Ty (Al25.€) ,VE € Ve

Por (b) de la Proposicién 4.3.1 tenemos que ¢y es &V -medible.

Sea z € E cualquiera = oy« (z) = oye (¥52y¢) = por la ecuaciénn
4.112 tenemos que I'y (A|x) = Ty (Alay xve) = dye (xye) = (Pye 0 oye) ()

Luego, I'y (A]-) es Zye-medible. Por lo tanto, (2) ha sido probado al
probar 4.112 de la demostraciéon de la Proposicion 4.3.4.

Nota 4.3.3 Sea E un espacio de Borel estindar, & su o-dlgebra de Borel,
¥ = (YA) pesr una especificacion sobre (ES, 9) que satisface la condicion D.

Por (b.1), T'y : % x E¥ — R satisfaciendo el Teorema 4.3.1 es tnica,
VvV C S. Luego, pondremos vy = I'y, ¥V C S. Diremos que (7v), g es la
extension de v a todo & (.9).

Ejemplo 4.3.1 Continuacion del Ejemplo 4.1.8.
Sean E un espacio métrico separable y completo, & su o-dlgebra de Borel.
S y A como en el Ejemplo 4.1.8.

Para cada A € .7 se define 9A := (U, V%) \ A, el entorno de A.
Sea 7 = (74)c.» Una especificacion sobre (ES , T ) que es G-markoviana,
donde G = (S, 7). Esto es:

A e . Zy= vr(A]) es Fya — medible

para todo A € .¥.
Supongamos que 77 es localmente finita; esto es:

ANe V=0 (4.113)
Afirmacion 4.3.4 v es quasi-local.

Demostracion:
Bastara ver que si A € ., entonces:

fel=vn(fleZ

Por la Proposicion 2.2.1 serd suficiente ver que:

O (7a(f) =0 (4.114)
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Como f es local, IA; € . y ¢ : EM — R, &M~ medible tales que
f = ¢1 C0p

Por la ecuacién 4.113 tenemos que A € .¥.

Luego, JA € . tal que (A; UOA) C A.

Sea (z,2") € T'(A). Como para todo A € Fa, va (A]-) es Fya-medible y
0A C A, tenemos que

YA (Ble) =74 (Bla), VB eé&®

(7R como en Lema 4.2.1)
Luego

Ya (f) (@) = (f) (@) = f&xac) = f(Exa)) VA (dE]2)

S

EA

((¢1004,) (Exac) = (d1004,) (Exac)) VA (dE|T)

I
.

EA

Il
o

pues oy, (§xac) = oa, (EXsc) pues Ay C Ay xp = 2.
Probamos asi que Oy (7af) = 0 para todo A € .% tal que (A; UOA) C A.
Luego

O(yaf) = Jinf Ox (vaf) =0,

lo que prueba la ecuacién 4.114

Supongamos ahora que 7y satisface la condiciéon de Dobrushin.
Sea 7 = (1) yep(s) la extension de  a todo & (9).

Afirmacion 4.3.5 7 es G-markoviana. Mds precisamente V C S, A € Fy =
w (A]-) es Fay-medible

Demostracién:

Sea ¢ € EV.

SeaAe .S (V)y Ae Zy.

Por el Teorema 4.3.1 tenemos que vy (A]-) es Fye-medible. Por (b.2) del
Teorema 4.3.1 tenemos que, para todo = € ES:

Y (Alr) = v (Al§zye) = Ael}';gv) Ya (Aléxye)
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Sea ahora A € (V) tal que A C A = A € Fp y por ser v G-
markoviana, ya (A|-) es Fyoa-medible = Ip, : E/® — R &92-medible tal
que:

Ya (Aléxye) = da (onnvTonnve)

Ahora bien, como A C V es facil de ver que (0ANV*¢) C IV.
Sea ahora (z,z’) € T (0V'). Entonces, para

Ya (Al€zve) = dpa(Soanvonnve) = da (SoanvToanye) = Va (Al )

Luego,

— ? _ s / _ /
ww (Alz) = Aggrlw Ya (Algxye) = AQ}%V Ya (Alézye) = v (Alx) VA € Fp\, VA e NV

Hemos entonces probado que vy (+|z) y v (+|2") coinciden, para todo x, z’
en E¥ tal que zgy = xly,, sobre |J reornv Fa que es un dlgebra generadora de
la o-dlgebra .Fy, luego v (Alz) = v (A|2'),VA € Fy

La Afirmacion 4.3.5 queda probada.

Notacién 4.3.2 Sea (Y, %) un espacio medible, 8 C ¥ wuna o-dlgebra de
Y. Sean Ae % . pne 2 (Y, %).

Cuando g : Y — R es una funcion, pondremos
g € n(Al2)

si g es B-medible y [5g(x)dp(x) = p(ANDB),VB € B. Esto es, ‘g es
una version de la probabilidad condicional de A dada % con respecto a u”.

Sabemos entonces que si g1 y go estan en pu (A|B) entonces g1 = go [L.C.S.

Si € es otra o-dlgebra de %, pondremos 1 (A|B) C u(A|€) en el sentido
de que si g € 1 (A|B) entonces Ih € u (A|€) tal que g =h [4.C.S.

Diremos que p (A|AB) = p (A|€) siy solo sipu(A|AB) C u(Al€) yu(AlF) C
p(Al#)

Afirmacién 4.3.6 Sea € 4 (). Entonces, para todo A € Fy y todo V' C
S se cumple que

1 (AFve) = 1 (Al Fov)

FEsto es, “u satisface la propiedad de Markov global”. (si se cumple sélo para
todo V € ., se dice que p satisface la propiedad de Markov local)
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Demostracion:

Por (b.4) del Teorema 4.3.1 tenemos que vy (A|-) € u (A|Fye), luego si
g € u(A|Fve), g =v (A]") p.c.s. , cualquiera sea A € &°. Por la Afirmacién
4.3.5, si A € Fy tenemos que Yy (Al-) € p(A|Fsy). Luego p(A|Fye) C
w1 (A|ZFyv), para A € Fy.

Para A € Fy, sea h € u(A|Fsy), luego h = vy (A]-) p.c.s.. Sea D =
{z/h(z) # vv (A]z)}. Dado B € Fy«, se cumple :

[r@aute) = [ n@dut)
= [ A det)

= [ v Al du o)
= u(ANB).
Como ademés h es Fyy-medible, es Fyc-medible, entonces h € p (A|Fye).

Luego p (A|Fov) C (Al Fve), para A € Fy.
La Afirmacion 4.3.6 queda probada.

Proposicién 4.3.5 Seay = (Ya) e una especificacion sobre (ES, gz) Sea
s: 8 x5 = R una pseudométrica sobre S. Sea

¢s () = sup Z %,jes(i’j)
i€S 25
Supongamos:
cs () <1 (4.115)
Entonces, para todo (A, A) € ¥ x . se cumple:
P (MA7) =YY Drgy(i,4) < # (M) (1= (7)) exp (=5 (A, S\ A))

i€ jeS\A

Demostracion:
Supongamos cierta la siguiente:

Afirmacion 4.3.7 Se cumple:

1

sup e D 1) < 11

i€S jes

(4.116)
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Sea entonces (A, A) € . x .. Usando 4.116 tenemos:

es(A:S\A).@(A,A,’y) = eS(A’S\A)Z Z Dr) (4 5)

ieA jeS\A

= 2 ) D) ()

€N jeS\A

Y > @D (i)

ieh jeS\A

> > e D, (i, )

icA jeS

IN

IN

VAN
I~
!
1N
2

que prueba la Proposicién 4.3.5

Demostracion: de la Afirmacion 4.3.7.
Sea ig € S cualquiera.

> @Dy (io, j) = ZZ e* I (7)" (io, ) (4.117)

jes j€S n—=0
— Z S(ZOJ)F (io, §) +ZZ sm])r (io, j)
JES n=1 jeS

Ahora, sea u € S;v € S,k > 2, entonces:

eI0 () (W) = 3 e IT ) @ T () (tv)

tes

< Z eSO (1)1 (4 )T (7) (¢,v) pues s es pseudométrica.

tesS

= 3T () () T (3) (1, 0)

tesS

Aplicando la ecuacion 4.118 reiteradas veces en forma conveniente, tene-
mos para todo n > 1:

(4.118)
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> eI (7) (g, ) < 3 Y T[T () (i) (4.119)

JES i1E€ES i2€S in€S k=1

Luego, de la ecuacion 4.117

Z es(io’j)DF('y) (io,j) < 1+ i Z Z o Z f[ eS(tk—15ik)

jeSs n=1141€S5 i2€S in€S k=1

1+ZZZ Z ﬁes(i’“l’ik)cs ()

<
n=114,€S xS in—1€S k=1
- 1
< . <SNeat)=—
n=0 ) 1- Cs (")/)

La Afirmacién 4.3.7 esta probada.

Proposicién 4.3.6 Sean: s : SxS — R una pseudométrica, A € M4 (E, &), P =
(®Pa)pey un potencial A\-admisible. Supongamos que:

sup Y ") (#(A) = 1)6(4) < 2. (4.120)

€S pcmi

donde s (A) :=méx ({s(i,7) /i,5 € A}).

FEntonces
Cs (’yq)) <1

Luego, por la Proposicion 4.3.5, tenemos:

2 (M AAY) <# W) (1—c (77)  exp(=s (A, S\ A))

Demostracién:

Por lo visto en la prueba de la Proposicion 4.1.8, particularmente la Afir-
macién 4.1.8, tenemos que:

3l o= sup (o (30 () o0 () / (.)€ T} < 5 30 6(@a)

AD{i,j}

siendo 7 # j en S. Luego, para cada i € S:
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St < 53 3 e

= i3 4090
1 y
= 3 2 et
AeSNi jeA
J#i
1
< 5 Y EDHEAW-1I@
AesNi

Aplicando entonces la ecuacion 4.115, probamos que ¢ (7‘1’) < 1.
|

Definicién 4.3.1 Sean: S = Z*;7 = (Va) c.»r una especificacion sobre (ES, 9’);
para cada i € . sea ©; : E° — E° como en el Ejemplo 2.1.5, es decir:

O; (z)(j) =2 (j —1), Vj e S,Vx € E°.
Se dice que vy es invariante por traslaciones si:
Ya+5 (0 (4) 18 (2)) = m (Al), VA€ 7, je S, Ae F yae B,

Proposicién 4.3.7 Sean: S = 7Z*,d : S x S — R la métrica euclidea; v =
(YA)aer una especificacion sobre (Es,ff) wvariante por traslaciones que
satisface la condicion D. Supongamos que:

3t >0 tal que Z ety < 0o (4.121)

jes

(0 = (0,0) € S). Entonces existen 0 < ¢,C < oo tales que para todo
AN A) € S xS se cumple:
(A, p

2 (A, A7) < Ot (M) exp (—cd (A, 5\ A))

Luego: 2 (A, A, ) A—TS> 0,VA € &.

Demostracién:

Afirmacién 4.3.8 79 (A|z) = 10 (A|©_; (z)) para todoi € S, A€ & yx €
ES.
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Demostracion:
Una cuenta facil prueba que

O_; (07" (4) =05 (4).

)

Luego, por ser v invariante por traslaciones:

% (Alr) = 7 (07" (A) |2)

Afirmacién 4.3.9 (z,2') € T ({j}°) & (0_; (x),0_;(2)) € T({©; (5)}),
donde ©; (j) = j —i.

Demostracion:
(z,2") e T ({j}°) ( y=a'(k),Vk#jec(k+i)=2(k+1), VE+
i7# ] 0 (x)(k) =0 (") (k), Vk#j—ie, VE+6;(j)

De las Aﬁrmamones 4 3.8 y 4.3.9 tenemos:
dy (7} (Alz) 7} (Alx ) = du (% (Al©—; () , 70 (A|O—; (2))) ¥ (z,2') €
T ({j}) < (0-i(z),06-(2') € T ({6: (5)})-

Luego:

Yii = 70,0:(5)

De donde, teniendo en cuenta que ©; es una biyeccion de S sobre si mismo,
tenemos:

Z Yig = Z Yo0,;

jes jes
Por lo tanto:
= sup E Yij = E 0,5
i€es jeSs jeSs

Como v cumple la condicién D, se tiene entonces

D vy <1 (4.122)

jes
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Por la ecuacion 4.121 tenemos, V0 < ¢ < t:
Z eV, = Zeﬁt\jlmj < Z elyg; < o0
j€s jes jes
y como el "yo,j —0> Y., Vj € S, por el Teorema de Lebesgue de la conver-
c—r

gencia dominada

Z eVl QL—0> Z’Yo,j-

JES jES

Por la ecuacion 4.122; tenemos entonces que 30 < ¢ < t tal que

—1
c= (1 — Z(ECU"YQJ) >0

jes
Sea ahora s : .S x S dada por:

Entonces s es una métrica sobre Sy

¢s () = Supz )y, ;= Zecljl%,j <1
€S jes jes

Luego, por la Proposicién 4.3.5 tenemos:
P (A, A7) < #(A) Coxp(—cd (A, 5\ A))
[ |

Definicién 4.3.2 Sean: S = 7?7 = (Ya) e una especificacion sobre (ES, ﬁ)
Se dice que vy es de rango finito si para cada i € S,AN; € . tal que i € A; y
Yij = 0 S’L] g_f Az

Nota 4.3.4 Sean: S = 7?7 = (Ya)rer Una especificacion sobre (Es,ﬁ)
invariante por traslaciones que satisface la condicion D y es de rango finito
entonces es inmediato que la satisface la ecuacion 4.121 de la Proposicion
4.3.7 para cualquier t > 0.

Proposicién 4.3.8 Sean: S =Z,\ € M (E,&),® = (Pp),cp un potencial
A-admisible invariante por traslaciones (esto es: Prij 00, = Py, VA €
S NjeS).

Entonces v® es una especificacion sobre (Es,ﬁ) invariante por trasla-
clones.
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Demostracion:
Sean A € F,x € E°.
Debemos probar

Yari (05 (A)0; (x)) =% (Alz), VA€ L, Vje S (4.123)

Ahora:
Yar; (05 (A)16; () = /E Lo, (W) 714, (dw]©; () (4.124)
= [ e (6@ @)snsy) (4.125)

Py (€05 (@))gynayy ) X ()

Usando resultados bien conocidos de Teoria de la Medida se puede ver
que:

g : EMI — R, & J-medible y A *-integrable entonces g o I ; es &™-
medible y A\*-integrable, donde I ; : E* — EA es definida por

Ing () (i+j)=c(i), VieAVseE"

Ademas
/E g (N (de) = /E 9T () N (ds) (4.126)

Luego:
La ecuacién 4.124

= [ e (105 9 03 @ aey) ARy (T 6) (5 0Dy ) X )
(4.127)
Ahora:
Sea z = Ipj (<) (©; () (a1 cOn s € E* entonces
2€0;(A)=0_(x)c A (4.128)
Ahora:

i€ = 0.(2) (i) =z(i+j)=1In; () (i +J) =< (1)
i¢gN = 0;(2) () =2(i+7)=0;)(i+j)=x(i+j—7)==z()
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Luego, por la expresion 4.128:

In (§) (@J (:E))S\(AJFJ-) S @j (A) < STs\a € A

Por lo tanto

lo;(a) <IA,j (<) (6, (x))s\(A+j)) =14 (szs\a), € EM (4.129)

Por otra parte:

& ([ ' 0. _ @ _M 4.130
Pies (10 () (85 (@) g\(ayy) ) = Py (2) = Zy. i (2) (4130)
+j
Ahora:
hi; (2) = exp (HY; (2).
HY (z) = ) ®alz)
AESN(A+))
(A—j)esNA
= Z (I)A—j (@_]‘ (Z))
(A—jesNA
= HY(0(2)

= H(
= Hy (szs0)
Luego (usando nuevamente la ecuacién 4.126), de la ecuacién 4.130:

h () _ bR (sws\a)
ZR (z)  Z3 (swg\)

= o (szs\a)
Esto es:

Pt (IAJ (<) (6; ($>>S\(A+j)> =P (ss\a) e Bt

De aqui y por la ecuacion 4.129, tenemos:
la ecuacién 4.127 = fEA 14 (ng\A) pS (gxg\A) M (de)
La ecuacion 4.123 queda probado.
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Proposicién 4.3.9 Sean: S = Z%,d : S x S — R la métrica euclidea, \ €
M(E,&),® = (Pp),cpr un potencial A-admisible sobre (E®, F) invariante
por traslaciones vy tal que v satisface la condicién D. Supongamos que:

It > 0 tal que Z etdiam(A) (L (A) —1)6 (dy) < 00 (4.131)

AesN0

Entonces 30 < ¢,C < oo tales que ¥ (A, A) € .7 x . se cumple:
2 (A, A7) < CH# (M) exp(—cd (A, S\ A))

Demostracion:

Por la Proposicién 4.3.8, 4® es invariante por traslaciones. Luego, bas-
tard probar que se cumple la ecuacion 4.121 de la Proposicion 4.3.7.

Por lo visto en la demostracién de la Proposicién 4.3.6 tenemos:

" <% S 5@, Wies\{o}.

Aesn{0,5}
Luego:
, 1
Sl < X F e
jes \0 Ae.¥N{0,5}
1 am
PP
€5\0 Ac.#N{0,5}
1 tdzam
= 3 g #(A) = 1) (P4) < 00

por la ecuacién 4.131 de esta Proposicién.

Proposicién 4.3.10 Sean: S = Z* & = (®5),_,, con potencial sobre (E*, F)
de rango finito (esto es: para cada s € S,Ay € & tal que: A € S, s €
AANA #£ 0 = &4 =0), A\-admisible, donde N € M (E,&). Entonces v*
es una especificacion de rango finito.

Demostracion:
Sea ¢ € S. Para cada j € S,j # i tenemos:

P)/Sj = sup ({dU ((7?)0 (7x) ) (%’q))o (-,:L‘/)) / (xaxl) € T({]}C>})
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Ahora. Sea A € & entonces

() (Al0) = 2% (7 (A1) = [ Loy (Gosa) AP (Ezs) M) v
(%(D)O (Al2) = ’Y? (Ufl (A) ]:v’) = /E 10;1(,4) (fic/s*\{i}) P? (595%\{1'}) A (d§)(4.132)
Como A € &, es claro que
1104 (Cxsvy) = 1,104 (g:{;g\{i}) , VE e E. (4.133)
Por otra parte: Vz € E°
CACIE o)

M) = exp (—HP(2) y
HYG) = 3 @s(:)= 3 @a(2)

AeSNi AESNi
ACA;

Ahora bien, VA C A;, ®a es .F),-medible pues es .#a-medible. Luego

JE N = (Cesvn) (5) = (E2a) (5) , Vs € A
Entonces

HY (§xs\y) = HY (E2%5\q33) -

Luego: p}? (fo\{z’}) =7 (f%\{i})-
De aqui, por las ecuaciones 4.132 y 4.133 tenemos entonces:

JE A= (1) (Ale) = (7)) (Ale"),  V(wa) €T ({5}°)

Luego:
‘ @
JEN=,;,=0

Corolario 4.3.2 Sean: S = 7>\ € M (E,&), P = (Pp) ey un potencial
sobre (Es,ﬁ), A-admisible invariante por traslaciones de rango finito tal
que v® satisface la condicion D. Entonces se cumple la ecuacion 4.121 de la
Proposicion 4.3.7 para todo t > 0
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Notacién 4.3.3 Coeficientes de la condicion uniforme (Uniform mizing cof-
ficients). .
Sean: N € S ANe S ne P (Es,ﬁ’). Definimos

¢ (A A, p) == sup ({[u (A|B) = p(A)[ /A € Fy, B € I, u(B) > 0})

Proposicién 4.3.11 Sean: S C Z? infinito; v una especificacion sobre (ES, ﬂ’)
que satisface la condicion D. Supongamos que 4 (v) = {u}. Entonces, para
cada (N, A) € S x .S se cumple:

o (N A ) <D (N A,Y)

Demostracion:
Sea (A, A) € ¥ x . cualquiera.
Sean A € F)y B € . Como pu € ¥4 () tenemos:

pAB) = — [ 9 (Ale) (e
B = s A) = s s ulan) (e B9).
(4.134)
Luego:
_ | Sz (Alp) plde) s (Ale) p(de)
(u(AlB) = u(A)| = () 5

< ﬁ / a (Alz) — s (Ale)] 1 (de)

ﬁﬂ (B)sup ({lya (A"|a") =75 (A7|2")| /A" € Fp.a” € E°})

< 7(0,47)
por (b.2) del Teorema 4.3.1.

IN

Proposicién 4.3.12 Sean: S C Z? infinito; v = (Ya) \cs una especificacion
sobre (ES,.F) que satisface la_condicion D. Supongamos que 94 () = {u}.
Entonces para toda f y g en £ se cumple:

1 (fg) = 1 (f) i > 6:(f) Dresy (i, §) 65 (9)

(4,4)€SxS
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Demostracion:
Caso 1: g(z) > 0,Vr € By u(g) = 1.
Para cada A € . sea hy : E° — R dada por:

Sea y, : F x E¥ — [0,1] dada por

I (Alz) = (hava) (Afz)

Afirmacién 4.3.10 7 = (ya) . €s una especificacion sobre (ES, f)

Demostracién:

Sean A € F,x € B = 3, (Alz) = [, ha (w) ya (dw|z) = 4 (+|x) es una
probabilidad sobre (ES f)

Por otra parte, VA € Z 9, (Alz) = [ 14 (w)ha (w)7a (dwl|z). Luego
a (-|x) es Ty-medible por ser v, un nicleo de probablhdad de (ES %) a
(ES,F). Sea B € Zy = 3C € &5\ tal que § = 05\1/\ (C) = 95 (Blz) =
Y2 (1phalz) = 1p (2) ya (halz) = 15 (), luego, Y4 es Jj-propio.

Por 1ltimo, veamos que

TaYA = YA

si A C A ambos en .¥.



214CAPITULO 4. UNICIDAD DE DISTRIBUCIONES DE GIBBS ADAPTADAS A ESPEC

Fa (Ga (1) |2)
Ya (7a (hala)[2)

Yada (Alz) = 6
(

A (haya (hala) |z)
(
(

Nl
S PR

A (A (haya (hala)) |z)
A (VA (hala) va (ha) |x)

Ya ( ) VA (ha) ’35)

I
=2 2

Sea ahora 1 = gpu.

Afirmacién 4.3.11 € 4 (7).

Demostracién:
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Sea A € A € . entonces
ia(A) = [ 9 (1a) (2) g (dz)
Ya (hala) () g (z) p (d)

Ya (a (hala) g) (x) p(dx) pues p € 4 (v)

- 1,4) (1)1 (9) () o (d)

(I) YA (glA) (l’) YA (g) (CIJ) L (dl’)

2
==
—~
)
~—

Nat

—~ §
& —~
~— QQ
[ —
= =
= T
= T
=~ —
& =

I
\\\\é\\\
o~
§Q

I

=

= 0
S
=
=
=

Para cada i € S sea b; : E¥ — [0, +00) dada por:

i (9)
4y (9) (2)
Afirmacién 4.3.12
du ('Y?i} (|z) 7%]1‘} (|575)) < b (z) ,Vie S zeE’

Demostracién: (Méas adelante)
Supongamos probada esta Afirmacién 4.3.12.
Por el Teorema 4.2.1 tenemos:

i (fg) — (gl = [u(fg) —p(f)
= [u(f)

IN

Dry (4,5) 11 (b)) (4.135)

Ahora:
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Yy ( g ) (x)p(dr)  pygyy = ppues p €9 ()

_ (4.136)

Luego, por la ecuacion 4.135 tenemos:

p(fa) —nNpl <7 X 00 Drey (.95 (9

(4,4)€SxS

Lo que prueba la Proposicién 4.3.12 (para este Caso 1)
Demostracion: de la Afirmacion 4.3.12
Sea u : ' — R dada por:

_ 9ia(§) :9(§$S\i)
Yy (9)(@) vy (9) ()

Probemos ahora:
Yoy Clz) = (urgy) (o) (4.137)
Sea A € &. Entonces:

Yoy (Alz) = g (07 (A) |x)

1 0 (
= ———¢ (glaﬂ > |x) Lema 4.2.1
V{i} (9) () ta i W ia
1

0
= ————— i (Gizlalz)
Yy (9) (z) '

Lo que prueba la ecuacion 4.137.
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Pongamos ahora para abreviar la notacion:
a =1 (le) = Ty () = ua (4.138)

Una cuenta inmediata prueba que:
g1 = HLU es la densidad de a con respecto a a 4+ u«
92 = 14 es la densidad de ua con respecto a a + uw

Luego, por la Proposicion 4.1.4 y por la ecuacion 4.138 tenemos:

du (V?i} (|z) ,?{)i} (|I)) = dy (o, ua)

1
— 1/@—mmm+wm

2

_1/1 U

2 l+u 14w
1

= 5/]1—u|d04 (4.139)

(1+u)da

Ahora bien:

a(w) = A0y (ul)

0w

= 7{i}< g Ix)=1
V{iH) (@)

Luego, la ecuacion 4.139

=§/hwwMMMas§(/@wwwmme”2 (4.140)

Como [ (u—a(u))’da = a (u— o (u))2) es la varianza de w con res-
pecto a la probabilidad « se tiene que, la expresion 4.140

< % ( / (u—m (u))2da) v (4.141)

sup(u)+inf(u)
2

donde m (u) = . Luego, la expresién 4.141
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1

< Llu-m)l,
)
= % Proposicién 4.1.3
1 9,
- v 5)
4 \Mipo)@)
1 1
= = (5 (gz,a:)
iy @)
1 1
< - i (9) Proposicién 4.2.1
A9 @
= b;(z)
|
Caso 2: g (z) >
Sea g1 = %g = (gl) = 1. Luego, por el Caso 1, tenemos
1
i (fg1) —pn(f)p <7 Z 0 ( i,7) 05 (1) (4.142)
(i,7)€SxS
Ahora:

plg) _nlfe) n(Hplg 1
Do = wl w7 g Y

De aqui y por la ecuacion 4.142 resulta:

w(fg)—p(f) (o) =pn(fo)—p

1
1 (fg) = n(f) <7 2 6 Drey (i,4) 85 (9)
(i,5)eSxS
Caso 3 (final): g € ¥ (ES, ﬁ,R) cualquiera.
Como g es acotada 3k € R tal que g () — k >0 Vo € ES.

Aplicando el Caso 2 a ¢, () = g (x) — k, Vz, tenemos:

> 6:(f) Drey (i, 4) 65 (g1)

(i,5)eSxS

Pero p(fg1) — u(f)pu(g) = p(fg) — ku(f) — w(f)ulg) + ku(f) =

1 (fg) —u(f)p(g)-
También: 6; (1) = 0, (g) por definicién de §; (Definicién 4.2.1).
Luego, la Proposicién 4.3.12 esta completamente demostrada.

1 (fgr) —p(f)p

»Jkl»—*
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Proposicién 4.3.13 Sean: S C Z?; s : S x S — R una pseudométrica tal

que
si+hj+k) =s(ij), Vijkes

v = (Ya)per una especificacion quasilocal tal que

cs (7) = supZeé(i’j)%J < 1.

€S jes

Supongamos que 4 () = {pu}.
Entonces, para toda f y g en £ se cumple:

5(0,7) < 5 (f>5§(9>

> (£ (g060) —pu(f)n(goi)e L(i-c()

€S

donde, para cada h € L (ES, Q,R) se define:

0s (h) :=> " e*®95; (n).

i€S

Demostracién:
Veamos que es cierta la siguiente desigualdad:

5(0,k) =5(0,—k) < s(0,7) +s(i,7) +5(0,7 + k) (4.143)

cualquiera sean i, j, k en S
En efecto:

5(0,k)

I
I

N N N N N /N
o O O O

=
|
=~
~—
\'®
|

oy
~—

IA A
VAR (VAR [V}

(j7_k)
(j+k —k+k)
(0,7 + k)

[V VA

o~ o~~~
S SN .

~.

+ + + +
[V V>
S
+ + +
| |» |®»

~.

Ahora, como v es q.l. y

=sup Y iy <sup Yy ey < 1,

€S jes €S jes
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se tiene que ~y satisface la condicién D.
Por la Proposicién 4.3.12, tenemos:

Dl (f(goOr) — pu(f) p(goO)e®™ < = 2225 ) Dry) (i, 5) 65 (g 0 ©) €2

kesS keS i€S jeSs
(4.144)

Ahora,

9 (goOr) = sup({[(go©)(x) —(g00%) ()] /(z,2") € T({j})})
= sup({lg (W) =g W)/ (y,v) € T{j+k})})
= 5j+k (9)-

Por esto y por la ecuacion 4.143 tenemos:
la expresion 4.144

< —ZZZ(S efOZDr ) (1, j)ef(wé k(g)6§(07j+k)
keS ieS jes

T4 Z > 6 () e Drgy (i, 5) 06514 () ) (4.145)
’LES jeS kes

Ahora, Vj € S tenemos:

> 6 5054k — 5, (g) (4.146)

kesS

Por la Afirmacién 4.3.7 de la demostracion de la Proposicién 4.3.5 tene-
mos:

. 1
D i) el « T Vie S 4.147
Z I'(vy) (27])6 = 1—C§(’}/)’ 1€ ( )

jes

Luego, de la ecuacion 4.145 por las ecuaciones 4.146, 4.147 y definicién
de 0, (f) se termina la prueba de la Proposicién 4.3.13.
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4.4. Regularidad bajo condiciones de unici-
dad.

Recordemos algunas notaciones y resultados del Capitulo 2. Sean:

Py = {QD/@ es un potencial acotado, esto es, &, € L (ES, f,]R) VA € 5”} .
Ps = {P/P es un potencial sumable }
P = {®/P es un potencial invariante por traslaciones }

'@SI = 95(79[.

Notacién 4.4.1 Sea ® € L4 N H;. Ponemos:

el = > # ) @l

AesN0

Proposicién 4.4.1 Sea P, :={®/P € PN P y |||P||| < oo}.
(2, ) es un espacio de Banach.

Demostracién: Ejercicio.
Notemos que Z,, C &;. Sea

P ={® e P/ ||2]| <1}

Nota 4.4.1 Sea \ € # (E,&) finita. Recordemos que por la Proposicion
2.1.2, si & € Pg, entonces ® es A-admisible. Ademds, si ® € HP; entonces:

ST OHW 1)) <2 D #(A) D]l =2]l|fl] <2

AeN0 AesN0

Luego, por la Proposicion 4.1.8, v* satisface la condicidn de Dobrushin.
Por el Corolario 4.2.3 se tiene que # ({é (7‘1’)) < 1. Por el Corolario 4.3.1,
si (E,&) es un espacio de Borel estindar, entonces # (g (fy‘b)) =1.

De ahora en adelante, en esta Seccion supondremos que (E, &) es un espa-
cio de Borel estandar, aunque quizd sea solo suficiente suponer que # (% (”y‘b)) =
1,V® € &.

Pongamos {ps} =94 (v*) VO € 2,

El principal objetivo de esta Seccion es probar el siguiente:
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Teorema 4.4.1 Sea \ € # (E,&) finita. Sean & € P,V € P. Sea
to > 0 tal que

@ + W] < [ + [t [[llf <1, V]t <to
Para cada t con |t| <ty pongamos ¥, := & + tW.

Sea g € £ tal que Y, 50; (g) < .
Sea F : [—ty,to] = R dada por:

F(t) == pasre (9)

Sea fy : B — R dada por:

fu (2) :A;O#gA)‘IfA(:c), Vz € E°

Entonces:

(a) $jes0; (fu) < oo

. 4
(b) a:=sup;g ZjeS SUP|y<to Vi < 1

(c) Para cadai € S,j € S sea D j := supyy <, DF@%) (i,7). Entonces

sup Z P;; < 0.

i€S jes
(d) D kes Dies 2jes 9i (9) 10 (fu 0 O) < 0.

(e) Para cada |t| < to, eziste:

G(t) == (pw, (9(fuoO%)) =y, (9) prw, (fu © O)

kesS

(f) F es diferenciable en (—to,to) y F' (t) = G (t),Vt € (—to,t0). En parti-
cular:

F'(0) == (na (9 (fu 0 Ok) = pta (9) pia (fu 0 O%))

kes

Antes de proceder a la demostracién del Teorema, veremos un Lema técni-
co de uso en la prueba del Teorema.
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Lema 4.4.1 Para cada |t| < to sea p* € &P (E®,.F). Para cada [t| < to y
cada A € .7 sea iy € P (ES, 7).
Si para cada A € .7 :

sup sup |pp (A) — ' (A)| —= 0;
t|<to Ac.F\ ATS

entonces, para cada h € &,

sup [y (h) — o' (h)] = 0.

[tI<to ATS
Demostracion:
Sea0<e<1l Comohe€ L 3INc.SyfecL™ (ES,(?A,]R) tal que
I = hll, < 5.

Luego, V|t| < ty,VA € .7

iy (R) — 1t (B)| < iy (F) — 1" (f)] + e

\Wa (/) =" (f)] < Sup |1 (A) = 1" (A)] 6 (f)
< 2 sup |ph (A) — ' (A)] I f]l
AEF\
< 2sup | (A) = ' (A)] (7]l + 1)
Luego:

sup [jis () — it ()] < 2 sup sup |y (A) — it (A)] (Ihllc +1) +e

It|<to It|<to AEF

Luego

lim sup |pl (h) — i (h)]| < e
ATSItISto"uA<) M()’

La arbitrariedad de e prueba entonces el Lema.
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Demostracién: del Teorema 4.4.1
Prueba de (a). Sean: j € S,y ¢ en E,x € E.

! 1 !
|fo (Exs\iy) — fu (Ezsvy)| < Z M"I’A (Exs\y) — Wa (Ezs\31) |

= > #(1 )‘ A (Es\y) = Va (E251) |

AesN{0,5}
Aesn{0,5}
Luego:
1
5(fe) <2 > Yy 1WAl
Aesn{0,5}
De alli:

1
DG =23 > Zrlivalk

JES JjES Ae.sN{0, '}

P # || Tl

Aeymo

=2 ) H‘IJAHOO
AesN0

= 2[[¥l -

Prueba de (b). Seat € [—ty, to]. Por lo visto en la prueba de la Proposicién
4.1.8, tenemos:

squvﬁf < Sug Z 1(#(A)_1)5((\I’t)/\)
tjes S Aesi

sup >, (#(A) =D [ whll

i€s AesMi

sup ## (A) [[Whll,
AEZN0

= |[|®+ ]|
< [[Ifl +to [[TW]] <1

IN

IN

Luego: oo < [[[ @[] + o ||| < 1.
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Prueba de (c). Por lo visto en la prueba de la Afirmacién 4.2.4 del Teo-
rema 4.2.1 tenemos, V [t| < tg,i € S:

ZD 2e) (,7) Si ngi@”:

]ES n=0 n=0

De aqui se deduce (c) inmediatamente.
Prueba de (d). Observemos que

h:E° - R,j€S keS=d;(hoOy)=0d;j(h) (4.148)

Entonces, por (a):

SN T60(9) 20 (faoOk) = DD 6:(9) Ziid; (fu o Oy)

kesS ieS jes €S jeS keS

= ZZ(S @Z‘jzéj k f\Il

€S jES kesS

_ Z Z 6 (9) D Z or (fo)

1€S jES keS

<sup2%,j) (Z J (g)) (Z 0w (fw)) < o0,
' jes €S kes

Prueba de (e). Como g y fy estdn en .Z, por la Proposicién 4.3.12 y por
(d) tenemos, para [t| < g

IN

> i, (9 (fu 0 Ok)) — pw, (fu 0 O_k) puy (9)] <

kesS

< EZZZ@ (9) Dp(th) (4,7) 0; (fw 0 ©O_p)

keS ieS jes

< -ZZZ& ) 21,05 (fy 0 O)) < 00

keS ieS jeSs

Prueba de (f). Para abreviar la notacién, para cada h € £ (ES, F, R),
para cada w € ES, A € .7 y |t| < ty:

(h,g)y () = A" (hglw) — 7y (hlw) " (glw).
(h,g)s = pw, (hg) — pw, (h) pw, (9).
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Para cada A € . y cada w € E¥ sea Fy,, : [~to, to] — R dada por

Frw () =3¢ (g|w)

Afirmacién 4.4.1 F), es diferenciable en (—to,to) y

Fy,, () =—(HY g)} (w

Demostracion:
Sea h € £ (ES,?,]R) cualquiera. Para cada [t| < ¢y y cada ¢ € E*
pongamos

G (t,&h) = h (Ews\a) By (Ews\a)

También, para cada |t| < ¢, sea

I(t:h) = / G (1€ 1) XM (de)

Notemos que V¢ € EA:

hy' (§ws\a)
Zy" (Ews\a)
hyt (Sws\a)
fEA h/\l\lt (@wS\A) A (dO)
hy* (Sws\a)

Pyt (Ewsa) =

I(t;1)
(1 es la funcién z — 1,Vz € E®).
Luego:
U _ \
Y (hlw) = /EA h (Ewsia) py' (Ewsia) A* (d€)
_ fEA h (wa\A) /\I\lt (5“15\/\) d§)
B I(t;1)
_ I(th)
- I(1)
Luego:
F@Aw—lﬁw) (4.149)
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Afirmacién 4.4.2 Sea h € £ (ES,,?,R). Entonces t — I (t,h) es dife-
renciable en (—to, to) y I' (t;h) = —1I (t; hH))

Demostracion:
Una cuenta inmediata prueba que:

21G (t,&h) = —h (Sws\a) HY (Ews\a) by (Ewsia)

Entonces
G (&) < [l |22 (%] (4.150)
Una cuenta directa prueba que
[A3° ]| . < exp (# (A) [|@]]o) exp (to# (A) [[¥]],) (4.151)

Lema 4.4.2 de Teorema de la Medida.
Sea (Q,d, p) e.p., to >0, G*: (—tg,to) X 2 = R tal que

(i) G*(t,") € L (A, 11, R), Vt € (—tg, o).
(il) G* (-, &) es diferenciable en (—to,tg),VE € Q.
(iii) |Z1G* (t,€)] < M < oo, Vt € (—tg, ty),VE € Q.
Sea I* (t) = [, G* (t,&) pn (d€). Entonces I* es diferenciable en (—to,to) y

%[* (t):/Q%G* (t,8) p (dS)

Demostracién:
Sea t € (—tg,tp). Sea dg = 0 (t) tal que (t — do,t + o) C (—to, to). Para
cada 0 € (—dy, dp) sea

B G (t+5,g()5—a*(t,g)

Por el Teorema del Valor Medio, 30| < 1 tal que |Fs (§)| = |21G (t + ©6,&)| <
M, V6
Ademas

Fs(©) — 71G" (1,€),

Por el Teorema de Lebesgue de la convergencia dominada:

PED=L0 [ r@u o [ 96 wn
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|

De las ecuaciones 4.150 y 4.151 y por este Lema 4.4.2 tenemos: t — I (¢, h)
es diferenciable en (—tg, %) y

I'(t,h) = /%G*(t,f;h)AA(df)

= [ ) HE (s 1Y (ws) X )
= —I(t,hHY)

Por la Afirmacién 4.4.2 y por la ecuaciéon 4.149, tenemos que Fj,, es
diferenciable en (—tg, to).

Ademas:
Fo) = I'(tg) I (81) — I (9) I (£1)
(1 (t:1))°
_ T(BgHY) I(11) — 1 (t9) 1 ( HY)
(I(t;1))
- (I(t;gHX’) B f(t;g)[(t;HXP))
(1) I(1) I(%1)

= — (¥ (gHY Jw) — 7Y (glw) 7yt (HY [w))
- = <H/\$’ 9>§\ (w)

La afirmaciéon 4.4.1 estd probada.

Afirmacién 4.4.3 Sea w € E°. Se cumple:

T\t t
o (00 =2 (e O 0
= 1€S

Afirmacién 4.4.4 supj <, [Faw (t) — F (t)] v 0 cualquiera sea w € ES.
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Supongamos probadas estas dos afirmaciones. Luego, (F/’\w) \ converge
uniformemente sobre [—tg, to] a G. Luego, por resultado cldsico del Analisis,
F es diferenciable en (to, o) v F'(t) = G(t) = =Y ;e (fu 004,9)5, Vt €
[—t0, o). Luego, (f) esta probada y con ello el Teorema.

Demostracién: de la Afirmacion 4.4.4.
Por (c) de la Proposicién 4.3.1 tenemos que para cada (A, A) € .7 x .7
se cumple:

sup sup { |32 (Afw) — pw, (A)| /A € Fa,w € B} < 37 3" Dyyuny (i)
\t|§t0 iceA jES\A

22

i€EA jES\A

—0 (4.152)
ATS

IN

(por (c) de este Teorema).

Por el Lema 4.4.1 supj, <, |7§t (9|w) — py, (g)‘ A—TS> 0

La prueba de la Afirmacion 4.4.4 se completa, teniendo presente que:

Faw () = F (t) = 73" (glw) = pw, (9)

Demostracion: de la Afirmacion 4.4.3.
Sean: t € [—tg,to],w € ES,A € ¥/, A €. con A CA.

i€s keA
+ Z(fwo@—k,g>j\(w) —Z<f\1109—k,9>f9
keA keA

+ Y (fuoO kg (w) = Y (fuoO k9

ke A\A keS\A
S T1 (t, w, A) + T2 (t, w, A7 A) + T3 (t, w, A) (4153)

donde:
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Ti(tw,A) = |[(HY,g), (w) = > (fuo O g)} (w)
keA
TQ(tvwvA?A) = Z<f\l’097kﬂg>j\(w>_Z<f‘1’o@*k7g>g
keA keA
Ts (t,w,A) = sup Z |(fu 0Ok, g)} (w)]

Aeyu{S} KEMA

Afirmacién 4.4.5 (a) supy <, 71 (t,w, A) ?) 0.

(b) Para cada A € 7, supy <, To (8, w, A, A) W 0.

T A )
(€) supp<, I3 (1w, A) A—TS> 0

Supongamos probada esta Afirmacién.
Sea € > 0. Por (c) de la Afirmacién 4.4.5, 3Aq € . tal que

sup 75 (¢, w A)<— VA C A
[tI<to
Por (b) de la Afirmacién 4.4.5, 3A; € % tal que Ay C A € & =
SUDyy<t, 12 (t,w,A,A) < 5.
Por (a) de la Afirmacién 4.4.5, 3Ay, € ¥ tal que Ay C A € ¥ =
Sup|t|§t0 Tl (ta w, A) < §
Tomando A = Ag y A = A; U Ay tenemos:
la ecuacion 4.153 < £+ ¢+ ¢ =€
La Afirmacion 4.4.3 esta probada.

Demostracién: de la Afirmacion 4.4.5.
Veamos primeramente la siguiente

Afirmacién 4.4.6 Sea: h € £ tal que Y
Entonces, para todo w € E se cumple:

sup‘hg 225 ) Z;j6; (h)

lt|<to zGS jes

ies 0i (h) < o0.

cualquiera sea A € .7 .
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Demostracion:

Consideremos el Lema 4.3.2 con las siguientes especificaciones: vy = y¥t, V =
Az =w.

Como v satisface la condicién D, yA® tambien (por (d) y (e) del Lema
4.3.2). Como A € .7, por (c), 7 (|w) € & (v**)), esto es: & (v)) =
{7a (*]w)}. Aplicando la Proposicién 4.3.12 concluimos la prueba de la Afir-
macion 4.4.6.

Prueba de (a) de la Afirmacién 4.4.5
Por la Afirmacion 4.4.6 tenemos:

sup
|t|<to

225 @@( —Z(f@o@_k)>

zES JjES keA
(4.154)

<H1%I - Z (f‘lf © @—k’) 7g>

keA A

Ahora, sean: j € S,z € E°, £ y ¢ en E. Entonces:

‘Hf (Ezsvin) = Y (fa 0O %) (Exsriy) — (Hf (Exaviy) =D (fuo©p) (€'$S\{j})> | =

keA keA

= > Ualéwan) = D, Ual(rag)+d, D # ) LAk (Ezs\iy)

AeSNA AesNA keN Ae7(0

-2 > # ‘I’A+k (€zs\153) (4.155)

keA Ae7(0

Ahora bien. Sea j ¢ A =

a(Ers\iy) = Pa (zsy) =0

pues V4 es % -medible.
Ademss, fijados k € Ay A € % (0), tenemos

JEA+E= Ve (os\y) — Vase (Eos\(y) =0

porque V4., es F 4 -medible.
Luego,
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la ecuacién 4.155

= > [Wa(osyy) = Pa (fzay)] =D >, # ‘I’A (Exs\y) — a (Eos\53)]

AjeéGEA keA Aeym{k}
(4.156)
Sea ahora A tal que AN A # . Digamos ANA = {\,\a,...,\;}. En
la suma ZAeym{k}, A estd exactamente una vez cuando k = A\, ...,k = \J.

Luego en >, ZAE;Q%W el A aparece # (AN A) veces.
j
Luego en ZBQ%M — D ken 2_sesniry » A aparece una vez en el 1° sumando
J€ jEB

y # (A \ A) veces en el segundo, luego:
la ecuacion 4.156

Z £ ()B = (Vs (Ssviy) = ¥a (Eos\y)]

0; (H)f - Z(f\y o G_k)) = 4 Z ##A\)A)\IJA

AESLNA
JEA

N B S ACAT

AcsNA #(A)
ANAc#D,jEA
< 2 ) [Pl
A€ (5)
ANAc£(D
Luego:
la ecuacién 4.154
1
<522 0@ % Y [Vl (4.157)
i€S jes A€ (5)
ANAc£)

Ahora bien. Sean i € S, j € S. Tenemos

0:(9)Zi; > WWallo=0:(9)Zi; > sl preal
AeF(j) Be.#(0)
ANAC£D BA(AZ5)°40
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Ademads

0:(9)Zi; > WWallw <0:(9) Zis Y 1Wall = 1Ty 0: (9) Zi;
Ae(5) Ae#(0)
ANAC#D

También:

SS9y 6 (9) iy < oo

i€s jes
Luego, por el Teorema de Lebesgue de la convergencia dominada
la ecuacion 4.157

— 0.

AtS
Asi, (a) de la Afirmacién 4.4.5 esta probada.
Prueba de la parte (b) de Afirmacién 4.4.5
Sean: A € S Ae .S ACA:

sup Ty (£, w, A, A) < sup Y |(fu 0 O, g),, (w) = (fu 0 O, 9)|

t|<to tI<to Fex

< sup D (o 0 0-8) glw) = 73" (fu 0 O |w) 1" (glw)
t<to e
< sup D A ((fo 0 ©-4) glw) = pra, ((fw 0 ©-4) 9)|
tI<to gea
+ | (fu 0 O_klw) — pw, (fo 0 O_p)| |7x" (glw)]
+ 7" (glw) = s, (9)] 1w (fo 0 © )]
< sup D [ (e 0 ©-x) glw) = pra, ((fw 0O %) g)|
t<to e
+ | (fu 0 O_kw) — pw, (fo 0 ©_p)]| [|glls
+ |nt (glw) = pa, (9)] | folloo)
= (*kxx) (4.158)

Por lo que vimos al inicio de la prueba de la Afirmacién 4.4.6, esto es,
la ecuacién 4.152, y por el Lema 4.4.1, teniendo en cuenta que # (A) < oo,
dado € > 0,3Ag = Ag (A, fu,g,€) tal que por la ecuacién 4.158: Ay C A €
S = 8Dy <y To (tw, A A) < (k% %) < e

Prueba de (c) de la Afirmacién 4.4.5
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Por la Afirmacién 4.4.6, tenemos para cada A € .%:

sup T3 (t,w,A) < = Z 225 ) ;0 (fw 0 O_g)
[tI<to

keS\A i€S jes

= YA Y () (4159)

i€S jes keS\A

Ahora, como para cada j € S, ZkeS\A di—k (fu) A—TS> 0, por un argumen-
to similar el usado para probar la ecuacion 4.157 W 0, probamos que la

ecuacién 4.159—— 0
A1S

La parte (c) de la Afirmacién 4.4.5 queda probada.



Apéndice A

Revision de Medida y
Probabilidad.

En este Apéndice recordaremos los principales conceptos y resultados (sin
demostraciones) de Medida y Probabilidad que necesitamos para el estudio

de las distribuciones de Gibbs. Los textos en los que nos basamos son: [Hal66]
[Dur10]

A.1. Conjuntos y clases

Sea {2 un conjunto

Definicién A.1.1 Diremos que una familia no vacia, %, de subconjuntos de
Q es un dlgebra de € si:

(a) AeZ,BeZ#Z=AUBecZ.
(b) A€ Z = A° (complemento de A en Q) estd en %.

Definiciéon A.1.2 Diremos que una familia no vacia, % , de subconjuntos de
Q es una o-dlgebra de ) si:

(a) (Ai)¢:1,2,...
(b) Ac F = A°c Z.

Proposicion A.1.1 Sea & una familia no vacia de subconjuntos de §2, en-
tonces existen a (4) y o (¢) tales que:

(a) a(¥) es un dlgebra que contiene a 9.

235
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(b) 0(¥) es una o-dlgebra que contiene a 9.
(c) Si o es un dlgebra que contiene a ¢, entonces a(9) C <.
(d) Si A es una o-dlgebra que contiene a ¢, entonces o (4) C .

Al dlgebra a (9) la llamaremos “dlgebra generada por 4 7.
A la o-algebra o (94) la llamaremos “o-dlgebra generada por 47 .

Proposicién A.1.2 Sea ¥ una clase no vacia de subconjuntos de ). En-
tonces:

A€o (9) = 3% C Y numerable tal que A € o (4).
Notacién A.1.1 Sean: A C Q,9 C & (). Pondremos: 9NA :={GNA/G € Y}.
Teorema A.1.1 Sean: A C Q no vacio; 9 C & () no vacia. Entonces:
oa(9NA)=0q(¥9)NA,

donde: g4 (9 N A) significa o-dlgebra de A generada por 4 N A y oq (9)
significa o-dlgebra de Q) generada por 9.

Definicién A.1.3 Sea 4 C & () no vacia. Diremos que M es clase
monotona si:

My C My, C ... COTLMZ'G%,Vi = UMleﬂ
My DMy, D ... COTLMZ'G%,VZ' = mMZEﬂ

Proposiciéon A.1.3 Sea 9 C & (Q2) no vacia. Entonces Im (4) tal que:
(a) m(¥) es una clase mondtona y 94 C m(9).
(b) Si A es una clase mondtona que contiene a 4 entonces m(¥4) C M .

A m(9) la llamaremos “clase mondtona generada por 4 ”.

Teorema A.1.2 (a) Si.F es una o-dlgebra de 2, entonces F es una clase
mondtona.

(b) Si o es un dlgebra de Q2 y una clase mondtona entonces o/ es una
o-dlgebra de 2.

Teorema A.1.3 Si @/ es un dlgebra de 2, entonces m (o) = o ().



A.1. CONJUNTOS'Y CLASES 237

A.1.1. Sistemas 7y A

Definicién A.1.4 Sea & C & (). Diremos que & es un sistema T si

P, Py,....P,en P =(\P 2.

i=1

Definicién A.1.5 Sea & C & (Q2). Diremos que £ es un sistema A ( de Q)

S1
() Qe
(ll) L1€$,L2€$,L1CL2:>L2\L1€$.

(iii) Ly, Lo,... en L con LinL; =0 sii#j= g, Li € Z.

Proposicién A.1.4 Sea 9 C & (). Si P es un sistema 7 y un sistema A,
entonces &9 es una o-dlgebra de ).

Proposicién A.1.5 Sea (L;);., una familia (no vacia) de sistemas X de un
mismo 2. Entonces

f::ﬂafi

el

es un sistema X\ de €.

Corolario A.1.1 Sea ¢ C & (Q2) no vacia. Entonces 31 (9) tal que:
(a) 1(9) es un sistema A que contiene a 9.
(b) Si Z es otro sistema A ( de Q) que contiene a &4, entonces 1 (9) C Z.

A L(¥9) lo llamaremos “sistema X de §) generado por 4.

Proposicién A.1.6 Sea 9 C & () no vacia. Si 9 es un sistema w, enton-
ces L(¥) es un sistema m y un sistema .

Corolario A.1.2 Sea ¥ C & (Q2) no vacia. Si Y es un sistema 7, entonces

o (9) ClL(¥).
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A.2. Medidas

Sea R* := RU {+o0} U {—0o0}.
Por definicién: a < +00y —o00 < a,Va € R.
Sean: {2 un conjunto y 2/ un algebra de (2.

Definicién A.2.1 Diremos que pu: o/ — R* es una medida sobre o7 si:
(a) p(A) >0,VA e «.

(b) (An),>, en & con AyNAy =0sin#Fzmyl, A€ & = pu(U, An) =
anl 1 (An)

(c) n(0) < +oc.

Se dice que j1 es una medida o-finita sobre Q, si existe (A,), -, en & de
Q. -

Sip:of — R* es una medida, diremos que (2,97, 1) es un espacio de
medida (e. de m.).

Definicién A.2.2 Sea (Q, 97, 1) un espacio de medida. Se dice que u es
completa si: (E € o/, F CE,un(E)=0)=F € 4.

Nota A.2.1 Topologia y o-dlgebra de Borel de R y R*.
Sea g la topologia usual de R.
Sea Gg+ :={A CR*/Ja € R con (a,+o0] C AJU{A C R*/3a € R con [—o0,a) C A}U
TR
Con g+ denotamos a la topologia de R* generada por G« y la llamaremos
topologia usual de R*.
Llamaremos o-dlgebra de Borel de R y la denotaremos por %, a la o-
algebra de R generada por Tx.

Andlogamente se define la o-dlgebra de Borel de R* que denotamos por
0

Proposicion A.2.1 Propiedades de las medidas.
Sea (2, o7, 1) un espacio de medida siendo <7 un dlgebra de §). Se cumple:

(a) Fed Fed ECF u(E)<oo)=pu(F\E)=pu(F)—un(E), sien-
do F\ E = Fn E.

(b) (E€ «, (En)ps1 en o/, EC, E,) = pn(E) < Do 1 (E).

(c) (Eed,(En),s end con B,NE,=0sin#m,U,E,CE)=Y,.,1(E)<
pu(E). ) )
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(d) p es continua desde abajo. Esto es: (Ey C Ey C ... en o/, E =, E, € A) =
p(E) = lim, p(E,)

(e) w es continua desde arriba en E € o7 . Esto es:

(E1DE,D...end,E=),E,€Ay3meN tal que u(E,,) < 00) =
p(E) = lim, p (Ey)

Proposicion A.2.2 Sean: 2 un conjunto no vacio; </ un dlgebra de €2; u -
o — R una funcion tal que:

(i) 0<pu<oo,VAe .
(i) (Ar,..., Ay en con AiNA;j=0sii#j)=pU_, A)=> 1 u(A).

Si se cumplen ademds una de las dos siquientes propiedades, entonces . es

una medida sobre (2, o)
(iii) (En)psy con(By CEy C ... en o, E =], B, € A) = p(E) =1lim, u(E,)

(iii") Ex D Ey D ... end, con (\,5 Bn =0 = lim, o pu(E,) = 0.

A.3. Extensién y completamiento de medidas

Teorema A.3.1 Sea (0,97, ) un espacio de medida, siendo </ un dlgebra
de €.
Si p es o-finita, entonces 3\ : o (/) — [0, 400] tal que:

() a(A) =p(A), vAe d.
(i) o es una medida o-finita sobre (Q, 0 ()).

Teorema A.3.2 Sean: (Q2,.%, 1) un espacio de medida, siendo ¥ una o-
algebra de €.

N (F,p) = {NCQ/IN, €.F con NC Ny ypu(Ny)=0}
F = {FAN/FeZ yNe N (F )}

Entonces:
(a) Z (i) es una o-dlgebra de Q y F C .F (u).

(b) Sean Fy, Fy en #,Ny y Ny en N (F,pn). Si F1AN; = FRAN,, entonces
p(Fr) = p(Fy).
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(c) Sea ji:.F (1) — [0, +o0] dada por

SZF1€§@/FAF16JV(§,[L)

Entonces (Q,gl‘ () ,/1) es un espacio de medida completa y i (F) =
w(F),VF e Z.

A (Q,ﬁ,ﬂ) se lo llama completamiento de (0, %, ).

Teorema A.3.3 Sean: Q0 un conjunto; &/ un dlgebra de €2; p una medida
o-finita sobre (2,0 (&7)).

SiEe€o(H)yp(E)< oo, entonces, para todo € > 03E, € of tal que
u(EAE,) <e.

A.4. Funciones medibles

Sea (£2,.Z) un e. m. siendo .% una o-dlgebra de €.

Definicién A.4.1 Sea f : Q — R*. Se dice que f es (F,PB;)-medible o
simplemente que f es medible si f~1 (M) € F ,NM € ;.

Notacion A.4.1 Pondremos:
F(Q,ZR") = {f: Q= R*/f es (F,HB}) — medible} y F (2,7 ,R")
serd {f : Q —>R/f es (F,B}) — medible}.
Notemos que: f: Q — R es medible si y sélo si [~ (M) e F,YM € B,.
Convencion: St f : Q@ - R* y g: Q — R*.
Sea Q) ={x € Q/f () =40 Ng(x) =—0cc}U{z € Q/f () = —c0 A g () = +00}.
0O =Q\ Q.
La funcion f + g se considera definida por sobre €2y por:

(f +9)(x) = f(x)+g(x)
Notemos que si f y g son medibles, entonces )y es F -medible.

Proposicién A.4.1 Sean: f y g € F(Q, % ,R*). Entonces f + g es medible
sobre Q. f-g € F(Q,.7,R¥).

Proposicién A.4.2 Sea f:Q — R es medible si y sélo si, f~'((—o0,c)) €
F,Ve e R.
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Proposiciéon A.4.3 Sea f : Q — R*. Definimos f*: Q > R* y f~: Q —
R* dadas por:

_J fla) sif(z)=0
r () = { 0 caso contrario,
(parte positiva de f)
iy = ] @) i f(2) <0
;)= { 0 caso contrario,
(parte negativa de f)
_ ) s f(x) <0
|f|(x)—{ —f(x) sif(x)<0
(valor absoluto de f)
Si f € F(Q,7,R*) entonces fT, f~ y |f| son (F, B;)-medibles.

Proposicién A.4.4 Sea (f,),>, en F (Q, 7 ,R*). Sean hy, hy, hs y hy fun-

ciones definidas sobre §2 con valores en R*, por:

hu () = sup fu (7)
ho () = i%f fn ()

hy () = T, f, ()
hy (37) - H—mnfn ('T)

Entonces hy, ho, hg y hy son medibles.
Definicién A.4.2 Sea s: Q — R. Se dice que s es simple si # (s (§2)) < oo.

Teorema A.4.1 (a) Sea f € F (Q, #,R*). Entonces 3(sy,),~, en F (2, F,R*)
tales que s, es simple Vn y f (r) = lim, s, (z) Vo € Q.

(b) Sea f € F(Q, 7 ,R") tal que f (x) > 0, Vo € Q2. Entonces 3(sn),>, en
F(Q,.7 R*) tales que

(b.1) s, es simple Vn.
(b.2) 0<s,(z) <spt1(z), Ve eQ,Vn=1,2,...
(b.3) f(x)=1lim,s, (), Vz € Q.
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Notaciéon A.4.2 Sea (2, F, u) un espacio de medida, siendo F una o-dlge-
bra de Q). Para cada x € Q sea P (x) una afirmacion sobre una propiedad de
x.

Diremos que P es cierta p c. s. (p casi sequramente) sobre § si

(i) {z € Q/P (x) no es cierta} es medible.
(i) p({z € Q/P (z) no es cierta}) = 0.
Notacion A.4.3 Si ) es un conjunto no vacio, pondremos:
L7 (QR) :={f:Q = R/IM < oo satisfaciendo |f (x)| < M,Vz € Q}
Si (Q,.Z, 1) un espacio de medida, pondremos:
L%, F, 1, R) =
{fQ—=R/feF(Q,Z,R*) y3IM < oo tal que p({x € Q/|f (z)| > M}) =0}
Definicién A.4.3 Sean: (2, .F, p) un espacio de medida; f € F (Q, F,R*); (fa),>1
en F (Q, F R"). -
Se dice que (f,), >, converge a f ji-casi sequramente (en simbolos: f, —

>
fop e s.)siIEy € F con p(Ey) =0 tal que x ¢ Ey = dado € > 0,3ng =
no (€, ) tal que:

() < si [ (x) = —00
n>ng= f(z)>1 si f(x) =400
fo(0) = F@) <e sif(z) R,
Definicién A.4.4 Sean: (2, #, ) un espacio de medida; (f,,),~, en F (2, F,R).
Diremos que (fn),, €s fundamental p.c.s. si 3By € F con pu(Ey) = 0
tal que v ¢ Ey = dado ¢ > 0,3ng = ng (x,¢€) tal que m > ng,n > ng =

’fn (x) - fm ($)‘ <€

Proposicién A.4.5 Sean: (Q, F, ) un espacio de medida; (fn),~, f ¥ g
en F (Q, #,R). -

(a) Sea f € F(Q,7,R). Se dice que (f,),>, converge uniformemente a f
p.c.s. (fn = fu.cs.) si Ey € . F con u(Ey) =0 tal que:

dado € > 0,3ng = ng (€) satisfaciendo:

1
€

n>ng=|fu(r)—f(z)] <e x & Fy.

(b) Se dice que (fn),>, es uniformemente fundamental p.c.s. si 3B, € F
con p(Ey) =0 tal que: dado € > 0,3ng = ng (€) satisfaciendo:

n > mng,m >me = |fm(x) = fo(2)] <e€ T ¢ Ep.
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Proposicién A.4.6 Sean: (Q, %, u) un e. de m.; (fn),>, en F(Q, 7, R).
Entonces son equivalentes:

(a) 3f € (2, #,R) tal que f, = fu.c.s.
(b) (fa)ns1 es uniformemente fundamental p c. s.

Definicién A.4.5 Sean: (Q, ., ) un e. de m.; (fy),>, en F(Q, #,R), f €
F(Q,.7 R). -

Se dice que (f,),~, es aprozimadamente p-uniformemente convergente a
f si: dado € > 0,3F € F tal que u(F) < € y dado n > 0,3ng = ng (n) tal
quen >ng = |fn () — f(z)| <n, Vo & F.

Teorema A.4.2 Teorema de Eqgoroff y su reciproca.

Sean: (,.F, 1) un e. de m. con p(Q) < 00; (fn),>1 ¥ f en F(Q,.F,R).
Entonces: f, — fu.c.s. < (fa),s, €S aprozimadamente u-uniformemente
convergente a f. -

Teorema A.4.3 Sean: (Q, 7, p) un e. de m. con () < 00; (fn)ps ¥ f
en F(Q, 7, R).
Dados € > 0 yn € N, definimos:

En(€) ={z € Q/|fu(x) — f(2)] = €}
Entonces:

fn = fu.c.s. < lmp <U E. (e)) =0, Ve > 0.

Definicién A.4.6 Sean: (0, 7, p) un e. de m.; (fn),>, y f en F(Q, 7, R).

(a) Se dice que (fn),>, es fundamental en p-medida si:

e>0=u{r e |ful@) = fu(@lze) — o0

(n,ym)—(00,00)
(b) Se dice que (fn),>, converge a f en p-medida (f, 5 f, en stmbolos) si:
e> 0= u({r €9 fu (@) = fu ()] = €}) —> 0

Teorema A.4.4 Sean: (0, 7, p) un e. de m.; (fu),>, y f en F'(Q, 7, R).
Entonces (fn)n21 aproximadamente p-uniformemente convergente a f =

fo ™ f.
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Teorema A.4.5 Sean: (0, F,p) un e. de m.; (fo),>, y f en F(Q, 7, R).

Entonces:

(a) fn 5y (fn)nzl aproximadamente p-uniformemente convergente a f
(b) Sea g € F(Q,.Z,R). Si fu > f ygnL f, entonces f — g p.c.s.

Definicién A.4.7 Sean: (0, 7, pu) un e. de m.; (fu),>, en F (€, 7 ,R). Se
dice que (fn)n21 es aproximadamente p-uniformemente fundamental si: dado
e>0,3F € F tal que p(F) <eyn>0,Ing=no(n) €N tal que:

n>ng,m>ng=|fn,(z)— fm ()] <n , Vo ¢ F.

Teorema A.4.6 Sean: (0, 7, p) un e. de m.; (fn),s, en F (2, F,R). En-
tonces:
(fa)ps1 fundamental en p-medida = 31 : N — N estrictamente creciente

tal que (f[(n))n>1 es aproximadamente p-uniformemente fundamental.

Proposicién A.4.7 Sean: (,.%,p) un e. de m.; (fn),~; en F(Q, #,R).
Entonces: -

(fn),>1 aproximadamente p-uniformemente fundamental = (f,),~, €s
fundamental ji.c.s. -

Teorema A.4.7 Sean: (Q, #,u) un e. de m.; (fn),>, en F'(Q, 7, R). En-
tonces:
(fa)ps1 fundamental en p-medida = 3f € F (2, 7, R) tal que f, 51

Nota A.4.1 Ha quedado probado el siguiente resultado: (2,.%, 1) un e. de
m.; (fa)psy ¥ f en F(Q,F,R). f, L f = 3I : N — N estrictamente
creciente tal que frpy — [ p.c.s.

A.5. Integracién

A lo largo de esta seccion: (2,7, 1) es un e. de m.. Se dard una definicién
de p-integrable de manera constructiva.

Notacién A.5.1 Sea f:Q — R dada por f (z) =0 Vx € Q.
Diremos que f es p-integrable y pondremos: [ fdu = 0.
También pondremos: S (2, #,R) :={s: Q — R es simple y medible}.
Finalmente, si f : QQ — R*, ponemos N (f) :={xz € Q/f (x) # 0}.
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Definicién A.5.1 Seas € S (Q2,.%,R). Diremos que ((aa,...,a,), (E1, ..., E))
conn>1,a; Ry E; €.F para todoi=1,...,n es una representacion de
ssiENE;=0sii#jys=Y ., alg, dondely esla funcion indicadora
de A .

Si ademds oq < ... < oy, entonces diremos que ((aq, ..., ay), (B, ..., Ey))
es la representacion canonica de s.

, ) (N (s )
Sean ((aq, ... an), (B, ..., En) y((B1, ..., Bn), (F1, ..., Fy)) dos repre-
sentaciones de s. Entonces

S (E) =3 B (F)

i=1 i=1

Definicién A.5.2 Sea s € S (§2,.7,R) con u (N (s)) < co. Diremos que s
es p-integrable y llamamos integral de s con respecto a ji:

/Sdﬂ = Z%’M (E:)
=1

si ((oy ... ), (B, ..., Ey)) es la representacion candnica de s.

Nota A.5.1 Sea s € S(Q,.#,R). Entonces s es p-integrable si y sdlo si |s|
es p-integrable.

Definicién A.5.3 Sea s € S (92, . #,R), u-integrable; E € % . Pondremos:

pr(E) = / fdp = /flEdu.
E
Notacién A.5.2 Sea (Q,.F#,p1) un e. de m.
SYQ,Z R, ) i={s€S(Q,7,R) /s es p-integrable} .

Definicién A.5.4 Sean: (2, .7, ) un e. de m. ; (sn),5, en S' (2, F,R, ).
Se dice que (Sn),>, €s fundamental en p-media si: dado € > 0,3ng € N tal
que n > ng,m > ng = [ s, — sm| dp < e.

Teorema A.5.1 Sean: (Q,.7, ) un e. de m. ; (sp),5, en S' (2, F,R, ).
Entonces:

(8n)p>y fundamental en p-media = (sn),~, fundamental en p-medida.



246 APENDICE A. REVISION DE MEDIDA Y PROBABILIDAD.

Definicién A.5.5 Sean: (0, %, u) un e. de m.; f € F(Q,Z,R). Se dice
que f es p-integrable (y pondremos f € L (Q,.F, 1, R)) si existe (sn),, en
S1(Q,.7,u,R) tal que:

(1) (8n)p>) es fundamental en p-media.
(ii) s, > f.

En este caso, llamaremos integral de f con respecto a ju al numero:

/fdu = h’m/sndu

Se puede ver que si (sy,),, €s otra sucesion en SH(Q, Z, u,R) tal que es

fundamental en p-media y s, 2 f, entonces

lim/sfld,u: /fdu.

Definicién A.5.6 Sean: (0, %, pu) une. dem. ; v:.F — R.
Se dice que v es p-absolutamente continua (u-a. c.) si dado € > 0,35 > 0
tal que: p(E) <d=|v(F)| <e.

Proposicién A.5.2 Sea (Q2,.%, 1) un e. de m.. Entonces:
(a) feZL (7, 1R) = |fle LY (7, 1R) y |[ fdu| < [|fldu.
(b) feZL (2.7, 1,R),acR=af € L (Q,.7,1,R) y

[anun=a [ sau

(c) fygen L (UF, 1,R), aybenR= (af +bg) € L (2, F,1,R)

/(af+bg)dg:a/fdu+b/gdu.

(d) f €L (UFuR) = [+ y [ estdn en L1(Q,F, 1K)

Proposiciéon A.5.3 Sea (Q,.F,u) un e. de m.. Entonces: E € F,f €
LY F u,R) = 1pf € LV (Q, F, 1, R) y ponemos:

/E fip = [ (s d
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Proposicién A.5.4 Sea (2, %, 1) un e. de m.. Entonces:

(a) feZ" (7, uR)y f>0pcs = [ fdu>0

d) fygen L (2,7,1,R) y f<gpcs. = [ fdu> [gdp.

() fygen L (AT wR) = [If +gldu< [[fldp+ [lgldp
R

(d) feZLY (0,7, 1,R),E€.ZF conu(E)<oo,ayb enR. Entonces:

a< f<bucs. sobre E = ap(E) g/fdugbu(E).
E

Definicién A.5.7 Sea f € £ (Q, %, u,R). Se llama p-integral indefinida
de [ app:.# — R dada por:

uf(E)Z/fdu ,VE e F
E

Proposicién A.5.5 Sean: (Q,.F,u) un e. de m.; f € L (Q,.Z,u,R).

(a) f > Op.c.s. = py es mondtona.

(b) ps es p- a. c.

(€) (En)psy enF con ExNEy =0 sin#m = g (U,s; Bn) = 2oy i (En).

Proposicién A.5.6 Sea (Q,.Z,u) un e. de m. Sea p, : L (Q, F, 1, R) x
LY, F, 1, R) — [0, +00) dada por:

ou (£.9) r=/|f—g|du

Entonces p,, es una pseudométrica sobre LY, F,u, R) N (Q, 7, u,R).
(p,u(f,Q) =0= f:g,LL—CS)

Definicién A.5.8 Sea (Q, #,pu) une. de m. Sea (fn),s; en L (Q,.F, ju, R)x
L (Q,.F, 1, R). Se dice que (fn),~, es fundamental en L si:
dado € > 0,3ng = ng (€) tal que:

n > ng,m > ng = pu(far fr) <€

Proposicién A.5.7 Sea (f,),~, fundamental en £L* = (f,),>, €s funda-
mental en p-medida. N -
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Proposicién A.5.8 Sea (f,),, fundamental en L' = (1f1), =y €5 uni-

formemente p-absolutamente continua (es decir: dado € > 0,30 > 0 tal que
EeZ u(E)<d= s (F)<e, VneN)

Teorema A.5.2 Sean: (fn),~; y f en L1 (Q,7,1,R) x L1 (2, 7,1, R).
Si pp (fas [) = 0(fn — fro— L1, en simbolos) = f, 5r.

Teorema A.5.3 Sea f € L' (Q, . F, 1, R) x L1 (Q,.7,u,R).
St f > 0p c. s., entonces

/fdu:0<:>f:0,u c.S.

Corolario A.5.1 Sean: f € L' (Q,.7Z,u,R) x L1 (Q,.Z,1,R); E € Z.

Entonces:
M(E):O:/fduzo
E
Teorema A.5.4 Sean: f € X1 (Q,.7,u,R); E € %. Entonces
(i) p(En{zeQ/f(x)<0})=0

(i) J,, fdy = 0.
Entonces pu (E) = 0.

Teorema A.5.5 Sea f € £ (Q,.Z,u,R). Entonces:
/fdu:() +EeZ = f=0ucs.
E
Teorema A.5.6 Sea f € £ (Q,.Z,u,R). Entonces:

N(f) ={xeQ/f(x)#0} es de p-medida o-finita.

Definicién A.5.9 Sea f € F(Q, .7, u,R).
Sif>0p.csyfé¢ L F, uR) entonces definimos

/ fdp =+o00
y diremos que [ es p-integrable en “sentido amplio”.

Teorema A.5.7 (a) Sean: (s,),>, en S* (0, F,u,R); f € L1 (Q,.7, 1, R).
Entonces: (s,),,>, fundamental en p-media, sy, B f=s,— fu—2LN
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(b) Sean: f € L' (Q, Z,u,R);e > 0. Entonces
Jg € S'(Q, Z, 1, R) tal que p, (f,g) <€

Teorema A.5.8 Sea (fn),>, en L' (Q,. 7,1, R). Si (fu),>, es fundamental
en p-media, entonces:

f € 21 (Q,.Z, 1, R) tal que f, — f u— L.
Definicién A.5.10 Sea & C & (2) no vacia,
(a) v:& — R. Se dice que v es “continua por arriba en 07 si
(ElDEQD... en &y ﬂEn:@> = v (E,) — 0.
n>1
Sea My (&) :={v:E — R/v es continua por arriba en 0}

(b) Sea (vp),~, en My (&). Se dice que (vy,),~, es “equicontinua por arriba
en (7 si: -

(ElDEQD... en &y ﬂmZIEm:@;€>O)éﬂmozmo(e)eNtalquemZ
mo = |y (Em)| < €, Vn.

Teorema A.5.9 Sea (f,),>, en £ (Q,.7, 1, R).

(a) Si existe f € LV (Q,F,u,R) tal que f, — f p— L, entonces se
cumplen:

(a.1) f5 f.

(a.2) (,u‘fn‘)n21 es uniformemente p-absolutamente continua.
(a.3) wyp, € My (F) ,Vn=1,2,....

(a.4) (,u‘fn‘)n21 es equicontinua por arriba en (.

(b) Reciprocamente. Si (fn),>, satisfacen (a.2), (a.3) y (a.4), entonces
af € ZY(Q, F, 1, R) tal que f, — fu— L.

Teorema A.5.10 Teorema de Lebesque de la Convergencia dominada.
Sean: (fn),sy en L (Q,F, 1, R); f € F(Q,.7,R).
Supongamos que:

@) 57 (0 fo— f pcs.).
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(ii) 39 € 21 (U F, 1, R); f € F (2,7, R)
tal que |f,| < l|g| p.c.s.¥n.

Entonces: f € LY (Q, F, u,R) y f, = [ p.c.s.. Luego:

/ Fadp — / fdu.

Teorema A.5.11 Sean: f € F(Q,.Z,R) yge L (Q,.Z,u,R). Entonces:
fl <lglp-cs. = fe L (Q.7,1,R).

Teorema A.5.12 Teorema de la convergencia mondtona.
Sean (fn),s1 ¥ f en F(Q, 7 ,R*) tales que f, >0 pcs. Vn=1,2,...y
f>0 pcs.. Si

) igfa<...
(ii) f, — f p.c.s.. Entonces: [ fodp — [ fdpu.
Teorema A.5.13 Sea f € F'(Q2,.#,R). Entonces:
feL (7, 1,R) < |f| € L, 7,1, R)

Teorema A.5.14 Lema de Fatou.
Sea (fn),>, en F (2, F,R*) tales que:

(i) f. >0 p.cs. Vn.
(ii) fn € 0%1 (9797/“%]:&) ) \V/n
(i) Lim, [ fdp < oo.

Sea f = lim, ,.
Entonces f € £V (0,7, 1, R*) y [ fdp < lim,, [ fodp.
A.6. Medidas con signo

Definicién A.6.1 Sea (2,.%) un e.m.. Diremos que p : F — R* es una
medida con signo Si:

(i) p(®) =0.
(ii) Al,AQ,... en & con AlmA] :(Z) SZZ#] = M(Uizl Az) = lellu(A1>
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(iii) w(F) C (—o0,+00] entonces u(F) C [—o0, +00).

Definicién A.6.2 Sean: (2, %) un e. m.; p : % — R* una medida con
signo. Definimos:

(a) p es finita si |pu(E)| < oo VE € Z.

(b) u eso-finita sipara cada E € F existen (E,),~, en F con | (E,)| < oo
y E = Un21 E,.

Teorema A.6.1 Sean: (2,.%) un e. m.; pn: F — R* una medida con signo.
Se cumplen:

() Fe ., Fe 7, ECF,|u(E)| < .
(b) (En),sy en F con E, N E, =0 sin#m. Entonces

q(Vy

Teorema A.6.2 Sean: (2,.%) un e. m.; pn: F — R* una medida con signo.
Entonces:

(a) By CEy C ... en.Z = p(Upny Bi) = limy, p (E).

<oo= Y |u(4,)| < oo

n>1

(b) Ey D Ey D ... en F con |u(E;)| < oo para algin i = u(ﬂi21 E;) =
lim,, o (E,,).

Definicién A.6.3 Sean: (2,.%) un e. m.; u : F — R* una medida con
SLgno.

(a) Se dice que EC Q es p-positivo si € # = ENF e Z yu(ENF) >
0.

(b) Se dice que E C Q es u-negativo si F € F = ENF € .Z yu(ENF) <
0.

Pondremos:

P (0, F.pn) = {ECQ/E es u-positivo}
P_(Q,F,n) = {ECQ/E es u-negativo}

Se dice que (AT, A7) es una pu-descomposicion de Hahn de Q si:
Ate 2 (0, F,u), A~ e _(0,F,n) yQ=ATUA".
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Teorema A.6.3 Sean: (2,.%) un e. m.; pn: F — R* una medida con signo.
Entonces 3(A*, A7) que es una p-descomposicion de Hahn de Q.

Definicién A.6.4 Sean: (2,.%) un e. m.; p : F — R* una medida con
signo; (A, B) una p-descomposicion de Hahn de Q con A p-positivo y B
pu-negativo Sean pt : F — R* y u~ : F — R* dadas por:

pt(E) = p(ENA),EecF
p (E) = —u(ENB),EcZ

Sea |p] : F — R* dada por:

|l (E) = ™ (E) + u~ (E)

A ut se la llama variacion positiva de p, a u~ se la llama variacion
negativa de p y a |p| se la llama variacion total de u .

Se puede ver que p*,u” y |u| son invariantes con respecto a la parti-
cular p-descomposicion de Hahn que se considere. A (u*,u~) se la llama
w-descomposicion de Jordan.

Teorema A.6.4 Sean: (2, F) un e. m.; p: F — R* una medida con signo;
(u*, p™) la p-descomposicion de Jordan. Entonces:

(@) p(E)=p"(E)—p (E), FEeZ.
(b) ur,u~ y |u| son medidas sobre (2, F).
(c) Sip es finita (o-finita) entonces u™ y p~ son finitas (o-finitas).

(d) pt es finita o u~ es finita.

A.7. El Teorema de Radon-Nikodym

Definicién A.7.1 Sean: (2, %) un e. m; p : F — R yv : % — R*
una medidas con signo. Diremos que v es absolutamente continua en sentido
fuerte con respecto a p (v < u, en simbolos) si:

E e, |ul (B) = 0= |v] (B) =0,

Teorema A.7.1 Sean: (2, %) une. m; u: F — R yv: . F — R* una
medidas con signo. Son equivalentes:
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(a) v < p.

b)) vt<pyr < p.

(¢) vl < pl.

Teorema A.7.2 Sean: (Q,.F,u) un e. de m., o-finito, v : .F — R* una

medida con signo o-finita.
St v < p, entonces:

(a) 3f € F(Q,Z,R) tal que v(E) = [, fdu,VE € Z.

(b) Sige F(Q,%,R) satisface v (E) = [, gdu,VE € F entonces f = gpu
c.s.

A.8. Espacios medibles y de medida produc-
to

Sean: I un conjunto con 2 é mas elementos (podria ser infinito); para
cada ¢ € I, sea F; un conjunto. Definimos:

[1E = {x:]—)UEi/x(i) € E; Vi e[}

i€l iel
Si E; = FE Vi € I, ponemos:
E[ = H Ez
iel

Si ) # Vi CVa C I, definimos ov, v, : [[;er, Bi = [Licy, Ei por:

UV27V1 (l’) (7’> = l‘(l), Z E ‘/1,37 6 H EZ
1€V
Si Vo = I, ponemos oy, en lugar de oy, .
Si Vi = {i} ponemos oy, ; en lugar de oy, 1 y 0; en lugar de oy g3.

A.8.1. Producto de dos espacios medibles.

Sea I = {1,2}. Usando la notacién clasica pondremos

EIXEZZHEi

i€l
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Si x € [[,; £i, identificaremos a  con el par ordenado (£,7) donde
{=o1(z) yn=o02().
Sean V; C Fy y V5 C E5 no vacias, pondremos:
Vix Voi=ot (Vi)Nay' (Vo) = {(&,m) € By x By /6 € Vi An € Vol
Si& C P(E)y & C P (Ey) no vacias, definimos
glxéaQ::{%x%/%EglA%etg’g}

Proposicién A.8.1 Para cada i = 1,2 sea <7; un dlgebra de E;. Sea:
o xofy ' ={R C E1 X E3/In € N;Ry,..., R, en o) X <y

con R=U; RiyRiNR; =0, sii+#j}

Entonces:

o x sy = 0 (chh X )
Esto es: @ x ofs es el dlgebra de Ey X Ey generada por oy X <.

Notacion A.8.1 Para cada i = 1,2, sea &; un o-dlgebra de E;. Pondremos
5)1 ®£2 = O'(éal X gg)

Esto es: & ® & serd la o-dlgebra de E; X Ey generada por & X &, llamada
o-dlgebra producto.

Nota A.8.1 Importante: & ® & = o (8] * &)
Notacién A.8.2 (a) Sean: A C Ey X Ey;§ € Ey;n € Ey. Pondremos:

Aig = {n e B/ (&) e A}
Asy = {0 € B/ (€,n) € A}

(b) Sean: A C Ey X Ey;§ € Eysn e By f: A— R
Pondremos:

fie: Aig — R dada por
fre () =f(&n), 7 € Aig

fon : Aoy — R dada por
fon (€)= f(&:n), € € Ay,
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Teorema A.8.1 Sean (Ey, &) y (Eq, &) espacios medibles
(a) Ac (gi ®52 = Al’g € yAQ,n < Vf € El,n € F5.

(b) f: E1 x Ey = R, (& ® &)-medible, entonces f1e: Ey — R es &-
medible V¢ € By y fa, : By — R es & -medible Vn € Es.

Teorema A.8.2 Sean: (E1, &1, 1) y (Ea, &, p2) espacios de medida o-finita;
E e & ®&. Entonces:

(@) &> [, e (§,n) pa (dn) es Er-medible.

(b) n— fE1 1g (&, n) p (d§) es &-medible.

(©) i, [ S, 1o (€m) 2 ()] 1 (d€) = [, | i, 1 (€ m) s () g ()

Teorema A.8.3 Sean: (E1, 81, 1) y (Ea, &3, p2) espacios de medida o-finita.
(a) Sea 1 ® g : & ® & — R dada por:

mom®) - [ [ /[ 1E<§,n>u2<dn>} i (d6)

- [ VE 1E<s,n>u1<dn>} o (d€), VE € & & &

Entonces py ® po es una medida o-finita sobre (Ey X Fy, & ® &) que
se llama medida producto entre j1y y fio.

(b) Sea A\ : & ® & — R otra medida tal que:

Ao (Ri) Noyt (Rs)) = i (Ry) pia (Ro)

cualesquiera sean Ry € & y Ry € &. Entonces:
A=y @ pia.

Teorema A.8.4 Teorema de Fubini
Sean: (Ey, &1, 1) y (B2, &, pu2) espacios de medida o-finita;
h € LY (B, X By, & @ Eyypiy @ iz); by + By — R dada por hy (z) =
[ h(z,y) pa (dy); he - B2 — R dada por hs (z) := [ h(z,y) p1 (dz). Entonces:
h, € 1 (El,éal,ul), hy € Z1 (Eg,gg,lug) Y
[ hd (p @ po) = [ hadpy = [ hodps
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A.8.2. Producto de un niimero finito de espacios me-
dibles

Por lo visto en la subseccion anterior y por induccion es inmediato deducir
la prueba del siguiente resultado.

Teorema A.8.5 Sean:n € N, (n > 3); para cadai = 1,...,n sea (E;, &, ;)
un e. de m. o-finita. Entonces existe una unica medida o-finita, X, sobre

(IT=) Ei, Qi &) tal que

A (ﬂ ot (Ri)) =[] m (R
i=1 i=1
cualesquiera sean R; € &; para cada i =1,... n.
X, & es la o-dlgebra de [, E; generada por:

=1 i=1

Pondremos: Q) j; := .

Definicién A.8.1 Sean (E,&) y (F, ) dos e. m. . Diremos que I : E — F
es un isomorfismo de espacios medibles si:

(1) I es biyectiva.
(i) I(A) e F VA€ &.
(iii) 7' (B) € &,VB € Z#.

Si existe un isomorfismo de espacios medibles entre (E, &) y (F,.F) pondre-
mos:

(B, &) = (F,.7)

Nota A.8.2 Sean (E1, 81, 11), (B, &, 1u2) y (Es, &3, 13) e. de m. o-finita.
Entonces:

(a) (B x E3, 6 ® &, ji1 @ pia) = (Ey x By, ® &1, jig @ 11)

(b) ((Ey x Ey) X B3, (£ ® &) ®@ &3, (11 @ p2) @ pug) =
(El X (E2 X Eg) 751 X ((o(ag X é"g) , U1 @ (,LLQ X M3))
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A.8.3. Producto de una familia infinita numerable de
espacios medibles

Sean: S un conjunto infinito numerable; . := {A C S/1 < # (A) < oo}
Para cada s € S, sea (E,, &) un e. m.. Sea

ES = HES

seS

Para cada A € ., si A = {s1,...,8,} (n > 1 entero) pondremos:

Ep = é éasi;
i=1

op @ Es — E) definida por
oa () (s) =z (s) sise N xe kL.
Para simplificar la notacion, a veces pondremos:
zpn = op(x) sizx€ Esy ACS,A#0
T, = Ty = 0qqy () =t op(v),5 € 5,2 € Es.
Para cada A € . sea .%, la o-dlgebra de £ dada por:
Ty = {0, (B) /B € &}

Sea
Fo = U T
Aes
Es inmediato ver que:

F es un algebra de Es.

Pondremos &s := o (%)
Esto es: &5 es la o-dlgebra de Fg generada por Z.
Sea ahora, para cada s € S, s una medida o-finita sobre (Fj, &5).

Nota A.8.3 Sean: A € ./, By y By en &\ tal que o' (By) = o' (Ba).
Entonces By = Bs.

Proposicién A.8.2 Sea A = {s1,...,8,} € .. Sea pup : Fx — R dada por:

jia (4) = (® u) (B) sioy' (B) = A

Entonces pup es una medida sobre (ES, 34’/\) o-finita.
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Nota A.8.4 Por el Teorema de Kolmogorov se puede ver que 3 : & — R
que es una medida o-finita y tal que

W(A)=pr(A), VA€ F,VAeS

A u la llamaremos medida producto sobre (Eg, &) inducida por la familia
{(Es, &, ps) /s € S}

A.9. Transformaciones entre espacios de me-
didas

Sean (F, &)y (E, %) dos espacios medibles.

Definicién A.9.1 Diremos que T : E — F es (&,.%)-medible, o simple-
mente que T es medible, si T~ (B) € &, VB € Z.

Proposiciéon A.9.1 Sean: (E, &, ) un espacio de medida; (F, F) un espa-
cio medible; T : E — F una transformacion medible. Sea ur : % — R dada
por:

Entonces:

(a) pr es una medida sobre (F,.F), que llamremos “medida de distribucion
de T sobre F' inducida por j”.

(b) pr o-finita = u es o-finita.

Teorema A.9.1 Sean: (E,&) y (E,.%) espacios medibles, T : E — F
(&,.F)-medible; g : F — R* medible. Entonces g o T es medible sobre
(B, T~ (F)).

Teorema A.9.2 Sean: (E,&,u) un espacio de medida (F,.%) un espacio
medible; g : F' — R* medible. Entonces:

[ )= [ @oryag:

en el sentido que si existe una de las integrales la otra también existe y vale
la igualdad.
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A.10. Esperanza condicional
Sean: (F, &, 1) un espacio de probabilidad; ¢ C & una o-élgebra de E.

Definicién A.10.1 Sea f € L1 (E,&, 1, R). Diremos que g : E — R es
una esperanza condicional de f dada G con respecto a p (g € p(f|¥9) en
simbolos) si:

(i) g es &-medible.
(ii) [,g9dp= [, 9dp, VG e 9.
Nota A.10.1 Sea f € L1 (E, &, u,R). Entonces:

g1 Y g2 en M(f|g) = g1 = galiC.S.

Proposicion A.10.1 Sean: fiyfoen L1 (E, & 1,R); B€Y; g1 € u(f1|9)
Y go € 1 (f2|9). Entonces:

n({fi # 22 NB)=0= pn({g # g2} N B) =0.
Proposicién A.10.2 Sea f € £~ (E,&, i, R) tal que:
w(f(B)NG)=p(f1(B)r(G) VB e %G c9.
Sig(z) = [ fduVx € E, entonces g € u(f|9).

Proposicién A.10.3 Sean: fi y fo en L7 (B, &, u,R); a € R; g1 € u(f1|9),
92 € 1 (f2|9) = (agi + g2) € p(afi + f2|9).

Proposicién A.10.4 Sean: f1 y fo en L7 (E, &, 11, R) ;g1 € u(f1l9), g2 €
w(f29). Entonces:

fi < fapes. = g1 < gopc.s.

Proposicién A.10.5 Sean: fi € L' (E, &, u,R); a > 0; fo : E — R dada
por

1 sl <a
fa (@) = { 0 caso contrario

g € n(fP19), g2 € u(fo|9) Entonces

1
92 S 591 pcs.

(En simbolos: 1 ((|f1] > a)|9) < Hu(fE19), Desigualdad de Tchebychev
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Notacién A.10.1 Sea A € & (luego 14 € L~ (E, &, u,R)). Diremos que g
es una probabilidad condicional de A dada 9 con respecto a i (g € p(A|9),
en simbolos) si g € p(14|9).

Proposiciéon A.10.6 Desigualdad de Jensen.
Sean: ¢ : R — R convexa; f € L' (E,&, 1, R) tal que pof € L~ (E, &, 1, R)
Sean: g1 € u(f|9),92 € p(go f|9). Entonces:

poqg < go w.c.s.

(En simbolos: ¢ (u (f|¥)) < p(po f1¥)) .

Proposiciéon A.10.7 Desigualdad de Cauchy Schwartz.
Sean: f1 y fo en L*(E, &, u,R) (luego como u es una probabilidad so-
bre (E, &) sabemos que: f2, 3 y f1fs estin en L' (E, &, 1, R)). Sean: g; €

1(f19), 92 € u(f319) y 93 € p (f1fal9). Entonces:
932, < 9192 u.c.s.
(En simbolos: (1 (f1£219))* < pu (f}19)  (£319))

Proposicién A.10.8 Sean: 4 C 9% C & todas o-dlgebreas de E; f €
LY (E,&, 1, R). Entonces

(a)
g€ u(f|%) }
h € u(g|%) =h=g¢g [.C.S.
g1 € 1 (f4)

(b) (92 € u(f|%),h € n(g1%)) = h € n(f|%)

Reciprocamente:

(h € u(f14),92 € n(f1%)) = h € u(gel).
Proposicién A.10.9 Sean:g: E — R 9 -medible; f € L7 (E,&,u,R);gf €
LV EE uR); fi € u(fl9). Entonces gfi € n(gfl9). (En simbolos:
1(gfl9) =gu(fl9) p.cs.)
Proposicion A.10.10 Sean: f € £* (E, &, u,R), g € u(f|9),h € u(f?9).
Entonces:

Var (f) = u((f D) = ((h—g*) +u((g—pr(9)))
(En simbolos: Var( 2) N(Var (f19))+Var (u(f|9)), definiendo: Var (f|94) =
p(f219) = (n(f19))°).

Proposicién A.10.11 Sean: f € L Y (E, &, 11,R), g € u(f|9). Sip(f?) =
w(g?), entonces f =g p c.s.
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A.11. Distribuciones condicionales regulares
Sean: (E, &) un espacio medible; ¢ C & una o-algebra de E. Pondremos:
P (E,&):={v:& — R/ es una probabilidad sobre (E,&)}
Seape Z(E,&E)

Definicién A.11.1 Diremos que Il : & x E — R es una distribucion condi-
cional regular sobre (E, &) con respecto a p dada ¥ (también diremos que ®
es un p-nicleo de probabilidad sobre (E, &) dada 4 ):

(i) Para cada x € E, A— 1l (Alzx) € & (E,&).
(ii) Para cada A € &, I1(A]-) € n(Al9).

Definicién A.11.2 Diremos que (E, &) es un espacio de Borel si existe ¢ :
E — R tal que:

(i) ¢(E) = E1 € %1
(il) ¢ : E — E1 es biyectiva y bimedible.

(¢ es un isomorfismo de espacios medibles entre (E,&) y (Ey, %, N EY)).

Teorema A.11.1 Si (E,&) es un espacio de Borel, entonces existe un pu-
nicleo de probabilidad sobre (E, &) dada 9.
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