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Prefacio

Los Encuentros Nacionales de Algebra vienen realizandose en las Sierras de Cordoba,
periddicamente y con gran éxito, desde 2003 cuando tuvo lugar el primero de ellos. El
segundo Encuentro elENA II se realizé en 2004 y a partir de éste se hicieron en forma
bianual: elENA IIT (2006), elENA IV (2008), elENA V (2010), elENA VI (2012).

El Séptimo Encuentro Nacional de Algebra, elENA VII, se llevara a cabo desde el 4
al 8 de Agosto de 2014, en el Hotel del Lago, situado en la localidad de La Falda, Sie-
rras de Cordoba. Como es habitual, elIENA VII contara con la presencia de numerosos
matematicos del pais y también del extranjero. En esta ocasién el encuentro retoma su
formato de cinco dias, el cual permite una mayor interaccion entre los investigadores
formados y los alumnos de licenciatura que buscan en el dlgebra y temas afines un pro-
bable tema de investigacion para un posible doctorado, como asi también la posibilidad
para los estudiantes de doctorado y posdoctorado de absorber conocimientos de temas
bésicos y también avanzados de la matematica actual.

En este volumen ponemos a disposiciéon de los asistentes al encuentro, cinco de los
nueve cursos que se dictaran en el elENA VII. Hemos priorizado en esta oportunidad el
hecho de que estas notas estén disponibles una semana antes del encuentro para mayor
comodidad y aprovechamiento de los concurrentes. Como es habitual, las notas estan
disponibles al piiblico en general de manera gratuita en la pagina web de Publicaciones
de la FAMAF (Universidad Nacional de Cordoba, Argentina), como asi también en la
pagina web del encuentro. En esta ocasion, por razones ecologicas, las presentes notas
no se imprimiran.

En nombre del Comité Organizador agradecemos a todos los cursistas, muy espe-
cialmente a aquellos que, de manera desinteresada, se tomaron el enorme esfuerzo de
redactar estas notas.

Emilio Lauret
Coérdoba, 28 de Julio de 2014
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1. METODO (COTA) DEL ALGEBRA LINEAL

1.1. Villa (Im)Par. El método de la cota lineal consiste en la siguiente idea (muy
simple): si uno desea acotar el tamano de un conjunto, se asocia los elementos del
conjunto con los elementos de un espacio vectorial V' de dimension baja, y se muestra
que los vectores asociados son linealmente independientes, y por lo tanto el conjunto
no puede tener més elementos que la dimension del espacio V.

En honor a Babai y Frankl, pioneros en este campo, empezaremos con el problema
de Villa Par.

Villa Par tiene 32 habitantes. Quienes tienen el vicio compulsivo de formar clubs
(grandes o pequenos). Pero los clubs no se pueden formar de forma arbitraria. En
gobierno municipal ha establecido las siguientes reglas que todo club debe satisfacer:

1. Cada club debe tener un ntimero par de miembros.
2. Cada par de clubes debe tener en comiin un ntimero par de miembros.
3. No pueden haber dos clubes formados por exactamente las mismas personas.

Los ciudadanos de Villa Par desean formar tantos clubes como puedan, respetando
las reglas pues son bueno vecinos. Para que se den una idea del grado de obsesion que
tienen, ellos registran inclusive el club vacio, que no posee miembros (jya que cero es
par!). La pregunta que nos hacemos es:

Date: 25 de Julio de 2014.



2 DANIEL A. JAUME

.,Cuantos clubes se pueden formar en Villa Par?

Podemos hallar una cota inferior rapidamente, si hacemos un par de suposiciones
adicionales, pues a mayor nimero de requisitos, menos elementos los cumpliran. Pri-
mera condici6 todo el mundo en Villa Par esta casado. Segunda condiciéon adicional: a
fin de evitar la infidelidad (ilusos) los esposos deben pertenecer a los mismos clubes.
(observe que con estas reglas adicionales, las reglas 1 y 2 son superfluas).

Con estas nuevas reglas se pueden formar 2'® = 65,536 clubes ;Por qué? Pues cada
club se forma al tomar 16 decisiones binarias: la pareja 1 se asocia o no, la pareja 2
se asocia o0 no, ..., la pareja 16 se asocia o no. El conjunto de decisiones es igual al
conjunto de clubes que se pueden formar en Villa Par (Casados y Esposados).

Entonces el nimero de clubes posibles en Villa Par es de més de 65.536. Lo cual es
asombrosamente alto para una pequea villa de 32 habitantes.

Después de un tiempo la situacion se vuelve inmanejable y el municipio decide cam-
biar las reglas a fin de que no halla demasiados clubes. El intendente cree que no
se necesita cambiar demasiado las reglas, de hecho, segtin él basta cambiar una sola
palabra:

1. Cada club debe tener un ntimero impar de miembros.
2. Cada par de clubes debe tener en comin un nimero par de miembros.
3. No pueden haber dos clubes formados por exactamente las mismas personas.

Este cambio, motiva que el pueblo cambie su nombre a Villa Impar
Un breve analisis hace ver que tltima regla es redundante (;Por qué?). Por lo que
la ordenanza que regira la formacion de clubes en Villa Impar es:

(a) Cada club debe tener un nimero impar de miembros.
(b) Cada par de clubes debe tener en comin un nimero par de miembros.

Con esta ordenanza es claro que se pueden armar al menos 32 clubes, por ejemplo:

= 32 clubes de 1 persona.
= 32 clubes de 31 personas.
= 31 clubes de 7 personas y uno de 31.

De hecho hay muchas formas de lograr 32 clubes que satisfagan la regla. Pero, curio-
samente, es imposible formar 33 o clubes que satisfagan estas reglas.

Y maés curiosamente, todas las soluciones conocidas (al menos para el autor) de este
problema puramente combinatorio involucran algebra lineal.

La idea es trabajar en el espacio F23? de dimension 32. Supongamos que tengamos
Ci,...,C,, clubs. A cada club le asociamos un vector de incidencia v; con la siguiente
regla: la entrada j-ésima del vector v; es 1 si el ciudadano j es socio del club C; y cero
en todo otro caso (estamos asumiendo que hemos numerado los ciudadanos de Villa
Impar del 1 al 32).

Es claro que el producto interno de dos vectores de incidencia da:

<’Ui,?)j> = ’Cz N C]‘
O si pensamos en la aritmética sobre el cuerpo Fy
|1, sii=y,
(vi, vj) _{ 0, siij.
Ahora vamos a probar que estos vectores son linealmente independientes en Fy32.
Consideremos:

)\1U1+-~-+)\mvm:().
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donde cada \; € Fy. Por supuesto, debemos probar que todos los escalares son nulos.
Par ver el valor de \; vamos a multiplicar ambos lados por v;:

(M1 4 -+ A + -+ A, v7) = (0,13).

Distribuyendo
</\1’U1, Ui> + - <>\Z'U,‘, Ui> + -+ </\mvm; Ui> =0
de donde concluimos que A; = 0. Por lo tanto los vectores vy,...,v,, linealmente

independientes. Consecuentemente m < 32.
Ahora podemos establecer facilmente el siguiente teorema:

Teorema 1.1 (Teorema de Villa Impar u Oddtown Theorem). En toda ciudad con n
habitantes, no se pueden formar mds de n clubes bajo las reglas:

(a) Cada club debe tener un nimero impar de miembros.
(b) Cada par de clubes debe tener en comin un nimero par de miembros.

Daremos otra demostracion del Teorema de Villa Impar, usando la independencia li-
neal via un argumento de rango. Recordemos brevemente algunas de las (des)igualdades
de rango méas importantes. Sean A, B matrices sobre un cuerpo arbitrario F, de tama-
nos adecuados para cada caso. Entonces:

1. 7k(A) = rk(AT).

2. rk(AB) = rk(B) — dim(N(A) N R(B)).

3. rk(A) —rk(B) < rk(A + B) < rk(A) + rk(B).

4. rk(A +rk(B) —n < rk(AB) < min{rk(A,rk(B)}.

Tenemos por un lado n habitantes los cuales pueden ser identificados con [n] :=
{1,...,n}, el segmento inicial de los primeros n enteros positivos. Por el otro tenemos
un conjunto de clubes, el que puede ser identificado en con una familia de subconjuntos
de [n].

C .= {Cla--'acm}
donde cada C; € 2l

Construimos, como es habitual en combinatoria, la matriz M de incidencia habitantes-
clubes. Las filas de esta matriz estan indizadas por los habitantes, las columnas por los
clubes.

m;c, =
40 0, en todo otro caso.

{1, siie€C

Por ejemplo tenemos 5 habitantes y los clubes son
C:={C,=11,2,3},Cy ={1,2,4},C5 = {5} }.

Tenemos que la matriz de incidencia es

110
110
M=|1200
010
001

De nuevo queremos ver que los vectores de incidencia de los clubes, i.e. (id est,
latin, esto es) los vectores columnas de la matriz de incidencia M, son linealmente
independientes sobre .

Una forma de probar esto es mostrando que el rango de la matriz de incidencia es al
menos m, el nimero de columnas de la matriz.
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Consideremos la matriz
A =M"M,

la cual llamaremos matriz de interseccion del sistema C de clubes. El nombre proviene
siguiente hecho (haciendo las cuentas en Q o R o C):

Pero, haciendo las cuentas en Fy tenemos que A =1,,, donde I,, representa la matriz
identidad de orden m.
Ahora

m = rk(L,)) = rk(A) = rk(M"M) < rk(M) < n.

1.2. Teorema de Graham-Pollak. Sea G = (V, E) un grafo (finito), y sean
Vi,..., V. conjuntos de vértices de G. Denotemos por G; al subgrafo de GG inducido por
los vertices en V. Si los grafos G, ..., G, son lado-disjuntos y entre todos contienen a
todos los lados de G, diremos que los grafos G, ..., G, forman una descomposicién
lado-disjunta de G.

Un Clique bipartito es un grafo completo bipartito K4 5 = (AUB, E) con ANB = {)
yE=AXxB.

Sea bd(K,) el nimero més pequeno tal que el grafo completo K,,, puede ser des-
compuesto en bd(K,,) cliques bipartitos lado-disjuntos. Esta cantidad esta bien defi-

n(";l) cliques bipartitos lado-disjuntos. Luego

bd(K —n) < @ Pero obviamente que podemos hacerlo mejor, por ejemplo Kj
puede ser descompuesto en 4 estrellas (grafos donde uno de los vertices esta unido al
resto, y no hay otras conexiones):

nida, pues E forma una colecciéon de

L. K{1y,42.345)5

2. K2},(345)

3. Ky}

4. K{4}7{5}.
Por lo que claramente f(5) < 4. En general esta particion en cliques bipartitos funciona,
y K, puede ser descompuesto en n — 1 cliques bipartitos lado-disjuntos: K4, p,, con
Ai={ityBi={i+1,...,n},parai =1,...,n — 1. Esta es una forma de realizar la
descomposiciéon en n — 1 cliques bipartitos lado-disjuntos, pero hay muchas otras.

Si bien ahora es claro que f(n) < n — 1, el siguiente resultado clasico de Graham y

Pollak (1971) nos dice que no podemos mejorar mas.

Teorema 1.2. Los lados de K,, no pueden ser descompuestos en menos de n—1 cliques
bipartitos lado-disjuntos.

Este es un resultado importante con multiples aplicaciones a la teoria de comunica-
ciones y computacion, por lo que ha sido objeto de multiples demostraciones. Hasta
hace muy poco, sblo se conocian demostraciones algebraicas. Recién en 2008 Vishwa-
nathan y 2013 Chung dieron demostraciones puramente combinatorias.

Demostracion. (Trevberg 1982) El polinomio
S(x1, ..., xp) = Z ;T
1<i<j<n

nos da una representacion algebraica del conjunto de lados de K,,. Y cada descomposi-
cion de K, en cliques bipartitos lado-disjuntos nos da una forma de reescribir a S(z).
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Supongamos que los pares (A1, By), ..., (A, B;) nos dan una descomposicion de K, es
cliques bipartitos lado-disjuntos. Entonces

(1.1) S(xy,... x,) = Xt: (Z x) (Z xj> :

k=1 \i€Ay JEBy
Ahora nos podemos olvidar del grafo, y simplemente tratar de hallar el minimo ¢ para
el cual 1.1 vale, donde la tinica restriccion es que A; N B; = () para toda ¢ = 1,....t,
con A;, B; C [n].
Ahora
n
(sz> ZLL’ +2 Z Tilj.

i=1 1<i<j<n

Por lo tanto

Zz <sz) —25(x1, ..., ).

Supongamos que t < n — 2, recordando 1.1 tenemos que el sistema homogéneo de a
lo méas n — 1 ecuaciones:

in = 0, parak=1,...,t.

i€AL
n
i=1
tiene una solucién no-trivial Zy,...,#,. Ahora, por un lado como ) . 4, % =0y
Sor & =0, tenemos que
n
> @ =0.
i=1
Pero como z4,..., 1, es una solucién no trivial:
n
> >0
i=1
lo cual es ridiculo. Luego t > n — 1. 0

1.3. Autovalores y Teorema de Witsenhausen. Ahora abordaremos el problema
general de descomponer un grafo finito G en un conjunto lado-disjunto de cliques
bipartitos, de ahora en méas bicliques. El niimero de descomposicién por bicliques
de un grafo G, denotado por bd(G), es el minimo nimero de bicliques lado-disjuntos
en que se puede descomponer a G. Observe que este parametro esti bien definido para
todo grafo finito. El teorema de Graham-Pollak nos dice que bd(K,,) =n — 1.

Sabemos que bd(K,,) = 4, y sean grafos By, By, B3, By una descomposicion por bicli-
ques lado-disjuntos del K5. Por ejemplo

1. By = K{1) {2,345)»
2. By = K2} (34,5}
3. B K{3}7{475},
4. By = K{4}7{5}.
Denotemos por u; y v; a los vectores caracteristicos de las particiones de B;. Asi:
1. u3 =(1,0,0,0,0) y v; = (0,1,1,1,1),
2. us =(0,2,0,0,0) y v = (0,0,1,1,1),
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3. u3 =(0,0,1,0,0) y v3 = (0,0,0,1,1),
4. uy = (0,0,0,1,0) y vy = (0,0,0,0,1).
Observe que la matriz de adyacencia de B; como subgrafo de G se puede escribir en

términos de los vectores caracteristicos u; y v;:

D(B;) = uv] + viu! .

Por ejemplo:

D(B3) = uzva + vsus .

Pues
[0 0
0 0
usvs +wvsui = | 1 [0,0,0,1,1]4+ | 0 | [0,0,1,0,0]
0 1
0 1
[0 0 00 0] 00000
00000 00000
= o001 1]|+]00000
00000 00100
0000 0| 00100
[0 0 0 0 0]
00000
= 00011
00100
(00 10 0|

Ahora estableceremos un resultado muy general, atribuido a Witsenhausen (en algin
momento de los 80s):

Teorema 1.3. Sea G un grafo finito y A su matriz de adyacencia. Definimos n, (A)
y n_(A) como el nimero de autovalores positivos de A y el nimero de aulovalores
negativos de A, contando multiplicidades. Entonces

bd(G) > méx{n,(A),n_(A)}.

Demostracion. Sean By, ..., B; una descomposicion por bicliques lado-disjuntos de un
grafo finito G. Sean D(B;) la matriz de adyacencia del grafo B; visto como subgrafo
de G. Entonces es claro que

bd(G)
A(G) = Z D(By).

Consideremos los siguientes subespacios de R"”

W = span{w € R" : wly; =0,V1 <i<bd(G)},

P = span { Autovectores asociados a autovalores positivos de A(G)}.

Es claro que
dim(W) > n — bd(G).
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Ahora, para todo 0 # p € P, tenemos que p’ A(G)p > 0. Por lo que W NP =
{0}. Recordando que al ser A(G) una matriz simétrica podemos conseguir una base
(ortonormal) de R™ con autovectores de A(G), tenemos que

dim(W) <n —dim(P) =n — ny(A).
Entonces
n—bd(G) < dim(W) <n—ny(A)
de donde podemos concluir que bd(G) > n, (A). Mutatis mutandis (latin: cambiando
lo que haya que cambiar) se prueba que bd(G) > n_(A). O
1.4. Ejercicios.

1. Intercambie par por impar en las reglas (a) y (b). Bajo estas reglas espejo:
todos los clubes deben tener un ntimero par de miembros, y dos clubes deben
compartir un nimero impar de miembros. Probar que no mas de n clubes se
pueden formar en un pueblo con n habitantes.

2. Sea J, la matriz cuadra de orden n de todos 1s, por ejemplo

Jy =

—_ = =
—_ = =
—_ = =

Consideremos la matriz J,, — L, ceros en la diagonal y ceros en el resto de las
posiciones, por ejemplo

Jy— 1y =

e e )
_ o =
O~ =

Se pide:
a) Calcular los autovalores de J,, — L,.
b) Calcular el determinante de J,, — I,,.
¢) Demostrar que el rango de J,, — I, sobre Fy es n si n es pary n — 1 si n es
impar.

3. Usando las reglas espejo dadas es el ejercicio 1, determinar el nlimero maximo
de clubes en un pueblo de n habitantes.

4. Sea As, 2, una matriz de ceros en la diagonal y +1 en el resto de las posiciones.
Probar que A es no singular (sobre R).

5. Villa Impar Bipartita: Suponga que hay m clubes rojos Ry,--- ,R,, v m
clubes blancos By, --- , B,, en un pueblo con n habitantes. Asuma que los clubes
satisfacen las siguientes reglas:

a) |R; N B;| es impar para toda 1.
b) |R; N Bj| es par para toda i # j.
Probar que m < n.

6. Hallar dos descomposiciones de Ky y tres de K; en cliques bipartitos lado-
disjuntos.

7. Deducir el Teorema de Graham-Pollak como corolario del Teorema de Witsen-
hausen.

2. DENSIDAD COMBINATORIA Y ORTOGONALIDAD

2.1. Densidad Combinatoria. En la teoria computacional del aprendizaje la si-
guiente nocién juega un rol importante:
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Definicion 2.1. Sea A C {0,1}", diremos que A es (n,k)-denso si existe un subcon-
junto de k coordenadas

S: {117,Zk}
tales que la proyeccion de A sobre los indices en S contienen todas las posibles 2F
configuraciones (por supuesto, n y k son enteros no negativos con 0 < k < n).

Por ejemplo, A = {(0,1)} es (2,0)-denso, mientras que
B =1{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,1),(1,1,0)}

es (3,1)-denso y (3,2)-denso pero no es (3,3)-denso.

Una observacion elemental, si A es (n,k)-denso y A C B, entonces B es (n,k)-denso.

El maximo k para el cual un subconjunto de {0,1}" es (n,k)-denso se llama dimen-
sién de Vapnik-Chervonenkis del subconjunto (por brevedad: VC-dimension). Asi
la VC-dimension de B es 2.

El problema combinatorio es: dados n y k hallar un conjunto A (n,k)-denso, con la
menor cantidad de vectores posibles.

Dados un vector v = (vy,...,v,), su proyeccion sobre un conjunto de coordenadas
S ={iy,..., i} es el vector

vls = (Viys .., 05,)
. La proyeccion de un conjunto de vectores A C {0,1}" sobre S es el conjunto de
vectores
Alg :={v|s:v € A}

Por lo tanto, A es (n,k)-denso si y solo si A|g = {0, 1}* para al menos un subconjunto
S de k coordenadas.

Es claro que todo subconjunto (n,k)-denso debe contener al menos 2* vectores.

.Qué tan grande puede ser un subconjunto de {0,1}" sin llegar a ser (n,k)-denso?
Si A es el conjunto de todos los vectores de {0,1}" con menos de k unos, entonces:

= A no es(n,k)-denso.
= H(n, k) := Al = 205 ()
Por ejemplo, los H(4,3) = (3) + (;1) + (g‘) = 11 vectores que siguen NO son (4,3)-
densos

0000 0101
00 01 1011
0010 01 10
01 00 1010
100 0 1100
0011

Pero basta que agreguemos uno mas al conjunto, por ejemplo el

1 01 1.

Para que el conjunto se vuelva (4,3)-denso, siendo las coordenadas adecuadas (en este
caso) S = {1,3,4}.

Que todo subconjunto de {0,1}" con més de H(n, k) elementos es (n,k)-denso es un
hecho que ha sido redescubierto varias veces (en probabilidad, en teoria computacional
del aprendizaje, etc), pues es de suma utilidad en muchos campos: 16gica, teoria de
conjuntos, probabilidad, etc.

Teorema 2.2. Si A C {0,1}" y |A| > H(n, k), entonces A es (n,k)-denso.
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Demostracion. Por inducciéon sobre n y k. Si k = 1 entonces A tiene al menos dos
vectores diferentes y por lo tanto es (n,1)-denso (hay al menos una coordenada en
la que difieren). Ahora tomemos un subconjunto arbitrario A C {0,1}" de tamafio
|A| > H(n, k). Sea

la proyeccion de A sobre las primeras n — 1 coordenadas. Sea C' el conjunto de todos
los vectores u de {0,1}"! para los cuales ambos vectores (u,0) y (u,1) pertenecen a
A. La siguiente observacion es simple pero crucial:

Al = [B| +]C].

Ahora, si |B| > H(n — 1, k), entonces por hipotesis inductiva B es (n-1,k)-denso, y por
lo tanto el conjunto A es (n,k)-denso (basta tomar las coordenadas que hacen que B
sea (n-1,k)-denso).

Si |B| < H(n — 1,k) entonces, usando la identidad de Pascal,

IC| = |A|—|B| > H(n.k)—Hn—1k)
-5 ()-2(7)
-3 (")
= Hn-1,k—1).

Luego, por hipotesis inductiva el conjunto C' es (n-1,k-1)-denso, y como C'x{0,1} C A,
entonces el propio A es (n,k)-denso. O

En 1983, en forma independiente, Alon y Frankl, hicieron una observacion a partir de
la cual se puede deducir facilmente el teorema que acabamos de ver: podemos restringir
nuestra atencion a subconjuntos de {0,1}" con una estructura muy particular, los
conjuntos cerrados hacia abajo o hereditarios.

2.2. Conjuntos Hereditarios. Estamos interesados en trabajar con subconjuntos
de {0, 1}™ que tengan la propiedad de ser cerrados al cambiar 1s por Os en sus vectores.
Por ejemplo si (0,1,0,1,1) € A entonces también estan en A

01010

o O O
[N
o O O
S = O
o O O

Usando el orden habitual para vectores de {0,1}" : v < v si u; < v; para todo i €
{1,...,n}. Podemos dar la siguiente definicion:

Definicién 2.3. Un conjunto A C {0,1}" es hereditario o cerrado hacia abajo si
v e Ay u<wvimplica que u € A.

Dado un conjunto de coordenadas S C {1,...,n}, definimos t5(A) como el nimero
de vectores en la proyeccion Alg.
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Por ejemplo si A es el conjunto formado por los vectores

01011
01 010
01000

00 00O
y S ={1,2,4}, tenemos que Al|g esta formado por

011

010
0 00
por lo que tg(A) = 3.

Llamaremos i-ésimo vecino de v al vector v;_,y que se obtiene de v cambiando la
i-ésima coordenada (o bit) por 0 (cero). Por ejemplo, si v = (0,1,0,1, 1), tenemos que
Vo0 = (07 07 Oa ]-7 1) Y Us—o = <Oa ]-a 07 17 1) = .

El siguiente teorema dice que para cualquier subconjunto A del n-cubo {0, 1}", existe

un conjunto hereditario de la misma cardinalidad cuya sombra esta a la izquierda (en
algtn sentido) de la sombra de A.

Teorema 2.4. Para cada conjunto A del n-cubo {0,1}" existe un conjunto B C {0, 1}"
tal que:

= |B] = 4],
» Para todo conjunto de coordenadas S tenemos que tg(B) < tg(A).

Por ejemplo tomemos el conjunto A

11111
01011
01010
01000
Este conjunto no es hereditario, pues el 3-vecino de v = (1,1,1,1,1) es el vector

(1,1,0,1,1) ¢ A. Este vector v de A tiene una coordenada mala:v € A pero vz ¢ A.
Por otro lado, el conjunto B formado por los vectores

001O0O0

O = O

1
0
0

o O O
o O O
o O O

si es hereditario y satisface todas las condiciones del teorema.

.. Como podemos obtener un subconjunto B bueno para cualquier subconjunto A con
vectores que posean coordenadas malas?

Sustituyendo los vectores con coordenadas malas por sus i-vecinos. Para lo cual
definimos la siguiente transformacion. Dado ¢ € {1,...,n} y un subconjunto A €
{{0,1}", definimos T; como sigue: tome un vector v € A tal que v; = 1, y vea si v;_g
pertenece a A. Si es asi, no haga nada. De lo contrario reemplace v en A por v;_g.

Por ejemplo T5(A) solo cambia el primer vector de A:

11110
01
01
0 1

011
010
000
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Es claro que T es inyectiva: |T;(A)| = |A].

Un poco mas sutil es ver que para todo subconjunto de coordenadas S € {1,...,n}
se tiene que tg(T;(A)) < ts(A) (Ejercicio).

Si A es hereditario T;(A) = A para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. T,(T,—1(---T1(A)---)) es conjunto buscado. Notar que si A es heredi-
tario, Ty, (Ty_1(---T1(A)---)) = A. ]

Este teorema implica inmediatamente al teorema 2.2 (ejercicio).
El siguiente resultado de Kleitman (1966) sobre la interseccion de conjuntos heredi-
tarios tiene numerosas aplicaciones y generalizaciones.

Teorema 2.5. Sean A, B dos subconjuntos hereditarios de {0,1}". Entonces
Al Bl
on

Demostracion. Aplicaremos induccion sobre n. Los casos n = 0 y n = 1 son triviales.
Dado w € {0, 1}, definimos

Aw = {(ab s 7an71) : ((11, s 7an71aw) € A}

AN B| >

y
Bw = {(bl, N ,bn_l) : (bl, ey bn_l,UJ) S B}
Llamaremos «,, := |Ay| y By := | Byl
Entonces
|JANB| = [AoN By| + |A1 N By
aofo + a1 B
- 2n—1
(ao+a1)(Bo+B1) (o —ai)(Bo— Br)
B 2n * 2n ‘

Ya que ambos conjuntos A y B son hereditarios (o cerrados hacia abajo), tenemos
que A; C Ay y B1 C By, lo que implica que

(a0 — a1)(Bo — B1) = 0.
El teorema se sigue del hecho que |A| = ag + oy y |B| = 5o + S1. O

2.3. Ortogonalidad. La independencia lineal no es la tinica forma de obtener cotas
superiores (usando algebra lineal). Si los miembros de una familia F puede ser asociada
con los elementos de un espacio vectorial IF,”", entonces |F| < ¢". Si somos afortunados,
los vectores asociados puede que sean ortogonales a algin subespacio de dimension d,
y como dim(U) + dim(U+) = dim(V'), podemos mejorar nuestra cota: |F| < ¢™ .

Dadas dos familias A y B de subconjuntos de [n], una pregunta habitual en combi-
natoria es que tan grande puede llegar a ser |A||B|. Si no sabemos nada de las familias,
este nimero pude ser tan grande como 22", Si sabemos algo, por ejemplo que las fami-
lias son monotonas crecientes (o mono6tonas decrecientes), i.e. cerradas hacia arriba o
hacia abajo, el teorema de Kleitman nos da la siguiente cota no trivial:

IA||B| < 2°|ANB|.

Si ademas sabemos que la paridad de las intersecciones se mantiene constante, podemos
obtener una cota atn mejor.
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Teorema 2.6 (Ahlswede-El Gamal-Pang 1984). Sean A y B dos familias de subcon-
Juntos de [n] con la propiedad que |A N B| es par para todo A € A y B € B. Entonces
|A||B] < 2"

Vamos a dar la demostracion de Delsarte-Piret de 1985.

Demostracion. A cada subconjunto de [n] le asociamos su vector de incidencia, estos
pueden ser vistos como elementos de Fy". Sean U y V los conjuntos de vectores de
incidencias de correspondientes a las familias de subconjuntos A y B. Observe dado
ueUywveV, tenemos que
(u,v) = 0.
Luego los espacios span(U) y span(V') son ortogonales, por lo que
dim span(U) + span(V) < n.

Pues el producto escalar registra la cardinalidad de la intersecciéon de los conjuntos
representados por u y v respectivamente. Entonces

(2.1) [AJIB| = [U]|V] < |span(U)||span(V)| < 24mpen@)dimlspantV)) < o,

2.4. Ejercicios.

1. Sean Ay B son dos subconjuntos hereditarios de {0, 1}". Cudles de los siguientes
son hereditarios:
a) ANB,
b) AU B,
¢) AA B,
d) Ax B.
2. Sea A C {0,1}", definamos ts(A) = méxtg(A) sobre todos los S C {1,...,n}
con |S| = s.
a) Si |A| < n entonces t,_1(A) = |A|.
b) Si|A| < (;M entonces t,_1(A) > |A| — 1.
3. Probar el teorema de Ahlswede-El Gamal-Pang para intersecciéon impar. Sean A

y B dos familias de subconjuntos de [n] con la propiedad que |A N B| es impar

para todo A € Ay B € B. Entonces |A||B| < 2". ;Se puede mejorar la cota a
n—1?

3. METODO POLINOMIAL

3.1. Lema de DeMillo-Lipton-Schwartz-Zippel. El método polinomial esta ba-
sado en diferentes extensiones del teorema factor para polinomios en una variable, al
caso de polinomios en varias variables:

1. Todo polinomio (en una variable) de grado d tiene a lo mas d raices.
2. Para todo conjunto S C F existe un polinomio no-nulo f (con coeficientes en IF)
de grado a lo mas |S| tal que f(z) =0 para todo z € S.

Estos resultados nos permiten obtener cotas para el tamano de un conjunto S dado.
Si hallamos un polinomio que se anula sobre S, entonces el grado del polinomio da una
cota superior para la cardinalidad de S. Si todas las raices de un polinomio pertenecen
al conjunto S, entonces el grado del polinomio da una cota inferior para la cardinalidad
de S.
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Repasaremos primero algunos hechos sobre polinomios en cuerpos finitos de una y
varias variables.

Dado un anillo conmutativo R, un polinomio en una indeterminada es una expresion
de la forma:

p(z) = ag+ayx + - + a2’
donde los coeficientes ag,ai,...,a; € R, y t es un entero no-negativo, el grado del
polinomio.

R[z] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en el anillo conmu-
tativo R.

Todo polinomio p(z) con coeficientes en el anillo conmutativo R define una funcion
de R sobre R, mapeando r € R a p(r) (mapeo evaluacion): Asi, si p(z) = 3z + 4% en
Z/8Z tenemos que

p(2)=3-2+4-2>=6+4-0=6.
En el anillo Z/8Z.

Pero los polinomios, no son funciones. Esto es debido a la definicion de igualdad
entre dos polinomios.

Dos polinomios

p(z) =ag+ a1z + -+ + a,z"

q(z) =bg+brx + -+ byua™
son iguales si y s6lo si los coeficientes en cada potencia de ambos son iguales:
= n=m,
LN :bo,a1 :bl,...,an:bn.
Asi en Z /27, los polinomios
p(z) = ag + a1z + axx® + azx®
y -
g(z) =1+
son iguales si (y s6lo si) ag =a3 =1y a3 = ay = 0.

Por otro lado dos funciones fy g de A en B, son iguales si para todo a € A se tiene
que f(a) = g(a).

Dos polinomios iguales también son iguales como funciones, pero puede ocurrir que
dos polinomios sean iguales como funciones, pero no como polinomios. Por ejemplo en
7./27, los polinomios

plz) =1+

q(z) =1+ 2°.

Son claramente diferentes como polinomios, pero vistos como funciones son idénticos:

p(0) =1=¢q(0), y p(1) =0=q(1).

Este fendmeno no ocurre si el anillo sobre el que se definen los polinomios es un cuerpo
infinito (para polinomios con coeficientes sobre un cuerpo infinito igualdad coeficiente
a coeficiente es equivalente a igualdad como funciones).

De ahora en mas trabajaremos con un cuerpo F fijo. El simbolo F[zy,...,x,] de-
nota el anillo de polinomios en n indeterminadas sobre el cuerpo F (decir “sobre el
anillo/cuerpo” es equivalente a decir “a coeficientes en el anillo/cuerpo”).
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Un monomio de grado ¢t (donde ¢ es un entero no-negativo) es una expresion de la
forma
xlil 1732 . x;n
donde cada t; es un entero no-negativo tal que
t1+t2+"‘+tn:t.
Observaciones:

» El Gnico monomio de grado 0 (cero) es la constante 1.
= El polinomio nulo es el polinomio cuyos coeficientes son todos nulos.
= Hay (”J“f_l) monomios en n variables de grado ¢.

» Todo polinomio de F[xy,...,z,] es una combinacion lineal de monomios con
coeficientes tomados de F.
» Sea p € Flzy,...,x,], el grado de p, denotado deg(p), es el maximo grado de sus

monomios con coeficientes no-nulos.

= Un polinomio se dice homogéneo si todos sus monomios con coeficientes no-
nulos tienen el mismo grado.

» Una punto a € F" tal que p(a) = 0 es una raiz del polinomio p € F[zy, ..., z,].

» Diremos que un polinomio p € F[xy, ..., z,] se anula sobre un conjunto £ C F"
si para todo elemento e € E tenemos que p(e) = 0.

Ocurre que con polinomios en varias variables sobre cuerpos infinitos podemos perder
la relacion entre el grado del polinomio y el nimero de raices, por ejemplo

pla,y) =2 +y* — 1
visto como polinomio de Rz, y] tiene infinitas raices.

El siguiente ejemplo muestra que aiin sobre cuerpos finitos la relaciéon entre grado y
numero de raices es no trivial para polinomios en varias indeterminadas. Consideremos
el polinomio

T1T9 + XoX3 + T3Tg + T4X5 + T521
sobre 3, donde Fy = Z/27Z. Este polinomio de grado 2 tiene 16 raices:

00 0O0O0 01010
0 00O0°1 01001
00010 00101
00100 00111
01000 01110
10000 11100
10100 110 01
10010 100 11
mientras que el polinomio
[E% — I

se anula sobre todo 5.
Los siguientes lemas recuperan la relacion entre grado de un polinomio y nimero de
raices para polinomios en varias indeterminadas.

Lema 3.1. Dado un conjunto E C F" de tamano

n+d
E .
| \<( d)

Eziste un polinomio no-nulo p € Flxq,...,x,] de grado a lo mds d que se anula sobre

E.
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Haremos algunas acotaciones antes de proceder a demostrar el lema. Como

d
(nji— ) — 00, cuando d — oo

n+d

siempre podremos hallar un d (relativamente pequefio) tal que |E| < ( y

plo, si tomamos los siguientes 5 puntos de F3,

). Por ejem-

00111
00110
01101
10011
00100

El lema nos garantiza que existe un polinomio de grado 1 que se anula sobre estos

puntos, pues
6 5+1
5<6= = .
(1) -C7)

Por ejemplo p(xy,...,25) = x1 + x3 + 1.
Ahora daremos la demostracion del lema 3.1.

Demostracion. Denotemos por V; al espacio vectorial de todos los polinomios de
Flzy,...,z,] de grado a lo mas d. El conjunto de todos los monomios de grado a lo
mas d forma una base de V; y como hay:

g(n+lg—1> _ (n;d)

monomios distintos de grado a lo mas d tenemos que la dimension de
. +d
dim(V,) = (n J )

Por otro lado, el espacio Fgde todas las funciones ¢ : E — F tiene dimension

n+d
E .
| |<( d)

Por lo tanto tenemos que el mapeo (lineal) evaluacion:

f — (f(a))‘aeE

de V; en F¥ no es inyectivo. Asi al menos dos polinomios f; y fo de vy deben ser
mapeados al mismo elemento de F¥. Asf el polinomio f = f; — f, pertenece a Vy v es
mapeado al elemento nulo de F¥, i.e., f se anula sobre FE. 0

Ahora daremos la generalizacion al caso de polinomios en varias indeterminadas del
hecho que un polinomio (en una variable) de grado d tiene a lo méas d raices.

Lema 3.2. Todo polinomio p € Flxy,...,x,| de grado d, donde F es un cuerpo finito
con q elementos, tiene a lo mds dg® ' raices.

Por ejemplo, el lema nos garantiza que el polinomio x1xy + Tox3+ 324 + 425 + 521
sobre 5 tienen a lo mas 16 raices, y que el polinomio z3 + 2 sobre F2 tiene a lo mas 6
raices.

La demostracion que daremos sigue a Dvir (2009) y Moshkovitz (2010).

Demostracion. Sea q = |F|, sin pérdida de generalidad podemos asumir que:
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"> 2,
» 1<d<gq.

La demostracion es por reduccion al caso n = 1. Escribamos f = g + h donde

= ¢ es homogénea de grado d,
= ) solo contiene monomios de grado estrictamente menor que d.

Coémo f no es el polinomio nulo, existe algiin w € F", w # 0, tal que g(w) = 0 (recordar
que g es homogéneo). Para cada u € F™ definimos la recta que pasa por u en la direccion
w:
L, ={u+tw : teF}

Un par de observaciones:

" L,NL,=0sivé& L,

. |Lu| =d.
Por lo que podemos particionar a F” en ¢"/q = ¢"~! rectas.

Ahora mostraremos que sobre cada recta L, puede haber a lo méas d raices de f.
Para cada v € F", la funciéon

pu(t) == flu+tw)
es un polinomio en la variable ¢ de grado d, de hecho el coeficiente de t% es g(w) # 0.
Como p,(t) tiene a lo més d raices, tenemos que el polinomio f puede tener a lo més d

raices en cada L,. Como F" fue particionado en ¢" ! rectas, tenemos que f no puede
tener més de dq" 9 raices. 0

DeMillo y Lipton (1978), Zippel (1979) y Schwartz (1980) de forma independiente
probaron la siguiente generalizacion.

Lema 3.3 (DeMillo-Lipton-Schwartz-Zippel). Para todo conjunto S C F tal que |S| >
d, se tiene que todo polinomio f € Flz1,...,x,| de grado d puede tener a lo mds d|S|"*
raices en S™.

Demostracion. Suponga que f es un polinomio no nulo. La demostracion es por induc-
cion sobre n, el nimero de variables de f.

Para n = 1 el lema es trivialmente verdadero.

Ahora analicemos el caso n > 2. Para hacerlo reescribamos f en términos de las
potencias de x,,:

f=fo+ fizn+ for + -+ fizl

donde fy, fi1,..., f; son polinomios en las n — 1 variables x, xs, ..., x,_1, €l polinomio
ft no es el polinomio nulo, y t < d.

Ahora vamos a estimar (por arriba) el ntimero de puntos (a,b) € S"~! x S, tales que
f(a,b) = 0. Analizaremos dos casos

Caso 1. fi(a) = 0. Como f; no es el polinomio nulo, y tiene grado a lo més
d — t, por hipotesis inductiva, este polinomio se anula a lo mas en (d — t)[S|" 2
puntos de S"~!. Por lo tanto, en este caso, hay a lo mas (d —t)|S|"~! puntos de
(a,b) € ¥"1 x S para los cuales f(a,b) =0y fi(a) = 0.

Caso 2. fi(a) # 0. Para todo punto a € S"! tal que fi(a) # 0, el polinomio
f(a,z,) es un polinomio en una variable de grado ¢, y no es el polinomio nulo.
Por o tanto tiene a lo mas ¢ raices. Como a lo suma hay |S|"~! de tales puntos
a, el niimero de puntos (a,b) € S"™! x S para los cuales f(a,b) =0y fi(a) # 0,
es a lo mas t|s|" 1,
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Por lo tanto, a lo mas hay
(d—0IS|" + 18| =d|s|"
puntos de (a,b) € S™ para los cuales f(a,b) = 0. O

3.2. Solucién del problema de Kakeya en cuerpos finitos. La conjetura de
Kakeya es uno de los problemas no resueltos favoritos de Terence Tao en teoria geomé-
trica de la medida. Esta conjetura desciende del problema de la aguja, planteado por
Kakeya en 1971:

;Cual es la menor é4rea en el plano requerida para rotar completamente (i.e. 360° de
forma continua una aguja de longitud unitaria (y grosor cero)?

Por ejemplo, es claro que podemos hacer esto en un circulo de diAmetro uno, y por
lo tanto de area m/4. Pero al usar una deltoide solo usamos un érea de 7/8. En 1928,
Besicovitch demostré que de hecho se puede rotar una aguja unitaria usando sélo una
cantidad arbitrariamente pequena de area (en realidad resolvio otro problema, pero su
trabajo aplica). Este hecho contraintuitivo, motivé la definiciéon de lo que conocemos
como conjunto de Kakeya-Besicovitch: es un conjunto que contiene un segmento
unitario en cada direccion.

En 1981, Davies demostr6 que existen conjuntos de Kakeya-Besicovitch con medida
de Lebesgue cero, pero los cuales seguian siendo objetos esencialmente bi-dimensionales:
tienen dimension de Hausdorff 2 y dimension de Minkowski 2.Esto llevo a la siguiente
conjetura en mayores dimensiones:

Conjetura 3.4 (de Kakeya:). Un conjunto de Kakeya-Besicovitch en R™ tiene dimen-
ston de Minkowski y dimension de Hausdorff igual a n.

En 1999, Wolff propuso el analogo de la conjetura de Kakeya sobre cuerpos finitos
a fin de evitar los problemas técnicos asociados con las dimensiones de Minkowski y
Hausdorff. Dado un cuerpo finito I, definimos un conjunto de Kakeya como cualquier
subconjunto K de [F" que contenga una linea en cada direccion, i.e., para cada vector
w € F™ existe un vector v € F™ tal que la linea L, ,, == {v+tw : t e F} C K.

Conjetura 3.5 (Conjetura de Kakeya en cuerpos finitos, Wolff 1999). Sea E C F" un
conjunto de Kakeya. Entonces |K| > ¢,|F|", donde ¢, es una constante positiva que
depende solo de n.

En 2009, Dvir sorprendié a toda la comunidad matemética que trabajaba en el
las diferentes conjeturas de Kakeya (Tao incluido), al usar el método polinomial para
probar la conjetura de Kakeya en cuerpos finitos.

Lema 3.6. Sea f € Flzy,...,x,] un polinomio de grado a lo mds q—1 sobre un cuerpo
finito F con q = |F| elementos. Si f se anula sobre un conjunto de Kakeya K, entonces
f es el polinomio nulo.

El argumento de Dvir es el siguiente.

Demostracion. Supongamos que f no es el polinomio nulo. Reescribamos f de la forma

d
F=Y_F
=0

donde 0 < d < ¢ —1es el grado de f y cada f; es la componente homogénea de grado
1 de f, por lo que f; es no nula. Como f es no-nulo y se anula sobre K, tenemos que

d 0.
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Tomemos una direccion arbitraria w de F”, i.e. 0 # w € F". Como K es un conjunto
de Kakeya, existe v € F" tal que la recta L,,, = {v+tw : t € F} C K. Por lo tanto

flv+tw)=0

para todo t € F. Ahora miremos un poco més en detalle a f(v + tw). Es un polinomio
en t de grado a lo mas ¢ — 1 sobre el cuerpo F (pues es del mismo grado que f). Pero
se anula sobre todo FF, por lo que no le queda otra que ser el polinomio nulo. Ahora el
coeficiente que acompaiia a t es fy(w), por lo tanto fz(w) = 0. Esto demuestra que f4
se anula sobre todos los puntos de F". Pero como

dg"™t < (¢ —1)¢"' < q¢".

Tenemos que por el lema 3.2 que el polinomio f; debe ser el polinomio nulo, lo que es
una contradiccion. 0

Teorema 3.7 (Dvir 2009). Sea K C F" un conjunto de Kakeya. Entonces

K| > IF|4+n—1 Zﬂ-
n n!

Demostracion. Supongamos que

Fl+n—-1
K| < (‘ [+n )
n
Por el lema 3.1, existe un polinomio no-nulo F' € F[zy, ..., z,] de grado a lo més |F|—1
que se anula sobre K, lo cual contradice el lema 3.6. 0

3.3. Nullstellensatz Combinatorio de Alon. Consideremos el siguiente “teore-
ma” bien conocido de cursos basicos:

Teorema 3.8. Sea [ € F[x] un polinomio de grado t. Si S C F tal que |S| > t+ 1,
entonces existe s € S tal que f(s) # 0.

El Nullstellensatz Combinatorio de Alon (1999) generaliza este resultado para el caso
de varias variables.

Teorema 3.9 (Nullstellensatz Combinatorio). Sea f € Flzy,...,x,] de grado d. Su-
ponga que los coeficientes del monomio de f

tn
n

Itll PR a’/’
es no nulo y que
tid et t, =d.
Si S1,...,S, son subconjuntos finitos de F tales que |S;| > t; + 1, entonces existe un
punto s € Sy X --- x Sy, para el cual f(s) # 0.

El Nullstellensatz Combinatorio también es una generalizacion del lema de DeMillo-
Lipton-Schartz-Zippel.
Este resultado sigue del un caso especial del Nullstellensatz de Hilbert:

Teorema 3.10 (Nullstellensatz). Sea f € Flzy,...,x,] y Si,...,S, son subconjuntos
finitos del cuerpo F. Si f(s) = 0 para todo s € Sy X---X S, entonces existen polinomios
hi, ... hy € Flzy,...,x,] tales que

deg(h;) < deg(f) — [Si
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fze, .. @) = Zhi([ml, Cey X)) I_I(xZ —3).

SES;
Daremos la demostracion de Alon (1999) del Nullstellensatz, la cual requiere del

siguiente lema.

Lema 3.11. Sea f € Flxy,...,x,]. Supongamos que el grado de f como polinomio en
x; es a lo mds t;, y que tenemos subconjuntos S; C F tales que |S;| > t;+1. Si f(s) =0
para todo s € Sy X --- X S, entonces f es el polinomio nulo.

Demostracion. Es por induccién sobre n, el nimero de variables. Para n = 1 el lema
establece que un polinomio en una variable de grado a lo més t; puede tener a lo sumo
t; raices distintas. Asumiendo que el lema vale para n — 1, probaremos que vale para
n > 2.

Dando un polinomio f = f(zy,...,z,) y conjuntos S; que satisfagan las hipotesis
del lema, reescribamos f como un polinomio en T,:

f= Zflazz,.. Tno1)Th

donde cada f; es un polinomio en las n — 1 variables x4, ...,2z,_1, donde el grado en
x; es a lo més t;. Para cada

(8151 8p-1) €51 X -+ X Sp_q.
Consideremos el polinomio en una variable z, dado por
F(s1ye ey Sn1, Tn).

Por hipoétesis tenemos que para todo s € S,, se cumple que
f(s1,.. . 80-1,8) =0.

Por lo tanto, f(s1,...,S,_1, ) es el polinomio nulo. Esto implica que f;(s1,...,8,-1) =
0 para todo (s1,...,8,-1) € S1 X --- X S,,_1. Luego, por hipotesis inductiva, f; es el
polinomio nulo para cada i, lo que implica que f es el polinomio nulo. O

Ahora procederemos dar la demostracion de Alon del Nullstellensatz.
Demostracion del Teorema 3.10, Nullstellensatz, Alon (1999). Definimos para cada i
d; =1S;| —1

y consideremos los polinomios
d;

gi(z;) == H(xl —5) = afitt - Zaijmg.

sES; 7=0

Observe que si s € S — i, entonces g;(s) = 0, lo que implica que

d;
_ j
= E ;]
=0

Esto sugiere utilizar la siguiente identidad para reducir el “x;-grado

(3.1) it Zal]

77
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Sea f el polinomio que se obtiene a partir de f, escribiendo a f como combinacion
lineal de monomios y reemplazando, las veces que haga falta, cada ocurrencias de
potencial altas: xf con t; > d (1 <14 < n); por combinaciones lineales de potencias mas
pequenas de x;, usando la relaciéon 3.1.

Miremos con atencién al polinomio f. El grado de f es a lo méas d; en z; para cada
1 < i < n. Tras meditarlo un rato, nos damos cuenta que f puede ser obtenido a partir
de f restandole productos de la forma h;g;, donde

deg(h;) < deg(f) — deg(g:) = deg(f) — [5i
Por lo tanto

(32 Fla) = f@) = Y hlw)glo)

Ademés como para s € S7 x --- x S, vale la relacion 3.1, tenemos que

f(s) = f(s) =0.
Luego, por el lema 3.11, tenemos que f(s) = 0 para todo s € F". Esto, junto con 3.2,
implican que f=>"" | h;g;. O

Ahora demostraremos el Nullstellensatz Combinatorio de Alon, 1999.

Demostracion del Teorema 3.9. Sin pérdida de generalidad podemos asumir |S;| = ¢;+
1 para cada ¢. Supongamos que el resultado es falso, i.e., que para todot € S; x---x 5,
tenemos que f(t) = 0. Definimos

gi(xi) = H(l’i — ).

sSES;
Sean hy, ..., h, los polinomios que nos da el Nullstellensatz (teorema 3.10), luego:
(3.3) deg(h;) < deg f — deg(g;) = deg(f) —ti — 1

y ademaés
Fl@) =" hi(w)gi(xs).
i=1
Lo que se puede reescribir de la siguiente forma:

flz) = Z 24 hy(2) + (términos de grado < deg(f)).
i=1
Por hipotesis, el coeficiente de ], z¥ del lado izquierdo de la ecuacién anterior es
no cero, pero es imposible tener tal monomio del lado derecho, lo que nos da una
contradiccion. O

Para finalizar estas notas daremos una aplicacién del Nullstellensatz Combinatorio
a la teoria de niimeros aditiva.
Dados dos conjuntos A y B de elementos de un cuerpo F, definimos su conjunto
suma
A+ B:={a+bla€ Abec B}.
Por ejemplo es Z/5Z, si A = {2,4} y B = {2,3} tenemos que
A+ B=1{0,1,2,4}.

Una pregunta relevante es si el tamafio de A y B nos dan un indicio de que del tamano
minimo que puede tener A 4+ B. El teorema de Cauchy-Davenport da una respuesta.
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Teorema 3.12 (Cauchy-Davenport). Sip es un primo, y A y B son dos subconjuntos
no-vacios de Z,, entonces

|A+ B| = min{p,|A| + |B| — 1}.
Usaremos el Nullstellensatz Combinatorio para realizar la prueba.

Demostracion. Si |A| + |B| > p es resultado es trivial, pues para todo = € Z, los
conjuntos A y x — B tienen intersecciéon no vacia, lo que implica que A + B = Z,,.

Asumamos entonces que |A| + |B| < p. La demostracion procede por reduccion al
absurdo: supongamos que

|A+ B| < |A|+ |B| — 2.
Sea C C Z, tal que A+ BC Cy |C|=|Al+|B|-2.
Definamos el polinomio
flay) =] +y—-o.
ceC
Por definicion,
f(a,b) = 0 para todo (a,b) € A x B.

Ahora, llamando t; = |A| — 1 y to = |B| — 1, notamos que el coeficiente de z"*y* en f

es.
l1+1t2) |A| + |B| — 2
t ) |A| -1

el cual es no cero en Z,, pues |A|+|B|—2 < p. Aplicando el Nullstellensatz Combinatorio
obtenemos un punto (a,b) € A x B para el cual f(a,b) # 0, contradiccion. O

3.4. Ejercicios.

1. Sea p un primo impar. Consideremos un cuerpo [F,. Entonces para todo t < p—2

en I,

2. Demostrar el Lema de DeMillo-Lipton-Schwartz-Zippel usando el Nullstellensatz
Combinatorio de Alon.

3. Probar el teorema de Olson usando el Nullstellensatz Combinatorio de Alon: Sean
(a1,b1), ..., (an,b,) una sucesién de elementos en Z, con n > 2p — 1. Entonces
existe un subconjunto no vacio A C [n] tal que

E (ai,bi) == (0,0)
icA
4. Dos ntimeros distintos son escritos sobre los vértices de un 100-agono convexo.
Probar que siempre podemos remover un ntmero de cada vértice de forma en

vértices adyacentes no queden ntimeros iguales.
5. Sea n un entero positivo. Consideremos el conjunto:

S =A{(xy,2) [z,y,2 € [n], (,y,2) # (0,0,0)}.

Determinar el nimero mas pequeno de planos tales que su uniéon contenga a S
pero no al (0,0,0).
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6. Probar el teorema de Chevalley-Warning usando el Nullstellensatz Combinatorio:

Sea p un primo, y fi,..., f, polinomios en Fylxq,. .., z,]. Si
m
Z deg(fi) <n
i=1
entonces el niimero de ceros comunes de fi,..., f,, es divisible por p.

7. Demostrar el teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv (1961) a la Alon (i.e. usando el
teorema de Chevalley-Warning, ver ejercicio 6): Cualquier sucesion de 2n — 1
enteros contiene una subsucesion de longitud n, tal que su suma es divisible por
n.
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INTRODUCCION

Los objetivos de este curso son introducir las nociones basicas de algebras de Lie. El
mismo consta de dos partes. En la primer parte se introducen las definiciones, nociones
basicas y ejemplos de algebras de Lie. En la segunda parte, se presenta el teorema
de Weyl, que establece la completa reducibilidad de las representaciones de dimensi6n
finita. Cabe destacar que en algunos casos sblo se harad mencion de los enunciados de
ciertos Teoremas sin su prueba correspondiente, con el objetivo de dejar s6lo una nocién
de la importancia de los mismo en los alumnos. Las demostraciones de ellos podran ser
encontradas facilmente en la bibliografia citada.

1. NOCIONES BASICAS DE ALGEBRAS DE LIE
1.1. Definiciones y primeros ejemplos de algebras de Lie.

Definicién 1.1. Sea k un anillo conmutativo con unidad con caracteristica cero. Un
dlgebra sobre k es un par (V,u) donde V' es un modulo sobre ky p: V xV — V es
una aplicacion bilineal.

(Denotaremos, de ahora en mas, de la misma manera a una aplicacion bilineal y a
la correspondiente aplicacion lineal desde el producto tensorial).

Un ideal a izquierda de (V) ) (respectivamente ideal a derecha) es un k-submoédulo
W de V tal que (W @ V) C W (resp. u(V @ W) C W). Una subdlgebra de (V, u)
es un k-submodulo W de V' tal que u(W @ W) C W. Un morfismo de dlgebras es un
morfismo de k-modulos f: (V,u) — (V. ') tal que f(u(v,w)) = p/'(f(v), f(w)) para
todo v,w € V.

Definicién 1.2. Un dlgebra de Lie sobre k es un algebra g con una operacion gg — ¢
denotada por (z,y) — [z,y] llamada corchete o conmutador de x e y, tal que satisface
los siguientes axiomas:

(L1) La operacion es antisimétrica, i.e. [z, y| = —[y, ] para todo z,y € g.

(L2) [z, ly, 2] + [, [, x]] + [z, [z, y]] = 0 para todo z,y,z € g.
~ Date: 17 de Julio del 2014.
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El axioma (Ls) es llamado la identidad de Jacobi. Notar que (g,[,]) es un algebra.
Luego las nociones de ideal, subalgebras y morfismos se siguen de las definiciones
previas.

Si A, B son submodulos de g denotaremos [A, B] el submédulo generado por los
elementos de la forma [a,b] con a € A,b € B.

Definicién 1.3. Sea (g, [,]) un algebra de Lie, h una subélgebra de g y a un submodulo
de g, se define el normalizador de a en h como

normy(a) ={z €bh: [z,a] Ca}
y el centralizador de a en fh como
centy(a) = {x € bh: [z,a] =0}
Ambas son subélgebras de g mientras que centy(a) es un ideal de normg(a).

Ejemplo 1.4. (i) Si V es un k-modulo y [,] es la aplicacion bilineal nula, (V,[,])
es un algebra de Lie. Tales algebras de Lie son llamadas abelianas.

(ii) A cada algebra asociativa A sobre k le asociamos una estructura de algebra
de Lie definiendo [z,y] = xy — yx. Por ejemplo si A = Endg (V) es el algebra
de endomorfismos de un modulo V' sobre k (el producto es la composicion), se
obtiene un algebra de Lie que denotaremos gl(V') y se llama algebra lineal general.
En particular denotaremos gl(n, k) a gl(k").

(iii) Sea (V,u) un algebra, T' € End(V') se dice una derivacidn de (V, p) si

T(u(z,y)) = p(T(2), y) + p(z, T(y));
denotaremos Der(V, ) = Der(V) al espacio vectorial de todas las derivaciones
de (V, ). Der(V) es una subalgebra de Lie de gl(V).
(iv) Sean V un k-modulo libre de rango finito y tr la forma lineal traza en End (V).
Se define
sl(V)={T € End (V) : Tr(T) =0}
es un ideal de gl(V'). De hecho, se puede probar que [gl(V'), gl(V)] = sl(V), pues
Tr(AB) = Tr(BA) si A, B € End(V).
(v) Sean V un k-moéduloy b: V ® V — k una forma bilineal. Se define

g(b) ={T € End(V) : b(T(v),w) + b(v,T(w)) =0Vv,w € V}.

Entonces g(V') es un algebra de Lie.
(vi) Describamos las 4 familias clasicas de algebras de Lie:
Ay : es la notacion correspondiente a sl(N + 1, k).
By : son las algebras de Lie ortogonales correspondientes a b : k?2VN 1 @ k2NV+1
k, b(v,w) = ‘wSw, donde identificamos los vectores de k*N*1 con vectores co-

lumnas y
1 0 0
S = 0 0 idy € MathH(k);
0 idy O

idy es la matriz identidad de Maty (k).
En este caso denotaremos g(b) = so(2N + 1, k). No es dificil ver que
so(2N +1,k) = {z € gl(2N + 1,k) : 25 + S’z = 0}
0 b1 by
= cgc m n | €gl2N+1,k):
2 P g

t t
62:_617 61:_b27

g=-'m, n=-"n  p=-T
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Oy : son las algebras de Lie simplécticas correspondientes a b : k*Y @ k2N —
k, b(v,w) = "'vQw, donde

0 id
Q= ( idy oN ) € Matyy (k).
Estas algebras de Lie seran denotadas sp(2N, k). Como antes no es dificil ver
que

sp(2N, k) = {( T; Z ) € gl(2N, k) : ¢ = —'m, n yp son simétricas } .

Dy : son las algebras de Lie ortogonales correspondientes a b : k*N @ k2N —
k, b(v,w) = 'vPw, donde

0 id
P= < iy oN > € Matoy (k);

Estas algebras de Lie seran denotadas so(2N, k). Explicitamente

so(2N, k) = {( Tg Z ) € gl(2N, k) : ¢ = —'m, n yp son antisimétricas } )

(vii) Construiremos algebras de Lie nuevas a partir de algebras de Lie dadas

(a) Sea (g;)icr una familia de algebras de Lie, el producto directo [ g; es un alge-
bra de Lie con el corchete definido coordenada a coordenada (anélogamente
la suma directa).

(b) Sean a y b algebras de Lie y 6 : b — Der(a) un morfismo de algebras de
Lie. Sea g el k-modulo a x b . Entonces g admite una tnica estructura de
algebras de Lie dada por [z,a] = 6(x)a, con z € by a € a. Tal que a es un
ideal de g y b es una subélgebra de g.

(c) Sea (g,[,]) un algebra de Lie se define [a, b],, = —[a, b] entonces (g, [,],p) €s
un algebra de Lie llamada dlgebra de Lie opuesta.

(d) Sea (g,[,]) un algebra de Lie y A una k-algebra asociativa, entonces (g ®y
A,[,]a) es un algebra de Lie con [z ® a,y ® bja = [z,y] ® ab, para todo
T,y E€g, abe A

1.2. Ejercicios. En los siguientes ejercicios sea (g,[,]) un algebra de Lie, probar
que;
1. a) Los axiomas (L;) y la bilinealidad del corchete es equivalente a [z,x] = 0
para todo = € g;
b) Ideal a izquierda es ideal a derecha y viceversa.
2. a) Si by b son ideales de g, entonces [h, h] también lo es;
b) Sea b un ideal g entonces el cociente g/h tiene una estructura de algebra de
Lie tal que la proyeccion candnica 7 : g — g/b es un morfismo de algebras
de Lie.
3. Sean h una subdlgebra de g y a un submoédulo de g
a) verificar que normg(a) y el centy(a) son subalgebras de g;
b) el centy(a) es un ideal de normy(a). Si a = h = g, entonces el centy(g) es el
centro de g y serd denotado por cent(g).
4. Si ¢ : A — B es un morfismo de algebras asociativas entonces ¢ es un morfismo
de algebras de Lie.
5. a) Sea (V,u) un algebra, probar que Der(V') es una subalgebra de Lie de gl(V).
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b) Sea (g,[,]) un algebra de Lie, el corchete [, ] induce una transformacion lineal
ad : g — End(g) dada por ad(x)(y) = [z, y]. Probar que ad(z) : g — ¢ es
una derivaciéon para cada x € g.
6. Sean V un k-modulo y b: V ® V — k una forma bilineal probar que,
a) el dlgebra g(b) asociada a la forma bilineal b definida en el ejemplo (v) es un
algebra de Lie.
b) Siby b son formas bilineales conjugadas por un automorfismo de V' entonces
g(b) y g(¥') son isomorfas.
7. Probar que [gl(V), gl(V)] = sl(V) y que gl(V) =sl(V) + kId.
8. Considerar el ejemplo (vii) inciso (b), probar que a es un ideal de g y b es una
subalgebra de g.
9. Sea (g ®% A,[,]a) como en el ejemplo (vii) inciso (d), probar que con esta es-
tructura g ®, A es un algebra de Lie.

1.3. Moddulos y representaciones. En lo que sigue g serd un algebra de Lie sobre
k.

Definicion 1.5. Un g-mddulo es un par (V,-) donde V es un k-moduloy - : gV — V
es una aplicacion bilineal tal que

[z,yl-v=z-(y-v)—y-(z-v), paratodoz,ycg veV.
Una nociéon equivalente a la de g-modulo es la de representacion. Una representacion

de g en V' es un morfismo de élgebras de Lie p : g — gl(V).

Las nociones de subrepresentacion, submddulo, morfismo de modulos, representacio-
nes o submodulos cociente, etc. se definen como es usual.

Definicién 1.6. Un modulo no nulo se dice irreducible si no admite submodulos propios
(i.e. submodulos distintos de si mismo y de 0).
Un moédulo se dice completamente reducible si es suma de submoddulos simples.

Ejemplo 1.7. (i) Se deduce de la identidad de Jacobi que ad : g — gl(g) es una
representacion que llamaremos la representacion adjunta.

(ii) Llamaremos representaciones naturales de las dlgebras de Lie cldsicas a las res-
pectivas inclusiones que aparecen en su definicién: por ejemplo la representacion
natural de Cy es en k*V.

(iii) Sea € : g — k la aplicacion nula, es un morfismo de algebras de Lie respecto del
cual k se dice el g modulo trivial.

(iv) Sean V, Wg-modulos V @& W es un g-modulo con la accion

r(vPw)=zv®rw, xTegveV, weW.
(v) Sean V, Wg-mo6dulos V ® W es un g-modulo con la accion
rv@uw)=rw@uwt+vRrw, xeg veV, weW.

(vi) Si V es un g-modulo, entonces V* = Homy(V, k) el dual de V' es un g-modulo
con la accion

(xzT)(v) = =T(xv), T eV xzeg velV.
(vii) Sean V, W g-modulos Hom(V, W) es un g-modulo con la accion

(2T)(v) = x(T(v)) — T'(zv), T € Hom(V, W),z €g,veV.
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1.4. Ejercicios.

1. Probar que moédulo sobre una &lgebra de Lie es equivalente a tener una repre-
sentacion.

2. Dar las definiciones precisas de subrepresentacion, submoédulo, morfismo de mo-
dulos, representaciones o submodulos cociente.

3. Probar que las subrepresentaciones de la representacion adjunta son los ideales
de g.

4. Verificar que los ejemplos (iii)-(vii) definen representaciones.

2. ALGEBRAS DE LIE NILPOTENTES Y SOLUBLES

En esta secciéon k£ denota un cuerpo. Solo consideraremos algebras de Lie g de di-
mension finita

Definicién 2.1. Introduciremos las siguientes series de ideales de g
Serie derivada:

D%(g) =g, D'g=lg,g, D"(g)=[D""(g), D" '(g)]
Serie central descendente:

C'g)=9. Cla=l[g.9], C"(g)=1s.C" (9]
Definicion 2.2. Un algebra de Lie g se dice soluble (respectivamente nilpotente) si
existe un entero 7 tal que D'(g) = 0 (resp. C*(g) = 0)).

Lema 2.3. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(i) g es nilpotente
(ii) Ewiste un natural n, tal que para toda n-tupla (xq1,--- ,x,) de elementos de g, se
satisface

(1, [T, [ -+ yxn] -+ ]] = adryadry - - - adx, 12, =0

(iii) g es una sucesion de extensiones centrales de dlgebras de Lie abelianas. En otras
palabras, existe una cadena de tdeales g = a1 D ag DO --- D a, = 0, tal que
a;/a;41 es el centro de g/a;yq.

La demostraciéon se deja como ejercicio al lector.

Ejemplo 2.4. (i) Toda algebra de Lie abeliana es nilpotente y soluble.

(ii) t(n, k) = {(aij)1<ij<n € 8U(n, k) © aij = 0,1 > j} C gl(n, k) subdlgebras de
matrices triangulares superiores estrictas de gl(n, k) es nilpotente.

(iii) n(n, k) = {(aij)i<ij<n € gl(n, k) : a;; = 0,7 > j} C gl(n, k) subdlgebras de
matrices triangulares de gl(n, k) es soluble.

(iv) § = (V;) una bandera en un espacio vectorial V, es decir una cadena ascendente
de subespacios 0 =V, Cc V; C --- C V,, =V tal que la dimV; = 7. Sea

wF) ={T €End(V): T(V;) C Vi_1}.
Entonces u(§) es una subalgebra de Lie nilpotente de gl(V'). En efecto sea u(F) =
{T € End(V) : T(V;) C V;_x}; es facil ver que es un ideal de u(F). Mas ain
u(F), ()] = u(F)r+1. Como u(F)r = 0 para k > 0, se sigue que u(F) es
nilpotente.

(iv) Sea § una bandera en V. Sea b(F) = {T" € End(V) : T(V;) C V;} es solu-
ble como subalgebra de Lie de gl(V'). Pues u(§) C b(F) es un ideal de b(F) y
b(F)/u(§) es abeliana dado que si T,S € b(F), entonces [T, 5] € U(F). Por lo
tanto [b(F), b(F)] C u(F) y u(F) es nilpotente i.e. b(F) es soluble.
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2.1. Ejercicios.

1. a) Probar que toda algebra nilpotente es soluble. Es cierta la reciproca?
b) Si g es un algebra de Lie tal que [g, g] es nilpotente, entonces g es soluble.
c¢) Si g/Cent(g) es nilpotente, entonces g es nilpotente.

2.1.1. Teoremas bdsicos para dlgebras nilpotentes.

Teorema 2.5. (ENGEL) g es nilpotente si y solo si ade € End(g) es una transforma-
cion nilpotente, para todo x € g.

Para probar el teorema de Engel, consideramos el enunciado siguiente:

Teorema 2.6. Sea p: g — End(V) una representacion tal que p(x) € End(V) es una
transformacion nilpotente para todo x € g. Entonces existe una bandera § en V' tal que

p(g) € u(s).

El teorema 2.6 es equivalente a

Teorema 2.7. Sea p : g — End(V') una representacion tal que p(x) € End(V) es
una transformacion nilpotente para todo x € g. Entonces existe v € Vv # 0 tal que
p(x)v =0 para cada x € g.

Demostracion. En primer lugar, podemos suponer, reemplazando g por su imagen, que
g Cgl(V).

Se sigue que adx es nilpotente para cada x € g, (se deja como ejercicio al lector).

Probaremos el teorema por induccion en la dimension de g. Sea b una subalgebra de
g, dimh < dimg. Entonces normg(h) D h. En efecto, se considera la representacion de
b en g/b : por el teorema para b, existe v € g/b tal que z-v = 0, para todo = € h. Asi,
todo representante v de v pertenece a normgy(h) — b.

Deducimos que g tiene un ideal de codimension 1. Sea f una subalgebra de g, maximal
entre las subalgebras distintas de g. Como norm(h) contiene propiamente a b, es igual
a g, es decir h es un ideal de g. Si y € g — b, se sigue que h & k - y es una subdlgebra:
luego b tiene codimension 1.

Fijemos entonces h un ideal de codimension 1, y € g—h. SeaW ={v eV :x-v=
0, para todo x € h}. Por hipotesis inductiva, W # 0. Siendo b un ideal, W es un g-
submodulo de V. En particular, como y es nilpotente, existe v € W —0 tal que y-v = 0,
v es entonces anulado por todos los elementos de g. 0

Demostracion del Teorema 2.5. : Si g es nilpotente, se sigue de (ii) en el Lema que adx
es nilpotente para todo x € g. Reciprocamente, si adz es nilpotente para todo = € g,
por el Teorema 2.6, existe una bandera § en g estable por la representacion adjunta de
g. Por (iii) del Lema, g es nilpotente. O

2.2. Ejercicios.

1. Probar que el Teorema 2.6 es equivalente al Teorema 2.7
2. Probar que adx es nilpotente para cada x € g.
3. Sea g nilpotente, h C g un ideal de g, entonces si b # 0, entonces hNcent(g) # 0.

2.2.1. Teoremas bdsicos sobre dlgebras solubles. FEn lo que sigue supondremos k alge-
braicamente cerrado y de caracteristica cero.

Teorema 2.8. (LIE) Si g es soluble y p : g — End(V) es una representacion de
dimension finita entonces existe una bandera § en V' tal que p(g) C b(F).

El Teorema 2.8 es equivalente a
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Teorema 2.9. Si g es soluble y p : g — End(V') es una representacion irreducible
de dimension finita entonces V' contiene una subrepresentacion de dimension 1, por lo
tanto existe v # 0, v € V' que es autovector simultaneo de p(x) para todo x.

2.3. Ejercicios.

1. Probar que el Teorema 2.8 es equivalente al Teorema 2.9.
2. a) Probar quesi g es solubley p : g — End(V) es una representacion irreducible
de dimension finita entonces la dimV = 1.
b) Sea g soluble entonces existe una bandera de ideales de g.

2.3.1.  Criterio de Cartan. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Sea g una
subalgebra de Lie de gl(V'). Supongamos tr(XY) = 0 para todo =z € g,y € [g,4],
entonces g es soluble.

2.4. Ejercicios.
1. Probar la reciproca del criterio de Cartan.

3. ALGEBRAS DE LIE SEMISIMPLE

3.1. Caracterizacién de las algebras de Lie semisimples. Es esta secciéon g
serd un algebra de Lie de dimension finita.

Definicién 3.1. g se dice simple si tiene exactamente dos ideales: gy el 0, y si [g, g] # 0.
Se dice semisimple si es suma directa de una familia de ideales simples.

Sea g un algebra de Lie. Si z,y € g se define Ky(z,y) = tr(adz ady). Entonces K|
es una forma bilineal simétrica en g, llamada la forma de Killing de g, K, es también
asociativa en el siguiente sentido Ky([z,y], z) = K4(z, [y, 2]).

Si a C g se define el ortogonal de a respecto de la forma de Killing como

at ={rcg:k(z,y) =0, Vy < a}.
Lema 3.2. Si b es un ideal de g entonces Ky = Kglpxp.

Demostracion. Se sabe que si W C V es un subespacio vectorial de dimension finita
y ¢ es un endomorfismo de V' tal que mapea V en W, entonces tr¢ = tr¢ |y . Luego
siz,y € h (advady) : g — b, por lo tanto K |pxp= tr(adzady) = tr(adzady)|, =
tr(adyx adyy) = Ky(x,y). O

Teorema 3.3. Son equivalentes
(i) g es semisimple.
(i) rad(g) =0, donde rad(g) es el ideal soluble mazimal de g.
(iii) La forma de Killing es no degenerada.

Demostracion. (i)=-(ii): Supongamos que g = a @ b, donde a y b son ideales de g. Es
facil ver que rad (g) = rad (a) @ rad (b). De modo que basta ver que si g es simple
entonces rad (g) = 0. Observemos que g = [g, g] pues g es no abeliana. Por ende g
es no soluble y asi su radical debe ser 0. (ii)=-(iii): Sea s = g*; es un ideal de g
pues es el nicleo de la aplicacién de g en g* inducida por la forma de Killing. Ahora
K,(s,[s,5]) = Ky(s, [s,s]) = 0. Sea 5 la imagen de s en ad(g) C End(g) : § = s/cent(g).
Por el criterio de Cartan, § (y por ende s) es soluble. De modo que s C rad(g) =0y
K es no degenerada. (iii)= (i): Veamos primero que (iii)=-(ii): si rad (g) # 0, existe
un ideal abeliano no nulo h de g. Si z € b, y € g, es facil ver que (adz ady)? = 0 por
ende tr(adzady) = 0, i.e. h C gt = 0, absurdo. Ahora probemos que (ii)= (i): Si g
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es simple no hay nada que probar. Sino sea b un ideal propio de g, h N h* es un ideal
de g, soluble por el criterio de Cartan, por lo tanto nulo. De modo que g = h ® bt y
podemos aplicar la hipotesis inductiva en la dimension de g. O

3.1.1. Completa reducibilidad de representaciones.

Definiciéon 3.4. Sea V un g-moddulo, V' se dice completamente reducible si es suma
directa de g-submoédulos irreducibles.

Teorema 3.5 (WEYL). Si g es semisimple, entonces todo g-mddulo de dimension
finita es completamente reducible.

Usando el Teorema de Weyl se prueba:

Teorema 3.6 (LEVI). Toda dlgebra de Lie de dimensidon finita se descompone en suma
directa de su radical y de una subdlgebra de Lie semisimple.

3.2. Ejercicios.

1. Probar que V es un g-moédulo completamente reducible si cada g-submoédulo
W C V tiene un complemento W' ie. V =W & W’.
2. a) Sib es un ideal semisimple de un algebra de Lie de dimension finita entonces
existe un tnico ideal b de g tal que g=5H P b.
b) Si g es semisimple entonces la aplicacion adjunta es inyectiva.
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TEORIA COMBINATORIA DE NUDOS

LEANDRO VENDRAMIN

REsuMEN. Estas notas corresponden a un minicurso dictado en el Encuentro
Nacional de Algebra, elENA VII, La Falda, Cérdoba, 2014.
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INTRODUCCION

Robert Graves' cuenta una leyenda griega en la que un oriculo anunci6 a los
habitantes de Frigia que reconocerian a su futuro rey al verlo llegar en una carreta
de bueyes. Tiempo después, el pueblo reconocié en un campesino de nombre Gordias
a su nuevo rey. En agradecimiento, Gordias ofrecié a Zeus su carro y el yugo, que
habia atado con un nudo tan complicado que nadie podria desatar. Se dijo que el
que fuera capaz de desatar el nudo de Gordias conquistaria Asia. Siglos después,
Alejandro Magno tuvo que enfrentarse al reto de desatar ese nudo y, sin vacilacion,
deshizo el nudo al cortar la cuerda con su espada. Segin se dice, esa misma noche,
Zeus, con una fuerte tormenta, mostré su aprobacion a la solucién encontrada por
Alejandro Magno.

La teoria de nudos, en principio, intenta entender los nudos que podriamos en-
contrarnos en la vida real.

El objetivo final de la teoria es obtener una clasificaciéon completa de nudos a
menos de deformaciones continuas. A simple vista, uno podria pensar entonces que
la teoria de nudos es una divertida rama de la topologia. Si bien esto es cierto,
es necesario destacar que el estudio de los nudos se lleva a cabo gracias al uso de
técnicas muy profundas que provienen de distintas ramas de la matematica como

IR. Graves, Los mitos griegos, Alianza Editorial, 1996.
31



la geometria, el algebra y el analisis. La teorfa de nudos tiene ademéas muchas
aplicaciones en otras ciencias como la biologia, la fisica y la criptografia.

Invitamos al lector a que tome un pedazo de cuerda y haga un nudo tal como
el que vemos a la izquierda en la figura 1. Si pegamos los extremos de esa cuerda
obtendremos una cuerda anudada que no tiene extremos tal como la que vemos a
la derecha en la figura 1.

09— O
FiGura 1. Nudos.

i Puede desatarse ese nudo? Después de varios minutos de experimentacién se
hace mas o menos evidente que ese nudo podré deshacerse solamente si nos permi-
timos cortar la cuerda. Sin embargo, si aceptamos soluciones como la que encontrd
Alejandro Magno, entonces todo nudo puede desatarse y el problema de clasificar
nudos —que resulta ser muy poco interesante— queda resuelto: todo nudo es trivial.

., Qué pasa si no estd permitido cortar cuerdas? ;Cémo podriamos demostrar
matematicamente que un nudo no puede desatarse? Para responder esta pregunta,
primero es necesario describir mateméaticamente un nudo de forma tal que la defi-
nicion permita modelar con cierta fidelidad el fenémeno real de anudar una cuerda.
Necesitamos ademdas que nuestra definicion excluya patologias matemaéticas desa-
gradables tales como hacer desaparecer un nudo al tirar indefinidamente de los
extremos de la cuerda. Por ltimo, necesitamos una definicién precisa y acertada
de lo que significa que dos nudos sean equivalentes, es decir iguales aunque se vean
distintos. Una vez que tengamos estas cosas, habremos formulado mateméaticamen-
te el problema de estudiar nudos, y entonces, tal como se hace en muchas ramas
de la matemética, podremos concentrarnos en estudiar nudos mediante el uso de
invariantes.

Agradecimientos. Le agradezco a Edwin Clark, por haber leido estas notas y por
los muchos comentarios que me ayudaron a mejorar este curso. Agradezco también
a Jonathan Barmak, Marco Farinati, César Galindo, Juliana Garcia Galofre, y
Masahico Saito.

1. NuUDOS

Esta primera seccién esta dedicada a los conceptos béasicos de la teoria de nudos
y al teorema de Reidemeister, que nos permite traducir el problema topolégico de
distinguir nudos al lenguaje de la combinatoria.

F1curA 2. Kurt Reidemeister (1893-1971)
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1.1. Un nudo (en R?) es una funcién inyectiva y continua S* — R3, donde
St ={(z,y) e R?* | 2* +¢* = 1}.

En el conjunto de nudos definimos la relacién de equivalencia dada por isotopia.
Diremos que los nudos dados por las funciones « y 3 son equivalentes si y solo si
existe una funcion continua H: S* x [0, 1] — R3 tal que la funcion Hy: 2z — H(z,1)
es un nudo para todo t € [0,1], Hy =a 'y H; = .

1.2. Los nudos pueden ser dotados de una orientacién. A lo largo de este trabajo
siempre trabajaremos con nudos orientados.

1.3. Para evitar patologias desagradables, en este curso consideraremos Gnicamente
nudos equivalentes a nudos dados por poligonales. Estos nudos se llaman nudos
mansos. En la figura 3 mostramos un ejemplo de nudo salvaje (no manso). Para
nosotros, un nudo siempre serd un nudo manso.

NS =
O
FiGurA 3. Un ejemplo de nudo salvaje.

1.4. En la practica, nuestros nudos poligonales tendran tantos segmentos que sera
casi imposible diferenciar a nuestra curva de una curva suave. En relaciéon con esta
observacién, mencionamos el siguiente teorema:

Teorema. Un nudo parametrizado por longitud de arco y de clase C' es manso.

Demostracion. La prueba de este resultado es muy técnica pero sélo utiliza con-
ceptos basicos de calculo avanzado. Para una demostraciéon completa referimos a
[6, Apéndice I]. O

1.5. Sea K un nudo. Consideremos la proyeccion de K en el plano dada por
7: (2,9,2) — (z,,0). Un punto p € n(K) es un punto multiple si 7—!(p) con-
tiene mas de un punto de K. La multiplicidad de p se define como el cardinal
del conjunto 7~!(p) N K. Una proyeccién de K en el plano se dice genérica tie-
ne las siguientes propiedades: 1) hay finitos puntos de multiplicidad mayor a uno,
2) no hay puntos de multiplicidad mayor a dos, y 3) no hay puntos dobles donde
uno de los puntos es un vértice. La figura 4 muestra algunos ejemplos de cruces no
admitidos en una proyeccién genérica.

% ¥

FiGurA 4. Cruces no admitidos en el diagrama de un nudo dado
por una poligonal.

Un diagrama de K es una proyeccion genérica de K en el plano donde en cada
cruce (punto de multiplicidad dos) se puede distinguir qué segmento pasa por
arriba y qué segmento pasa por debajo. Para ilustrar esta situacion, el segmento
que pasa por debajo se dibuja cortado. Las componentes conexas del diagrama
se llaman entonces arcos. Para diagramas de nudos orientados, agregaremos una
flecha al diagrama que indique la orientacion.
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1.6. En virtud de simplificar la notacién, seremos un poco imprecisos a la hora
de hablar de nudos. Para nosotros, un nudo serd una funcién inyectiva y continua
S! — R3 o una clase de equivalencia de tales funciones. Por més extrafio que
parezca, esto no causara confusiéon alguna.

1.7. Cualquier nudo equivalente a S' sera considerado como el nudo trivial. En
la préctica, no siempre es facil reconocer la trivialidad de un nudo. En la figura 5
vemos tres proyecciones distintas del nudo trivial. Una proyeccién ain mas curiosa
del nudo trivial puede verse en la figura 6.

7

FicurA 5. Tres proyecciones del nudo trivial.

Ta

=%

Ficura 6. Una extrana proyeccién del nudo trivial descubierta
por Morwen Thistlethwaite.

=

1.8. En 1926 Reidemeister vislumbré una forma combinatoria de chequear si dos
nudos son equivalentes. Basicamente, dos diagramas representardn al mismo nudo
si y s6lo si puede pasarse de un diagrama al otro mediante una sucesién finita de
ciertas transformaciones, R1, Ro y R3, llamadas movimientos de Reidemeister.
Hay tres de estos movimientos: el primero se muestra en la figura 7, el segundo en
la figura 8 y el tercero en la figura 9.

. X A~ N\ R
T ﬁ/\ NIV e
Ficura 7. R4 FI1GURA 8. Ry FIGURA 9. R3

Teorema (Reidemeister). Dos nudos son equivalentes si y sdlo si sus diagramas
estdn conectados por una sucesion finita de movimientos de Reidemeister.

Demostracion. Para la demostracion referimos por ejemplo a [3, 1.14]. O

1.9. El teorema de Reidemeister también puede utilizarse para nudos orientados si
se consideran todas las orientaciones posibles para los diagramas de las figuras 7-9.

1.10. El teorema de Reidemeister es el niicleo de la teoria combinatoria de nudos,
ya que nos permite, por ejemplo, pensar que un nudo es una clase de equivalencia
de diagramas, donde dos diagramas son equivalentes si y sélo si estdn conectados
por una sucesion finita de movimientos de Reidemeister.
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1.11. El nudo trébol es quiza el nudo mas famoso. Una representacion paramétrica
de la curva que da este nudo es

x = sin(t) + 2sin(2t)
y = cos(t) — 2 cos(2t)
z = —sin(3t)

El nudo trébol, tal como lo vemos en la figura 10, se denota por el simbolo 3;.
Queda como ejercicio demostrar que los nudos de la figura 10 son equivalentes.

ol

FigurA 10. Dos proyecciones del nudo 3;.

1.12. Otro nudo famoso es el nudo 4; 0o nudo ocho. Una representacion paramétrica
para la curva que da este nudo es

x = (2 4 cos(2t)) cos(3t)
= (2 + cos(2t)) sin(3t)
= sin(4t)

ST

y una proyecciéon puede verse en la figura 11.

Ficura 11. El nudo 4;.

1.13. La imagen especular de un nudo se obtiene al aplicarle al nudo la transfor-
macion (z,y, z) — (z,y, —z). En la figura 12 vemos el nudo 3; y su imagen especular
m(31). En 8.7 demostraremos que los nudos 3; y m(31) no son equivalentes.

& &

Fi1GURA 12. El nudo 3; (derecha) y su imagen especular m(3;) (izquierda).

1.14. Si K es un nudo, el reverso r(K) de K es K como conjunto pero con la
orientacion opuesta. Los operadores r y m son involuciones en el espacio de nudos
y generan un grupo isomorfo a Zo X Zs.

1.15. El nudo 3; es equivalente al nudo 7(3;). El nudo 4, es totalmente simétrico,
es decir: los nudos 41, m(41), 7(41) y rm(41) son todos equivalentes. El 935 de la
figura 13 es totalmente asimétrico, es decir: los nudos 932, m(932), 7(932) ¥
rm(932) son todos no equivalentes.
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(&
FicuraA 13. El nudo 935 es totalmente asimétrico.

2.  COMPOSICION DE NUDOS Y NUDOS PRIMOS

En esta seccion definiremos una cierta forma de componer nudos de forma tal
que el nudo trivial sea el neutro con respecto a esta operacion.

2.1. Dados dos nudos K y L orientados podemos obtener un nuevo nudo con el
siguiente procedimiento: Quitamos un pedacito de arco de cada una de las proyec-
ciones de nuestros nudos y luego unimos los cuatro puntos finales obtenidos con
dos nuevos arcos (jes importante que hagamos esto sin agregar nuevos cruces!) tal
como muestra la figura siguiente:

DD

Esta operaciéon se denomina composiciéon de nudos. La composicién de los nudos
K y L se denota por K#L. No es dificil demostrar que la composicién de nudos es
una operacién asociativa y conmutativa y que el nudo trivial es el neutro de esta
operacion.

2.2. Observacion. La composicién de nudos solamente tiene sentido si se hace sobre
nudos orientados.

2.3. Un nudo no trivial es primo si no puede descomponerse como la composiciéon
de otros nudos no triviales. Un nudo es compuesto si no es primo.

2.4. El problema de determinar si un nudo dado es primo es extremadamente dificil.
La figura 14 contiene las proyecciones de los primeros nudos primos (salvo reverso
e imagen especular) donde cada nudo tiene a lo sumo siete cruces.

QOGO

Nudo trivial % /\ (\/\
LOSYOY
¢ TN ) A
5N K 5D &B &

F1GurA 14. Algunos nudos primos.
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2.5. Ejemplo. Consideremos el nudo que se forma al componer dos nudos 3;. Este
nudo se conoce como el nudo de la abuela (o granny knot, en inglés), se denota
por 31#31, y se muestra a la izquierda en la figura 15.

El nudo compuesto formado por 3; y su imagen especular m(3;) se conoce como
el nudo cuadrado (o square knot, en inglés), se denota por 3;#m(31), y se muestra
a la derecha en la figura 15.

En 7.24 y 8.8 demostraremos que el nudo de la abuela y el nudo cuadrado no
son equivalentes.

o8 86

FicuraA 15. El nudo de la abuela (izquierda) y el nudo cuadrado
(derecha) no son equivalentes.

2.6. Un teorema de H. Schubert establece que todo nudo puede expresarse en forma
unica como la composiciéon de nudos primos [3, Cap. VII].

2.7. El género de un nudo y las superficies de Seifert permiten demostrar que el
nudo trivial no puede escribirse como la composiciéon de dos nudos no triviales, ver
por ejemplo [1, §4.3]. jEste resultado nos dice que no es posible hacer dos nudos
consecutivos en un pedacito de cuerda de forma tal que estos nudos se cancelen
mutuamente!

2.8. Como la demostracion del resultado mencionado en 2.7 es bastante dificil,
nos gustaria tener a mano una prueba mas sencilla. Es por eso que formulamos el
siguiente problema:

Problema. ;Existe algin invariante sencillo que permita demostrar que el nudo
trivial no puede escribirse como la composiciéon de dos nudos no triviales?

2.9. Puede construirse un invariante de nudos a partir de la cantidad de cruces que
tienen los diagramas de un nudo. Para ser més precisos, definiremos el nimero
de cruces ¢(K) de un nudo K como el menor namero de cruces que aparece en
cualquier diagrama del nudo K. La siguiente conjetura lleva abierta méas de cien
afios y nos recuerda lo poco que sabemos del namero ¢(K).

Conjetura. ¢(K#L) = ¢(K) + ¢(L).

3. COLOREOS

En esta seccién definiremos algunos invariantes elementales y probaremos la no
trivialidad de algunos nudos.

3.1. Supongamos que queremos mostrar que un cierto nudo no es trivial. ; Qué inva-
riante sencillo podriamos obtener a partir de los tres movimientos de Reidemeister?
Responderemos esta pregunta al introducir el coloreo con tres colores. Fijemos
un conjunto de tres colores, digamos {rojo, verde, azul}. Una proyeccién de un nudo
es coloreable con tres colores si cada arco de la proyecciéon puede colorearse con
uno de los tres colores de tal forma que en cada cruce se ven los tres colores elegidos
o unicamente uno de los tres.

3.2. La cantidad de coloreos con tres colores da un invariante de nudos. Este resul-
tado es un caso particular del teorema 3.8 que veremos méas adelante.
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F1cura 16. Ralph Fox (1913-1973)

3.3. Ejemplo. La figura 17 nos muestra dos caras del mismo fenémeno: el nudo
31 tiene coloreos no triviales con tres colores y el nudo 4; no. Vemos entonces que
el coloreo con tres colores nos permite distinguir el nudo 3; del nudo trivial y del
nudo 4;. Sin embargo, no nos permite determinar si el nudo 4; es trivial.

D&

Ficgura 17. El nado 3; coloreado con tres colores. El nudo 44
puede colorearse con tres colores solamente de forma trivial.

3.4. Vamos a profundizar un poco en la idea de colorear con tres colores. Suponga-
mos que nuestros colores son los elementos de Z3 = {0, 1,2} y que K es un nudo con
n cruces. Si etiquetamos los arcos del nudo K con los elementos de Z3 vemos que
la condicion 3.1 que define coloreos por tres colores puede traducirse en términos
de la compatibilidad de un sistema de ecuaciones lineales que tiene una ecuacién
por cada cruce del diagrama. Para ser mas precisos, la ecuacién que corresponde
al cruce de la figura 18 es a + b + ¢ = 0, donde a, b, c € Z3. Observemos que esta
ecuacion puede reescribirse como

(3.5) 2a—b—c=0.

Cada coloreo del nudo K serd una solucion del sistema de ecuaciones formado
por las ecuaciones (3.5). En particular, un coloreo no trivial serd una soluciéon que
involucre todos los elementos de Zs.

<
AN

FiGura 18. En este cruce la ecuacién de coloreo es 2a — b — ¢ = 0.

3.6. Ejemplo. Si etiquetamos con a,b,c € Zs los arcos del diagrama del nudo 3;
que vemos a la izquierda en la figura 17, el sistema de ecuaciones que resuelve el
problema del coloreo con tres colores es el siguiente:

2a —b—c=0, —a—b+2c=0, —a+2b—c=0,
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La cantidad de coloreos con tres colores del nudo 3; es entonces la cantidad de
vectores que tiene el nicleo de la matriz de coloreos del nudo:
2 -1 -1
CB)=[-1 -1 2 |ez.
-1 2 -1
Como esta matriz tiene rango uno, el niicleo es un espacio vectorial (sobre Zs)

de dimensiéon dos. Esto implica que el nacleo tiene nueve elementos, y por lo tanto
el nudo 3; tiene nueve coloreos con tres colores (de los cuales seis son no triviales).

3.7. En 1956 Fox definié una generalizacion del coloreo con tres colores. Sea p > 2
un nimero primo. Diremos que un nudo admite un coloreo de Fox con p colores

si cada arco puede etiquetarse con un nimero de Z, = {0,...,p — 1} de forma tal
que en cada cruce como el que vemos en la figura 18 se cumple la equaciéon
2a —b—c=0,

donde a, b, c € Z,. Tal como se hizo en el ejemplo 3.6, estudiar coloreos de Fox con
p colores es equivalente a estudiar el niicleo de la matriz de coloreos vista como
matriz con coeficientes en Z,,.

3.8. Teorema. Sea p un nimero primo. La cantidad de coloreos de Fox con p
colores es un invariante de nudos.

Demostracion. Fijemos un diagrama y un coloreo de Fox del diagrama. Como ve-
mos en la figura 19, el coloreo no se altera al aplicar el primer movimiento de
Reidemeister ya que b = 2a — a = a.

GZS ab/b
—_
—

F1GUrA 19. El coloreo de Fox es invariante bajo el primer movi-
miento de Reidemeister pues b = 2a — a = a.

La figura 20 nos muestra que el coloreo tampoco se altera al aplicar el segundo
movimiento de Reidemeister pues ¢ = 2a — (2a — b) = b.

b c a

SN T
F1curaA 20. El coloreo de Fox es invariante bajo el segundo movi-
miento de Reidemeister pues ¢ = 2a — (2a — b) = b.

Finalmente, la figura 21 prueba que el coloreo de Fox es invariante bajo el tercer
movimiento de Reidemeister pues, como d = 2a—(2b—c¢) y d' = 2(2a—b) — (2b—c¢),

se tiene que d = d'.
2 /
2b-a /

FiGUurA 21. El coloreo de Fox es invariante bajo el tercer movi-
miento de Reidemeister pues d = d'.

Hemos probado entonces que existe una biyeccion entre los coloreos antes y
después de aplicar los movimientos de Reidemeister. Luego, la cantidad de coloreos
de Fox es un invariante de nudos. O
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3.9. Ejemplo. Estudiemos algunos coloreos del nudo 4;. Fijemos un nimero primo
p > 2. Si suponemos que los arcos del nudo 4; estan etiquetados con a, b, c,d € Zy,
tal como vemos en la figura 22, el sistema de ecuaciones que resuelve el problema
del coloreo de Fox con p colores es

(3.10) —a+2b—d=0, —a—-b+2c=0, 2a—c—d=0, —b—c+2d=0.
Como vimos en el ejemplo 3.3, la matriz asociada al sistema (3.10) es lo que
denominamos la matriz de coloreo del nudo 41:

-1 2 0 -1
-1 -1 2 0

— 4x4
0(41) = 9 0 1 -1 S Zp .
o -1 -1 2
Un célculo elemental nos muestra que
1 sip=3
dimker C(4;) = ST =
2 sip=>5.

Esto nos dice dos cosas: primero, que 4; no puede colorearse de forma no trivial
con tres colores; y segundo, que 4; admite al menos un coloreo de Fox no trivial
con cinco colores. Luego, el nudo 4; no es equivalente al nudo trivial.

b
<2: d
a
Ficura 22. El nudo 4;.

3.11. Ejercicio. Sean p > 2 un nimero primo y K un nudo con n cruces. Pruebe
que la cantidad de coloreos de Fox con p colores que tiene K es p™ para algin
m < n.

3.12. Ejercicio. El cuadro 1 muestra cudles de los nudos de la figura 14 admiten
coloreos de Fox no triviales para p € {3,4,7,11,13,17}. ;Qué conclusiones puede
obtener?

CUADRO 1. Algunos coloreos de Fox para los nudos de la figura 14.

3|15 |7 |11]13]17
5TV
44 v
TR Y
59 N
61V
69 vV
65 7
71 vV
7 N
73 Vv
ARVARY
75 Vi
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4. EL GRUPO FUNDAMENTAL DE UN NUDO

En esta secciéon definiremos el grupo fundamental de un nudo y mostraremos que
esta construccién da un buen invariante. Para una exposicién detallada sobre las
nociones basicas respecto del grupo fundamental de un nudo referimos a [6].

4.1. Se define el grupo fundamental 7 (K) del nudo K como 7 (R3 \ K).

4.2. Veamos cémo calcular el grupo fundamental de un nudo. Supongamos que
K es un nudo con n cruces. Etiquetamos los arcos con las variables a1, as,as, ...
Como se ve en la figura 23, el diagrama tendra dos tipos de cruce: cruces positivos y
cruces negativos. Por cada cruce x del diagrama como el que vemos en la figura 23,
consideramos la relacién de Wirtinger r, = 1, donde

(4.3) T = aiaja; tay .

A principios del siglo XX Wirtinger demostro que el grupo fundamental del nudo
K es isomorfo al grupo dado por los generadores aj,as,as ... y las relaciones de
Wirtinger. Esta presentacion del grupo fundamental se conoce como la presenta-

cion de Wirtinger.
\ / AN /

cruce positivo cruce negativo

FicurA 23. Una orientacion en el nudo da dos tipos de cruce. En
estos casos, la relaciéon de Wirtinger es a;aja; L= .

Teorema (Wirtinger). Sea K un nudo y supongamos que K tiene una proyeccion
con n arcos y m cruces. Entonces

(4.4) m(K) >~ (a1,02,...,Qn i T1,T2, ..., Tm),

donde las relaciones 1, . . .,y estan dadas por las formulas (4.3). La ecuacion (4.4)
simboliza el cociente grupo libre en ay,...,a, por el menor subgrupo normal que
contiene a los elementos r1,...,7m.

FI1GURA 24. Wilhelm Wirtinger (1865-1945)

4.5. Ejercicio. Pruebe que el grupo fundamental del nudo trivial es isomorfo a Z.
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F1aurA 25. Max Dehn (1878-1952)

4.6. En 1915 Dehn demostro que el grupo fundamental permite detectar la trivia-
lidad de un nudo. Méas precisamente, el teorema de Dehn establece que un nudo
es trivial si y solo si el grupo fundamental del nudo es isomorfo a Z. Es impor-
tante remarcar que, en general, es muy dificil determinar si un grupo finitamente
presentado es isomorfo al grupo trivial.

4.7. Ejemplo. Vamos a calcular el grupo fundamental del nudo 3; que vemos en
la figura 26. Las relaciones de Wirtinger son

-1 —1 -1
(4.8) a1a2a] - =as, 203G, = a1, a3G1G3 = G2,
y entonces,
3.) ~ . -1 _ -1 _ -1 _
m1(31) =~ (a1,a2,a3 1 a1a2a] " = as, A2a3a;, = a1, A3G143 = A2).

Vamos a utilizar el grupo m1(31) para dar otra demostracion de la no trivialidad
de 3;. Como existe un morfismo de grupos m1(31) — Sz tal que

a; — (12), a9 +— (23), a3r— (13),

y el grupo simétrico S es un grupo no abeliano, se sigue que 71 (31) es un grupo no
abeliano. En particular m1(31) % Z y entonces el nudo 31 no es equivalente al nudo

trivial.
ay
as

Ficura 26. El grupo fundamental de 3; es isomorfo al grupo de
trenzas Bs.

4.9. Ejercicio. Sea n € N>j,. Recordemos que el grupo de trenzas IB,, se define

como el grupo dado por los generadores o1, ...,0,_1 y las relaciones
0;0;410; = 0410041 para todo i € {17...,7172},
0i0j = 0;0; para todo par i, j tal que |[¢ — j| > 1.

Pruebe que 71(31) ~ Bs.

4.10. Tietze fue el primero en calcular el grupo fundamental del nudo 3; en 1908. Ese
mismo ano conjeturd que dos nudos son equivalentes si y solo si sus complementos en
R3 son homeomorfos. Muchos anos después, en 1986, Gordon y Luecke probaron esta
afirmacion [7]. Como consecuencia del teorema de Gordon y Luecke puede probarse
que dos nudos primos son equivalentes si y sélo si sus grupos fundamentales son
isomorfos.
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FiauraA 27. Heinrich Tietze (1880-1964)

4.11. Ejemplo. Calculemos el grupo fundamental del nudo 4; de la figura 28.

FiguraA 28. El grupo fundamental de 4; no es un grupo abeliano.

El diagrama tiene entonces dos cruces positivos y dos negativos. Las relaciones
de Wirtinger son:

-1 —1 —1 -1
a4 = ajasa, , az = asaias , a1 = Ay aqa, as = a, a204.

. s -1 —1 —1 -1 -1
Si sustituimos (121 = azaias  en a4 = a2010y obten(lemos ay = a3a1a13 ajaza; as .
Por lo tanto a,; “aszas = as es equivalente a ajaza; “aza; = azajaz ajas. Como el
resto de las relaciones de Wirtinger es consecuencia de a; a3a1_1a3a1 = asa; aglal as,

mi(41) = (z,y | zyz~tyz = yzy 'zy).

Vamos a utilizar el grupo 7 (41) para dar otra demostracion de la no trivialidad
del nudo 4;. Consideremos el morfismo 7 (4;) — SL(2,Zs3) dado por

(01 (11
T2 1) Y7 \2 o)

Como el grupo SL(2,Z3) no es abeliano, se sigue que m1(41) no es abeliano. En
particular 71(4;) % Z y entonces 4; no es el nudo trivial.

Ahora vamos a utilizar el 71(4;) para demostrar que los nudos 3; y 4; no son
equivalentes. Por lo visto en el ejemplo 4.7, si los grupos m1(41) y 71(31) fueran
isomorfos, existiria un epimorfismo m(4;) — S3. Sin embargo, un célculo directo
muestra que ningin morfismo 71(4;) — S3 es sobreyectivo.

4.12. Ejercicio. En la figura 15 vimos dos nudos compuestos: el nudo de la abuela
y el nudo cuadrado. Pruebe que estos nudos tienen grupos fundamentales isomorfos.

4.13. Observacion. Como veremos mas adelante, el nudo de la abuela y el nudo
cuadrado no son equivalentes. Luego, el grupo fundamental de un nudo es un buen
invariante pero no es infalible, es decir: existen nudos no equivalentes con grupos
fundamentales isomorfos.

5. QUANDLES

Sabemos que gracias a los movimientos de Reidermeister el problema de distin-
guir nudos puede formularse en términos de combinatoria. Hemos visto ademaés dos
invariantes de nudos: el grupo fundamental y el coloreo. En esta seccién vamos a
definir el quandle fundamental de un nudo y vamos a probar que es un invariante
que generaliza al grupo fundamental y a los invariantes por coloreo.
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5.1. Los quandles son estructuras algebraicas que modelan la conjugacién en un gru-
po. La primera aparicion de cierta familia de quandles fue en 1943 cuando Mituhisa
Takasaki introdujo los quandles involutivos —los llamo6 keis— con el fin de enten-
der reflexiones. En 1959, los mateméticos ingleses John Conway y Gavil Wraith,
después de un interesante intercambio de cartas e ideas, definieron los wracks. La
idea de Conway y Wraith es que un wrack (hoy llamado simplemente rack) es esen-
cialmente lo que queda de un grupo una vez que uno olvida la multiplicaciéon y se
preocupa tnicamente por la conjugaciéon. En 1982, Joyce introdujo los quandles con
el fin de producir invariantes de nudos. Inspirado en la presentacion de Wirtinger
del grupo fundamental de un nudo, Joyce construyé el quandle fundamental de un
nudo y probé que esta construccién da un buen invariante de nudos no orientados.
Ese mismo ano, y en forma independiente, Sergei Matveev también introdujo los
quandles —los llamé grupoides distributivos— y prob6 un resultado similar al de Joy-
ce. En 1988, para estudiar ciertos aspectos de la teoria de singularidades de curvas,
el matematico aleman Egbert Brieskorn introdujo una estructura equivalente a la
de Conway y Wraith: los automorphic sets.

FicUura 29. Algunos de los padres de la teoria de quandles. De
izquierda a derecha: John Conway, Gavin Wraith, David Joyce,
Egbert Brieskorn.

5.2. Un quandle es un par (X,>), donde X es un conjunto no vacio con una
operacion binaria >: X x X — X tal que

(5.3) la funcién ¢, : X — X, y— x>y, es biyectiva para todo z € X,
(5.4) x> (yrz)=(zpy)> (2> 2) para todo z,y,z € X,

(5.5) r>T=2x para todo z € X.

5.6. Sean X e Y dos quandles. Una funcién f: X — Y es un morfismo de quandles
si f(zra') = f(x)> f(a') para todo z, 2" € X.

5.7. Ejemplo. Sea X un conjunto no vacio. Entonces X es un quandle con z>y = y
para todo x,y € X. Este quandle se denomina quandle trivial sobre X.

5.8. Ejemplo. Sea G un grupo y X una clase de conjugacién de G. Entonces X es
un quandle con x>y = xyr~! para todo =,y € X. El quandle asociado a la clase
de conjugacion de g en G se llama quandle de conjugacién y se denota por g©.

5.9. Ejercicio. Si X es un quandle de conjugacién entonces
(5.10) r>y=y<Sybxr=ax paratodox,ye X.
Encuentre un quandle de tres elementos que no cumpla con la condicion (5.10).

5.11. Ejercicio. Sea n € N. Pruebe que Z,, es un quandle con la accién dada por
x>y = 2x —y para todo z,y € Z,. Este quandle se denomina quandle diedral y
se denota por D,,.
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5.12. Sea M un Z[t,t~1]-médulo a izquierda. Definimos el quandle de Alexander
sobre M como el quandle dado por

(5.13) zpy=(1—-t)z+ty para todo z,y € M.

Demostremos que la accion (5.13) define una estructura de quandle sobre M. Es
evidente que para cada z € M la funcién ¢, : y — (1 — t)x + ty es inversible y la
inversa ;! estd dada por y — (1 —t 1)z +t 1y, Ademés r > x = z para todo
x € X. Para demostrar la distributividad, tomamos x,y,z € M y calculamos

(zpy)>(z>2)=(1—t)z+ty)> (1 —t)x +tz)
=1-t)(1-t)z+ty)+t((1—t)x+1tz)
=1 -tz +t(l—t)y+t3z
=1 -t)x+tly>z)
=z>(y>2).

FIGURA 30. James Alexander (1888-1971)

5.14. Veamos un caso particular de la contruccién que vimos en 5.12. Sea F, el
cuerpo de q elementos, donde ¢ es una potencia de un naimero primo. Para cada
a € F, \ {0} definimos el quandle de Alexander de tipo (g, «) como el quandle
sobre el cuerpo F, dado por z>y = (1 — a)x + ay para todo z,y € Fy.

5.15. Ejercicio. Pruebe que el quandle (123)*4 es un quandle de Alexander.

5.16. Asi como puede calcularse el grupo fundamental de un nudo gracias a la
presentacién de Wirtinger, es posible considerar el quandle fundamental de un nudo.
Supongamos que K es un nudo con n arcos y m cruces. Como hicimos en 4.2,
etiquetamos los arcos de la proyeccion con las variables aq, a2, a3 ... En cada cruce
X como el que vemos en la figura 23 consideramos la relacion

(5.17) Ty G > G = Q.
El quandle fundamental del nudo K es el quandle
Q(K) =(a1,a2,...,0n 71, ., Tm),
donde las relaciones r1,...,r,, estan dadas por las férmulas (5.17).
5.18. Ejemplo. El quandle fundamental del nudo 3; de la figura 26 es
(5.19) Q(31) = (a1,a2,a3 : a1 >as = az, as>asz = aj, az>a; = as).
5.20. Ejemplo. En el ejemplo 4.11 calculamos el grupo fundamental del nudo 4.
El quandle fundamental del nudo 4; de la figura 28, es
(5.21) Q(41) = {a1,...,aq4 : a1 >ag = aq, a3>a; = ag, a2 >a; = aq,
as > as = as).
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Observemos que las dos primeras relaciones corresponden a cruces positivos y las
dos tltimas a cruces negativos.

5.22. Observacion. El quandle fundamental de un nudo no necesariamente es un
quandle finito.

5.23. No es dificil demostrar que el quandle fundamental de un nudo queda invarian-
te por los movimientos de Reidemeister. La demostracién es apenas més complicada,
que la del teorema 3.8. La diferencia estd en que ahora habra més diagramas de
Reidemeister para chequear pues deben considerarse todas las orientaciones posi-
bles.

Para el primer movimiento de Reidemeister deben chequearse los diagramas de

la figura 31.
=8 6=0

Ficura 31. Las cuatro orientaciones posibles en el primer movi-
miento de Reidemeister.

Las posibles orientaciones que pueden aparecer en el segundo movimiento de
Reidemeister se muestran en la figura 32.

—_
—

q
)

AN V2NN g
/XN T
\ 7o~
/\—/\ TN
\ YN
/\-/\ N

FiGUrA 32. Las cuatro orientaciones posibles en el segundo mo-
vimiento de Reidemeister.

Finalmente, para el tercer movimiento hay ocho posibles diagramas. Por ejemplo,
la condici6én a verificar en la figura 33 es

av ' (boe) = (a7 b) > (a1t o),

que es consecuencia de la definicién 5.2.

S X
/ P“///

FicurA 33. Una de las orientaciones posibles para el tercer movi-
miento de Reidemeister.

5.24. En 1982 Matveev probé el siguiente resultado: Si K y L son dos nudos,
entonces Q(K) ~ Q(L) siy s6losi K = L o L = rm(K). Para la demostracion

referimos a [8§].
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5.25. Sea X un quandle. El grupo envolvente de X es el grupo
Gx =Fx/(zy=(zp>y), z,y € X),

donde F'x es el grupo libre con base en los elementos de X. En 1982 Joyce demostré
que el grupo envolvente del quandle fundamental satisface Gg(x) ~ m1(K) para
todo nudo K.

6. EJEMPLOS DE QUANDLE FUNDAMENTALES

6.1. Consideremos el nudo 5; de la figura 34. Todos los cruces del diagrama son
positivos y el quandle fundamental de 51 es

(62) Q(51) = <a1, ...a5 a1 >az = a4, a4 > ay; = ag, a2 > ayg = as,

as > as = az, azbag = a1>.
Consideremos ahora el nudo 55 de la figura 35. Todos los cruces del diagrama son
positivos y entonces el quandle fundamental Q(52) es
(63) Q(52) = <a1,. ..a5 a1 b>ag =as, ag>ay = az, az>ag = aq,

as>ag = az, ag>as = CL1>.

6.4. El fundamental Q(6;1) del nudo 6; de la figura 36 es

(6.5) Q(61) =(a1,...,a6:a1>a4 = as, a3>az = ay, az>as = ag,

as>az = as, ag>a; = ag, a6 > as = a4),
donde las ecuaciones as > as = ag y a5 > as = ag corresponden a los tnicos cruces
positivos. El quandle fundamental del nudo 65 tal como lo vemos en la figura 37 es
(6.6) Q(62) ={ay,...,aq:a1>ay = as, as>az = ag, az>ag = as,

ag > as = aq, az> a; = ag, a4 > ag :CI,1>7
donde las ecuaciones as > a3 = as y as > ag = as corresponden a los tnicos cru-
ces positivos del diagrama. Por ultimo, el quandle fundamental del nudo 63 de la
figura 38 es
(6.7) Q(63) =(ai1,...,a6:a1>as = aq, as>az = ay, az>az = ay,

ag>ay = ag, az>ag = ay, a4>ag = as),

donde las ecuaciones as > ag = a4, ag > as = az y ag > ag = ap corresponden a los
Unicos cruces positivos del diagrama.

6.8. Presentemos los quandles fundamentales de los nudos de la figuras 39-43. Un
célculo directo muestra que

(6.9) Q(71) ={a1,...,ar:a1>aq = as, a5 >a; = ag, ag>as = ag,

ag>ag = as, agb>ag = ay, a7y > a3z = a4, Qg4 > ay :a1>,
donde todos los cruces involucrados son positivos. Similarmente,
(6.10) Q(?Q) = <a1, ...,a7 a1 >ayg =az, agbas = ay, az>ag = as,

as>ay =ag, a7 > as = a4, a4 > a1 = ay, G > as =a2>,
donde todos los cruces son negativos. Para el nudo 73 tenemos
(6.11) Q(73) = {(a1,...,a7 : a1 >as = ag, a5 >a; = ag, Gz >ay = as,

ag>ag = ag, az>ag = ay, Ay >az = a4, 4> a7 = ay),
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donde todos los cruces son positivos. Para el nudo 74 se tiene
(6.12) Q(74) ={a1,...,a7:as>a; = ag, az>ag = as, ag>a; = ar,

ag > az = ag, a3 ag = a7, a7 >ag = az, a1 >as = ag),
donde la ecuacién a4y > a; = a7 corresponde al Ginico cruce negativo que tiene el
diagrama. Para el nudo 75 tenemos
(6.13) Q(75) = <a1, ...,a7 a1 >ayg = a3, az>ag = ay, az>ag = as,

a7 >a3z = az, agba; = ay, a4 > ay = g, Qg > a4 :CL5>7
donde la ecuaciéon ag > a4 = as corresponde al dnico cruce negastivo del diagrama.
Para el nudo 7g tenemos
(614) Q(?G) = <a1, ...,a7 ag > ag = ay, ag>az = az, a2 >ag = as,

as>ay = a7, a1 >ag = ag, a7 >ag = as, az>ag = ar),
donde las relaciones a; > as = ag, ar>aq = a5 y a5 > ag = a7 corresponden a los
cruces positivos del diagrama. Finalmente, el quandle fundamental del nudo 77 es
(6.15) Q(77) = <a1, ...,a7 a1 >ayg = as, ag>as = ay, ax>ag = as,

a7 >ag = ag, agbag = ay, as > ay = ay, a4 > ag ZCL5>7

donde las relaciones ag>as = a1, as>ay = az y as>ag = as son las que corresponden
a los cruces negativos del diagrama.
as

FiGcura 35. 55

as

Ficura 34. 5; Ficura 36. 6;

asg
a

FiGura 37. 69 FIiGura 38. 63

a, ay az a;

FiGUuraA 40. 7,

ag(_\j%
()
=

FiGUrA 43. 75

FIGURA 44. T4
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6.16. Presentemos el quandle fundamental de la imagen especular del nudo 3; de
la figura 46. El diagrama tiene tres cruces negativos y el quandle fundamental es

Q(m(31)) = (al,a%ag azbas =ag, agb>a; =az, aybaz = CL2>.

FIGURA 46. El nudo m(34).

6.17. La figura 47 muestra el nudo de la abuela y la figura 48 el nudo cuadrado.
Un célculo sencillo muestra que el quandle fundamental del nudo de la abuela es
(6.18) Q(31#31) = <a1, ...,0a¢ a1 >as = ag, ag > ay = ag, az>ag = aq,

as>az = as, az>aq = as, a5 > ag = ai),
donde todas las ecuaciones corresponden a cruces positivos, y que el quandle fun-
damental del nudo cuadrado es
(6.19) Q(31#m(31)) = (a1,...,a6 : as>ag = a1, a1 >as = ag, a6 > a1 = A,

a4 >asz = ag, az>as = aq, as>ag = as),

donde las tres primeras ecuaciones corresponden a los cruces positivos y las tres
ultimas a los cruces negativos.

i pomy

FIGURA 47. 31#3; FIGURA 48. 31#m(31)

7. COLOREOS GENERALIZADOS

En esta seccion utilizaremos el quandle fundamental para dar una generalizacion
de los invariantes por coloreo.

7.1. Si etiquetamos los arcos de un nudo con los elementos de un quandle X de
forma tal que en cada cruce se cumplan las relaciones que mencionamos en 5.16, o
equivalentemente, en la figura 49, la cantidad de formas en que pueden ponerse esas
etiquetas quedaré invariante después de aplicar movimientos de Reidemeister. Esto
nos permite “colorear” nudos de forma abstracta, donde ahora los “colores” son en
realidad los elementos del quandle X.

<«

\awaj

FI1GURA 49. La regla para colorear con un quandle.
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7.2. Un coloreo del nudo K con el quandle X es entonces un morfismo de quandles
Q(K) — X. Por lo dicho anteriormente, la cantidad de morfismos Q(K) — X es
un invariante de nudos. Este invariante se denota por Colx (K). Observemos que
siempre existirdn al menos | X| coloreos del nudo K con el quandle X (los coloreos
triviales).

7.3. Ejemplo. El coloreo por tres colores es en realidad el invariante asociado al
quandle Ds. El coloreo de Fox con p colores que vimos en 3.7 es en realidad el
coloreo asociado al quandle D,,.

7.4. Ejemplo. Veamos que el nudo 4; puede colorearse de forma no trivial con un
quandle de Alexander. Consideremos el cuerpo

Fy =Fala]/(a® +a+1)={0,1,0, + 1},

y sea X el quandle de Alexander de tipo (4, «). Vimos en el ejemplo 3.9 que los
coloreos con X del diagrama de la figura 28 son las soluciones (a,b,c,d) € Fy del
sistema de ecuaciones

l-a)a+ac=d, (1—a)b+aa=d,

(7.5) (I1-a)c+aa=0b, (1—a)d+ac=h.

Como (a,b,c,d) = (0,1,a,a + 1) es una solucion de (7.5), el nudo 4; admite
entonces al menos un coloreo con X no trivial. Tenemos asi otra demostraciéon de
la no trivialidad del nudo 4;.

7.6. Los coloreos con quandles de Alexander se llaman coloreos de Alexander.

7.7. Ejercicio. Pruebe que el quandle de conjugacion asociado a la matriz (g 1)

de SL(2,Z3) es isomorfo al quandle de Alexander de tipo (4, «) visto en el ejem-
plo 7.4. De alguna forma, habiamos utilizamos este quandle en 4.11.

7.8. Ejemplo. En 6.1 presentamos el quandle fundamental Q(51). Un calculo sen-
cillo muestra que la funcién Q(5;) — (12345)%s definida por

a— (15432), b (12453), ¢ (14352), d+— (15324), e+ (14523),

es un morfismo de quandles. Esta funcién nos permite “colorear” el nudo 51 con los
5-ciclos del grupo alternado As.

7.9. Ejemplo. En 6.4 mostramos las relaciones que definen el quandle fundamental
del nudo 63. Estas relaciones nos permiten demostrar, por ejemplo, que este nudo
puede colorearse de forma no trivial con el quandle de Alexander de tipo (7,2). En
efecto, si traducimos (6.7) a un sistema de ecuaciones obtenemos:

—aq + 2(15 = a4, —as + 2(12 =ay, —agz + 2a3 = Qy4,
(7.10)
—ag + 2a2 = a3, —asz+ 2a¢ = a1, —ayq+ 2ag = as.
Como (ay,as,as,aq,as,a6) = (1,2,0,5,3,4) es una soluciéon de (7.10), el nudo 63
puede colorearse de forma no trivial con el quandle de Alexander de tipo (7,2).
Observemos que si X es el quandle de Alexander de tipo (7,2), entonces la funcién
Q(K) — X dada por

a; — 1, as — 2, asz — 0, a4 — b, as — 3, ag — 6
es un morfismo de quandles.

7.11. Ejercicio. Pruebe que el quandle de Alexander de tipo (4, a) definido sobre
el cuerpo Fy = Fafa]/(a? +a+1) = {0,1,a, a+ 1} permite distinguir los siguientes
pares de nudos: a) 31 y 61; b) 41 y 51;¢) 62y T2; d) 63y 7s.
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7.12. Ejercicio. Pruebe que con una clase de conjugacién del grupo alternado As
es posible distinguir los nudos 55 y 7;.

7.13. Ejercicio. Utilice los resultados de los ejercicios 3.12, 7.11 y 7.12 y demuestre
que todos los nudos de la figura 14 son no triviales y distintos.

7.14. Sean A un grupo abeliano (escrito multiplicativamente), X un quandle, y
f: X x X — A una funcién. Sobre el conjunto X x A definimos la operacién

(7.15) (z,a)> (y,b) = (x> y,bf(z,y)) paratodo (z,a),(y,b) € X x A.

Es facil demostrar que la operacion (7.15) define una estructura de quandle sobre
X x Asiy solo si:

(7.16) flz,x) =1, para todo z € X,
(7.17) flx,2)fx>y,x>z) = fly,2)f(z,y>2) para todo z,y,z € X.

Como ejemplo, demostremos la distributividad. Sean x,y,z € X y a,b,¢c € A.
Un célculo directo nos dice que

(x,a) > ((y,0) > (¢, 2)) = (z,a) > (y> 2, ¢f(y, 2))
= (x> (y>2),cf(y,2)f(z,y>2)),
y, por otro lado,
((z,a) > (y,0)) > ((z,a) > (c, 2))
= (x> y,bf(x,y))> (x> z,cf(x,2))
=((z>y)>(z>2)),cf(z,2)f(x >y, z>2)).

Como X es un quandle, tenemos entonces que la condicion (7.17) es equivalente a
la distributividad de la operaciéon binaria en X x A.

7.18. Una funcién f : X x X — A que satisface las condiciones (7.16) y (7.17) se
llama 2-cociclo del quandle X con coeficientes en A.

7.19. El quandle obtenido en 7.14 se llama extension abeliana de X por el grupo
abeliano A y el 2-cociclo f, y se denota por X x ¢ A.

7.20. Ejemplo. Supongamos que Fy = Fa[a]/(a? + a+1) = {0, 1,0, + 1} y sea
X el quandle de Alexander de tipo (4, ). Sea A = (o) = {1, 0} el grupo ciclico de
orden dos. La funcién f: X x X — A dada por

1 siz=yozx=1loy=1,
f(z,y) =
o en otro caso.

es un 2-cociclo de X con coeficientes en el grupo abeliano A.

7.21. Ejemplo. Sea X el quandle (1234)5 y sea A = (o) = {1,0,02%,0°} el grupo
ciclico de orden cuatro (escrito multiplicativamente). La funciéon f: X x X — A
dada por la tabla

f (1234) (1432) (1342) (1243) (1324) (1423)
(1234) 1 o o? o? o o’
(1432) o 1 o? 1 o3 o’
(1342) | o2 o 1 o o? o3
(1243) | o3 o? o 1 1 o3
(1324) o o o o 1 o
(1423) 1 1 1 1 o 1
es un 2-cociclo de X con coeficientes en A
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7.22. El 2-cociclo f: X x X — A es un coborde si existe v: X — A tal que
f(z,y) = y(z>y)y(y)~! paratodo z,y € X. Dos 2-cociclos f y g son cohomélogos
(o equivalentes) si existe v: X — A tal que

fla,y) =v(@ey)ge,y)y(y) "
para todo z,y € X.

7.23. Como vimos en 7.14, cada 2-cociclo de un quandle X nos permite definir
una extension abeliana de X. Estos 2-cociclos son en realidad 2-cociclos en una
teoria de cohomologia de quandles [5]. Tal como pasa en la teoria de grupos, las
clases de equivalencia de extensiones abelianas del quandle X por el grupo abeliano
A estan en correspondencia biyectiva con las clases de equivalencia de 2-cociclos
de X con coeficientes en A. La teoria de extensiones abelianas de quandles tiene
ademaés aplicaciones a la teoria de nudos [4]. Para méas informacion sobre la teorias
de extensiones y (co)homologias de quandles referimos a [2].

7.24. Ejemplo. Recordemos el nudo de la abuela y el nudo cuadrado de la figura 15.
En el ejercicio 4.12 vimos que estos nudos tienen grupos fundamentales isomorfos.
Sin embargo, como veremos a continuacién, estos nudos no son equivalentes.

Sean X el quandle (1234)5%+ y f el 2-cociclo de X que vimos en el ejemplo 7.21.
Teniendo en mente 7.14, consideremos la extensiéon X x; A dada por

(z, 0> (y,07) = (x> y,0’ f(x,y)) paratodo z,y € X, i,j € {0,...3}.

Gracias a una sugerencia de Edwin Clark, usaremos el quandle X x; A para
distinguir el nudo de la abuela del nudo cuadrado. Un calculo computacional nos
muestra que para el nudo de la abuela se tiene

(725) CO]XXfA(31#31) = 24,
y que para el nudo cuadrado, en cambio, se tiene
(7.26) Colx x , a(31#m(31)) = 408.

Vimos en el ejercicio 4.12 que el nudo de la abuela es trivial si y sélo si el nudo
cuadrado lo es. Esta observacion y las formulas (7.25) y (7.26) implican que estos
nudos son no triviales y distintos.

8. INVARIANTES POR 2-COCICLOS

A fines del siglo XX, S. Carter, D. Jelsovsky, S. Kamada, L. Langford y M.
Saito anunciaron la construcciéon de un nuevo invariante de nudos: el invariante
por 2-cociclos. En esta seccién introduciremos los invariantes dados por 2-cociclos
y calcularemos algunos ejemplos.

8.1. Fijemos un grupo abeliano A (escrito multiplicativamente) y un nudo K. Sean
X un quandle finito, C: Q(K) — X un coloreo de K y f: X x X — A un 2-cociclo
de X con coeficientes en A. En cada cruce como el que vemos en la figura 23 se
define el peso de Boltzmann w¢(C, x) (con respecto al coloreo C, al 2-cociclo f y
al cruce x) como el elemento de A dado por la expresion

wr(C,x) = flai, az)*80).
La funcién de particién ®x (K) del nudo K (asociada al quandle X y al
2-cociclo f) es la expresion

(8.2) Ox p(K) =Y JJwr(Cx),
C x

donde el producto se toma sobre todos los cruces x que tiene el diagrama del nudo
K y la suma se toma sobre todos los coloreos C de K dados por el quandle X. La
formula (8.2) define un elemento de Z[A], el anillo de grupo de A.
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8.3. Teorema. La funcion de particion ®x ¢ es un invariante de nudos.

Demostracion. Tenemos que demostrar que el producto de los pesos de Boltzmann
es invariante bajo las versiones orientadas de los movimientos de Reidemeister.

Consideremos el primer movimiento de Reidemeister. Tal como muestra la fi-
gura 31, hay dos orientaciones posibles para tener en cuenta. En ambos casos, si
suponemos que estas cuerdas llevan la etiqueta a € X, entonces en el tinico cruce
X que tiene el diagrama tendremos el valor f(a, a)Sig“"(X). Como f es un 2-cociclo,
f(a,a) = 1. Luego, el primer movimiento de Reidemeister deja invariante al pro-
ducto de los pesos de Boltzmann.

Consideremos ahora el segundo movimiento. Aqui tenemos cuatro posibles dia-
gramas orientados, similares a los que se ve en la figura 32. Si etiquetamos la cuerda
que pasa por arriba con a € X y la cuerda entrante que pasa por debajo con b € X
entonces, como para ambos diagramas tenemos un cruce positivo y uno negativo,
el producto de los pesos de Boltzmann es f(a,b)f(a,b)~* = 1. Luego, el segundo
movimiento de Reidemeister también deja invariante al producto de los pesos de
Boltzmann.

Para finalizar, tenemos que demostrar que el tercer movimiento de Reidemeister
deja invariante al producto de los pesos de Boltzmann. Como vimos en 5.23, hay
ocho casos para chequear. Hagamos como ejemplo el caso que se corresponde con
la figura 50 y dejemos el resto como ejercicio.

57X
/ P“///

FicurA 50. Otra de las orientaciones posibles para el tercer mo-
vimiento de Reidemeister.

Si calculamos el producto de los pesos de Boltzmann sobre los tres cruces que
tienen los diagramas de la figura 50 vemos que este producto es invariante por el
tercer movimiento de Reidemeister si y sélo si

fla,bec)f(b,c)f(a,b) = f(a,b) f(a>b,a>c)f(a,c).
Como A es un grupo abeliano, al cancelar f(a,b) en ambos miembros, obtenemos
el resultado deseado. (|

8.4. Los invariantes por quandles y 2-cociclos extienden a los invariantes por coloreo
con quandles. M4s precisamente, si f es un coborde entonces ®x ;(K) = Colx (K)
para todo nudo K.

8.5. La afirmacién hecha en 8.4 puede generalizarse: si f y g son cohomoélogos
entonces ®x ; = ®x 4. Para las demostracion referimos a [5, Proposicion 4.5].

8.6. Ejemplo. Sea X el quandle de Alexander de tipo (4,a) y f el 2-cociclo que
vimos en el ejemplo 7.20. Un céalculo computacional nos permite calcular ® x 5 para
los nudos de la figura 14:

4+ 120 si K e {31,41,72,73},
4 en otro caso.

Px f(K) = {

8.7. Ejemplo. En este ejemplo vamos a distinguir el nudo 3; de su imagen especular
m(31), ver figura 12. Consideremos el quandle X y f el 2-cociclo de X que vimos
en el ejemplo 7.21. Un célculo directo muestra que
Px ;(31) =6+240°, Px ;(m(31)) = 6+ 24o.
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Esto nos dice que los nudos 31 y m(31) no son equivalentes.

8.8. Ejemplo. Como hicimos en el ejemplo anterior, vamos a utilizar el quandle X
y f el 2-cociclo de X que vimos en el ejemplo 7.21. El invariante dado por X y el
2-cociclo f para el nudo de la abuela es

x ;(31#31) = 6 + 480 + 9602,
mientras que para el nudo cuadrado es
Dy (31#m(31)) = 102 + 240 + 2403,

Esto nos muestra que el nudo de la abuela no es equivalente al nudo cuadrado.
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INTRODUCCION A LA TEORIA DE FORMAS MODULARES

MARTIN MEREB

RESUMEN. Tomando como motivacion el problema de la representacién de un nimero como
suma de cuadrados, introduciremos las formas modulares y la geometria de las superficies
de Riemann subyacentes. Probaremos varias identidades entre funciones aritméticas pro-
vistos de resultados de dimension finita y ciertos operadores lineales diagonalizables. Seran
necesarios algunos resultados de analisis complejo y topologia.
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INTRODUCCION.

0.1. Problema: Sumas de cuadrados. Sea ri(n) la cantidad de soluciones enteras de la
ecuacion

nzx%—f—...—i—x%

con n y k enteros positivos fijos. Buscamos expresiones sencillas para r(n). Para simplificar
esta exposicidon nos restringiremos a los k pares.

Date: 25 de Julio de 2014.
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Veremos como encontrar de manera sistemaética férmulas como

(0.1) ra(n) = 2 <1 + <_nl)> dzn: <_d1>

(0.2) ran) = 8 Y d

d|n,44d

(0.3) re(n) = <<_nl) o _ 4) dZm: <_d1> d?

y
Zdnd3 si n es par

(0.4) rs(n) = { Zd‘ 22d|g si n es impar

donde n = 2”¢g con g impar y v > 0, y el simbolo de Jacobi (_71) = (-1

y (;1) = 0 para n par.

n
Considerando funciones generatrices, para 7 € C definimos

(0.5) o= > ¢

n=—oo

)=1D/2 §i n es impar

donde ¢ = exp(2miT). Esta serie converge uniforme y absolutamente sobre compactos del

semiplano de Poincaré
H ={r € C/Im(r) > 0}.
Se tiene pues que

O(r)" = re(n)g"

n>0

transformando el problema a hallar nuevas expresiones para © y extraer luego los coeficientes.
Sucede que las funciones ©F satisfacen ciertas ecuaciones funcionales que limitan enorme-
mente la dimensién del espacio donde viven, permitiendo escribirlas como combinacién lineal

de otras cuyos coeficientes son faciles de calcular.

FEjercicios.
1. Probar que O(7) + ©(7 4 1/2) = 20(47).
2. Probar
(e} [ee] 1
> )" =] (1 _qk>
n=0 k=1

donde p(n) es el nimero de maneras de escribir a n como suma de enteros positivos,

sin importar el orden de los mismos.

0.2. Un poco de Fourier. Para f € L'(R) se define la transformada de Fourier como

/ Flz) e 2m q g
— [ r@ e ac

y la transformada inversa de f como

Cuando fy f pertenecen a L!(R) se tiene que f: f en casi todo punto.

Afirmacion 0.1. Enire las propiedades de la transformada podemos mencionar

= Sig(z) = f(a+a), §(&) = M f(€).
v Sig(x) = f(bx) con b >0, entoncesg( ):% f(&/b).
s Sea f(z) = exp (—7wx?), entonces f = f.
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La formula de Poisson (ver ejercicio abajo)

(0.6) > fn) =) fn)

neZ nez

o <;Tl> _ \/?@(T)

para todo 7 € H. Es esta propiedad, junto a ©(7) = ©(7+1), la que limitara las dimensiones.
Para més detalles sobre transformadas y series de Fourier, ver [11].

aplicada a g(x) = f(v/tz), nos da

Ejercicios.
» Sea f € L'(R). Probar que g(z) := Y, o f(n+x) es periodica y pertenece a L'([0, 1]).
= Sea ) .z Cne el desarrollo en serie de Fourier de g(z). Probar que ¢, = f(n).
s Probar que si f(z) = O(|z[?) y f(¢) = O(|¢?) entonces

S+ a) = Y fmyene,

nez neL

2minx

0.3. La curva modular X (1). Estudiemos una ecuacion funcional mas simple
(0.7) fr)=fr+Dy f(r) = f(=1/7).
Para v = (¢}%) € Gly(R) notamos

ar +b
et +d

NT 1=

Dado que Sly(Z) esta generado por T = (1) y por S = (97'), las ecuaciones (0.7)
equivalen a

(0.8) fyr) = f(7), Vv € Sla(2).

Lo que nos lleva a estudiar el espacio Y (1) := Sly(Z)\H, junto con sus funciones meromor-
fas.
Un dominio fundamental estandar para la accion de Sly(Z) en H es

(0.9) D:{TE'H/_;gg%(T)S;, |T|21}.

Es conveniente considerar una compactificacion X (1) de Y (1) dada por
X (1) :=Sk(Z)\H

donde H := HUQU {o0}, denominada curva modular. Consideramos en H la topologfa de
las bolas tangentes, donde H C H es abierto, una base de entornos para x € Q es

Up(r)={reH/|lz+ir—71|<r}
y una para oo es
Uso(R) ={7 € H/Im(1) > R} U{o0}.

Observemos que con esta topologia D = D U {oo} resulta compacto y por lo tanto X (1)
también.
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Ejercicios.
1. Probar que Im(y7) = % cony=(2%) € SL(R).
. Probar que Slp(R) actua transitivamente en #. Hallar el estabilizador de i € H.

. Probar que la medida dzgy es invariante por Sla(R).

(d 5)2 _ (d$)2;;(dy)2

2

3

4. Probar que en H, la métrica es invariante por la accion de Sla(R).
5

. Para la accién de Slp(Z) en H, probar que
a) el estabilizador de oo es {£T*, k € Z},
b) el estabilizador de i es {Sk, k=0,1,2, 3} ,
¢) el estabilizador de w es {((1) jl)k, k=0, 1,2,3,4,5} ,
)

d) cualquier punto de H con estabilizador méas grande que £1Id es equivalente a uno
de los anteriores.

0.4. Superficies de Riemann. Una superficie de Riemann es un espacio topolégico Haus-
dorff X con una estructura compleja, es decir, tal que para todo punto z € X existe un entorno
abierto x € U C X, un V C C abierto y un homeomorfismo z : U — V, de manera tal que
los entornos coordenados (U, z) sean compatibles. Entendemos aqui por “compatibles” que los
cambios de coordenadas

22(2’1)71 : 21(U1 N Ug) — ZQ(Ul N UQ)

son funciones holomorfas, para todo par de entornos coordenados (Uy,z1 : Uy — Vi), ¥
(UQ,ZQ : U2 — ‘/2)

La funcién f : X — C es holomorfa si lo es localmente, es decir, si las composiciones
fz:V — C son holomorfas para todos los (U,z: U — V') entornos coordenados.

También tiene sentido hablar de funciones meromorfas, érdenes de anulacién y de polos
y aplicaciones holomorfas F' : X — Y entre dos superficies de Riemann, tomando entornos
coordenados de la manera usual.

La superficie Y (1) hereda de manera natural la estructura holomorfa de H.

Sea f : H — C una funciéon meromorfa que satisface la primera de las ecuaciones (0.7)), es
decir f(7) = f(7 + 1). Por ser periddica admite un desarrollo en series de Fourier

f(r) = Z anq".
nez
Diremos que f es meromorfa en oo si hay a lo sumo un nimero finito de a, # 0 con n < 0, y
que es holomorfa en oo si a, = 0 para todo n < 0.

Observacion 0.1. X (1) es topologicamente una esfera.
Para més detalles sobre superficies de Riemann, recomendamos [9], [6] o [10].

Ejercicios.

1. Sea X una superficie de Riemann. Probar que las funciones meromorfas de X se co-
rresponden con aplicaciones holomorfas de X en la esfera de Riemann que no son
constantemente oo.

2. Sea F': X — Y una aplicaciéon holomorfa no constante entre superficies de Riemann
con X conexa. Probar que F' es abierta.

3. Sea F': X — Y una aplicacién holomorfa no constante entre superficies de Riemann
con X compacta e Y conexa. Probar que F' es sobreyectiva.

4. Sea X una superficie de Riemann compacta. Probar que las tinicas funciones holomorfas
de X en C son las constantes. Comparar con Teorema de Liouville.

5. Sean X una superficie de Riemann compacta y z1,...,zr € X puntos diferentes. Sean
ni,...,ng € Z>o. Probar que el espacio de funciones meromorfas de X con polos
unicamente en x; de orden a lo sumo n; tiene dimensiéon a lo sumo 1 +nq + ... + ng.
(Nota: hay que agregar la funcion 0 para que formen un espacio vectorial.)
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6. Sea X la esfera de Riemann. Probar que las funciones meromorfas de X son funciones
racionales. Probar ademas que si f: X — C sélo tiene un polo en oo entonces f es un
polinomio cuyo grado coincide con el orden del polo. Comparar con el ejercicio anterior.

7. {Como deberian definirse los entornos coordenados de la clase de oo en X (1)?

1. ForRMAS MODULARES.

Definicion 1.1. Sea f meromorfa en H y k € Z. Supongamos que f satisface

(11) Fom) = er + 1), ¥ = (4 1) € s@
y meromorfa en oco. Entonces, se dice que f es una funcion modular de peso k para Sla(Z).

Las funciones modulares se corresponden con formas diferenciales en X (1) (ver ejercicio
de la seccion [2] mas abajo).

Proposicion 1.2. Sea f(7) una funcion modular no nula de peso k para Slo(Z). Para cada
P € H notamos vp(f) al orden de anulacion (o menos el orden del polo) de f(T) en P. Sea
Voo(f) el subindice del primer término no nulo en la q-expansion de f. Entonces

(12) ool f) + gl + rl) Z ve(f) =

donde la suma se hace tomando un punto P € H por cada clase de equivalencia, salvo la de

1+1\f

w = y la de 1.

Demostracion. Para simplificar la demostracién, supongamos que f no tiene ni ceros ni polos

en el borde del dominio fundamental D, salvo quizés en ¢ y en w que es equivalente a —.
Integrando Q}H J}((T)) d7 alo largo de un lazo que encierre a todos los ceros y polos de f del

interior de D, recorrido en sentido antihorario, se obtiene la sumatoria del miembro izquierdo

de (13- WG

Observar que v;(f) es la integral de 2 7 FOr) d 7 alo largo de una circunferencia suficiente-

mente pequena alrededor de ¢ recorrida en sentido antihorario. Por ( . ) del siguiente ejerci-
cio I cony=.S8= ( )) la integral a lo largo del arco de la curva contenido en D recorrido
en sentido horario tlende a Stv;(f) cuando el radio tiende a 0.

Analogamente, las integrales de los arcos dentro de D de circunferencias centradas en
wy —w tienden a Fv,(f) = Fv—z(f) (tomar v recorriendo Id, TS, (T'S)?,...,(T'S)%, el
estabilizador de w)

La integral de 2m f(( )) d7 alo largo de

1
CN(t)zi—t+iN, t €[0,1]

tiende a —voo(f) cuando N — oc.
Integrando sobre el borde de:

DNn{Im(r) < N} —({|r—i| < e} U{|T —w| < e} U{|T+ | < €})
con N — 0o y € — 0, obtenemos (gracias a (1.3} del ejercicio

-1 -1 -1 1 [ dr
PGZY(I) vp(f) = 7Vi(f) + ?Vw(f) + ?Vfw(f) — Voo(f) — kﬁ T
P#i,w

donde la ultima integral se recorre sobre {|7| = 1} . Calculando la integral (ver ejercicio [5)) y
reagrupando términos se obtiene (1.2))
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Definiciéon 1.3. Sea f una funcion modular de peso k para Slp(Z). Si ademés f es holomorfa
en H y en oo, decimos que es una forma modular de peso k para Sla(Z). Notamos al conjunto
de tales funciones como My(Sl2(Z)).

Ejercicios.
1. Probar que My(Sl2(Z)) = C.
Probar que si k es impar M (Sl2(Z)) = 0.
Probar que si k es negativo o 2 entonces My(Sl2(Z)) = 0.
Sea v = (2Y) € Sly(Z) y sea f(r) meromorfa en M sin ceros ni polos en una curva

C C H. Supongamos que f(y7) = (¢ 4+ d)¥f(7). Probar que

PE [ @[ dr
(13) TS I B o e feota

5. Sea C(t) = exp(—2mit),t € [-1/3,—1/4] el arco de la circunferencia {|7| = 1} recorrida
en sentido horario desde —w hasta i. Probar que

(1.4) L ofdr_ 1
2 Jo T 12
6. Sea f € My(Sl2(Z)) no nula. Probar que

» Si k=4, entonces v,(f) =1,y vp(f) =0 para los demas P.
Si k = 6, entonces v;(f) =1, y vp(f) = 0 para los demés P.
Si k = 8, entonces v, (f) =2, y vp(f) = 0 para los demés P.
Si k = 10, entonces v, (f) = vi(f) =1, y vp(f) = 0 para los deméas P.
Si k = 14, entonces v, (f) =2, v5(f) =1, y vp(f) = 0 para los demas P.

B

1.1. Series de Eisenstein. A continuacién definiremos una familia clasica de formas mo-
dulares de gran utilidad.
Sea k > 4 un entero par. La funciéon

(1.5) Gr(r) == Z !

2
vy (m7 +n)
(m,n)#(0,0)

es una forma modular de peso k para Sly(Z), llamada serie de Fisenstein, que verifica
(1.6) lim Gi(r) = 2¢(k),
T—r100
donde ((s) = Y_,>1 ==, es la funcién zeta de Riemann.
Se define la serie normalizada de Fisenstein como

Ei(1) = gg((;—))

Proposicion 1.4. La expansion de Fourier de Ey(T) es

(1.7) Ei(t —1——Zak o

donde los By, son los niimeros de Bernoulli, definidos por

(1.8)
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Demostracion. Se tiene que

(1.9) meot(mT) +Z<T+n Tin> TEH.

También vale que

2im
m cot(mT) :W(;)s((::)) =T — e 27r—2z7qu

Igualando ambas expresiones y derivando k — 1 veces término a término obtenemos la férmula
de Lipschitz

1 271'2
(1.10) F=lgm,
> e e

ne

El resultado se obtiene sumando esta férmula en m7 con m € Z no nulo, més

0#n€Z
junto con
(27i)* By,
1.11 k) =—
(111) () = -
para k > 0 par. O
Ejercicios.

1. Probar que para k € {4,6,8,10,14} el espacio My (Sl2(Z)) esta generado por Ej.
2. Usando que dim(Mg(Slz(Z))) = 1 probar que E? = Eg. Concluir que

n—1
o7(n) = o3(n) +120 Y _ o3(i)os(n — i).
=1

3. Usando que dim(Mig(Sl2(Z))) = 1 probar que
n—1
11o9(n) = 2105(n) — 1003(n) + 5040 Y o3(i)os(n — 4).
i=1
4. Probar que E6E8 = E4E10 = E14.
Probar (|1.6]).

6. Sea A C C un reticulado (i.e.: un Z—modulo discreto de rango 2). Probar que la serie
v L

t

ocren Pl

es absolutamente convergente para ¢t > 2.

7. Probar que
1 1
E == E —_—
k() 2 (mT +n)k

mneZ
ged(m,n)=1

ot

8. Usando ([1.8)), probar (1.11)).
. Probar (1.9) a partir de la formula de Euler:

(1.12) sin(r) =7 H < ) .

10. Deducir (1.9) de la formula de Poisson (0.6] , usando que si f(z) = e~ 17l 1a transformada
f& =

Nl

1+ 4m2£2°
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1.2. Peso 2. Cabe preguntarse qué sucede con la serie de Eisenstein en el caso k = 2. Aqui
hace falta algo de cuidado con el orden de las series, puesto que dejan de converger de manera
absoluta. Definimos

(1.13) ZZ (mt + n)?
mezZ n

donde el subindice de la segunda suma recorre todos los enteros, salvo cuando m = 0 en cuyo
caso n € Z — {0}.
Con este orden de los sumandos se tiene, al igual que antes

Ey(7) = C;CQ =1 —24201

Proposicion 1.5. La serie de Fisenstein Go satisface la ecuacion funcional

21

(1.14) 772G (—1/7) = Go(T) — —

Demostracion. De (1.13)) se obtiene
-2
R YRTAND 3 ol SRS 3 st
nezZ m nGZm7é0

donde la suma del medio recorre todo Z? salvo el término (m,n) = (0,0).
Restando

(1.16) ZZ (m7 4+ n)( mT—i—n—l—l)

m7#0 nGZ

a Go = 20(2) + 3,20 Donez (MT + n)~2 obtenemos

Ga(7) +ZZ (mT +n)? m7'+n+1)

m#0neZ

Observemos que ahora la serie del miembro derecho es absolutamente convergente. Invirtiendo
el orden de estas sumatorias y restandoselo a (|1.15)) tenemos

1

Go(1) = 772G (—1/7)
2 2 %mg;o (m7+n)(mr+n+1)

La demostracion termina usando

1 2 N 2 2mi
N—oo £ it (mT+mn) (mr+n+1) N-oo T T T T

para T € H. O

Ejercicios.

1. Probar ([1.16).

2. Completar los detalles de (1.17]).

3. Probar que la funcién Ga(7) — 7/Im(7) satisface ([1.1)) pero no es holomorfa.
4

. Sea f € Mg(Sla(Z)). Sean

1 k

9(r) = 5= 1'(1) = SE(D (7).

Probar que g € My42(Sl2(Z ))
5. Probar que FEg = E4Fo — 2mE4 vy Fg = EgEy — EE6 Deducir las correspondientes
relaciones de o5 en términos de o1 y 03, y 07 en términos de o1 v o5.
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6. Probar que

By(r+1/2) — Ey(r) =48 >

n>0
n impar

7. Sean k > 2 un entero y p un nimero primo. Probar que

Ey(7) — (14 p* ) Ex(pr) + p" ' Ex(p?7) Zak !

8. Probar que E5(7) — 3E5(27) + 2E2(47) = & (Ea(7) — EQ(T +1/2)).
1.3. Funcion eta de Dedekind. La ecuacién funcional (1.14)) sugiere la siguiente

Definicion 1.6. Para 7 € H el producto infinito
(118) (T — 271'17'/24 H 27rzn7'

converge a una funcién holomorfa, llamada funcwn eta de Dedekind.

Proposicion 1.7. La eta de Dedekind satisface

(1.19) n(=1/7) = V=izn(r)

donde la raiz cuadrada corresponde a la rama que toma valores con parte real no negativa.

Demostracion. Ambos miembros de (1.19) coinciden en 7 = i. Tomando derivada logaritmica
el problema se reduce a probar

WD) 5 1)
n(=17) 21 n(7)
La derivada logaritmica de ((1.18) nos da

n=1 n=1
2me
= T py(r).
21 22(7)
Por lo que el resultado se obtiene de (|1.14]). O

Observacion 1.8. La funcion eta de Dedekind y (1.19) juegan un rol crucial en la demos-
tracion de la formula de Rademacher para el célculo de la funciéon p(n) del ejercicio [2| de la
Introduccion. Para méas detalles ver [1].

FEjercicios.
1. Probar que n(7 + 1/2) = e*™/48p3(27) /n(T)n(47).

1.4. Formas cuspidales.

Definicion 1.9. Sea f € Mg (Sla(Z)) tal que se anula en oo, es decir ag = 0 en la g-expansion
f(r)= ano anq". Entonces f se dice cuspidal, y al espacio de formas cuspidales lo notamos

Sk(Sl2(Z)).

Ejemplo: (Puncion discriminante). Dado que E4(7) = 1+ 240q + O(q?) € My(Sla(Z)) y
Eg¢(1) =1 —504q + O(¢*) € Mg(Sl2(Z)), la funcién
Ey(r)* — Eg(r)?
1728
resulta ser una forma cuspidal de peso 12.

(1.20) A(T) := — 244 4+ 252¢° — 1472¢* + ...
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Ejemplo: La funcién
oo
Hl—q g -2+ ...

también es una forma cuspidal de peso 12, gracias a . Por tratarse de un producto
absolutamente convergente se tiene que 7?* no se anula en H.

Entonces el cociente A/n?** es una forma modular de peso 0 que en oo vale 1. Las formas
modulares de peso 0 son funciones holomorfas de X (1), o sea constantes. Concluimos pues
que A = 0?4, es decir

E4(T)3 - E6(7)2 - n\24
—qJJ—q"
1728 oot
Definicién 1.10. Al cociente
. E4(7')3 -1 2
(1.21) Jj(r) = m =q "~ + 744 + 196884q + 21493760¢“ + . ..
T

se lo conoce como invariante modular j.

Proposicion 1.11. FEl invariante modular j induce una biyeccion entre X (1) y la esfera de
Riemann.

Demostracion. Sea ¢ € C arbitrario. La funcién j — ¢ es funcién modular de peso 0, con un
dnico polo simple en co. Por la proposicién se tiene que vp(j —c¢) > 0 para un tnico P, es
decir, j es biyectiva. O

Observacion 1.12. Por propiedades de aplicaciones holomorfas se puede ver que j induce un
isomorfismo entre ambas superficies de Riemann.

Proposicion 1.13. Sea f una forma cuspidal de peso k con expansion de Fourier f(1) =
S anq". Entonces existe C > 0 (dependiente de f) tal que |a,| < Cn*/? para todo n.

Demostracion. La funcion 7 +— y*/2| ()| es Sly(Z)-invariante y tiende rapidamente a 0 cuan-
do y — oo, por lo que permanece acotada en el dominio fundamental D. Se tiene pues que

()] < ey™*/?

para cierta ¢ > 0. La representacion integral
1
a, = €27rny/ f(.%' + iy)e—%rznm dax
0

vailda para y > 0, prueba que |a,| < ¢y~ #/2e2™¥. Tomando y = 1/n se obtiene el resultado.
Il

Ejercicios.
1. Probar que Si(Sl2(Z)) = O 51 k<120 k= 14.

)
Probar que Si2(Sl2(Z)) =
Probar que S;(Sl2(Z)) = AMk 12(Sla(Z)) para k > 14.
Probar que My (Sla(Z)) = Sk(Sle(Z)) ® CE), para k > 2.

Sea k > 0 un entero par. Probar que

Ot = W DN

& mo
dim(Mg(Slx(Z))) = {klkzj o Z i 3 mojggi
12 - '

6. Sea f € My(SI2(Z)) una forma modular. Probar que existen o, € C tales que

§ : a ;b
f == O[aybE4Eb
(l,bGZZO
4a+6b=Fk
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7. Probar que las funciones modulares de peso 0 para Sly(Z) son precisamente las funciones
racionales en j.
8. Probar el enunciado de
9. Probar que en el ejercicio [] de seccion la g construida resulta cuspidal si y sélo si
la f lo es.
10. Probar que los coeficientes de la ¢g-expansion de j son enteros.

1.5. Interpretaciéon modular. Las formas modulares pueden pensarse como funciones en
el espacio de reticulados de C. Dado un reticulado A C C, se puede hallar una base z1, 22 € A
tales que z1/2z0 = 7 € H, por lo que A resulta homotético a otro reticulado A; = Z @ 7Z. De
ahi que el cociente del espacio de reticulados por la relacién de equivalencia

A ~Ay — El)\E(C*, A = XAy

resulta ser Y (1) = Slo(Z)\H.
Se definen los operadores de Hecke T}, como

T(F)(A) = 3 F(A)
[A:A]=n
donde la suma recorre los subreticulados de A de indice n.
Las funciones f : H — C invariantes por los operadores [y]; pueden pensarse como funciones
de peso k en el espacio de reticulados, es decir, funciones F' que verifican
F(OOA) = FF(A),

via F(z21Z @ 29Z) = zz_kf(zl/zg).
Con esta interpretacion, los T, definen operadores en los My (Sla(Z)), preservan los Si(Sl2(Z))
(ver ejercicio [8| de la seccion y satisfacen

T, Ty = Tinn st m y n son coprimos,
Ty = TpTpr — pk_lTpT‘la

son autoadjuntos para un producto interno (ver seccion mas adelante),
conmutan entre si.

=W N =

Resulta entonces que los T, son simultdneamente diagonalizables. Llamamos autoforma a
un autovector comun a todos los operadores de Hecke. Si f = > anq™ € Sg(Sl2(Z)) es una
autoforma, sus coeficientes verifican
(1.22) an = Apa1
donde T,,(f) = \f (ver proposicion méas adelante), de donde se deduce que aj # 0.

Decimos que tal f esta normalizada si a1 = 1.

Proposicion 1.14. Sea f =) anq" € Sk(Sla(Z)) una autoforma normalizada. Entonces, los
coeficientes verifican

1. anapm = Gmpn 8t M Y N SON COPTIMOS,

2. Qpr1 = Apapr — pkilapyq,
y la funcion L(f,s) == <, % admite un producto de Euler

(1.23) L(f.s)=]] L

1— —s k—1—2s
p app~® +p

donde p recorre los nimeros primos positivos.

Demostracion. Las identidades entre los coeficientes se deducen de las anédlogas para opera-
dores de Hecke, observando que para una f normalizada los coeficientes coinciden con los
autovalores. Para el producto de Euler, observemos primero que por la propiedad multiplica-

tiva de los a,, se tiene que
[o.¢]
L(f’ 5) = H <Z app—ns>

p n=0
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y distribuyendo

oo
<Z app—ns> (1 - app—s +pk—1—25) -1
n=0
se obtiene ((1.23)). O

Observacion 1.15. Hecke demostré que L(f, s) se extiende de manera analitica a una funcion
meromorfa de C, y que

Ag(s) := (2m)°T'(s)L(f, s)

verifica una ecuacién funcional
Ag(s) = (~1)F2A (k- 5)
(aqui T'(s) = [;° 2* e * dx es la funcion gamma de Euler).

Ejemplo 1.16. Como dim(S12(Sl2(Z))) = 1, la funciéon A = ¢ (1 —¢")?* resulta ser una au-
toforma normalizada. Luego sus coeficientes satisfacen las identidades de la proposicion [I.14]
Dicha propiedad fue observada originalmente por Ramanujan (ver [13]).

Observacion 1.17. La conjetura de Ramanujan-Petersson, probada por Deligne como conse-
cuencia de su demostracién de las conjeturas de Weil, establece que si f es una autoforma
cuspidal normalizada de peso k para I';(N) entonces |a,| < n*=1/254(n), resultado mucho
més fuerte que la proposicion (debida al mismo Hecke). De donde también se tiene que
los coeficientes a,, de A satisfacen |a,| < 2p11/2 con p primo.

Ejercicios.
1. Probar que ¢(s) = > a,n™*® converge en algin semiplano si y sélo si a, = O(n°), para
alguna constante c.
2. Supongamos

f(r)= Z anq"
n=0

es analitica en H.
a) Si a, = O(n¢), entonces f(7) = O(y~“!), uniformemente z, cuando y — 0.
b) Si f(r) = O(y~°), uniformemente en z, entonces a, = O(n°).
3. Sea ¢ > 0. Probar que
1 c+1i00
el =—— I(s)z™°ds
2mi c—1i00

para x > 0.

4. (Transformada de Mellin) Sean a, = O(n™) para algin M, ntmeros complejos. Sea

fx) =300 ane ™™ y ¢(s) = >0 apn™*. Probar que
T — > s—1 d
(©05) = [ f@a " da

para R(s) > max{0, M + 1}, y

f@ =5 [ sereas

21 — 00

para ¢ > max{0, M + 1} y R(s) > 0.
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2. FORMAS MODULARES PARA SUBGRUPOS DE CONGRUENCIA.

Sea N un entero positivo. Se define el grupo de congruencia principal de nivel N como

T(N) = {7 €S(Z): = <(1) ‘f) mod(N)}.

Un subgrupo de Sly(Z) se dice de congruencia si contiene a algin I'(N). Llamamos cispides
a las clases de equivalencia de Q U {o0} .

Definicion 2.1. Sean k € Zy v = (¢}) € Sly(Z). Definimos [y, el operador de peso k, en
el espacio de funciones meromorfas de A a C como

(2.1) (SDI(T) = (er + ) (7).

Observacion 2.2. Notar que

(2.2) flonnelk = (Fnle) 2lk

para todo par de matrices 1,72 € Sla(Z). Basta escribir (cr 4+ d)™* como (dy7/dr)*/? y usar
regla de la cadena.

Definicién 2.3. Sea I' un subgrupo de congruencia conteniendo a I'(N) y k € Z. Decimos
que una funcién f : H — C es una funcion modular de peso k para T si

1. f es meromorfa en H,

2. fl7]x = f para toda vy €T,

3. f[v]k es meromorfa en oo para toda v € Sla(Z).
Analogamente, diremos que una tal f es una forma modular para I' si es holomorfa en H, y
f[7]x es holomorfa en oo para toda v € Sla(Z), y que es cuspidal si ademés las f[y]x se anulan
en 0o. A los espacios de formas modulares y cuspidales de peso k para I', los notamos M (T")
y Sk(T), respectivamente.

Aqui entendemos por meromorfa en 0o que aparecen a lo sumo finitos términos negativos
en el desarrollo en series de potencias de gy := exp(2miT/N), que es holomorfa en oo si no
aparecen términos negativos, y que se anula en oo si sélo aparecen términos positivos.

Tal expansion existe dado que al tomar ((1) ]Y) € I'(N) en la condicién [2| se tiene que

fr+N) = [f(r),

y por lo tanto f admite un desarrollo en serie de potencias de gy = exp(2mi/N).

Observacion 2.4. Como I'(N) es normal en Sla(Z), f[y]r es también N-periodica, para toda
~v € Sly (Z)

Observacion 2.5. A diferencia de lo que sucede en el caso de nivel 1, para que una forma
modular sea cuspidal no alcanza con chequear un s6lo coeficiente. Existen formas no cuspidales
[ que se anulan en oo pero alguna f[y]; no (ver ejercicio [L7).

Observacion 2.6. Como T tiene indice finito en Sly(Z), sélo hace falta verificar la condicion
para un conjunto finito de v’s, més precisamente, basta con un conjunto de representantes de
las I'-coclases.

Proposicion 2.7. La condicion [J y sus andlogas para formas modulares y cuspidales sélo
dependen de la T'-clase de equivalencia de vyoo. Mds precisamente, si y100 = v'y200 para
v € T, entonces la menor potencia de qn que aparece en la expansion de Fourier de f[y1]x
coincide con la de f[y2]k.

Demostracion. Como 7{17’72 pertenece al estabilizador de oo, entonces es de la forma +77

(ver ejercicio || de la secci(’)n'.
Entonces 72 = #7117 y

flale = FIEIALDY ™ enlelT e = (EDF Y TelnlelT ]k = (£ Flv) [T
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Escribiendo ¢(7) = f[yilx = 3., angl tenemos que
flele = (il)kg(T +j) = (i)’“ Zanezmnj/zv n

de donde se deducen las afirmaciones del enunciado. O
El siguiente lema suele ser de utilidad

Lema 2.8. Sea f holomorfa en H que verifica la condicion [ de la definicion para I’
un subgrupo de congruencia de nivel N. Supongamos que la expansion de Fourier f(T) =
Yool o anqp satisface

lan| < Cn", n>0
para ciertas constantes positivas C' y r. Entonces f satisface también la condicion [3.

Demostracion. La funcion f[v]x es invariante por la accion de los operadores [y/]x con v/ €
71Ty que también es un subgrupo de congruencia de nivel N. Para ver que la serie f[y]x(7) =
Y nez Gndy 1O tiene términos negativos alcanza con probar que

(23) lim (Fllk(r)ax) = 0.

Si «y fija al co esto es inmediato (ver proposicion [2.7)).
Supongamos que v no fija al co.
Como |a,| < Cn", escribiendo 7 = = + 1y se tiene que

Cs
(24) fMl<Ci+ —
Yy
cuando y — oo, para ciertas constantes Cq,Cy > 0 (ver ejercicio .
De donde
(2.5) lim | f[v]x(T)an| < Cslim 4" *|gn| = 0
gn—0 q—0
dado que |gn| es exponencial en y. d

Afirmacioén 2.1. Sea I' C Slo(Z) de indice finito n, y
SIQ(Z) = U aiF
i=1

una descomposicion en coclases disjuntas. Si D es un dominio fundamental para Sla(Z)\H,
entonces D' = U a; "D es un dominio fundamental para T\H.

Al igual que en el caso de nivel 1, el espacio T\H tiene estructura de superficie de Riemann
compacta, las unicas formas modulares de peso 0 son las constantes, y los espacios M (T')
resultan de dimension finita (ver ejercicio @ de la seccion .

La siguiente cota de Sturm resulta muy atil para acotar dimensiones de espacios de formas
modulares.

Proposicion 2.9. Sea I’ un subgrupo de congruencia de indice M y sea f € My(I') una forma
modular. Si

k
(2.6) Voo(f) > Mﬁ

entonces f = 0.

Demostracion. Para I' = Sly(Z) alcanza con recordar que en (1.2) todos los términos son
negativos para concluir que f es nula.
En el caso general escribimos

M
Sla(Z) = | T
=1
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para ; apropiados, con v = ({ ¢). La funcién

M
Fo= f]] flle
=2

resulta ser una forma modular de peso Mk para Sly(Z) que satisface el enunciado de la
proposicién y el resultado se deduce del caso ya probado. ]

Observacion 2.10. El orden de anulacion v (f) de (2.6)) puede no ser entero, f podria necesitar
términos que sean potencias de gy pero no de gq.

Ejercicios.

1.
2.

10.

11.

12.

13.
14.
15.

Sea I' un subgrupo de congruencia. Probar que My(I") = C.
Sea I' un grupo de congruencia y P = {j:Tk} el estabilizador del co. Probar que la
aplicacién
'\ SIx(Z))/P — { ctspides de I'}
dada por
F'aP +— T'a(co)

es una biyeccion.

. Sea « € Gl; (Q), y I' un subgrupo de congruencia. Probar que I'y, := I'Na~!T'a también

resulta de congruencia, no necesariamente del mismo nivel.

Deducir de la cota de Sturm que dim(M(T')) < oo para cualquier subgrupo de con-
gruencia I.

Probar que 441E4Fg + 250E2 = 691E15.

. Sea I un subgrupo de congruencia.

a) Probar que toda funcion modular para I' satisface una ecuacién polinomial de grado
[Sla(Z) : T'] sobre el cuerpo C(j) de funciones modulares de peso 0 para Sla(Z).
b) Probar que si I' es normal y f es I-invariante, entonces lo es también f[a]o para
toda a € Slp(Z).
¢) Probar que el cuerpo de funciones modulares de peso 0 para I' es una extension de
Galois de C(j) con grupo de Galois igual a Sla(Z)/T.
Encontrar formas modulares de peso fijo con vy arbitrariamente grande.

. Encontrar formas modulares para un subgrupo de congruencia fijo con vy arbitraria-

mente grande.

Sea GlJ (Q) el subgrupo de matrices de determinante positivo de Gla(Q). Extendemos
la definicion como (f[y]x)(7) := (dety)*2(cr + d)~Ff(r). Probar que también
vale de la Observacion

Sea p un primoy e > 1

a) Hallar el orden de Sla(Z/pZ) y Glo(Z/pZ).

b) Hallar el nicleo del homomorfismo Gla(Z/p°Z) — Gla(Z/pZ).

c¢) Hallar el orden de Slo(Z/p°Z) y Gla(Z/p°Z).

Sea N = p{'...p¢" la factorizacion en primos de N. Usando el Teorema Chino del Resto
hallar el orden de Slo(Z/NZ).
Probar que [S2(Z) : T(N)] = N* [Ty (1= ) -
Probar que implica f[y]r holomorfa en oo.

Completar los detalles de .
El objetivo de este ejercicio es demostrar la cota a partir de las hipotesis del

lema 2.8

a) Probar que g(t) — tre—27rty/N

es creciente en [0, %] y decreciente en [, 00].
b) Probar que

o 00 1
[F(7)] < laol +C Y nTe 2N < O+ Co </ g(t)dt + y> .
0

n=1
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¢) Concluir.
16. Probar que la condicion [2| equivale a pedir que la forma f(7)(d 7)* sea I'-invariante.
17. Adaptar el argumento de la proposicion [1.13| para probar que Si(I') se puede definir
como aquellas f € M(T) tales que y*/2f(2 + iy) permanece acotada.

18. Sea X
2)n(2
A7) = <n(T/ 3)"7 ( T)>
n*(7)
a) Usando la cota de Sturm para I'(2), probar que
(1= X(7) +A(1)?)
AT (L= A(r)*
b) Probar que A es inyectiva restringida al interior de un dominio fundamental para
I'(2).
¢) Probar que la imagen de A es C — {0, 1}.
d) Construir un revestimiento p : B(0,1) — C — {0, 1}.
e) (Pequeno Teorema de Picard) Sea f una funcién entera que omite dos valores.
Probar que f es constante.

j(r) =256

2.1. El subgrupo de congruencia I'4(/NV). Como veremos més adelante, el siguiente sub-
grupo de congruencia es de particular interés

To(N) = {(‘; Z) €Sy(Z): c=0 mod(N)}.

Al cociente T'g(N)\H se lo conoce como curva modular cldsica y se la nota Xo(V).

Ejemplo 2.11. Veamos que la funcién ©% es una forma modular de peso 2 para I'o(4).

La matriz (2 _01) que manda 7 a —1/(47), no tiene determinante 1, pero si lo tiene

B0 )6 W) -6

que manda 7 a 7/(47 + 1).
De ahf se tiene que

o (471 1) = VA7 +10(7),

por lo que ©1[(}9)], = ©. También se tiene que O*[({ 1)]2 = ©*. Como I'y(4) esta generado
por £(59),£(41), concluimos que ©% es una funcién modular de peso 2 para I'o(4).
Resta chequear que es holomorfa en las ctispides 00,0 y —1/2.
De la definiciéon de © se tiene que es holomorfa en oo y por lo tanto también lo es ©%.
Por el lema se ve que también es holomorfa en 0 y —1/2.

Ejercicios.

1. Hallar [Sla(Z) : T'o(N)].

2. Hallar [['o(N) : T'(N)].

3. Encontrar un isomorfismo entre I'(N) y un subgrupo de T'o(N?) de indice ¢(N). Con-
cluir que T'g(4) es isomorfo a I'(2).

4. Probar que si f € My(Sl2(Z)) entonces g(7) := f(NT) € Mp(T'o(N)).

5. Sea k par y f una funcion que verifica f(7) = f(7 + 1) v f(=1/41) = (—4t*)*/2f(7).
Probar que f[v]x = f para toda v € T'g(4).

6. Probar que la siguiente es una lista completa de representantes para I'o(p®) con p primo

Id; T7%S, k=0,1,...,p°—1; ST"S, k=1,2,....p°" -1

7. Probar que las ctispides para I'g(p) son 0 e 0o, y que para I'g(p?) son 0,00, y —1/kp
conk=1,...,p—1.
8. Probar que n%(47)/n*(27) € Ma(To(4)).
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9. Probar que Ea(7) — 3E2(27) 4+ 2E3(47) € Ma(T'o(4)).
10. Probar la identidad

g[Ja-a")+ = D> o)™
n=1 n>0
n impar
11. Probar que Ey(r) — & S0 0! Ey(r + j/N) € Ma(To(N?)).
12. Sea N un entero positivo. Probar que Go n(7) := G2(7) — NG2(NT) € Ma(I'o(N)).
13. Probar que

2

G2,2:—% 1+24Z Z d]q"

n=1 \d|n,2{d
14. Probar que

o
G274:—7T2 (1+82 Z d qn
n=1 \d|n, 4d

15. Sabiendo que dim(Ma2(I'g(4))) =

M2(Lo(4)).
16. Probar y .
17. Sea k > 4 y p un primo. Probar que F3(7) — pE2(pt) € Mi(Ty(p)) pero no es una

forma cuspidal, a pesar de no tener término constante en su g-expansion.

18. Probar que la tnica forma cuspidal normalizada de So(I'o(32)) es n%(47)n?(87).

2, probar que G22(7) v G24(7) son una base de

2.2. El subgrupo de congruencia I';(N). Otro subgrupo de congruencia de interés es
T1(N) = {(Z Z) €SL(Z): a=d=1,c=0 mod(N)}.

Al cociente T'1(N)\H se lo nota X1(N).
Observacion 2.12. Sea o= (4 ). Si f € My(T'(N)), entonces
f[Oz]k € Mk(al“(N)afl) - Mk(Fl(NQ)).

Es decir, a las formas modulares de peso k para I'(V) las podemos pensar dentro de My (I'1 (N?)).
Esto suele resultar comodo dado que (§ 1) pertenece a I'y(N?) pero no a I'(IV) cuando N > 1,
permitiendo desarrollar en series de ¢, en lugar de recurrir a qy.

Definicién 2.13. Se tiene que I'1 (V) es normal en T'o(N) y su cociente es (Z/NZ)* . Llama-
mos cardcter de Dirichlet a un homomorfismo de grupos x : (Z/NZ)* — C* extendido a Z
de manera natural como y(n) = 0 para ged(n, N) > 1. Decimos que f € My(I'1(IN)) es una
forma modular de peso k para To(N) con cardcter x si satisface

flle = x(@)f  para toda (3 Z)EFO(N)-

Notamos My (T'o(N), x) al espacio de tales funciones y Sk(I'o(N), x) al subespacio de formas
cuspidales.

Descomponiendo en autoespacios la accién natural de
(Z/NZ)" =To(N)/T1(N)
en Mg (I'1(IV)) se obtiene

(2.7) M(T1(N)) = EDMy(To(N), x).
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LEjercicios.
1. Probar que [I'1(N) : T'(N)] =N
Probar que [[o(N) : T'1(N)] = ¢(N).
Completar los detalles de la Observacion [2.12]
Probar que si x(—1) # (—1)* entonces M (I'o(N), x) = 0.
Sea 4 el caracter no trivial de (Z/47Z)* . Probar que

Ot = W DN

My (To(4)) si k es par

My (T'1(4)) = {Mk(r0(4)’x4) si k es impar.

[

Probar que S5(T'1(4)) estd generado por n(7)n?(27)n(47).

Probar que Sg(T'1(4)) estd generado por f(7) := (n(7)n(27))% y g(7) = f(27).

8. Sean N y k enteros positivos tales que k(N + 1) = 24. Probar que (n(7)n(N71))* €
Sk(To(N)), salvo para k = 1 0 k = 3 en cuyo caso (n(7)n(N7))¥ € Sp(To(N),x), con
x de orden 2.

=~

2.3. Producto escalar de Petersson. Si f,g € My(T), la funcion f(7)g(7)y"* resulta
invariante por Slp(R.) Cuando al menos una de ambas es cuspidal, definimos el producto
escalar de Petersson como

— 1 —— dzdy
(28) 9= s RS A [, (O

donde D’ es un dominio fundamental para la accion de I' en H. Dicho producto interno esta
bien definido, la integral converge y no depende del dominio fundamental elegido. Si f y g
también pertenecen a Mg (TV) para otro subgrupo de congruencia I, el producto asi definido
no depende del espacio en el que se las considere.

Para a € GI5(Q), el subgrupo I'y := T' N a 'Ta también resulta de congruencia (cf.
ejercicio |3| de la seccion [2) y, pensando a fla]r v gla]r en Mg (Ty), se tiene que

(fledk, glale) = (f.9)
y que {f[a]k, g) solo depende de la coclase doble de o mo6dulo T

Ejercicios.
1. Sean f € Mg(To(N),x) v g € Mg(Lo(N), ) formas modulares para distintos caracteres
X, i con al menos una de ellas cuspidal. Probar que (f,g) = 0.

2.4. Operadores de Hecke. A continuacion estudiaremos operadores analogos a los Ty,
de la seccion [I.5] dando formulas que permitan calcularlos en g-expansiones.

Definicién 2.14. Para o € GIJ (Q), I'1 y I's dos subgrupos de congruencia, y f € M(T'y),
definimos el operador de coclase doble como

flT1als]y := Zf[ﬁj]ka

donde los §; son un conjunto de representantes de las orbitas de I'1\I';aI', es decir
I'al'y = UjF1,8j.

El operador estd bien definido, no depende de la eleccion de los representantes 3;, su imagen
esta contenida en My(I'2), manda formas cuspidales en formas cuspidales y ademas
1. siy C Ty y a = Id se tiene la inclusion natural de Mg(I';) en Mg(T'2),
2. si a7 Ty = Ty se tiene f[[1als]r = f[a]k, el isomorfismo natural entre My(I'y) y
Mj(I'2),
3. 81 'y C Ty a = 1Id se tiene el operador traza que proyecta My (I'1) sobre My (I's).
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Observacion 2.15. Todos los operadores de coclases dobles son una composicién de operadores
de estas formas. Dados I'1,T's v «, basta con tomar I's = a Ty N Ty, I = al'sa™! y los
operadores correspondientes a I'; C 'y, I's = a ™ Ta y T3 C Ty,

Como casos particulares tenemos los siguientes operadores

Definicion 2.16. Sean f € My(I'1(N)) y d € (Z/NZ)* . El operador diamante (d) se define
como

(d): f = fIT(N)al' 1 (N)]k
para cualquier v = (2 54) € To(N).

Observacion 2.17. Si f € Mg(To(N), x), entonces (d) actia como multiplicacion por x(d).

Definicion 2.18. Sea N un entero positivo y p un ntmero primo. El operador de Hecke T,
se define por la accién de [[1(N) (§5) T'1(N)], en Mg(T'1(N)).

Observacion 2.19. Se tiene que
S0 fl07 )k siptN
P Mo ) e+ AR (B sipIN

donde m, n son enteros tales que mp — Nn = 1.

(2.9) Tp(f) =

1y
Op
1y
Op

Observacion 2.20. Cambiando I'1 (V) por I'g(NV) se definen los T}, de manera anéaloga y en la
formula (2.9) se puede omitir (3 ) por estar en Io(N).

Definicion 2.21. Los operadores de Hecke con indices compuestos se definen de manera
inductiva por

(2.10) T,

pri1 1= TpTyr — PP ) T

p

para r > 1 y para m,n coprimos
Ton = T/Th.

Observacion 2.22. Sean n coprimo con N. La acciéon de T;, en una forma modular f €
Mg (To(N)) no coincide con la accion de T;, en f considerada en My(I'o(nN)).

Proposicion 2.23. Sea f € My(To(N),x) una forma modular con expansion de Fourier
Yol gang™ y m un entero positivo. La accion del operador de Hecke T, en los coeficientes de
Fourier de f estd dada por

(Tnf)(r) = bag”,
n=0
donde

(2.11) bo= Y. xX(dd" g, e
1<d| gcd(m,n)

Demostracion. Supongamos m = p un numero primo. Para 0 < j < p tenemos

(32 un =0+t (TH) = 1S gy

n=0
con (p = e2™/P yna raiz de la unidad de orden p. De donde
p—1
> A(07) ) =D anpa™
§=0 n=0
Si p{ N se tiene el término extra
oo

FICR ) (B = () HIEDI) =P "x(d) 3 ang™,

n=0
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de donde se prueba (2.11)). El caso m compuesto sale por induccién de la definicion 2.21, O

Observacion 2.24. Sea N un entero positivo y x : (Z/NZ)* — C* un caréacter de Dirichlet.
Sea n un entero positivo coprimo con N. Si f,g € My(I'o(N), x) (con al menos una cuspidal)
entonces

(2.12) (Tnf,9) = x(n) (f, Tng) -
Tomando ¢, cualquier raiz cuadrada de x(n) se tiene
(2.13) <CnTnf> g> = <fa CnTng> .

Es decir, los operadores ¢, T}, de Sk(I'o(IV), x) son hermitianos.

Proposicion 2.25. Sea N un entero positivo y x : (Z/NZ)* — C* un cardcter de Dirichlet.
El espacio Sp(T'o(N), x) admite una base de autovectores para todos los operadores de Hecke
T, con N yn coprimos.

Demostracion. Tales T,, resultan diagonalizables por la observacion y conmutan entre
sf, de donde existe una base de autovectores comunes. O

Observacion 2.26. Al ser Si(T'g(NV),x) de dimensién finita, s6lo hace falta diagonalizar un
namero finito de operadores de Hecke.

Ejemplo 2.27. El espacio Sag(Sl2(Z)) tiene dimensién 2 y estd generado por fi = AE} y
fo = A%E,.

Sus g-expansiones son

f1 = q +936¢% + 331452¢> + 53282368¢* + O(¢°)

f2 = ¢* +192¢% — 8280¢* + O(¢°).
Se tiene que

To(f1) = 936¢ + 1875000964 + O(¢>) = 936 f1 + 18662400 f5

To(f1) = q + 8280¢° + O(¢®) = f1 — 9216 fa.
Diagonalizando

936 18662400
1 —9216

obtenemos la siguiente base de autoformas
f1+ (—5076 £ 108v/18209) f.

Ejercicios.
1. Probar que el cociente Yp(IV) := I'o(N)\H clasifica clases de equivalencia de pares
(A,S) con A C C un reticulado y S C C/L de orden N.
2. Probar que el cociente Yi(N) := I'i{(N)\H clasifica clases de equivalencia de pares
(A, P) con A C C un reticulado y P € C/L de orden N.
Probar que los operadores T),» son polinomios en T}, y (p)
4. Sean p{ N y m,n tales que mp — nN = 1. Probar que

T1(N) (B9)T1(N) =T1(N) (BO)Tu(N) (% o).

5. Probar (2.12).
6. Sea (,, una raiz primitiva de la unidad de orden n. Probar que

Zn:Ck_ n  sinlk
¢:1n_ 0 sinftk.

w
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7. Sea f(z) =Y, _; amz™ una funcion holomorfa en un entorno del cero y ¢, como en el
ejercicio anterior. Probar que

%Z f(C,’jz) = Z anpz™®.
i=1 k=0

8. Probar que los operadores de Hecke preservan al espacio de formas cuspidales (comparar
con ejercicio (17 de la seccién .
9. Probar las afirmaciones de la primera oracion del Ejemplo
10. Probar que Sk(Sl2(Z)) tiene una base de autoformas cuyos coeficientes de Fourier son
enteros algebraicos reales pertenecientes a una extension finita de Q.
11. Sea f = AE, € S16(Sla(Z)). Probar que es un autovector para todos los T,,. Probar
que no es autovector de Ty en M (T'0(2)).
12. Sea n > 1 un entero y sea f € My(I'o(IV), x) un autovector para T,,. Supongamos que
el término constante de la g-expansion de f es no nulo. Probar que el correspondiente
autovalor de T}, es

A= > x(d)d* .

1<d|n

13. Probar que existe una forma modular de peso 1 para I'g(4) con caracter x4 cuya g-
expansion comienza de la siguiente manera

1
Z+q+q2+q4+2q5+q8+....

14. Probar que 62 € My (To(4), x4)-

15. Probar (0.1) y (0.3).

3. POR ULTIMO.

Mencionamos brevemente algunos temas relacionados a los vistos anteriormente, en los que
no hemos tenido tiempo de profundizar. Mucho hay hecho sobre el problema de expresar un
nimero como suma de cuadrados. Con técnicas similares se puede encarar el caso de una
cantidad impar de cuadrados, considerando las llamadas formas modulares de peso medio
entero. La definicion es un poco méas técnica, pero los resultados son similares. Un ejemplo de
forma modular de peso medio entero es casualmente © y sus potencias impares. Para ver méas
sobre dicho problema recomendamos [5]. Un lindo texto introductorio sobre formas modulares
de peso medio entero y curvas elipticas con multiplicaciéon compleja es el |7], donde dichos
temas son estudiados para encarar el problema de los nimeros congruentes (i.e.: decidir si
un namero dado es o no el area de un tridngulo rectangulo de lados racionales). Para una
exposiciéon accesible de la relacién entre formas modulares, curvas elipticas y funciones L se
puede consultar [8]. Un clésico bastante completo para estudiar formas modulares es [14], y
uno mas moderno es [4] donde, entre otras cosas, se abordan los teoremas de modularidad.
Para saber mas sobre los aspectos computacionales se puede consultar [15]. Recomendamos
SAGE (http://www.sagemath.org/) como herramienta esencial. Puede usarse online aunque
a la larga conviene instalarlo. En |2] hay muchisimos ejemplos de aplicaciones de formas
modulares clésicas, formas de Siegel v de Hilbert. Para un recorrido interesante dentro de la
Teoria de Numeros, pasando por la teoria de cuerpos de clases, funciones elipticas y formas
modulares, el [3] no puede faltar. En [12]| se construyen familias de grafos de Ramanujan,
se estudia el problema de Rusiewisz sobre medidas invariantes de la esfera y el problema
de Linnik sobre la distribucién de representaciones de enteros como suma de tres cuadrados.
Esperamos haber generado en el lector dudas suficientes como para seguir estudiando el tema.

Cerramos con algunos ejercicios surtidos para pensar en casa.


http://www.sagemath.org/ 
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Ejercicios.

1. Probar que

n—1
[[a+d) = Z g2 [ } tk
k=0
donde mq es el coeficiente g-binomial dado por la férmula

m _(=g)A =g (g
k], (1-q¢)(1—=¢?)--(1—g~)

[e.e]

H(1—$2m>(1+ 2m12)(1+x2m1 Zl‘ y
m=1 n=-—00
. Probar que
5
n°(27)
)= —5—.
)= e
. Sean Op/(7) := Znez(—l)”q”Q y Op(T) == ZmEZ+% ¢™" . Probar que
2
n*(7)
©ai) n(27)
y que
2
n°(47)
=2
Or(7) 1(27)

. Probar que ©* = 01, + 1.
- Sea ©q(7) :==>_, ez qQ(x’y para Q(z,y) = ax? + bry + cy?. Consideramos Qo(x,y) =
2?4 xy + 6y, Qu(z,y) = 20° + xy + 3y* y Qa(z,y) = 22° — xy + 3y°.

a) Probar que cualquier forma ax? + bxy + cy? con discriminante D := b?

a —23 es de la forma Q; o~y con v € Sly(Z) e i = 0,1 0 2.
b) Probar que ©g, = Oq,.
¢) Probar que

N | —

(g, +200,) = g +§: > <_d23> "

n=1 \ dn

donde (_723) es el simbolo de Jacobi.
d) Probar que

1
f=3 (@Qo - 0¢,)

. Usando el ejercicio anterior, probar la siguiente identidad (producto triple de Jacobi)

— 4ac igual

es una autoforma normahzada de S1(T'9(23), (=22)), por lo tanto coincide con

n(T)n(237) (ver ejercicio [§| de la seccion [2.2]).
e) Probar que la L-serie de la f anterior se factoriza como

1
L(f> 5) = | | ]
p 1—app™®+ (;53) p2s

donde
1 si p = 23,
W0 s (&) =-1,
P 2 si (&) =1y pesdelaforma 22 + zy + 6y,
-1 =i (%)—lypes de la forma 222 + zy + 3y
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LA FUNCION ZETA DE DEDEKIND Y LA FORMULA PARA EL
NUMERO DE CLASES

NICOLAS SIROLLI

RESUMEN. En estas notas damos una demostracion de la férmula del nimero de
clases, que relaciona el residuo de la funcién Zeta de Dedekind de un cuerpo de
numeros con algunos de sus invariantes aritméticos, y comparamos esta férmula con
la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer.
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INTRODUCCION

Una de las ideas mas fructiferas de la teoria analitica de ntimeros consiste en aso-
ciarle una funcién generatriz al objeto que se quiera estudiar, y obtener informaciéon
aritmética de este objeto a partir de informacion analitica de la funcion. El ejemplo
paradigmético de esto es la funcion Zeta de Riemann

s)= [ @=»p)",

p primo

cuyas propiedades analiticas dan informacion sobre la distribucion de los nimeros pri-
mos. Por ejemplo, el Teorema de los Numeros Primos equivale a que ((s) # 0 si
R(s) = 1.

En este curso estudiaremos la generalizacion de esta funcion a cuerpos de ntmeros
K, llamada funcién Zeta de Dedekind y denotada (k. Si bien esta funcién también da
informaciéon sobre la distribuciéon de los ideales primos de K, nos concentraremos en la
formula para el ntimero de clases (Teorema 2.1). Esta formula relaciona el residuo de
(x en s = 1 con los invariantes aritméticos mas importantes del cuerpo. Entre ellos, el
ntimero de clases de K.
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La utilidad de esta formula reside en que, para ciertos cuerpos de ntmeros, dicho
residuo se puede calcular de manera explicita en términos de sumas de Gauss, por lo
que nos da una herramienta para calcular ntimeros de clases.

En lugar de profundizar sobre la féormula en esa direccion, terminaremos el curso
enunciando una férmula similar: la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer, uno de los
problemas del milenio. Esta conjetura relaciona ciertos invariantes algebraicos asociados
a una curva eliptica con el primer coeficiente de la funcion generatriz correspondiente.
El parecido entre las dos férmulas no es casualidad: son ambas casos particulares de
las conjeturas de Beilison y de Bloch-Kato (ver | ])-

En la primera seccion de estas notas daremos los resultados basicos de la teoria
algebraica de nimeros que se precisan para definir los invariantes involucrados en la
formula para el nimero de clases. Algunas referencias sobre este tema son, por ejemplo,
[ , Capitulos 2y 5] y | , Capitulo 1].

En la segunda seccion definimos la funcion Zeta de Dedekind, y enunciamos y de-
mostramos el Teorema 2.1, siguiendo de cerca a | , Capitulos 6 y 7|. Tanto en
| | como en | , Capitulo 5| se pueden encontrar calculos explicitos del residuo
en el caso de cuerpos cuadraticos y cuerpos ciclotémicos.

En la tercera seccién enunciamos la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer tras in-
troducir (muy informalmente) los invariantes involucrados en esta, y nos ocupamos de
comparar estos términos con los que aparecen en la formula para el ntimero de clases. Se
puede consultar a | | sobre la teoria basica de curvas elipticas, y a | |, [ |
para profundizar sobre la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer.

1. RESULTADOS BASICOS DE LA TEORIA ALGEBRAICA DE NUMEROS

Un cuerpo de nimeros es una extension finita K/Q. Algunos ejemplos interesantes
de cuerpos de nimeros son:

» K = Q(/m), con m € Z\ {0,1} libre de cuadrados. Estos son los llamados
cuerpos cuadrdticos.

» K =Q(&,), con &, € C una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Estos son los
llamados cuerpos ciclotomicos.

Los cuerpos cuadraticos son, en términos del grado sobre Q, los primeros cuerpos de
nimeros no triviales; a pesar de ello, ilustran la teorfa que desarrollaremos sobrada-
mente. Los cuerpos ciclotémicos son de interés, por ejemplo, porque toda extension
abeliana y finita de Q esta contenida en uno de ellos.

Fijemos un cuerpo de ntimeros K, y denotemos por d = [K : Q] a la dimension de
K como Q-espacio vectorial.

1.1. Aritmética de los cuerpos de niimeros. El rol que juega Z como subanillo
de Q es reemplazado en el cuerpo de niimeros K por el anillo de enteros, que se define
por

O ={¢ € K:3f e Z[X] monico tal que f(§) = 0}.

Este conjunto es en efecto un anillo, y sus elementos tienen norma y traza en Z.

A'los Og-modulos a C K de tipo finito los llamaremos ideales fraccionarios. Aquellos
que estén contenidos en Ok seran llamados ideales, a secas; son precisamente los ideales
del anillo O. El ideal {0} quedara excluido de todo lo que sigue.

Proposicion 1.1. Ok es un Z-modulo libre de rango d. Mds ain, todo ideal fraccio-
nario de K lo es.
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Gracias a este resultado, podemos introducir el discriminante de K. Se define como
el determinante de la forma bilineal en Ok dada por (&1, &) — Trg,g(£1&2), v se denota
por disc(K).

Si bien el anillo de enteros no necesariamente es un dominio de factorizacion tnica
(lo cual, en este caso, equivale a ser un dominio de ideales principales), si se obtiene un
resultado satisfactorio al considerar ideales en lugar de elementos. Mas precisamente,
se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.2. Todo ideal fraccionario a C K se escribe, de manera inica, como
el e
a=pr P
donde los p; son ideales primos de Ok, y los e; son enteros no nulos.

Es decir, el grupo de ideales fraccionarios de K, que denotamos por Frac(K), es el
grupo abeliano libre generado por los ideales primos de Ok.

La medida de cuan lejos esta el anillo de ser enteros de ser un dominio de ideales
principales esta dada por el grupo de clases, definido por
CI(K) = Frac(K)/P(K),

donde P(K) = {a € Frac(K) : 3§ € K* tal que a = (§)o, } es el subgrupo de los
ideales fraccionarios principales. El grupo de clases es finito y su orden, que llamamos
numero de clases, se denota por hy.

Dado un ideal fraccionario a, definimos su norma por N(a) = [Ok : a] (el indice de
a en Ok). La funcién norma satisface las siguientes propiedades:
= N(ab) = N(a)N(b) Va,b € Frac(K).
» N((§)ox) = [Nkja()] V&€ K™

1.2. Geometria de los cuerpos de niimeros. A través de las inmersiones K — C,
podemos utilizar herramientas de la geometria euclidea para estudiar a K, idea que se
debe a Minkowski.

Distinguimos dos tipos de inmersiones.

» Las reales, aquellas 0 : K < C tales que o(K) C R.

» Las complejas, aquellas 7 : K — C tales que 7(K) € R. Estas se pueden agrupar

de a pares (7, 7).
Denotaremos entonces a las inmersiones de K por
O1y--- 70-1“77—177:17‘ M 77—877:87
con las o; reales y las 7; complejas’. Aqui r, s € Zsg, y r + 25 = d.
A través de estas inmersiones definimos
L K — R" x C° ~R%,
5 = (0‘1(5), s 70-7“(5)77_1(5)v s 77—8(5))'

T

En R" x C* definimos una funcién norma por N(x,2) = [[;_; zi - [[j_, 2;%;. De esta
manera, se tiene que N(¢(§)) = Ng/g(€) para todo § € K.

Proposicién 1.3. Ao, = 1(Ok) es un reticulo completo en RY. Mds aiin,
(1.1) V| disc(K)| = 2° - vol(R?/1(O)).

1Usaremos la letra s tanto para denotar a la cantidad de inmersiones complejas de K como para
denotar a la variable compleja de nuestras funciones generatrices. El lector sabra disculparnos.
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Consideremos el grupo de unidades O. Denotemos por T'(Ox) al subgrupo de
elementos de torsion de este grupo. Notemos que T(Oj) coincide con el grupo de
raices de la unidad de K. Denotamos el orden de este grupo por wg.

Se puede obtener un resultado similar a la Proposicién 1.3 mediante la utilizacion
de logaritmos. Para esto, consideramos el morfismo de grupos

log :(R*)" x (C*)* - R"™**
(z,2) = (log(lz1]), ... log(|zr|), 21og(|z1]), . .., 21og(]z]))
y denotamos L = logos : K™ — R,

Como Ngo(Of) C Z*, resulta que L(Of) C H, donde H es el hiperplano dado
por H={ve R :%" v, =0} Ademas, como todo conjunto acotado de R"** tiene
preimagen por L finita en O \ {0}, se tiene que ker L = T'(Oj).

Teorema 1.4 (Dirichlet). Apx = L(OF) es un reticulo completo en H, y por lo tanto
O es producto directo de T(Oj) y de un grupo abeliano libre de rango r + s — 1.

Este teorema nos permite definir otro de los invariantes importantes del cuerpo de
nimeros: el requlador de K, que se denota por reg(K) y esta dado por

vol(H/A )
JVr¥s

Sir + s =1, por convenciéon ponemos reg(K) = 1.

(1.2) reg(K) =

1.3. Ejercicios.
1. Sea K = Q(i).
a) Probar que O = Z[i], y calcular disc(K).
b) Probar que Z[i] es un dominio euclideo, utilizando como funcién “grado” a & —

Nag/e(8)-
¢) Probar que T(Z[i]*) = {1, —1,1,—i}.

2. Sea p un primo distinto de 2. Probar que son equivalentes:
a) p es reducible en Z][i].
b) p=a*+0b*con a,b € Z.
¢) —1 es un cuadrado en Z/pZ.
d) p=1 mdd 4.

3. Sea p = (1 + ). Probar que (2) = p? es la factorizacion de (2) como producto de
ideales primos de Zli].

4. Sea p un primo distinto de 2.
a) Probar que si p = 1 mdd 4, entonces (p) = pi1po con pi,po ideales primos
(distintos) de Z[].
b) Probar que si p=1 mdd 3, entonces (p) es un ideal primo de Z[i].

2. LA FUNCION ZETA DE DEDEKIND Y LA FORMULA PARA EL NUMERO DE
CLASES

Sea K un cuerpo de nimeros. Definimos la funcion Zeta de Dedekind de K por

2.1) ) =Y g (R > D),

donde a recorre todos los ideales de Ok. Para K = Q, recuperamos la funcion Zeta de
Riemann.
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Al menos formalmente, el Teorema 1.2 nos permite escribir
_ 1
(2.2) Gels) = [[ (1= N ™) ™"
p

donde p recorre todos los ideales primos de Og. Es decir, tal como le pasa a la funcion
Zeta de Riemann, podemos desarrollar a (x como un producto de Euler.

Veremos méas adelante que (2.1) define una funcion holomorfa. Nuestro objetivo es
probar el siguiente resultado.

Teorema 2.1. La funcion (x se puede extender de manera holomorfa a R(s) > 1—1/d,

salvo por un polo simple en s = 1. El residuo en s =1 estd dado por
2"(2m)® reg(K)

2.3 Res((x,1) = ————— - hx - ——=.

(2:3) (e, ) | disc(K)| ok

Probaremos un resultado algo més fuerte, que ademés muestra que los ideales estan
equidistribuidos en las clases de CI(K).

Teorema 2.2. Sea k la constante dada por
2"(2m)*  reg(K)
|disc(K)| wr

Dada C € CI(K), consideremos la funcion ic dada por
ic(t) =#{a C Ok :ae€C,N(a) <t} (t € Rx).
Entonces, ic(t) = rt + O(t=1/4),
Veamos como de este resultado se sigue el Teorema 2.1.

Para n € N, sea j, = #{a C Ok : N(a) = n}. Reescribamos a (x como la serie de
Dirichlet

(2.4) Cels) = 302 = ST ).

ns
n>1 n>1

Usaremos que el Teorema 2.1 es conocido para K = Q. Esto es, la funcién ¢ de
Riemann ((s) = Y ., & converge uniformemente en compactos de R(s) > 1 (ver
Lema 2.3), y se puede extender de manera holomorfa a R(s) > 0, salvo por un polo
simple en s = 1 en el que se tiene que Res(¢,1) = 1.

En cuanto al primer sumando del miembro derecho de (2.4), el Teorema 2.2 nos dice

que

> dn—rh = | Y ic(t) | = rhilt] = O ).

n<t CeCI(K)

Entonces, el Teorema 2.1 se sigue de (2.4) mas el siguiente resultado sobre la conver-
gencia de series de Dirichlet.

Lema 2.3. Sea (a,)n,>1 € C una sucesion tal que Y, _, a, = O(t*) para algin o €
R. Entonces, la serie de Dirichlet ) ., % converge uniformemente en compactos de

R(s) > a. "
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Demostracion. Fijemos constantes A, > 0, y tomemos s € C con o + ¢ < R(s) < A.
Denotemos A, =, a. Dados m, M € N con m < M tenemos que

M a A -1 1
;n_:;" Z - ZA <_s_ n+1>8)'

Por hipotesis, existe C' > 0 tal que |A,| < Cn® para todo n € N. Por otra parte, se

tiene que
1 I " dt A
e 1| |7), | S pRe
Entonces
Mo 1 M
m}\IJH%loo Z:E Sm%\lfgooC<Mf Z 1+E>
de lo que se sigue el resultado. O

Observacion 2.4. Como la serie de Dirichlet en (2.4) converge en R(s) > 1, lo hace
absolutamente (!). Esto le da sentido a la expresion de (x dada en (2.1), ya que los
ideales a sobre los que se suma no estan ordenados a priori.

Comencemos con la demostracion del Teorema 2.2. Tomemos una clase C € CI(K)
y fijemos b € C! un ideal (entero). Gracias a la biyeccion

#{a C Ok :aeC N(a) <t} — {(§ox Cb:|Ni(€)| <tN(b)},
a— ab,

pasamos de tener que contar ideales a tener que contar elementos, ya que nos dice que
t) = #{ € b: [Nigsg(€)] <tN(b)} /O

Equivalentemente, si usando el Teorema 1.4 escribimos O = T(Of) -V con V un
grupo abeliano libre de rango r + s — 1, nos dice que

wi - ic(t) = #{£ € b: [Ngyp()| <tN(b)}/V.

Podemos calcular el miembro derecho de esta igualdad a través de la geometria,
si hallamos un dominio fundamental D para la accion de (V) en (R*)" x (C*)* y
contamos los puntos de «(b) que estén en D. Siendo log |,y un monomorfismo, se tiene
que si D’ es un dominio fundamental para la accion de AOIX( en R""% entonces podemos
tomar

D ={(z,2) € (R*)" x (C*)*:log((z, 2)) € D'}
Como Aoix{ es un reticulo completo en H, podemos tomar D' = P ® R - vy, con P el
paralelogramo fundamental para AOIX( y v € R™*\ H. De hecho, tomamos
vo=(1,...,1,2,...,2)
— ——

T veces S veces

porque asi D resulta homogéneo (es decir, satisface que D = AD para todo A € R*).
Para a > 0, denotemos D, = {(z,2) € D : |[N(z, z)| < a}. Entonces, por la homoge-
neidad de D tenemos que

(2.5) wie - te(t) = #u(b) N Dyn(ey = #1(b) N {/tN(b)D;.
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Para calcular el miembro derecho de (2.5), utilizaremos el siguiente resultado, de
naturaleza puramente geométrica. Diremos que un conjunto B C R? tiene borde sufi-
cientemente lindo si OB C Ue; f;([0,1]971), donde las f; : [0, 1] — R? son funciones
Lipschitz y el conjunto I es finito.

Proposicién 2.5. Sea A C RY un reticulo completo, y sea B C R un conjunto acotado
y medible. Si el borde de B es suficientemente lindo, entonces

|BI a a-1
ANaB = ———- O > 0).
#ANaB = iy @+ O) (a>0)
Demostracion. Tomemos un isomorfismo ¢ : R? — R? tal que p(A) = Z?. Entonces
©(B) también tiene borde suficientemente lindo. Ademas, por ser ¢ lineal, se tiene que
|B| = |p(B)] - vol(R?/A). Esto prueba que podemos suponer A = Z¢,
Consideremos las traslaciones del cubo [0, 1] con centros en los puntos de Z?. Los

llamaremos d-cubos. Denotemos por N, a la cantidad de d-cubos que intersecan a
J(aB). Entonces

!#Zd N aB — cantidad de d-cubos contenidos en aB’ < N, ¥y
||aB| — cantidad de d-cubos contenidos en aB| < N,

por lo que, siendo |aB| = a?|B|, basta con probar que N, = O(a?™1).
Por otra parte,

0B | J £:([0,1)"") = 0(aB) C | Ja- fi([0,1]*7).
i€l i€l
Esto nos permite suponer que d(aB) = a - f([0,1]%7) con f una funcién Lipschitz.
Subdividamos, de la manera natural, al cubo [0,1]9 en |a]?! pequefios cubos de

lado LTILJ Sea C uno de estos cubos. C tiene didmetro igual a VL‘ZI, por lo que si A es

la constante Lipschitz de f, entonces f(C') tiene didmetro acotado por ’\—VLfffl. Por lo

tanto, suponiendo que a > 1, resulta que a- f(C') tiene diametro acotado por 2Av/d — 1.

Si denotamos
M = (2 42 [QA\/HDTL,

esto implica que a - f(C) interseca a lo sumo M de los d-cubos. Entonces, como la
cantidad de cubos pequeios es [a|9™!, tenemos que N, = O(|a|?%!) = O(a®™1), lo que
termina la demostracion. 0

Aplicando este resultado a A = «(b) y B = Dy, de (2.5) se sigue que
|D1| 1-1/d QS‘Dl‘
— N+ OtV =
vol(R4/.(b)) (6) ( ) | disc(K)|

donde para obtener la tultima igualdad usamos que dados dos reticulos completos A C
A C R? se tiene que vol(R?/A) = [A’ : A]vol(R¢/A’), junto con (1.1). Entonces, el
Teorema 2.2 quedara demostrado una vez que probemos el siguiente resultado.

wi - te(t) = St OV,

Lema 2.6. D; tiene borde suficientemente lindo, y |D;| = 2"7° reg(K).

Demostracion. Como D; es simétrico respecto al 0 en su primera coordenada, basta
con probar que
Dy ={(z,2) € Dy : xq,...,2, > 0}

tiene borde suficientemente lindo y | D} | = n*reg(K), ya que |D;| = 27| D{|.
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Para probar ambas afirmaciones, parametrizaremos a D} . Empecemos notando que
Dy ={(z,2) € (R")" x (C*)* : log(x, 2) € P& (—00,0] - vo},
ya que |N(z,2)| < 1 siy solo si ) log(z,z) < 0,y las coordenadas de los puntos

de P suman cero. Tomemos vy,...,v,15 1 base del reticulo AOIX(. Escribamos v; =
(WM, o) Asi, (2, 2) € Dy siy solo si
r+s—1
log(z;) Z tkvk +u (1<i<r),
r+s—1
2log(|z]) = Z tvrﬂ)—l—Zu (1<j<s),

con 0 <t <1y —oo<u<0.Pongamos t,,, = . Asi, tenemos que (r,z) € D siy
solo si

r+s—1
Ty =ty €XP ( Z tw,i”) (1<i<r),

k=1

r4+s—1
2% = boys - OXD (% ; troy )+ 2m‘t7«+5ﬂ-) : (1<j<s),
con t, s € (0,1] y t € [0,1) para 1 < k < d, k # r+s. La funcion f : [0,1]¢ — R" x C*
dada por t — (x,2) es Lipschitz, y se puede ver que f([0,1]¢) = DI y £(9([0,1]¢)) =
OD;. Esto que muestra que D; es acotado, medible y tiene borde suficientemente
lindo. Finalmente, utilizando esta parametrizacion se obtiene que |Df| = 7°reg(K)
(ver los ejercicios al final de esta seccion). O

2.1. Ejercicios.

1. Seam € N, y sea x : (Z/mZ)* — C* un morfismo. Este induce naturalmente una
funcién en los enteros coprimos con m, que extendemos por 0 a todos los enteros; la
denotamos también por x. Definimos la L-serie de y por

x(n)

n>1

a) Probar que si el morfismo x es no trivial, L(s, x) define una funcién holomorfa
en RN(s) > 0. ;Qué se puede decir cuando y es trivial?
b) Probar que

Lis,x) = [ (0—xp) .

p primo
2. Sea K = Q(4). Sea x el caracter no trivial de (Z/47Z)*. Probar que’
Crel(s) = (1 =271+ ((s) - L(s,x).

3. Probar la férmula de Leibniz

T 1+1 1+1
4 3 5 7 9

Notar que (Z/47Z)* ~ Gal(K/Q). Se puede obtener una formula similar a esta para cuerpos
ciclotémicos cualesquiera.
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4. En este ejercicio probaremos que | D} | = m* reg(K ), completando asi la demostracion
del Lema 2.6.

a) Sea f:(0,1)? — R" x C? la restriccion a (0,1)? de la funcién f introducida en la

demostracion de dicho lema. Verificar que f es la composicion de las funciones

0,1)¢ L5 R? L2 RE=R™ x R* x R* 2 R" x R* x R® 24 R” x €,
donde:

L] fl(t) = (tl, . 7t7«+571, log<tr+s)7 tr+s+17 Ce ,td).
= f5 es la multiplicacién a derecha por la matriz por bloques

U1
M == UT+S_1 O E RdXd.
_ Y |
0 I,

. f3<Oé, Ba 7) = ( a1 : 7€aTa %6ﬁ17 ) %6537 277—71, s 7277-75)-

= fa(z,p,0) = (z, plezal oy ps€s).
b) Deducir que f es abierta e inyectiva, y probar que f(0([0,1]%)) = oDy
c) Sea g = f3 o fo o f1. Probar que

w det(M) TTi_y @i(t) - TTi—, ps(t) '

det Dg(t) = .
r+s

d) Deducir que

i det(M
DY | :Al]d|deth(t)|Hpj(t)dt:7rs%.

j=1

e) Sean A, B dos matrices cuadradas cuyas filas, salvo tal vez la tltima, son vectores
cuyas coordenadas suman cero. Probar que si las dltimas filas de A y de B son
vectores cuyas coordenadas suman lo mismo, entonces det A = det B.

f) Deducir que M = reg(K).

3. UNA FORMULA SIMILAR: LA CONJETURA DE BIRCH Y SWINNERTON-DYER

Sea K un cuerpo de niimeros. Una curva eliptica E/K es una curva sobre K, no
singular y de género 1, junto con un punto K-racional O € E(K). Toda tal curva puede
ser descrita por una ecuacion de Weierstrass

(3.1) E: =24 Ax + B,
con A, B € K satisfaciendo —16(4A3 4 27B?%) £ 0.

Comenzaremos definiendo la funcién generatriz correspondiente. La idea basica es
reducir la ecuacion (3.1) modulo p para cada primo p de K, y para aquellos primos p
para los cuales se obtenga una curva eliptica E sobre k, = O /p (los llamados primos
de buena reduccion), contar la cantidad de puntos de E(k,). Hacer dicha reduccion
requiere de algin cuidado; solo diremos que el conjunto de primos de mala reducciéon
es finito y se puede determinar con precision.

Se la llama L-serie asociada a E/K, y se define como un producto de Euler:

(3.2) LE/K,s)= ][] L (s € Q),

p primo
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donde el factor local L, es el polinomio dado por

L(T) = 1—a, T+ N(p)T?  sip es de buena reduccion,
L1+ T61-T, si no,

donde a, = N(p) + 1 — #FE(k,), y el factor correspondiente a cada uno de los primos
de mala reduccién queda determinado en términos de céomo sea dicha reduccion. Estos
ntmeros satisfacen que |a,| < 24/N(p) (cota de Hasse), de lo que se deduce que
L(E/K,s) converge uniformemente sobre compactos de R(s) > 3/2.

Notar el parecido entre (3.2) y (2.2). Podemos pensar a (x como una L-serie en la
que todos los factores locales son iguales a 1 — T'.

Ahora del lado aritmético,

Proposicion 3.1. E(K) es un grupo abeliano. Mds ain, es un grupo algebraico definido
sobre K, del cual E(K) es un subgrupo.

El objeto que nos interesa es el grupo E(K). El primer resultado importante sobre
la estructura de este grupo es el siguiente teorema, que entenderemos como analogo a
la descripcion de O que nos da el Teorema 1.4.

Teorema 3.2 (Mordell-Weil). El grupo abeliano E(K) es finitamente generado.

A diferencia de lo que ocurre con el rango de Op, el rango de E(K) es dificil de
calcular. Lo denotaremos por ryyy .

Asi como teniamos en reg(K) una medida del “tamano” de la parte libre de O, en
este contexto tenemos el regulador de E/K, que se define como

(3.3) reg(E/K) = det (P, F)))
donde Py,..., P, es una base para la parte libre de E(K), v (, ) es una forma

» T TMW
bilineal en E(K), que se calcula en términos de la altura de Néron-Tate definida en

E(K). Notar la similitud entre (3.3) y (1.2).

Sin dudas, de los invariantes involucrados en la conjetura de Birch y Swinnerton-
Dyer, el més complicado es el grupo de Tate-Shafarevich, que juega un rol analogo al
de CI(K) en la formula para el nimero de clases.

Para definirlo, consideramos la accion de Gk = Gal(K/K) en E(K). Cada primo
p de K induce una valuacién en K*, dada por z — ey, si (z)o, =[], 9% con q primo
y eq € Z. Denotamos por K, a la completaciéon de K con respecto a esta valuacion.
Podemos entonces considerar también la accion de Gy, := Gal(K,/K,) en E(K,).
Como G, es un subgrupo de G, podemos considerar el morfismo

H'(Gx, B(R)) — [ H' (G, E(Ry),
p
que en cada coordenada viene dado por la restriccion de G a Gg,. El grupo de Tate-
Shafarevich es el ntcleo de este morfismo, y se denota por III(E/K). Se conjetura que
este grupo abeliano es finito.

. Qué relacion hay entre el grupo de Tate-Shafarevich y el grupo de clases? Ambos
miden la obstruccion a que elementos localmente triviales (una clase de cohomologia, o
un ideal fraccionario) sean globalmente triviales. Mas concretamente, si consideramos
la accion de G en (9%, se puede probar que CI(K) es isomorfo al nicleo del morfismo

H' (G, 0%) — [[ H'(Gx,. O%).
p

2,77
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Sobre el ultimo de los invariantes que hace falta introducir, la constante de Tamaga-
wa, no entraremos en detalles. Se define como un producto de factores locales elemen-
tales, determinados por la geometria de la curva en los primos de mala reduccion y en
el infinito. La denotaremos por c.

Ahora si, podemos enunciar el analogo al Teorema 2.1.

Conjetura 3.3 (Birch y Swinnerton-Dyer).

1. La funcion L(E/K,s) se puede continuar de manera holomorfa a todo C.
2. Sea r el orden con el que se anula L(E/K,s) en s = 1. Entonces, r = ryw.

3.
LO(B/K,1) c . reg(E/K)
(3.4 T ase) MEE R R

A diferencia de lo que sucede con la férmula para el niimero de clases, esta conjetura
dista mucho de ser un teorema®. La parte 1 se sabe cierta para cuerpos K totalmente
reales (i.e. con s = 0), y solo a partir de los trabajos de Wiles, Taylor y otros sobre la
demostracion de la conjetura de Shimura-Taniyama. El resto de la conjetura, cuando
K = Q, se sabe cierta si r < 1.

Las funciones generatrices (x(s) y L(F/K,s) se definen como productos cuyos fac-
tores contienen informacion local de K y de E/K. La formula para el namero de
clases y la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer relacionan esta informacion local con
invariantes globales de estos objetos.

Concluimos estas notas comparando las igualdades (2.3) y (3.4) término a término.

= El miembro izquierdo de la igualdad es el “primer” coeficiente de la funcién
generatriz correspondiente.

» El denominador /| disc(K)| aparece en ambas formulas.

» CI(K) se corresponde con II(E/K). Mientras que la finitud del primero es
conocida (y facil de demostrar), la del segundo es conjetural.

» reg(K) se corresponde con reg(E/K).

» wg se corresponde con |T'(F(K))| (aunque uno aparece elevado al cuadrado, y
el otro no).

» El factor 2"(27)*® se corresponde con la constante de Tamagawa.
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