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PROLOGO

Estas notas surgieron como material de soporte para la materia Fisica
Contemporinea, de la Licenciatura en Fisica, de la Facultad de Matematica,
Astronomia, Fisica y Computacién (FaMAF), Universidad Nacional de Cérdoba
(UNCQ), Argentina. El programa abarca un conjunto amplio de temas, donde cada
item se refiere a un drea o campo de la fisica actual. Este hecho da a la materia
una naturaleza ecléctica, por lo que resulta dificil encontrar un tnico texto
que cubra una parte importante de los contenidos, y con el enfoque requerido.
Debido a la gran diversidad de temas que es necesario abordar para aproximarse
a la frontera actual de la fisica, en muchos casos la estrategia consisti6 en la
seleccién de “puntos nodales” que contienen, en nuestra opinién, herramientas
fundamentales que permiten la posterior profundizacién por parte del lector.

El presente trabajo reconoce su origen y motivacién en las notas de clase que
elaboramos durante la implementacién por vez primera de la materia en el afio
2013. La version original fue posteriormente depurada durante el dictado de la
materia del 2014 al 2017. No todos los temas de la materia se encuentran incluidos
en estas notas, ya que algunos de ellos (Fisica Nuclear), se encuentran descriptos
al nivel requerido por la materia en numerosos textos de Fisica Moderna.

Una obra de esta naturaleza serfa muy dificil de elaborar sin la colaboracién
y el asesoramiento de numerosos colegas. Queremos agradecer principalmente
a Cecilia Gonzélez, Verénica Marconi, Carlos Kozameh y muy especialmente al
querido Sergio Dain, quien fallecié durante el 2016. Sirva pues la presente obra
también como un humilde homenaje a su memoria.

A continuacién brindamos una breve descripcién de los objetivos de cada
tema aqui tratado.

Moléculas: esta seccién presenta una introduccién al estudio de la naturaleza
de la estructura molecular desde el punto de vista fisico, mediante el anélisis
de los diferentes procesos capaces de ensamblar un conjunto de ntcleos y
electrones para formar una estructura estable. En cierta forma, es un paso
natural luego del estudio de atomos multielectrénicos que se aborda en los
cursos de Mecanica Cudntica. Por razones de simplicidad, nos restringimos
al caso de moléculas diatémicas. El enfoque principal estd en el estudio
del origen de la ligadura molecular en base a los principios de la mecénica
cudantica, discutiendo la teoria de Heitller-London como el punto de partida
de la teorfa de la covalencia. El estado del arte en el campo de la quimica
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actual incluye ademads de estos conceptos, una metodologia alternativa para
el calculo de estructuras moleculares, conocida globalemente como método
de combinacién de orbitales moleculares (LCAQO). La literatura actual de la
fisico-quimica sigue de manera preponderante dicho enfoque, razén por la cual
incluimos en este capitulo una descripcién sintética de los conceptos en que se
basa LCAO, y la comparacién con la covalencia. El movimiento de los ntcleos
atémicos en el potencial molecular provisto por la dindmica electrénica es
abordado “de menor a mayor”, en el marco de la hipétesis de Born-Openheimer
asumiendo en primera instancia la separacién de las rotaciones y vibraciones
como movimientos independientes, como aproximacién de orden cero en un
esquema perturbativo. Luego analizamos las primeras correcciones que surgen
de incluir la anarmonicidad y el acople entre ambos tipos de movimiento. En
particular, discutimos la estrategia histérica en base al potencial de Morse.
Finalmente, estudiamos las reglas de seleccién para las transiciones dipolares
eléctricas y las caracteristicas principales de los espectros.

Superconductividad: El objetivo de esta parte es brindar una descripcién
general de la fenomenologia asociada a la superconductividad. Asi, los aspectos
tedricos se introducen a través de las teorias fenomenoldgicas de London y
Landau-Ginzburg, mediante las cuales se introducen los conceptos basicos de
longitud de penetraciéon y coherencia, culminando en una descripciéon general de
los superconductores tipo II y una breve descripcion del efecto Josephson. La
teoria BCS no se discute en este contexto y solo se la menciona al pasar.

La informacién cudntica es un tema de gran actualidad en la fisica, que
abarca desde el aspecto basico de los fundamentos de la mecénica cudntica hasta
las aplicaciones contempordneas en ‘tecnologias cudnticas’. En este capitulo
utilizamos la antigua controversia conocida como paradoja o argumento de
EPR para resaltar la naturaleza de los principios de la mecénica cuantica, que
contrastan con algunos preceptos en que se basa la descripciéon del mundo
clasico, como los de localidad y realidad. Se introduce el formalismo de
operador densidad, como un lenguaje adecuado para presentar conceptos clave
en el amplio campo de la informacién cudntica, como coherencia, correlaciones,
entrelazamiento y no-localidad cudnticos, asi como la nocién de no-separabilidad
de sistemas cudnticos acoplados por una interaccion mutua. En ese contexto
se presenta la desigualdad de Bell, como un criterio cuantitativo, contrastable
experimentalmente, para caracterizar a la teorfa cuantica. Para ilustrar estas
ideas utilizamos un ejemplo (introducido por K. Blum en la tercera edicién de su
monografia Density Matrix Theory and Applications) basado en un sistema bipartito
puro, mediante el cual se puede discutir el concepto de entrelazamiento cudntico
de una manera directa. El concepto de no separabilidad, central en la discusiéon
de EPR, también es presentado desde el punto de vista de los procesos dindmicos
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irreversibles que ocurren en sistemas cuanticos abiertos. En ese contexto se
ilustra la discusién mediante un resumen del modelo espin-bosén que describe
la dindmica decoherente de un qubit en presencia de un campo de fotones.

Relatividad General y Cosmologia: El objetivo de esta seccion es brindar al
lector conocimientos bdsicos que permitan entender la naturaleza de la Teoria
de la Relatividad General. A tal fin, se brinda una breve introduccién a la
geometria diferencial y una discusién relativamente extensa del principio de
equivalencia. De esta manera, se busca enfatizar el cardcter geométrico de la
teoria y las motivaciones que llevaron a su formulacién. Las ecuaciones de
Einstein se mencionan, pero no se analizan, ya que no esté entre los objetivos que
el estudiante aprenda a resolver problemas de relatividad. Asumiendo entonces
que la métrica del espacio-tiempo viene dada como solucién de las ecuaciones
de Einstein, la obtencién de la trayectoria de particulas puntuales se presenta
mediante un principio variacional, del cual resulta la ecuacién de la geddesica.
Esto permite analizar la aplicacion de la teoria en algunos ejemplos relativamente
simples, tales como la precesion del perihelio de Mercurio y los agujeros negros
esféricos (métrica de Schwarzschild). Finalmente, se analizan algunos de los
modelos cosmolégicos mas utilizados y su consecuencia principal, el big bang.

Particulas y Campos: el objetivo de esta parte es brindar a los lectores algunas
nociones bdsicas que le permitan comprender como se estructura una teoria
cudntica de campos. Se analiza la cuantizacién del campo electromagnético y
algunos conceptos basicos del tratamiento de la interaccién entre radiacién y
materia, en parte como soporte para el tratamiento posterior de laser. Finalmente,
se da una introduccién a la mecédnica cuantica relativista, a través de la teoria
de Dirac, culminando en su prediccién mas importante: la existencia de
antimateria (positrén). Se espera que estos conceptos sirvan de base para asimilar
minimamente una descripcién cualitativa del modelo standard.

Laser: con el objetivo de contribuir al entendimiento de los aspectos basicos
del funcionamiento del laser, en este capitulo se analizan dos temas bdsicos
relacionados con la interaccién de la radiacién con un &tomo. Estos son:
los procesos de radiacién estimulada y espontdnea, y la existencia de los
estados estacionarios que el sistema de 4tomos puede alcanzar atiin en contacto
con radiacion externa aplicada. La existencia de transiciones estimuladas y
espontdneas se discute a través de la teoria de perturbaciones dependiente
del tiempo que permite mostrar la existencia de ambos tipos de procesos en
la escala de tiempo de validez de la teoria. El aspecto novedoso en este
punto es la presencia de transiciones electrénicas que ocurren aun en ausencia
absoluta de fotones del campo circundante al dtomo, lo que sefiala a las
fluctuaciones del vacio como un mecanismo microscépico esencial, responsable
del comportamiento macroscépico del sistema dtomo-radiacion. Para introducir
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los procesos atémicos de absorcién y emision de energia electromagnética en
condiciones estacionarias, hacemos uso de la ecuacién maestra markoviana, que
permite tratar de manera conjunta las fluctuaciones del vacio como proceso
intrinseco que origina disipacién y decoherencia y la radiacién externa que
origina las transiciones estimuladas. El andlisis permite encontrar la relacién
entre las intensidades de ambos tipos de procesos mediante un analisis de la
situacion de equilibrio del &tomo con radiacién térmica. De esta forma es posible
rederivar la muy conocida relacién histdrica entre los coeficientes de Einstein. En
base a lo anterior se discuten aspectos bésicos involucrados en la generacién
de radiacion laser en una cavidad, en la que es posible lograr la excitacion en
cascada de radiacion atémica estimulada como un proceso colectivo, que es
capaz de producir luz de gran intensidad, y de muy pequefio ancho de banda.
Si bien el tratamiento es preponderantemente semicldsico (dtomo cudntico y
campo clasico), los elementos de dindmica de la matriz densidad presentada en
este capitulo brindan herramientas para el estudio de otros problemas en 6ptica
cudntica, tales como el modelo de Jaynes-Cummings.
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CAPIiTULO 1

ESTRUCTURA MOLECULAR

1.1 Introduccion

La quimica es la disciplina cientifica que explora el mundo de atomos y
moléculas, buscando explicar sus combinaciones, estructuras y propiedades,
como asi también describir los procesos dindmicos que transforman esas
estructuras. Se busca comprender la naturaleza de las interacciones atémicas que
originan estructuras moleculares estables y de las fuerzas intermoleculares que
dan lugar a estructuras sdlidas extendidas. También, se plantea como objetivo
fundamental comprender la reactividad quimica. La mecdnica cuantica provee la
fundamentacién conceptual sobre la cual descansa el conocimiento actual sobre
estos fendmenos.

En nuestro estudio nos enfocaremos en el aspecto estructural molecular,
introduciéndonos en los métodos de calculo de las energias involucradas y
en el uso de la espectroscopia como una importante herramienta para el
desarrollo de los modelos moleculares. En primer lugar abordaremos las ideas
tedricas principales basadas en la mecédnica cudntica, que histéricamente se
desarrollaron para explicar el origen y naturaleza de las “fuerzas” que hacen
posible la existencia de una estructura multiatémica estable que denominamos
molécula. Luego discutiremos las aproximaciones principales que permiten
calcular las energias moleculares y finalmente introduciremos los principios
de la espectroscopia molecular. De la misma forma que en el estudio de la
fisica atémica, la espectroscopia molecular posibilita el acceso a los espectros
energéticos moleculares, y por lo tanto permite la contrastacién de los célculos
tedricos basados en la solucién de la ecuacién de Schrodinger correspondiente al
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1.1. INTRODUCCION

modelo propuesto.

El problema tedrico que significa la solucién de la ecuacién de Schrodinger
para una molécula, atin de las mds simples, es muy complejo, ya que demanda
describir la dindmica de un conjunto de electrones y ntcleos, en un sistema
multi-centro de muchas particulas. Aqui, a diferencia de lo que ocurre en los
atomos multi-electrénicos, no solamente importa la dindmica de los electrones
sino ademads debe tenerse en cuenta la dindmica de los ntcleos, considerando la
repulsién nuclear y electrénica, asi como la atraccion electrén-ntcleo.

Nuestro andlisis estard basado en una hipétesis de caracter fundamental, que
estd presente en la mayoria de los célculos cuanticos, y que introducird una
simplificacién importante en la teoria. Se trata de la llamada aproximacion de
Born-Oppenheimer (BO). Mediante esta hipétesis es posible separar la dindmica
de los nicleos y los electrones que participan en la unién molecular o ligadura
quimica, introduciendo asi una energia potencial efectiva que gobierna los
movimientos de los nticleos en una estructura estable. Toda la discusion se hard
en torno a moléculas diatémicas, lo que implica una considerable simplificacién
de la presentacién, permitiendo a la vez incluir las ideas principales. El
propdsito principal de esta presentacion es el de plantear algunas de las ideas
fundamentales que subyacen en este universo complejo dentro del reino de
la mecénica cudntica, como un apoyo para la introduccién en la muy variada
literatura sobre el tema.

Cabe notar que atin dentro de la simplificacion que introduce la aproximacién
de BO, la descripcion del enlace molecular es un problema arduo. Al tratarse de
un problema multi-centro, surge una complicacién superior a la que plantean
los &tomos multielectrénicos. En este dltimo caso, el calculo de las energias
y funciones de onda de los diferentes elementos atémicos puede realizarse
mediante una metodologia de campo central consistente (Hartree-Fock). En el
estudio de la estructura molecular no es posible aplicar directamente este tipo
de métodos, aunque en cierto modo algunas estrategias de cdlculo “copian” la
idea de la construccién de los estados multielectrénicos acomodando electrones
a lo largo de una base de funciones. Este procedimiento se conoce como LCAO
(combinacién lineal de orbitales atémicos), como se verd mas adelante.

Para la resolucion de los calculos de la estructura molecular existen en
realidad varias estrategias, que en muchos casos cooperan en la solucién del
problema. Estos métodos estan basados en dos ideas principales. Una de ellas
ve a la molécula como un arreglo estable de un grupo de nicleos y electrones
1. La estructura exacta la determinan las fuerzas electromagnéticas y las leyes
de la mecédnica cudntica. El otro enfoque considera la molécula como una

'En cierta forma esta visién extiende a la molécula la idea de una * gran’ estructura atémica.
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CAPITULO 1. ESTRUCTURA MOLECULAR

estructura estable formada por la asociacién de dos o mds dtomos, que retienen
su identidad, a diferencia del enfoque anterior. Ambos puntos de vista son
ttiles en diferentes casos, y en general la estructura y propiedades moleculares
se describen mejor con una combinacién de ambos enfoques.

Entonces, comenzaremos visualizando la idea de ligadura molecular
covalente, de origen netamente cudntico, siguiendo el planteo histérico del
modelo de Heitler-London para describir la molécula de H,. Para ello,
partiremos del caso mas simple, el i6n molecular Hf. En este ejemplo
discutiremos las ideas principales del método conocido como Teoria de Ligadura
Covalente (VBT en inglés, por valence bond theory). Veremos que un ingrediente
fundamental para la estabilidad de este sistema es el proceso cuantico de
tunneling. Luego, extenderemos esta idea al caso de la molécula de H, donde
la estabilidad molecular es explicada principalmente en términos del tunneling
correlacionado de los dos electrones.

Finalmente, también discutiremos los enlaces i6énico y de Van der Waals,
con lo que tendremos un panorama de las diferentes “fuerzas” que dan lugar
a estructuras moleculares estables.

Por dltimo, presentaremos un resumen del método de orbitales moleculares
y las técnicas de optimizaciéon. Este procedimiento es uno de los mads
utilizados en los calculos de quimica cudntica actualmente. Para ello,
introduciremos el método LCAOQO vy las ideas principales del procedimiento de
campo autoconsistente utilizado para el calculo de la funcién de onda.

1.2 El i6n molecular hidr6geno H;. Ligadura por tuneleo
de un electrén

La forma molecular més simple en la naturaleza es el ién molecular de hidrégeno
Hj, que es una estructura estable de dos protones y un electrén. Este ejemplo,
junto con la molécula de hidrégeno neutra, ilustra algunos de los principios
basicos involucrados en la estructura molecular, esencialmente la ligadura
covalente.

Una simplificacién muy importante para el andlisis teérico de la estructura
molecular es la aproximacion de Born-Oppenheimer, que también se aplica en
teoria del estado sdlido. En el Apéndice de este capitulo describimos de
manera resumida los pasos principales de la formulacién de esta hipétesis.
Fisicamene, la idea estd motivada en la gran diferencia entre las masas de
ntcleos y electrones. De acuerdo con esta caracteristica, desde un punto de
vista cldsico se considera que la dindmica electrénica es mucho més “rapida”,
lo que justificaria la hipétesis de que ambos tipos de movimientos pueden
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1.2. EL ION MOLECULAR HIDROGENO H. LIGADURA POR TUNELEO DE UN
ELECTRON

considerarse desacoplados. Traducido a la mecénica cuantica, se asume que la
funcién de onda total es un producto de funciones de onda nuclear y electrénica,
es decir, se supone que ambos grados de libertad estdn descorrelacionados 2
y consistentemente se considera que la energia cinética nuclear no afecta a las
variables electrénicas. Con estas consideraciones, se logra separar la ecuacion
de Schrodinger en dos ecuaciones, una para los electrones (considerando la
separacién nuclear como pardmetro) y otra para los nticleos, con la particularidad
que las autoenergias del problema electrénico consituyen potenciales efectivos
para la ecuacién que describird la dindmica de los ntcleos. De forma menos
precisa, la idea estd motivada en la intuicién semi-clasica que anticipa que los
electrones pueden “ajustar casi instantdaneamente” su funcién de onda para cada
valor de la distancia internuclear 3.

El caso del ion H; es el tinico en que existe una solucién matemética
exacta. *. Sin embargo, a los fines de discutir las caracteristicas principales
del problema resulta ttil encontrar una solucién aproximada, en un enfoque
perturbativo o variacional. Dentro de la aproximacién de BO buscamos un
resultado aproximado para el potencial efectivo provisto por el electrén en su
dindmica regida por el Hamiltoniano de interacciéon Coulombiana, calculando las
energias electronicas como funciones paramétricas de la distancia internuclear.

Con este prop6sito, se propone una funcién de onda electrénica que satisface
los requerimientos de simetria y comportamientos limites. La ecuacién de
Schrodinger para las autofunciones electrénicas es

H¢e = 5we, (11)

donde el Hamiltoniano H incluye los términos de atracciéon Coulombiana del
electrén con los protones, y la energia de repulsién entre los protones

n _, ke? ke? ke?
— — — — = 1.2
2me T |I' + %| |I' o % + R we(r) €e¢e(r) ’ ( )
donde m, es la masa del electrén y k = 47360 con ¢ la constante de permitividad

del vacio.

% Este tipo de hip6tesis se usa en los casos en que una parte de un sistema compuesto genera
un campo efectivo para la otra parte, como por ejemplo, una particula en un pozo de potencial.

3Aunque no es posible demostrar esta aseveracion, en algunos textos, como por ejemplo M.
Weissbluth, Atoms and molecules, Academic Press (1978) se muestran los pasos que llevan a escribir
las ecuaciones separadas para ambos grados de libertad.

La estructura matematica de la solucién exacta es complicada, por lo que generalmente se
recurre a expresarla de manera gréafica, mediante métodos numéricos. Es ttil consultar el sitio
http:/ /www.nyu.edu/classes/tuckerman/adv.chem/lectures/lecture; 3/node3.html, y el trabajo
de T. Scott et al. New Approach for the Electronic Energies of the Hydrogen Molecular Ion, Chem.
Phys. 324 (2005)
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FIGURE 1.1: Sistema de referencia para el electrén y los nicleos del ion molecular H,'.

En la Figura (1.1) se muestra la disposicién de los ntcleos a lo largo del eje
z, separados por una distancia R, y la posiciéon r del electrén. En el marco de la
aproximacién de BO, la distancia internuclear R se mantiene constante, como un
pardmetro durante el cilculo de las autofunciones electrénicas, y las autoenergias
electrénicas jugaran el rol de potenciales efectivos (como funciones de R), que
controlan la dindmica de los nticleos para cada estado electrénico.

La Figura (1.2) representa un esquema bidimensional del potencial
electrostdtico Coulombiano que ve el electrén, provisto por los ntcleos.
Supongamos que tenemos uno sélo de los pozos de potencial, por ejemplo el que
estd centrado en z = R /2. Este problema es conocido, y la solucién de la ecuacién
de Schrodinger para el estado de menor energa es el orbital atémico ¢15(r — &),
es decir el estado hidrogenoide 1s centrado en r = B. Andlogamente, para un
electrén en un pozo de potencial centrado en r = —3, el estado fundamental es
o1s(r + %) En ambos casos, la energia es la misma, €15.

Ahora consideremos un electrén en presencia de los dos protones y
analicemos las propiedades globales de la funcién de onda del problema
combinado. Cuando el e~ se encuentra en las proximidades de r = i%,
esperamos que la funcién de onda del estado fundamental sea aproximadamente
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1.2. EL ION MOLECULAR HIDROGENO H. LIGADURA POR TUNELEO DE UN
ELECTRON

P
Y
L

FIGURE 1.2: Esquema plano del potencial electrostatico que ve el electrén a lo largo del
eje z, debido a los nticleos ubicados en posiciones fijas, de acuerdo con la aproximacién
de Born-Oppenheimer.

¢15(r F ¥). Otra propiedad necesaria de la funcién de onda proviene de la
simetria del potencial alrededor de r = 0, lo que implica que la probabilidad
debe ser par con respecto ar, P(r) = P(—r), y por lo tanto ¢).(—r) = £1).(r). Es
decir que la funcién de onda tiene paridad definida.

Autofunciones que satisfacen los dos requerimientos globales de simetria y
comportamiento limite, son de la forma

60) = cr fonlr = 5)+ o+ )] (13)
y
v = [onr = 5) -~ ou+ 5] 49
Las constantes de normalizacion tienen el valor
=/2(1+5), donde S= / P1s(r ¢1S( I;)d?’r
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es la integral de overlap. Cuando r ~ %, entonces ¢1(r + %) ~ ¢15(R) < ¢15(r —

%), por esta razén se puede aproximar

Vg Ciﬁbls(r - %)
Anédlogamente, cuando r ~ — %, las soluciones propuestas cumplen la condicién
limite ¥4 ~ cyd1s(r + %) Es decir la funcién de onda del sistema compuesto
tiende en ambos casos a los orbitales atémicos centrados en cada protén.
Para estudiar la paridad de la probabilidad asociada con las funciones
aproximadas, escribamos la funcién de onda evaluada en —r

Yy(—r) =cy |P15(—1r — %) + ¢15(—r + %) . (1.5)
Recordando las propiedades de paridad de los orbitales atémicos del dtomo
de hidrégeno, ¢15(r) = ¢15(—r), es directo verificar que se cumple ¢4 (—r) =
+1)4(r), por lo que sigue que la probabilidad es una funcién par de r.

Habiendo generado las funciones 11 como soluciones aproximadas de los
estados de menor energia del Hamiltoniano de la Ec. (1.2), correspondientes a
los ntcleos ubicados con una separacion fija R, ahora calculamos los valores de
expectacion del Hamiltoniano para cada uno de los v estados propuestos, para
encontrar las energias electrénicas como funcién de la separacion internuclear.
Entonces, las energias correspondientes a las funciones (1.3) y (1.4) son:

K2 ke? ke? ke?
e+ = (H)y Z/‘I’l 5 Vi - - +— ¢ Yed’r.  (1.6)
* 2me r+ 2 -8 R

Recordemos que como consecuencia de la hipétesis de BO las energias
electrénicas calculadas para R fijo representan potenciales efectivos e+ = V£(R)
que generan la dindmica de los ntcleos.

El calculo del valor de expectacién puede hacerse de forma directa pasando a
un sistema de coordenadas esferoidales proladas °. Para expresar los resultados
de manera compacta, utilizamos la notacién de Dirac y definimos:

-~ =r r+— =rg,
r 2 Ay +2 B

b= 2)=1oa) ¥ oulr+ )=o)

Una presentacién detallada del procedimiento puede consultarse en la referencia PW. Atkins
and R.S. Friedman, Molecular Quantum Dynamics, Oxford University Press (2005)
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ELECTRON

Definimos, ademas, la integral de Coulomb

1 1
M= k<¢A|E‘¢A> = k<¢B|aV¢B>

y la integral de ‘resonancia’

1 1
N = k<¢A‘a|¢B> = <¢B‘E|¢A>‘

La integral de Coulomb tiene una interpretaciéon clasica directa, dado que
representa la energia Coulombiana de interaccién entre una densidad de cargas
e|pal® y el ntcleo B. Por el contrario, la integral de resonancia no tiene
contrapartida cldsica, ya que no corresponde a un valor de expectacion.

Con estas definiciones, el calculo de los valores de expectacion de la Ec. (1.6)
se resume en las siguientes expresiones:

e? M N
= Ei, — — 1.7
et R TI4S 148 (17)
c g,y ¢ M N (1.8)
- s dregR 1-8  1-S5~ ’
M = k {1 — (1 + R) e2R/a0} ) (1.9)
R ag
N=F (1 + R> e R/ (1.10)
ao ao
—R/ag
1 2
S:{1+R+<R> } 7 (1.11)
ag 3 ag

donde ag es el radio de Bohr. En las expresiones (1.7) y (1.8) para las energias
podemos ver que hay una diferencia de signo en la contribucién de la integral
de resonancia o tunneling. Este signo marca la diferencia, ya que 4 tiene un
minimo debido a que la contribucién asociada con el overlap de las funciones de
onda de los orbitales atémicos en la region intermedia entre los niicleos, se suma
a la contribucién de Coulomb compensando la energia de repulsion internuclear.
Esto indica la existencia de una estructura molecular estable, relacionada con la
funcién de onda ligante . En cambio, en £_ no existe minimo, lo que implica
el caracter antiligante de ¢)_. La Figura (1.3) ilustra los potenciales efectivos que
ven los nticleos debido a la dindmica electrénica, en ambos casos.
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CAPITULO 1. ESTRUCTURA MOLECULAR

FIGURE 1.3: Potenciales efectivos generados por el electrén, calculados con las funciones
de onda ligante y antiligante mediante la ecuacién (1.6). Ry es la distancia internuclear
correspondiente al minimo del potencial efectivo que se obtiene con la funcién de onda
ligante

Para intrpretar el origen de las denominaciones ‘resonancia” 6 ‘tunneling’
de la contribucién cuantica, nos referimos a problemas unidimensionales, como
por ejemplo dos pozos de potencial separados por una barrera o un oscilador
cuantico doble. En esos casos se ve rdpidamente que si la particula es ubicada a
t = 0 en uno de los minimos del potencial, la evolucién posterior de la funcién de
onda consiste en una superposicion de amplitudes de probabilidad localizadas
en ambos pozos, de manera que cuando una es méxima la otra se anula. La
frecuencia de esta oscilacién es precisamente (¢ —¢_)/h y la particula transcurre
entre los dos estados localizados ¢ +1_. Enlos estados j (1.3) y (1.4), la densidad
de probabilidad electrénica es

1
e |? = §[|¢A|2 +|¢5|* £ dagsl, (1.12)

donde el signo positivo corresponde al estado ligante y el negativo al antiligante.
En el primero, el término de interferencia contribuye a la densidad electrénica en
la regién entre los ntcleos. En el segundo, la densidad de probabilidad es nula
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en el centro y muy pequefa en las regiones intermedias.

1.3 Ligadura covalente. La molécula de H,. Teoria de
Heitler-London.

El siguiente paso en orden de complejidad, luego del ién molecular HJ, es
la molécula de hidrégeno neutra, Hy, que corresponde a dos protones y dos
electrones. Este caso es un ejemplo paradigmatico del tipo de enlace covalente,
que di6 lugar a la escuela de “teorfa de ligadura de valencia” iniciada a partir de
la propuesta de Heitler y London (HL), publicada en los comienzos mismos de
la mecénica cudntica.

Los electrones son particulas indistinguibles por lo que la funcién de onda
total debe satisfacer la condicién de antisimetria. El razonamiento de HL
(1927) puede desarrollarse partiendo de un sistema donde los dos protones se
encuentran juntos en r = 0, por lo que tendriamos la carga correspondiente al
ntcleo de He. El estado fundamental para este sistema es una configuracién 1s?,
con una autofuncién de la forma

$(1,2) = dra(r1)drs(r2)x(1,2), (1.13)
donde x°(1,2) es la funcién de onda de espin antisimétrica (singlete), y las
funciones orbitales son orbitales atémicos hidrogénicos. Asi, 1(1,2) = —(2,1)

satisfaciendo la condicién necesaria de antisimetria para los electrones. Ahora
‘separamos’ los dos protones a una distancia R, a lo largo del eje z, y asumimos
que cada electrén permanece asociado a diferentes protones. La nueva funcién
de onda quedaria escrita en la forma

9(1,2) = b1yl — D)onslr+ SN(12), (119

Esta funcién atin no puede ser la solucién del problema, dado que no es
antisimétrica y tampoco incluye como estado posible aquel en que el electrén
de cada uno de los 4tomos pueda encontrarse de manera indistinguible en la
vecindad del otro ntcleo. Entonces se propone una solucién que satisface estas
dos premisas intimamente relacionadas:

(L2 = 5x5(1,2)x
(1.15)
< {011 = B)ora(ra + B) + on,(r1 + B)orra - B} -

Esta es la funciéon de onda de HL, que consiste en una superposiciéon de dos
estados, con la misma amplitud de probabilidad, donde cada estado corresponde
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a los electrones asociados a ambos nticleos. En una visiéon semiclasica, podemos
interpretar que los electrones se intercambian (tunneling) entre los dos protones
de manera que siempre hay uno de ellos en cada protén. Esta propuesta
no favorece configuraciones en las que ambos electrones se encuentren el las
proximidades de un mismo ntcleo. Veremos enseguida que este modelo predice
de manera aceptable las propiedades estructurales de la molécula de Hs, aunque
una pequefia ‘mezcla’ con un estado de doble ocupacién mejora las propiedades
de ligadura.

Otra posible funcién de onda en un modelo como éste, constriuida a partir
de orbitales atémicos, seria un producto de una funcién de onda ‘orbital’
antisimétrica y una funcién de espin simétrica (triplete) x7 (1, 2):

Y(1L,2)fF = 5xT(1,2)x
(1.16)

x{g1s(r1r = §)d1s(ra + §) — d1s(r1 + F)gus(ra — )}

Del anélisis del médulo cuadrético de las funciones de onda de las dos
particulas se puede visualizar que las dos soluciones propuestas tienen asociadas
distribuciones de probabilidad de caracteristicas muy distintas. Asi, partiendo
de las densidades Psr = |¢sr|? (singlete o triplete) podemos anticipar que
¥(1,2)HE y (1,2)H L representan estados ligante y antilgante, respectivamente,

Psr =3 [¢3,(r1 — )2, (r2 + B) + ¢2,(r1 + B)pd (r2 — &)

(1.17)
+£2¢15(r1 = B)d15(r2 + §)drs(r1 + F)rs(ra — F)] -

En la ecuacién anterior, los dos primeros términos son mdaximos cuando los
electrones estdn en las proximidades de cada ntcleo. El término cruzado, de
interferencia, depende del overlap de las funciones de onda, que es maximo
en la regién intermedia entre los ntcleos. Para el caso del singlete (Ps), esta
contribucién se suma, mientras que se resta para el triplete (Pr). El aumento de
la probabilidad en la regién intermedia favorece la ligadura, como en el caso del
i6on molecular (estado ligante). Contrariamente, en el caso del triplete, se trata de
un estado antiligante. Estas caracteristicas se apreciaran mads evidentemente al
calcular la energia asociada con estos estados, como veremos mds adelante.

Recordemos que la interpretacién probabilistica de la funcién de onda en
el caso de muchas particulas es una generalizacién de la de una particula. En
general, para un sistema de N particulas, la cantidad

N
[(r1,ra, - en) 2 [ dr; (1.18)
j=1

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC 21



1.3. LIGADURA COVALENTE. LA MOLECULA DE H,. TEOR{A DE HEITLER-LONDON.

se interpreta como la probabilidad de encontrar las N particulas en el volumen
3N-dimensional HjV: ,dr; que rodea al punto (ri,rz,---ry) en el espacio
configuracional. Si bien toda la informacién disponible sobre el sistema se
encuentra en esta funcién de onda, la ecuacién (1.18) no tiene una interpretacién
simple en términos de una distribuciéon que dependa de las tres coordenadas
de un punto en el espacio. En sistemas de muchos electrones, el calculo de
propiedades fisicas a partir directamente de la funcion ¢ (ry,re,---ry) puede
resultar muy complicado o atin imposible. Para resolver esta dificultad se
introduce el concepto de densidad de particulas, es decir la probabilidad de que
cualquiera de los N electrones (el primero, el segundo, ..., el N-ésimo) se
encuentre en la posicion r

n(r) = N / ok (70, IO, 9yt )dra - dey s (119)

/n(r)dr =N. (1.20)

Esta magnitud esta relacionada con la densidad electrénica a través de la carga g
del electrén

p(r) = qn(r). (1.21)
y se puede determinar experimentalmente, por ejemplo mediante experimentos
de difraccién de R-X o neutrones.

La utilidad tedrica de n(r) para los célculos de estructura molecular radica
en el importante hecho de que la energia del sistema puede ser expresada en
términos de la densidad de probabilidad electrénica. La energia es un funcional
de esta cantidad en el estado fundamental de cualquier sistema. Esta propiedad
es la base de la teoria del funcional densidad (DFT- density functional theory).
El teorema de P. Hohenberg y W. Kohn establece que la energia del estado
fundamental, y cualquier propiedad electrénica del estado fundamental estdn
univocamente determinadas por la densidad electrénica. En un paso posterior,
se derivé un conjunto de ecuaciones (W. Kohn and L.J. Sham ©) en términos de
cantidades de un sélo electrén a partir del cual se puede deducir la densidad
electrénica. 7 8

Asf, para la molécula de H»

1W(1,2)L2dry dry (1.22)

®W. Kohn and L.J. Sham, Phys. Rev., 1133, A140 (1965).

"W. Kohn, Nobel Lecture: Electronic structure of matter-wave functions and density functionals, Rev.
Mod. Phys. 71, 1253 (1999).

8P, Atkins and R. Friedman, Molecular Quantum Mechanics, 4-th Ed., Oxford (2005).
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es la probabilidad conjunta del estado en que las dos particulas se encuentran
en el volumen 6-dimensional dridra que rodea al punto rirs del espacio
configuracional 6-dim. Es decir es la probabilidad de encontrar a un electrén
alrededor de ry y otro electrén alrededor de ra. La densidad electrénica n(r)dr
es la probabilidad de encontrar un electrén en el elemento de volumen dr, y de
acuerdo con (1.21), esta cantidad se obtiene sumando (integrando) |¥(1,2)L2
sobre rp para todas las configuraciones en las que r; esté fijo y luego sumando el
resultado del procedimiento inverso °. El resultado de este procedimiento para
las funciones de onda (1.15) y (1.16) se muestra en la Figura (1.4)

FIGURE 1.4: Densidades electrénicas correspondientes a las funciones de onda de
Heitler-London. La densidad ligante presenta mayor intensidad en la regién entre
ntcleos.

Para calcular las energias electrénicas, nuevamente se asume que la distancia
interprotones R es fija, tomando esta distancia como un parametro, en el contexto

D.W. Oxtoby, H.P Gillis and A. Campion, The Principles of Modern Chemistry, 6-th Ed., Thomson
(2008)
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de la aproximacién de BO. Dentro de este programa, se calculan las energias
correspondientes a las dos autofunciones para un conjunto de valores de R, y
se interpreta el resultado como una energia potencial efectiva para los ntcleos
provista por un campo medio asociado con los electrones. El célculo de las
energias es similar al caso del ion molecular. En este procedimiento se calcula
el valor de expectacién del Hamiltoniano de los electrones para una distancia
interprotones R, incluyendo los términos Coulombianos de atraccion de los
electrones por los nucleos y de repulsién electrén-electrén. Generalizando la
ecuacion (1.6)

ex = (H)u.
K2 h2 ke? ke? ke? ke?
:/‘I’ft _7V21_ sz_ eR_ eR_ eR_ eR
2me 2me i+ 5 ri—F e+ S r2— 3
ke? k62>
+ 3 — |’ d3r.
|I‘1 —1'2’ R *
(1.23)

Similarmente al caso del ion HJ, al calcular las energias correspondientes a
las autofunciones aproximadas ¥(1,2)4L y ¥(1,2)/L, se obtienen

ex(R)=2E1,+G + 5, (1.24)

donde G’ y S’ representan la contribucién Coulombiana y la interferencia (6
término de intercambio), respectivamente. El signo mas corresponde al singlete
y el menos al triplete. Dado que S’ resulta negativo, la energia del singlete es
menor, y ademds presenta un minimo pronunciado. La energia de formacién
de la molécula que surge del modelo de HL es alrededor del 67% del valor
experimental D.,, = 102,6 kcal/mol, mientras que la distancia de equilibrio
es Ry = Roexp + 0,064 = (0,74 + 0, 05)A. Los gréficos de los potenciales son
similares a los de la Figura (1.3).

El modelo de HL puede ser “mejorado” para reproducir mas ajustadamente
la energia de disociacién. Parte de las mejoras se obtiene agregando a WL un
término que representa la doble ocupacion de un protén por dos electrones:

U(1,2)s = U(1,2)00+

%{éf)ls(rl —B)p1s(ra — B) + grs(r1 + B)ous(ra + B)IxA(1,2),
(1.25)
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donde v es un coeficiente ajustable. Estos dos términos agregados aportan
probabilidad de que los dos electrones se encuentren en proximidades de un
mismo ntcleo. De la comparaciéon con resultados experimentales, surge como
mejor valor v = 0,2. Dado que ambas configuraciones iénicas son igualmente
probables, no hay una redistribucién neta de carga que pueda aportar un
momento dipolar eléctrico. Esta modificacién permiti6é acercar la energia de
disociacién un 5% hacia el valor experimental.

Otras correcciones posteriores permitieron reproducir finalmente D.,, y
Roezp- Uno de los agregados al modelo consistié en utilizar orbitales atémicos
modificados introduciendo un nimero atémico efectivo Z’' = 1, 17. Esto permitié
mejorar la forma de la funcién de onda para una mejor ajuste con la distancia
internuclear. Finalmente, se consiguié un excelente acuerdo mediante una
estrategia de deformacién de orbitales, término que se utiliz6 para describir la
inclusion de las interacciones més complejas que se descartaron en el modelo
simple inicial, como los efectos debido a la polarizacién 10,

En moléculas mds complicadas, generalmente hay un “carozo cerrado” de
elctrones muy ligados a sus ntcleos originales, y que participan muy poco
o0 nada del fenémeno de intercambio. En cambio, los electrones externos si
participan fuertemente del intercambio y son denominados electrones de valencia.
En las ligaduras del tipo de las de la molécula de H> estos electrones participan
cooperativamente, por lo que a este tipo de enlace se lo denomina enlace covalente.

1.4 Enlace iénico.

En aquellos casos en los que pueda asignarse a cada dtomo de un par (o
de un grupo de dtomos) una estructura electrénica definida esencialmente
independiente de la presencia del otro 4&tomo o grupo, y tal que se establecen
interacciones electrostaticas que llevan a una atraccién fuerte entre los dtomos
y la formacién de un enlace quimico, hablamos de un enlace electrostético. El
enlace idnico es el ejemplo més importante de este tipo de ligaduras quimicas.

Al estudiar el enlace covalente y el ion hidrégeno molecular, vimos que la
simetria impone que la distribucién de probabilidad electrénica se distribuya
igualitariamente entre ambos sitios nucleares. Eso llevé a asumir que en la
naturaleza la estabilidad de las moléculas diatémicas homonucleares se debe
en gran medida a los electrones comportandose colectivamente para proveer
una distribucién adecuada que brinda una energia potencial a los ntcleos que
posee un minimo que corresponde a una configuracién de equilibrio estable. La

Algunos detalles de estas correcciones, que se hicieron en los albores de las ideas de la
covalencia, estan descriptos en L. Pauling, The nature of the chemical bond, 3era edicién (1960)
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funcién de onda es una superposicion de dos estados, que garantiza la simetrfa
y el principio de exclusién. En el caso opuesto se encuentra el enlace iénico, que
ocurre entre dos atomos de naturaleza muy diferente, uno con baja energia de
ionizacién (como los elementos alcalinos, Na, Li, etc.), y otro con la capa externa
con un electrén faltante para llenarse (elementos halégenos, Cl, E etc.). En este
caso, la distribucién electrénica es fuertemente asimétrica.

Para estudiar las caracteristicas mds importantes de este fenémeno
consideremos la formacién de moléculas diatémicas como el cloruro de sodio
(CINa) y el fluoruro de litio (FLi). En este tipo de moléculas, se asocian dos
atomos de propiedades muy diferentes, y que resultan complementarias para
favorecer una estructura estable. Por ejemplo, el &tomo de Na es alcalino, con un
electron de valencia de configuracién 3s y capas internas llenas. La energia de
ionizacién de este elemento es 5.1 eV, una de las mds bajas en la tabla periddica,
junto con los otros elementos alcalinos (Li, K, Rb,Cs,Fr). El enlace atémico
es relativamente débil ya que las capas internas apantallan eléctricamente al
electrén de la atraccion del ntcleo, por lo que se mueve en un campo efectivo
débil y en regiones externas. Por otro lado, el Cl es un elemento halégeno, cuya
tltima capa tiene configuracion electrénica 3s23p®, es decir que le falta solamente
un electrén para completar su tltima capa y formar el ién negativo C1~. El
halégeno tiene una afinidad electrénica elevada, es decir que el ién correspondiente
a la capa completa tiene una energia bastante menor que el &tomo neutro, ya que
al completar la capa externa la energia del &tomo se reduce en 3.8 V. Por lo tanto,
con un costo energético relativamente bajo, (5.1 — 3.8) eV = 1,3¢€V, se pueden
formar dos iones de distinto signo, Na™ y Cl™. Estos iones se atraeran mediante
fuerzas electrostaticas, por lo que a medida que se aproximan disminuye la
energia del sistema compuesto.

Supongamos que los 4tomos se encuentran separados por una gran distancia,
cuando atin no hay interaccion apreciable entre las partes, tanto la superposicién
de dos atomos neutros 6 de dos iones son estados posibles. Claramente, estos
dos estados no son degenerados ya que tienen energias diferentes, siendo algo
mayor la del sistema de iones (ya que para formar los iones a partir de los atomos
neutros hay que entregar energia).

El estado correspondiente a los 4&tomos neutros es practicamente insensible
ante la variacién de la distancia en un rango amplio de distancias. Sino incluimos
efectos mutuos de redistribuciéon de cargas por interaccion electromagnética, este
estado no se altera, salvo cuando los 4tomos se encuentran separados a muy
corta distancia, debido a la repulsién internuclear y los efectos de la exclusion
electrénica.

En el caso de los iones, la energia de partida es ligeramente mayor que el caso
de los 4tomos neutros. Sin embargo, debido a la atraccion electrostatica entre los
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FIGURE 1.5: Esquemas de los potenciales efectivos de una ligadura iénica. El potencial
de atraccidén electrostatico compensa la energia de ionizacién de los d4tomos neutros a
partir de una dada separacién interatémica, y es posible tener un minimo debido al
balance de la atraccién y repulsién inter-iénica en R = R,. Figura tomada del texto
de R. Eisberg and R. Resnick, Quantum Physics, 2"¢ Edition, Wiley and Sons (1985).

iones, para separaciones todavia grandes, la energia potencial nuclear del sistema
disminuye y cruza por debajo de la energia de los d4tomos neutros (crossover).
A distancias menores la competencia entre esta atracciéon electrostatica y la

repulsiéon produce un minimo de la energia potencial, correspondiente a una
situacion de estabilidad.

Esto puede interpretarse en el sentido de que a distancias por debajo de la
interseccién entre ambas curvas de potencial, ionizar al &tomo de Na implica
reducir la energia total (debido a la atraccion Coulombiana). Esto indica que
el mecanismo del enlace iénico reduce apreciablemente la energia potencial con
respecto a la situacién de dos atomos neutros interactuando a través de sus
distribuciones de carga, haciendo que la estructura iénica sea mucho mds estable
que la covalente. La energia liberada al formarse la ligadura iénica compensa
largamente la energia necesaria para la ionizacién.

La naturaleza predominantemente iénica de un enlace de este tipo se ve
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Na+ CLH + H

r (16 "%m)

FIGURE 1.6: Esquema comparativo de la evolucién de la energfa en funcién de la
distancia internuclear de los 4tomos ionizados, para los casos de las moléculas de H»
y NaCl. Figura tomada del texto R. Leighton, Principles of Modern Physics, McGraw- Hill
(1959).

favorecido al ser pequena la diferencia de energias de las dos situaciones, para
separacion infinita. Asi, la atracciéon Coulombiana logra invertir la relacién entre
las energias de ambos estados (crossover) a distancias muy grandes, y puede dar
lugar a que ocurra un minimo estable a distancias mucho menores que la del
crossover. Esta caracteristica se aprecia en la Figura ( 1.5).

Para ver un caso donde esto no se verifica, analicemos la molécula de H, . En
este caso, la energia para lograr H" + H™ es muy elevada (12.7 eV), y no existe
el punto de crossover. La estabilidad de la molécula se explica esencialmente
por el fendmeno de covalencia. En este caso, la componente iénica del enlace
es pequefia debido a que la estructura iénica es inestable porque no puede ser
contrabalanceada por la atraccién coulombiana.

El grado de “ionicidad” u homoplaridad de una dada molécula puede
asociarse empiricamente con el cruce de las curvas de potencial. Si la curva de
los 4tomos ionizados cae por debajo de la de los &tomos neutros a una separacion
significativamente mayor que la separaciéon de equilibrio, Ry, la ligadura seria
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mayoritariamente iénica. Como ejemplos extremos, en el CINa, el cruce se dé en
R. ~ 5Ry, mientras que en el Hy el cruce no se produce nunca.

1.5 Enlace mixto idnico-covalente

En muchos casos, el enlace iénico no explica la totalidad de las propiedades
de la curva de energia potencial molecular, y es necesario asumir que el enlace
tiene una cierta proporcién de covalencia. Esta caracteristica puede estudiarse
experimentalmente a través del momento dipolar molecular. Por ejemplo, en el
FLi la distancia interatémica es Ry = 0.56nm, por lo que el momento dipolar
molecular deberia adoptar el valor pieor = 2.5 x 10722 C m. Sin embargo, el valor
experimental reportado es menor, pe,p = 2.11 x 10729 C m, lo que se interpreta
como que el FLi es parcialmente iénico y parcialmente covalente.

Las configuraciones electrénicas del Li y el F son, respectivamente, 2s y
2522p°. La afinidad electrénica del F es 3.4 eV y la energfa de ionizacién del Li es
5.4€V.

Entonces, la funcién de onda que representa una superposicion de los estados
iénico y covalentes, seria de la forma

U(L,2) = {AJ5[das(r1 — §)op. (ra+ ) + dop. (v1 + ) d2s(r2 — §)]
+ B os(r1 — B)pos(ro — )

+ C o (r1+ 5o (r2+5) } X7 (1,2).

(1.26)
El primer término es la contribucién covalente, que involucra al electrén
externo del Li y a un electrén p, de la capa externa del E. El término proporcional
B es muy pequefio comparado con la otra contribucién iénica, es decir el término
proporcional a C, debido que la probabilidad de que los dos electrones se
encuentren en las proximidades del d&tomo de litio es muy baja. Esto es asi ya
que la afinidad electrénica del Li es muy baja (0.6 eV) mientras que la energia
de ionizacién del F es alta (16.8 eV). Inversamente, la energia de ionizacién del
Li es baja (5.4 eV) y la afinidad del F es alta (3.4 eV). Entonces, es una buena
aproximacién asumir que B ~ 0. En esta aproximacién el momento dipolar de la
molécula es p = eRC?. Experimentalmente, p/eR = 0.85, con lo que estimamos
C ~09yA=~04yC?/A%? ~ 5.3. Es decir, el caracter i6nico de la ligadura es

mucho mds marcado que el aspecto covalente.
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1.6 Interaccion de Van der Waals

El dltimo tipo de enlace molecular que discutiremos es el de Van der Waals.
Describiremos brevemente, de manera clasica, la idea sobre este tipo muy
importante de interaccién que es de caracter general, muy poco dependiente de
la estructura de la molécula, y que es responsable de la condensacién de un gas en
un liquido o un sélido. Este tipo de enlace provee una ligadura para la formacién
de moléculas que involucran dtomos nobles (capas llenas) que no pueden formar
enlace covalente por el principio de exclusién de Pauli.

El mecanismo que provee la fuerza de atraccién interatémica en este caso
estd basado en la interaccion electromagnética de las distribuciones electrénicas
de ambos dtomos. Histéricamente, F. London desarroll6 un calculo mecanico
cudntico para explicar la fuerza de atraccién de 4tomos de gases nobles basado
en una aproximacion perturbativa de segundo orden. Expandiendo el potencial
perturbativo en serie de Taylor de 1/R, y combinando con las energias de
segundo orden, se obtiene una expresién que se parece de algin modo a una
energfa de interaccién entre multipolos instantaneos de ambos dtomos. En base
a esta caracteristica, se introdujo una aproximacién para expresar la fuerza de
London en términos de la polarizabilidad !!.

Supongamos que en un cierto instante un dtomo tiene un momento dipolar
eléctrico p, que puede ser no nulo atn si su valor medio fuera cero. El campo
eléctrico que genera este momento dipolar en su entorno tiene la siguiente
expresion:

dmeoE = —V(%) - —% + 3(%)1« (1.27)

Este campo acttia sobre un segundo dtomo en su vecindad induciendo un
momento dipolar eléctrico

p’ = 4meokE, (1.28)

siendo k la polarizabilidad del segundo dtomo. Este momento inducido, a su vez
interacttia con el primero, siendo la energia mutua

k 2

V=-p E=———(1+3cos’0)2 (1.29)
e r

donde p-r = p r cosf. Asi, cualquiera sea la orientacién del momento dipolar

del primer atomo, la energia potencial de interaccién es siempre negativa e

inversamente proporcional 7, que significa una fuerza atractiva que varfa como

"Detalles de este razonamiento pueden consultarse, por ejemplo, en PW. Atkins and R.S.
Friedman, Molecular Quantum Dynamics, Oxford University Press (2005) y Soo-Jin Park and
Min-Kang Seo, Interface Science and Composites, Academic Press (2011)
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r~7. Hasta aqui supusimos que el 4tomo posee un momento dipolar en un
instante dado. A pesar de que los 4tomos no posean un momento intrinseco,
vemos que la energia depende de p?. Atn en el caso de una distribucién de cargas
electrénica con simetria esférica, el valor cuadratico medio del momento dipolar
puede tomar valores significativos, aunque el valor medio se cancele. Entonces,
para cada posicién instantdnea que adopten los electrones puede generarse un
momento dipolar de algtin tamafio y orientacién, y aunque estos momentos
instantaneos flucutantes se promedien rdpidamente a cero, su valor cuadrético
medio tiene un valor positivo finito.

Este es el modelo de fuerza de interacciéon de Van der Waals que explica la
atraccion entre 4tomos de gases nobles, que poseen capas electrénicas cerradas.
Cuando los atomos se acercan lo suficiente como para que sus capas electrénicas
se superpongan, el principio de exclusién causa una interaccién repulsiva que
crece rapidamente al decrecer la distancia internuclear. Estas propiedades fueron
resumidas fenomenolégicamente en el potenciasl de J.E. Lennard-Jones (1925),
que incluye ambos efectos, a la manera de un potencial efectivo de la forma:

Vii(R) = 4¢ [(;)n - <;)6} (1.30)

Las constantes n,e y o son parametros ajustables. Comunmente, n = 12. ¢
es la profundidad del potencial y V(R = o) = 0. De acuerdo con la forma del
potencial (1.30), se verifica que la distancia de equilibrio Ry y el pardmetro o
cumplen la relacién Ry = 2'/50, por lo que o es una medida del tamario de la
molécula.

En las moléculas de los 4tomos de gases nobles la profundidad del potencial
es muy pequefia en comparaciéon con las moléculas covalentes o iénicas. Por
ejemplo, para los atomos nobles, desde He a Xe, crece el volumen atémico
y consistentemente crece la polarizabilidad que depende del volumen. En el
mismo sentido, las energias de interaccién crecen, desde 8.79 x 10~* eV hasta
1.94 x 1072 eV 2. Recordemos que para la molécula de Hy la profunidad es de
aproximadamente 4 eV. Dada la debilidad de la fuerza interatémica, es necesario
tener en cuenta la energia de punto cero del pozo de potencial 3, como la minima
energia. Cuando esta energia es comparable a la profundidad del potencial,
podria suceder que atin a temperaturas muy bajas no exista una estructura
molecular estable. Por ejemplo, no es factible una molécula estable de He a
ninguna temperatura.

12E R Dobbs and G O Jones, Rep. Prog. Phys. 20, 516 (1957)
1%Es decir %hwo, donde la frecuencia wo es la curvatura del potencial en su minimo.
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FIGURE 1.7: Potencial de Lennard-Jones.

1.7 Método de combinacion lineal de orbitales atomicos
(LCAO)

Un método alternativo al de Heitler-London para aplicar la mecénica cuantica
al cdlculo de la estructura molecular es el método de orbitales moleculares,
desarrollado por Hund, Mulliken y Lennard-Jones (1928). La caracteristica
distintiva de este método es que en lugar de comenzar con dtomos definidos,
se parte de una configuracién en que los ntcleos en la molécula estdn en sus
posiciones de equilibrio y se considera el efecto de ir agregando gradualmente
los electrones en el campo de fuerza resultante. De acuerdo con este principio,
asi como los electrones en un dtomo tienen orbitales definidos caracterizados
por nimeros cuanticos n,l,m, y ocupan los niveles de energia mas bajos en
consistencia con el principio de exclusién de Pauli, en una molécula los electrones
tienen orbitales moleculares (OM) y niimeros cudnticos definidos 4.

En este esquema se adopta el principio de que los estados electrénicos
moleculares pueden ser construidos como expansiones de la funcién de onda

12 A diferencia de los atomos, en las moléculas diatémicas sélo se conserva la componente del
momento angular correspondiente a la direccién de la recta que une los ntcleos.
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electrénica en una base de orbitales atémicos (OA), y que la configuracién
electrénica molecular puede ser organizada asignando cada electrén a un orbital
molecular, respetando el principio de exclusién de Pauli. Asi, los orbitales
moleculares que se utilizardn para construir la funcién de onda multielectrénica
son de la forma

IpOM = Zcr¢ra (131)

donde la suma recorre un conjunto de orbitales atémicos, que se seleccionan en
cada caso particular con criterios del tipo de los métodos variacionales, como
discutiremos enseguida. Luego, estos OMs se van llenando con electrones,
siguiendo el principio de exclusién de Pauli, a la manera de la construccién de
las funciones de onda de d4tomos con muchos electrones. Este procedimiento es
conocido por la sigla LCAO-MO (linear combination of atomic orbitals-molecular
orbitals), y junto con el concepto de unién covalente, conforman la base teérica
de los célculos computacionales de estructura molecular en la actualidad.

Para construir los OMs en principio se podria intentar usar orbitales atémicos
exactos, es decir autofunciones del Hamiltoniano atémico. Sin embargo,
en la practica se adoptan generalmente expresiones aproximadas para los
elementos de la expansién (1.31) ya que los OMs exactos no son descriptos por
ecuaciones simples, y resultan inconvenientes para las aplicaciones. Es decir,
los elementos de la expansion no necesitan ser verdaderos orbitales atémicos.
En tal caso, las funciones ¢, son ‘atémicas’ en el sentido de que son funciones
de electrén-tnico centradas en los diferentes ntcleos y elegidas principalmente
por su potencialidad de proveer un punto de partida flexible para el calculo,
al modo del célculo variacional. Entonces, el método LCAO construye OMs
aproximados directamente de los OAs provenientes del método de Hartree-Fock
para los 4tomos de la molécula, guiado por la simetria molecular y la “intuicién
quimica”. Asi, se proponen OMs aproximados comenzando con funciones
de prueba apropiadas que reflejen la simetria de la molécula. Luego, esta
propuesta es optimizada mediante cdlculos de campo auto-consistente del tipo
de Hartree-Fock (similares a los que se aplican en 4tomos multielectrénicos) para
producir los mejores valores de los parametros ajustables en las funciones de
prueba, para ser utilizados en las aplicaciones.

Analicemos primero las ideas basicas del método y méas adelante veremos en
forma resumida el procedimiento matematico autoconsistente de optimizacién
de los orbitales atémicos. El caso del ion molecular H, es adecuado como punto
de partida para ilustrar las caracteristicas principales del método LCAO-MO.
Precisamente, las funciones i+ de las ecuaciones (1.3) y (1.4) de la seccién
1.2 fueron construidas como combinaciones lineales de los orbitales atémicos
aproximados ¢15 del &tomo de hidrégeno, en la forma de funciones de prueba
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de un método variacional, guiados por la simetria de la molécula y los
comportamientos limite.

Examinemos nuevamente las funciones de onda del electron en este sistema,
y particularmente sus propiedades de momento angular. La funcién ¢, que
es una aproximacion de la funciéon de onda exacta, fue construida como una
combinacién lineal de los OAs del d4tomo de H, centrados en las posiciones
de los ntcleos A y B, es decir un OM. Debido al cardcter multi-centro, esta
funcién no es autoestado del momento angular L?. Vemos que los orbitales
moleculares no pueden ser clasificados de acuerdo con los valores del ndmero
cuantico /. Sin embargo, en moléculas diatémicas como el H2+ , existe simetria
cilindrica, por lo que los OMs resultan ser autoestados de la componente z (el eje
molecular) del momento angular, L.. Los autovalores de L, en fisica molecular
son denominados por Ak, con A = 0,%+1,£2,---, y los estados correspondientes
son rotulados o, 7,9, ..., para |A\| =0,1,2, ....

Entonces, los OMs de menor energia construidos a partir del OA fundamental
del H (1s) son las funciones %+, que pasan a denominarse 1)y — o4(1s) (ligante)
y ¢¥— — oy(1s) (antiligante).

04(1s) = ¢15(A) + d15(B) (1.32)
ou(ls) = ¢15(A4) — ¢15(B). (1.33)
Llenando el orbital (1.32) con un electrén obtenemos el estado fundamental del

Hy.

Avanzando en la complejidad, generalicemos este esquema para tratar la
molécula de H; usando los OMs construidos a partir del H;r . El estado
fundamental del H; corresponde a dos electrones en el estado ligante, es decir
(04(1s))2. Se grafica esta situacion en la Fig. 1.8 (a). El siguiente paso es una
molécula con tres electrones, es decir helio ionizado, H e; La configuracion es
(04(15))%(0u(1s))*, es decir dos electrones ligantes y uno antiligante, por lo que
se espera una ligadura neta. Esta molécula existe y tiene energia de disociacién
de 3eV.

También se pueden combinar OAs de tipo p. Hay tres de este tipo, ps, py, p--
Veamos ahora casos de OAs de tipo 2p que se combinan para formar una
molécula, como se ilustra en las Figs. 1.8 (b) y (c). El OM mas estable que puede
obtenerse es uno en el que el traslape (overlap) a lo largo del eje internuclear es
maximo. Con la suma de dos OAs del tipo 2p, se consigue un estado ligante
para dos ntcleos, A y B alineados en z, 04(2p). Con la diferencia, se obtiene un
OM antiligante, o,,(2p). Estos estados tienen simetria cilindrica, por lo que tienen
momento angular A = 0. Este es un ejemplo que ilustra las premisas o principios
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FIGURE 1.8: Formacién de orbitales moleculares como combinacién de orbitales
atémicos.

sobre las que estan basados las propuestas de OMs en caso de 4tomos con més
de dos electrones:

e Dos OAs contribuyen significativamente a la formacién de ligadura
siempre que sus niveles de energia sean muy cercanos. Consecuentemente,
se puede ignorar la mezcla entre orbitales internos 1s y los orbitales de la
capa de valencia 2s y 2p. Similarmente, en general se puede ignorar la
mezcla entre los orbitales 2s y 2p.

e Dos OAs de diferentes atomos contribuyen a la formaciéon de ligadura
solamente si tienen un traslape significativo °

La idea de overlap debe ser definida mas precisamente para interpretar este enunciado.
Dos orbitales se traslapan significativamente si ambos tienen amplitudes apreciables en la
misma regién del espacio. El traslape neto puede ser de positivo a nulo, dependiendo de
las fases relativas de los orbitales involucrados. Los orbitales ligantes surgen de traslape
positivo (interferencia constructiva), mientras que orbitales antilgantes resultan de traslape nulo
(interferencia destructiva) .
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Los OMs formados a partir de OAs perpendiculares al eje internuclear, p, y
Pz, tienen una forma muy distintiva como se muestra en la Fig. 1.8 (c). A medida
que los ntcleos se aproximan, en el caso ligante los bordes de los orbitales p,
0 p. coalescen interfiriendo positivamente, y finalmente forman dos “corrientes
de probabilidad”, una por arriba y otra por debajo del eje internuclear. Estos
orbitales moleculares son denominados “enlaces 7”. Notemos que no poseen
simetria de rotacion alrededor del eje internuclear, y tienen momento angular A =
1. Los enlaces 7 son utilizados para explicar las ligaduras intensas que mantienen
unidas moléculas poliatémicas del tipo de los anillos bencénicos.

Finalmente, revisitemos la molécula de H» y analicemos su funcién de onda
electrénica 1. de acuerdo con el método de orbitales moleculares (LCAO-MO).
Este andlisis nos permitird ejemplificar el método en un caso simple, y a la vez
nos dara oportunidad de comparar con la funcién de onda de H-L. En el método
de OMs comenzamos con los dos niicleos y agregamos los electrones en el orbital
molecular fundamental que construimos como combinacién lineal de los OAs
fundamentales del 4tomo de H, como hicimos en el caso del ion H, al proponer
la funcién ¢ (ver ecuacion (1.3)) . Si ¢15(r — %) = Ay d1s(r + %) = ¢p, la
funcién de onda de uno de los electrones en el campo de los ntcleos es

OM = c194(1) + c205(1) - (1.34)

Similarmente, para el segundo electrén

P9M = c104(2) + c208(2). (1.35)

Entonces la funciéon de onda de la molécula (la parte orbital) en este marco teérico
es

oM _ ,,OM, OM
e —¢1 1/}2

= ci16a(1)9a(2) + 30B(1)9B(2) + c12(9a(1)dB(2) + ¢a(2)dp(1)] .
(1.36)
Pot otro lado, en el método de Heitler-London la funciéon de onda es

Tl = pa(1)pB(2) + da(2)dp(1). (1.37)

Comparando las ecuaciones (1.36) y (1.37) notamos que el método de OMs
da un gran peso a las configuraciones que ubican ambos electrones sobre
un ntdcleo (componente idnica), mientras que el método de H-L desprecia
esos términos. En realidad, para la mayoria de las moléculas el método
de OMs sobreestima considerablemente los términos iénicos, mientras que
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Heitler-London subestima estas contribuciones. En general, la estructura que
mejor describe los experimentos es un compromiso entre los dos extremos.

A partir de la funcién de onda (1.36) se puede obtener la energia electrénica
de la molécula calculando el valor de expectacion del Hamiltoniano como en
la ecuacién (1.23). Como resultado de este célculo se obtiene para la energia
de disociacién el valor Ep = 350 kJ/mol, apreciablemente menor que el valor
experimental Ep = 430 kJ/mol. Las mejoras posibles sobre este resultado
provienen de procedimientos del tipo de campo autoconsistente de Hartree-Fock,
como los que se usan en los 4tomos multielectrénicos (SCF- self consistent field).
En tales métodos, se tiene en cuenta la interaccion entre electrones en la forma de
un campo medio. Es decir, se resuelve el problema de un electrén en presencia
de los ntcleos y de un campo efectivo producido por los demads electrones.
Finalmente, también se utilizan métodos para tener en cuenta de alguna forma
los efectos de la correlacion de los electrones ¢

1.8 Sintesis del método de campo consistente en
moléculas (SCF-MO)

Finalmente, en esta seccidbn presentaremos una sintesis apretada del
procedimiento de calclulo autoconsistente, que subyace en el formalismo
de OM, con el objeto de exponer las ideas principales del método. La literatura
citada a pie de pégina es suficiente para acceder a los detalles del procedimiento.

Comencemos resumiendo la idea original de campo autoconsistente debida
a Hartree 7 8. El procedimiento se conoce como el método de campo
autoconsistente-orbitales moleculares (SCF-MO). Para ilustrar las ideas principales
del método autoconsistente, comencemos analizando el ejemplo simple de la
dindmica electrénica de un 4&tomo con dos electrones, como el He. Se asume que
uno de los electrones, digamos el electrén 1, se mueve en un campo combinado
de los ntcleos y el electrén 2, considerado como una distribucién continua de
carga negativa, de densidad ps(r) = e[th2(r)[?, donde 15(r) es la funcién de onda
que describe el estado del electrén 2. La energia potencial de este campo es

2 r 2
V(r) = V(¢e(r)) = —ZTB + 62/d7',|¢2(2/||, (1.38)

r—

16p. Atkins and R. Friedman, Molecular Quantum Mechanics, 4th Ed., Oxford University Press
(2005).

7D.R. Hartree, Proc. Cambridge Phil. Soc. 24, 111 and 426 (1928).

85 M. Blinder, Am. J. Phys. 33, 431 (1965).
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donde r representa la posicién instantdnea del electrén 1 con respecto al nicleo.
Notemos que en la ecuacion anterior, el potencial depende de la funcién de
onda del electrén 2. La dindmica del electrén 1 esta regida por la ecuacion de
Schrodinger de una particula

2
5 V2V (2) | () = ervn(r). (1.39)

h

Razonando anélogamente, la ecuacion para la particula 2 es

2
h V2 + V(%) (1) = eatha(r). (1.40)

Estas dos ecuaciones acopladas son conocidas como ecuaciones de Hartree, que
pueden ser resumidas como

Hil g (r) = et (r)
H§f¢2(r> = 621/}2(1') . (141)

El acoplamiento de estas ecuaciones se debe a que los Hamiltonianos efectivos
de cada una de ellas depende de la solucién de la otra ecuacién. La forma
sugerida para resolver este sistema de ecuaciones es un método iterativo de
aproximaciones sucesivas, partiendo del cdlculo de los potenciales V (1) y V (2)
mediante funciones de onda de prueba. Luego se resuelven las ecuaciones para
11y 19, con las cuales se obtiene potenciales corregidos, y asi siguiendo hasta
obtener correcciones dentro de la precisién requerida. Se dice que las funciones
de onda y los potenciales asi obtenidos son autoconsistentes.

Este resultado se generaliza rdpidamente al caso de N electrones. Cada
electrén se mueve en el campo generado por los otros N — 1 electrones. Ahora
las ecuaciones son de la forma

Hli(r) = eipi(x),  i=1---N, (1.42)
donde )
H = 9 Vi, ) (149)
m
y
Vi(h1, 2+ 9n) = —7+Z /dT'W}] (1.44)
Jj#i

Esta metodologia pudo ser aplicada de forma mds o menos directa en el célculo
de las funciones de onda atémicas, donde una aproximacién de campo central es
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robusta para calcular la parte principal de la solucién del problema, sujeto luego
a correcciones que introduce la parte no central del potencial.

El anélisis formal del procedimiento sugerido por Hartree fue presentado por
J.S. Slater y J.A. Gaunt 1 2. En este tratamiento, se parte del Hamiltoniano de un
sistema de IV electrones

al n?_, Ze? Y e?
H:Z{_vai—”} +Z¥?. (1.45)
La ecuacién de Schrodinger para el problema de los IV electrones es

Hip(ry - ry) = Ep(ry---ry). (1.46)

Slater y Gaunt mostraron que las ecuaciones de Hartree son precisamente las
condiciones de optimizacién de una solucién aproximada de la ecuacién anterior
de forma separable

P(ry---ry) = (r)y(ra) - ¢(rn) . (1.47)

La solucién rigurosa de la ecuacion de Schrodinger no es separable debido a que
las coordenadas electrénicas estan acopladas por los términos de repulsion del
Hamiltoniano. Mediante métodos variacionales puede encontrarse una solucién
aproximada del estado fundamental, minimizando el cociente

[ [dme - drv HA

E = , 1.48
T [dr - dry|o]? (1.48)

con la condicion de normalizacion
/dnlwi(ri)F =1, i=1---N. (1.49)

Las ecuaciones de Hartree-Fock, que son la base de los calculos en los sistemas
de N electrones, se obtienen a partir del andlisis variacional con una funcién
de onda inicial de prueba consitente en un producto de funciones individuales,
pero con el requisito de la antisimetrizacién debido al caracter fermiénico de los
electrones. Asi, el punto de partida del procedimiento es una funcién producto
simetrizada en forma de determinante de Slater

19].S. Slater, PHys. Rev. 32, 339 (1928).
2J.A. Gaunt, Proc. Cambridge Phil. Soc. 24, 328 (1928).
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¢1(1)  ga(1)--- on(1)

1 | 91(2) $202)--- on(2)
VNT| ’

P1(N) @2(N)--- on(N)
donde las funciones ¢ se denominan spin-orbitals, y tienen por argumento las

cordenadas espaciales y la coordenada de espin. De manera sintética, ¢(z) =
P(r)a 6 ¢(z) = ¥(r)B, donde a y 3 son los espinores. Finalmente, el anélisis

B(1---N) = (1.50)

variacional conduce a las ecuaciones de Hartree-Fock 2! 22
{ )+ Z 27 (1 )]} ¥i(1) = (1) (1.51)
donde
2 2
Ho(1) = —;—mVQ — ZTG (1.52)
2
2(1) = [ v & o) (1.53)
y 2
e
K0 = | [ droi2) & )| ). (154)

Este es un conjunto de ecuaciones acopladas, y por lo tanto la solucién del mismo
se busca mediante el procedimiento de campo autoconsistente, es decir, a partir
de una funcién de prueba se calculan los coeficientes, con los cuales se corrigen
las autofunciones y asi sucesivamente.

El término Jj(1) representa la interaccién Coulombiana del electrén 1 con
el electrén 2 en el orbital ¢;. El término K(1) tiene en cuenta los efectos
de correlacién de espin. Una vez que el resultado final del procedimiento
auto-consistente ha sido establecido, las energias de los orbitales son cacluladas
multiplicando ambos miembros de (1.51) por (1) e integrando en todo el espacio

o= [ dn v v EDNCTE (1.55)

donde
T = / dr (1) Jpn(1) (1.56)

M. Weissbluth, Atoms and Molecules, Academic Press (1978).
22p. Atkins and R. Friedman, Molecular Quantum Mechanics, Oxford University Press (2005).
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Ko = [ dn () Kii(1). (1.57)

Entonces la suma en (1.51) representa la energia potencial promedio del electrén
1 debido a la presencia de los otros N — 1 electrones.

El método del campo autoconsistente de HF es complejo, atn para el caso
de atomos. Sin embargo, la existencia de simetria esférica en los dtomos,
simplifica notablemente el cdlculo. En cambio en las moléculas, la falta de
simetria rotacional y la existencia de multiples centros complica enormemente las
posibilidades de célculo. Para resolver este inconveniente, en el procedimiento
de HF se postula desde el principio que los orbitales moleculares pueden ser
expresados como combinaciones lineales de orbitales atémicos (LCAO). Este
procedimiento es conocido como el método de Roothaan 23 Entonces, se
introduce un conjunto de M funciones base 6; que son los orbitales atémicos, y
se expresa cada orbital espacial como una combinacién lineal de estas funciones

$i(1) = cuibp, (1.58)
7

donde los coeficientes c,; son desconocidos, y deben determinarse mediante el
método autoconsistente. Esta sustitucion convierte al procedimiento de HF en
un problema de manipulacién de matrices. Reemplazando (1.58) en la ecuacién
(1.51), luego de manipulaciones algebraicas se llega a un sistema de ecuaciones
algebraicas. Para expresar este sistema de una manera sintética se introdujo una
notacién compacta para las integrales de dos electrones sobre las funciones base:

62

< pv|do >=<60,(1)0(2)] p— 16,(1) 6,(2) >, (1.59)
12
en donde la convencién es poner funciones referidas al mismo electrén en el
mismo ket (bra), y colocar las funciones conjugadas complejas a la izquierda en
el bra (ket). Entonces, la definicién anterior implica

< pr|ho >=< Aoluv >, < pv|Ao >=<vplo >* (1.60)

Utilizando esta notacién, las ecuaciones de HF adquieren la forma

S (Fuw — €S )evi = 0, (1.61)
o

»CCJ Roothaan, Rev Mod Phys 23, 69 (1951).

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC 41



1.8. SINTESIS DEL METODO DE CAMPO CONSISTENTE EN MOLECULAS (SCF-MO)

donde
1
Fu =H,, + ZPAU {< puv|Ao > -5 < uo | \v >] , (1.62)
Ao
H,uzz =< 9#(1)|/H0(1)|91/(1) >, (163)

donde ahora 7{((1) incluye la suma de las interacciones coulombianas de un
electrén con todos los ntcleos

n_, Ze?
)=——V"=>» —. 1.64
Ho(l) = —5 -V e (1.64)
Ademés, introdujimos la integral de overlap
Sy =< Pulthy, >= /dﬁ V(D (1) (1.65)
y la matriz
Py =2 chicyi. (1.66)

Las ecuaciones (1.61) son conocidas como ecuaciones de Hartree-Fock-Roothaan.
Nuevamente, este sistema no puede ser resuelto directamente porque los
elementos de matriz dependen de su propia solucién (a través de los orbitales).
Entonces debe apelarse a un procedimiento autoconsistente (método SCF-MO -
self consistent field molecular orbital), partiendo de una combinacién de orbitales
atémicos de prueba, adecuada con la simetria de la molécula. En cada iteracién
del procedimiento autoconsistente se consigue un nuevo conjunto de coeficientes
cui, continudndose hasta alcanzar un criterio de convergencia.
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CAPIiTULO 2

ENERGIAS DE MOLECULAS
DIATOMICAS. ESPECTROS
ROTACIONALES Y VIBRACIONALES

Hasta ahora hemos discutido cualitativamente algunas caracteristicas
mecanico-cudnticas de la estructura electrénica que dan lugar a la existencia de
una molécula estable. Ahora nos planteamos discutir de forma semi-cuantitativa
otro aspecto de la fisica molecular, cual es el movimiento de los ntcleos, en base
a nuestro andlisis anterior sobre estructura molecular.

Vimos que en el esquema de la hipétesis de BO, la dindmica de los electrones
genera un potencial que presenta un minimo como funcién de la distancia
internuclear. En esta visién, podemos describir la dindmica molecular en
términos de fluctuaciones de la distancia y rotaciones de la molécula como un
todo. Aprovechando la notable diferencia de las energfas asociadas con ambos
tipos de movimiento, asumiremos en un primer paso que el aspecto principal de
la dindmica consiste en vibraciones y rotaciones moleculares desacoplados entre
si, y luego consideraremos los efectos principales del acople entre ambos tipos de
movimientos.

Dentro de esta estrategia, partamos de la ecuacién de Schrodinger para los
grados de libertad relativos de dos ntcleos de masas M; y My, separados una
distancia R. Para describir el movimiento de los nticleos es conveniente separar
el movimiento del centro de masa y los movimientos relativos. El Hamiltoniano
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de los nucleos se escribe
HRy) = Hoy + Hyer (2.1)
y la funcién de onda entonces es
U(RN) = Yom Vrel - (2.2)

Dejando de lado el movimiento del centro de masa, nos enfocamos en el
movimiento relativo. La ecuacién de Schrodinger que satisface v, es

(1 0 ,0 A
_ | —=— — — re ,‘9, =F re 767 ) 2.
donde R,6,¢ son las coordenadas esféricas del vector internuclear R, u =
M Ms/(M; + M) es la masa reducida y A? es el operador angular

1 0 0 1 02
A% = —sinf— + ———-—
sing 90 > 99 + sin? @ 0¢2’
que es proporcional al operador momento angular de la rotacién molecular
alrededor de un eje perpendicular a R,

(2.4)

L? = —h2A%. (2.5)

V(R) es el potencial efectivo que proviene de la dindmica electrénica calculado
para las configuraciones nucleares fijas, en un dado estado electrénico (ver
Apéndice).

El problema de potencial central representado por la ecucacién (2.3) admite
una solucién separable de la forma

vTel(R7 67 ¢) = F(R)lem(07 (b) : (26)
El operador angular satisface la ecuacién de autovalores
AYi = U1+ 1)Yi (2.7)

donde Y},,, son los arménicos esféricos y I = 0,1,2,--- ym = —[,--- ,l. Por su
parte, la funcién radial satisface la ecuacién

2
Hiu <1§2£3R2£z - l(l}y)) + V(Rﬂ F(R) = EF(R). (2.8)
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Finalmente, definiendo la nueva funcién x(R) = RF'(R), es directo comprobar
que ésta satisface la ecuacion

R R+
2u dR? 2uR?

Hasta aqui estamos considerando que el momento angular total de la
molécula se debe a la rotacién de los niicleos. Sin embargo, los electrones que
conforman la ligadura molecular también contribuyen al momento angular total.
Consideraremos solamente el caso de momento angular electrénico cero .

El término entre corchetes de la ecuacion (2.9) puede ser interpretado como
un potencial efectivo U;(R), en el que la contribucién centrifuga dependiente del
nimero cudntico [ se suma a la energia potencial de la ligadura electrénica

2
U(R) = h é(l —1—21)
uUR

Entonces, (2.9) es una ecuacién unidimensional para la variable lineal R, con una
energia potencial que depende del aspecto rotacional del estado de la molécula.

En la Figura 2.1 se puede apreciar una caracteristica importante de la
dependencia paramétrica de U;(R) con [. Alli se observa que para un rango
acotado de valores pequefios del momento angular, la forma del potencial
efectivo cambia muy poco respecto a Uy, sobre todo en la region préxima al
minimo, donde las curvas se mantienen aproximadamente paralelas entre ellas
con su minimo en R ~ Ry. Para pequefias amplitudes del movimiento nuclear,
la region de los potenciales efectivos cercanas a Ry pueden ser interpretadas
como potenciales armoénicos. El efecto de aumentar [ se traduce en levantar
ligeramente la energia de ligadura (fondo del pozo) sin deformacién de la curva.
Esto equivale a pensar que la variaciéon de [ no modifica el aspecto vibracional de
la molécula. Esta caracteristica, provee sustento a la hipétesis “roto-vibracional”
que consiste en considerar los dos grados de libertad como independientes, es
decir la vibracién a lo largo de la ligadura separada de la rotacion de cuerpo
rigido. Asi es que cuando las oscilaciones de la distancia internuclear son de
pequefia amplitud, es de esperar que la solucién de la ecuacién (2.9) con R — Ry
resulte una buena aproximacién. Asi, la cantidad

R+ 1
E7l"ot = ( 2 )
2uRg

+V(R)| x(R) = Ex(R). (2.9)

+V(R)| . (2.10)

(2.11)

es la energia rotacional de la molécula como un cuerpo rigido, de momento
angular L? = R?l(l + 1), y la ecuacién de Schrodinger puede escribirse en la
forma

'El caso de momento angular electrénico no nulo se discute en las guias de ejercitacion
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FIGURE 2.1: Variacién del potencial efectivo en funcién del ntimero cuéntico del
momento angular.

— ——= + V(R)X(R) = (E — E.,;)X(R) = Esayx(R). (2.12)

Es decir, en esta aproximacién el aspecto angular del estado de la molécula
no altera la dindmica radial, y ambos grados de libertad se consideran
separadamente,

E = Ejy + Evip. (2.13)

En consistencia con esta aproximacién, la parte vibracional de la energia se
describe por el término cuadrético del desarrollo de V' (R) alrededor de Ry, y
la energia de la molécula se aproxima por:

1. RAI+1)

E,; = —D, + hwo(v + ~ , 2.14
j + 0(U+2)+ 2T (2.14)
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donde llamamos D, al minimo de la energia potencial, wy a la frecuencia en la
aproximacién arménica y v = 0,1,2---. Notemos que en la ecuacién (2.14)
El,, < Eu, es decir que la contribucién centrifuga de la energia cinética
solo perturba levemente a la energfa electrénica cuando I es suficientemente
pequetio. Por ejemplo, en la molécula de O, la energia vibracional es del orden
fuwg = 2 x 107! eV, mientras que 5 512%3 =
apreciable entre las escalas de energias, los niveles £, ; presentan caracterisiticas
de bandas de niveles vibracionales, ensanchados por la perturbacién rotacional.
Los espectros de las moléculas diatémicas reflejan globalmente este modelo
“ideal” representado por la ecuacion (2.14).

Esta aproximacion pierde exactitud a medida que consideramos estados de
mayor momento angular y mayor amplitud de vibraciéon. Las distancias entre
niveles E, 1 — E, ; disminuye para valores crecientes de la energia, y los efectos
del acople de rotacién y vibracion se vuelven claramente visibles en los espectros
observados. Debido a esto, para una descripcién més ajustada de los espectros se
deben considerar correcciones de la ecuacién (2.14), necesarias para contemplar
el acople entre ambos grados de libertad y la anarmonicidad del potencial V' (R).

El procedimiento seguido generalmente para estudiar correcciones a los
niveles (2.14) estd basado en el uso de un potencial electrénico analitico,
construido fenomenolégicamente, con el que se pueda encontrar soluciones de
la ecuacién de Schrodinger . Morse propuso una expresién para el potencial
(vibracional) V'(R) de la forma 2

7 x 103 eV. De acuerdo con la diferencia

Vi (R) = D, |e2e(F=Fo) _ gp—a(R—Fo) (2.15)

que posee las propiedades requeridas para representar adecuadamente el
potencial real para un rango amplio de valores de R, y por otro lado es lo
suficientemente simple como para encontrar las autofunciones y autovalores en
forma cerrada.

En particular, V,/(R) tiende a cero en el infinito de manera exponencial, como
en el caso del potencial de la ligadura covalente (recordemos el ion molecular
hidrégeno), y la parte repulsiva también tiene dependencia exponencial. El
hecho de que no diverge en el origen (lo cual se esperaria para un potencial
repulsivo) es un problema menor para las aplicaciones. Este potencial tiene
un numero finito de niveles discretos para valores de v en el rango 0 <

2v < W — 1. El coeficiente D, del potencial es la energia de

disociacién, y el coeficiente a se expresa en términos de D, ;1 y wp exigiendo
que para R pequefios el potencial coincida con la aproximacién de oscilador

’P. Morse, Phys. Rev. 34, 57 (1929)
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armoénico (1 es la masa reducida y wy la frecuencia del oscilador armoénico).
Estos coeficientes se determinan experimentalmente mediante espectroscopia
rotacional y vibracional.

La ecuacién de Schrodinger con el potencial de Morse puede ser resuelta en
forma cerrada si se ignora la rotacién (I = 0). Los autovalores de la energia
(vibracional) son:

1
Ev,l:O = _De + MO(U + 5) -

[hwo(v + 1)} g (2.16)

4D, 2

Al considerar la rotacién, la ecuacion (2.9) es la ecuacion de Schrédinger lineal
con un potencial efectivo

h? d%y
—§;g§§+l%fo@==Exﬂﬂ, (2.17)
con
i Cm B(l

Uéf = D, |e20(R=Ro) _ 9o—a(R—Ro)| | EEQ)’ (2.18)

donde ( ) 9

I+ 1)k
BU) = =5 2 (2.19)

La ecuacién (2.17) no tiene solucién cerrada cuando I # 0, por lo que debe
aplicarse un procedimiento aproximado.

Un método propuesto por Morse en su trabajo de 1929, consiste en desarrollar
U! s alrededor de su minimo y luego interpretar los coeficientes de ese desarrollo

como los coeficientes de un “nuevo” potencial de Morse, V]&) (como el de la
ecuacién (2.15) pero con coeficientes D, y Ry “renormalizados” de acuerdo con
la dependencia con el ntimero cudntico ).

Con otro procedimiento alternativo, similar al anterior presentado en un
trabajo mads reciente, se llega a los mismos resultados que obtuvo Morse 3. El
procedimiento propuesto consiste en hallar el minimo de la funcién (2.18) para
| # 0, para obtener la nueva separacién internuclear de equilibrio, R},

B(l)
!
= 1 . 2.2
Este valor luego es usado para evaluar la profundidad del potencial efectivo,
1 [/ B(l)
D' =D, — — :
G 220

3C.E. Burkhardt and J.J. Leventhal, Am. J. Phys. 75, 686 (2007)
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que se interpreta como el coeficiente de amplitud D! de un nuevo potencial de
Morse.

En ambos procedimientos, una vez definidas la nueva posicién del minimo y
la profundidad del potencial, para cada valor de I (D), se deduce la expresién
para la energia partiendo de (2.16), en donde se realiza la sustitucién D, — DL
Asi, se obtiene la siguiente expresioén corregida para las energias de la molécula
diatémica :

1 1 1
Ey = —De+<v+2> Fwo [1_4D6 (v+2> ﬁwo}
(2.22)
I(1+1)h? 1 I(1+1)R? I(1+1)h?
- ( 2) vt hw0+( 2 L— (2 2)2 :
4pRgD, 2 2uRg e Rgwg

En este resultado, notamos que el tltimo término contiene una contribucién a la
energifa rotacional pura que puede ser interpretado como un “efecto centrifugo”
que produce el estiramiento de la molécula. El tercer término refleja el acople
vibro-rotacional. Finalmente, el segundo término contiene la correcciéon de la
dindmica vibracional debido a la anarmonicidad del potencial. Expresiones
de este tipo se usan actualmente para interpretar los espectros rotacionales y
vibro-rotacionales.

2.1 Reglas de seleccion

Para interpretar los espectros de radiacién moleculares, es necesario conocer
cudles son las transiciones posibles entre los distintos niveles de energia
molecular. Tales transiciones son provocadas por una perturbacién a los estados
moleculares. Consideraremos como origen de la perturbacién (dependiente del
tiempo) a la interacciéon del sistema de cargas eléctricas de la molécula con un
campo eléctrico circundante.

Realizaremos el andlisis dentro de la aproximacién dipolar, en la que la
perturbacién es proporcional al producto del campo eléctrico externo y el
momento dipolar de la molécula. Esta aproximacién describe las transiciones
maés intensas, pero cuando por alguna regla de seleccién una transicién no
contribuye a la absorcién o emisién de radiacién dipolar, otros tipos de
transiciones, como dipolares magnéticas o cuadrupolares eléctricas pueden estar
presentes, aunque con intensidades mucho menores que las dipolares eléctricas.
Entonces, la probabilidad de transicién por unidad de tiempo desde un estado
molecular a otro es proporcional al elemento de matriz del momento dipolar
eléctrico entre dichos estados.
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En el marco de la aproximacién de Born-Oppenheimer, la funcién de onda
molecular estacionaria se expresa como un producto de funciones de onda
electrénica y nuclear

Y = Ye YN (2.23)

Nos ocuparemos solamente de las transiciones que ocurren sin cambio del estado
electrénico. En este caso, debemos analizar el elemento de matriz del operador
momento dipolar eléctrico molecular d,

WAy = / / Yoy Ao Wydra dry | (2.24)

que podemos escribir también como

(Wld) = / x by [ / o d dm] dr (2.25)

donde la cantidad entre corchetes es el vector momento dipolar medio d que
corresponde al estado electrénico v;, y que depende de la configuracién nuclear.
La simetria impone que d esté alojado en el eje internuclear, es decir

d =idsen Oy cos ¢n + jdsen Oy sen ¢ + kdcosOy (2.26)

donde fx y ¢ son los dngulos polar y azimutal de la direccién del eje molecular.
La magnitud del vector momento dipolar eléctrico depende de la distancia
internuclear, d = d(R). Entonces, la integral (2.25) es

27 s o0
/ / / Yy Py d R?sen Ox don dfy dR. (2.27)
0 0 0

La funcién ¢ corresponde a la funcién separable (2.6)

X(R)
R

por lo que la integral (2.27) adopta la forma

YN (R, 0N, oN) =

1/vlﬂ’L(HJ\/v ¢N) )

[e'e) 27 iy
/ V(R (R)A(R)AR / / Vi (Ox, 63 ) Y51 (O, &) (i sen O cos o+
0 0 0

j sen Ox sen ¢n + k cos Oy )sen Oy don diy
(2.28)
donde d(R) es el médulo del vector momento dipolar medio, que depende de la
distancia internuclear R. Debido a la simetria de las funciones Y,,, (6, ¢n), hay
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contribuciones de las integrales angulares de la ecuacién anterior solamente para
los casos particulares *

Al =+1 ; Am =0, £1.

Ahora analicemos la integral sobre la variable R en la ecuacién (2.28). Para
avanzar con el cdlculo deberiamos conocer la dependencia del momento dipolar
con la distancia internuclear, d(R). Notemos en primer lugar que en las moléculas
homonucleares, el momento dipolar es nulo para todo R, por lo que en este caso
no hay transiciones dipolares eléctricas sin cambio de estado electrénico.

En moléculas heteronucleares, debemos considerar la funcién d(R). Los
detalles de esta funcién no son, en general, bien conocidos, sin embargo podemos
analizar sus comportamientos en los limites. Para R — 0, d(R) — 0, ya que esta
situacion corresponderia a la de un 4tomo neutro tnico. El otro extremo, R — oo,
corresponde a una molécula disociada. En la mayoria de los casos la disociacién
culmina en dos dtomos neutros, por lo que también en este limite d(R) — 0.
Cualitativamente, la funcién d(R) tendrd un méximo para una separacién mayor
a la de equilibrio, R > R..°

Para continuar con el andlisis de las reglas de seleccién, expresemos la
dependencia del momento dipolar en la forma de una expansiéon de Taylor
alrededor de la distancia de equilibrio. Definiendo la variable ¢ = R — R,
(—Re < ¢ < ), expandimos d(q) alrededor de ¢ = 0

d(q) = d(0) + d'(0) g + %d”(@) I (2.29)

Sustituyendo esta expresiéon en la integral radial de (2.28), resultan las
contribuciones

d(0) [% xo(@xw (@) dg +  d'(0) [75 g xo(@)xw (q) dg +
(2.30)

3@"(0) [25, @® xo(@)xw(9) dg + -+

Notar que en (2.30) extendimos el limite inferior a —oo bajo la suposicién de
que las autofunciones adoptan un valor muy bajo para ¢ < —R.. También
hemos sustituido el simbolo x(R) por las autofunciones x,, rotuladas por el
nimero cuantico v. Debido a la ortogonalidad de las autofunciones x,(q), la

*Las mismas reglas de seleccién también estdn presentes en las transiciones electrénicas
atémicas, inducidas y espontdneas, debido a la interacciéon del atomo con la radiacién
electromagnética.

°Se puede ampliar sobre estas consideraciones en los textos: W.S. Struve, Fundamentals of
Molecular Spectroscopy, Wiley (1989); L.N. Levine, Molecular Spectroscopy, Wiley (1975) .
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primera integral de (2.30) es no nula siempre que v = v’ (el mismo estado
vibracional), contribuyendo asi a las transiciones rotacionales puras. Analicemos
la segunda integral en la aproximacién que considera al potencial electrénico
como un oscilador arménico. Este término es no nulo cuando

Av = £1,

es decir que corresponde al espectro vibro-rotacional.

Si se utiliza un potencial electrénico més realista de manera de incluir la
anarmonicidad, seran también posibles transiciones con saltos vibracionales
Av = =#£2,43,---, aunque de baja intensidad comparadas con las que
corresponden a Av = +1.

Entonces, de acuerdo con estas reglas de seleccién, podemos observar
transiciones entre estados rotacionales para un estado vibracional dado
(generalmente el fundamental, v = 0) (espectro rotacional puro) y también
transiciones entre dos estados vibracionales contiguos para estados con
diferentes nimeros de momento angular (espectro roto-vibracional). En la
Figura 2.2 se representan los niveles de energia rotacionales descriptos en
la ecuaciéon (2.11), y un esquema del espectro de absorcién con sus lineas
equiespaciadas.

Las transiciones que deberian observarse en un espectro de absorcién
roto-vibracional, en la aproximaciéon de desacople de los movimientos
rotacionales y vibracionales, tienen frecuencias que estdn dadas por las
ecuaciones:

l—=1+1 hvg = hwy + 2B(1 + 1), 1=0,1,2,--- (2.31)
y
l—=1-1 hvr = hwo — 2Bl [=1,2,--- (2.32)
donde B = 5 5’;2 y wo es la frecuencia del potencial arménico usado en la
0

aproximacién rotovibracional. En la Figura (2.3) se muestra un esquema de
las transiciones rotovibracionales correspondientes a absorcién desde el estado
vibracional fundamental v = 0 al primer estado excitado v = 1, con saltos
asociados a los niveles rotacionales [ — [ 4+ 1 (ramaR) y ! — [ — 1 (rama P).

El esquema corresponde a un espectro de frecuencias roto-vibracional ideal.
En él se observa como caracteristica importante que la linea asociada con la
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Energia
A
[=4 y 20B
[=3 12B
[=2 Y 6B
=1 2B
[=0 0B
2B 4B 6B 8B cm';
Espectro

0-1 1-2 2-3 3-4

FIGURE 2.2: Espectro rotacional puro.

frecuencia wy estd ausente. Esto se debe a que las reglas de selecciéon prohiben
los saltos con Al = 0, y ademas las transiciones con [ — | — 1 comienzan desde
=1

Finalmente, en la Figura (2.4) se observa un espectro real, donde se puede
apreciar que los picos de absorcién ya no estdn equiespaciados, debido a
los términos de acople entre los grados de libertad rotacional y vibracional,
presentes en las enegias moleculares. También se observa que las intensidades
de los picos estan moduladas, debido a los efectos térmicos asociados con la
degeneracion de los niveles rotacionales ©

SEl efecto térmico puede describirse facilmente calculando las poblaciones de los niveles del
rotador cudntico. Ver por ejemplo el texto de M. Weissbluth, Atoms and Molecules, Academic Press
(1978).
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A 13 =

A\

I I I
H_;\;h_zv
P R

FIGURE 2.3: Esquema de los niveles de energia y las transiciones permitidas
correspondientes a un espectro vibro-rotacional ideal.
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FIGURE 2.4: Espectro vibrorotacional tipico de una molécula diatémica. La flecha indica
la ausencia de la linea correspondiente a la transicién entre estados con energias que
difieren en fiwq
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2.2 Apéndice

En esta seccion se presentan de manera resumida las ideas principales en que
se basa la hipétesis conocida como aproximaciéon de Born-Oppenheimer (BO).
Al final del capitulo se sugieren algunas lecturas que permiten poner en foco la
importancia de las ideas y sus limitaciones.

El Hamiltoniano total de una molécula, escrito en forma sintética es de la
forma

H=> Tx+ Y Tu+V(ra,Ry), (2.33)

N n
donde Ty es la energia cinética del N-ésimo ntcleo, T, es la energia cinética
del n-ésimo electrén, y V(r,, Ry) es la energia potencial del sistema expresada
como funcién de las coordenadas electrénicas (r,,) y nucleares (Ry). La energia
potencial incluye los términos de repulsion e-¢, repulsion nuclear N-N y atraccién
e-N.

La aproximacién de (BO) se inspira en la idea clasica de que debido a la
gran diferencia de masa entre ntcleos y electrones, estos tiltimos tienen una gran
velocidad relativa, lo que les permitiria adaptar su movimiento a las diferentes
configuraciones nucleares a medida que los ntcleos se desplazan lentamente. En
este esquema se imagina a los nticleos moviéndose en un campo medio producido
por los electrones en su movimiento rapido.

Para visualizar de qué manera estas caracteristicas podrian estar contenidas
en una descripciéon cudntica, comencemos escribiendo el Hamiltoniano (2.33) en
la forma

H=>) Ty+Heg, (2.34)
N
con
Hy =Y Tp+V(rs,Ry). (2.35)

El término H,; depende paramétricamente de las posiciones nucleares Ry, y
por lo tanto, asi lo hardn sus autofunciones y autovalores, {5 (r,, Ry) y ex(Rn)
respectivamente, que satisfacen la ecuacion

Hep ha(rn, Ry) = ex(Ry)¥a(rn, Ryv) (2.36)
para cada configuracién de los nticleos {Ry }.
Como H, y H no conmutan, no poseen un conjunto de autofunciones
comunes, sin embargo cualquier autofunciéon V(r,,Rpy) de H puede ser
expandida en términos de las autofunciones de H,; en la forma
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U(rn, Ry) =Y va(Ry)¢a(rn, Ry) | (2.37)
A
donde los ‘coeficientes’ vy de la expansiéon son funciones de R y.
Luego de sustituir la forma (2.37) para la funcién de onda ¥(r,,Ry) en la
ecuacién de Schrodinger

HV =FEV (2.38)
y utilizando la propiedad de ortonormalidad de las funciones ¥, (r,, Ry), se

obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas para las funciones vy (R )
7.

{Z Ty + ex(Ry) — E} uA(Ry) + Y Cox on(Ry) =0, (2.39)

N 2\
donde
Cowv = Axw + Z B\ -V, (2.40)
N
Ay = (Ul DT o) (2.41)
N
y
N h?
B)y = _(M7) (Ul VN [9ar)r - (2.42)
N

En las ecuaciones anteriores My es la masa del N-ésimo ntcleo y el simbolo (),
significa integracion sobre las variables electrénicas r,.

La expansién (2.37) contiene infinitos términos, en principio. Mientras el
desarrollo (2.37) se puede realizar utilizando cualquier conjunto completo, el uso
de las soluciones 1 (r,, Ry) estd motivado en la expectativa de que conservar
un tnico término de la expansion permitird una descripcién aceptable.

Una aproximacién, denominada adiabitica consiste en conservar un solo
término de la suma, es decir aproximar la solucién por un producto de funciones.
Se denomina no adiabdtica a una aproximacién en la que se conservan varios
términos.

Para visualizar mejor el significado de la aproximacién adiabatica, escribamos
nuevamente la ecuaciéon (2.39) separando los términos diagonales y no
diagonales de los operadores C)y/, es decir

VK. Deshpande and J. Mahanty, Am. J of Phys. 37 823 (1969)
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{Z Tn +ex(Ry) + Cay — E} ua(Ry) + Z Cyx vy(Ry) =0. (2.43)
N NZA

La aproximacién adiabdtica resulta entonces en una tinica ecuacién,

{ZTN +eax(Ry) + O — E} vx(Ry) =0. (2.44)
N

Es facil verificar que los coeficientes diagonales BY, de (2.40) son nulos, por lo
que C), es una funciéon de Ry (no depende del momento),

Con = A= (] DT [a)r - (2.45)
N

Asi, puede interpretarse que en la aproximacion adiabatica la dindmica de
los ntcleos evoluciona en un potencial efectivo ex(Rn) + Cyy, al que contribuye
principalmente la energia de los electrones correspondiente a la configuracién
nuclear fija, a la que se agrega una correccién asociada con el valor medio de la
energfa cinética de los ntcleos en el estado electrénico con ntcleos fijos. En este
caso, se interpreta a vy como la funcién de onda nuclear.

Finalmente, si en la condicién adiabédtica se asume ademds que Cyy = 0,
la hipotesis recibe el nombre de aproximacién de Born-Oppenheimer. Los
potenciales efectivos que se muestran en la Figura (1.3) ilustran el resultado de
un cdlculo realizado bajo estas hipétesis.

Es importante notar que la aplicabilidad de la aproximacién adiabatica y
la de BO se basa esencialmente en la validez de asumir que los términos no
diagonales despreciados en la ecuacién (2.44) no influyen apreciablemente. En
principio, al cumplimiento de esta condicion contribuye la pequefiez de estos
términos en general. Sin embargo, si los estados electrénicos 1) generan una
mezcla apreciable de los operadores de energia cinética y momento nucleares en
la matriz C)y, la aproximacién puede dejar de ser valida. En efecto, se puede ver
que

<¢/\|[va Hel]¢X>7‘
ex(Ry) —ex(Ry)
por lo que en caso de superficies de energia potencial efectivas (curvas en el caso
de moléculas diatémicas) muy préximas, es decir cuando ey (Ry) =~ ex(Ry), 0
en el caso de cruces, uno o mas términos de C) v pueden volverse muy grandes
y la aproximacién deja de ser vélida.

(0al Vv [thr)r = (2.46)
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Resumiendo, la aproximacién o hipétesis de Born-Oppenheimer es la
aproximacién mas restrictiva de un conjunto de aproximaciones sucesivas,
basadas en considerar que la molécula es un ensamble de ntcleos y electrones,
cuyas propiedades estructurales y dindmicas pueden ser entendidas en muy
buen grado considerando a la energia cinética nuclear como una pequefia
perturbacién a la energia de los electrones correspondiente a un problema de
nucleos fijos. Esta conjetura surge de una idea cldsica basada en la diferencia
de masa entre ntcleos y electrones. Asi, se asume que la funcién de onda de la
molécula es un producto de una funcién de onda electrénica calculada en una
configuracién nuclear fija y una funcién nuclear que representa la dindmica de
los nticleos en un campo efectivo provisto por la energia electrénica para cada
configuraciéon nuclear. Se llega a este resultado luego de proponer una funcién
total producto y descartar las derivadas con respecto a las variables nucleares de
la funcién electrénica.

En un siguiente paso (aproximacion adiabatica) se sigue aproximando (2.37)
por un tnico término, pero se levanta la restriccién acerca de la ‘separabilidad’
de la energfa cinética nuclear, es decir se deja de suponer que la energia cinética
nuclear no influye sobre la dindmica electrénica. Con esto se obtiene un agregado
a la aprxoimacién de BO que consiste en una correccién al campo efectivo que
ven los ntcleos, proveniente de la accion de la energia cinética nuclear sobre
las funciones electrénicas. Este paso estd justificado cuando la mezcla de las
funciones del desarrollo (2.37) producida por la energia y el momento nucleares
es despreciable. Por tltimo, cuando la condicién anterior no se justifica, deben
incluirse los elementos no-diagonales en (2.39), obteniéndose una correccién
no-adiabatica. En este caso, la funcién de onda de la molécula ya no es un
producto de funciones.

Al implementarse la aproximacién de BO, finalmente se separan los
movimientos nucleares en el movimiento del centro de masa de la molécula y
los movimientos relativos. Estos tltimos son los de interés para el estudio de la
estructura molecular. Asi, basicamente, para cada estado electrénico se estudia
la dindmica nuclear alrededor del minimo del potencial efectivo, pudiendo
asumirse como primera aproximacion la separacion entre los grados de libertad
rotacionales y vibracionales. Los efectos del acople entre ambos movimientos
son introducidos a manera de perturbaciones. En el Capitulo II se discute el
movimiento nuclear en el marco de la aproximacién de BO.

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC 59



2.3. BIBLIOGRAFIA SUGERIDA

2.3 Bibliografia sugerida

e J.J. Brehm and W.J. Mullin, Introduction to the Structure of Matter ] Wiley and
Sons (1989).

e P. Atkins and R. Friedman, Molecular Quantum Mechanics 4th Ed., Oxford
University Press (2005).

e D.W. Oxtoby, H.P Gillis and A. Campion, The Principles of Modern Chemistry,
6-th Ed., Thomson (2008)

e R. Leighton, Principles of Modern Physics, McGraw- Hill (1959).

e LN. Levine, Molecular Spectroscopy, Wiley (1975).

Para complementar el Apéndice:

e G. A. Hagedorn and A. Joye, On the mathematical treatment of the
Born-Oppenheimer approximation, J. Math. Phys. 55, 053504 (2014)

o T. Jecko Mathematical Analysis of Born—-Oppenheimer Approximations,
arXiv:1303.5833v3[math-ph], (2012)

e H. Essén, The Physics of the Born-Oppenheimer Approximation, Int. J. of
Quantum Chemistry, 12, 721 (1977).

e B.T. Sutcliffe and R.G. Woolley, On the Quantum Theory of Molecules, J. Chem.
Phys. 137, 22A544 (2012).

e J.C. Tully, Perspective: Nonadiabatic Dynamics Theory, J. Chem. Phys. 137,
22A301 (2012).

e J. Leszczynski Ed., Handbook of Computational Chemistry, Springer (2012)

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC 60



Parte 11

Superconductividad

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC

61






CAPiTULO 3

SUPERCONDUCTIVIDAD

3.1 Fenomenologia

La resistencia ofrecida al paso de la corriente eléctrica en los metales transforma
parte de su energia en calor que se disipa al medio ambiente (efecto Joule). Dicha
resistencia se debe fundamentalmente a la interaccién entre los portadores de
carga (electrones) y las vibraciones de la red cristalina en la cual se mueven
(fonones), dando lugar a un movimiento “viscoso” de los electrones. Esto queda
expresado en la ley de Ohm .J = ¢ E (siendo .J la densidad de corriente), la cual
nos dice basicamente que la velocidad promedio de los electrones es proporcional
ala fuerza de arrastre provista por el campo eléctrico E. Ahora bien, la intensidad
de las vibraciones de red depende de la temperatura T. Asi, se espera que la
resistencia decrezca al disminuir T, hecho que se observa experimentalmente en
todos los metales para un rango de temperaturas bastante amplio, dependiendo
este ultimo del material.

Dado que el nimero medio de fonones tiende a cero al aproximarnos al
cero absoluto, esperamos entonces que la resistencia se anule continuamente
en dicho limite!. Intentando estudiar este efecto, en 1911 el fisico holandés
Heike Kamerlingh Onnes, uno de los pioneros en el desarrollo de técnicas
para enfriar materiales a temperaturas cercanas al cero absoluto, llevé a
cabo un descubrimiento espectacular. Analizando las propiedades a muy

'En realidad, en algunos metales como el cobre y la plata la presencia de impurezas y otros
defectos hacen que exista una resistencia residual no nula independiente de T cerca del cero
absoluto
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bajas temperaturas de diferentes metales, tales como mercurio, plomo y
estafio, encontré que la resistencia eléctrica decae abruptamente a cero para
temperaturas por debajo de cierto valor crtico 7 (el cual es caracteristico de cada
material), con valores muy por encima del cero absoluto, tal como se muestra en
la figura 3.1 (por ejemplo, T. ~ 4 K para el mercurio).

015 b

005

pesistemcia (ohrn)

FIGURE 3.1: Resistencia eléctrica del mercurio en funcién de la temperatura.

La desaparicion completa de la resistencia eléctrica se demuestra
muy claramente en experimentos de corrientes persistentes en anillos
superconductores.  Esto es, mediante un pulso de campo magnético se
induce una corriente en un anillo de material superconductor (I" < T;). Una vez
establecida, se ha observado que dicha corriente fluye sin ninguna disminucién
perceptible por periodos de més de un afio. Mas atin, estimaciones del tiempo
de decaimiento caracteristico en la corriente, basados en mediciones usando
técnicas de resonancia nuclear dan una cota inferior de 10° afios!

Ahora bien, un superconductor no es simplemente un conductor perfecto,
esto es, un material que obedece la ley de Ohm, pero con una resistencia eléctrica
despreciable. Esto se evidencia en el llamado efecto Meissner (descubierto por
W. Meissner y R. Ochsenfeld en 1933): si colocamos un material superconductor
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en presencia de un campo magnético externo, el mismo es expelido del material.
En otras palabras, el campo en el interior del material (0 mejor dicho, la
induccién magnética B) se anula completamente, es decir, un superconductor
es un diamagneto perfecto. Veamos esto en mas detalle.

Supongamos que tenemos una densidad de corriente finita en el material. En
virtud de la ley de Ohm

J=0cE, (3.1)

si tomamos el limite o — o0, el campo eléctrico debe anularse, ya que de otro
modo tendriamos una densidad infinita. Por la ley de Faraday

. 0B
E=-"" 2
V x 5 (3.2)
esto implica que
0B
o Y

esto es, B = cte en el interior de un conductor perfecto. Si tenemos entonces un
material a T < T, y aplicamos el campo externo, el mismo no puede penetrar
en el material, ya que la variaciéon del campo genera supercorrientes (esto es,
corrientes sin disipacién) en el interior del material que cancelan perfectamente
el campo externo (ley de Lenz). Por otro lado, si tenemos un material a 7' > T,
el campo si puede penetrar en el material. Si a continuacién se enfria el material
por debajo de 7. en presencia del campo, el mismo permanece, ya que se debe
mantener la condicién de B = cte. Es precisamente en esta tdltima situacion
que un superconductor se diferencia de un conductor perfecto. Si se enfria un
superconductor por debajo de T; en presencia de un campo externo el campo en
el interior también se anula. Este es el efecto Meissner.

Esto dltimo tiene una implicancia sumamente importante. Mientras que
en el caso de un hipotético conductor perfecto el estado del material depende
de su historia previa, el estado de un superconductor es independiente de la
misma y esta caracterizado por campo magnético y resistencia eléctrica zero.
En otras palabras, la superconductividad constituye un estado de equilibrio
termodinamico.

Otra propiedad importante de los superconductores es que la corriente
eléctrica no puede superar un cierto valor critico. Superado el mismo la
superconductividad se destruye y el material recupera su condicién de conductor
normal.
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3.2 Termodinamica

El estado superconductor es pues una nueva fase termodindmica. En ausencia de
campo magnético aplicado, la transicién de fase superconductor - metal normal
ocurre en la temperatura critica. Los pardmetros termodindmicos intensivos
que describen el estado de este tipo de sistemas son la temperatura y el campo
magnético aplicado H. La variable termodindmica extensiva asociada al campo
es la magnetizacién M o, equivalentemente, la induccién magnética B = yio(H +
M) = pH.

Si el campo aplicado supera un cierto valor critico H.(T) la
superconductividad desaparece. Esto es debido a que la intensidad de las
supercorrientes necesarias para mantener B = 0 dentro del material supera el
valor de la corriente critica. En la Fig.3.2 vemos una isoterma tipica B vs. H.
Para H < H.(T) el sistema es un diamagneto perfecto B = 0; para H > H.(T)
el material se vuelve normal y B = pH (en metales normales p =~ o, la
permeabilidad del vacio). Este salto en la induccién magnética al alcanzar el
punto de transicion H = H.(T) nos muestra que la transicion de fase es de
primer orden. Asi, en el punto de transicion tendremos coexistencia de ambas
fases. En la Fig.3.3 se muestra el diagrama de fases H vs. T, esto es, la linea de
coexistencia. Vemos que H, — 0 cuando T" — T. Asi, a campo nulo la transicién
es de segundo orden o, equivalentemente, el punto (H = 0,7 = T,) corresponde
al punto critico de la curva de coexistencia.

El campo critico H.(T') tiene mas o menos la misma forma para la mayoria de
los metales, la cual puede ser aproximada bastante bien por la ecuacién

T2
H.(T) = Hy (1 — Tf) (3.3)

A lo largo de la curva de coexistencia la energia libre de Gibbs por unidad
de volumen ¢(7', H) debe ser la misma para ambas fases y por lo tanto cualquier
cambio en la energia libre debe serlo también. Tomando en cuenta que

dg = —sdT — BdH (3.4)
tenemos que

— $,dT — BpdH = —s,dT — BydH. (3.5)

Dado que en la curva de coexistencia B; = 0y By, = uoH.(T'), tenemos que

Sp — S5 = _NOHC(T) (dlzcj(—vT)> . (3.6)
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B/u,

FIGURE 3.2: Induccién magnética vs. campo aplicado a temperatura constante I' < T...

Esta es la ecuacién de Clausius-Clapeyron para un material superconductor.
Usando la Ec.(3.3) podemos obtener el calor latente de la transicion:

2uoHAT? T2
L= T(s, — 5,) = oM (1 _ T2> , 3.7)

el cual se anula para T'" — T, como era de esperar en un punto critico. Notemos

también que
dH.(T)
< dT >CO€$ - O

cuando 7" — 0, con lo cual s, — s, — 0. Este comportamiento es consistente con
el tercer principio de la termodindmica (ley de Nernst). Si integramos la Ec.(3.4)
a temperatura constante, desde H = 0, obtenemos

H
g(T,H) —g(T,0) = —/ BdH'. (3.8)
0
Dado que ¢4(T, H;) = g, (T, H.) tenemos
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metal normal

superconductor

FIGURE 3.3: Diagrama de fases campo aplicado vs. temperatura.

H. He
9s(T,0) — gn(T,0) :—/ (B, — Bs)dH' = py M(H")dH',
0 0

donde hemos usado que B, = puo H y Bs = po (H + M;). Si B; = 0 en toda la
muestra (efecto Meissner) esto implica My = —H y por lo tanto

9:(1,0) — gu(T,0) = =527 (39)

Vemos asi que la energifa libre de la fase superconductora en ausencia de
campo aplicado es menor que la del metal normal en una cantidad —42 HZ,
equivalente a la energia del campo magnético necesario para destruir la
superconductivad a dicha temperatura (por lo cual se la denomina la energia
de condensacién). Notemos que g5(7',0) = ¢,(T,0) en el limite ' — T, como
debe ser.

Veremos a continuacion algunas teorias fenomenolégicas que describen el
comportamiento de los superconductores.
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3.3 Teoria de London

La primera descripcién teérica de los aspectos fundamentales del
compartamiento de los superconductores (esto es, resistencia cero y
diamagnetismo perfecto) fué propuesta en 1935 por los hermanos F. y H.
London. La misma puede bédsicamente resumirse en la siguiente ecuacién
de estado electrodinamica: J o« —A (que reemplaza a la ley de Ohm)
donde A es el potencial vector asociado al campo magnético en el material.
Si bien la justificacién rigurosa de esta relacién es cudntica (de hecho, la
superconductividad es un fenémeno microscépico estrictamente cudntico),
podemos obtener una idea bastante clara de su origen a través de argumentos
clasicos.

Consideremos el modelo clasico de Drude de un gas de electrones libres para
la conductividad eléctrica:

md—v =eE — mu/T. (3.10)
dt

Aqui U es la velocidad media de los electrones. Tanto la velocidad media como el
campo eléctrico son el promedio en una regién de orden /., siendo este dltimo el
camino libre medio de los electrones para colisiones con los defectos del metal. 7
es un tiempo de relajacién fenomenolégico, que basicamente describe el tiempo
que, en ausencia de campo, tomara para que ¥ decaiga a cero, debido a las
colisiones con los defectos. En un metal normal, la competencia entre ambos
términos en la Ec.(3.10) lleva a un estado estacionario en el cual v = eET /m. Si
hay n portadores de carga por unidad de volumen, esto produce una densidad
de corriente eléctrica J = ne? = (ne?r/m)E, esto es, la ley de Ohm.

Asumiremos ahora que hay wuna densidad n, de “electrones
superconductores”, esto es, electrones que se mueven sin friccién (tomando
T, — 00). La ley de Ohm es reemplazada entonces por una supercorriente
acelerada. Esto es, tenemos dvs/dt = eE /my J_; = nsevs, de tal manera que la
supercorriente esta dada por

0Js

ot

Tomando el rotor de la ecuacién anterior y usando la ley de Faraday (3.2)
tenemos que

= (nse?/m) E

o ( m -

es decir
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m

2V X J_; + B = constante
Nge

Imponiendo ahora que el tanto el campo magnético como las corrientes se
anulen en el interior del material, esto implica que la constante es cero, esto es

nse® -

B (3.11)

VXJ_;:—
m

Esta se conoce como ecuacién de London. Utilizando la definicién del potencial
vector B = V x A obtenemos

2
V><<JS+”56 A>:0
m

que implica

2
Jo+ B - vy
m

La corriente debe satisfacer la ecuacion de continuidad

Ips
ot
ya que no hay acumulaciones de carga en las situaciones que vamos a estudiar.
Sobre la superficie del material esta condiciéon implica que la componente normal

Vil,+—+2=0 = V.J,=0,

de J; es continua y por lo tanto fsﬁ = 0, donde 7 es un vector normal a la
superficie. Asi, eligiendo el gauge V.A = 0y A.ii = 0 (esto se conoce como gauge
de London) tenemos que V?x = 0y Vx.7i = 0. Para un dominio simplemente
conexo la solucién de esta ecuacién es x = cte y por lo tanto

- 77,562 -

Jy=——"A (3.12)
m

Consideremos ahora las ecuaciones de Mawell:

pod =V x B (Ampere)
V.B=0
Utilizando la identidad

V x (V x F) = V(V.F) - V2F

podemos reescribir la ley de Ampere como
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ro X j = —V2§
Reemplazando esta tltima en la ecuacién (3.11) tenemos que

1
A2

A= —2
Honse

Tomemos un ejemplo simple, como se muestra en la Fig.3.4: un superconductor
semi-infinito que se extiende para z > 0, con una interfaz plana en z = 0 paralela
al plano (z,y); para z < 0 tenemos vacio y un campo externo uniforme H = Hyé,,
paralelo a la interfaz. Por simetria, el campo en el superconductor sera paralelo al
campo en el exterior y dependera solo de z. Asi, la ecuacién (3.13) toma la forma

V’B=_B (3.13)

con

&*B

—7 =
Con las condiciones de contorno B = pgHp para z = 0y B = 0 para z — oo la
solucion es

B/)\2.

B = ugHy efz//\.

La teoria de London predice un apantallamiento del campo magnético
en el superconductor. Esto es, el campo penetra una distancia A y decae
exponecialmente en el interior. A se conoce como longitud de penetracién. De la
Ec.(3.11) obtenemos que las supercorrientes también se encuentran localizadas
en la superficie en una distancia ~ A. Este comportamiento se verifica
experimentalmente, si bien los valores de A medidos difieren de los predichos
por la teorfa. El apantallamiento es un comportamiento general para diferentes
geometrias. En el limite 7" — 7T, se espera que n, — 0y por lo tanto A — oo.
Empiricamente se verifica que

A(T) =~ A(0) [1 - (§>4

La derivaciéon de la ecuacién de London mediante el modelo cldsico tiene
como principal objeciéon que la respuesta de un gas de electrones a un campo
eléctrico es no local. Esto es, la corriente en un punto esta determinada por el
campo eléctrico promediado sobre una regién ~ [, alrededor del punto (Drude).

~1/2

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC 71



3.3. TEORIA DE LONDON

vacio superconductor

R

FIGURE 3.4: Superconductor semi-infinito en presencia de un campo externo.

En la derivacién anterior, hemos asumido que la conductividad se vuelve infinita
en el limite [ — oo. Eso solo es cierto si el campo llena todo el espacio. En
el caso en que tenemos interfaces con regiones no superconductoras (el caso de
interés), eso no necesariamente es cierto y la conductividad podria resultar finita.
No obstante, la ecuaciéon de London es cualitativamente correcta. El siguiente
argumento cudntico debido a F. London permite rederivar esta ecuacién. Un
teorema de la mecanica cuantica que nos dice que, en ausencia de campo eléctrico
aplicado, en el estado fundamental del gas de electrones (p) = 0, donde ' es el
momento de los electrones. En presencia de campo magnético, tenemos que el
momento canénico es p = mv + eA. Asi, tenemos que

eA
m

en tanto asumamos que la funcién de onda de los electrones superconductores es
“rigida” y retiene su propiedad (p) = 0 a temperatura finita. En otras palabras, se
asume que a temperatra finita el estado microscépico del sistema esta descripto
por una tnica funcién de onda macroscépica (veremos mas adelante que esto es
béasicamente correcto). La ecuacién anterior nos lleva directamente a la Ec.(3.12).
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3.4 Teoria de Landau-Ginzburg (LG)

Esta teorfa, propuesta por L. Landau y V. Ginzburg en 1950, es una generalizacién
de la teorfa de London, que permite considerar materiales inhomogeneos
espacialmente, esto es, con regiones superconductoras y regiones normales,
ademas de introducir explicitamente la temperatura. La misma se encuadra en
el espritu de la teoria general de Landau para transiciones de fase de segundo
orden, focalizdndose por lo tanto en el comportamiento en las cercanias del punto
critico.

Comenzamos asumiendo que el estado superconductor corresponde a un
estado cudntico ocupado macroscépicamente (en forma semejante a lo que ocurre
en la condensacién de Bose-Einstein), que puede por lo tanto ser descripto
por una “funcién de onda macroscépica”? ¥. En la teorfa se propone esta
funcién de onda (en principio una funcién compleja) como pardmetro de orden
de la transicion. |¥|? se interpreta como la densidad de portadores de carga
superconductores |¥|?> = n,. Para mayor generalidad, vamos a suponer que estos
portadores de carga tienen una carga efectiva e* y una masa efectiva m* (mas
adelante veremos que de hecho los portadores de carga son pares de electrones).

La teoria se desarrolla en la forma habitual de la teoria de Landau,
proponiendo una funcional energia libre fenomenolégica, en el sentido de que
depende del parametro de orden como pardmetro variacional. Los valores de
equilibrio, tanto del pardmetro de orden como de la energia libre se encuentran
minimizando esta tltima respecto del primero. La funcional de LG se asume
que es una funcién analitica del parametro de orden y por lo tanto admite un
desarrollo en potencias del mismo en las inmediaciones del punto critico. La
eleccién de los primeros términos del desarrollo a conservar se hace en base a
consideraciones de simetria. En ausencia de campo externo, se asume que el
parametro de orden (esto es, el valor que minimiza la energia libre) es homogeneo
en el espacio (asumiendo una muestra infinita). En este caso la energia libre de
LG por unidad de volumen toma la forma

FIT, ) = fu(T) + as(T) |9 + ay(T)|0[* (3.14)

donde |¥|?2 = W U*. f,(T) es la energia libre por unidad de volumen de la fase
normal, de manera que para |V| = 0 tenemos f = f,. La elecciéon de los términos
en el desarrollo se debe a lo siguiente: a) la energia libre no puede depender
directamente de V¥, ya que tiene que ser real y b) las potencias impares de ||

*Esta es una pseudo-funcién de onda, en el sentido de que no es una solucién de la ecuacién de
Schrodinger, sino una funcién de estado macroscépica, que respeta un conjunto de propiedades
exigidas a la funcién de onda.
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se descartan ya que tornan la energia libre no analitica en ¥ = 0. a4 se asume
positivo; de otro modo, deberiamos incluir potencias superiores de \\I’\Q ya que
en caso contrario la energia libre no estara acotada por debajo.

En estas condiciones, podemos minimizar f respecto de |¥|. Si az > 0,
tendremos un tnico minimo en |¥| = 0, que corresponde a la fase normal (ver
Fig.3.5). Si az < 0 tendremos un minimo absoluto en

Uy = Jaa] (3.15)
2a4

que corresponde a la fase superconductora. En este caso, la fase de la funcién de
onda es irrelevante y podemos asumir el pardmetro de orden real. La notacién
VU, indica que esta es la solucién para una muestra infinita 0 en una regién
suficientemente alejada de cualquier borde. Asi, la condicién as = 0 corresponde
al punto critico. Los coeficientes as y a4 se asumen funciones analiticas de la
temperatura. En las inmediaciones del punto critico, podemos asumir entonces
az(T) = a(T—T¢) cona > 0. El coeficiente a4(T") se asume en general una funciéon
suave de variacién lenta con 7', con lo cual en el intervalo de temperaturas de
interés puede considerarse aproximadamente constante a4 = a4(7¢). Evaluando
la Ec.(3.14) en este minimo obtenemos:

2
as

fs(T) = fu(T) = = (3.16)

4a4

Hasta aca hemos utilizado la notacién f para la energia libre, ya que con
ella construiremos en seguida la energia libre de Helmholtz f = f(T, é) No
obstante, a campo nulo la misma es idéntica a la energia libre de Gibbs, ya que
ambas se encuentran relacionadas por la transformada de Legendre:

g(T, H) = f(T,B) — B.H (3.17)

As, comparando las ecuaciones (3.9) y (3.16) obtenemos la relacién entre el
campo critico y los pardmetros de LG:

a3 o o
Py ?HC (T) (3.18)
de donde obtenemos la predicién H.(T') ~ (1. — T') en las cercanias del punto
critico, la cual es consistente con el resultado experimental (3.3).
Consideremos ahora que tenemos una campo externo aplicado H y
permitamos la posibilidad de tener una parametro de orden que varfa
espacialmente ¥ (7). En otras palabras, asumimos que pueden existir regiones

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC 74



CAPITULO 3. SUPERCONDUCTIVIDAD

] - f, fo1-f,

a,>0 a,<0

0 |D| |D|

FIGURE 3.5: Funcional de Landau-Ginzburg para T > T, (a2 > 0) y T < T¢ (a2 < 0) en
ausencia de campo externo.

de la muestra superconductoras y regiones normales. Asi, podemos tener un
campo en la muestra que varia espacialmente B(7), el cual tendré asociado un
potencial vector local B(7) = V x A(F). Dado que los gradientes en la funcién de
onda ¥(7) se asocian al momento de las particulas, debemos incluir un término
asociado a la energia cinética. La densidad de energia libre de Helmholtz local
puede expresarse entonces como

. . 2
FIT 0 (), B(F)] = fu(T) + a2 (T) || + as(T) |W[* + # ‘(—ihv — A “r 2Buo
(3.19)

El término

2
- (—ihV —e A)\I"

corresponde a la energia cinética de una particula cargada en presencia campo,
mientras que el Gltimo término es la energia del campo en el interior. A
partir de la Ec.(3.17) podemos obtener la densidad de energia libre de Gibbs
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—

g[T, H, ¥ (), B(r)], la cual integrada en el volumen de la muestra nos da la
funcional energia libre total

GIT A, BE] = [ [T + (DO + a0l +
! wv - el + 2 g 3.20
+ 2 (—ihV — e*A) —i—%— . ] (3.20)
Esta expresion debe interpretarse como sigue. Tanto ¥ = U(T,H,7)
como B = E(T, H, 7) son ecuaciones de estado (locales). En la teoria se
asumen como pardmetros variacionales. Una vez evaluada G en su minimo,
esto nos da la auténtica energia libre de Gibbs G = G(T, H); la expresion

(3.20), debe considerarse como una funcional de ¥(7) y B(7). Para minimizar
GIT, H, ¥ (F), B(7)] respecto de W () debemos considerar variaciones §¥(7) tal
que |[0VU(7)/¥(r)] < 1 en toda la muestra y tomar en cuenta que V¥(r) es
una funcién compleja. De esta manera, deberiamos considerar variaciones
independientes en sus partes real e imaginaria. En lugar de esto, podemos
considerar variaciones de 0¥(7) y 0¥*(¥) como si fueran independientes.
Asi, integrando por partes y asumiendo la condicién de contorno de que la
componente normal de la velocidad de las particulas (—ihV — ¢*A)¥ se anula
en el borde de la muestra, llegamos a

1 o
ag(T)V 4 2a4(T) V| |* + g (i = e*A)*U =0 (3.21)
m
Si ahora minimizamos G respecto de variaciones en A (7) obtenemos
= 1 N *h
Jo=—VxB=_""
o 2m*1
Para obtener la ecuacién anterior hemos utilizado las identidades vectoriales

*2
(VT — UVT*) — — A|w|? (3.22)
m

—

/é.w « B)dv :/ﬁw « é)dv+7§(5 « O).d5

7{@ « F).dS = fmp « d3)

donde [dV es una integral sobre el volumen de la muestra y ¢ dS es una
integral sobre la superficie que encierra el volumen. Ademads, hemos utilizado la
condicién de contorno (B — ugH) x 7 = 0, donde 7i es un vector unitario normal
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a la superficie. Esto es, la componente tangencial de la induccién magnética es la
misma que la del metal normal en la superficie.

Recordando la interpretacién de 0|2 = n,, podemos reconocer en el tltimo
término de la ecuacién (3.22) la ecuacién de London. Asi, la teoria de LG nos
brinda una generalizacién de la de London para el caso en que el pardmetro de
orden (ntiimero de portadores de carga superconductores) varia espacialmente.

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales (3.21) y (3.22) nos dan el
pardmetro de orden y el campo magnético en el interior de la muestra. En
general, son complicadas de resolver analiticamente, pero podemos tener una
idea general del comportamiento predicho por las mismas en ciertos casos
limites.

Tomemos primero el caso de un superconductor semi-infinito con una
superficie plana (como el mostrado en la figura 3.4) en ausencia de campo
B = A = 0. En este caso podemos asumir que el pardmetro de orden es una
funcién real (con lo cual se satisface la Ec.(3.22)), la cual por simetria depende
solo de la coordenada z, ¥ = ¥(z). Introduciendo la funcién adimensional

w20 ¥(2)
8 = ) o = g (3.23)

la Ec.(3.21) toma la forma
d%¢

_52ﬁ_¢+¢3:0 (3.24)

/ K2
&T) = m (3.25)

tiene unidades de longitud y se conoce como longitud de coherencia. Para
entender el significado de esta longitud, analicemos el comportamiento de ¢ en
la interface entre el la regién interior del superconductor (¢ = 1) y el exterior,
donde ¢ decae a cero. En la regién donde ¢ comienza a decaer podemos asumir
¢(z) = 1+ g(z), con g(z) < 1y linealizar la Ec.(3.24). Asi, a primer orden en g
obtenemos

donde

¢ +(1+g)—(1+3g+---)=0
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de donde

g(2) ~ e V2/ET)

Vemos asi que ¢ nos da la distancia caracteristica en la cual el parametro de
orden decae desde su valor de saturacion en el interior de la muestra a cero en el
contorno. Notemos que ¢ diverge paraT — T .

Resolver las ecuaciones de LG en el caso con campo requiere de
métodos numéricos. No obstante, podemos tener una idea aproximada del
comportamiento esperado, si despreciamos las variaciones del pardmetro de
orden cerca de la interfaz (en general es una mala aproximacién pero basta para
el argumento presente). En dicho caso, la Ec.(3.22) se reduce a la de London (un
decaimiento exponencial) con una longitud de penetracién esta dada por

2m*ay

|CL2‘6*2

Tenemos asi que la interfaz entre el estado normal y el superconductor esta
caracterizada por dos longitudes caracteristicas relacionadas: la longitud de
penetracién (que nos da la distancia caracteristica en la cual el campo magnético
decae a cero) y la de coherencia (que nos da la distancia caracteristica en la cual
el la densidad de portadores decae a cero).

Hasta ahora no se ha hecho evidente ninguna consecuencia directa de tener

un pardmetro de orden complejo ¥ = |¥|e™¥. La Ec.(3.22) puede ser reescrita
como
. e*h 5 6*2 > o
Js = —|V[*Vp — —A[Y| (3.26)
m m
de donde
m* fs - h
A=—V 3.27
6*2 |\I/|2 + e* ¥ ( )

Consideremos ahora un superconductor que no sea simplemente conexo, por
ejemplo, un anillo en presencia de un campo magnético externo. Calculemos el
flujo magnético a través del hueco:

@:/éﬁ:fﬁd

donde § dl'es una integral de linea en un contorno dentro del superconductor que
rodea al area del hueco, tal que encierra todo el flujo magnético. Dado que dy =
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V.dl'y dado que el parametro de orden tiene que ser una funcién univaluada
de 7, tenemos que

%Vg@.dl_): 2mn
conn =0,1,2,.... Asi, integrando la Ec.(3.27) tenemos
m* [ Je.dl h
o= — > d=—n. 2
6*2 |\I;|2 + e*n (3 8)

La cantidad @' se conoce como fluxoide. La ecuacién anterior nos dice que @' se
encuentra cuantizada, es decir, es siempre un mdaltiplo entero de ®;, = h/e*. Si
las dimensiones del anillo son mucho mayores que la longitud de penetracién,
de manera que el camino de integracién puede tomarse en regiones en las cuales
J; = 0, tenemos que ® = @' y es el propio flujo magnético el que se encuentra
cuantizado®.

3.5 Descripcion microscopica

La cuantizacién del flujo ha sido verificada experimentalmente y el valor de
¢y medido, mostrando claramente que e* = 2e. Basandose en esta evidencia
L. N. Cooper propone en 1956 que los portadores de carga responsables de la
superconductividad no son electrones, siné pares de electrones (llamados desde
entonces pares de Cooper). La formacién de los pares de Cooper se debe a una
interaccion efectiva atractiva entre electrones con energias cercanas al nivel de
Fermi. Esta interaccién (llamada de apareamiento) estd mediada por fonones.
Puede pensarse que un electrén atrae a los iones positivos cercanos de la red.
Estos iones al ser mucho mas pesados que los electrones, tienen una inercia
mucho mayor. Por esta razén, cuando un electrén pasa cerca de un conjunto
de iones positivos, estos iones no vuelven inmediatamente a su posicién de
equilibrio original. Ello resulta en un exceso de cargas positivas en el lugar
por el que el electrén ha pasado. Un segundo electrén en las cercanias va a
sentir pues una fuerza atractiva resultado de este exceso de cargas positivas.
Esta especie de “energia de ligadura” entre los dos electrones se denomina
gap superconductor, y se denota A. En un conductor en estado normal (es
decir, cuando no es superconductor), es posible excitar un electrén afiadiéndole
cualquier energia que queramos. Simplemente aumentaremos su energia cinética

3La cuantizacién del flujo puede derivarse de la teoria de London en dominios no simplemente
conexos utilizando argumentos cuanticos.
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en igual proporcién. Sin embargo, en el caso de un par de Cooper es distinto: si
le aplicamos una energia inferior a 2A (el doble, debido a que el gap se toma
como energia por electrén), no lograremos excitarlo dado que no romperemos
el par. Si la energia es superior a 2A, entonces el par se rompe y la energia que
le sobra se convierte en energia cinética de los electrones. La existencia de este
gap en la banda electrénica fue verificada experimentalmente en 1954, mediante
mediciones de calor especifico. Mas atin, se observo que la razon 2A /kpT. ~ 3.5,
independientemente del material.

Los pares de Cooper tienen spin entero (su estado fundamental es un
singlete) y por lo tanto se comportan como bosones. De esta manera, la
transicién al estado superconductor puede pensarse como una condensacién
de Bose-Einstein. Un aspecto importante, es que lo pares de Cooper no son
entidades localizadas espacialmente. Estimaciones del tamafio de los pares (esto
es, de la distancia entre los electrones del par) muestran que esta es mucho mayor
que la distancia promedio entre electrones en el metal. De esta manera, existe una
alta superposicion entre diferentes pares y por lo tanto el sistema no admite una
descripcién en términos de bosones independientes, sino que debe considerarse
el problema de muchos cuerpos.

En 1957 ]. Bardeen, L. N. Cooper y L. Schrieffer formulan una teoria (llamada
teorfa BCS en honor a sus autores), en la cual proponen una funcién de
onda de muchos cuerpos, en la cual pares de Cooper constituyen excitaciones
al mar de Fermi. Mediante un tratamiento variacional de dicha funcién
de onda y asumiendo una interaccion atractiva entre electrones con energias
cercanas al nivel de Fermi, pudieron derivar la mecdnica estadistica de estos
sistemas, reproduciendo la mayoria de las observaciones experimentales (gap
en el espectro de energia y su relaciéon con T;, efecto Meissner, etc.). En
1958, N. Bogoliubov obtuvo una reafirmacién de la teoria mostrando que la
funcién de onda BCS puede ser obtenida mediante una transformacion canénica
del Hamiltoniano electrénico. En 1959, L. Gorkov mostré que la teoria de
Landau-Ginzburg puede ser derivada rigurosamente como un caso particular
de la BCS para temperaturas cercanas a la critica.

La teoria BCS (cuya complejidad excede el nivel del presente curso) es una
de las mas elegantes de la Materia Condensada y explica practicamente toda la
fenomenologia de la superconductivadad clésica (la llamada superconductividad
de baja temperatura). Bardeen, Cooper y Schrieffer recibieron el premio Nobel de
fisica en 1972 por esta contribucién.
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3.6 Superconductores tipo Iy II

Una de las predicciones mas interesantes de la teoria de LG es la existencia de
dos tipos de materiales superconductores. Consideremos nuevamente el caso de
una interfaz plana entre un superconductor semi-infinito y una regién normal
(figura 3.4). En la region de la interfaz tenemos un estado mixto donde conviven
ambos estados, ya que la densidad de portadores superconductores es menor
que en el interior del superconductor y a su vez el campo magnético penetra una
cierta distancia. Esta region se denomina una pared de dominio, en analogia con
las paredes entre dominios magnéticos en un ferromagneto y esta caracterizada
por las longitudes £ y A, tal como se muestra en la figura 3.6. La existencia de
esta pared implica una energia libre superficial, que seria la diferencia de energia
libre entre el estado con la pared y un estado con ausencia de pared (un salto
abrupto del estado normal al superconductor). Notemos que tanto la longitud
de penetracién como la de coherencia divergen como (7. — T)'/? para T — T}.
Esto nos permite definir el llamado pardmetro adimensional de LG

= MT) (3.29)

&(T)

el cual es aproximadamente independiente de la temperatura 4. Esto nos permite
analizar dos limites diferentes: a) x < 1. En este caso el campo penetra poco
y tenemos una region relativamente extensa donde ¥ < W,,. Estos materiales
se conocen como superconductores tipo I. b) x > 1. En este caso tenemos una
mayor penetraciéon del campo y una transicién mas abrupta entre las regiones
normal y superconductora. Estos materiales se conocen como superconductores
tipo II. La energia libre superficial en todos los casos esta determinada por la
competencia entre dos efectos. Por un lado, un valor grande de ¢ tiende a
aumentar la energia libre, ya que el estado superconductor tiene menor energia
libre que el normal (ver Ec.(3.9)). Por otro lado, una mayor penetraciéon del campo
también aumenta la energia. La regién donde estos efectos compiten tiene una
extension aproximada { — A. Supongamos que el campo externo es cercano al
critico Hy ~ H,.. Podemos entonces estimar la energia libre superficial por unidad
de area de la interfaz a partir de la Ec.(3.9) como

o~ %chs (3.30)

donde § = £ — A. En el caso de superconductores tipo II tenemos que la longitud
relativa § < 0. Esto implica una energia libre superficial negativa, lo cual favorece

4 Al menos para temperaturas cercanas a la critica; recordemos siempre que esta es la regién de
validez de la teoria
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B(x) ' B(x) '

k=ME << 1 Kk=AE>>1

FIGURE 3.6: Comportamiento tipico del campo externo y pardmetro de orden para
superconductores tipo I y IL
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la formacién de interfaces. En una muestra finita, esto sugiere una tendencia
a fragmentar el sistema en muchos dominios superconductores separados por
regiones normales, de manera de aumentar el nimero de interfaces. Esto
implicaria una penetracién parcial del campo magnético y la consiguiente
desaparicién del efecto Meissner en términos globales. Por el contrario, en el
caso de superconductores tipo I, la energia superficial es positiva, lo cual tiende
a estabilizar la formacién de grandes dominios superconductores.

El argumento anterior puede formalizarse a partir de las ecuaciones de LG
como sigue. Podemos escribir la energia libre superficial como

7=/iddﬂTJLWJﬂ—gUﬂinﬂD
0

De la Ec.(3.20) y evaluando en H = H, tenemos

L2 1
(—ihV — e*A)\IJ] g (B MOHCF]
0
(3.31)

donde hemos usado las Ecs.(3.15) y (3.18). Si multiplicamos la Ec.(3.21) por U* e
integramos por partes obtenemos la identidad

& 1
=/ d )| T)|e*
v= [ R a5

/OOO dz [az(T)|\I/|2 + 2a4(T)| ¥ |* +

L2
~ihV — e Ay | =
e (—ihV —e*A) } 0

la cual reemplazada en la Ec.(3.31) nos da

1

= dz | —ay(T)|9|* +
= [ [ami o

Comparando con la Ec.(3.30) y usando las Ecs.(3.15) y (3.18) obtenemos

o) 2 4
o) - ()
0 HOHc LSS

Esta expresion muestra claramente la competencia entre la energia magnética

y la condensacién superconductora, fundamentando la suposicion § = {— . Para

evaluar esta expresion es necesario conocer ¥(z) y B(z), es decir, las soluciones

de las ecuaciones de LG. Soluciones numéricas de dichas ecuaciones confirman
qued >0parak < 1yd < Oparar > 1.

En los metales puros que exhiben propiedades superconductoras en general

A\~ 500 A y & ~ 3000 A, de manera que k < 1, es decir, son superconductores
tipo L. Si bien muy interesantes desde el punto de vista teérico, son de escaso

w—mmﬂ (332)

(3.33)
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interés practico, ya que presentan temperaturas y campos criticos muy bajos (las
temperaturas criticas son menores a los 10 K), con lo cual no pueden soportar
corrientes elevadas. Los superconductores tipo II son aleaciones y en general
presentan temperaturas y campos criticos bastante elevados. En particular, los
mayores campos criticos son alcanzados en general en aleaciones de niobio (ej.,
NbsTi, Nb3Sn, etc.), los cuales tienen temperaturas criticas entre 10 y 25 Ky
presentan campos criticos de hasta 40 T (para T" < T¢).

Un anélisis detallado de la teoria (confirmado experimentalmente) muestra
que los superconductores tipo II presentan dos campos criticos H.; y Hc, los
cuales dependen de la temperatura. Para H < H. tenemos efecto Meissner
pleno, es decir, el campo magnético no puede penetrar en la muestra. Para H >
H,; el campo magnético penetra paulatinamente hasta que en H = H, el campo
penetra totalmente y el material se vuelve normal (esto es, se cumple que B o< H).
El estado con penetracion parcial del campo se conoce como estado mixto, ya que
en el mismo coexisten regiones superconductoras y normales. Es precisamente
la presencia del estado mixto lo que permite alcanzar altos campos criticos y por
lo tanto soportar altas corrientes eléctricas. La transicién termodindmica ocurre
en H = H,;. El diagrama de fases para superconductores tipo II se muestra en la
tigura 3.7, el cual debe ser comparado con el de la figura 3.3, que corresponde a
los superconductores tipo I.

La penetraciéon del campo magnético no sucede de forma arbitraria, sin
bajo la forma de un arreglo regular de tubos de flujo, como se muestra
esquemadticamente en la figura 3.8. Dentro de cada celda del arreglo se encuentra
un vortice de supercorriente, que concentra el flujo hacia el centro del tubo. Cada
tubo contiene un quantum de flujo ®(. El nucleo del vértice es un tubo de radio &,
dentro del cual el material se encuentra en la fase normal. Los vortices de hecho
interactan entre ellos, ya que las corrientes que circulan en ellos interfieren y se
puede ver que dicha interaccién es repulsiva. Esto hace que, como los a&tomos en
un cristal, los vortices alcancen un estado de equilibrio en el cual (vistos desde
la direccién del campo magnético) forman una red triangular. Este estado se
conoce como red de Abrikosov, en honor a Alexei A. Abrikosov quien predijo
tedricamente su existencia en 1957. A medida que el campo externo aumenta por
encima de H.; el nimero de voértices que penetran el material aumenta, la red de
Abrikosov se contrae, pero el flujo dentro de cada vortice es siempre el mismo,
hasta que el campo alcanza H. y todo el material se vuelve normal.

Los vortices no solo interactan entre ellos, sino que también interactan con
otras corrientes que circulan por el superconductor. Supongamos que se hace
circular por el material una corriente de densidad .J perpendicular a la direccién
de las lineas de flujo asociadas a los vortices. La interaccién de los vértices con
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cl

superconductor

FIGURE 3.7: Diagrama de fases campo aplicado vs. temperatura para superconductores
tipo II

la misma hace que se muevan y ese movimiento involucra friccién. El resultado
entonces de dicho movimiento es la apariciéon de una resistencia eléctrica efectiva,
con lo cual el material se comporta como un conductor normal. Esto puede
verse a partir del siguiente argumento. Desde la teoria puede verse que la
presencia de una corriente J genera en un vértice aislado una fuerza “tipo
Lorentz” F o J x E, donde B es el campo en el interior del vortice. Esta fuerza
por lo tanto es perpendicular a la corriente y los vértices se moveran en dicha
direcciéon. Supongamos que los voértices se mueven con una velocidad ¢. Esto va
a inducir un campo eléctrico E « B x @, el cual es paralelo a J: E  .J. Esto no
es mas que la ley de Ohm. Pareciera que se destruy¢ la superconductividad. Sin
embargo, esta resistencia eléctrica efectiva aparece solo si los vortices se mueven.
La presencia de defectos cristalinos hace que los vértices no puedan moverse.
Se dice entonces que los voértices quedan “anclados” en los defectos. En este
caso, la corriente eléctrica puede fluir alrededor de los vértices sin friccién. De
esta manera, obtener muestras con muchos defectos permite la construccién de
materiales superconductores con altas corrientes criticas. Este es un tema de
investigacién actual de gran importancia tecnolégica.
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FIGURE 3.8: Penetracién del campo magnético en el estado mixto de un superconductor
tipo II.

3.7 Superconductividad de altas temperaturas

En los afios 80 fueron descubiertos un nuevo tipo de superconductores de
tipo II llamados superconductores de alta temperatura, los cuales presentan
temperaturas criticas de que alcanzan 125 K. Estos son compuestos cerdmicos
(debido a su estructura cristalina) a base de tierras raras, cobre y oxigeno.
El primero a ser descubierto en 1986 es el Lay_,Ba, Cu O4. Para ciertos
valores del dopado z, este material presenta una fase superconductora cuya
temperatura critica es de 30 K. Este valor superaba las predicciones tedricas
de la época, basadas en la teoria BCS y abrié camino a la investigacion de
la superconductividad en este tipo de materiales. Por este descubrimiento G.
Bednorz y A. Miiller recibieron el premio Nobel de fisica un afio despues. Poco
tiempo despues se consiguié aumentar la temperatura critica hasta los 60 K,
reemplazando el material de dopado por Sr. Otras ceramicas superconductoras
descubiertas con posterioridad fueron el Y Bay Cus O7 (1. = 92 K), el Biz Srp
Cay Cus Oy¢ (T, = 110 K) y el de mayor temperatura critica conocido hasta
el presente Tly Bay Cay Cuz Oyg (I = 125 K). Notemos que la temperatura
critica en estos tres tltimos es superior a la de evaporacién del nitrégeno liquido
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(= 77 K), sustancia de relativamente facil produccién y manipulacién en la
actualidad. A diferencia de los llamados superconductores convencionales (es
decir, los de bajas temperaturas), la teoria BCS no describe adecuadamente el
comportamiento de estos materiales y hasta el presente no existe una descripcién
tedrica completa para los mismos. Sin embargo, se sabe que el Cu y el
O resultan fundamentales. Los dtomos de estos elementos forman planos
cristalinos paralelos en los cuales se forman los pares de Cooper responsables
de la superconductividad. Asi, la superconductividad en estos materiales es un
fenémeno bidimensional.

3.8 Efecto Josephson

En 1962 B. D. Josephson, basdndose en un andlisis del efecto tunel de pares
de Cooper entre dos electrodos superconductores separados por una barrera
aislante fina (esto se conoce como una juntura), obtuvo una prediccién notable:
entre los superconductores se establece una supercorriente dada por

I, =1, sin Ay (3.34)

donde Ay es la diferencia en la fase de la funcién de onda de LG entre ambos
superconductores. I. es la maxima corriente que la juntura puede soportar. Mas
aun, predijo que, si se establece una diferencia de potencial constante V' a través
de la juntura, la diferencia de fase varia en el tiempo como

dAyp  2eV
— = — 3.35
7 o (3.35)
es decir, un voltaje continuo produce una corriente alterna de amplitud I.
y frecuencia angular w = 2eV/h. Por lo tanto, el quantum de energia hw

corresponde al cambio energia 2eV que resulta de transferir un par de Cooper
a través de la juntura. Estos resultados, Ecs.(3.34) y (3.35), se conocen como
efecto Josephson DC y AC respecitvamente y han sido ampliamente verificados
experimentalmente. B. D. Josephson recibi6 el premio Nobel de fisica por esta
contribucién en 1973 (junto con L. Esaki e I. Giaever). El efecto Josephson AC se
utiliza, entre otras cosas, para elaborar patrones de tensién eléctrica.

Si bien esta prediccion fue hecha originalmente para dos electrodos
superconductores separados por una capa aislante, puede verse que el efecto
es mucho mas general y ocurre siempre que tengamos dos electrodos masivos
separados por una “unién debil”. Esto puede significar a) una capa aislante
(como propuesto por Josephson), b) una capa delgada de metal normal, la cual se
vuelve debilmente superconductora por la difusién de pares de Cooper desde los
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superconductores (esto se conoce como efecto de proximidad) o c¢) simplemente
una constriccién en el material superconductor. Todos estos casos se conocen
como junturas Josephson.

Podemos derivar el efecto Josephson DC a partir de la teoria de LG
considerando un modelo simplificado de una union debil. Esto es, consideramos
dos superconductores masivos, separados por una unién corta unidimensional
(o “puente”) de longitud L < &, hecho del mismo material superconductor. La
ecuacién de LG para el caso unidimensional toma la forma (3.24)

2d2 2
&+ o—dlol =0

donde ¢ = ¥ /¥,,. Asumimos que los electrodos estan en equilibrio, de manera
que |¢| = 1 en ambos, pero la fase puede ser diferente. Dado que la fase
absoluta de la funcién de onda esta indefinida, podemos asumir sin perdida de
generalidad que las fases en cada electrodo son 0 y Ay respectivamente. Asi,
tenemos las condiciones de contorno para la ecuacién anterior en el puente: ¢ = 1
paraz =0y ¢ = 'A% para z = L. Debido a que L < ¢, el término de la derivada
segunda en la ecuaciéon domina completamente a los otros dos términos (estamos
en la region de méxima variaciéin de la solucién). En este limite, el problema se
reduce a la ecuacién de Laplace d?¢/dz? = 0, cuya solucién general es ¢ = a + bz.
Aplicando las condiciones de contorno en los extremos del puente obtenemos

¢=(1—2z/L)+ (z/L) ™ (3.36)

Sea A el area transversal del puente, de manera que I; = J;A. Reemplazando la
Ec.(3.36) en la ecuacién de LG para la corriente (3.22) se obtiene la ecuacién de
Josephson (3.34) con

\112
= A (3.37)
m L

Un andlisis mas elaborado de la teorfa muestra que esta es efectivamente
la corriente critica del material. Supongamos ahora que tenemos un campo
magnético uniforme aplicado perpendicular a la juntura, de manera que
podemos asumir el potencial vector paralelo a la misma. Mas atin, vamos a
asumir que el modulo de potencial vector A es constante a lo largo de la juntura.
En este caso, la ecuacion (3.24) se reeemplaza por

& <id+27TA>2¢—¢+¢I¢I2=0 (3.38)
dz (I’O '

donde ®; = h/2e es el quantum de flujo. Proponemos entonces
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. 27
z(b—OAz

¢(2) = x(2) e

Reemplazando en la Ec.(3.38) obtenemos

2 d*x
e
que es idéntica a la ecuacién para ¢ sin campo. Aplicando las mismas
consideraciones que antes y las mismas condiciones de borde, llegamos a la

solucién:

+x—x[x*=0

¢=J%Aﬂu—zﬂa+@ﬂnJ@W§¥“ (3.39)
la cual reemplazada en la Ec.(3.22) nos da
I = I.siny (3.40)

donde I, viene dada por la Ec.(3.37) y v = Ap — 21/®(AL. Para el caso general
en que A no es constante en el puente puede verse que

7—A¢—%i/iﬂ’ (3.41)
%)

donde la dltima es una integral de linea sobre un camino entre los extremos del
puente.

3.9 Aplicaciones

3.9.1 SQUID

Hemos visto que el flujo magnético altera la diferencia de fase entre los
electrodos superconductores separados por una juntura Josephson (Ecs.(3.40)
y (3.41)). Este efecto se utiliza para mediciones de campo magnético de alta
sensibilidad. Un ejemplo de esto tltimo son los dispositivos llamados SQUID
(Superconducting Quantum Inteference Device). Estos se basan en dividir la
corriente superconductora y hacerla pasar por dos junturas, como se muestra
esqueméticamente en la figura® 3.9. El defasaje producido por el campo
magnético aplicado puede producir entonces interferencias destructivas entre las
funciones de onda de los pares de Cooper (o equivalentemente, el pardmetro de

®Esta no es la tinica configuracién posible. Existen otros tipos de squid, algunos basados en
junturas simples.
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orden de LG), en forma andloga al fendmeno de interferencia 6ptica en una doble
rendija. Podemos ver como funciona esto utilizando la teoria de LG.

FIGURE 3.9: Diagrama esquemaético de un SQUID de doble juntura.

En el dispositivo de la Fig.3.9 se aplica un campo magnético perpendicular al
anillo superconductor. El flujo magnético a través del anillo ® puede calcularse

como
@:/éﬁ:f&ﬁ

donde la dltima es una integral de linea sobre el camino cerrado que pasa
por el interior del anillo, como se indica en la Fig.3.9. Si las dimensiones de
los electrodos C y D del anillo son grandes comparadas con la longitud de
penetracion A, dentro de los mismos la corriente se anula J, = 0. De la Ec.(3.27)
tenemos que dentro de los electrodos

.k i
A=—Vp="vVp (3.42)
2e 2

y
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b —
27

Vo.dl + / Adl (3.43)
electrodos junturas

Dado que la fase ¢ debe ser univaluada, tenemos que

/ Vga.df+ Ap1 — Agpo = 2nm
electrodos

donde Ayp; son las diferencias de fase finitas a través de las junturas.
Reemplazando en la Ec.(3.43) y usando la definicién (3.41) tenemos que

o
Yo — 1 = 2@ (% — n) (3.44)

Suponiendo que ambas junturas son idénticas, tenemos que
. : . . ¢
I=1+1I,=1I.(siny; +sinvyy) = I. | siny; +sin |y — 2%5 (3.45)
0

Maximizando la expresién anterior respecto de v; podemos obtener la méxima
corriente que pasa por el dispositivo, esto es

d
COS T—
0

Inaz = 21c (346)

que tiene la misma forma que el correspondiente patrén de interferencia 6ptico
en una doble rendija. Asi, midiendo corrientes podemos detectar variaciones del
flujo magnético que son del orden del quantum de flujo ®3. Dado que este tltimo
es muy pequeno

Oy = 2% ~ 2.068 x 107> Wh, (3.47)
y recordando que 1 Wb = 1 T m?, una variacién del flujo ®; en un anillo de
1 cm? equivale a una variacién del campo B del orden de 107! T. De hecho,
variaciones mas sofisticadas de este dispositivo permiten medir fracciones de ®y.
A los efectos de comparacion, el campo magnético terrestre en la superficie de
la tierra varfa entre 25 y 65 uT. Vemos asi que estos dispositivos permiten medir
campos magnéticos extremadamente pequefios.
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3.9.2 Transmisién de energia

Esta es la aplicacién mas obvia de la superconductividad. Poder transmitir
energia eléctrica practicamente sin perdidas es altamente deseable en una
sociedad tecnolégica. No obstante, reemplazar los cables normales por cables
superconductores a gran escala esta lejos de ser viable. Los problemas
tecnolégicos son muchisimos. Vamos a enumerar solo algunos de los principales.

La primera dificultad es la baja temperatura. Los superconductores cerdmicos
no soportan (hasta ahora) corrientes muy elevadas y por lo tanto no resultan
précticos alin para estas aplicaciones. Esto hace que deba utilizarse He lquido
para alcanzar temperaturas inferiores a la critica (el He licia a temperatura
inferiores a los 4 K a presién normal). El He es un elemento raro, caro y de
dificil manipulacién. Asi, deben emplearse técnicas sofisticadas de criogenia
(en general basadas en el uso adicional de nitrégeno liquido externo) para
reducir la pérdidas. Otro problema es que, para fabricar un cable el material
debe ser suficientemente maleable. Algunos de los materiales con las mejores
propiedades superconductoras son fragiles. Asi, debe buscarse un compromiso
entre propiedades eléctricas y mecdnicas.

Los materiales mas usados en la actualidad para construir cables
superconductores son aleaciones a base de Niobio, tales como NbTi y NizSn.
Este ultimo soporta campos de hasta 10T simultaneamente con una densidad
de corriente de 10> A/mm? (recordemos que cables domiciliarios de 1 mm?
soportan una corriente mixima de 2 A sin quemarse). Las propiedades
superconductoras del NbTi son inferiores a las del anterior, pero es mas maleable,
con lo cual es el mas utilizado.

Otro problema consiste en la manufactura de materiales con un alto anclaje
de vértices para evitar la resistencia producida por el movimiento de los vortices.

Finalmente, existe otro fendmeno que eleva enormemente el costo de los
cables. Supongamos que por algiin motivo se eleva la temperatura del material
por encima de la critica mientras transporta una corriente elevada (por ejemplo,
por una evaporacion abrupta del He). En su fase normal, estos materiales son
unos conductores bastante pobres, con una resistencia eléctrica bastante mas alta
que la de un buen conductor como el Cu. La apariciéon abrupta de resistencia
eléctrica involucra la disipacién de una cantidad enorme de calor y el cable se
funde. Para evitar esto el cable superconductor (en realidad es un manojo de
cables) se encuentra inserto en una matriz de Cu. Asi, ante una transicién abrupta
a la fase normal, el Cu acttia como una resistencia en paralelo mucho menor que
la del cable principal, derivando la mayor parte de la corriente (un cortocircuito)
con una disipacién razonable evitando que el dispositivo se destruya. Todo esto
eleva enormemente el costo de fabricaciéon. En la actualidad un kilo de cable
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superconductor cuesta alrededor de 1000 veces mas que un kilo de cable de Cu.

3.9.3 Electroimanes superconductores

Por los motivos expuestos anteriormente, el uso de cables superconductores para
transmision en lineas eléctricas se encuentra an a nivel de prototipo. Sin embargo,
estos cables pueden utilizarse en dispositivos especificos. El uso mas difundido
en la actualidad es la generaciéon de grandes campos magnéticos mediante
electroimanes superconductores, tales como los utilizados en aceleradores de
particulas y en tomoégrafos de Resonancia magnética Nuclear (los tomoégrafos
de uso medicinal requieren de campos entre 1y 2 T, los cuales dificilmente se
pueden generar a un costo razonable mediante conductores normales).

3.9.4 Levitacion magnética

Uno de los fendmenos mas vistosos asociados a la superconductividad es el
de la levitacion magnética. Esto es un resultado directo del efecto Meissner.
Supongamos que tenemos una placa superconductora grande horizontal y
colocamos encima un imdn normal. En el superconductor se van a generar
corrientes que crean un campo magnético interno que cancela exactamente el
campo del imdn dentro del material (efecto Meissner). Pero hacia afuera del
material, estas corrientes equivalen a tener un segundo imén, que es una imagen
especular del iman real. Como resultado, este imén virtual repele el imén real,
con una fuerza que eventualmente equilibra al peso y el iman flota (levita) por
encima de la superficie. En la practica, esta es en general una situacion inestable y
se requiere de una geometria particular del superconductor para que la levitacién
realmente ocurra, al menos en superconductores tipo I. Sin embargo, en el caso de
superconductores tipo II el anclaje de vortices provee una estabilidad adicional
y la levitacién se obtiene facilmente. De hecho, la levitacién magnética puede
obtenerse mediante materiales normales, pero requiere de configuraciones de
campo bastante mas sofisticadas.

Una aplicacién de este fendmeno son los trenes de levitacién magnética o
MAGLEYV (la sigla viene de MAGnetic LEVitation). Estos trenes levitan a cierta
altura de los rieles y a la vez son propulsados mediante campos magnéticos. Una
de las versiones actuales (en Japon) se basa en el uso de rieles superconductores.
La ausencia de friccién con los rieles permite alcanzar altas velocidades.
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CAPiTULO 4

INFORMACION CUANTICA

4.1 Introduccion

Este capitulo tiene el propésito de introducir algunos aspectos fundamentales
de la dindmica de sistemas cudnticos correlacionados, que involucran conceptos
basicos tales como entrelazamiento, correlaciones cuanticas y no-localidad. Estas
nociones, que en principio pertenecen a los fundamentos de la teoria cuéntica,
también estan en la base de aplicaciones actuales ya que la correlacion cuéntica es
un recurso indispensable para los diferentes protocolos de informacién cuéntica.
Entonces la familiarizacién con estas ideas nos ayudaréa a incorporar el lenguaje
basico utilizado en este campo, y paralelamente brindard un estimulo para la
profundizacién de nuestra percepcién sobre aspectos epistémicos asociados con
la descripcién cuédntica de la naturaleza.

La naturaleza cudntica del mundo ha sido motivo de debates interesantisimos
desde el primer momento en que los hechos de la naturaleza comenzaron a
explicarse mediante la teoria cudntica. Paralelamente a los avances ocurridos
en diversos campos impulsados por las nuevas ideas (fisica atémica y molecular,
fisica del estado s6lido, fisica nuclear, etc.), surgié un gran interés epistemolégico
motivado en la “extrafieza” de los nuevos postulados. Estas discusiones no sélo
se circunscribieron al mundo de la fisica, sino que tuvieron su contrapartida en
el campo de la filosofia. Si bien el poder predictivo de la nueva teoria no dejaba
lugar a dudas, surgieron opiniones muy divergentes acerca de la interpretacion
de la teoria.

Dado que el objeto de los nuevos postulados es esencialmente el mundo
microscépico sobre el que subyace nuestro mundo cotidiano, la intuicién
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clasica, alimentada por los éxitos contundentes de las teorias de la mecanica
clasica y el electromagnetismo, en muchos casos obstaculizé la discusién de los
fundamentos de la nueva teoria. El problema surge al aceptarse ciertas hipdtesis
o “postulados” no contenidos en la teoria cuantica (como el de localidad),
justificados solamente en base a ideas aceptadas como vélidas en la descripcion
del regimen clédsico. La controversia mds famosa la represent6 el argumento de
Einstein, Podolsky y Rosen (EPR).

La discusién sobre estas propiedades de los sistemas cudnticos arranca
esencialmente desde el trabajo de Einstein, Podolsky y Rosen, conocido como
paradoja o argumento de EPR. En un articulo del afio 1935, mediante un
argumento basado en un experimento hipotético, estos autores cuestionaron
seriamente la validez de la interpretacién de la mecanica cuantica aceptada en ese
momento, sugiriendo que, a pesar de los logros en la explicacién de numerosos
fendmenos no descriptibles clasicamente, la mecanica cudntica no podia ser una
teoria completa, debiendo ser suplementada asumiendo la existencia de variables
adicionales, no contenidas en la funcién de onda 1.

La propuesta de EPR estd basada esencialmente en dos conceptos muy
razonables dentro de la fisica clasica: realismo y localismo. Esto es, se asume
la existencia de una realidad independiente del acto de medir y que cualquier
observaciéon realizada sobre un sistema dado no tiene ningin efecto sobre
otro sistema que se encuentre muy alejado, aunque ambos hayan interactuado
en el pasado. Ellos analizaron un sistema compuesto por dos particulas
separadas espacialmente pero que han interactuado en el pasado de acuerdo
a las reglas de la mecdnica cudntica. Asumiendo las hipétesis de realismo
y localismo concluyeron que midiendo sobre sélo una de ellas es posible
anticipar el resultado de diferentes experimentos sobre la segunda particula, en
contradiccién con una descripcién mecédnico-cudntica de los sistemas asociados.

Esta publicacién motoriz6 un fuerte desarrollo de la investigacion relativa a
la interpretacién de la mecénica cudntica. Durante mucho tiempo la discusién se
desarrollé solamente en el plano ‘verbal’, es decir sin un correlato matematico
del formalismo de la mecdnica cudntica que permitiera poner a prueba las
hipétesis fundamentales de manera cuantitativa. Sin esta herramienta no era
posible generar un procedimiento experimental capaz de contrastar las distintas
propuestas tedricas. En 1964, ].S. Bell enuncié un teorema que afirma que

LA. Einstein, A., Podolsky, B., Rosen, N, Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality
Be Considered Complete? Phys. Rev. 47 777 (1935). Este trabajo estd basado en un experimento
hipotético que involucra variables de momento y posicién de las particulas. D. Bohm, en su libro
Quantum Mechanics (Prentice Hall 1951) presenta una version en términos de variables de espin
que permite un tratamiento matematico del razonamiento mas directo. Este tltimo tratamiento es
el que seguiremos en estas notas.
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ninguna teoria local y realista puede predecir resultados idénticos a los dados
por la mecanica cuantica estdndar. El razonamiento de Bell deriva en una
desigualdad que pone limites a los resultados obtenidos en base al realismo
local y que es violada por el resultado cuantico normal. A partir de entonces,
se sucedieron muchos experimentos, fundamentalmente de 6ptica cudntica,
basados en el estudio de correlaciones cuédnticas en fotones entrelazados.

Recién en la década de 1970, el desarrollo teconolégico creciente hizo posible
que los ‘experimentos pensados’ de los afios treinta se concretaran en los
laboratorios, facilitando asi la profundizacién del conocimiento sobre la esencia
cuantica de la naturaleza. Los resultados de los experimentos realizados para
poner a prueba la desigualdades de Bell vienen demostrando que no es posible
una teoria realista con caracter local, y que a la vez prediga los mismos resultados
de la mecdnica cuantica. La corroboracion definitiva de desigualdades del tipo
de las desigualdades de Bell que han surgido a través del tiempo, incluyendo
las que consideran la posibilidad de teorfas no-locales realistas 2 3, probablemente
terminardn de confirmar a la mecanica cudntica como una teoria completa.

Estos avances son de gran importancia tanto en el nivel académico o
filos6fico, como en aplicaciones tales como criptografia y teleportaciéon cudnticos.
La posibilidad de construir una computadora cudntica estd también en este
camino, aunque en tal caso las dificultades técnicas a vencer para lograr
resultados de interés practico atin no son faciles de resolver. Sin embargo,
los avances obtenidos son de un gran nivel conceptual, mostrando cuédn
profundamente difieren las teorfas clasica y cudntica, y planteando interrogantes
de caracter basico en el nuevo campo de investigacion de los sistemas cuanticos
abiertos *.

En este capitulo discutiremos los procesos de correlacion cuédntica que se
generan en sistemas de dos particulas que han interactuado en el pasado,
siguiendo los postulados de la mecanica cuantica estrictamente, sin el agregado
de hipétesis de realismo y localidad. Por otro lado, analizaremos el razonamiento
que conduce a la desigualdad de Bell, que debe ser satisfecha por un sistema
regido por leyes fisicas basadas en el realismo y la localidad. Finalmente,
mostraremos que dicha desigualdad no se satisface siempre si el problema
es analizado cuanticamente, llegando a concluir que la cuantica tal como la
conocemos hoy no es una teoria local-realista. El concepto de ‘desigualdades
de Bell” permite aspirar a discernir experimentalmente sobre la completitud de la
descripcién brindada por la mecénica cudntica. La discusién se hace utilizando

*Nonlocal Hidden-Variable Theories and Quantum Mechanics: An Incompatibility Theorem A. .
Leggett, Found. of Phys., 33, 1469 (2003).

3 Groblacher, et al., An experimental test of non-local realism, Nature, 446, 871 (2007).

*H.P. Breuer and F. Petruccione, The Theory of Open Quantum Systems, Oxford (2002)
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el operador densidad 6 ‘matriz densidad’, introducido originalmente en la teorfa
cuédntica por von Neumann en 1927 para describir conceptos estadisticos en casos
en los que no se dispone del maximo conocimiento posible. Introduciremos
ademads el operador densidad reducido como el ente necesario para describir un
sistema cudntico abierto, es decir un sistema observado que a su vez interactta
con otro sistema cuédntico no-observado.

El concepto de sistema cuédntico abierto tiene una connotacién mas general, ya
que el acoplamiento de un sistema cudntico observado con un ambiente también
cudntico, es el origen de la dindmica irreversible del sistema de interés, a lo largo
de diversas escalas de tiempo que van desde la decoherencia cudntica hasta la
relajacion que lleva al sistema al equilibrio térmico. A manera de ilustracién de
estas ideas, incluiremos el ejemplo de decoherencia cuédntica adiabatica de un
qubit acoplado con un bafio de bosones. El argumento de EPR y la dinamica
de sistemas acoplados con ambientes cudnticos son ejemplos en los que la
no-separabilidad juega un papel preponderante en la dindmica de los sistemas
que han interactuado en el pasado.

La discusién de los conceptos seleccionados en este capitulo pretende
habilitar al lector para introducirse en la literatura contemporanea referida a
correlacién cudntica y procesamiento cudntico de la informacién.

4.1.1 Argumento de Einstein, Podolsky y Rosen (EPR)

En el trabajo de EPR, los autores plantearon que la descripcion de la realidad
fisica provista por la mecanica cudntica podia ser incompleta. Argumentaron que
es posible visualizar situaciones fisicas en las que es posible identificar ‘elementos
de realidad” que no tienen contrapartida en la mecénica cudntica.

Supongamos que tenemos un sistema de dos particulas con espin 1/2, por
ejemplo dos 4tomos conformando una molécula, en un estado en el cual el espin
total es cero. Supongamos que la molécula es desintegrada por medio de algin
proceso que no modifica el espin. Los dos 4tomos comenzaran a separarse y
pronto dejardn de interactuar apreciablemente, manteniendo el valor del espin
total en cero.

Si el espin fuera una variable cldsica de momento angular, interpretariamos
este proceso de la siguiente manera. Mientras los dtomos conformaban una
molécula, cada componente del momento angular de cada &tomo tendria un
valor definido, que seria siempre opuesto al del otro 4tomo, de forma tal que
el momento angular total sea nulo. Al separarse los d&tomos, cada uno seguiria
teniendo cada componente del momento angular opuesta a las correspondientes
componentes del otro. Los vectores de momento angular de ambos atomos
estarian entonces correlacionados. Esta correlacién surgié debido a la interaccion
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entre las particulas cuando conformaban la molécula con espin total igual a cero,
pero cuando los atomos se separan las ecuaciones de movimiento deterministas
mantienen la correlacién entre cada una de las componentes del momento
angular, debido a la conservacién del momento angular total. Supongamos
que ahora medimos el momento angular de una de las particulas. Debido a la
existencia de la correlacién se puede concluir inmediantamente que el vector
de momento angular de la otra particula es opuesto al de la primera. De esta
manera, es posible medir el momento angular de una particula indirectamente,
midiendo el momento de la otra.

Ahora consideremos este problema desde el punto de vista de la teoria
cuantica. La funcién de onda del sistema de dos particulas de espin 1/2 en
el estado de espin total cero, expresada en términos de los autoestados de las
componentes z del momento angular de espin, es de la forma:

1
‘¢> = ﬁ (H‘>z‘_>z - |_>z’+>z) ) (4.1)

es decir una superposicion de dos estados en los que las particulas tienen
espin definido y opuesto a lo largo de la direccién de cuantizacién, digamos z.
Aunque es posible medir cualquiera de las tres componentes, x,y 6 z, en este
caso no es posible medir mds de una componente en un tnico experimento.
Sin embargo, cualquiera sea la componente que se mida, los resultados de
ambas particulas estan correlacionados. Asi, cuando las particulas dejaron de
interactuar y se mide la componente z de la particula 1 (en un experimento
de Stern-Gerlach), de acuerdo con la mecanica cuéntica el resultado no esta
predeterminado, pero podemos predecir el resultado que obtendriamos al medir
la misma componente de la particula 2. Esto significa que podriamos determinar
una componente del momento angular de espin de una particula sin medirla,
evitando la correspondiente perturbacién que la medicién implica en el dominio
cuantico. De acuerdo con las premisas del argumento de EPR, la componente z
del momento angular de espin de la particula 2 constituye un elemento de realidad,
independientemente de nuestra medicién.

Debido a la simetria de (4.1), la funcién de onda adopta la misma forma
cuando se la expresa en diferentes bases asociadas con distintas direcciones de
cuantizacién, es decir

1
V2
Entonces, cambiando la direccién del aparato de Stern-Gerlach podriamos

anticipar el resultado de la componente = del momento angular de la particula
2 midiendo sobre la particula 1. Generalizando este razonamiento, concluimos

%) (IH)el=)z = [=)al+)2) - (4.2)
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que podriamos determinar cualquier componente del momento angular de la
segunda particula sin que ningtin agente fisico acttie sobre ella.

La consecuencia del argumento seria que todas las componentes del espin
de cada particula estdn definidas, lo cual contradice la teoria cudntica. Asi,
concluiriamos que la descripcién provista por la teoria cudntica es incompleta,
y deberiamos buscar una teoria que contemplara la existencia de otras variables,
capaz de brindar una descripcién completa de los fendmenos fisicos (teoria de
‘variables escondidas’). El argumento que plantea esta contradiccién es conocido
en la literatura como la paradoja de EPR.

Sin embargo, para comprender el origen de esta paradoja, notemos que la
conclusién recién enunciada depende de que consideremos validos dos aspectos
de la naturaleza que en el mundo clasico parecen obvios, pero que de ninguna
manera podrian darse por ciertos en el mundo cudntico, como veremos mads
adelante. EPR plantearon este argumento, basados en las siguientes premisas
5.

(1) Algunas de las predicciones de la mecdnica cudntica sobre observaciones
relacionadas con un sistema de dos particulas separadas espacialmente son
correctas.

(i) Realismo: Si el valor de una cantidad fisica puede ser predicho con certeza
(i.e. probabilidad igual a uno) sin perturbar de ninguna manera al sistema
observado, entonces existe un elemento de realidad fisica correspondiente a esta
cantidad fisica. Es decir, mediante el realismo se afirma la existencia de una
realidad que tiene propiedades definidas independientemente de las capacidades
humanas de representacion.

(1if) Localidad: No existe accion a distancia en la naturaleza. El concepto de
localidad establece que la eleccién de la medida que se realiza sobre una de las
particulas no puede influir en las propiedades de la otra.

Entonces, de acuerdo con la hipétesis de realismo, las particulas poseen
atributos definidos con independencia de ser o no observadas. La suposiciéon de
localidad implica que el resultado de una medicién sobre un sistema no puede
ser afectado por operaciones hechas sobre un sistema distante, con el cual ha
interactuado en el pasado. En el ejemplo discutido arriba, las tres componentes
del vector momento angular serian elementos de realidad, de acuerdo con la
definiciéon dada maés arriba, lo que estaria en contradiccién con los postulados
de la mecanica cuéntica, de acuerdo a los cuales no es posible un estado cuantico
en la que mas de una componente del momento angular esté determinada.

La necesidad de encontrar una teoria que pudiera describir la naturaleza

*Ver por ejemplo J.F. Clauser and A. Shimony, Rep. Prog. Phys. 41, 1881 (1978). D. Bohm,
Quantum theory, 1951.
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microscépica bajo las premisas (i) y (ii) llevé a sugerir la existencia de variables
ocultas que completan la descripcién de los fenémenos dada por la funcién de
onda, pero sin alterar la predictibilidad que ya posee la actual teoria cuantica. La
existencia de estas variables restablecerian el determinismo, ausente en la versién
‘ortodoxa’ de la mecénica cudntica .

Durante mucho tiempo este problema solamente pudo ser discutido a nivel
filosé6fico dado la falta de un experimento que pudiera despejar los interrogantes.
La situacion cambié drasticamente a partir de 1964, afio en que se publicé el
famoso trabajo de J.S. Bell 7 en donde el autor propuso una restriccién en forma
de una desigualdad que debe satisfacer una teoria si la naturaleza responde a
las premisas anteriores. Veremos que esta desigualdad puede ser violada por
un estado cudntico, por lo que la mecénica cudntica es incompatible con una
visién local realista. Es decir, que no existe ninguna teoria local-realista que
reproduzca todas las predicciones de la mecénica cudntica. Tests experimentales
han encontrado repetidamente acuerdo con la mecénica cudntica, contradiciendo
el punto de vista de las teorias locales.

4.2 Estados cuanticos puros y mezclas estadisticas

La controversia planteada por EPR se refiere a los fundamentos mismos de toda
teoria que pretenda explicar la naturaleza, como la mecanica cudntica. Por ello,
es importante comenzar con una revision de los postulados sobre los que se basa
la teorfa cuantica. Con ese fin, seguiremos el tratamiento presentado por K. Blum
8, quien describe de manera muy eficiente el formalismo de la matriz densidad,
indispensable para poder tratar sistemas que han interactuado con otro sistema
no observado.

En primer lugar, para revisar los conceptos basicos de la mecénica cuantica,
conviene recordar las definiciones de estados puros y mezclas estadistcas. Estos
conceptos estdn referidos al grado de conocimiento que tenemos de un dado
sistema cudntico. En mecdnica cldsica, la dindmica de un sistema puede en
principio definirse con un completo grado de conocimiento determinando las
velocidades y posiciones a un tiempo de todas las particulas que conforman el
sistema. El estado del sistema a tiempos posteriores puede entonces conocerse
con total certeza. Dado que generalmente s6lo se dispone de valores medios
de estas magnitudes, en la practica se recurre a los métodos de la mecanica
estadistica. Contrariamente, la idea de méximo conocimiento en mecénica

°D. Bohm and Y. Aharonov, Phys. Rev. 108, 1070 (1957)
7].S. Bell, Physics, 1, 195-200 (1964). ].S. Bell, Rev. Mod. Phys., 38, 447 (1966)
8K. Blum Density Matrix Theory and Applications, 3" Ed., Springer (2012)
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cuantica tiene un significado mucho maés restringido debido a que no es
posible medir simultdneamente con precisién todos los observables. Entonces
analicemos el significado de “méxima informacién” en mecénica cudntica.

Se alcanza un estado cudntico de méximo conocimiento cuando es posible
definir mediante experimentos adecuados una funcién de onda que sea
autoestado de un conjunto completo de operadores (observables fisicos) que
caracterizan a un sistema particular. Si es posible encontrar un conjunto de
operadores Hermitianos Q;, Q», Q3, --- compatibles entre si (es decir que
conmutan entre ellos), cuyos autovectores comunes puedan ser caracterizados
por los autovalores ¢, de tal forma que ningtin par de autovectores
lq14,92,5, 93,6, --- ) tenga autovalores exactamente idénticos, ese conjunto de
operadores se denomina “completo”.

Analicemos este proceso con mayor detalle. Consideremos un operador
Hermitiano, Q;, que no posee una Unica base debido a cierta degeneracioén
de sus autovalores. Si Qs es otro observable que conmuta con Qp, entonces
estos operadores tienen una base comun. Puede suceder que posean una
Unica base comun, en cuyo caso ambos operadores conforman un conjunto
completo. Si en cambio Q; y Q2 no comparten una base tnica, se puede
intentar completar el conjunto con un tercer observable Q3 compatible con
los anteriores, y asi, los autovalores qi, ¢2 y g3 pueden ser usados para dar
una clasificacién del sistema con una precisién creciente. M4ds generalmente
decimos que los observables Q;, Qs, Q3, - - -, conforman un conjunto completo
de observables compatibles si ellos poseen una y s6lo una base comtn. En ese
caso, cualquier otro observable que conmute con cada uno de los miembros
del conjunto completo, tiene necesariamente a este conjunto como base (por
ejemplo una funcion de los observables anteriores). Sus autovalores son
funciones bien definidas de los autovalores q1 i, 2,3k, --- del conjunto Qy,
Qy, Qz, ---. Si se realizan mediciones simultineas de los valores asumidos
por esas variables, se puede asegurar que la funcién de onda del sistema es
una autofuncién de los observables del conjunto completo, con los autovalores
correspondientes a la operaciéon de la medicion (llamaremos “preparacion” a
este procedimiento). Dado que existe s6lo una autofuncién que posea estas
propiedades, la especificacién de esas mediciones define la funcién de onda del
sistema fisico. El estado del sistema queda entonces completamente especificado
dando los ntiimeros cudnticos q1,;, g2, 93k, ---, es decir, asigndndole el vector
|q14,92,5, 93,5, -+ ). Sien estas condiciones se repiten mediciones de Q;, Qs, O3,

-+, estamos seguros de obtener siempre los autovalores mencionados °. Estos

Una discusién sobre estos puntos puede encontrarse en textos de mecéanica cudntica tales
como: A. Messiah, Quantum Mechanics, Vol I, North Holland (1961), E. Merzbacher, Quantum
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estados de mdximo conocimiento se denominan estados puros.

En otras palabras, el conjunto mas grande de operadores que conmutan
mutuamente que pueda ser encontrado, dard la caracterizacién mdas completa
posible del sistema. La medicién de otra variable que no conmute con el conjunto
anterior introducira una incerteza en al menos uno de los observables anteriores.
Entonces, la maxima informacién que puede ser obtenida de un sistema en
mecédnica cudntica, es el conjunto de autovalores ¢;, g2 --- de un conjunto
completo de observables que han sido medidos (experimento completo). El
sistema queda entonces especificado completamente al asigndrsele el vector
de estado |qi,¢2,...). Este serfa por ejemplo el caso de un haz de electrones
que puede ser preparado mediante filtros adecuados, en un estado puro con
momento y ndmero cuantico magnético bien definidos, |p,m). Es decir, un
autoestadodepy S..

La eleccién de un conjunto completo no es tinica. Por ejemplo, en lugar de
expandir un estado puro de una particula en términos de los autoestados |p, m)
del operador momento y de S;, pueden usarse los autoestados del operador
momento y de S’, |p, m’), donde z y 2’ son distintas direcciones. Consideremos
dos conjuntos de observables {Q;} y {Q';}, i = 1,2..., que no conmutan entre si,
que tienen autoestados |¢) = |q1,q2...) Y |¢) = |4}, d}...), respectivamente. Si un
sistema estd en un estado representado por |¢), podemos expandirlo como una
superposicién lineal de todos los autoestados de los operadores {Q';}, es decir 1°

) = anldn) - (4.3)

Esta expresion representa el principio de superposicién de la mecénica cudntica:
cada cantidad fisica (un conjunto completo) puede ser representada por un
operador (conjunto de operadores) Hermitiano con autofunciones |¢,), y cada
estado fisico 1) (no necesariamente autoestado de {Q’;}) puede ser expandido
en términos de |¢,). Los estados particulares |¢,) que se han elegido para
expandir al estado |1)) constituyen una base ortonormal y completa:

> gn)(gnl =1. 4.5)

De la ortonormalidad surge que a, = (¢,|1). Se dice que |¢) se expresé en la

Mechanics, 3er Edicién (1961), L. Landau y E.M. Lifschitz, Mecdnica Cudntica No Relativista
!0Esta es una generalizacién de lo que escribimos en el caso de espines 1/2: |x) = c1|a) + c2|3)
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representacion {|¢,) }. Asumiendo la normalizacién de |¢), obtenemos

Wl) = lan* =1, (4.6)

donde |a,|? es la probabilidad de que en una medicién se encontrar4 al sistema en
el estado |¢,,). De la Ec.(4.3) vemos que un estado puro puede estar caracterizado
de dos maneras:

(a) dando los autovalores ¢1, g2, ... de un conjunto completo de operadores, 6

(b) en términos de las amplitudes de probabilidad a,, que determinan |¢)) en
términos de las autofunciones |¢,) de otro conjunto de observables. En el caso
de espin 1/2, un estado puro general de la forma |x) = ¢1|a) + c2|3) corresponde
a un vector de polarizacién P a lo largo del cual “apuntan” los espines, es decir
que es un autoestado del observable S.ii, donde i es el versor de la direccién de
P.

En un ensamble de particulas en estado puro |¢) arbitrario, las mediciones de
un observable Q arrojardn una variedad de resultados, cada uno correspondiente
a un autovalor del operador Q. El valor medio de los resultados obtenidos luego
de muchas mediciones es el valor de expectacion

(Q) = (WIQlY) . (4.7)

Si el observable medido pertenece al conjunto completo de experimentos del
estado |1) el resultado de la medicién siempre dara el mismo valor. Caso
contrario, se obtendran los autovalores de Q, con una dispersién dada por la
funcién de onda.

En general, rara vez puede lograrse una preparacion completa de un sistema,
dado que en la mayoria de los casos las variables dindmicas medidas durante la
preparacion no constituyen un conjunto completo. Por ejemplo, mediante filtros
adecuados puede lograrse que todos los miembros de un haz de &tomos emitido
por un horno a temperatura T posean un momento p definido. Sin embargo,
si no se efectia ninguna preparacion especial el estado de espin de cada una de
ellas estard distribuido estadisticamente. En casos como éste, al sistema de interés
solamente puede asigndrsele una mezcla estadistica de estados, cada uno de ellos
caracterizados por un peso estadistico, que dependerd de la preparacién. Debido
a ello, la descripcion del estado consiste en dar ciertas probabilidades Wy, Wa, ...
de encontrarse, por ejemplo, en estados puros [i1), [¢2) ..., respectivamente.
En estos casos, entonces, es necesario usar una descripcién estadistica en el
mismo sentido de la mecénica estadistica clasica. Los estados que no pueden ser
caracterizados por un tinico vector de estado son llamados mezclas estadisticas.
En este caso, no existe un conjunto completo de mediciones que conduzcan a
resultados univocamente predecibles.
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Consideremos ahora una mezcla estadistica general, con componentes |¢/),
|92),... |1). Los miembros de este conjunto no son necesariamente ortogonales
entre si, y participan de la mezcla con probabilidades W,,, como producto de la
preparacion del sistema. El valor de expectacion del observable Q es ahora

(Q) = Wi (thn|Qltpn) - (4.8)

En la ecuacién anterior, la estadistica entra de dos formas muy diferentes: (7)
En los valores de expectacion de los estados individuales que conforman el
ensamble mixto. Este promedio estd conectado con las perturbaciones efectuadas
al sistema durante las mediciones, y es inherente al cardcter cudntico, y (i7) en el
promedio de estos valores de expectacion, sobre el ensamble de la mezcla. Este
promedio es del tipo del que se realiza en mecanica estadistica clasica. Veremos
que estos valores de expectacién pueden ser calculados con las técnicas de la
matriz densidad.

421 Operador densidad (matriz densidad). Propiedades basicas

Debido a que en el caso de mezclas estadisticas ya no es posible describir
la evolucién del estado de un sistema fisico mediante un vector de estado
que satisface la ecuaciéon de Schrodinger , es ttil definir una magnitud que
permita el calculo del valor de expectaciéon 4.8 de manera sistemadtica y cuya
dindmica pueda ser deducida a partir de una ecuacién diferencial. Por otro
lado, como se verd enseguida, la dindmica cuédntica de un subsistema observado
que forma parte de un sistema compuesto no puede ser descripta generalmente
por un vector de estado, por lo que es necesario definir un nuevo concepto que
contenga la informacién estadistica asociada al desconocimiento sobre el estado
del sistema observado asi como el carécter probabilistico esencial de la mecanica
cuéntica'l.

Supongamos una mezcla estadistica arbitraria, de estados preparados
independientemente, {|¢,) }, n = 1,2, ..., con pesos estadisticos W,,. Definimos el
operador densidad

P= Walthn)(thnl . (4.9)

A partir de esta definicién, es directo comprobar que el valor de expectacién de
un observable Q es

(@) = Tr(pQ). (4.10)

"Aqui resulta esclarecedora la discusién dada en el complemento EIIl del texto Quantum
Mechanics vol I de C. Cohen Tannoudji, B. Diu and F. Laloe, referido al operador densidad.
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Es decir, la matriz densidad contiene toda la informacién significativa fisicamente sobre
el sistema.

Para expresar matricialmente este operador, es conveniente expandir cada
estado del ensamble en una base ortonormal de estados, |¢,) = Z a,, |¢m ),
con lo que resulta

Z W a0 a6y} (0] (4.11)
y la representacién matricial
(ilols) ZW afal"". (4.12)

La matriz densidad tiene las siguientes propiedades (que se sugiere verificar
como ejercicio):

1. Hermiticidad: (¢:|p|¢;) = (¢;|p|di)*

2. Los elementos diagonales, ppmm = Y, Wn]ag,?)\Q > 0, representan la
probabilidad de hallar al sistema en el estado |¢y,).

3. La cantidad W (¢) = (¥lplv) = 3=, W (¥ |von) (nl)) = 32, Wal(W[thn)[? >

0 es la probabilidad de hallar al sistema en el estado |¢)) después de una
medicién (positividad).

4. Normalizacién: Trp = 1.
5. En un estado puro, p = [4)(¢)|, y se cumple Trp? = (Trp)?=1.

6. En un estado mezcla se cumple Trp? < 1.

4.2.2 Ecuacion de Liouville-Von Neumann

En un sistema cerrado, la ecuacién que describe la dindmica del operador
densidad que representa una mezcla estadistica, es la ecuaciéon de Liouville-Von
Neumann. Supongamos a ¢ = 0 una dada mezcla representada por

= 3" Waltha(0)) (€ (0)]. (4.13)

Cada estado de la mezcla evoluciona temporalmente de acuerdo con la ecuacién
de Schrodinger , es decir [, (t)) = U(t)[,(0)), donde U(t) es el operador de
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evolucién temporal. Dado el cardcter unitario de este operador, se puede probar
de forma directa que se satisface la ecuacién de Liouville-Von Neumann

U(t)p(0)UT(t) = p(t) (4.14)

0, equivalentemente
ihp(t) = [H(t), p(t)] (4.15)

donde H(t) es el Hamiltoniano del sistema cerrado, que puede depender
eventualmente del tiempo. Podemos ver en la Ec. (4.14) que la dindmica de
un sistema cerrado es unitaria. Notemos que para obtener la ecuacién anterior
hemos considerado la evoluciéon temporal de los estados que componen la mezcla
estadistica, sin variar la composicién estadistica de la mezcla. Es decir hemos
considerado que el sistema es cerrado.

4.3 No-separabilidad. Entrelazamiento. Decoherencia

4.3.1 Matriz densidad reducida

La ecuacién de Liouville-Von Neumann recién deducida es véalida para describir
la evoluciéon temporal de una mezcla estadistica correspondiente a un sistema
cerrado, que puede incluir las interacciones del sistema mismo y la influencia
externa conocida y controlable de campos cldsicos. Entonces, el Hamiltoniano
puede ser de la forma H(t) = H + V(t), donde el segundo término representa la
influencia externa sobre el sistema, es decir la interaccion del sistema observado
con el exterior. V(¢) solamente tiene dependencia en operadores del sistema
observado y eventual dependencia temporal debido a campos externos. Un
ejemplo es la interaccién de un sistema de espines con un campo magnético
variable con el tiempo. La dependencia temporal de los valores de expectacién
de los observables se calcula con la solucién de la ecuacién de Liouville-Von
Neumann (Ec. 4.15). Es decir, en este enfoque se excluye la posible interaccién
del sistema observado con otro sistema cudntico, como veremos enseguida.

Sin embargo, ahora estamos interesados en la evolucion temporal de la matriz
densidad que debemos asociar a un ‘subsistema’ cuantico S acoplado con otro
sistema B, también de carédcter cudntico. S es el sistema observado y controlado,
mientras B es un sistema no observado 2. En primer término analicemos

12Un ejemplo de esta situacion lo encontramos en la interaccién de la radiacién con la materia. En
el tratamiento usual, la radiacién electromagnética es descripta mediante un campo clasico. De esa
forma se derivan las probabilidades de transicién dipolares de emisién y absorcién estimuladas.
Pero, para describir la radiacién espontdnea es necesario considerar el campo electromagnético
cuantizado
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de manera general, la idea de la separabilidad de un estado cuédntico de un
sistema bipartito puro. En la siguiente subseccion retomaremos esta discusion
en términos de la definicién del concepto de entrelazamiento.

Consideremos que inicialmente los sistemas S y B se encuentran separados
sin interaccion entre ellos. Luego son puestos juntos y se les permite interactuar.
Nos preguntamos acerca del estado final del sistema cuando ambos subsistemas
son nuevamente separados y cesaron de interactuar. Mas adelante analizaremos
con detalle el scattering de dos particulas con espin 1/2.

Asociemos a cada espacio de Hilbert correspondientes a los grados de libertad
de S y B las bases ortogonales correspondientes, {|s;)} y {|b;)}. Los indices i y
Jj representan los ntimeros cudnticos necesarios para especificar completamente
cada sistema. Si inicialmente, a tiempo cero, cada sistema se encontraba en los
estados puros |S) y | B), entonces el sistema combinado se encontraba en el estado
producto directo |¥);,; = |S)®|B). Debido a la interaccién entre ambos sistemas,
el estado combinado inicial evolucionara hacia un estado combinado final a un
tiempo ¢, [¥)ini — |¥(t))fin cuando ya la interaccién entre ambos sistemas se
puede considerar despreciable

W) pin = U )| ¥)ini, (4.16)

donde U(t) es el operador de evolucién temporal, que gobierna la dindmica del
sistema compuesto de acuerdo con las interacciones existentes entre las partes.
En los casos generales, la dependencia del estado final con ambas variables no
serd de la forma de un simple producto. Para analizar esta idea, expandamos
|W(t)) rin en la base producto del espacio de Hilbert completo,

(U(1)) fin = Y _ aij(S, B,t) |si) @ [bj). (4.17)

1]

Los coeficientes a; (.S, B,t) son las amplitudes de probabilidad de encontrar al
sistema en el estado producto |s;) ® |b;) luego de la interaccién, para lo cual
ocurren las transiciones |S) — |s;) y |B) — |b;). En general, la Ec.(4.17) contiene
maés de un término, por lo que |¥(%)) i, no tiene la forma de un producto directo
|S’) ® |B’). Una forma factorizada indicaria la ausencia de cualquier grado de
correlacién entre ambos subsistemas, que necesariamente debe existir debido a
la interaccién.

Como ilustracion de este punto, supongamos que los subsistemas nunca
interactuaron, por lo cual el operador de evolucién podria ser de la forma

U(t) = e_z%(HSJ’_HB) = e_i%Hse_z%HB7 (418)
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ya que [Hg, Hg] = 0. De acuerdo con ésto, el estado final es de la forma
|S(t)) @ [B(t)),

con [S(t)) = 7' 75|S) y | B(t)) = e~ "5 | B).
Comparando con Ec.(4.17), vemos que las amplitudes de probabilidad deben
también estar factorizadas, en cuyo caso el resultado es de la forma

(U ()) pin = > ai(S,)]si) ® Y _ a;(B,t)|b;). (4.19)
i J

Es decir, en ausencia de interaccién, cada sistema evoluciona
independientemente, y las amplitudes de probabilidad tienen la forma de
productos de amplitudes de probabilidades individuales de cada sistema por
separado. En general, el Hamiltoniano del sistema completo contiene términos de
interaccion, por lo que el operador de evolucién no puede ser factorizado 3. De acuerdo
con esto, la dindmica de cada sub-parte del sistema compuesto no puede ser
descripta por un vector de estado dependiente de sus propias variables.

Resumiendo, si dos sistemas han interactuado en el pasado, las amplitudes de
probabilidad conjunta son correlacionadas y no pueden ser factorizadas. Como
consecuencia de la interaccion correlacionada, no es posible en general asignar un
tnico vector de estado a cada subsistema. Este tiltimo enunciado, se conoce como
principio de no separabilidad. Veremos enseguida que el concepto de operador
densidad brindard la forma de describir la evolucién de un sub-sistema al que
no puede asigndrsele un vector de estado debido a la correlacién que surge
por la interaccién con otra parte de un sistema compuesto. Es aqui donde la
introduccién del concepto de matriz densidad cobra una motivacién de caracter
esencialmente cuantico, como una definicién necesaria para poder describir un
subsistema observado que interacttia con otro sistema cudntico no observado.

Analicemos ahora el importante asunto de calcular el valor de expectacién
de un observable que pertenece exclusivamente al sistema S, que como antes
interactia cudnticamente con el sistema B, que no es observado. Dado que
la traza de un operador es invariante ante la base elegida para el calculo, por
conveniencia usaremos la base producto {|s;) ® |b;) }. Los elementos de la matriz
densidad que describe al sistema completo son

(sirbjr|p(t)|sibj)

13Como veremos en la discusién de la decoherencia cuéntica, el Hamiltoniano total puede ser
escrito como una suma, H = Hs + Hp + Hsp, donde generalmente [Hsp, Hg] # 0y [Hsp, Hs] #
0.
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en donde p(t) representa el estado del sistema completo a tiempo t. A su vez,
los elementos de matriz de un operador de la forma Q = Q(S) ® 1(p) (que actta
solamente sobre el espacio de Hilbert de S), resultan de la forma

(si1bjr|Qlsibs) = (sv|Q(S)]si) 551 (4.20)
El valor de expectacion de Q(S, B, t) en este estado es
(Q) = Tr(p(1) Q). (4.21)
Es facil demostrar que el valor de expectacién de la ecuacién anterior resulta
(Q) = Trs(psQ(S9)) (4.22)

donde la traza se toma sobre las variables observadas, y hemos definido la matriz
densidad reducida

ps =Tra(p) , (4.23)
es decir, en elementos de matriz,

(sir|ps|si) = Z(Sz"bﬂﬂ\sibﬁ : (4.24)
J

Entonces, toda la informacion sobre la dindmica de los observables del sistema
observado estd contenida en la matriz densidad reducida. Es posible verificar
que ps es un operador densidad, ya que satisface: (a) Hermiticidad, (b) traza
unitaria y (c) positividad, es decir que para cualquier estado del sistema de
interés, |9), se cumple (S|pg|S) > 014

Este operador satisface una ecuacioén dindmica que no es la misma que la de
un sistema cerrado, tal como la expresamos en las Eqs.(4.14) y (4.15). En efecto,
usando las Eqs.(4.14) y (4.23), verificamos:

ps(t) = TrpU(t)p(0)U (t) (4.25)
0, equivalentemente
im0 mvy 11(0), o1 (4.26)

donde el Hamiltoniano H(¢) acttia sobre el espacio de Hilbert completo. A
pesar de la similitud aparente con la ecuacién de Liouville-Von Neumann para
sistemas cerrados, la ecuacién para la matriz densidad reducida es esencialmente
diferente, ya que la presencia de la traza sobre las variables no observadas tiene
consecuencias muy importantes sobre la dindmica del sistema observado, como
discutiremos mds adelante. Desde un punto de vista fundamental, la ecuacién
(4.26) admite la posibilidad de que la evolucién del sistema observado deje de
ser unitaria, y por lo tanto reversible.

“Consultar J. Preskill, Lecture Notes for Physics: Quantum Information and Computation, Cap 3.
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4.3.2 Decoherencia

Como ejemplo de la evolucién de un sistema cudntico abierto, analicemos el
caso de un sistema (S) acoplado con un ambiente o bafio (B) a través de una
interaccién (SB). La idea es analizar las consecuencias de la no-separabilidad
sobre la dindmica de un sistema observado. Consideraremos que el bafio se
encuentra en equilibrio térmico a temperatura 7. El Hamiltoniano total es de
la forma

H=Hg+ Hp + Hgp , (4.27)

y consideremos el limite ‘adiabético’, es decir asumimos que [Hgs, Hsp] = 0.
Debido a esta hipétesis, se cumple [Hg, H] = 0 (dado que por definicién
[Hs, Hg] = 0), por lo que la evolucion transcurrira sin variaciéon de la energia
del sistema S. Por otro lado, en general [Hgp, Hg] # 0. Este es un caso de
evolucién de un sistema cudntico abierto en ausencia de disipacién de energia, y
es representativo de aquellas situaciones fisicas donde el proceso de equilibracién
termodindmica de un sistema con un bafio térmico es muy lento. A pesar de ello,
la interaccién sistema-ambiente puede generar procesos muy efectivos capaces
de destruir la coherencia de un estado cudntico inicial en un tiempo muy corto.
Este proceso recibe el nombre de decoherencia adiabatica.

Para describir la interacciéon entre ambos sistemas proponemos un
Hamiltoniano de la forma °.

Hsp=A®P, (4.28)

es decir un producto de operadores Hermitianos: A que actta sobre el espacio
de Hilbert del sistema observado y P que opera en el espacio de Hilbert del
ambiente. La dindmica del sistema observado se describe con el operador
reducido

ps = Trp{p} . (4.29)

Debido a la adiabaticidad, el operador de evolucién temporal correspondiente al
sistema completo U (t) = e~*! puede ser factorizado en la forma siguiente

U(t) = e~ Hst/ho—i(Hsp+Hp)t/h — Vo(t)V (1), (4.30)

>Esta forma propuesta para el Hamiltoniano de interaccion, elegida por simplicidad, puede ser
generalizada. El razonamiento que sigue es también valido en otros casos, por ejemplo para un
Hamiltoniano de la forma Hsg = 3 , A* ® P# que representa a un ensamble de particiones, tal
como un conjunto de pares de espines, donde Ay =11 ®---® Aa ®- - - ® 1y acttia exclusivamente
en el espacio de Hilbert del A-ésimo elemento, y donde |m) = |m1) @ --- ® |ma) ® --- @ |mn) es
autovector de A“.
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donde hemos definido los operadores Vj(t) = e~ !5t/ que acttia sobre variables

del sistema solamente, y V(1) = e 'HssTHa)t/h  que opera sobre ambos
subespacios de Hilbert. Debido a que [Hg,A] = 0, existe una base {|m)} que
diagonaliza simultdneamente a ambos Hamiltonianos:

HS’m> = Em|m> ) (4.31)

Alm) = Aplm) . (4.32)

Definamos ademas un operador V;, tal que
V(t)|lm) = [m)Vin(t) , (4.33)
entonces

Vin(t) = exp{—i(Hp + A\ P)t/h} (4.34)

es un operador unitario que acttia sobre el sistema B, y tiene la forma de V' (¢), en
donde se reemplaza el operador A por el autovalor correspondiente.

De esta manera, la dependencia temporal de un elemento del operador
densidad reducido en la base {|m)} a tiempo ¢, a partir de un estado total inicial

p(0) es
psmn(t) = (m|Trp U(t) p(0) UT(t)|n) . (4.35)

Usualmente se asume que el estado inicial puede factorizarse, p(0) = ps(0) ® pp,
en cuyo caso la ecuacién anterior se escribe en la forma

psmn(t) = (m| Vo(t)ps(0)Vy (1)|n) Tep{Vin (Vi (1)} (4.36)
es decir '
psmn(t) = ps(0)mne EnEmY N TV (1) pp Vi (1)} . (4.37)

En (4.36) vemos que psmn(t) tiene la forma de un producto del elemento de
matriz correspondiente a la evolucién unitaria cerrada del estado inicial del
sistema S, multiplicado por una funcién del tiempo que suele denominarse
‘funcion de decoherencia’,

Grn(t) = Trp{Via (Vi (1)} - (4.38)

Esta funcién toma su valor méximo en ¢ = 0 y decae para ¢t > 0 por efectos de
interferencia, con una ‘tasa de decoherencia’ que depende en tultima instancia

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC 114



CAPITULO 4. INFORMACION CUANTICA

de las propiedades del ambiente y del acople sistema-ambiente a través de sus
Hamiltonianos y sus propiedades de conmutacién.
El valor de expectaciéon de un observable O del sistema S es de la forma

< 0 >=Trg{ps(t)0} = psmn(t)Onm , (4.39)
es decir
<O >=> " ps(0)mneF PO G (1) - (4.40)

Un ejemplo de calculo de la funcién de decoherencia muy conocido en la
literatura es el del modelo espin—bosén16, correspondiente a un sistema de dos
niveles interactuante con un gran reservorio de bosones. La forma general de
Hamiltoniano correspondiente a esta clase de modelos es ”

H=Hg+ Zwkb};bk + Ag Z(szk + gibl) (4.41)
k: k

donde los coeficientes g; caracterizan la interacciéon del sistema con el bafio
de bosones, y el término de interaccién tiene la forma de (4.28), y representa
un acople lineal del sistema con el bafio de bosones. Aqui Hg no esta fijado,
solamente se impone la conmutacién [Hg, A] = 0 18.

Como resultado del modelo se obtiene la funciéon de decoherencia G,

Gmn = H Smn,lc y (442)
k
con
—2
Sk = e(—wi " lgkl* P i) (4.43)
y
Pt = 2(Am — An)? sin? “7’“75 coth % +i(A2, — A2)(sinwy — wit) ,  (4.44)

16Ver por ejemplo: H.P. Breuer and F.Petruccione, The Theory of Open Quantum Systems, Oxford
University Press (2002), Capitulo 4. G.M. Palma, K.A. Suominen and A K. Ekert, Proc. R. Soc.
Lond., A452, 567-584 (1996). J. Luczka, Physica A 167, 919 (1990). D. Mozyrsky and V. Privman, J.
Stat. Phys. 91, 787 (1998). R. Alicki, Open Sys & Information Dyn. 11, 53 (2004) .

7D.Mozyrsky and V. Privman, J. Stat. Phys. 91, 787 (1998).

¥Dentro de esta clase de modelos, uno muy usado en el contexto de decoherencia en sistemas
cudnticos es el caso de Hs «x 0. y A 0. Este modelo representa el caso de un qubit en presencia
de un bafio de bosones.
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con = 1/KgT. Finalmente, un elemento tipico de la matriz densidad puede ser
escrito en la forma:

psmn(t) = ps(0) el En=Em)t/he=(m=Au)?0(0) =X =AY () | (4.45)

donde hemos definido las funciones

t
I't)=38 Zk: wlzz\gk|2 sin? %ﬂ coth % (4.46)
g 2
Y(t) = Z ‘gkz‘ sin(wy — wit) (4.47)
Kk

Vemos de las expresiones anteriores que el médulo del elemento de la matriz
densidad decae con una tasa de decoherencia igual a (A, — \,,)?T'(t). Para obtener
una estimacion de esta tasa se debe realizar la suma sobre & en (4.46) tomando
el limite del continuo, introduciendo una densidad de estados bosénicos y
asumiendo una dependencia para los coeficientes g;(w). Esto equivale a asumir
un modelo sobre la naturaleza del ambiente °. Como ilustracién , veamos un
modelo unidimensional, para temperatura no nula. Al pasar al continuo es
conveniente definir la densidad espectral J(w)

J(w) = 4f(w)lg(w)*, (4.48)

donde f(w) es la densidad de estado de los bosones. Como un posible modelo
para el ambiente, se asume para la densidad espectral una dependencia lineal
con la frecuencia, con una frecuencia de corte (2,

J(w) = Awe 9/ (4.49)

Si se asumen temperaturas bajas, tales que KT < (2, finalmente se obtiene para
I'(t) la siguiente expresion (a menos de una constante multiplicativa):

I(t) = 5 In(1+ Q%t*) —In [ Y- , (4.50)
donde 75' = 7KpT/h. Vemos que la funcién TI'(t) es una suma de dos
contribuciones, de naturaleza diferente

F(t) = Fvac(t) + FT(t) . (4.51)

Ver por ejemplo J. Luczka, Physica A 167,919 (1990).
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El primer término es independiente de la temperatura, y suele denominarse
contribucién del vacio (ausencia de bosones) . El segundo término es la
contribucién térmica (depende de T), y se anula en el limite 7" — 0 (contribucién
térmica).

En (4.50) se pueden apreciar tres regimenes temporales en el crecimiento de
I'(t) cuando ¢ crece 2°:

(@) I'(t) =~ —3Q%? parat < Q! (régimen calmo),
(b) I'(t) = —InQ¢, para Q! < t < 7 (régimen del vacio) y
(c) T'(t) = —+, para 7p < t (régimen térmico).

Durante el régimen del vacio, la decoherencia es controlada principalmente por
las fluctuaciones del vacio del campo. El régimen térmico es conocido también
como Markoviano.

Una propiedad importante de la decoherencia adiabdtica es la existencia
de elementos de la matriz densidad que permanecen inalterados por la
decoherencia. Tal como se infiere de (4.36) para un Hamiltoniano de interaccién
de la forma (4.28) con un dado A (y que se verifica explicitamente en el caso
particular correspondiente a las ecuaciones (4.42)-(4.44)), aquellos elementos para
los cuales A, = A, tienen G, = 1. Es decir, todos los elementos pertenecientes a
la diagonal en bloques de la matriz densidad en la base de Hgg no son afectados
por la decoherencia. El médulo de los restantes elementos de la matriz densidad
(coherencia) decae por efectos de la decoherencia, con tasas proporcionales a
I'(t) y moduladas por el cuadrado de la diferencia de los autovalores de Hgp
correspondientes.

En resumen, esta breve presentacion sobre el proceso de decoherencia
cudntica, basada en un modelo simple soluble, permite concluir que la dinamica
de un sistema cudntico abierto contiene los elementos necesarios para la
existencia de una evolucién irreversible, con pérdida de coherencia, atn en
procesos en los que no existe disipacién de energia en el sistema observado.

4.3.3 Entrelazamiento y correlaciones cuanticas en sistemas bipartitos
puros.

En esta secciéon definiremos los conceptos de entrelazamiento y correlacion
cudnticos. Estas definiciones serdan de utilidad para formalizar el estudio de
los efectos del principio de no-separabilidad en la discusién del argumento

2H.P. Breuer and F. Petruccione, The Theory of Open Quantum Systems, Oxford University Press
(2002), Cap. 4.
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de EPR. El anélisis sera desarrollado en sistemas bipartitos puros, es decir que
supondremos un sistema global, que estd compuesto por dos subsistemas, y
al que asignaremos un vector de estado. Este caso brinda la posibilidad de
desarrollar las ideas de entrelazamiento de manera formal, y la discusién puede
ser extendida para otros problemas como el modelo de Jaynes-Cummings sobre
la interaccién de la radiacion con la materia, o casos mds generales de sistemas
observados acoplados con ambientes cudnticos no controlados 2!

Tanto en mecdnica cldsica como en mecdnica cuantica, se puede definir un
estado puro como un estado que esta tan completamente especificado como la
teoria lo permite. En mecdnica clasica, un estado puro esta representado por un
punto en el espacio de las fases. En mecanica cudantica, se trata de un vector en
un espacio vectorial complejo. Posiblemente, la caracteristica mas notable de la
mecanica cudntica, que la distingue de la mecanica clésica, sea el hecho de que
para cualquier sistema compuesto existen estados puros globales, en los que las
partes del sistema no se encuentran en estados puros. Dichos estados del sistema
global se denominan estados entrelazados?>.

Consideremos un estado puro de un sistema bipartito compuesto S4Z, con
espacio de Hilbert HAZ = H4 ® HP, con dim HA = ay dim HP = b. Los
operadores densidad reducidos de ambos subsistemas S* y S? se denotan por
pA = Trg pAPy pP = Tra pAB, donde pAB = |UAB)(UAB| es el operador
densidad del sistema global. Se pueden demostrar las siguientes afirmaciones
(ejercicio)23:

1. Un estado puro de un sistema bipartito |¥4?) es un estado producto si y

sOlo si cualquiera de las dos matrices densidad reducidas es pura. En tal
caso la otra también lo es.

2. Descomposcion de Schmidt: existe una base {|u;)} en H* y una base {|v;)} en
HB, tales que

[wAP) = Zgiru» ® |vi) (4.52)

es decir que el estado del sistema global puede ser expresado como
combinacién con un tnico indice i, de estados producto de dos bases
ortonormales. En términos del operador densidad, el resultado anterior
se expresa

AP =375 gigilua) (uk| @ [vi) ok (4.53)
i k

ZResulta ilustrativo el trabajo de A. Ekert y PL. Knight, Am. J. Phys. 63, 415 (1995)

2W.K. Wootters, Quantum Information and Computation, Vol. 1, 27 (2001)

BPara la prueba de estas afirmaciones consultar A. Ekert y P.L. Knight, Am. J. Phys. 63, 415
(1995). J. Preskill, Lecture Notes for Physics 229:Quantum Information and Computation.
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con > .|gi* = 1. Notemos que las bases usadas en la descomposicién

dependen del estado particular [F45).

3. Un estado puro de un sistema bipartito |I?) es no-entrelazado si y s6lo
si el rango de su descomposicién de Schmidt es igual a 1 (es decir hay
un dnico término en la suma de la ecuacién (4.53)). Equivalentemente,
diremos que un sistema compuesto es entrelazado si y sélo si el rango de la
descomposicién es mayor que 1.

4. Las matrices reducidas p4 y pp, tienen los mismos autovalores no nulos,
aun cuando los sub-sistemas tengan dimensiones diferentes. Asi, el niimero
de autovalores nulos puede ser diferente en ambos subsistemas.

Entonces, de acuerdo a estos resultados, podemos definir que un estado puro
de un sistema bipartito es entrelazado si no puede expresarse como un producto
de estados puros de los sistemas individuales. Si el sistema global se encuentra
en un estado entrelazado, sus subsistemas no tienen estados puros suyos propios.
Las partes que conforman un sistema compuesto, no pueden estar en un
estado de maximo conocimiento cuando el estado global es entrelazado. Esta
importante propiedad se ilustra en el ejemplo que discutimos a continuacién.

4.4 Dispersion de haces de particulas con espin 1/2.

El estudio de este ejemplo simple es de gran utilidad para ganar intuicién
sobre el principio de no-separabilidad y las definiciones de entrelazamiento y
correlaciones cudnticas. Es un caso de tratamiento matemaético simple, y a la vez
contiene los ingredientes bésicos para ilustrar la dindmica de sistemas cuadnticos
bipartitos puros. Estas ideas nos servirdn para reconsiderar el argumento de EPR.
Consideremos dos haces de particulas con espin 1/2, que interactian en un
experimento de colisiones eldsticas. Supondremos que las energias y los dngulos
de scattering se mantienen fijos, y nos concentramos en las variables de espin
de los vectores de estado. Asumimos, por simplicidad, que inicialmente los dos
haces estdn completamente polarizados en sentidos opuestos a lo largo de una
dada direccién de cuantizacién (que deonotamos z). Bajo la condicién de que
ambos haces fueron preparados independientemente, el estado inicial conjunto

de espin estd dado por
[Whin = [+)1=) = |+ =) (4.54)

Convenimos en que el primer lugar en la escritura de los vectores de estado
corresponde siempre al haz 1. Una situaciéon como la presentada puede
corresponder, por ejemplo, a la dispersion de haces de electrones libres y atomos
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de hidrégeno. En experimentos de baja energia todas las fuerzas dependientes
del espin pueden descartarse en buena aproximacion, por lo que puede asumirse
que la componente de espin total en la direccién de cuantizacién (digamos z) se
conserva durante la colision.

Las particulas serdn observadas luego de la dispersién, cuando se encuentran
separadas de manera que cesaron de interactuar entre ellas. El estado final lo
denotaremos por el vector de estado |1)), que puede ser expresado en términos
de un conjunto de estados base, elegidos convenientemente

donde las amplitudes complejas f y g dependen de la dindmica de la dispersion.
Los signos + indican spin-up y spin-down respectivamente, a lo largo de 2. La
conservacion de la componente del espin total hace que en la expresién anterior
no aparezcan otros términos adicionales. La normalizacién del estado final
impone la condicién

1> +1g1* =1 (4.56)

Como discutimos anteriormente, en general no es posible expresar el estado
final como producto de estados individuales de cada particula. En términos de
las definiciones dadas mds arriba, podemos decir que el estado final es no-separable o
entrelazado.

4.4.1 Matriz densidad de dos particulas y matrices densidad reducidas.

Una representacion explicita de la matriz densidad de dos particulas puede
hacerse en la base producto directo {|Mm)} con M = £1/2,m = +1/2, enla
direccién z:

(++lol++) (F+lpl+-) F+lpol=4) (++Ilol—-)

o | e ol =l Gl =) | s
(=+lpl++) (=+lpl+=) (=+lpol=4) (=+Ilol—=)
(==lpl++) (==lpl+=) (==lol=+) (==lol==)

Es directo verificar que el operador densidad p = |[¢)(¢| correspondiente al

estado final, tiene la representacién matricial

0 0 0 0
0 [fI*> fgx O
= 4 58
P=1 0 gf+ |92 0 (4.58)
0 0 0 0
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Los elementos diagonales tienen el significado de probabilidad: |[f|? es la
probabilidad de que la particula del primer haz sea hallada con “espin paralelo”
(up) y la del segundo haz “espin antiparalelo” (down). De manera andloga se
interpreta |g|*>. Los elementos no diagonales representan la coherencia. Toda la
informacién sobre las propiedades asociadas con el espin del sistema combinado
de dos particulas se encuentra en la funcién de onda de Ec.(4.55) o la matriz
densidad de Ec.(4.58).

De acuerdo con nuestra discusion previa, el estado final de las dos particulas
luego de la interacciéon es entrelazado o no factorizable, por lo que no es
posible asociar un vector de estado a cada particula. Para avanzar en la
descripcién de una situacion como ésta, debe utilizarse necesariamente la matriz
densidad reducida que definimos anteriormente. Si denotamos por M y m
a las componentes de espin de los subsistemas observado y no-observado,
respectivamente, obtenemos los elementos de la matriz densidad reducida del
sistema observado calculando la traza

(M'|pr|M) =" (M'm|p| Mm). (4.59)

Asi, verificamos facilmente que

[fP 0 >
= , 4.60
P1 < 0 | g|2 ( )
Anélogamente, la matriz densidad reducida para el “sistema no observado” es
lgl* 0 )
= . 4.61
P2 ( 0 ’ f‘2 ( )

La matriz densidad de un espin 1/2 puede ser expresada en términos de las
componentes del vector de polarizacion. Para cualquiera de las dos particulas
podemos escribir su matriz densidad reducida en la forma general

1 ( 14+ P pt? _p{t? )

P12 = (4.62)

2\ P i 14 P

donde las componentes del vector de polarizacién se definen P; = Tr{p;0;}, con
o; (i = z,y, 2) los operadores de Pauli. Comparando con (4.61) encontramos que

PO = ]2 —|g? = —P®@); pM =pM = o, PP =P =0. (4.63)

2 Y

Las matrices reducidas contienen toda la informaciéon de cada subsistema a la
que es posible acceder. Sin embargo, el estado combinado original |¢)) no puede
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ser reconstruido a partir de ellas. Eso se advierte inmediatamente, ya que p;
y p2 describen mezclas estadisticas de cada subsistema, que no contienen la
coherencia que caracteriza al estado puro del sistema completo, evidenciado
por la Ec.(4.55). La informacién de la fase relativa de f y g ya no esta en las
matrices reducidas, las que solamente contienen los médulos de estas cantidades
complejas.

Como adelantamos al comienzo de la Seccién 4.2, en el caso de sistemas
bipartitos en estados puros es sencillo determinar si el vector de estado es
factorizable. La informacién necesaria se encuentra en las matrices reducidas
de los subsistemas, y el criterio relevante surge del hecho de que un estado puro
debe satisfacer Tr(p?) = (Trp)? = 1. Si p; 6 p2 satisface esa relacién, entonces el
subsistema correspondiente estd en un estado puro, y el estado total se factoriza,
lo que implica que el sistema no estd entrelazado. Es facil comprobar que para
un sistema bipartito en estado puro se tiene (Trp?) = 1 si y s6lo si (Trp3) = 1.

Para el caso de espin 1/2, el criterio de entrelazamiento se puede enunciar
mediante el vector de polarizacién del haz. El haz se encuentra en un estado
puro si y sélo si [P| = 1. Recordemos que en general 0 < |[P| < 1. Entonces,
los dos subsistemas estdn en estado puro si sus correspondientes vectores de
polarizacién tienen médulo unidad. Como deducimos inmediatamente de las
relaciones (4.63), esta condicién es violada por los vectores P! y P2. El estado de
los dos subsistemas no puede representarse por un vector de estado, implicando
que el estado [¢) es entrelazado.

De acuerdo con las consideraciones hechas en la Seccién 4.3, si medimos las
propiedades de uno de los subsistemas sin observar al otro, toda la informacién
disponible estd en la matriz densidad reducida. Tal como acabamos de ver,
la descripcion del estado del sistema observado, por ejemplo a través de py,
ya no contiene informacién (en general contiene menos informacién) sobre la
correlacién cudntica existente en el sistema completo.

4.4.2 Parametros de correlaciéon. Discusion fisica

Para el caso de un espin vimos que la matriz densidad puede ser caracterizada
completamente a través del vector de polarizaciéon. O sea que se puede describir
de manera completa el estado cudntico en términos de las tres componentes
de este vector. Para el caso de dos espines, la situaciéon es mds compleja.
Sin embargo, también se puede parametrizar un estado arbitrario del sistema,
expresando su operador densidad en términos de los vectores de polarizacién
y de las componentes de un tensor de segundo orden, denominado tensor de
correlaciones. En efecto, es posible verificar que cualquier p en el espacio de
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Hilbert de dos espines (matrices 4 x 4) se puede escribir de la siguiente manera:

1 1 2 1,2
p={1@1+ ZP} J(o:®1) + ij( J1®0))+ Zcé,j))(ai ®0;)} (4.64)
? 2 %]
donde hemos definido el tensor de correlaciones
12) _

C((i,j)) =Tr{p(o; ®0j)} =< o0;®0; > (4.65)
con 0, 0; las matrices de Pauli, para i, j = x,y, 2. Esta expresion representa una
parametrizacion de la matriz densidad en el espacio de Hilbert de dos espines
%, en términos de 15 pardmetros 24 Entonces, determinando experimentalmente
las componentes de los vectores de polarizacién y del tensor de correlaciones, es
posible caracterizar completamente el estado del sistema de dos espines.

Para analizar el significado fisico de los pardmetros de correlacién,
comencemos discutiendo el caso de un estado completamente no-
correlacionado, representado entonces por una matriz densidad producto
directo

Pne = p1 O p2. (4.66)

Calculemos los elementos del tensor de correlacién a partir de p,.. Usando
propiedades de la traza de productos directos, es sencillo demostrar que en este
caso se cumple

CiY) =<oi><o;>=PVP? (4.67)
Es decir, en ausencia de correlacion, C((Z.l”j%) se reduce simplemente al producto de
las componentes de los vectores de polarizaciéon individuales.

Consideremos ahora dos haces de particulas de espin 1/2 que han
interactuado en el pasado, y que estdn caracterizados por un operador densidad
conjunto p, y obtengamos una expresion explicita para la componente zz del
tensor C’((ilj)
arbitrarias. Sean |M) |m) los estados base en el primero y segundo haces,
respectivamente. Para el calculo de la traza involucrada en la definicién del
tensor de correlaciones utilizaremos la base del espacio producto |M) ® |m)
(autobase de |0,) ® |o,)). Asi, es directo obtener

. Mas adelante generalizaremos este razonamiento para direcciones

CY =T{p(o. ©02)} = > (Mml|p| Mm)(M]o.|M)(mlo-|m) . (4.68)
Mm

*La cantidad de paradmetros reales necesarios para determinar completamente al operador
densidad en un espacio de Hilbert de dimiensién N es N? — 1, debido a la hermiticidad y a
la normalizacion de p. En el caso de un espin ; son necesarios tres pardmetros en general, por
ejemplo las componentes del vector de polarizacién.
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La expresion anterior se puede interpretar sencillamente en términos de
probabilidades de transicion. Los elementos de matriz de las matrices de Pauli
toman valores £1, por lo que su producto también toma los mismos valores. El
valor positivo del producto implica que el estado de ambas particulas es up o
down. El valor negativo implica direcciones opuestas del espin en ambos haces.

El coeficiente C’((Zli)) es la suma de estos valores, pesados por la correspondiente

probabilidad de deteccion conjunta, definida como W (zz)nrm = (Mm|p|Mm),
donde se indica que ambos instrumentos de medicién estdn alineados a lo largo
del eje z. 2.

Evaluando los elementos de matriz de o, en (4.68), obtenemos para el
coeficiente de correlacion las siguientes expresiones:

C’((ij)) =W(z2)4+ + W(zz)— — W(z2)4—- — W(zz2)_4, (4.69)
© 1
O = ZING2)ir + N(z2) — N(z2)oo = N2l (470)

siendo N(zz)4++ el numero de eventos de coincidencia donde una particula en
el primer haz se detecté “spin-up” en el primer detector, y simultdneamente
su compafiero en el segundo haz fue hallado en el mismo estado. De manera
andloga se definen los otros términos. A su vez, N es el nimero total
de mediciones, asumido grande (lo suficiente para asegurar la validez de la
interpretacion estadistica).

En el caso general, cuando se orientan los dos analizadores a lo largo de dos
direcciones arbitrarias a, b, denotamos o, = 0.ay 0, = 0.b a las componentes del
vector de Pauli en esas direcciones. Generalizamos la definicién del coeficiente

de correlacion definiendo
C'((;ﬁ)) = Trp(oa ®@ 0p) =< 04 @ 0p > . 4.71)
Repitiendo los pasos que llevaron a (4.69), se puede obtener

1,2
Clasl =W(ab)yy + W(ab) — — W(ab), - W(ab) . 4.72)
Cada término W (a, b) ys,, denota la probabilidad de que una particula del primer
haz se halle con espin M respecto de a, y simultdneamente su compariero de
colisién del segundo haz se encuentre con espin m respecto de la direccién b. La

PRecordemos que la cantidad W = (1|p[+)) es la probabilidad de encontrar al sistema en el
estado v luego de una medicién.
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normalizacion de las probabilidades impone que >, ., W(a,b)rr, = 1, lo que
implica que

cl<1, (4.73)
alcanzandose el limite superior cuando se cumple W(a,b)y_ =0y W(a,b)_; =
0. En ese caso, se cumple entonces

Closl=W(ab) + W(ab) =1 (4.74)

Asi, cuando el estado conjunto de los dos espines satisface esta condicion,
las tnicas posibilidades son de maxima correlacién, es decir cada vez que
una particula del primer haz se halla con espin up o down con respecto a la
direcciéon a, su par en el segundo haz serd detectado en idéntico estado a lo
largo de b. Decimos que los resultados de las mediciones estdn perfectamente
correlacionados. Similarmente, en el limite inferior de (4.73), W(a,b)+y =0y
W(a,b)__ =0, por lo que

1,2
Cld) ==W(a,b), - — W(ab)  =—1, (4.75)
y decimos que existe perfecta anticorrelacién: en este estado conjunto, las
dos particulas correlacionadas siempre serdn encontradas en estados de espin
opuestos con respecto a las direcciones a y b. Finalmente, decimos que las dos
mediciones son no-correlacionadas si C((1 2)) =< 04 >< 0p >.

Resulta ttil obtener el tensor de correlaciones C(i - Trp(o; ® oj) para

el estado caracterizado por |¢) = f| + —) + g| — +). Es facil verificar que

ciL? —(]f]? + |g|?) = —1, es decir anticorrelacién estricta, como era esperable

de acuerdo a la forma de [¢). Por otro lado, cly? = 1511,’2) = 2|f||g|cos 6y

Cély’z) = —CES},;’Q) = —2|f||g|sen §, donde f = |fle® y g = |g|e?’, con § = o — B.
Los restantes elementos se anulan (se recomienda verificar este resultado a modo
de ejercicio).

Podemos comprobar que cualquier tensor de correlaciéon C(( )) puede ser

expandido en términos de los elementos del tensor C; ;. Basta para ello expandir

las matrices o, y o, en términos de o, es decir o, = ), ajo4, 0p = ;aj0;.
Reemplazando en (4.71) se obtiene
12) Z ib O (4.76)

(1,2)

Entonces, conociendo los coeficientes C; i tenemos toda la informacién acerca
de las propiedades de correlacion. Notemos ademds que la terna ¢ = z,y, 2 es
arbitraria.
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Finalmente, como ejemplo expresemos el coeficiente C’((i ’5)) correspondiente al

estado |¢) dado en Ec. (4.55):

C'((i:)) = 2|f||g| senB sen B’ cos (o/ — a+ &) — cos Bcos 3. (4.77)
En la expresién anterior, o, y 8, son los dngulos azimutales y polares,
respectivamente, de los versores a y b.

Como comentamos mas arriba, el estado (4.55) es entrelazado cuando los
coeficientes f y g son ambos distintos de cero. Analicemos la correlacién
asociada con mediciones a lo largo de z, luego generalizaremos la discusién
para direcciones arbitrarias. Vimos que el vector de estado [¢/) en este caso
predice una anticorrelacién estricta entre los dos haces, lo que implica que si el
primer observador encuentra a tiempo ¢; una particula con espin up, entonces
el segundo observador encontrard a un tiempo posterior ¢, a la otra particula
del par interactuante en un estado de espin down, con certeza. Analizando
los resultados en cada detector separadamente, encontraremos una distribucién
de resultados de acuerdo con los coeficientes f y g. Estas distribuciones estan
correlacionadas, de acuerdo con la forma de las matrices reducidas p; y pa,
que muestran que las probabilidades de cada estado se complementan. Pero lo
novedoso es que debido al entrelazamiento, no es posible asignar un vector de
estado a cada particula antes de una medicién. Los estados de cada particula
estan indeterminados, més que desconocidos, previo a una medicién. Solamente
el estado conjunto |1)) estd perfectamente determinado. El hecho sorprendente
es que, aunque la segunda particula no tiene un estado definido antes de la
mediciéon de la primera, luego de esta medicién, serd encontrada con certeza
en un estado definido. La medicién de una de las dos particulas determina
inmediatamente el estado de la otra y viceversa. Notemos que la anticorrelacién
perfecta asociada con (4.55) se cumple si los analizadores son alineados a lo largo
de z. Para otras direcciones de alineamiento, la correlacién se reduce 2°. A un
estado global con estas caracteristicas lo calificaremos como estado mdximamente
entrelazado. Es decir, un estado tal que existe una direccién de deteccién tal que
la correlacion es méaxima.

Resulta ilustrativo comparar el estado puro [¢) con una mezcla estadistica
preparada de forma especial. Supongamos que dos observadores separados
espacialmente (Andrea y Bernardo) tienen fuentes de particulas de espin 1/2
y filtros a su disposicién. Por ejemplo Andrea prepara electrones y Bernardo

*Por ejemplo, para B = 0y 8’ = Z, medirfamos la correlacién entre las mediciones de espin
up en £ para la primera particula, y espin up en & para la segunda particula. Como al medir la
primera, la segunda queda en el estado espin down en Z, existe igual probabilidad de obtener espin
up y espin down en £, resultando una correlacién nula
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atomos de hidrégeno. Cada vez que Andrea arroja una particula en un estado
definido |+) 6 |—), se lo comunica a Bernardo por un canal cldsico (por ejemplo
por teléfono), entonces Bernardo prepara y envia una particula de su sistema en
el estado opuesto. Los dos haces permancen separados. Asi, se producen N pares
de particulas con espin opuesto, de los cuales N; son del tipo |[+)|—) = |+ —) y
N3 son del tipo |-)|+) = | — +), con N /N = |f|> y Na/N = |g|*. El ensamble
compuesto es una mezcla estadistica que se describe con la matriz densidad

pm = FPI+ =) =1+ 1Pl = )= +| (4.78)

que contiene toda la informacién disponible sobre el sistema compuesto. La
representacion matricial de p,, en la base producto es diagonal, con dos
elementos no nulos:(+ — |pm| + =) = |f* y (= + |pm| — +) = |g/*>. Los
términos de coherencia son todos nulos. Cada particula se encuentra en un
estado definido, de acuerdo con el método de preparacién, pero desconocido por
un observador antes de la medicién. Esta es la esencia de la estadistica clésica,
en oposicién con el estado global puro, en el que el estado de cada particula
no sélo es desconocido sino que esta indeterminado. Ambos sistemas, puro y
mixto, pueden ser determinados experimentalmente midiendo sus observables,
Py C; ;. A través de las matrices reducidas de los haces de Andrea y Bernardo,

se encuentra que P = _p® = |1 —|g|?, y las componentes z e y, se anulan, al
igual que en el estado puro. Por otro lado, ambos estados comparten C,, = —1.
En el experimento de Bernardo y Andrea las particulas estdn correlacionadas,
como indica el valor de C,, = —1. Sin embargo, en la mezcla estadistica todas las
otras componentes del tensor C; ; se anulan, en claro contraste con el estado |¢)
dela Ec.(4.55). La correlacion es clasica, y surgié por el método de preparaciéon de
la mezcla, que combiné operaciones locales y comunicacién clasica (LOCC, local
operations and classical communication). Es conveniente remarcar nuevamente
que un conjunto de particulas en estados bien definidos, aunque diferentes,
debe ser descripto por una mezcla estadistica, y no puede ser representado por
superposiciones lineales.
Finalmente, notemos que p,, puede ser escrita como

pm = [FRURN @1 =) (=) +lgP (=) (=@ ) (+]) = £V @p +]g2pP @ps?

4.79)
es decir, un caso particular de la expresién general de estado separable
correlacionado ' ‘

p=> mir @py . (4.80)
El estado (4.79) no puede ser expresado de una manera factorizada p; ® p2
debido a la correlacién clasica. Mezclas como la de Ec.(4.80) son los estados més
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generales que pueden producirse mediante LOCC. Entonces, por estos métodos
no es posible lograr mezclas entrelazadas. Para lograrlo, es necesario que las
particulas interactiien para producir la correlacion cudntica.

En resumen, la caracteristica del entrelazamiento parece sugerir que la
naturaleza es fundamentalmente no-local, ya que el resultado de mediciones
locales sobre la segunda particula estd determinado por correlaciones cudnticas
codificadas solamente en el estado global entrelazado del sistema compuesto.

4.4.3 Estados con entrelazamiento maximo

Habiamos discutido previamente que el estado global puro |¢) entrelazado (4.55)
predice una anticorrelacién estricta con respecto a mediciones a lo largo de la
direccién de cuantizacion. Es decir, que si una de las particulas se midi6 en un
cierto estado con respecto al eje z, up o down, podemos predecir que su par de
colisién en el otro haz inmediatamente es “proyectado” en el estado de espin
opuesto, atiin antes de pasar por el detector de su haz, cuando la polarizacién se
mide con respecto a z. Esta predicciéon puede ser verificada experimentalmente,
al obtenerse C,, = —1. Esta gran correlaciéon se reduce cuando los estados de
las particulas se refieren a dos direcciones arbitrarias a y b, como se ve en Ec.
(4.77). Sin embargo, el concepto de méxima correlaciéon puede ser generalizado,
si pedimos el cumplimiento de ciertas restricciones sobre las amplitudes f y g del
estado.

Supongamos que orientamos el analizador del primer haz a lo largo de
una direccién arbitraria a(3, ) (en cuyo caso todas las particulas del primer
haz serdn encontradas en un estado de espin definido con respecto a a luego
de la medicién). Surge la pregunta si serd posible, y bajo qué condiciones,
encontrar una direcciéon bg(3, a) para el segundo analizador de forma tal que
exista correlacion o anticorrelaciéon perfectas entre ambas mediciones, es decir
que se cumpla |Cap,| = 1. Si se cumplen estas condiciones, entonces puede
asegurarse que ambas particulas del par colisionante seran encontradas en los
mismos estados de espin, u opuestos, con respecto a las direcciones ay bg. O sea
que el resultado de una medicién podra siempre ser predicho con certeza si se
conoce el resultado de la otra. Si tal direccién by existe para cualquier eleccién
de a, diremos que el estado compuesto de las dos particulas que interactuaron en
el pasado es mdximamente entrelazado.

Analicemos esta pregunta para el estado |¢) de la Ec.(4.55). Es posible
demostrar (ejercicios) que el entrelazamiento maximo se dd Ginicamente si se
cumple la condicién

2[fllgl =1. (4.81)
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Bajo esta condicion, es posible conseguir anticorrelacion perfecta eligiendo
ap=(Tr+a—17) y By = B. (4.82)
Anélogamente, correlacion perfecta se obtiene para
ah=(a=8) vy  By=(x-p). (4.83)

En las ecuaciones anteriores « y 3 definen la orientacién del primer analizador, 0
es la fase relativa de las componentes de |1)).

Entonces, cuando la condicién (4.81) se cumple, para cualquier eleccién de
la direccién a, existen dos direcciones bg bien definidas, relacionadas con la
orientacion del primer analizador de acuerdo con las Eqs. (4.82) y (4.83), para
las que se cumple |Cyp,| = 1. Es decir, si una particula del primer haz se
proyecta con espin up (down) con respecto a a, entonces su par de colisién en el
segundo haz se orientara autométicamente con su espin paralelo (antiparalelo)
inmediatamente al finalizar la primera medicién. El comportamiento de un
sistema estd condicionado por el comportamiento del otro. Al ser el estado |¢)
entrelazado, cada particula colisionante no puede estar en un estado cudntico
puro, caracterizado por un vector de estado. Lo que tenemos antes de una
medicién es un vector de onda conjunto que describe el sistema completo. Al
producirse una medicién sobre una de las particulas, inmediatamente la otra es
proyectada en un estado de espin bien definido, con total certeza. Si la direccién
de a cambia durante las mediciones, entonces by se ajusta de tal forma que se
cumpla la condicién para la méxima correlacion. Esta fuerte conexion entre las
direcciones a y bg es producto de las correlaciones intrinsecas de los haces, debido a la
interaccion cudntica.

Entonces, en la situacion de maximo entrelazamiento, el vector de estado
tiene la forma general

1 is
— 4+ =) e — ) . 4.84
) = 5+ =)+l = 4) @89
Comprobamos facilmente que las matrices densidad reducidas en este caso son:
1
pr=p2=51, (4.85)

y los vectores de polarizaciéon individuales se anulan (ver Ec. (4.63)):
PO =pR =9¢. (4.86)
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Es posible comprobar (ejercicio) que, en general los vectores de polarizacién
satisfacen la siguiente relacién con las amplitudes de las componentes del estado
compuesto:

(PW)2 = (PP)2 =1 (2/f]|g])* . (4.87)

Esta relacion muestra explicitamente que el grado de entrelazamiento y la
magnitud de la polarizacion estdn relacionadas.

Finalmente, la sustitucion de la condicién de entrelazamiento méximo en los
coeficientes C; ; da las componentes del tensor de correlaciones para estados
maximamente entrelazados de la forma (4.84)

Cpz=Cyy=cosd : Cry=—Cyqs=—send ; C,.=-1

(4.88)
Vale la pena remarcar nuevamente en este punto, la relacién entre el
grado de polarizaciéon de los subsistemas individuales y el grado de
entrelazamiento. A mayor entrelazamiento del sistema compuesto, es menor
la informacién disponible sobre cada uno de los subsistemas. Vimos que en el
estado maximamente entrelazado, las submatrices reducidas contienen menor
informacion que el estado compuesto . En particular, la coherencia que
caracteriza al sistema compuesto ha desaparecido en el estado de cada uno de
los subsistemas.

Para estados de la forma general de la forma (4.55), el parametro £ = 2|f||g]|
brinda de alguna manera una medida de la intensidad del entrelazamiento.
Vemos que si el estado estd normalizado, 0 < £ < 1. Este pardmetro se anula
si f 6 g son nulos, en cuyo caso el estado compuesto es separable, es decir no
entrelazado. El maximo valor de £ se alcanza para entrelazamiento maximo.

4.4.4 Entropia del entrelazamiento

Consideremos ahora estrategias para cuantificar el entrelazamiento de estados
bipartitos puros maés generales que (4.55). Por ejemplo, se ha mostrado
que el entrelazamiento de un estado bipartito puro puede ser univocamente
caracterizado por la entropia de von-Neumann, definida para cada subsistema

como 28

S(pi) = —Trpi (logz pi) = = An loga A, (4.89)

*“Maximal knowledge of the whole does not imply maximal knowledge of all its parts, not
even when these are completely separated from one another” E. Schrodinger.
BVer por ejemplo S. Popescu and D. Rohrlich, Phys. Rev. A 56, 3319.
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donde \,, son los autovalores de p;,

M0
pi = < 01 N ) . (4.90)

El logaritmo de p; es definido como

[ loga M 0

Es conveniente notar, que ambos subsistemas tienen el mismo valor de la
entropfa, ya que ambas matrices reducidas tienen los mismos autovalores no
nulos, y por lo tanto la misma entropia.

La eleccion de S(p;) como medida del entrelazamiento puede justificarse
formalmente. Aqui analizaremos esta definicién nuevamente con el ejemplo
especial (4.55). Si el estado [¢)) estd mdximamente entrelazado, los dos
subsistemas individuales tienen polarizacién nula y las matrices reducidas son
de la forma (4.85). Si se realizan mediciones en cada uno de los subsistemas, se
encontrard una distribucién aleatoria de particulas con espin up y down a lo largo
de cualquier direccién que se elija para la medicién. En el lenguaje de la teoria
de la informacién, diremos que que la incerteza del resultado de la medicién
es maxima, o que cada subsistema esta mdximamente mezclado. En este caso, la
entropia de von-Neumann alcanza su méximo:

1
S(pi) = —logy 5 =1. (4.92)
Entonces, para entrelazamiento maximo del sistema compuesto, tenemos
maximo valor de la entropia de cada subsistema. Por otro lado, si los dos

subsistemas estan completamente polarizados, |P(M| = [P(?)| = 1, 1o que implica
que ambos subsistemas se encuentran en un estado puro, con representaciones
matriciales de la forma:
1 0
= 493
n=(00) 4.93)
6
0 0
p2 = ( 0 1 ) . (4.94)
El vector de estado es necesariamente separable, |¢)) = |+)|—). En este caso,
S(pi) = —logal = 0. Asi, al entrelazamiento nulo del estado conjunto,

le corresponde una entropia cero. Los estados puros contienen la méxima
informacién posible sobre el subsistema, y la entropia es la minima. Para el caso
general de la forma (4.55), la entropia vale

S(p1) = S(p2) = —|f|*logalf|* — |g|*log |g|* . (4.95)
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4.5 Estados de Bell. Correlaciones en el estado singlete

Ahora discutiremos un ejemplo de estado entrelazado de mucha importancia
conceptual. Se trata del estado singlete, que forma parte de un conjunto de cuatro
estados médximamente entrelazados, mutuamente ortogonales, que conforman
una base para cualquier sistema de dos particulas con espin 1/2. Estos son casos
particulares de (4.84), y se denominan estados de Bell:

[¥-) Hl+-)—1-+)
W) = Hl+-)+1-+) (4.96)
0x) = Zl++H£]--)
El primer estado corresponde a § = 7 y se denomina singlete. El segundo
es el triplete, y corresponde a § = 0. Los cuatro estados son maximamente

entrelazados. Sus matrices densidad reducidas son proporcionales a la matriz
identidad, y por lo tanto la entropia de Von Neumann alcanza su maximo.

Una caracteristica importante del estado singlete es la de su invariancia ante
rotaciones en el espacio de espin, debido a que su espin total es cero. Por ello,
|t)_) conserva su forma en cualquier base. Por ejemplo, elijamos el vector a como
direccién de cuantizacién, y denotemos |a(+)) y |a(—)) los estados con espin up
y down, respectivamente, en esa direccién. Estos estados pueden ser expresados
en términos de la base z,

la(+)) = |+) cosg +|-) senf
(4.97)
la(=)) = [+) seng —|-) cosf,
y la invariancia rotacional permite que podamos escribir directamente
[9-) = ;5[\@(+)>\a(—)> = la(=)]a())] (4.98)
con la misma estructura de |¢)_) = %H + —) — | — +)]. Ambas expresiones

contienen la misma informacién sobre el sistema compuesto, y es evidente
que previo a cualquier medicién, no es posible asignar un estado de espin
definido a un subsistema. Las matrices reducidas son proporcionales a la
matriz identidad, y los vectores de polarizacién son nulos. Midiendo un
subsistema encontraremos aleatoriamente estados up y down. Pero, observando
en coincidencia, detectaremos la correlacion caracteristica del estado entrelazado.
El grado de correlacion entre las dos mediciones lo caracterizamos calculando
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los coeficientes C((i’z)) usando la expresion C’((i’g)) = >_;;aibjCi j, y los coeficientes

C;,; correspondientes al estado singlete. Obtenemos

Clap =—ab (4.99)

Considerando, por simplicidad, que a y b yacen en el plano x — z, resulta

C((Clbg)) = —cos(B—f).

Si a || b (6 antiparalelo), resulta C((;Z)) = -—1(1). Sip—-p = n/2, C((i’g)) =0,
es decir ausencia de correlacion. Es interesante para la discusién re-obtener los

coeficientes de correlacién en términos de las probabilidades conjuntas
W (a, b)arm = [(a(M)b(m)|-)[*,

de que la primera particula de un par colisionante sea hallada con componente
M respecto de a y la segunda con m respecto de b:

W(a,b)r = isen?Zt
W(ab), = Lcos?f
W(a,b)_, = %Coszﬁ%ﬁ’ (4.100)
Wiab) - = }sen?l
Vemos que para 3 = B, es
W(a,b)1+ =0=W(a,b)-_, vy  W(ab), = % — W(a,b)_..

Recordando la expresion (4.72) para los coeficientes de correlacién en funcién de
las probabilidades conjuntas, concluimos que en este caso tenemos resultados
perfectamente anticorrelacionados. Rotando el segundo detector a direcciones
con 3 = f§ + /2, se encuentra que todas las probabilidades son iguales a 1/4, lo
que implica ausencia de correlacién entre las mediciones.

Para avanzar en la discusién del concepto de entrelazamiento, proveyendo
intuicién sobre los resultados descriptos hasta ahora, reinterpretemos las
probabilidades conjuntas calculadas més arriba. Supongamos que el primer
observador elige una direcciéon arbitraria a y la mantiene fija. Puede elegirla
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luego de que las particulas hayan interactuado, cuando éstas ya se han separado
nuevamente. Las mediciones de coincidencia pueden hacerse de modo tal que
las del primer haz se miden primero. Entonces, cada particula del primer haz
se proyecta en uno de los dos estados del detector, |a(+)) 6 |a(—)). Ahora
supongamos que una particula fue hallada en |a(+)). De acuerdo con los
principios de la mecanica cuantica, la Ec. (4.98) dice que su par de colisiéon
del segundo haz, qua atin no fue analizada, es proyectada en el estado |a(—)),
en el momento de la medicién de la primer particula. Luego, la segunda
particula ingresa en su detector, orientado en b, y es proyectada en alguno de los
dos estados |b(+)) 6 |b(—)), con probabilidades |(b(+)|a(=)}? y |(b(=)]a(=))|?,
respectivamente. Estas probabilidades pueden recalcularse de una manera
diferente, que puede resultar ttil para el analisis:

W(a,b)s = [{a(+)b(+)[v-)* = %I(b(ﬂla(—))l2 (4.101)

en donde hemos utilizado (4.98) y la ortogonalidad de los estados |a(+)) y |a(—)).
El pre-factor 1/2 en la ecuacién anterior es la probabilidad de detectar la primera
particula en el estado |a(+)). El otro factor es la probabilidad de que el otro
miembro de la colisién, que con certeza se proyect6 en |a(—)) al finalizar la
medicién de la primera particula, sea hallado en el estado |b(+)) luego de pasar
por su detector.

Es interesante notar que entre las dos mediciones, la segunda particula estd
en un estado cuéntico definido, sea 0o no observada, como consecuencia del
entrelazamiento del sistema compuesto. Esta discusion muestra la esencia de
los estados entrelazados. Realizando un experimento sobre solo una de las
particulas, no solo puede establecerse el vector de estado de ella por la medicion,
sino que también el estado de su compafiera de interaccién puede inferirse
sin interactuar con ella, e independientemente de la distancia que haya entre
ambas particulas. Esta caracteristica extaordinaria de la mecédnica cuantica es
denominada no-localidad.

Estas predicciones para estados entrelazados fueron formuladas siguiendo
estrictamente las reglas de la mecdnica cuantica. Como se comenté al comienzo,
el trabajo de EPR plante6 una controversia entre estos resultados y la intuicién
o el “sentido comun” basado en la suposicién de que la descripcién de los
fenémenos fisicos debe combinar dos aspectos fundamentales:

1.- Localidad: el resultado de una medicién sobre un sistema dado deberia ser
insensible a operaciones sobre un sistema distante, con el cual ha interactuado en
el pasado.

2.- Realismo: las particulas deberfan poseer propiedades definidas, sean o no
observadas.
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A partir de esta aparente paradoja, surgieron propuestas tedricas basadas
en la existencia de variables ocultas (“hidden variables”) que pudieran explicar
el comportamiento probabilistico de materia, mediante una teoria “local y
realista”. Sin embargo, en 1965 Bell demostré un notable teorema que afirma
que no existe ninguna teoria local-realista que reproduzca todos los resultados
mecanico-cudnticos.

4.6 Desigualdades de Bell

El planteo de EPR de que la descripcion de la realidad fisica por medio de la
mecénica cudntica es incompleto sugiere la existencia de una descripcién maés
detallada de la naturaleza, quiza asociada con el uso de una tecnologia mas
avanzada que la que disponemos actualmente, de tal forma que todas nuestras
predicciones serian inambiguas, en lugar de probabilisticas.

Por ejemplo, serfamos capaces de predecir de qué manera seria deflectado
un atomo de plata que atraviesa un aparato de Stern-Gerlach, up o down.
Esta descripciéon mds detallada involucraria informacién adicional sobre el
atomo de plata, el magneto de Stern-Gerlach y tal vez sobre el horno que
produce los dtomos de plata. Esta informacién adicional recibié el nombre de
‘variables escondidas’, y en el contexto de las teorias de variables escondidas,
los célculos podrian estar basados en un promedio en el ensemble sobre
la distribuciéon estadistica porpuesta para dichas variables, brindando las
predicciones estadisticas de la teoria cuantica. El cardcter probabilistico de la
mecanica cudntica seria debido a una especificacién incompleta de la informacién
fisica, de la misma manera que en mecénica estadistica cldsica. Asi, un valor de
expectacion tendria un cardcter conceptual similar al de un promedio clasico.
En este marco conceptual, la medicién es fundamentalmente determinista, pero
aparece como probabilistica debido a que algunos grados de libertad no son
conocidos con precision.

Las suposiciones de realidad y localidad de EPR fueron recogidas por
J. Bell, quien formulé estas hipétesis de forma mads precisa, mostrando que
ellas podrian ser realmente verificables experimentalmente. Bell derivé un
conjunto de desigualdades que involucran cantidades medibles, para las cuales
las predicciones mecénico cuanticas difieren de aquellas originadas en cualquier
teoria local-realista. La consecuencia mds importante de estos resultados,
es que cuestiones que rozan el aspecto filoséfico de la mecanica cudantica
pueden ser resueltas mediante experimentos de una manera directa. Entonces, si la
mecdanica cuantica describe correctamente la naturaleza, debemos concluir que la
no-localidad es una caracteristica importante de nuestro mundo. Discutiremos
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los aspectos fundamentales detrds de estos resultados, en particular, la
desigualdad de Bell a través de la versién presentada por J.F. Clauser, M.A.
Horne, A. Shimony, and R.A. Holt conocida en la literatura como desigualdad
CHSH %.

El razonamiento que lleva a la desigualdad de Bell considera un conjunto
de pares de particulas que pueden ser observadas una vez que estin muy
alejadas entre ellas de forma que no pueden interactuar, y que originalmente
se han correlacionado entre ellas por la interaccién que tuvieron, como en un
experimento de scattering, o por haber sido emitidas por una fuente de pares
correlacionados (por ejemplo fotones entrelazados). Este tipo de experimento
se discute de dos formas esencialmente diferentes, que parten de premisas de
naturaleza muy distinta.

Suposicién de localidad y realidad

Se asume que la correlaciéon estadistica de las particulas al momento de
ser observadas se originé por informacién “llevada y localizada en cada
particula”. Al ser generadas, las particulas estuvieron en contacto compartiendo
informacion, y se supone que al ser observadas cada una de ellas estard en
un estado definido por el observable y por las variables escondidas. Mas
concretamente, consideremos un estado de dos particulas, Ay B, de espin1/2, en
el que las particulas estdn alejadas entre ellas. Llamamos A, y Bj a mediciones
de proyecciones en las direcciones a y b, realizadas sobre las particulas A y B
respectivamente. El resultado de la medicién A, (By), cuyo valor puede ser
+1, puede depender de la direccién a (b) y de otros pardmetros no-controlados,
representados colectivamente como A. El pardametro A\ puede depender del
sistema, del aparato de medicién o de ambos y usualmente se lo llama ‘variable
oculta’. Esta suposicién es también denominada suposicion de existencia de
variables ocultas. Entonces, si se asume que A, (By) tiene un valor definido A, (\)
(Bp(N)) previo a la medicién (suposicion de realidad), la medicién simplemente
revelaria este valor. Ademads, se supone que el resultado de la medicién en A (B)
no depende de las mediciones relizadas en B (A). Por ejemplo, A, () no depende
de b (suposicion de localidad).

Al pardmetro A se le asigna una distribucién de probabilidad p(\), que
satisface la condicién de normalizacién:

/ p(AN)dA=1, p(A)>0. (4.102)

La funcién de correlacién para el estado de dos particulas, para una medicién en

P71 F. Clauser, M.A. Horne, A. Shimony, and R.A. Holt, Phys. Rev. Lett. 23, 880 (1969)
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una direccion fija a para la particula A y en una direccién fija b para la particula
B, estd dada, en la suposicién de variables ocultas, por

EQY) = / Aa(N)By(A\)p(N)d (4.103)

donde A,(\) = 1y By(A\) = =£1, porque los valores de las mediciones son
supuestos +1. Supongamos que los observadores de las dos particulas A y B
pueden elegir entre dos observables a,a’ y b,¥, y los respectivos resultados son
A, Ay y By, By. Definimos la siguiente relacion de coeficientes de correlacién, a
la cual denominamos funcién de Bell

(A,B)

A,B)
a (a’,b")

7 B) o (AB)
) —E

_ (
ALR:E +F b) (ab)

( (
donde el subindice LR indica teoria local y realista. Por definicién, se cumple

A
+FE o

Arg = / dA AN (Bo(N) = By(V) + Aw(N)(By(N) + By (V)] p(V) . (4.104)

Ahora, By(X) + By (\) y By(A) — By (A) pueden tomar los valores £2y 0,6 0y 2
respectivamente. En consecuencia®,

_2<Ap<2. (4.105)

Notemos que para obtener esta desigualdad no hemos usado la mecanica
cudntica. Solamente asumimos el principio de localidad y la existencia de
variables ocultas. Consecuentemente, una desigualdad de Bell es una restriccién
que cualquier teoria que sea tanto realista como local tiene que satisfacer.

Argumento cudntico

Retomemos la desigualdad anterior, pero ahora calculando los coeficientes de
correlaciéon como valores de expectacion, tal como los definimos en la Ec.(4.65).
Vimos en la Ec.(4.99) que para el estado singlete los coeficientes de correlacién
estdn dados por el coseno que forman las direcciones de medicién, con signo
menos, C((:’;)S) = —cos(f,,). Asi, es facil verificar que, la version cuantica de la
funcién de Bell

_ (AB) | AAB) | A(AB) _ A(AB)
A =Clp +Cuiyy +Clay = Clapy -

*La ecuacién (4.104) es un promedio sobre el ensamble de la variable oculta de productos
de funciones estocasticas A y B que toman valores 1. El valor medio de cada uno de los dos
sumandos tiene médulo menor que dos, y ambos sumandos se cancelan alternadamente cuando
el otro es no nulo.
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toma su valor médximo cuando las direcciones son coplanares, elegidas de tal
manera que los dngulos entre ay b, by a’, a’ y b’ sean iguales a 7/4 3L

FIGURE 4.1: Diagrama esquemadtico mostrando las direcciones a,b,a’,b" para obtener
maéxima violacién de la desigualdad de Bell por el estado singlete.

La Figura 4.1 muestra esqueméaticamente el arreglo de direcciones para lograr
el maximo de Ag. En tal caso

|Ag| =2V?2 (4.106)

Claramente, este resultado viola la desigualdad (4.105).

Aunque existen otras configuraciones para los cuatro vectores en las que los
resultados cuanticos estdn de acuerdo con (4.105), el resultado (4.106) es muy
imporante ya que muestra que es imposible comprender todos los resultados de
la teoria cudntica en un marco teérico local. Las correlaciones cuédnticas pueden
ser mds fuertes de lo que puede llegar a presentarse entre sistemas cldsicos.

De esta forma, se llega a concluir que existen configuraciones experimentales;
que violan la desigualdad de Bell (Ec.(4.105)). Este es un ejemplo de una situacién
especial donde la predicciéon de la mecénica cudntica no puede ser reproducida
por teorias de cardcter local y real.

31 A.Sen(De), U. Sen, M. Lewenstein, and A. Sanpera, The Separability versus Entanglement Problem
Ch. 8 in Lectures on Quantum Information, Ed. Dagmar Bruf, G. Leuchs (2007).
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CAPITULO 5

RELATIVIDAD GENERAL

5.1 Introduccion

La gravedad es una de las cuatro interacciones fundamentales. La teoria clasica
(es decir, no cuédntica) que trata de la gravedad es la Teoria de la Relatividad
General, propuesta por Albert Einstein en 1915 y contituye el tépico del presente
capitulo. Los origenes de esta teoria se remontan a la revolucién conceptual
que siguié a la introducciéon de la Relatividad Especial por Einstein en 1905.
De acuerdo con la ley de gravitacion de Newton, dos masas puntuales se
atraen mutuamente con una fuerza proporcional a sus masas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas. Asi, la fuerza sobre una
de las masas en un instante de tiempo depende de la posicién de la otra en el
mismo instante. Cualquier variacién en la posicién de una de ellas se transmite
instantdneamente a la otra. No obstante, dicha interaccidon instantdnea entra
en contradiccién con la Relatividad Especial, de acuerdo con la cual ninguna
sefal puede viajar mas rdpido que la luz. Por lo tanto, la teorfa newtoniana
de la gravedad (altamente exitosa en la descripcién de una enorme cantidad de
fenémenos) solo puede ser una aproximacién a otra teoria mas fundamental.

La relatividad general no propone una nueva ley de fuerzas ni constituye una
nueva teoria para el campo gravitatorio, sino que se basa en un profundo cambio
conceptual de la concepcién del espacio y el tiempo. Einstein percibié que el
hecho experimental de que todos los cuerpos caen con la misma aceleracién en
un campo gravitatorio (independientemente de su masa) puede interpretarse
en términos de un espacio-tiempo curvo. En este esquema conceptual las
masas curvan el espacio-tiempo a su alrededor y las trayectorias de otras masas
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en las inmediaciones son “lineas rectas” (curvas de longitud minima) en ese
espacio-tiempo curvo. La relatividad general es entonces una teoria geométrica.
Vamos a comenzar por lo tanto con una breve introduccién a las geometrias
no—euclidianas.

5.2 Geometrias no euclidianas

La idea de una geometria no euclidiana se ilustra facilmente en dos dimensiones.
En la geometria euclidiana se trabaja en base a las nociones de punto, linea recta,
distancia, angulos, paralelas, circulos, etc.. Entre los teoremas mas familiares
podemos mencionar que la suma de los dngulos interiores de un tridngulo
equivale a 7™ o que el cociente entre el perimetro y el radio de un circulo es 27,
entre muchos otros.

La superficie de una esfera nos brinda un ejemplo sencillo de una geometria
diferente (no euclidiana), en la cual los resultados anteriormente mencionados
de la geometria en el plano no son vélidos y deben ser reemplazados por
definiciones y teoremas diferentes. Por ejemplo, en la geometria esférica el
concepto de linea recta se reemplaza por el de circulo maximo o gran circulo,
el cual se define como la curva que se obtiene al intersecar la esfera con un plano
que pasa por el centro de la misma. Asi, mientras que en el plano dos rectas o bien
nunca se cortan (paralelas) o se cortan en un tnico punto, dos rectas arbitrarias
(cfrculos maximos) en la esfera siempre se cortan en dos puntos (diametralmente
opuestos).

La distancia entre dos puntos de la esfera se define como la curva de
menor longitud sobre la esfera que une ambos, también llamada geodésica; se
demuestra que la misma coincide siempre con un segmento de circulo méaximo.
Un tridangulo se construye a través de la interseccién de tres circulos méximos
(al igual que en el plano se construye a través de la interseccion de tres
rectas); un circulo se define como el conjunto de puntos equidistantes de otro
(con la definicién de distancia dada anteriormente), etc.. El dngulo entre dos
circulos méximos se puede definir como el dngulo entre dos rectas en el espacio
tridimensional tangentes a dichos circulos en el punto de interseccién. Notemos
que un tridngulo esférico puede tener tres angulos interiores rectos, con lo cual su
suma es superior a 7. En general, puede demostrarse que la suma de los angulos
interiores de un tridngulo esférico es igual a 7 + A/ a2, donde A es el area del
triangulo y a el radio de la esfera. Notemos que en el caso de tridngulos muy
pequefios comparados con las dimensiones de la esfera A/a? < 1, recuperamos
el resultado de la geometria plana con buena aproximacién. También puede
demostrarse facilmente (queda como ejercicio para el lector) que el cociente entre
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el perimetro Py el radio r de un circulo arbitrario sobre la esfera es

L = 2WM (5.1)
r (r/a)
Nuevamente, si 7 < a recuperamos el resultado de la geometria plana.

Puede dar la impresién de que para determinar la geometria de un objeto
bidimensional uno debe trabajar en el espacio tridimensional en el cual el objeto
se encuentra embebido. No obstante, es posible determinar la geometria de
manera puramente local (es decir, sin salir al espacio tridimensional). Una
persona sobre la superficie de una esfera (la tierra) puede medir cosas como
angulos interiores de tridngulos, perimetros y radios de circulos, etc.. Ajustando
entonces las férmulas anteriores puede determinar si la geometria de ese espacio
es efectivamente esférica y estimar en ese caso el radio de la esfera, sin necesidad
de una dimensién extra.

En el caso de geometrias curvas tridimensionales, la visualizacién no es tan
simple como en el caso bidimensional, en el cual a menudo una geometria curva
puede representarse como una superficie en un espacio euclideo tridimensional.
No obstante, en algunos casos simples podemos extender esta idea y pensar
ciertas geometrias curvas tridimensionales como hipersuperficies embebidas en
un hipotético espacio euclideo de cuatro dimensiones. Por ejemplo, el analogo
de la esfera bidimensional en tres dimensiones es la hipersuperficie (volumen)
de una esfera en cuatro dimensiones, al cual llamaremos una triesfera. Si nuestro
espacio fisico tuviera la geometria de una triesfera, un viaje en linea recta tarde o
temprano nos llevaria de vuelta al punto de partida. No obstante, al igual que en
el caso bidimensional, podemos obtener una informacién mucho mas detallada
acerca de la geometria del espacio mediante cdlculos puramente locales (sin
necesidad de emprender un viaje tan incierto). Por ejemplo, puede demostrarse
que el volumen encerrado por una esfera bidimensional (la esfera normal) de
radio r en tal geometria espacial esta dado por

v G () [ - ()]

donde a es el radio de la triesfera. Es facil ver que para r < a se recupera el
resultado familiar V ~ 47 r3/3. Asi, mediante mediciones de radios y volimenes
de esferas bidimensionales es posible determinar si la geometria del espacio es la
de una triesfera.

Para cada ntimero de dimensiones existe una cantidad infinita de posibles
geometrias. Asi, por ejemplo, en dos dimensiones ademds del plano y la esfera
existe la geometria de un huevo o de cualquier otra superficie suave. Como
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podemos describir y comparar matemdticamente estas diferentes geometrias?
Lo que hemos hecho hasta ahora con la esfera y la triesfera es describir estos
espacios considerandolos embebidos en un espacio euclidiano de dimensién
mayor. Este método que funciona bien en dos dimensiones, se complica bastante
para geometrias tridimensionales mas complicadas que la triesfera y en el caso
de cuatro dimensiones resulta completamente inviable. Otra posibilidad para
especificar una geometria es dar un conjunto pequefio de postulados o axiomas
y deducir mediante teoremas las diferentes propiedades del objeto. Para la
geometria del plano, por ejemplo, tenemos los cinco postulados de Euclides:
por dos puntos pasa una tnica recta, las paralelas nunca se intersectan, etc.. La
superficie de la esfera puede ser descripta por el mismo conjunto de axiomas,
excepto el de las paralelas; este tltimo se reemplaza por el postulado de que
dos rectas cualesquiera siempre se intersectan en dos puntos. Sin embargo este
método también es bastante limitado. ;Que postulados describen la superficie de
una papa?

La descripcion local mas general de una geometria hace uso del cédlculo
diferencial e integral, mediante la especificacién de la distancia entre cada par
de puntos cercanos. A partir de la distancia entre puntos cercanos, la distancia
a lo largo de curvas puede ser obtenida por integracién. De esta manera, las
”]lineas rectas” se definen como las curvas de menor distancia entre dos puntos.
Los dngulos se definen como el cociente entre la longitud de un arco de curva y
sus radios, cuando estos radios son pequefios, etc.. Esta drea de la matematica
se conoce como geometria diferencial. Vamos a introducir algunas de sus ideas
bésicas.

5.2.1 Geometria euclidiana del plano

Un pre-requisito para establecer la distancia entre puntos cercanos es disponer
de un sistema de coordenadas, el cual por supuesto no es tinico. Por ejemplo, en
dos dimensiones podemos usar coordenadas cartesianas o coordenadas polares
respecto de un cierto origen, asi como muchos otros sistemas de coordenadas
(ver Fig.5.1). Asi, puntos cercanos tendran valores parecidos de sus coordenadas.
Por ejemplo, los puntos (z,y) y (z + dz,y + dy) serdn cercanos si dz y dy son
infinitesimales. En coordenadas cartesianas la distancia dS entre los puntos (z, y)
y (z + dz,y + dy) viene dada por (ver Fig.5.1)

dS = /(dz)? + (dy)? (5.2)

En coordenadas polares la distancia entre los puntos (r, ¢) y (r + dr, ¢ + d¢)
viene dada por (ver Fig.5.1)
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FIGURE 5.1: Distancia entre puntos cercanos en coordenadas cartesianas y polares.

dS = \/(dr)? + (r dp)? (5.3)

Expresiones como (5.2) y (5.3) son vélidas para calcular longitudes solamente
si las cantidades dx y dy, 6 dr y d¢ son pequefias. No obstante, distancias largas
pueden ser obtenidas por integracién a partir de estas relaciones infinitesimales.
Por ejemplo, podemos calcular el perimetro de un circulo y analizar su relacién
con el radio R. Eligiendo el origen como el centro, la ecuaciéon del circulo en
coordenadas cartesianas es

2’ +y° = R? (5.4)

El perimetro es la integral de dS a lo largo del circulo. Tenemos entonces
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P::fw:fmmPHm2 (5.5)

R 571/2
d
- 2/ dr |1+ <y) (5.6)
-R dx 2. o
z2+y2=R?

= Q/Rd\/ s =21R 5.7)

= o T s TR, .
que es la respuesta correcta. Derivar la relacion entre el perimetro y el radio

es mucho mas facil en coordenadas polares, donde la ecuacién del circulo es
simplemente r = R. Asi, a partir de (5.3) tenemos

P:fdsz/o%}qub:%}z (5.8)

El resultado por supuesto es el mismo y la eleccién de uno u otro sistema de
coordenadas es simplemente una conveniencia de calculo.

Procediendo de esta manera podriamos derivar todos los teoremas de la
geometria Euclidiana en el plano. Por ejemplo, podemos obtener angulos a
partir del calculo de distancias. El dngulo entre dos rectas que se intersectan
puede definirse centrando un circulo de radio R en la interseccién de las rectas;
el &ngulo (en radianes) se define entonces como

_AC
"R

donde AC es la longitud del arco entre las intersecciones del circulo con las
rectas. A partir de esta definicién es posible demostrar que la suma de los
angulos interiores de un tridngulo es igual a m. De hecho, es posible verificar
todos los axiomas de la geometria Euclidiana en el plano a partir de (5.2) 6
(5.3). Toda la geometria puede reducirse a relaciones entre distancias; todas las
distancias pueden reducirse a integrales de distancias entre puntos cercanos; toda
la geometria Euclidiana en el plano esta contenida en (5.2) 6 (5.3).

Resumiendo: una geometria puede especificarse mediante lo que llamaremos
un elemento de linea, tal como (5.2) 6 (5.3), el cual nos da la distancia
entre puntos cercanos en términos de diferencias entre coordenadas en algin
sistema. Convencionalmente, el elemento de linea se expresa como una relacién
cuadrética para dS?, como por ejemplo

0 (5.9)

dS? = dx* + dy?
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5.2.2 Geometria no-euclidiana de la esfera

Un ejemplo relativamente simple de geometria no euclidiana es la superficie de
una esfera bidimensional de radio a. Para describir los puntos sobre la esfera
podemos utilizar los dngulos (6, ¢) de las coordenadas polares tridimensionales.
Se puede deducir (queda como ejercicio para el lector) que la distancia entre dos
puntos cercanos (6, ¢) y (6 + df, ¢ + d¢) sobre la esfera viene dada por

dS? = a*(d6? + sin* 0 d¢?) (5.10)

Este es el elemento de linea de la superficie de la esfera, a través del cual
pueden obtenerse todas las propiedades de la geometria esférica. Veamos por
ejemplo la razén entre perimetro y radio de un circulo. Por circulo entendemos
en este caso el conjunto de puntos sobre la superficie de la esfera, que se encuentran
a distancia constante (radio) de un punto (centro), donde la distancia se mide a lo
largo de un segmento de circulo mdximo. Dado que todos los puntos sobre la esfera
son equivalentes, podemos orientar las coordenadas polares de manera que el
eje polar pase por el centro del circulo. Un circulo queda entonces definido como
una curva a  constante. Consideremos el circulo definido por la ecuaciéon

f=0 (5.11)

El perimetro P de este circulo es la longitud de dicha curva, a lo largo de la cual
tenemos df = 0. De la Ec.(5.10) tenemos

2
P= ?édS = / asin ©d¢ = 2mwa sin © (5.12)
0

El radio r del circulo es la distancia de cualquier punto sobre la curva al polo
norte, medida a lo largo de un meridiano lo cual implica ¢ =constante, es decir

dp =0y dS = adf. Asi,
(C]
r:/ adfd =a®©
0

y por lo tanto

P = 2masin <£> , (5.13)
a
de donde recuperamos la expresion (5.1).
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Proyecciones de la esfera

La geometria esférica describe con muy buena aproximacién la superficie
terrestre. Para trazar un mapa de la superficie terrestre (planisferio terrestre o
mapamundi), tenemos que proyectar la superficie de la esfera en un plano. Esta
proyeccién no es tnica y las diferentes opciones constituyen un ejemplo de una
misma geometria expresada en diferentes sistemas de coordenadas.

En coordenadas polares la geometria esta dada por el elemento de linea (5.10)
siendo a el radio de la tierra. Usualmente al angulo ¢ se lo denomina longitud. La
latitud es A = 7/2 — . En términos de latitud y longitud el elemento de linea es

dS? = a®(d)\? + cos® X d¢p?) (5.14)

Para construir un mapa debemos introducir nuevas coordenadas x e y sobre
la esfera, definidas a través de relaciones del tipo

y utilizar estas variables como coordenadas cartesianas en el plano para trazar
los contornos de continentes, ubicacion de ciudades, etc..

Es claro que existe un ntimero infinito de proyecciones. El ejemplo mas simple
es una proyeccion lineal:

2m s

donde (L, L) son las dimensiones del mapa. Esta transformacién simplemente
expresa latitud y longitud en un grafico cartesiano, reescalado las variables al
tamafio del mapa. El resultado, que se conoce como proyeccién equirectangular,
se muestra en la Fig.5.2a. Es claro que esta proyecciéon deforma las distancias
reales, especialmente en la regiéon de los polos. De hecho, toda proyecciéon de
la esfera en el plano deforma en alguna medida las distancias. Existen otras
proyecciones mas ttiles que preservan algunas propiedades de la geometria de la
esfera en el plano. Por supuesto, no todas las propiedades se pueden preservar,
ya que la geometria de la esfera es diferente de la del plano.

Una clase muy amplia y utilizada de proyecciones mantienen la linealidad en
la longitud y proyectan no-linealmente la latitud:

_Le

3772%

y=y(\) (5.16)
Para proyecciones de este tipo, el elemento de linea en la esfera toma la forma
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(b)

180° 160° 140° 120° 100°

FIGURE 5.2: Proyecciones de la superficie terrestre en el plano (mapamundi). a)
Proyeccién equirectangular. b) Proyeccién Mercator.
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2 2
ds? = a? [(2; oS A(y)) da® + (j;) dy2] (5.17)

Un ejemplo simple de este tipo de proyeccién (y de hecho uno de los mas
familiares) es la llamada proyeccién Mercator, inventada por G. Kremer en 1569
y la cual se muestra en la Fig.5.2b. Esta proyeccion tiene la particularidad de
que preserva el angulo entre dos direcciones a partir de cualquier punto. La
misma fue inventada para facilitar la navegacién maritima. Si un marinero desea
navegar desde Buenos Aires a Johannesburg, traza una linea recta en el mapa
uniendo las dos ciudades. Midiendo el dngulo en el mapa de esta linea respecto
del eje y, sabe cual debe ser el &ngulo a mantener por la direccién de navegaciéon
respecto del norte geografico.

Como podemos elegir la transformacién y = y(\) para preservar los dngulos?
Recordemos que los dngulos, en cualquier geometria, pueden definirse como
cocientes entre longitudes, es decir, entre un arco de circulo y su radio para radios
suficientemente pequefios (esto es, en el limite del radio tendiendo a cero). El
angulo entre dos direcciones en la esfera serd por lo tanto igual al &ngulo entre
las direcciones correspondientes en el plano si el elemento de linea en la esfera es
proporcional al elemento de linea en el plano dS?%, = = dx? + dy®. Asi, podemos

plano

buscar y = y(\) tal que la Ec.(5.17) pueda ser expresada como

dS? = Q*(x,y) (dz? + dy?) (5.18)

Comparando con la Ec.(5.17) obtenemos la ecuacién diferencial

dx  2m

A cos \. (5.19)
Eligiendo y = 0 para A = 0 obtenemos la solucién
L [*dN L T A
AN=— [ —=-—log|tan| —+ = 2
y() 277/0 cos N  2m og[an<4+2>} (5:20)

Las Ecs.(5.16) y (5.20) definen la proyeccién Mercator. El ecuador es mapeado
en lalinea y = 0 y los polos A = £7/2 se mapean en y = 00 respectivamente.

El factor de escala de la Ec.(5.18) resulta entonces (luego de un poco de
tratamiento algebraico)

2ma dra  e2mY/L
Q(y) = T COS)‘(?J) = T 1+ 647ry/L

Todas las propiedades importantes de la proyecciéon Mercator pueden
deducirse de este factor de escala. Por ejemplo, la distancia real entre dos puntos

(5.21)
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Superposicion de las
proyecciones cartograficas de: Mercator y Gall-Peters

FIGURE 5.3: Comparacion entre las proyecciones cartograficas de Mercator (que
preserva angulos) y Gall-Peters (que preserva areas).

en el mapa a una distancia Az en un mismo paralelo (latitud constante y) viene
dada por

AS =Q(y) Az

El factor de escala tiende a cero cuando nos aproximamos de los polos y —
+oo. Asi, distancias horizontales iguales en el mapa, entre puntos ubicados a
diferentes latitudes, corresponden a distancias reales cada vez menores cuanto
mas cerca estemos de los polos. De la misma manera, un elemento de area dxdy
en el mapa corresponde a un elemento de area en la esfera dA = Q%(y)dxdy.
Asi, las dreas en el mapa resultan magnificadas respecto del area real en las
cercanias de los polos. Esto puede apreciarse en la comparaciéon entre la
proyecciéon Mercator y la proyeccién Gall-Peters (esta tltima preserva las areas)
que se muestra en la Fig.5.3. El ejemplo mas notable es Groenlandia, que en la
proyecciéon Mercator aparenta tener un area equivalente a Sudamerica, siendo
que en la realidad es mucho menor.
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5.2.3 Coordenadas e invariancia

Resumiendo los resultados de las secciones anteriores, una geometria arbitraria
puede definirse a través de un elemento de linea, que nos da la distancia entre
puntos infinitesimalmente cercanos. Sin perdida de generalidad, supongamos
trabajemos en tres dimensiones. Para un sistema de coordenadas arbitrario

(z1, 22, 23), el elemento de linea puede escribirse como una forma cuadratica

3 3
dS* =Y "> gy daida’ (5.22)

i=1 j=1

donde los coeficientes g;; = g;; son funciones de las coordenadas y son las
componentes del llamado tensor métrico, o simplemente métrica. En coordenadas
cartesianas g;; = 0;; (donde J;; es una delta de Kroenecker). Si no existe una
transformacién de coordenadas que nos lleve la métrica a esta forma, entonces la
geometria es no euclidiana.

Un buen sistema de coordenadas nos provee de una identificacién tnica de
cada punto en el espacio. No obstante, la mayoria de los sistemas de coordenadas
fallan al respecto en alguna parte del espacio. Por ejemplo, en coordenadas
polares (7,6, ¢), los puntos sobre el eje polar (§ = 0) son etiquetados por un
conjunto infinito de valores de coordenadas (para cada valor de r el valor de
¢ es arbitrario). Este es un ejemplo de singularidad coordenada. Un ejemplo
mas dramaético es el siguiente. Tomemos el elemento de linea en el plano en
coordenadas polares

dS? = dr? + r2d¢?

y efectuemos la transformacién r = a/r’, para algin valor constante a. El
resultado es

2_“74 2122
as —r/4(dr + r'*d¢?)

Este elemento de linea explota en 7/ = 0. No obstante, fisicamente no
ocurre nada interesante alli; la geometria contintia siendo la del plano euclideo!
La singularidad ocurre simplemente porque la transformacién mapea todos los
puntos en r = co a r’ = 0y por lo tanto falla en dar una identificacién tnica de
todos los puntos en el plano. Vamos a ver otros ejemplos mas delante.

Un punto importante a enfatizar es que la distancia entre dos puntos es
independiente de la eleccién del sistema de coordenadas. Cuando calculamos
el perimetro de un circulo en coordenadas cartesianas y polares obtuvimos el
mismo resultado. Es evidente que esto debe ser asi. Si nos dan un disco fisico,
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podemos verificar mediante una cinta métrica que el contorno es un circulo, si
medimos que diferentes puntos del mismo equidistan de un centro. Midiendo
ademas el perimetro del contorno podemos verificar su relacién con el radio
del mismo. Estas relaciones no tienen nada que ver con ningun sistema de
coordenadas. Un sistema de coordenadas es nada mas que un modo conveniente
de etiquetar los puntos en una geometria. Existe un ntimero infinito de sistemas
de coordenadas para una misma geometria, todos equivalentes entre si. La
distancia entre dos puntos d.S, es una cantidad invariante ante transformaciones
de coordenadas.

5.3 Teoria de la Relatividad Especial

La Teoria de la Relatividad Especial nos brinda un ejemplo de geometria no
euclidiana. Repasemos brevemente los postulados y consecuencias principales
de la teoria.

El postulado fundamental de la relatividad especial es que todas las leyes
de la fisica adoptan la misma forma en cualquier sistema de referencia inercial
(es decir, sistemas que se mueven con velocidad constante unos respecto de
otros!). Esto incluye no solo las leyes de la mecénica (principio que ya se
encontraba en la mecdnica newtoniana), siné también las del electromagnetismo.
Lo ultimo implica que la velocidad de la luz debe ser la misma en cualquier
referencial inercial (hecho empirico soportado por el famoso experimento de
Michelson-Morley).

La constancia de la velocidad de la luz en diferentes referenciales inerciales
tienen enormes implicancias, siendo la primera y tal vez mas importante la
relatividad de la simutaneidad. Esto es, eventos simultdneos en un referencial
inercial no lo son en otro. La idea de tiempo absoluto, independiente del sistema
inercial de la mecanica newtoniana, debe ser por lo tanto abandonada. Asi, la
nocién de tiempo depende del referencial, el cual se encuentra caracterizado
no solo por sus coordenadas espaciales z,y, z, sin6 tambien por una cuarta
coordenada t (el tiempo en ese referencial) y un referencial diferente esta
caracterizado por un conjunto diferente de coordenadas (z/,v/, ', t"). El tiempo
absoluto, independiente del espacio tridimensional pierde sentido y es necesario
estudiar los eventos fisicos en una unificacién cuadri-dimensional de espacio
y tiempo, denominado espacio-tiempo. La separaciéon del espacio-tiempo en
nociones separadas de espacio y tiempo ocurre de manera diferente en cada
sistema inercial. Las transformaciones de coordenadas entre diferentes sistemas

'Por supuesto, esto incluye también sistemas estacionarios que se encuentran orientados de
manera diferente.
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inerciales que preservan la velocidad de la luz se denominan Lorentz boost y en
conjunto con las traslaciones y rotaciones rigidas de coordenadas constituyen las
llamadas transformaciones de Lorentz. Para un sistema de coordenadas (', v/, 2/, ')
en un referencial que se mueve con velocidad v en la direccién x respecto de un
referencial con coordenadas (z,y, z, t) estas transformaciones adoptan la forma

t = y(t—wvz/c) (5.23)
7 = y(z—ovt) (5.24)
y =y (5.25)
Z = 2z (5.26)
donde
1

v N (5.27)
La transformacién inversa se obtiene simplemente cambiando v — —v en las
expresiones anteriores. A partir de estas expresiones la ley de transformacién
para las velocidades es inmediata. Si V = di/dt es la velocidad de una particula
en el referencial en reposo, su velocidad VI = da /dt’ en el referencial que se
mueve con velocidad v en la direccién z es

" V¥ —wo
V=T vee 528)
1 vy
V=T vee 629
.1 v
[ s vy (530

De aqui resulta inmediato verificar que, si un objeto se mueve con con velocidad
c en un referencial, su velocidad en cualquier otro referencial es siempre c.

Espacio-tiempo

Un punto en el espacio-tiempo define un evento, esto es, algo que ocurre en un
lugar particular en un tiempo particular. La curva en el espacio-tiempo asociada
a la trayectoria de una particula se denomina linea de mundo.

Los postulados de la relatividad requieren que las leyes de la fisica sean
expresables en términos de cantidades que sean independientes del sistema de
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referencia. Una cantidad fundamental en este sentido es la distancia entre dos
eventos. El elemento de linea

ds® = —(cdt)? + da® + dy* + dz* (5.31)

constituye una cantidad invariante ante transformaciones de Lorentz. Esto es, de
las Ecs.(8.32)-(8.34) es facil ver que

—(cdt')? + da’* 4 dy* + d2* = —(cdt)? + da® + dy* + d2*

La Relatividad Especial nos define de esta manera, a través del elemento
de linea (5.31), una geometria del espacio-tiempo cuadri-dimensional. Esta
geometria es no euclidiana (debido al signo menos). Sin embargo, este espacio
es también plano, en un sentido que quedra claro mas adelante?. Dos eventos
pueden estar separados por una distancia cuyo cuadrado es positivo, negativo
o nulo. Si la distancia entre dos eventos es ds*> > 0 se dice que tienen una
separacion tipo espacial; este es el caso, por ejemplo, de dos eventos para los cuales
dt = 0, en cuyo caso ds se reduce a la distancia euclidea tridimensional. Si la
distancia entre dos eventos es ds®* < 0 se dice que tienen una separacion tipo
temporal; este es el caso, por ejemplo, de dos eventos que ocurren en el mismo
lugar dz = dy = dz = 0. Si ds®> = 0 se dice que los eventos tienen una separacién
nula, por ejemplo si dy = dz = 0y dx = cdt. Puntos con separacién nula pueden
estar conectados por rayos de luz que viajan a la velocidad c. El conjunto de
puntos con separacién nula de un punto P definen su cono de luz. Particulas
con masa en reposo no nula se mueven por lineas de mundo tipo temporal, las
cuales se encuentran siempre dentro del cono de luz en cualquier punto de la
trayectoria, ya que su velocidad debe ser inferior a la de la luz. De esta manera,
los conos de luz definen relaciones causales entre puntos en el espacio-tiempo.
Un evento en un punto P solo puede influenciar o ser influenciado por puntos
que yacen dentro o sobre su cono de luz.

Supongamos un sistema de referencia solidario con una particula a lo largo
de su linea de mundo. Para medir la distancia entre eventos en este referencial es
conveniente introducir

dr? = —ds*/c? (5.32)

que es real y tiene dimensiones de tiempo. Un reloj fijo a este sistema de
referencia mide el tiempo 7, el cual por lo tanto se denomina tiempo propio. El

?En particular, una particula libre en este espacio sigue una trayectoria recta, al igual que en la
geometria euclideana de la fisica newtoniana
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tiempo propio entre dos puntos A y B en una linea de mundo tipo temporal
resulta

B B 12
TAB = / dr = / [dt2 — (d:n2 +dy? + dZQ)/CQ]
A A

1/2
ts 1 dz\? dy 2 dz\?
= dtql——= || — — — 5.33
0 de manera mas compacta

tp
TAB :/ dt\/1—V2(t)/c? (5.34)
ta

El tiempo propio 745 es siempre mas corto que el intervalo tp — t4. Esto
es lo que se conoce como el fendmeno de dilatacion temporal y tiene como su
expresion mas famosa la llamada ”paradoja de los gemelos”. Dos gemelos,
Andrea y Bernardo se encuentran en reposo en un referencial al tiempo ¢; en
una posiciéon zp. Andrea parte en una nave en la direccién z, acelerdndose y
frenandose hasta un cierto punto a partir del cual retorna a la posicién inical zp,
deteniéndose al tiempo t2 (ver figura 5.4). Bernardo permanece en xp durante
todo el intervalo to — t;. El tiempo transcurrido para Andrea es menor que
to — t; por la Ec.(5.34). La gemela que se movi6é envejecié6 menos que el que
se qued6 quieto®. La paradoja de los gemelos ilustra una propiedad importante
del espacio-tiempo plano. Cualquier trayectoria seguida por Andrea tendrd una
distancia (tiempo propio) menor que la linea recta seguida por Bernardo*. La
linea recta es la curva de distancia mdxima entre todas las lineas de mundo tipo
temporal que conectan dos puntos.

Al trabajar en el espacio-tiempo resulta conveniente utilizar cuadrivectores,
tal como el vector desplazamiento entre dos puntos Ax = (At, Az, Ay, Az).
Dado un sistema de coordenadas (¢,x,y,z) en un referencial inercial y un
cuadrivector a, lo denotaremos en general por a® (el conjunto de componentes
a®) y a sus componentes indistintamente como a® = (a',a%a¥,a*) =

*La supuesa paradoja proviene de la aparente simetria entre las situaciones de ambos gemelos.
Desde su punto de vista, Andrea permanece en reposo, viendo a Bernardo alejarse y volver a su
posicién. Sin embargo las situaciones no son simétricas. Ambos gemelos se mueven por lineas
de mundo diferentes que conectan los mismos puntos inicial y final, y por lo tanto sus tiempos
propios son diferentes. Uno permanece en un referencial inercial y el otro se acelera.

#Las lineas en diagrama (, ct) parecen tener longitud mayor que las de la linea recta, pero esto
es porque estamos representando el espacio-tiempo (que es no euclidiano) en un espacio euclideo.
La situacién es andloga a la de las distancias en un mapamundi.
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ct
Cf2 S — (XP,Ct2)
Bernardo
1 Andrea
Cl‘] | E— (xp’C[])
, ' ' X
Xp

FIGURE 5.4: Paradoja de los gemelos. Andrea y Bernardo siguen dos lineas de mundo
diferentes entre dos puntos en el espacio-tiempo. Las longitudes de dichas trayectorias
son diferentees y consecuentemente el tiempo propio registrado por sus relojes son
diferentes.

(a® al,a?a®) = (a',d@), reservando la notacién de flechas para vectores en

el espacio euclideo tridimensional. Dados dos refenciales inerciales que se
mueven con velocidad constante v uno respecto de otro, las componentes de
un cuadrivector en ambos sistemas de coordenadas se relacionan a través de
las transformaciones de Lorentz (8.32)-(8.34). El producto escalar entre dos
cuadrivectores viene dado por

a.b = 1,500 (5.35)
donde la matriz (o tensor)
- 0 0 0
Nap = 8 é (1) 8 (5.36)
0 0 01
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se conoce como métrica del espacio-tiempo plano ¢ métrica de Minkowski. El
producto escalar (5.35) es invariante ante las tranformaciones de Lorentz.

Dindmica relativista

Una linea de mundo puede describirse dando las tres coordenadas espaciales en
funcién del tiempo ¢ en un dado referencial inercial. No obstante, resulta mas
conveniente describir la trayectoria de manera paramétrica en el espacio-tiempo.
Esto es, dando las cuatro coordenadas de la particula z“ en funcién de un
parametro o a lo largo de la trayectoria. Una parametrizacion natural es utilizar
la propia longitud de la curva, esto es, el tiempo propio 7. Asi, la linea de mundo
se describe a través de las ecuaciones

x* = z%(T)

La cuadrivelocidad es el cuadrivector u cuyas componentes son las derivadas
de la posicién a lo largo de la linea de mundo respecto del tiempo propio

u® = dz?

dr

El cuadrivector u es tangente a la linea de mundo, ya que el desplazamiento
alo largo de la curva viene dado por Az® = u*Ar.

Las componentes de u pueden expresarse en términos de la trivelocidad

V = d#/dt en un referencial inercial particular usando la versién diferencial de
la Ec.(5.34)

(5.37)

dr = dt\/1 = V2(t)/c2. (5.38)
Por ejemplo,

dt 1
T . — (5.39)

dr /1 -V2/c?
Abusando de la abreviatura v = (1 — V?2/¢?)~/2 (no confundir con el ~ de las
transformaciones de Lorentz!) tenemos

u® = (y,7V). (5.40)

Una consecuencia inmediata de este resultado es la normalizaciéon de la
cuadrivelocidad

wu=—c (5.41)
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La primera ley de Newton se asume valida también en la Relatividad
Especial: en ausencia de de fuerzas, un cuerpo permanece en reposo o se mueve
en una trayectoria recta con velocidad constante. Esto se resume en la expresion

du _

dr

la cual de la Ec.(5.40) implica que V es constante en cualquier referencial.
El cuadrimomento se define como

0 (5.42)

p = mu (5.43)

donde m es la masa en reposo de la particula. De la Ec.(5.41) el cuadrimomento
satisface la normalizaciéon

p.p = —m?c (5.44)
y la ecuacién de movimiento (5.42)
d
P _ (5.45)
dr
La expresiéon anterior nos dice que las componentes p son cantidades
conservadas para una particula libre. Por otra parte, de la Ec.(5.40) las

componentes de p se relacionan con la velocidad V' en un referencial inercial
a través de

pt— m ﬁ— m‘? .
V1-V2/c% V1I=V2/c?
en el limite newtoniano V/c < 1 tenemos
t L 2,2 > %
p:m+§mV/c +ooy p=EmV 4

Asi, a bajas velocidades j' se reduce al momento usual, mientras que p’c? resulta
la energia cinética mas una constante. La energia relativista se asume entonces
que es E = p'c? y a p se lo denomina el cuadrivector energia-momento

p* = (B[P, p) = (my,mAV) (5.46)

De la normalizacién (5.44) resulta la expresion para la energia relativista

E = \/m2c* + c2p? (5.47)

Para p = 0 se obtiene la probablemente mas famosa férmula de la fisica E = mc?.
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Principio variacional para el movimiento de una particula libre

Hemos visto que el tiempo propio entre dos puntos del espacio-tiempo es
méximo en una trayectoria de velocidad constante. Esto nos permite obtener
la ecuacién de movimiento para particulas libres en términos variacionales,
principio que generalizaremos luego a la relatividad general. El principio
variacional puede formularse como sigue: la linea de mundo para una particula
libre entre dos puntos con separacion tipo temporal corresponde a un extremo del tiempo
propio entre ellos. Esto es andlogo al principio de méxima accién en la formulacién
Lagrangiana de la mecénica clasica, usando como integral de accién el tiempo
propio.

Supongamos que parametrizamos la linea de mundo con un pardmetro o que
toma los valores 0 y 1 en los puntos inicial y final de la trayectoria. El tiempo
propio resulta entonces

[ @ @) e

que corresponde a un Lagrangiano

1/2
sy a [y gyt e\ e den)
N do 2 | \do do do — |7 s do

(5.49)
La condicién de extremo se obtiene aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange
d oL oL
do (a(d:va/da)> * ox> 0 (5:50)
Escribamos por ejemplo la ecuacién para ! = z:
dfLdt]
do |Ldo |

Dado que L = dr/do, resulta inmediato que

du!

2 0
dr

y lo mismo para las restantes coordenadas.
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5.4 Teoria geométrica de la gravedad

5.4.1 Teoria de la gravedad de Newton

La teorfa newtoniana de la gravedad se basa en el concepto de fuerza entre masas
puntuales. La misma especifica la fuerza F gravitatoria que una masa puntual A
de masa M ejerce sobre otra masa puntual B de masa m situada a una distancia
de la primera. Esta fuerza es atractiva, dirigida a lo largo de la direccién que une
las masas e inversamente proporcional a r%:

-ﬁgrav = - GmM €r (551)

r2

donde €, es un vector unitario que apunta en la direccién que une las masas y
G =6.67 x 107! Nm?/Kg? es la constante de gravitacién universal. Esta fuerza
sobre la masa B puede ser escrita como

Fraw = —mV®(Zp) (5.52)

donde #p es la posicién de la masa B y ®(Z) es el potencial gravitacional
producido por A:
GM GM

(P_’ = — = — .
@ === & — 7]

Si B es atraida por un conjunto de masa puntuales M;, j = 1,2,... en diferentes
posiciones Z; el potencial viene dado por

Z ‘$*$J|

para una distribucién continua de masa con densidad () tenemos

@(f) — _/d?)x/ Ciﬂ(f,);

|7 — 7|

La forma diferencial para la ecuacién anterior es la ecuaciéon de Poisson para el
potencial gravitatorio

V20(%) = 4nGu(7) (5.53)

Si insertamos ahora la Ec.(5.52) en la ecuacién de movimiento de Newton
F' = md obtenemos:

ma = —mV® (5.54)
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o bien

a=—-Vo.

La expresiéon anterior es la ley de caida de los cuerpos de Galileo, es
decir, que todos los cuerpos caen con la misma aceleracién en un campo
gravitatorio, independientemente de su masa o composicién. La clave de este
comportamiento universal radica en el doble rol jugado por la masa en la
Ec.(5.54). La masa que aparece en el lado izquierdo de la ecuacién gobierna
las propiedades inerciales de la particula, es decir, como responde ante una
fuerza externa de cualquier naturaleza (gravitatoria, electromagnética, elastica,
etc.). Vamos a llamarla masa inercial my, es decir, vamos a reescribir
ﬁ =m ]fi

La masa que aparece en el lado derecho de la Ec.(5.54) mide la intensidad de la
fuerza gravitacional entre los cuerpos. Vamos a denominarla masa gravitacional
mgq. Esta masa es la que aparece en la ley de gravitacion de Newton

- GmaM
Fgr(w = _w gr (555)
r
o bien
F=—mgVo(Z) (5.56)

Experimentalmente se encuentra que todos los cuerpos caen con la misma
aceleracién en un campo gravitacional. Esto implica que el cociente mg/m;
es el mismo para todos los cuerpos, es decir, una constante universal.
Convencionalmente se eligen las unidades de manera que dicha constante sea
igual a uno. Asi, tenemos que

mr; =mg (5.57)

Esta igualdad entre masa inercial y gravitatoria es altamente no trivial y
uno de los principios de la fisica mejor verificados experimentalmente (con un
error relativo inferior a 10713). Tenemos dos cantidades que a priori no tienen
porque estar relacionadas y desde la teoria newtoniana esta igualdad no tiene
explicacién. Sin embargo, es en este hecho experimental en que yace la clave
para una teoria geométrica de la gravedad: si todos los cuerpos que parten de
una misma condicién inicial, independientemente de su composicién se mueven
a lo largo de la misma trayectoria, es razonable suponer que dicha curva es una
propiedad del espacio-tiempo, independiente del cuerpo que la transita.
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5.4.2 El Principio de Equivalencia

La idea anterior se refuerza con la siguiente observacion (debida por supuesto
a A. Einstein): un observador en cafda libre®> no siente su propio peso. En
términos un poco mas precisos, en un sistema de referencia no inercial en caida
libre, en una vecindad suficientemente pequefia del espacio-tiempo, el campo
gravitatorio desaparece y las leyes de la fisica obedecen la relatividad especial.
Pensemos en los astronautas en una estacion espacial que orbita la tierra o en
paracaidistas antes de abrir el paracaidas. Si cualquiera de estos observadores
(en un entorno local suficientmente pequefio) suelta un objeto, verd que el mismo
permanece en reposo o mantiene un movimiento uniforme. De un estudio del
movimiento de diferentes objetos en un periodo relativamente corto de tiempo,
los observadores no seran capaces de distinguir si se encuentran en caida libre en
el campo gravitacional terrestre o en reposo (movimiento uniforme) en el espacio
vacio, alejados de cualquier fuente gravitacional. La igualdad entre masa inercial
y gravitatoria es fundamental para alcanzar esta conclusiéon. Si una bola de
acero y una pluma cayeran con diferentes aceleraciones en el campo gravitatorio
terrestre, no podrian permanecer en movimiento uniforme uno respecto del
otro dentro de la estacion espacial. La deteccion de cualquier diferencia en las
aceleraciones, por pequefia que sea, seria suficiente para distinguir la presencia
de un campo gravitacional.

La igualdad entre masas inercial y gravitatoria no solo implica que el campo
gravitacional puede ser eliminado en un referencial en caida libre; el campo
gravitacional también puede ser creado mediante aceleracion. Consideremos
observadores en un laboratorio aislado del exterior sobre la superficie de
un planeta con gravedad ¢ (Fig.5.5). Supongamos que el laboratorio es
suficientemente pequefio como para que el campo gravitacional pueda ser
considerado uniforme dentro de la resolucion experimental de los observadores.
Los observadores pueden llevar a cabo distintos tipos de experimentos, arrojando
objetos de diferentes masas y verificardn que todos los cuerpos caen con la
misma aceleracién g, debido a la equivalencia entre masas inercial y gravitatoria.
Consideremos ahora el mismo laboratorio en el espacio vacio, lejos de cualquier
fuente gravitacional, pero acelerado hacia arriba con aceleracién a = g (Fig.5.5).
Si los observadores llevan a cabo ahora los mismos experimentos de antes,
obtendrdn exactamente los mismos resultados: todos los cuerpos caen “hacia
abajo” con la misma aceleracién g. Es decir, mediante estos experimentos
mecénicos, es imposible discernir si el laboratorio se encuentra en presencia de

°Llamamos caida libre al movimiento de un cuerpo bajo accién exclusiva del campo
gravitatorio, es decir, despreciando todo otro tipo de fuerzas, tales como el rozamiento con el aire
o cualquier otro fluido.
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€ 1 a (b)

Planet

FIGURE 5.5: . Observadores en un referencial local acelerado con aceleracion a = g hacia
arriba (a) y en un referencial en reposo bajo la accién de un campo gravitatorio uniforme
g son incapaces de distinguir entre ambas situaciones mediante experimetnos mecanicos.

un campo gravitacional o esta uniformemente acelerado. Ambas situaciones son
enteramente equivalentes, en lo que respecta a este tipo de experimentos.

Que ocurre con otro tipo de experimentos, por ejemplo, con campos
electromagnéticos? La propuesta de Einstein se resume en lo que se conoce como
Principio de Equivalencia: no existe ningiin tipo de experimento capaz de distinguir
entre aceleracién uniforme y un campo gravitatorio uniforme.

Las implicancias de este principio son enormes. Por ejemplo, si el mismo se
cumple para los fenémenos electromagnéticos, nos lleva a concluir que la luz cae
en un campo gravitatorio con la misma aceleracién que los cuerpos materiales.
En un referencial inercial un rayo de luz se mueve siguiendo una trayectoria
recta. Supongamos un laboratorio acelerado en la direccién perpendicular al rayo
de luz con aceleracién a (Fig.5.6). Desde el referencial acelerado veremos que el
rayo de luz incide en la pared opuesta a la cual penetré en una posicién inferior
(respecto a la direccién de desplazamiento) y por lo tanto en este referencial
vemos que el rayo sigue una trayectoria curva. Por el principio de equivalencia,
en un referencial en reposo bajo la accién de un campo gravitatorio a el rayo de
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FIGURE 5.6: . (a) Un rayo de luz que se propaga en la direccién z sigue una linea
recta en un referencial en reposo y penetra por una ventana a un ascensor que sube con
aceleracion a. (b) El mismo rayo de luz visto desde el referencial acelerado.

uz debe seguir la misma trayectoria. esvio de la luz en presencia de campos
luz deb | t t Eld delal d
gravitatorios fuertes se ha verificado experimentalmente.

Analicemos ahora el experimento pensado que se ilustra en la Fig.5.7. La
observadora A (Andrea) se encuentra a una altura h del observador B (Bernardo)
en un referencial en reposo bajo la accién de un campo gravitatorio, en el cual
todos los cuerpos caen con aceleracién g. Pensemos que Andrea se encuentra en
la punta de un cohete de altura h sobre la superficie de la tierra y Bernardo en la
base. Andrea le envia a Bernardo pulsos de luz a intervalos regulares de tiempo
ATy, medidos en un reloj localizado a la misma altura. Bernardo tiene un reloj
idéntico, con el cual mide el intervalo de tiempo A7p entre el arribo de dos pulsos
sucesivos a su posicion. El principio de equivalencia nos dice que Atp < A74.
Para ver esto supongamos ahora que el cohete se encuentra acelerado hacia arriba
con aceleracién g y lejos de cualquier fuente gravitational. Por el principio de
equivalencia las mediciones tienen que ser idénticas que en el caso anterior. Dado
que el cohete esta acelerado, B recibe los pulsos a una frecuencia mayor de la que
son emitidos y lo mismo debe observarse en el cohete en reposo en el campo
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gravitatorio.

Para poner esto en términos cuantitativos, analicemos el caso en que el cohete
se acelera respecto de un referencial inercial en el cual V/c¢ <« 1, de manera que
la mecanica Newtoniana resulte una buena aproximacién y podamos despreciar
efectos tales como la contraccién de Lorentz y la dilatacién temporal® Vamos a
asumir ademas que el cohete no se acelera a velocidades relativistas en el tiempo
en que demora un pulso en viajar de la punta a la base del cohete. Esto implica
que gh/c? < 1.

Supongamos que el cohete se acelera en la direccién z. La posiciéon de
Bernardo en el cohete como funcién del tiempo esta dada por

2p(t) = %th (5.58)

si el origen de z coincide con la posicién de Bernardo para ¢ = 0. La posiciéon de
Andrea en la punta del cohete esta dada por

1
za(t) = h+ 59752 (5.59)

Consideremos la emisién de dos pulsos sucesivos por Andrea y su recepcion
por Bernardo. Supongamos que el primer pulso es emitido en ¢ = 0 y recibido en
t = t1. El segundo pulso es emitido en ¢t = A7y y recibidoent = t; + A7p. La
secuencia de eventos se muestra en la Fig.5.8.

La distancia recorrida por el primer pulso es

24(0) — zp(t1) = cty (5.60)

La distancia recorrida por el segundo pulso es

ZA(ATA) — ZB(tl + ATB) = C(tl + A1 — ATA) (5.61)

Reemplazando las Ecs.(5.58) y (5.59) en las Ecs.(5.60) y (5.61), y asumiendo
que ATy es pequefo (comparado con ¢1) de manera que podemos despreciar los
términos cuadréticos en A74 y ATg, obtenemos

1
h — igt% = cty (5.62)

h — %gt% — gh1ATp = C(tl + At — ATA) (5.63)

SEl problema puede analizarse dentro de la Relatividad Especial y el resultado es exactamente
el mismo (dentro del mismo orden de aproximacién); la aproximacién newtoniana simplemente
permite simplificar el anélisis.
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FIGURE 5.7: . Andrea (A) emite sefiales luminosas desde la punta de un cohete en
reposo en un campo gravitacional ¢ a intervalos regulares A7r4. Bernardo (B) en la
base del cohete recibe las sefiales a intervalos A7rg. Si el cohete se acelera en el vacio
con aceleracién g los observadores deben medir los mismos tiempos por el principio de
equivalencia.

Resolviendo la Ec.(5.62) al menor orden en gh/c2 obtenemos t; =~ h/c;
restando la Ec.(5.62) de la Ec.(5.63) y reemplazando el valor antes obtenido de
t; llegamos a

ATp = (1 + %) ATp
c

Dado que la frecuencia es f = 1/A7 y que gh es la diferencia de potencial
gravitacional entre A y B: ® 4 — ®p = gh tenemos finalmente

B = (1 + %) fa (5.64)

Si el receptor se encuentra a a menor potencial que el emisor, recibe la sefial
a mayor frecuencia de la que es emitida y viceversa. Si bien este resultado
fue obtenido para un campo gravitacional uniforme, parece natural asumir
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t=A4r
-t:0 t=t 4 t=t1+ATB
primer pulso ) 1 2do pulso
emitido por A Primer pulso  emitido por A 2do pulso
recibido por B recibido por B

FIGURE 5.8: . Secuencia de eventos en la emisién de pulsos del experimento pensado de
la Fig.5.7.

su extensién al caso no uniforme reemplazando simplemente ¢4 = ®(Z4)
y &5 = &(Zp). La validez de esta extensién, asi como del principio de
equivalencia mismo, reside en tltima instancia en la verificaciéon experimental.
Dos situaciones en las cuales se verifica este fenémeno son el Sistema de
Posicionamiento Global (GPS) y el corrimiento al rojo gravitacional.

Corrimiento al rojo gravitacional

Las crestas de una onda luminosa con frecuencia bien definida pueden ser
pensadas como una serie de sefiales emitidas con dicha frecuencia. La relaciéon
(5.64) puede ser por lo tanto aplicada a la luz. Por ejemplo, la luz emitida desde
la superficie de una estrella con frecuencia w, arribard a un observador lejano
con una frecuencia w., menor que w,. Esto se conoce como corrimiento al rojo
gravitacional. El potencial gravitacional en la superficie de una estrella de masa
M y radio R es ® = —GM/R; el potencial en el infinito es cero. La Ec.(5.64)
resulta entonces
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GM

Esta expresién es precisa para valores pequefios de GM/Rc? una relacién
general para valores arbitrarios de este cociente se obtiene de la Teoria de la
Relatividad General (la cual por supuesto reproduce la anterior en el limite
GM/Rc* < 1). El corrimiento a rojo gravitacional predicho por la Ec.(5.65) ha
sido detectado en el espectro de enanas blancas (estrellas pequefias muy densas
con una masa comparable a la del sol y un radio R ~ 10 Km), para las cuales
GM/Rc? ~ 1073.

GPS

El GPS (Global Positioning System) se basa en una constelaciéon de 24 satélites,
cada uno en una Orbita de 12 hs alrededor de la tierra, distribuidos en 6
planos orbitales equiespaciados. Cada satélite lleva un reloj atémico de alta
precisién (con un error relativo del orden de 10~!3 en unas pocas semanas) que
mide el tiempo propio del satélite, con correcciones transmitidas desde tierra
periédicamente que permiten mantener la precisién por periodos prolongados.
Los detalles de operacién son altamente complejos, pero podemos tener una
idea de su funcionamiento a través de una situacién idealizada. Imaginemos un
sistema inercial en el cual el centro de la tierra se encuentra aproximadamente
en reposo durante el periodo de tiempo que toma en llegar una sefial del
satélite al suelo. Cada satélite emite periédicamente una sefial de microondas
codificada con el tiempo y la localizacién espacial del mismo en el sistema de
coordenadas del referencial inercial. Un observador en la superficie de la tierra
que recibe la sefial un tiempo despues puede calcular su distancia al satélite
multiplicando el intervalo de tiempo transcurrido por c. Utilizando la sefial de
tres satélites el observador puede estimar su posicién espacial como el punto
de interseccién de tres esferas. La sefial de un cuarto satélite permite una
localizacién espacio-temporal completa. Si se toman en cuenta las sefiales de
mas satélites se puede mejorar la resoluciéon. Para que todo esto sea posible,
el tiempo propio de cada satélite debe ser corregido a fin obtener el tiempo
correcto en el referencial inercial por dos motivos: la dilataciéon temporal de la
relatividad especial y los efectos del campo gravitacional antes discutidos. Si
bien los pardmetros del problema (velocidades de los statélites, distancia a la
tierra, etc.) son tales que estos efectos son pequefios, para obtener una resolucién
espacial del orden de los metros es necesario tomar en cuenta estas correcciones.
Mas atn, también es necesario tomar en cuenta la rotaciéon de la tierra (sistema
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no inercial), errores en los relojes, efecto Doppler, efectos de refraccion de la sefial
en la ionoésfera terrestre, etc., etc..

Espacio-tiempo curvo

Como puede explicarse la diferencia entre las frecuencias de emisiéon y recepcién
a diferentes potenciales gravitatorios?

Una explicacion posible es que la gravedad altera los relojes, de la siguiente
manera. En ausencia de cualquier campo gravitacional, dos relojes en reposo
en un referencial inercial estan sincronizados (marcan exactamente el mismo
tiempo). En presencia de un campo gravitacional el espacio-tiempo no resulta
afectado (continua siendo el espacio-tiempo plano de la relatividad especial) pero
los relojes funcionan a un ritmo que difiere en un factor (1 + ®/c?) respecto del
que tendrian en ausencia de gravedad, donde @ es el potencial gravitatorio en la
localizacion del reloj. Cuanto mayor ® mas rapido anda el reloj. Asi, los relojes a
mayor potencial andan mas rapido que los que se encuentran a menor potencial
y esto explica la diferencia entre las frecuencias de emisién y recepcién de sefiales
entre Andrea y Bernardo. Todos los relojes son afectados de la misma manera.

Este tipo de explicacion es analoga a la siguiente. Supongamos una persona
cree firmemente que en realidad la tierra es plana y que su curvatura es solo
aparente. Esta persona dispone de un mapamundi en alguna de sus proyecciones
(digamos la Mercator) y confia plenamente en ella. Para esta persona ese mapa
representa fielmente la superficie de la tierra. Ese es su axioma. Sin embargo,
se topa con el siguiente hecho empirico. Cuando un avién viaja a lo largo de un
paralelo, las distancias son mas cortas de lo que marca el mapa cuanto mas lejos
del ecuador viaja. Por ejemplo, de acuerdo con el mapa, la distancia a recorrer
para atravesar Sudamerica en su parte mas ancha es aproximadamente la misma
que para atravesar Groenlandia. Sin embargo, los instrumentos del avién marcan
una distancia mucho menor! Como lo explica? Una explicacién que mantiene el
axioma del mapa correcto es que las reglas (instrumentos para medir longitudes)
cambian su longitud a medida que nos movemos de sur a norte. Cuanto mas
lejos del ecuador nos movemos, las reglas se hacen mas largas y por lo tanto las
distancias que miden parecen mas cortas. Asi, elabora una teoria acerca de un
“campo” especial que altera la longitud las reglas de acuerdo con la latitud. Una
teoria de este tipo para ser consistente tiene que asumir que dicho campo tiene
que afectar todas las longitudes de la misma manera. Es decir, dicho campo tiene
que afectar no solo las reglas propiamente dichas, sino tambien todos los objetos,
los pasajeros, el avion (incluso la cantidad de combustible que consume), etc. De
otra manera veriamos que los objetos se deforman!

La explicaciéon mediante un espacio-tiempo plano de los relojes en un campo

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC 172



CAPITULO 5. RELATIVIDAD GENERAL

gravitatorio y la explicacién de las reglas que cambian en una tierra plana tienen
en comun lo siguiente: ambas asumen una geometria subyacente que no es
posible medir directamente, debido a que todos los instrumentos son afectados
de igual manera.

Es mucho mas simple, econémico en hipétesis y en tultima instancia con
mayor poder predictivo desechar la hipétesis de una tierra plana, aceptar que
las reglas miden correctamente y que vivimos arriba de una esfera. De la
misma manera, es mucho mas simple, econémico en hipétesis y con mayor
poder predictivo aceptar que los relojes miden correctamente el tiempo y que
en presencia de gravedad la geometria del espacio-tiempo no es plana. Esta es la
linea de pensamiento de la Relatividad General.

5.4.3 Gravedad Newtoniana en términos de espacio-tiempo curvo

A fin de tener una primera nocién acerca de como seria una teoria
geométrica de la gravedad, vamos a considerar primero un modelo geométrico
simple que permite explicar la gravedad en el limite newtoniano. En este
modelo la geometria plana del espacio-tiempo de la Relatividad Especial es
modificada incorporando una pequefia curvatura (podemos pensarlo como
una perturbacién) que permite explicar el comportamiento de los relojes antes
discutido.

La geometria espacio-temporal en este modelo se describe a través del
elemento de linea

ds* = — (1 + M;gf)) (cdt)® + (1 — Mf )> (dz® + dy* + dz°) (5.66)

donde el potencial ®(Z) es solucién de la ecuacién de Poisson (5.53) y se assume
que se anula en infinito. Por ejemplo, alrededor de la tierra ®(r) = —GM/r,
donde M es la masa terrestre. De hecho este elemento de linea es la prediccién
de la Relatividad General para pequefias curvaturas producidas por fuentes
gravitorias estaticas débiles. Por ejemplo, es una buena aproximacién para la
curvatura del espacio-tiempo producida por el sol.

El intervalo de tiempo propio de un observador cualquiera es dr? = —ds?/c?,
al igual que en relatividad especial. Asi, de la Ec.(5.66) resulta inmediato que el
tiempo propio de observadores estaticos en diferentes posiciones es en principio
diferente, esto es d7? = (1 + 2®(¥)/c?)dt?. La explicacién a los ritmos diferentes
de los relojes es inmediata. Consideremos el diagrama de espacio-tiempo de la
Fig.5.9. Supongamos que las sefiales se propagan en la direccién x. En la figura
se muestran las lineas de mundo del emisor y receptor x4 y =g respectivamente,
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FIGURE 5.9: . Diagrama espacio-tiempo para la emisiéon y recepciéon de sefiales en el
modelo de espacio-tiempo curvo (5.66).

asi como las lineas de mundo de dos sefiales consecutivas. Las sefiales emitidas
estan separadas por un intervalo At en la coordenada t, que corresponde a un
intervalo de tiempo propio del emisor A74- Las lineas de universo de las sefiales
luminosas no son rectas de pendiente ¢ como en la geometria plana, ya que ahora
el espacio-tiempo es curvo. Sin embargo, dado que la métrica no depende de la
coordenada ¢, la forma de las trayectorias para ambas sefiales serd la misma, pero
estardn separadas por una distancia constante At. Asi, de la Ec.(5.66) tenemos
que

20 P
ATy = <1 + 2A> At ~ <1 + ;‘) At (5.67)
C C
donde hemos asumido ® 4 /c* < 1. De la misma manera
P
Arp = (1 + Cf) At (5.68)
Eliminando At de las dos ecuaciones anteriores obtenemos
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Arp = (1 + M) A7 (5.69)

c2

que es el mismo resultado obtenido a partir del principio de equivalencia.

Movimiento newtoniano en términos geométricos

Hemos visto que en relatividad especial la trayectoria de una particula libre en
el espacio-tiempo plano es aquella que extremiza el tiempo propio. El mismo
principio variacional nos da el movimiento de una particula en un potencial
gravitacional ® si utilizamos el elemento de linea (5.66). El tiempo propio entre
dos eventos A y B viene dado por

B B ds2\ /2
TAB = / dT:/ (—2>

A A C

B

1/2
/ [(1 + 2‘5) i — L <1 — fo) (da? + dy®* + dzﬂ (5.70)
A C C

c2

donde la integral es a lo largo de la linea de mundo que une A con B. Usando la
coordenada ¢ para parametrizar la curva obtenemos

1/2
tp 20 1 20 dz\ 2 dy 2 dz\?
= [ D {(ch) (%) (%) (@) + (&)
(5.71)
El término entre corchetes es el médulo de la velocidad de la particula al

cuadrado V2. Vamos a aproximar esta expresion a orden ®/c? y V?2/c?
(velocidades no relativistas). Obtenemos asi

te 1 /1
TAB & / dt [1 — = ( V2 - cbﬂ (5.72)
ta c? \ 2

Dado que el primer término en la integral es independiente de la trayectoria, la

expresion a extremar es
tp 1
/ dt ( V2 — <1>>
ta 2

que resulta equivalente a una integral de acciéon para el Lagrangiano
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N -\ 2
L (ﬁ,f) - % @f) o7 (5.73)

Si multiplicamos (5.73) por la masa m de la particula obtenemos precisamente el
Lagrangiano de una particula no relativista en un potencial gravitacional ®(Z).
Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene

d*z
dt?
la cual multiplicada por m nos da la segunda ley de Newton.

Vemos asi como la gravedad newtoniana puede ser enteramente expresada
en términos geométricos en un espacio-tiempo descripto por el elemento de linea
(5.66). En la descripcién newtoniana cierta distribucién de materia produce un
campo gravitatorio asociado al potencial ®, el cual determina el movimiento
de otra particula a través de ma = —mV®; en la descripciéon geométrica cierta
distribucién de materia produce una curvatura en el espacio-tiempo (5.66) y las
particulas se mueven en esta geometria a lo largo de geodésicas (caminos de
tiempo propio extremal). Los conceptos de fuerza y efectos sobre relojes son
reemplazados por ideas geométricas. Mas atin, la igualdad entre masa inercial
y gravitacional resulta automaticamente explicada, ya que la masa no entra para
nada en la descripcién del movimiento de las particulas. La ley de movimiento
es la misma que para una particula libre, pero en un espacio-tiempo curvo. El
unico rol de la masa en esta descripcion es el de curvar el espacio-tiempo.

= V() (5.74)

5.5 Relatividad General

Con los elementos que hemos visto hasta aqui estamos en condiciones de
describir la estructura general de la teorfa geométrica de la gravedad, esto es,
la Relatividad General y discutir algunas de sus predicciones mas importantes.
Como ya hemos discutido, la geometria del espacio-tiempo se describe en
general mediante un elemento de linea ds? que nos da la distancia entre puntos
cercanos. Para escribir el elemento de linea necesitamos disponer de un sistema
de cuatro coordenadas z* (o = 0, 1,2, 3) para describir los puntos y especificar
la distancia entre puntos separados por intervalos de coordenadas dz®. La
eleccion del sistema de coordenadas es arbitrario, en tanto nos provea de una
descripcién tnica de los puntos en la regién del espacio-tiempo a estudiar. Por
lo demas, la eleccién de un sistema particular depende solo de conveniencias de
célculo, segtin las simetrias del problema a tratar. Un elemento de linea especifica
una geometria, pero una misma geometria puede ser descripta por diferentes
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elementos de linea, debido a los diferentes sistemas de coordenadas disponibles.
Por ejemplo, el espacio-tiempo plano de la relatividad especial puede resumirse
en coordenadas cartesianas por la expresion familiar

ds® = —(cdt)? + da® + dy* + dz* (5.75)

La parte espacial puede ser transformada a coordenadas polares mediante

xr=rsinf cos¢ y=rsinfsing z=r1r cosb.

Reemplazando en la Ec.(5.75) obtenemos

ds* = —(cdt)? + dr* + r?d6* + r* sin? 0 dp* (5.76)

Esta expresion luce diferente de la Ec.(5.75), pero representa exactamente la
misma geometria de espacio-tiempo plano.
En términos generales el elemento de linea viene dado por

ds? = gap(x)dz®da’® (5.77)

donde g,s(z) es un tensor simétrico de rango 2 (una matriz) dependiente de la
posicién denominado tensor métrico o simplemente métrica. Por ejemplo, para el
elemento de linea (5.75) tenemos la métrica de Minkowski g,s = 1,3, donde 7,3
viene dada por la Ec.(5.36).

La teoria de la Relatividad General fue introducida por Albert Einstein en
1915. La variable central en esta teoria es la métrica, la cual se obtiene de
las ecuaciones de campo de Einstein, o simplemente Ecuaciones de Einstein.
Las mismas constituyen un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales (no
lineales) para la métrica g.g(r), dada una distribucién de materia (materia
o energia, ambas son equivalentes en la relatividad). Son analogas a las
ecuaciones de Maxwell, las cuales determinan los potenciales electromagnéticos,
para distribuciones dadas de carga y corrientes. Las ecuaciones de Einstein son
altamente complejas y para los fines del presente curso nos basta con saber que
permiten calcular la métrica para situaciones particulares y en lo que resta de este
capitulo exploraremos algunas de las consecuencias de tener un espacio-tiempo
curvo.

La discusién precedente acerca del principio de equivalencia nos sugiere que
las propiedades locales de un espacio tiempo curvo deben ser indistinguibles de
aquellas del espacio-tiempo plano de la relatividad especial (recordemos que es
posible eliminar localmente los efectos de la gravedad en un referencial acelerado
apropiado). Una expresion concreta de esta idea fisica es el requerimiento de
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que, dada una métrica g,g(z) en un sistema de coordenadas, en cada punto del
espacio-tiempo es posible introducir nuevas coordenadas z'“ tales que

9os(TP) = Nag (5.78)

donde 7,4 es la métrica de Minkowski (5.36) y «’5 son las coordenadas de un
punto particular P. Es facil ver que, dada una métrica, siempre es posible
encontrar un sistema de coordenadas tales que g/, 5(7») es diagonal, ya que la
métrica es una matriz simétrica 4x4; una vez diagonalizada es posible reescalar
las coordenadas una a una, de manera que los elementos diagonales tomen todos
valores de la métrica de Minkowski. Lo que no es siempre posible es encontrar
una transformacién de coordenadas que cambie el ntimero de autovalores
positivos y negativos. Es una suposicién de la teoria que en cada punto existen
tres autovalores positivos y uno negativo. Fisicamente esto significa que hay tres
dimensiones espaciales y una temporal.

Hasta donde es posible hacer coincidir la métrica con la del espacio-tiempo
plano mediante transformaciones de coordenadas? Evidentemente no es posible
encontrar coordenadas en las cuales g,3 = 71,3 en todo punto del espacio-tiempo:
esto significaria que el espacio-tiempo es de hecho plano. Sin embargo puede
demostrarse que (dentro de la estructura matemdtica supuesta de la teoria)
siempre es posible encontrar coordenadas 2’ tales que, ademas de la condicién
(5.78), las derivadas primeras de la métrica se anulan en el punto P:

Gos(@p) =1ap 50 =0. (5.79)

Un sistema de coordenadas que satisface estas condiciones se denomina un
referencial inercial local en el punto P. Las propiedades en un entorno pequefio
de P en estas coordenadas son las mismas que las del espacio-tiempo plano.
Las ecuaciones (5.79) pueden ser satisfechas en cualquier otro punto, pero en
un sistema de coordenadas diferentes. La distancia espacio-temporal entre el
punto P y sus vecinos puede ser calculada tanto en las coordenadas de (5.77)
como en aquellas correspondientes al referencial inercial local. Esto significa que
la relatividad general hereda la estructura local de conos de luz de la relatividad
especial. Puntos separados de P por intervalos de coordenadas infinitesimales
dz® podran tener separaciones tipo temporal (ds* < 0), tipo espacial (ds* > 0)
o nula (ds* = 0). Los rayos de luz se mueven por curvas nulas, a lo largo de
las cuales ds* = 0. La familia de direcciones nulas que emergen de o convergen
al punto P expanden los conos de luz locales de pasado y futuro en P. Asi, los
conos de luz locales son tangentes a las lineas de mundo nulas.
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Las particulas materiales (masa en reposo no nula) se mueven a lo
largo de lineas de mundo tipo temporal, las cuales pueden ser descriptas
paramétricamente por cuatro funciones z“(7) de la distancia 7 a lo largo de la
misma. La distancia entre dos eventos A y B a lo largo de una linea de mundo
tipo temporal estd dada por el tiempo propio

B
ran =, [ [ganle) dotda?) 2 (5.80)
A

donde la integral es a lo largo de la linea de mundo. Un reloj que se mueve con
la particula a lo largo de esta curva mide la distancia espacio-temporal 7, el cual
es por lo tanto el tiempo propio en ese referencial. Una linea de mundo tipo
temporal con ds? < 06 dr? = —ds®/c* > 0 se encuentra dentro del cono de luz
local en cada punto de la trayectoria. Esto implica que las particulas se mueven
siempre a velocidades inferiores a la de la luz.

Ahora bien, dada la métrica, cual es la ecuacién de movimiento para las
particulas (el equivalente de la segunda ley de Newton)? Vamos a considerar
por simplicidad particulas solo bajo la accién de la gravedad (es decir, libres
de cualquier otra inlfuencia, tal como fuerzas electromagnéticas), a las cuales
llamaremos “particulas libres”. Mas atn, vamos a considerar particulas de
prueba, esto es, particulas de masa suficientemente pequena tal que la curvatura
que producen es despreciable. El principio general que rige el movimiento de
particulas libres de prueba en un espacio-tiempo curvo es entonces el mismo
principio variacional que en Relatividad Especial: la linea de mundo de una
particula de prueba libre entre dos puntos separados por un intervalo tipo temporal
(ds* < 0) es el que extrema el tiempo propio entre ellos. Una linea de mundo
que corresponde a un tiempo propio extremal se denomina geodésica y la
ecuaciéon de movimiento que la determina ecuacion de la geodésica. Notemos que
hablamos de tiempo propio extremo y no méximo, como en Relatividad Especial
(espacio-tiempo plano). En un espacio-tiempo curvo una curva de tiempo propio
extremal corresponde también a un méximo solo si existe una tnica curva
extremal conectando un par de puntos. No obstante, esto no es necesariamente
cierto para un camino extremal entre dos puntos en un espacio-tiempo curvo.
Por ejemplo, en una esfera existen dos caminos de distancia extremal entre dos
puntos cualesquiera.

El procedimiento para encontrar la ecuacién de la geodésica es directo.
Dados dos puntos A y B una linea de mundo entre ellos puede ser descripto
paramétricamente dando las cuatro coordenadas z® en funcién de algin
pardmetro genérico o que varia entre 0 = O en Ay o = 1 en B. El tiempo
propio (5.80) puede escribirse entonces como:
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1 (! \/ dz® dzb
=~ | doy/—gas(x) - 5.81
ran =1 [y —gus() S0 651

Esta expresién cumple un rol andlogo al de una integral de accién en la
formulacién Lagrangiana de la mecénica, correspondiente al Lagrangiano

dz® \/ dz® dzP
L (da’x > = —gaﬁ(w)%% (5.82)
Las ecuaciones de movimiento son entonces aquellas que satisfacen las
ecuaciones de Euler-Lagrange

d( oL oL
T (a(dxa /da)> T gz =0 (583)

Resulta conveniente expresar las ecuaciones de movimiento en términos del
tiempo propio 7 a lo largo de la trayectoria. Usando que

B dr dz® _ I dz®

4o doe  “ar

puede verse que la ecuacion de la geodésica resulta

L

d?z® dz® da
=T = .84
dr? Y dr dr (5.84)
donde los coeficientes I'y. se denominan simbolos de Christoffel y se calculan de
las ecuaciones

1 /0g 0 0
5 1+ of Yoy 995y
gLy = 2 ( o7 | 0P 83:“) (585)

En términos de la cuadrivelocidad u la ecuacién de la geodésica resulta
du®
—— =T v (5.86)

En el caso de la métrica de Minkowski g,3 = 7.3 tenemos que F(S,Bv =0, de
donde recuperamos la ecuacién de movimiento para una particula libre de la
Relatidad especial:

e
dr

Las cuatro ecuaciones diferenciales (5.84) no son independientes, ya que

=0
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Adr? = —gop(x) de®da”

y por lo tanto

2)u®uf = —c? 5.87
gaﬁ( ) ( )

5.5.1 Geometria en el entorno de una estrella esférica

Una de las soluciones mas simples de las ecuaciones de Einstein y una de las mas
utiles es la que se obtiene en el espacio vacio en los alrededores de una fuente
de curvatura esféricamente simétrica, tal como una estrella esférica. Esta fue
obtenida en 1916 por Karl Schwarzschild y por ello se la denomina geometria
de Schwarzschild. En un sistema particular de coordenadas, la misma se resume
en el elemento de linea

-1
ds? = — <1 _26M ) (cdt)? + (1 _26M > dr® + r?(df* + sin® 0 d¢*) (5.88)

c3r c2r

Las coordenadas se denominan coordenadas de Schwarzschild. La métrica
asociada (llamada por supuesto de Schwarzschild) en el sistema de coordenadas
(t,r,0,9)es

—c? (1 — 2GM) 0 0 0
0 1—26My~t 0
Jop = 0 ( (C)QT ) 2 0 (5.89)
0 0 0 7r2sin?0

Aty r constantes, el elemento de linea (5.88) describe la geometria de una
superficie esférica bidimensional de radio r en el espacio euclideo tridimensional.
La geometria de Schwarzschild tiene por lo tanto simetria esférica, en lo que
respecta a cambios en los dngulos 6 y ¢. La coordenada 7 no debe interpretarse
estrictamente como la distancia a un “centro” (ya que el espacio es curvo). Una
interpretacion mas clara resulta de calcular el drea de una de dichas esferas
bidimensionales de radio 7, la cual puede verse viene dada por la férmula
standard A = 4772

Si GM/c*r < 1, el coeficiente de dr? en (5.88) puede ser desarrollado como

ds? ~ — <1 M ) (cdt)® + <1 LM ) dr? + r%(d6* + sin® 0 d¢?),  (5.90)

c2r c3r
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que resulta equivalente a la métrica del modelo geométrico de gravedad
newtoniana (5.66) con un potencial & = —GM/r. Esto lleva a la identificacién
de la constante M con la masa total de la fuente de curvatura (M puede pensarse
como una constante de integracién en la solucién de las ecuaciones de Einstein).

Evidentemente algo interesante pasa con la métrica para »r = 0y r =
2GM/c?. Este ultimo se denomina radio de Schwarzschild y constituye una
longitud caracteristica para la curvatura en la geometria de Schwarzschild. Sin
embargo, la superficie de estrellas estaticas ocurre siempre a radios mayores
que el de Schwarzschild’. En el interior de una estrella la solucién es diferente
de la de Schwarzschild y ambas deben ser empalmadas. Asi, en tanto
analicemos el comportamiento fuera de una estrella estas singularidades no
resultan relevantes.

Orbitas: precesion del perihelio

Analicemos las ecuaciones de movimiento de una particula en la geometria de
Schwarzschild (por ejemplo, un planeta en 6rbita alrededor de una estrella), esto
es, la ecuacién de la geodésica. La métrica (5.89) no depende de ¢ ni de ¢, lo
cual implica que existen constantes de movimiento asociadas. Asi, por ejemplo
la ecuacion de Euler-Lagrange para ¢ nos da

oL = _gttﬁ = — ﬂ = cte
a(dt/do) L do  tdr
de donde
2GM \ dt 2GM
c2<1— G2 >d202<1— G; >ut:e (5.91)
cer T c°r
y en forma semejante
r?sin? 0 u® =1 (5.92)

Para r grande, e resulta la energia por unidad de masa (en reposo) en el
espacio-tiempo plano, E = mc?u’. Dado que e es una cantidad conservada que
resulta de una simetria temporal, asumimos que e es la energia por unidad de
masa en cualquier parte. De la misma manera, [ resulta el momento angular por
unidad de masa en reposo. La conservacién del momento angular implica que
las 6rbitas yacen en un ”plano”, al igual que en la mecdnica newtoniana. Para
ver esto tomemos un instante particular y sea @ la componente espacial de la

"Por ejemplo, el radio de Schwarzschild para el sol es ~ 3 Km, mientras que el radio de la
superficie solar es ~ 7 x 10> K'm

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC 182



CAPITULO 5. RELATIVIDAD GENERAL

cuadrivelocidad. Siempre podemos rotar el sistema de coordenadas para que
u® = 0 para algtn dngulo particular ¢ = ¢* (podemos tomar ¢+ = 0 sin pérdida
de generalidad). Por la Ec.(5.92) tenemos que u® serd cero en toda la geodésica y
por lo tanto la particula permaneceré en el “plano” meridional ¢ = 0. Una vez
establecido esto, es simple reorientar las coordenadas de manera que la 6rbita
esté en el “plano” ecuatorial § = /2 y por lo tanto u? = 0.

El resto del andlisis es muy semejante al de la mecénica newtoniana. Tenemos
ya dos integrales de movimiento. La normalizacién (5.87) nos proveé una tercera.
Asfi, de las Ecs.(5.87) y (5.89) tenemos

_& <1 - 2GM> (uh)? + (1 - 2GM>_1 (W) +r2(u)? = —¢.

c2r c2r

Eliminando ' y u® de las Ecs.(5.91) y (5.92), reemplazando en la expresion
anterior y con un poco de algebra (queda como ejercicio para el lector) llegamos
a la siguiente ecuacién para la componente radial de la cuadrivelocidad u" =
dr/dr:

5—71 ﬂ 2+V() (5.93)
- 2¢2 \dr ef\" '
donde
V()—i _GM+£_%Z2 (5.94)
ef\) = c? r 2r2 c2r3 '
ez — ¢4
e= " (5.95)

La ecuacion (5.93) tiene la misma estructura que la ecuacion para la velocidad
radial en el problema de potencial central en mecanica newtoniana. Mas atn,
definiendo E,,.; = mc2E obtenemos

(5.96)

m(dr>2 L2 GMm GMI?

t == | 5 - —
few 2 \dr 2mr2 r c2mr3

donde L = ml. Esta ecuacién tiene exactamente la misma forma que la integral de
energia en mecanica newtoniana, con la correccion relativista proporcional a 1 /7.
El limite de la gravedad newtoniana se obtiene para distancias suficientemente
grandes (de manera que el término proporcional a 1/r® pueda ser despreciado)
y velocidades suficientemente bajas, de manera que la derivada respecto de 7
pueda ser reemplazada por una derivada respecto de ¢.

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC 183



5.5. RELATIVIDAD GENERAL
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FIGURE 5.10:

Potencial efectivo (G = ¢ = 1) para diferentes valores del momento
angular /. La linea punteada corresponde al potencial efectivo Newtoniano para [/M =
5.

El potencial efectivo se muestra en la Fig.5.10, donde se compara con
el corespondiente caso newtoniano. La diferencia mas notable con el caso
newtoniano es la ausencia de una barrera centrifuga infinita para valores
pequenios de r y [ # 0. Para valores grandes de r el potencial aproxima
rapidamente el comportamiento newtoniano, especialmente para valores
grandes de [/M. A titulo ilustrativo, para la orbita terrestre alrededor del sol
tenemos /M ~ 10°.

El resto del anélisis es el mismo que en la mecanica newtoniana. Sila Ec.(5.93)
tiene un solo punto de retorno, esto es, un tinico valor de r para el cual £ = V,¢(r),
la trayectoria, o bien comienza y termina en infinito, o bien converge al origen.
Si tenemos 2 puntos de retorno 7, V "maz, 1a trayectoria serd oscilatoria en 7.

La ecuacion de la trayectoria, esto es, ¢ en funcién de r se obtiene combinando la
Ec.(5.93) con la ecuacién para el momento angular | = r2d¢/dr, de donde

d l 1
¢—i

dr T2 2(E— Vo)
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Integrando esta ecuacion para r variando de ., @ 7z Y Nuevamente hasta ry,ip,
podemos calcular la variacién del angulo A¢ en ese periodo. Si A¢ = 2mq/n,
con ¢ y n enteros, entonces la trayectoria es cerrada: luego de n periodos la
particula di6 ¢ vueltas y regresé a su posicion inicial. La correccién relativista
del potencial central tiene varios efectos, siendo tal vez el mas importante el
siguiente. Es sdbido de la mecanica newtoniana® que hay solamente dos tipos
de potencial central para los cuales las trayectorias son cerradas: aquellos en
que el potencial varfa como 1/r y aquellos para los cuales varfa como r%. La
presencia de la correccién o 1/73 implica por lo tanto que las 6rbitas son abiertas,
barriendo indefinidamente la corona comprendida entre 7,ir, ¥ 7maz, tal como si
fuera una elipse cuyo eje mayor rota alrededor del foco. Este fendmeno se conoce
como precesion del perihelio y ya habia sido observada en la 6rbita del Mercurio
durante el siglo XIX, sin poder ser explicada desde la mecanica Newtoniana. La
prediccién precisa del d&ngulo de precesién de Mercurio fué uno de los primeras
corroboraciones experimentales de la Relatividad General.

5.5.2 Agujeros negros y el colapso gravitacional
La vida de una estrella

La historia de vida de una estrella es una historia de competencia entre la
atraccion gravitatoria, que tiende a contraerla, y una presion expansiva de origen
no gravitatorio que la contiene. La historia comienza con el colapso gravitatorio
de una nube de gas interestelar, compuesta mayormente por hidrégeno y helio,
la cual se encuentra circunstancialmente mas fria (con menor energia cinética) y
mas densa que su entorno. A medida que este gas se condensa, su temperatura
aumenta por compresion hasta que alcanza un valor suficientemente alto como
para iniciar la fusién del hidrégeno, el cual se transforma en helio y libera
energia. La estrella alcanza entonces un estado estacionario, en el cual la pérdida
de energfa por radiacién se encuentra balanceada por la energia producida en
la fusién del hidrégeno. La materia se encuentra confinada a una regién del
espacio, de tal manera que la atraccién gravitatoria se encuentra balanceada por
la expansion térmica del gas. Este es el estado presente de nuestro sol.
Eventualmente una fraccién significativa del hidrégeno presente se consume
y el combustible nuclear resulta insuficiente para compensar las perdidas por
radiaciéon. La contraccién gravitatoria recomienza, aumentando nuevamente la
temperatura por compresion hasta que esta alcanza un valor suficientemente alto
para disparar la fusién del helio, el cual se transforma en otros elementos mas
pesados. La temperatura en la superficie de la estrella aumenta y se vuelve mas

L. D. Landau y E. M. Lifshitz, Mecdnica, Ed. Reverté, 1978, Cap. 3, versiculo 14.
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brillante. Eventualmente la cantidad de helio también se vuelve insuficiente,
el nucleo de la estrella se contrae nuevamente y se inician nuevas reacciones
nucleares. Cuando termina este proceso? Evidentemente no puede continuar
mas alld de la formacién de nucleos de *Fe, ya que estos tienen la mayor
energia de ligadura por nucleén. De esta manera, cuando la fraccién de nucleos
pesados (Fe u otros elementos cercanos en la tabla periddica) supera cierto
umbral, las reacciones nucleares no proveen suficiente energia para contrarestar
la contraccién gravitatoria. Que ocurre entonces cuando se agota el combustible
termonuclear? Hay dos posibilidades. O bien la estrella alcanza un nuevo estado
de equilibrio, en el cual la atraccién gravitacional resulta contrarestada por una
fuente de presion no térmica, o bien la estrella no alcanza mds un estado de
equilibrio y su estado final es un colapso gravitacional.

Una fuente importante de presién no térmica la proveé el principio de
exclusién de Pauli, en cuyo caso se denomina presion de Fermi. Otra fuente de
presién no térmica son las fuerzas de repulsién nucleares.

Las estrellas en las cuales el colapso gravitacional es soportado por la presién
de Fermi debida a los electrones se denominan enanas blancas. Las enanas blancas
son estrellas con masas del orden de la masa solar, pero con un radio de solo
unos pocos miles de kilometros. La temperatura en estas estrellas es del orden ~
107 K. A esta temperatura los 4tomos se encuentran completamente ionizados y
el gas puede pensarse como un plasma compuesto por nucleos de carga positiva
y electrones. Un modelo simple consiste en considerar el gas de electrones como
un gas ideal de Fermi. La densidad de estas estrellas corresponde a una densidad
de electrones p, ~ 103Y electrones/cm?. La temperatura de Fermi resulta asi

2

Tr=erfks =50

(3n%p.) "% ~ 10 K

Dado que la temperatura de Fermi es mucho mayor que la de la estrella, el gas
de electrones se encuentra fuertemente degenerado (en su estado fundamental).
La presion de punto cero del gas de Fermi es la que contraresta la atraccion
gravitacional debida a la mayor masa de los nucleos. No obstante, si la masa de
la estrella es muy grande, atin la presién de Fermi electrénica resulta insuficiente
para contener el colapso gravitacional. Podemos hacer una estimacion gruesa
del valor de la masa critica mediante el siguiente argumento. Supongamos
que tenemos A electrones en un volimen esférico de radio R, de manera que
pe < A/R3. El momento de Fermi es pr o hpi/ ° La mayor contribucién a
la energifa total del gas de lectrones estd dada por aquellos niveles cercanos al
de Fermi; para la alta densidad electrénica del problema, dichas energias seran
elevadas, de manera que vamos a asumir que son relativistas. Asi, en una
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primera aproximacion tenemos

E. ~ A((mec®)” + (ppe)*)'/? ~ Appe~ A" he/R

La energia gravitacional es proporcionada fundamentalmente por los
protones, de manera que

Eg =~ —G(mpA)?/R

Ambas energias varian como 1/R. Si A es suficientemente grande, la energia
total serd negativa y favorable a que el sistema colapse disminuyendo R. El
valor critico de A por encima del cual esto ocurre resulta entonces A..;; =~
(he/ Gm§)3/ 2 ~ 107 que corresponde a una masa critica Meit & mpAerit ~ Mg
(el simbolo ® representa el sol). Un calculo mas refinado muestra que M. =
1.4 M, el cual se conoce como masa de Chandrasekhar.

Para masas entre el limite de Chandrasekhar y 3 masas solares el objeto que
se genera se conoce como estrella de neutrones. En el interior de las mismas
las energias son tan elevadas (la temperatura es del orden de 10° K) que
ocurre una recombinacién de protones y electrones de manera que la mayor
parte de la materia esta compuesta por neutrones (la corteza esta compuesta
mayoritariamente por nucleos de Fe). La contraccion gravitacional en estas
estrellas esta soportada por la presién de Fermi debida a los neutrones y a las
fuerzas de repulsién nucleares. El radio de una estrella de neutrones es de unas
pocas decenas de kilometros! Para masas superiores a un limite entre dos y tres
masas solares el colapso gravitacional es inevitable y lo que se genera se conoce
COMO aguero negro.

El agujero negro de Schwarzschild

A fin de entender los aspectos escenciales de la fisica del colapso gravitacional
consideremos el caso idealizado en que tanto el objeto que colapsa como el
espacio circundante son esféricamente simétricos. En la discusién restante vamos
a adoptar el sistema de unidades en el cual G = ¢ = 1. El elemento de linea de
Scwarzschild resulta entonces

—1
ds? — — <1 _ 2M> de? + <1 — 21”) dr?® 4 r*(d6? + sin® 0 dp?) (5.97)
r

En la teoria de la gravitacion newtoniana, el teorema de Newton (el
equivalente al teorema de Gauss en la electrostatica) nos dice que el potencial
afuera de un cuerpo esféricamente simétrico es —GM /r, atn cuando el cuerpo
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esta cambiando en el tiempo (ya que el potencial depende solo de la masa total,
la cual se conserva). Un teorema semejante de la Relatividad General demuestra
que, atn cuando la distribucién de masa es dependiente del tiempo, la geometria
fuera del colapso gravitacional esféricament simétrico es la de Scwarzschild
Ec.(5.97). Asi, a medida que el colapso evoluciona, la geometria de Scwarzschild
se extiende a regiones cada vez mayores. En particular, las singularidades en la
métrica parar = 0y r = 2M se vuelven relevantes.

La singularidad en » = 2M en realidad no es una singularidad fisica,
sin6 una singularidad coordenada. Para mostrar esto basta con encontrar un
sistema de coordenadas en el cual la métrica no es singular. Existen muchos
sistemas que muestran esto, pero uno particularmente util son las coordenadas
de Eddington-Finkelstein (EF), en las cuales la coordenada ¢ es reemplazada por
una nueva coordenada v, a través de

t:v—r—QMlog‘ﬁ—l) (5.98)

Reemplazando en la Ec.(5.97), tanto para r > 2M como para r < 2M se
obtiene

oM
ds? = — <1 - T) dv? + 2dvdr 4 r*(d6? + sin? 0 d¢?) (5.99)

Vemos que la singularidad en » = 2M fué removida por el cambio de
coordenadas. Sin embargo, la singularidad en » = 0 persiste. De hecho
puede demostrarse que » = 0 es un punto de curvatura infinita, es decir,
con una densidad infinita de energia. Eso significa que la singularidad no
puede ser eliminada con ningtn cambio de coordenadas. Esta es una auténtica
singularidad fisica. En general, una singularidad en una teoria fisica representa
un limite de validez de la misma.

Para entender el significado del agujero negro de Schwarzschild resulta util
analizar el comportamiento de los rayos de luz radiales en las coordenadas de
EF, esto es, de las lineas de mundo nulas ds? = 0 para las cuales df = d¢ = 0:

2M
— (1 — r) dv? + 2dvdr = 0

Tenemos dos posibles soluciones. En una de ellas v = cte. De la Ec.(5.98)
vemos que esta soluciéon corresponde a rayos que convergen a la singuaridad
r = 0, ya que para mantener v = cte, r debe disminuir cuando ¢t aumenta. La otra
solucién corresponde a

—(1—W>dv+2dr:0.

r
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Integrando esta ecuacion se obtiene

v—2<r+2Mlog‘2LM—1D = cte (5.100)

Utilizando la Ec.(5.98) es facil ver que las soluciones de (5.100) para r > 2M
corresponden a trayectorias que se alejan del origen (r creciente con t), mientras
que las soluciones para r < 2M corresponden a trayectorias que convergen al
origen (r decreciente con t). En la figura 5.11 se muestran las soluciones anteriores
en términos de las variables t* = v — r vs. r. Las soluciones con v = cte en este
gréfico resultan rectas a —45° del eje vertical. Las soluciones (5.100) para r > 2M
se alejan de r = 0, convergiendo a rectas a 45° para r > 2M (en este limite t* ~ ¢
y la lineas de mundo son las del espacio-tiempo plano; recordemos que ¢ = 1). En
las intersecciones entre lineas de mundo nulas se representan esquematicamente
algunos conos de luz futuros.

Vemos que la linea vertical correspondiente a r = 2M separa dos regiones
de comportamiento diferente. Para » > 2M un rayo de luz puede alejarse de
la singularidad (por la solucién (5.100)) o converger a la misma (por la solucién
v = cte). Parar < 2M ambas soluciones partiendo de un mismo punto convergen
a la singularidad. Dado que las lineas de mundo tipo temporales se encuentran
siempre dentro de los conos de luz, ninguna trayectoria que comienza con
r < 2M puede atravesar la frontera r = 2M, ya que para hacerlo deberia salir a
través de un cono de luz (y por lo tanto viajar a velocidad mayor que la luz)
. Para r > 2M la luz (o una particula material) puede escapar al infinito,
mientras que para r < 2M la gravedad es tan intensa que ni siquiera la luz puede
escapar. Esto es lo que define la geometria de un agujero negro. La supericie
r = 2M (una esfera de drea A = 47(2M)?) se conoce como horizonte de eventos del
agujero negro. Un agujero negro se describe entonces desde la teorfa como una
singularidad cubierta por un horizonte de eventos. Fisicamente resulta imposible
obtener informacién de lo que ocurre dentro del horizonte.

Si bien la caracterizaciéon anterior fué obtenida para un agujero negro
esféricamente simétrico, la fenomenologia general (en particular la existencia de
un horizonte) se mantiene en el caso de agujeros no simétricos.

5.6 Bibliografia recomendada

e J. B. Hartle, Gravity: An introduction to Einstein’s General Relativity,
Addison Wesley (2003).

?Si bien esto fué derivado para rayos radiales, se puede ver que las geodésicas nulas no radiales
se encuentran comprendidas dentro de los anteriores
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CAPITULO 6

NOCIONES DE COSMOLOGIA

6.0.1 Modelos cosmolégicos

La cosmologia es la parte de la ciencia que estudia la estructura y evolucién
del universo a las mayores escalas espaciales y temporales. A estas escalas
el comportamiento del universo esta dominado por la gravedad, debido al
caracter de largo alcance de las interacciones gravitatorias, a diferencia de las
interacciones nucleares fuerte y debil. La interaccion electromagnética también es
de largo alcance y de intensidad mucho mayor que la gravitatoria. Sin embargo,
el universo es eléctricamente neutro, de manera que a grandes escalas espaciales
esta interaccion resulta apantallada y la interaccién que domina es la gravitatoria.
La Relatividad General por lo tanto es de importancia central para la cosmologia,
la cual constituye una de las aplicaciones mas importantes de esta teoria.

El universo visible en dos palabras

En los ultimos afios el conocimiento del universo, tanto a nivel observacional
como tedrico se ha incrementado draméticamente, de manera que una
descripcién razonablemente completa del mismo estd a afios luz del presente
curso. Nos vamos a limitar a resumir solo unos pocos aspectos fundamentales
en los cuales se fundamentan los modelos cosmoldgicos mas relevantes y su
prediccién mas importante: el llamado big bang.

La materia visible en el universo esta contenida mayormente en galaxias, esto
es, colecciones de estrellas, gases (mayoritariamente H y He) y polvo (particulas
pequeiias) aglomeradas por interaccién gravitatoria. Una galaxia tipica contiene
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del orden de 10! estrellas y una masa total del orden de 10'? M. Hay del orden
de 10! galaxias en la parte del universo accesible a nuestras observaciones al
dia de hoy. Si la materia visible se distribuyera uniformemente sobre la mayor
escala espacial detectable, corrresponderia al presente a una densidad del orden
de pm, ~ 10731 g/em?3, que corresponde aproximadamente a un protén por cm?.

Ademads de galaxias, el universo contiene radiacién, compuesta particulas
de masa en reposo nula, tales como fotones, ondas gravitacionales y tal vez
cierto tipo de particulas llamadas neutrinos. La radiacién con mayor densidad
de energia es la radiacién césmica de fondo, que es la radiacion electromagnética
remanente del big bang. El espectro medido de esta radiacion resulta con enorme
precision el de un cuerpo negro con una temperatura de 2.725 K. Este ajuste
tan preciso al espectro de cuerpo negro es una de las evidencias experimentales
mas fuertes que soportan el big bang. La densidad de energfa de un cuerpo
negro a esta temperatura es aproximadamente de p, ~ 10734 g/em3. Vemos que
esta densidad es hoy mucho menor que la densidad promedio de materia. No
obstante, la situacion era la inversa en las etapas tempranas posteriores al big
bang.

Existe una evidencia considerable de que la mayor parte de la masa en
el universo no procede ni de la materia visible en las galaxias, ni de la
radiacién detectada hasta ahora!. Esta masa faltante para explicar los fenémenos
observados se conoce como materia oscura. Se estima que la materia oscura es
del orden de 10 veces mas que la materia visible. La naturaleza de esta materia
oscura es un problema central de la cosmologia atin abierto.

Existe otro tipo de energia presente en el universo que se conoce como
energia del vacio o energia oscura. La misma es de origen cudntico y
corresponde a la energia de punto cero (estado fundamental) del sistema de
particulas. Esta es detectable a través de la formacién espontanea de pares
particula-antiparticula predicha por la teoria cudntica de campos, la cual ha sido
medida experimentalmente. Si bien no existe al presente una teorfa fundamental
que permita estimar la densidad de energia del vacio p,, la misma puede ser
detectada a através de sus efectos gravitacionales, ya que en relatividad toda
forma de energia curva el espacio. Diversas observaciones astrofisicas indican
que dicha densidad es constante en el espacio y el tiempo.

Otra observacién importante es que, promediado sobre grandes escalas, el
universo es isotropico -las propiedades son las mismas en cualquier direccién- y
homogeneo - las propiedades en un punto del espacio son las mismas que en

'Por ejemplo, a partir del analisis de la distribucién de velocidades de galaxias espirales; la
distribucién medida no concuerda con la distribucién de masa observada bajo nigtin modelo fisico
razonable.
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cualquier otro punto. Las densidades de materia y energia son en promedio
uniformes en el espacio.

Finalmente se observa que el universo se expande. El andlisis espectral
de galaxias fuera de nuestro grupo local muestra que todas presentan un
corrimiento al rojo. Interpretado como efecto Doppler en un espacio-tiempo
plano, este fendmeno implica que todas las galaxias (excepto tal vez las mas
cercanas) se estan alejando de nosotros. Mas aulin, para aquellas galaxias
suficientemente cercanas que su distancia puede ser medida, se observa que la
velocidad V' con que se alejan es proporcional a su distancia d:

V = Hoyd. 6.1)

Esto se conoce como ley de Hubble, donde Hy ~ 72 (Km/s)/Mpc es la
constante de Hubble (1 pc = 3.09 x 10'%m, aproximadamente 3.26 afios-luz). El
alejamiento de todas las galaxias no implica necesariamente que somos el centro
del universo. Por el contrario, se asume este fendmeno como una evidencia
de la inexistencia de un centro y de la expansion del universo. Asi, se asume
que observadores en cualquier otra galaxia verian exactamente lo mismo que
nosotros: todas las galaxias se alejan de €l, y el alejamiento est4 controlado por
la misma constante de Hubble. Para hacernos una idea, podemos pensar en
la analogia de una universo plano como una plancha de goma que se estira
uniformemente en todas las direcciones, con las galaxias siendo puntos fijados
a esta superficie; alternativamente podemos pensar en la superficie de un globo
de goma que se infla a velocidad constante. En cada una de estas situaciones,
cada punto verd alejarse a todos los otros de si mismo, sin haber ningtin ”centro”
o punto privilegiado del espacio. Mas alld de consideraciones filoséficas, esta
hipétesis es consistente con la observaciéon de homogeneidad e isotropia del
espacio. Pero en tultima instancia, la verificacién de la validez de la hipétesis
reside en la confirmacién experimental (formidable hasta el momento) de las
consecuencias que se derivan de la misma.

Modelos cosmolégicos: el big bang

En base a las observaciones anteriores se propone un modelo para la geometria
del universo a gran escala, en el cual se asume que la distribucién de energia
es uniforme, de manera que podemos pensar el sistema como un fluido de
densidad, presién y temperatura constantes espacialmente. La expansion del
universo del universo, por otra parte, nos dice que estas cantidades cambian en
el tiempo, manteniendo la homogeneidad e isotropia espaciales. Se asume asi
que, para cada valor de ¢, el fluido se encuentra en equilibrio termodindmico. El
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elemento de linea consistente con estas caracteristicas adopta entonces la forma

(c=1)

ds® = —dt* + a*(t)dL? (6.2)

donde a(t) es una funcién de la coordenada temporal llamado factor de escala y
dL? es un elemento de linea independiente del tiempo de una geometria espacial
tridimensional homogenea e isotrépica. El ejemplo mas simple es una geometria
euclidea plana tridimensional

dL? = da® + dy? + dz% = dr? + r(d6? + sin® 0 d¢?) (6.3)

El elemento de linea (6.2) define una familia de modelos cosmolégicos
conocidos como de Friedman-Robertson-Walker (FRW).

Las galaxias en estos modelos pueden pensarse como particulas en este fluido
c6smico, cuya localizacion esta descripta por las coordenadas z* (en el caso (6.3)).
La velocidad dx'/dt debe anularse en este grado de aproximacién (recordemos
que estamos asumiendo un promedio espacial y temporal a grandes escalas),
ya que de otro modo eso podria establecer una direccién preferencial, violando
las suposicién de isotropia. De acuerdo con esto, las coordenadas (z,y, z) (o las
coordenadas espaciales que correspondan de acuerdo a (6.2)) son comoviles (como
los distintos puntos de un cuerpo rigido): una galaxia individual tiene las mismas
coordenadas z! para cualquier tiempo.

Si a(t) aumenta con el tiempo, el elemento de linea (6.2) describe un universo
que se expande. Para ver esto consideremos las lineas de mundo de dos
galaxias separadas por intervalos Az, Ay, Az en la geometria (6.3). La distancia
coordenada deporg = ((Ax)? + (Ay)? 4 (A2)?)Y/? permanece constante en el
tiempo. Pero la distancia fisica entre ellas a un tiempo ¢ estd dada por

d(t) = a(t)deoord

Si consideramos una galaxia a una distancia coordenada R de nosotros que
nos envia sefiales luminosas de frecuencia w, a un tiempo t = t., las cuales son
recibidas por nosotros en un tiempo posterior ¢ = t; con una frecuencia wy,
del anélisis de las geodésicas nulas de acuerdo al elemento de linea (6.2)-(6.3)
se obtiene que (queda como ejercicio para el lector)

wWo _ a(te)
we  afto)

(6.4)

En un universo que se expande, la frecuencia con que se reciben todas las
sefiales luminosas es inferior a aquellas con que fueron emitidas. Este es el
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corrimiento al rojo cosmolégico. Mas atn, para R pequeia y usando la relacién
para el efecto Doppler V/c = AM/X (donde A es la longitud de onda), de la
relacién anterior se deriva la ley de Hubble (6.1) con

a(to)
a(to)

donde @ denota una derivada respecto de ¢ y ¢y es el tiempo actual. Ahora
bien, existe alguna otra posibilidad para un espacio homogeneo e isotrépico,
ademds de la métrica plana (6.3)? Notablemente solo existen otras dos
posibilidades. Una de ellas es la triesfera, esto es la generalizacién de una
esfera en un espacio euclideo de cuatro dimensiones con coordenadas cartesianas
(X,Y,Z, W), definida por

Hy = (6.5)

X2+ Y2+ 224+ W2 =1

Resulta conveniente para describir este espacio introducir la generalizaciéon
de las coordenadas polares en cuatro dimensiones (con radio unitario)

X = siny sinf cos¢ (6.6)
Y = siny sinf sing (6.7)
Z = siny cosf (6.8)
w cos Y (6.9)

donde el rango de los dngulos polareses 0 < x < 7, 0 <0 <71y 0 < ¢ <
Reemplazando en el elemento de linea para el espacio euclideo (X, Y, Z, W)

dS? = dX? +dY? +dZ? + dw?

obtenemos

dL? = dx® + sin? x (d6? + sin? 0 d¢?) (6.10)

Esta es la métrica de un espacio curvo tridimensional, homogeno e isotrépico: la
triesfera. Este espacio se dice que es cerrado, ya que su volumen es finito y no
tiene borde. Es el andlogo tridimensional de la superficie de la esfera, que tiene
area finita y no tiene borde.

La geometria restante para un espacio tridimensional homogeneo e isotrépico
se conoce como hiperboloide de Lorentz y es el conjunto de puntos en el espacio
euclideo (X,Y, Z, W) que satisfacen la ecuacion:
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W24 X2 4Y24 22 =1 (6.11)

El andlogo de las coordenadas polares para este espacio es

X = sinhy sinf cos¢ (6.12)
Y = sinhy sinf sin¢ (6.13)
Z = sinhy cos6 (6.14)
%% cosh y (6.15)

donde el rango de las variables es 0 < x < 00,0 < 0 <7y 0 < ¢ < 27,
Cortes bidimensionales de este espacio para X, Y o Z constantes corresponden
a hiperboloides de revolucion, al igual que cortes de la triesfera corresponden a
esferas. El elemento de linea en estas coordenadas resulta

dL? = dy? + sinh? x (d6? + sin® 0 dp?) (6.16)

El voliimen de este espacio es infinito y por lo tanto se denomina abierto.

Los tres tipos de espacio también pueden ser caracterizados como aquellos
espacios en los cuales la curvatura es la misma en cualquier punto.

Introduciendo el cambio de variable » = sin x para el espacio cerrado y r =
sinh x para el espacio abierto, podemos resumir las métricas de FRW en una sola
expresion como

dr?

1 — kr?

donde k¥ = +1,0,—1 corresponde a los espacios cerrado, plano y abierto
respectivamente. Vemos que la métrica esta casi enteramente determinada por
restricciones de simetria, excepto por el factor de escala a(t). Si se introduce la
expresion anterior en las ecuaciones de Einstein para un fluido de densidad de
energfa y presion uniformes p(t) y p(t) se obtienen las siguientes ecuaciones

ds? = —dt® + a*(t) + 7% (d6* + sin® 0 dp?) (6.17)

a3 a 3
d(/(;t )= d(dt) (6.18)

a— %ﬂp a?=—k (6.19)

donde la relacion entre p y p viene dada por la ecuaciéon de estado del fluido.
La Ec.(6.18) tiene una interpretacion muy directa. Tomemos un pequefio
volimen en el espacio coordenado AV,,rq (por €j., en la métrica plana en
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coordenadas cartesianas AV, oorq = Az Ay Az) y consideremos un intervalo de
tiempo infinitesimal dt. El volumen fisico viene dado por AV = a3 AVeoord-
AV.oorq €s independiente de ¢, ya que las coordenadas espaciales son comoviles.
Asi, multiplicando la Ec.(6.18) por AV,,,.q Obtenemos

d(pAV) = d(AE) = —pd(AV)

donde AFE es la energia contenida en AV. Ellado derecho de la ecuacién anterior
es el trabajo realizado al expandirse AV. Si tomamos en cuenta que en equilibrio
termodindamico el flujo de calor en todo punto debe ser nulo (de otro modo se
generarian inhomogeneidades) la Ec.(6.18) no es mas que la primera ley de la
termodindmica. Dada la ecuacién de estado del fluido, esta nos permite obtener
la densidad en funcién de a. Por ejemplo, supongamos que solo tenemos materia
(galaxias). En general se observa que las galaxias se mueven aleatoriamente con
velocidades bastante bajas. Esto hace que la energia cinética de las mismas sea
despreciable frente a la energia debida a la masa en reposo. Esto corresponde a
un fluido sin presién p = 0 (o bien a temperatura nula 7' = 0). De la Ec.(6.18)
tenemos que p,, a® = cte o bien

a(t)®
a(t)?

Para el caso de un universo compuesto exclusivamente por radiacién, la
ecuacion de estado para un cuerpo negro nos dice que

pm(t) = pm(to) (6.20)

1
= = Pr. 21
pr=3p (6.21)
Reemplazando en la Ec.(6.18) es facil ver que
a(t0)4
T = Pr 22

La Ec.(6.19) se conoce como ecuaciéon de Friedman. Antes de resolverla
notemos lo siguiente. Si la dividimos por a?, la evaluamos en t = t; (el tiempo
actual) y comparamos con la Ec.(6.5) obtenemos

8m ___k
3 707 T 2(t)

donde py = p(tp). Definiendo la densidad critica

H? -

_ 3Hj

- (6.23)

C
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podemos reescribir la ecuacién anterior como

k
H2 [1 - ”0} =_ 6.24
L e R 629
Esta relaciéon implica que, si la densidad actual de energia es pg > p. el
universo es cerrado (k = +1); si pg < p. el universo es abierto (k = —1). pg = p.

es el caso limite entre ambas situaciones anteriores y corresponde a un universo
plano (k = 0). Esta prediccion es notable. Determinando solo dos cantidades
(Ho y po, ambas accesibles experimentalmente) podemos conocer la geometria
del universo! Mas notable atin es el hecho de que toda la evidencia experimental
al presente indica que el universo es aproximadamente plano (justamente el caso
limite).

Volviendo a la solucion de la Ec.(6.19), consideremos el caso de un universo
dominado por materia (p = p;,) y tomemos por simplicidad el caso £ = 0.
Reemplazando la Ec.(6.20) en la ecuacion de Friedman y usando la normalizacién
a(tp) = 1 obtenemos

21
a
cuya solucién es

alt) = [1 + gHo(t _ to)} "

Esta solucién se anula a = 0 para un cierto tiempo ¢ pasado; tomando ty = 2/3H,
(lo cual equivale a elegir el origen ¢ = 0 como aquel en el cual a = 0) la expresién

anterior puede escribirse como
£\ 2/3

to

Para el caso de un universo dominado por radiacién p = p, se obtiene en

forma semejante

£\ 1/2

a(t) = <) (6.26)

to
con tg = 1/2H,. Vemos que en ambas situaciones existe un tiempo pasado
proporcional a ty = 1/Hj (conocido como tiempo de Hubble) para el cual el
factor de escala se anula. Incluso puede verse que esto sucede para cualquier
combinacién lineal de densidades de materia y radiacién, inclusive en el caso de
geometrias curvas (k # 0). Pero esto corresponde a una densidad y temperaturas
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infinitas, es decir, a una singularidad fisica. Esto es el Big Bang. A diferencia
de lo que ocurre en una agujero negro, esta singularidad no posee un horizonte
de eventos: podemos “ver” hacia atras toda la evolucion hasta llegar a la
singularidad. Esta tltima expresion es bastante literal: el fondo de radiacion
césmica que vemos en la actualidad es luz proveniente de los primeros instantes
posteriores al big bang.

Como ya hemos mencionado en el caso de agujeros negros, una singularidad
representa el limite de validez de la teoria. La propia nocién clasica de
geometria del espacio-tiempo deja de tener sentido en la singularidad. Mas
aun, la densidad y temperatura extremas predichas por la teoria en los primeros
instantes posteriores al big bang nos llevan al reino de las particulas de altas
energias, reino eminentemente cuantico que, al menos hasta el presente, resulta
incompatible con la relatividad general. Por ejemplo, si corremos la pelicula
hacia atras en el tiempo, con la temperatura y la densidad aumentando, llegara
un punto en el cual la energfa térmica kg7 superard las energias de disociacién
de moléculas y atomos. Todas las moléculas y atomos resultan ionizados,
dando lugar a un plasma de electrones y nucleos. Si continuamos hacia
atras, llegard un punto en el cual los nucleos se disociardn en protones y
neutrones. Un poco mas y los protones y neutrones se disociardn en quarks
y gluones (particulas elementales que los componen), dando lugar a una sopa
de particulas elementales infernalmente caliente. Corriendo la pelicula ahora
en sentido inverso, pero usando todo el conocimiento presente del modelo
standard de particulas elementales, es posible entonces hacer predicciones
acerca de que deberia observarse en el presente, en mediciones tales como el
espectro de radiacién electromagnética de fondo, la abundancia relativa de las
diferentes particulas elementales, etc. Notablemente todas las predicciones han
sido verificadas hasta el presente. Este enorme grado de consistencia en el
rompecabezas que involucra gran parte del conocimiento de la fisica actual,
sustenta la enorme aceptacion del big bang como explicacién del fenémeno
natural mas alejado de cualquier experiencia humana: el origen del universo.

Un elemento que no hemos tenido en cuenta hasta ahora es la energia del
vacio. De hecho, las observaciones indican esta contribucién a la energia total
es dominante (alrededor del 70%). Si se reemplaza la densidad p = p, = cte
en la ecuacion de Friedman, se obtiene un comportamiento exponencial a(t) =
exp[Hy(t — tp)], de manera que esta solucién no presenta big bang. No obstante,
una densidad constante resulta despreciable en un tiempo pasado en el cual las
densidades de materia y radiacién divergen.

Finalmente veamos que ocurre con las geometrias curvas. En la Fig.6.1 se
ejemplifica soluciones tipicas de la evolucién de a(t) para los universos cerrado
y abierto, en el caso dominado por materia p = p,. En todos los casos
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FIGURE 6.1: . Factor de escala para geometrias curvas k = +1 (panel izquierdo) y k = —1
(panel derecho), en un universo dominado por materia, para diferentes valores de 2 =

pO/pc-

existe un big bang. La gran diferencia radica en el comportamiento a tiempos
grandes. En el caso de un universo cerrado la expansién presenta un méaximo,
seguido de una contraccién que culmina en una nueva singularidad (llamada
"big crunch”, o gran colapso). En el caso de un universo abierto la expansion
continua indefinidamente, al igual que en el caso plano.

6.1 Bibliografia recomendada

e J. B. Hartle, Gravity: An introduction to Einstein’s General Relativity,
Addison Wesley (2003).
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CAPIiTULO 7

CUANTIZACION DEL CAMPO
ELECTROMAGNETICO: EL FOTON

7.1 Descomposicion espectral del campo electromagnético

Consideremos el campo electromagnético dentro una cavidad cubica de lado
L y volumen V = L? vacia de materia. Vamos a considerar por simplicidad
condiciones de contorno periédicas

La energia del campo electromagnético en el interior de la cavidad (en sistema
MKS) viene dada por:

1 I
Y= - / (EOEQ + BQ> dr, (7.1)
2 Jv o

donde los campos E y B son funciones de la posicién y del tiempo. Los mismos
obedecen la ecuaciones de Maxwell en ausencia de fuentes:

q OB
VxE = ——° (7.2)
VE = 0 (7.3)
- 1 0F
= = 7.
V x B 2o (7.4)
VB = 0 (7.5)
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donde egpio = 1/c2. Si expresamos los campos en términos del potencial vector A
y del potencial escalar ¢ como

B=VxA (7.6)
. oA
E=-—>" -V, (7.7)

las ecuaciones (7.2) y (7.5) se satisfacen autométicamente. Como sabemos, los
potenciales se encuentran definidos a menos de una transformacién de gauge,
esto es, si introducimos nuevos potenciales

Ix

E?

donde x es una funcién arbitraria, obtenemos exactamente los mismos campos
E'y B. Esta arbitrariedad en la definicion de A nos permite imponer la condicién
de transversalidad

A5 A-Vx ¢—o+

V.A=0, (7.8)

conocidad como gauge de Coulomb. Dado que no hay cargas en la cavidad
podemos tomar ¢ = 0. Asi, la ecuacién (7.3) se satisface automdticamente y
la Ec.(7.4) nos da la ecuacién de ondas para el potencial vector

La solucién general de la Ec.(7.9) para la caja con condiciones de contorno
periddicas tiene la forma

A= Z [_'E exp (zw(E)t — zl?f') + c.c.} ) (7.10)
E
donde las componentes del vector de onda vienen dadas por k; = 27l;/L con
i =x,y,2yl; =0,£1,+2; la frecuencia satisface la relacién de dispersién

w(k) = c|k| (7.11)

y c.c. indica el complejo conjugado del término anterior. Los coeficientes a;: se

determinan a partir de las condiciones iniciales. La condicién de transversalidad
(7.8) implica que

k.a; =0. (7.12)
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Los campos E'y B vienen dados entonces por

E=-""= Z [—ick:d]; exp (zw(E)t - zEf’) + c.c.} (7.13)
B=VxA= [Z(E X df) exp <zw(E)t - zEF) + c.c.] . (7.14)

Esto es, tenemos un desarrollo en ondas planas de los campos. Usando la
propiedad

/ exp [i(E - E’).f} dr=Ve ., (7.15)
V 9

es facil demostrar que

/V E2d*r = VP Z k> [2&'];.&% — dj.G_jexp (in(z)t) — a.d" pexp (—in(lz)t)}
k

(7.16)
De la misma manera usando las propiedades del producto vectorial mixto y la
transversalidad de los campos, se puede demostrar que

/V Bdr =V K [25,;.5;; +dp.d_poxp (2¢W(E)t) +a5a" exp (—in(lZ)tﬂ
i

(7.17)
Por lo tanto tenemos que la energia del campo viene dada por
1 - I 55\ 2V
H= / (e E? + B2> dPr="=) Ka.d: 7.18
2 Jy " 1o 10 % Kk (7.18)

la cual no depende del tiempo.

7.1.1 Campo en términos de variables canénicas

La técnica de cuantizacion habitual consiste en reemplazar en un Hamiltoniano
las variables canénicas generalizadas por operadores que satisfacen ciertas
relaciones de conmutacién. La propuesta de Dirac para la cuantizaciéon el campo
electromagnético consiste en hacer exactamente lo mismo. Notemos que la
expresion (7.18) para la energia no es un Hamiltoniano, ya que la misma no se
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encuentra expresada en términos de variables canénicas, esto es, coordenadas y
momentos generalizados que satisfagan las ecuaciones de Hamilton.
Definimos entonces las coordenadas generalizadas:

QE(t) =« {EL’E exp (zw(E)t) + d exp (—zw(lg)t)} , (7.19)

donde a es una constante real a determinar, y los momentos generalizados

—

Pa(t) = %Qg(t) —a [m(%)ag exp (iw(E)t) — iw (k)% exp (—iw(%)tﬂ . (7.20)

De las Ecs.(7.19) y (7.20) podemos expresar

1

I i =
L = —iw(k)t _ P-
P 9g¢ (Qk w(E) k) . (7.21)
Reemplazando la Ec.(7.21) en (7.18) tenemos que
2 — Veg

202 £
k

[135 + w(E)QQ%} . (7.22)

Es facil ver que eligiendo

a=+/Ve (7.23)

las coordenadas y momentos generalizados (7.19) y (7.20) satisfacen las
ecuaciones de Hamilton:

d = OH d = OH
dt OP; dt 0Q;

Es importante notar que la transversalidad de los campos impone que

Qpk = Pk =0; (7.25)

esto es, los vectores () y P son normales a la direccion de propagacion de la

onda dada por el vector k, y por lo tanto el Hamiltoniano (7.22) puede escribirse
como

M= 3 [P2 rwlipQr | =S Hy (7.26)

- -

k,j k,j
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donde Py ; y @ ; son las componentes de Py y Q en la direccién de los versores

de polarizacién lineal €;(k) con j = 1,2, los cuales satisfacen 51(/;).52(5) =0y
&(k).k = 0.

7.2 El gas de fotones

7.2.1 El oscilador arménico

El Hamiltoniano de un oscilador arménico simple de masa m = 1 es

2

P 1o,

H= 5 + 5w 4 (7.27)
donde los operadores p y ¢ satisfacen la relacién de conmutacién [¢,p] = ik
Introducimos los operadores

e 24
@ = /5 (q+zw) (7.28)
- v ( _ B) 79
a 57 \ 1~ (7.29)

que satisfacen la relacién de conmutacién
[a,al] =1 (7.30)
En térmimos de los operadores a y a' el Hamiltoniano (7.27) resulta
t 1
H = hw aa—l—i (7.31)

El operador N = ala es claramente positivo. Sea [¢,) un autovector del
operdor N con autovalor \A,:

N |¢n> =M W]n>

Tenemos que

<wn| N W}n> = <77Z)n ‘ wn> = <a¢)n | awn>
de donde )\,, > 0. Ademas

Na'|¢p,) = al(ala + 1) [¢) = (A + Dal [,)
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de manera que a' [,,) es un autovector de N con autovalor (\, +1). De la misma
manera se obtiene que a |¢,) es autovector de N con autovalor (A, — 1). Dado
que A\, > 0 se concluye que el estado fundamental |¢/y) corresponde a Ay = 0,
donde

alto) =0
y todos los autovalores son enteros A\, = n, conn = 0,1,2,.... Adoptando la
notacién |¢,) = |n), si imponemos la normalizacién (n|n) = 1 para todo n, es

facil demostrar las siguientes propiedades

aln) =vn|n—1)

a'|n) =vn+1|n+1)
de donde ;
(a)"
n) =
Vnl
Estos son también los autoestados del Hamiltoniano (7.31) correspondientes a los
autovalores

0)

E, =hw(n+1/2)

Los operadores a' y a se denominan operadores de creacién y aniquilacion
respectivamente, ya que “crean” o “destruyen” un quantum de energia 7uw.

Hasta aca hemos trabajado en la representacion de Schrodinger, en un
instante particular. En la representacién de Heisenberg y asumiendo que ambas
representaciones coninciden en ¢ = 0, los operadores a y a' dependen del tiempo
y satisfacen la ecuacién de movimiento

mdz(tt) — [a(t), H] (7:32)
donde a(0) = a, el operador aniquilacién que hemos considerado en la

representacion anterior. Dado que los operadores a(t) y af(t) satisfacen las
mismas relaciones de conmutacién que a y af, tenemos que

da(t) .
pra iwa(t) (7.33)
cuya solucién es
a(t) = ae ™t (7.34)
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7.2.2 Cuantizacion del campo electromagnético

En 1928 P. Dirac sugirié que el campo electromagnético podia ser cuantizado
tratando las variables canénicas clasicas @ ; y P, como operadores que
obedecen las relaciones de conmutacién

[QEJ’ 5 EJ} = ihog g 955

[QEJ’ QE’J’} - [PEJ’ P/?’,j/} =0
A partir de los resultados de la seccion anterior introducimos los operadores de
creacién y aniquilacion:

_ W(E) P k.j
% = \on (Qz,j tiE (7.35)

k P
T = M - __ 5J 7 6
i = Voo \“R T op (7.36)

los cuales satisfacen las relaciones de conmutacién
i _

{GEJ’ aEf,j/} - 512,12/ 05,57 (7.37)

i T N B .
[afé,j’al?,j'} - [ak,j’“kcj’] =0. (7.38)

Reemplazando entonces en el Hamiltoniano (7.26) se obtiene el Hamiltoniano
cuantizado:

_ D (at o 4L
H=> hwk) (aajak7j + 2) : (7.39)
k.
Los operadores Nj(E) = aTE,jal?,j se denominan operadores niimero de

—.

ocupacion, tienen autovalores n;(k) = 0,1,2,... y autoestados de la forma

. laf J®
‘nj(k)> =k gy, (7.40)

Los autoestados del Hamiltoniano de radiacién (7.39) son productos de tales
estados, esto es,
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’...nj(E)...> :H\nj(/%)>, (7.41)

con autoenergias

Es posible mostrar que el operador momento lineal del campo
electromagnético resulta

P =>"hkN;(k) (7.42)
k.j

La interpretacion de estos resultados en términos de particulas de energia
hw(E) y momento lineal hk, esto es fotones, es directa. Un estado con autovalor
nJ(E) posee nj(l_é) fotones con energia hw (k) y momento lineal hk. La relacién de
dispersion w(k) = ¢|k| resulta consistente con particulas de masa en reposo nula
que viajan a la velocidad c. Mas atin, un andlisis detallado del momento angular
del campo electromagnético, muestra que los fotones son particulas de spin 1,
solo que la componente de S, = 0 no es observable debido al caracter transversal
de los campos. Esto resulta consistente con el hecho de que un estado de una
particula correspondiente a un modo (%, j) del campo puede estar ocupado por
un namero arbitrario de fotones: los fotones son bosones.

Recorriendo las cuentas hacia atras, queda claro que todo el proceso de
cuantizaciéon puede llevarse a cabo directamente reemplazando las amplitudes
clasicas a* y a en el desarrollo espectral de los campos clasicos por operadores
de creacién y aniquiliacién, con una normalizacién adecuada. Asf, trabajando en
la representacion de Heisenberg, podemos definir el operador potencial vector
como

A7 t) = AN (F 1) + AN (7 ), (7.43)
donde

T(+) (= h L iw(k)t—ik.7
A(Jr)(r,t):q/m/ﬁoz € (k) ag je Mk (7.44)
—

y/f(_)(F, t) = [A)(7,1)]! se denominan la parte de frecuencia positiva y negativa
respectivamente del campo. La misma descomposiciéon puede hacerse en el
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desarrollo de Fourier de los campos clasicos. Es simple ver que este operador
satisface el gauge de Coulomb y la ecuacién de ondas correspondiente (7.9). Los
operadores de campo eléctrico y magnético siguen estando definidos a través de

las relaciones E = —9A/dt y B = V x A. De esta manera tenemos, por ejemplo,
E(F,t) = ED(7,t) + EC)(71), (7.45)
con
24 (7 [ _h [ (B |2 (5 > (5 iw(K)t—ik.7
EF) (7 4) = —i Ve Z w(k) {el(kz) ag,+ éa(k) aEQ} i (k)t=ik (7.46)
k
de donde

= (k - (% |20 / —iw B G (7 4 @B
k)az, +é(k)ap, =1 = e "W T EVCO(F ) dor
1(k) ag, + &(k)ag, Vi) Ju (7,1)

Si consideramos el Hamiltoniano del sistema de fotones

_ I T T
H = Z hw(k) (aE’laE,l + aham)
= 3 hw(k) [a(E) ol + &(k) aM . [a(z%’) ap, + &R ag,|. (747)

donde hemos descartado la constante ZE]. hw (k) /2 (ya que no tiene ninguna
influencia en la dindmica del problema), obtenemos

H = 2¢ / EO(F ). ED (7 t) d>r (7.48)
14

Exactamente el mismo resultado se obtiene para el campo electromagnético
clasico si el campo eléctrico se descompone en las partes de frecuencia positiva y
negativa (queda como ejercicio para el lector). De la misma manera, a partir de
la Ec.(7.42) se obtiene que

P = 2, / OV 1) x B (1) ddr (7.49)
1%

que se corresponde con la version cldsica del momento lineal del campo.
La cuantizacién del momento angular del campo electromagnético es
bastante mas complicada que los ejemplos anteriores. Sin embargo, una
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justificacién de las propiedades antes enunciadas puede hacerse mediante el
siguiente argumento.

El spin S de una particula con masa puede definirse como su momento
angular en un sistema de referencia en la cual la misma se encuentra en reposo.
En tal sistema el momento angular orbital L = 0 y por lo tanto el momento
angular total J = L + § = S. Esta definicion es inaplicable en el caso de
una particula sin masa, la cual se mueve a la velocidad de la luz en cualquier
sistema de referencia. No obstante, es posible definir la componente del spin en
la direccién de propagacién. Esto es, si la particula se mueve en la direccién z,
la componente z del momento angular orbital L, = xp, — yp, = 0y por lo tanto
J. = S.. En mecanica cudntica la componente .J, del momento angular esta dada

por

J, = ih lim Uilo) ~1
60 @
donde U (¢) es el operador que me rota el sistema un angulo ¢ alrededor del eje
2. Consideremos un modo con k = (0,0, k) y vectores de polarizacién lineal ¢;,
j = 1,2. Una rotacién alrededor del eje z transforma las amplitudes (operadores)
de acuerdo con

ap \ _ a1 \ [ cos¢ —sing a1
( al > =U.(¢) < as > N < sing  cos¢ ) ( as > (7.51)

Tenemos que

(7.50)

lim U9 -1 _ ( 0 -1 > (7.52)

y por lo tanto

0 —2
Jzzh< ' ) (7.53)

Los autovectores de J,/h son

()= (&)

con autovalorres +1 y —1 respectivamente. Por lo tanto, el foton se comporta
como una particula de spin 1, con solo dos estados de spin, uno alineado y el
otro antialineado con la direccién de movimiento. Clasicamente los autovectores
anteriores corresponden a ondas polarizadas circularmente a derecha e izquierda
respectivamente.
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7.2.3 Fluctuaciones del vacio

Notemos que el valor medio de cualquiera de los campos (eléctrico o magnético)
es cero en un estado con un nimero bien definido de fotones (7.41) (autoestado
de los operadores ntimero de ocupacién Nj(E)), debido a la dependencia lineal
en los operadores creacién y aniquilacién. No obstante, las fluctuaciones de los
campos no son nulas. Consideremos por simplicidad el caso de un tnico modo
del campo eléctrico correspondiente a un vector de onda  y una polarizacién &

P Ze:/(i) (a;z BTt e—iw(E)t—i—iE.F) . 754)
Claramente <n(E) E ‘n(E)> =0, pero
<E2> - <n(12) B2(R) n(/%’)> - Z“’V(i) <n(12) (aEa£+a£aE> ‘n(E)>
_ h;if) (n(®)| (N Ry +1/2) [n(?))
- h;g;) (n(l%’) +1 /2) (7.55)

y las fluctuaciones AE = <E2> - <E>2 resultan

AE = h;g’? V() +172).

Un estado con un niimero bien definido de fotones no tiene un valor definido
de los campos electromagnéticos y, como veremos en seguida, un estado con
valores bien definidos de los campos electromagnéticos no tiene un niimero bien
definido de fotones. Esto es consecuencia de que los operadores de los campos
electromagnéticos no conmutan con los operadores nimero de ocupacion.

Notemos que atin en el estado vacio n(k) = 0 las fluctuaciones de los campos
no son nulas

i (k)

AE = )
2V eg

(7.56)

Estas son las llamadas fluctuaciones del vacio y estan asociadas a la energia de
punto cero o energia del vacio

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC 213



7.2. EL GAS DE FOTONES

Las fluctuaciones del vacio y la energia de punto cero representan un
problema importante para la teoria cudntica de campos: el universo contiene
un numero infinito de modos de radiacién y por lo tanto la suma anterior
es divergente, a menos que por algin motivo los modos de alta frecuencia
puedan ser excluidos. En las teorias no relativistas una constante aditiva a
la energia no resulta relevante, ya que solo las diferencias de energia cuentan
en la dindmica. Sin embargo, en relatividad toda energia cuenta, no solo las
diferencias. De hecho, en los modelos cosmolégicos la energia del vacio juega un
rol fundamental. Mas atin, las fluctuaciones del vacio y la energia del vacio dan
lugar a otros efectos observables, tales como la emisién espontédnea (que veremos
mas adelante) y el llamado efecto Casimir.

7.2.4 Estados coherentes

A menudo se sugiere que el limite clasico del campo cuantizado es el limite en
que el nimero de fotones se vuelve muy grande, de manera que los operadores
nimero pueden considerarse variables continuas. Esta afirmacién no es del todo
correcta, ya que como vimos el valor medio de los campos es cero en un estado
con un nuumero bien definido de fotones, no importa cuan grande sea este valor.
A fin de obtener un valor de expectaciéon no nulo del operador campo eléctrico
(o equivalentemente, de los operadores de creacién y aniquilacién), debemos
considerar superposiciones de estados cuyos ntimeros de fotones difieran en £1.
Consideremos por simplicidad un tnico modo del campo electromagnético y
vamos a omitir los subindices k y j (es decir, consideramos un oscilador arménico
simple de frecuencia w, y operadores asociados a, a' y N = afa). Un estado
posible como el mencionado arriba seria

[v) =pln) +qn£1)

y en general una superposicién arbitraria de todos los autoestados |n) nos va
a dar un valor de expectacién no nulo para el operador a. Hemos visto que
los campo clésicos se obtienen de las expresiones de los operadores de campo
reemplazando directamente los operadores a y af por amplitudes clasicas a y
a*. Una manera directa de efectuar ese reemplazo es considerar autoestados del
operador a. Estos se denominan estados coherentes y se denotan por |«), donde «
es el autovalor (dado que el operador a no es hermitiano, en principio a no tiene
porque ser real). Esto es
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ala) = ala).

Los estados |«) son a su vez los autoestados “a izquierda” del operador creacién
con autovalor o*, esto es

(a|a’ = (a] o

Si desarrollamos |«) en la base de autoestados |n)

=> Culn)
n=0

tenemos que

=) Cuvnln—1)=a) Cyln).
n=1 n=0

Igualando coeficientes obtenemos C,\/n = aC),_1, de donde

y asi

C’oz\/»]n

Normalizando (a|a) = 1 obtenemos Cy = exp(—|a|?/2) y asi llegamos a la
expresion final

_ el O
a)=e gmm) (7.57)

Consideremos ahora el valor de expectacién del operador campo electrico
(7.54)

7 | hw(k) iw(R)t—ik 7 _ % —iw(k)t+ik.7
<aE}E’o¢E> = —i€ Weo (ozﬂe (k)t—ik —aze (k)t+ik )
B hw(k) S e
= 2dagly/ 5, sin (w(k)t—k.r—l—@,;) (7.58)
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donde aj; = ]aE\ewE . Este es el comportamiento esperado para un campo cldsico.
Mas atin, puede verse que

q hw (F) . o
{ag] E? laz) = Weo [1 + 4|0¢/,;|2 sin? (w(k)t —kr+ OEH ,

de donde las fluctuaciones resultan

Esto es, las fluctuaciones en un estado coherente resultan idénticas a las del vacio.
En un estado coherente el valor de expectacion de los campos es el cldsico y las
fluctuaciones respecto del mismo son minimas.

De la Ec.(7.58) vemos que |a| esta relacionada con la intensidad del campo
eléctrico. Es facil ver que

N = (a| N[a) = |af?

esto es, |a|? nos da el nimero medio de fotones en el campo. Las fluctuaciones
en el nimero de fotones resultan

= 1/2
AN = (W)Y
resultado caracteristico de un proceso de Poisson. De hecho, en una medicién del
numero de fotones del campo, la probabilidad de detectar n fotones es
2n N
2 a2 e -~V

P, =|(n|a)|"=e o ol =e R
esto es, un proceso de Poisson con media N. Notemos que la incerteza relativa
en el nimero de fotones es

AN 1

N VN
la cual decrece con N.

Puede verse que los estados del campo electromagnético generados por
corrientes eléctricas cldsicas oscilantes son estados coherentes.
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7.3 Emisién y absorcion de radiacién por dtomos

Vamos a considerar ahora un ejemplo simple de interaccién entre particulas
cargadas y el campo electromagnético cuantizado: un dtomo con un electrén
ligado que interacttia con un campo de radiacién.
7.3.1 Interaccién dipolar
El Hamiltoniano de un electrén ligado a un 4tomo en ausencia de campos
externos viene dado por

L 5

Hatomo =—P°+ V(T) (759)
2m

donde V() es el potencial coulombiano que liga el electrén al nicleo, r = |7] y
P = —ihV. En presencia de un campo electromagnético externo, descripto por
potenciales ®(7,t) y A(7,t) el Hamiltoniano adopta la forma

H= % [13 + A, t)] L LV () — (7, 1) (7.60)

donde —e es la carga del electrén (estamos considerando la constante e positiva).
Los campos eléctrico y magnético vienen dados por

B =V x A(7 t) (7.61)
L QAR 1) .
E=——"0"" - Va(i) (7.62)

Vamos a aprovechar la libertad de gauge para simplificar el Hamiltoniano que
describe la interaccién entre el electrén y los campos. Sabemos que los campos
resultan invariantes ante la transformacién

A7 t) = A(Ft)+ Vx(F.t) (7.63)
B(Ft) = B(Ft) - axg;, £ (7.64)
Sea ¥ (7, t) la funcién de onda del electrén y sea R una transformacion unitaria
tal que V'(7,t) = RYU(7,t). La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo
HU(7, 1) = mawgt«, t)

resulta invariante ante esta transformacion, esto es,
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V(7 t
HY(F 1) = in 2 1) g: ),

si

i = RER +in22 R,
ot
Si elegimos

R = exp (—iex(7,t)/h)

puede verse que

H = % Pied(F)| + V) — ed(7.1) (7.65)
donde A’ y @’ vienen dadas por las Ecs.(7.63) y (7.64).

Si no hay fuentes de radiacién cerca del &tomo podemos elegir el gauge de
Coulomb ® =0y V.A = 0, de manera que A satisface la ecuacion de ondas (7.9)
cuyas soluciones vienen dadas por (7.43)-(7.44).

Supongamos que sobre el atomo incide radiacion de longitudes de onda en el
rango del visible. Para dimensiones atémicas tipicas (unos pocos Angstroms) y
longitudes 6pticas tipicas (4000-7000 A) los factores de fase de las ondas k<1,
de manera que podemos aproximar

FLENSE
Asi, sobre la extensiéon del dtomo podemos considerar el potencial vector
aproximadamente uniforme A(7,t) ~ A(t). Esta se conoce como aproximacion
dipolar. De hecho, la aproximacién dipolar también resulta valida en la emision «y
en nucleos, para los cuales r ~ 107 m y A ~ 10~ ?m.

Elegimos ahora la funcién de gauge x(7,t) = —A(t).7. Con esta eleccién
tenemos de las Ecs.(7.63) y (7.64) que

ot t
Asi
i Lo 7B
H' = 5=~ P+ V(r) + erB(1), (7.68)
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-

donde hemos conseguido desacoplar el término de interaccién. d = —er es
el momento dipolar eléctrico del electrén. El Hamiltoniano entonces puede
escribirse como

H' = Hatomo + Hdip

donde Hy;, = —d.E(t H i tomo €s el Hamiltoniano en ausencia de campos (7.59).
p y P

7.3.2 Interaccién de un dtomo con un campo cuantizado

La derivacién hecha para la aproximacion dipolar es vélida tanto para el
tratamiento cldsico como cudntico del campo electromagnético. En ambos casos
el tratamiento del problema de absorcién o emisién de radiacién por parte del
atomo se basa en el uso de teoria de perturbaciones dependientes del tiempo.
En dicho tratamiento se calcula la probabilidad de transiciéon por unidad de
tiempo inducida por el Hamiltoniano dipolar de un estado inicial a un estado
final del sistema. Esta probabilidad resulta proporcional al elemento de matriz
H gy, (considerado como una perturbacion) entre dichos estados, los cuales son
autoestados de sistema no perturbado. La diferencia fundamental entre el
tratamiento cldsico (aproximacién semi-clasica) y cudntico del campo radica en
qué consideramos el sistema no perturbado. En el caso clasico el campo E(t)
en Hg;, es simplemente una funcién del tiempo y los estados del sistema son
los autoestados |k) de Hgutomo (Ec.(7.59)), es decir, las autofunciones del dtomo
hidrogenoide. En el caso de un campo cuantizado, el sistema no perturbado esta
constituido por los autoestados del 4tomo y el campo de radiacién, esto es, el gas
de fotones. Asi, el Hamiltoniano no perturbado estd dado por

HO = Hatomo + Hrad

donde H,,q esta dado por la Ec.(7.39). Los autoestados inicial y final son entonces
el producto de autoestados de Htomo Y Hrad- El operador dipolar d opera sobre el
espacio de estados del primero, mientras que el operador campo eléctrico opera
sobre los estados del segundo.

El tratamiento detallado del caso de campos clasicos, asi como la aplicacién de
la teoria de perturbaciones se llevara a cabo cuando se analicen los fundamentos
del LASER. En esta seccién nos vamos a restringir al anélisis de los elementos
de matriz de Hy;, en el caso de la electrodindmica cudntica y sus concecuencias
principales.

Consideremos un haz de radiacién monocromaética (proveniente por ejemplo
de un laser), es decir, un tnico modo del campo eléctrico de frecuencia w y
polarizacién €
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7l o hw iwt 1 —iwt
E(t) = —i€y/ Ve (ae a'e ) . (7.69)

donde ya hemos aplicado la aproximacién dipolar. Este operador se encuentra
en la representacién de Heisenberg, pero vamos a trabajar en la de Schrodinger,
en la cual el operador de campo viene dado por

E=—_ia/ 27;*; 0 (a - aT) . (7.70)

El Hamiltoniano del campo viene dado por

H, g = hw ala

donde hemos omitido el término de energia de punto cero. El Hamiltoniano de
interaccion entre el 4tomo y el campo resulta

Hgip = d.By (a _at ) 7.71)
donde

= hw \ M2
o= -
0 Z<2V60> ‘

Supongamos que el estado inicial del 4tomo es |I) y que el campo tiene
inicialmente n fotones. El estado inicial del sistema es por lo tanto |i) = [I) |n).
La interaccién dipolar puede causar una transiciéon a un estado final |f;) =
|m) |n — 1), donde |m) es otro estado atémico, mediante la absorcién de un fotdn,
o una transiciéon al estado |f2) = |m) |n + 1) mediante la emisién de un fotén. Las
energias de estos estados son

para li) = 1) |n), E; = E + nhw
para |f1) =1Im)n—1), Ep = En+ (n—1)hw
para |f2) = |m)|n+1), E¢ =En+ (n+1)hw

Recordando que a |n) = /n|n—1) y al |n) = v/n+ 1|n + 1), los elementos
de matriz de la interaccién dipolar resultan por lo tanto, para la absorcién

(fil Haipli) = (m,n — 1| Hgyp|l,n)
= (d-Eo)m/n (7.72)
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y para la emisién

(fo| Haip 1) = (m,n+ 1| Hgp |I,n)
= (d-Eo)puvn+1 (7.73)

donde

(d-Eg)py = (m|d]|l) .Eq

siendo (m|d|l) el elemento de matriz del operador dipolar entre los estados
atémicos |l) y |m).

En ausencia de fotones n = 0, la probabilidad de absorcién es cero, como
era de esperar. Esto es igual que en la aproximacién semi-cldsica: sin campo
externo no hay transiciéon. En el caso de emisién, no obstante, podemos tener
una transiciéon atin en ausencia de fotones. Este fendmeno no tiene contrapartida
semi-clasica. El mismo se denomina emisién espontinea y esta asociado a las
fluctuaciones del vacio, siendo responsable de la mayor parte de la luz visible
que observamos. Sin > 0, la emisién de un fotén adicional se denomina emision
estimulada, siendo este proceso esencial para la operaciéon del LASER.

7.4 Bibliografia recomendada

Notas de Mecinica Estadistica, S. Cannas, Editorial de la Universidad
Nacional de Cérdoba (2013).

Quantum Field Theory, F. Mandl and G. Shaw, John Wiley and Sons (1986).

An introduction to the Standard Model of Particle Physics, W. N. Cottingham
and D. A. Greenwood, Cambridge University Press (1998).

Introductory Quantum Optics, C. C. Gerry and P. L. Knight, Cambridge
University Press (2005).
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CAPITULO 8

TEORIA DE DIRAC: EL POSITRON

8.1 Ecuacién de Dirac

La mecédnica cudntica descripta por la ecuacion de Schrédinger resulta
incompatible con la teorfa de la relatividad especial. Consideremos la ecuacién
de Schrodinger para un electrén en un campo electromagnético’:

m%f —H 8.1)
donde
H= o (pted) —eol) (e>0) 82)
2m
y
i="v

7

Esta ecuacién no es invariante ante transformaciones de Lorentz, como es
evidente si analizamos el caso de una particula libre H = p?/2m. Este capitulo
trata entonces acerca del desarrollo de una teoria cuantica relativista para el
electrén, la cual fue llevada a cabo exitésamente por P. Dirac en 1928.

"Especificado por el potencial vector A y el potencial escalar .
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8.1.1 Cuantizacion

Comencemos con una particula libre. La idea de Dirac fue aplicar las reglas de
cuantizacién canénicas, esto es, reemplazar variables cldsicas por operadores de
acuerdo con E — ihd/0t y p— —ihV, a la expresion relativista para la energfa:

m2ct + c2p2. (8.3)
Un primer intento podria ser la ecuacién

oy
ot
Inmediatamente nos encontramos con el problema de interpretar el operador raiz
cuadrada en el lado derecho de la ecuacién. Si desarrollamos la raiz obtendremos
una ecuacién que contiene todas las potencias del operador gradiente y por lo

tanto una teoria no local. Una alternativa consiste en tomar el cuadrado de la
Ec(.8.3)

ih Vm2ct — (he)2V2 ; (8.4)

E? = m2ct + p?

de donde obtenemos la ecuacién de ondas

1 6? 2 me 2
(52-) - ('
que se conoce como ecuacién de Klein-Gordon. Si bien en la actualidad se utiliza
como modelo para ciertas particulas elementales, las soluciones de esta ecuacién
presentan ciertas dificultades conceptuales, por lo cual fue desconsiderada en la
época como modelo para el electrén.

Dirac decide entonces mantener la derivada primera temporal, asi como
derivadas primeras espaciales. Esto es, utilizar la ecuacién (8.1), con una
expresion para el Hamiltoniano tal que “elevada al cuadrado” reproduzca E? =
m?ct + ¢?p?. La propuesta es entonces

3

H = agmc® + Z a;cp; (8.6)
j=1
donde p; = —ihd/0x}, ala cual vamos a exigir que
3
H? = (mc®)? + ) (cp;)?

7j=1
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Los coeficientes o, evidentemente no pueden ser simples nimeros, ya que
igualando cuadrados obtenemos los condiciones

=1 u=0,1,2,3 (8.7)

2
X

agoptoay,a,=0 p#Fv (8.8)

Si definimos el anticonmutador entre dos operadores A y B como

{A,B} = AB + BA

podemos resumir las Ecs.(8.7) y (8.8) como

{a,zu au} = 25;1,,1/ (89)

Asi, los coeficientes o, tienen que ser operadores independientes y
hermitianos (para que H sea hermitiano) que anticonmutan entre si. Dichos
operadores estaran representados por matrices de dimensién n x n y por lo tanto
1) no serd un escalar, siné un vector de n dimensiones:

¢1 (7?7 t)

(7, 1)
al cual llamaremos espinor, por motivos que quedaran claros mas adelante.
(Cuanto vale n? De las Ecs.(8.7) y (8.8) es facil deducir que Tr a, = 0,
mientras que de la Ec.(8.7) se deduce que los autovalores de los operadores
oy, solo pueden tomar los valores £1. Ambas propiedades nos dicen que n
tiene que ser par. Para n = 2 tenemos las matrices de Pauli, que satisfacen las
relaciones de anticonmutacion (8.9). No obstante, necesitamos cuatro matrices
linealmente independientes y sabemos que las matrices de Pauli, junto con la
identidad, conforman una base del espacio de matrices complejas con n = 2.
Asi, n > 4. Puede demostrartse que para n = 4 existen muchas representaciones
posibles para estas matrices. Una de las representaciones mas usada es la llamada
representacion de Dirac, en la cual se eligen:

. IQ><2 0 L 0 gj .
= ( 0 —Ipwo > o = ( ;0 j=1,23 (8.10)
donde o, son las matrices de Pauli. Con esta eleccién, el operador
H = mcag — ihca. v, (8.11)
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donde & = (041, a9, 043), o)

H=mcay+ca.p (8.12)

se conoce como Hamiltoniano de Dirac y la ecuacién asociada ih0vy /0t = Hp como
ecuacion de Dirac. En presencia de un campo electromagnético tendremos que

H = mcag — ep(7)I1xs + ca.(F + eA) (8.13)
donde
_ 9A
E=-V¢— g
B=VxA

Vamos a demandar de la ecuaciéon de Dirac que: a) mantenga la
interpretacion probabilistica de la mecanica cudntica; b) que reproduzca la
ecuacién de Schrodinger en el limite no relativista y c) que sea invariante ante
transformaciones de Lorentz.

8.1.2 Ecuacidon de continuidad

Sea

Pl =T = (¥1,...,9)) (8.14)

Si multiplicamos la ecuacién de Dirac a izquierda por ' obtenemos

oy he

iyt S = = ol@vy) + vt [m(:?ao — e(F)Lixa + ce d.A| ¢ (8.15)

Si tomamos el conjugado hermitiano de la ecuaciéon de Dirac y la
multiplicamos por ) a derecha obtenemos

t q
—ih %w = e (VpT @)y + ot [chag — ed(T)I4xq + ce &’.A] P (8.16)

i
donde hemos usado que aL = ay,. Restando las Ecs.(8.15)-(8.16) obtenemos
0
il T Taah ) —
= (¢ ¢) +ev. (¢ a¢) 0 (8.17)
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O

op -
“F J= 1
5 +cV.J=0 (8.18)

donde

4
p=vply = Vi,
o=1
Je=cplogy  (k=1,2,3)

Integrando la Ec.(8.18) en todo el espacio y usando el teorema de la
divergencia, tenemos que

ot

Estas propiedades nos muestran que resulta consistente interpretar p como
una densidad de probabilidad y J como una corriente de probabilidad.

a/d?’waw:O

8.1.3 Limite no relativista

Aligual que en el caso de la ecuacién de Schrodinger, las soluciones estacionarias
de la ecuacién de Dirac tienen la forma

W(F,t) = e ()

con

HY(F) = BV (7)

Para una particula libre cldsica, el limite no relativista se obtiene para p < mc,
en cuyo caso

2
22 2 w2 P
P+ (e~ me +

Para la ecuacién de Dirac vamos a expresar los autovalores de la energia como

E=md+E

El limite no relativista va a corresponder entonces a E’ < mc?. Definimos
W7 ) = e () (8.19)
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de manera que

w(f»’t) _ €_im02t/hw/(77,t).

Tenemos
. a¢, ! /
h— =H
o v
donde
H' = H —mc?® Iixa
y

H'(7) = E'p(7).

Consideremos ahora un electrén en un campo externo, esto es

H =ca.x— ep lysq + mcz(ao — I4><4)

Oéo—f4x4=<8 _2?2X2>
/:<90>
X
_ (¥ _ [ s
““(wé) X‘(wa)

donde 7 =g+ edy

Vamos a expresar

es decir

Utilizando la representacién (8.10) la ecuacién de Dirac nos queda

ih;(i)zc&'.ﬁ(i)—ed)(i)—Qm@(2)

esto es,
0
Zﬁa—(’: = cOTX—€ePpp
0
iha—f = cFRp—epx—2mc*x
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Tomando en cuenta que

de la Ec.(8.26) que

x(2mc® + E' +e¢) = cG3.7 ¢,

y en el limite no relativista

G.7 . (8.27)

dp [ 1, ..
ih— 2% =~ |am (¢.7)(c.7) —edp| ¢ (8.28)
Usando la identidad
(3.@)(3.b) = @.b+i.(a@ x b) (8.29)
donde @'y b son vectores arbitrarios, tenemos que
(¢.7)(6.7) = #*4id. (T x 7)
= 72 +eh5 B (8.30)
y reemplazando en la Ec.(8.28) obtenemos finalmente
— —da.B— 31
h(?t 2m(p+eA) +2mUB epl ¢ (8.31)

La Ec.(8.31) es precisamente la ecuacién de Pauli. A diferencia de la teoria de
Pauli, donde estas cantidades se incluyen ad hoc, el spin aparece naturalmente
en la teoria relativista, incluyendo el valor correcto del momento magnético
electrénico

correspondiente a una razén giromagnética g = 2.
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8.1.4 Covariancia, rotaciones y spin

La relatividad especial nos exige que, dados dos oservadores O y O’ ubicados
en diferentes referenciales inerciales describan el mismo evento fisico con
coordenadas espacio-temporales x y 2’ respectivamente. Ambas coordenadas
estan relacionadas a través de una transformacion de Lorentz =’ = ax, o bien

"V =a", o (8.32)
a es lineal y homogenea, y los coeficientes a}, dependen solo de las velocidades
y orientaciones relativas de ambos referenciales, de tal manera que mantienen
invariante el elemento de linea

ds? = N dat dx”

donde
1 0 0 0
0 -1 0 0
=19 o0 -1 o (8.33)
0 0 0 -1

es el tensor métricoy (20, 2!, 22, 23) = (ct, z,vy, 2). La invariancia del elemento de

linea implica la relacién

Tap aau aﬁu = Nuv (834)

Consideremos ahora la Ec. de Dirac para una particula libre correspondiente
al Hamiltoniano (8.11). Multiplicando la misma por ag/c y usando que o2 = 1
obtenemos

0 0 0 1o}
ih (’y 50 + v 9l + v 972 + 7y (%3) P —mey =0 (8.35)
donde hemos definido
70 = o v = agay, r=123 (8.36)

que se conocen como matrices de Dirac.
De las relaciones de anticonmutacion (8.9) se deduce que las matrices de Dirac
satisfacen las relaciones de anticonmutacién

(Y97} = 20" Lixa (8.37)
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De su definicion es claro que las matrices v con v = 1,2,3 son
antihermitianas con (v*)?> = -1 y 4% obviamente es hermitiana. En la
representacion (8.10) estas toman la forma

I 0 i 0 o
0 _ 2x2 i_ ; -
7 ( 0 —12X2> v <_Uj 0 ) Jj=12.3 (8.38)

La ecuacién de Dirac para una particula libre puede ser entonces escrita de
manera compacta como

<ih*y“8iu — mc) =0 (8.39)

A fin de corroborar la covariancia de la ecuacién de Dirac, debemos
comprobar dos requisitos. Primero, debe haber una prescripcién explicita que,
dada la “funcién de onda” v(z) medida por el observador O, permita calcular
la funcién de onda ¢’(z") que describe para O’ el mismo estado fisico. En otras
palabras, necesitamos saber como se transforman los objetos . Segundo, ¢’ (z')
tiene que ser solucién de una ecuacién que adopta la forma (8.39) en el sistema
primado, esto es

(ih’y’” 5‘5’” - mc) ' (2') =0 (8.40)

donde las matrices 7'# tienen que ser también matrices de Dirac.

Vamos a asumir que la relacién entre ¢’(z') y ¢(z) es lineal, ya que tanto la
ecuacion de Dirac como las tranformaciones de Lorentz lo son, esto es ¢/(z') =
S(a)v(x). Mas atin, vamos a asumir que S tiene inversa tal que S~!(a) = S(a™!).
Asi, podemos escribir la Ec.(8.39) como

<ihS(a)’y“S_1(a)i - mc) Y (2') = 0. (8.41)
De (8.32) tenemos que

0 oz’ 0 0

_ _ 14

= =a
ozt Ozt Ox'v K Oxlv

y asi

(ihS(a)’y“S_l (a)a;,

I ox'v

La ecuacién (8.42) es igual a la (8.40) siempre que exista una transformacién
S tal que

— mc> Y (2") = 0. (8.42)
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S(a)’y“S_l(a)aZ =" (8.43)
o bien usando la Ec.(8.34)

S(a)y*S™(a) = aty". (8.44)

Teorema de Pauli: Dados dos conjuntos de matrices de Dirac {7*} y {4"}
existe una matriz no singular S que las conecta: Sy S—1 = 44

Por otra parte, resulta evidente que a*, v son también matrices de Dirac
(satisfacen las relaciones de conmutacién), con lo cual queda demostrada la
coveriancia de la ecuaciéon de Dirac, en tanto la funcién de onda se transforme
como ¢'(z') = Sy(x), donde S viene dada por la Ec.(8.44). La manera de
determinar S es considerar transformaciones de Lorentz infinitesimales

't =gt e, ¥

esto es,

aty = O+ e, .

De la Ec.(8.34) se deduce que los coeficientes A, , son antisimetricos: A\, = =\,
Si asumimos

S = Iyxa + €T,

reemplazando en la Ec.(8.44) y desarrollando a O(¢) obtenemos la ecuacién para
el operador T

AT — TA* = N, ~Y (8.45)

Utilizando las relaciones de conmutacién (8.37) y la antisimetria de los
coeficientes ), se demuestra que una solucién de la Ec.(8.45) es

1 174
T= 23 [ ) (8.46)

Tomemos por ejemplo las rotaciones en R?. Supongamos por simplicidad una
rotacién un dngulo 6 alrededor del eje z:

1 0 0
0 cosf sinf
0 —sinf cosf
0 0 0

a =

_ o O O
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Para un dngulo infinitesimal e tenemos entonces que

)\12 — —AQl -1

y todos los demas coeficientes se anulan. Usando ademds que 7172 = —ymn
tenemos que

T——l __112__1 0 01 0 (0] _3 o3 0
TR T T o e 0 oy 0 )72 0 o3
De esta manera,

1€
S=1+-%
+2 3

_ (o3 O
E3_<0 03>

es el generador de rotaciones infinitesimales alrededor del eje z. Para una
rotacién un dngulo finito finito # tendremos

donde

S — ei923/2

El mismo resultado se obtiene para rotaciones alrededor de los otros dos ejes, de
manera que

- g 0
2:(0 4> (8.47)

es el generador de rotaciones infinitesimales alrededor de un eje arbitrario.
El operador ¥ tiene autovalores +1. Vemos asi que los estados ¢ resultan
ser efectivamente espinores de 4 dimensiones, esto es, objetos que resultan
invariantes ante una rotacién en un dngulo 4, pero cambian de signo ante una
rotacién un angulo de 2.

Por otra parte, si analizamos el conmutador del operador momento angular
L = 7 x jf'con el Hamiltoniano de Dirac para una particula libre

H = mc*ag+ ca.p

es facil ver que
[E, H} — ihe @ X P,
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lo cual nos dice que, a menos que la particula estd en reposo p = 0, el momento
angular orbital no se conserva. Sin embargo, el Hamiltoniano es invariante
ante rotaciones (particula libre). Esto nos dice nos esta faltando considerar otro
momento angular. Es facil ver que

Ao
5 [ZH} — _ihed X P,

de tal manera que
[J, H} —0
donde

-

J=L+:% (8.48)

N S

es el momento angular total y S = h¥/2 se identifica con el operador de spin, esto
es, el momento angular en un referencial en el cual la particula esta en reposo.
Notemos que, a diferencia del caso no relativista, para una particula relativista los
momentos angulares orbital y de spin no se conservan por separado, a menos que
la particula esté en reposo. Esto significa que los autoestados del Hamiltoniano
no serdn en general autoestados del spin. Sin embargo, puede obtenerse un
buen ntimero cudntico si consideramos la proyeccién del spin en la direccién de
movimiento. Definimos el operador direccién de movimiento como

y la helicidad A como

Notando que

y por lo tanto

[H,A] = 0.

La helicidad se conserva y los autoestados del Hamiltoniano pueden ser a la vez
autoestados de A.
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8.1.5 Soluciones de particula libre

Vamos a considerar soluciones de la forma

b = we(F)
donde w es un vector columna de 4 componentes independientes de iy vamos
a considerar ondas planas (7) = €. Tomemos el caso de una onda en

la direccion z: k = ké,. Tenemos que pp(r) = hkyo(r)€, y la ecuacién de
autovalores Hiy = F1 toma la forma

mc? 0 hkc 0

0 mec? 0 —hkc
ke 0 Cnc? 0 w(k) = EBw(k) (8.49)
0 —hkc 0 —mc?

Resulta evidente que los autovectores de esta ecuacion tendran la estructura

(75} 0

U = 0 v = U1
u9 0 ’
0 U2

reemplazando en la Ec.(8.49) obtenemos
mc?  hke Up Up
( hke —mc? ) < Uy > =F < U9 > (8.50)
mc2  —hke U1 U1
< —hke —mc? > ( vy ) =k < Vg > (8.51)

Ambas ecuaciones tienen los mismos autovalores:

E = ++/(mc2)? + (hck)?

de tal manera que E? = m?c* + ¢?p? (p = hk), tal como era de esperar. Los
autovectores correspondientes al autovalor de energia positiva son

hkc 0
W — 1 0 Wy — 1 hkc
! €2 + (hkc)? € 2 €2 + (hkc)? 0
0 —€

y los autovectores correspondientes al autovalor de energia negativa son
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—€ 0
1 0 1 €
Wy = ————— Wy = ———
’ €2 + (hkc)? | hkc ! €2 + (hkc)? 0
0 hkc
donde ¢ = |E| — mc?. Claramente estos son todos autoestados de A(h¥3/2 en
este caso), donde w; y w3 tienen helicidad positiva (autovalor A = 1/2) y wa y wq4
tienen helicidad negativa (autovalor A = —7/2).

La existencia de un espectro no acotado de energias negativas constituye un
problema serio para la teoria de Dirac. En particular, esto implica la inestabilidad
de cualquier 4tomo, ya que ante la interaccién con el campo de radiacién, un
electréon tendria a su disposicién un nimero infinito de estados con menor
energfa a los cuales transigir. Para solucionar este problema, Dirac propuso en
1930 una reinterpretaciéon de la teoria que se conoce como “teoria de huecos”.
En analogia a lo que ocurre en semiconductores, el espectro de particula libre
presenta un gap de ancho 2mc?, entre las “bandas” infinitas de estados con
energias positivas y negativas. Dirac propuso entonces que la banda de energias
negativas se encontraria totalmente ocupada, constituyendo lo que se conoce
como “mar de Dirac”, en analogia al “mar de Fermi”. De esta manera, por el
principio de exclusién de Pauli, los electrones con energias positivas no podrian
transigir a los estados de energia negativa. No obstante, esta interpretacién
implica la existencia de un nuevo fenémeno. Debido a la interaccién con el
campo de radiacién, un electrén en el mar de Dirac puede ser excitado a un
estado de energia positiva +E’ > mc?. Pero esto involucra la creaciéon de un
"hueco” en el mar de Dirac, lo cual equivale a la creacién de una particula de
carga positiva e y con energia +F. De esta manera, deberiamos poder observar
la transformacién de un fotén en un par de particulas de carga opuesta y también
el proceso opuesto: un par de particulas de carga opuesta que se aniquilan con la
consiguiente apariciéon de un fotén. Esta particula de carga positiva, el positrén,
fue observada en 1932 por Carl Anderson. Si aceptamos que la ecuacién de Dirac
describe el comportamiento de cualquier fermién, para cada particula existird
una antiparticula. Esta fue la primera evidencia de la existencia de antimateria.
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CAPITULO 9

LASER

9.1 Introduccion

El material de este capitulo estd pensado para introducir las ideas bésicas que
subyacen en el fenémeno de LASER (light amplification by stimulated emission of
radiation). Estas son, principalmente, las nociones de transiciones estimuladas y
espontineas que tienen lugar entre los niveles de energia de los electrones en su
interaccién con la radiacién electromagnética, y el concepto de estado estacionario
que el sistema atémico alcanza debido al balance entre absorcion y emisién de
energia en presencia de radiacién y un ambiente. Utilizando estos fundamentos,
se describirdn los procesos fisicos que ocurren en la generacién de la radiacién
laser.

Para un gran numero de aplicaciones es suficiente dar a la radiacién
estimulada un tratamiento semiclésico, considerando la interaccién de un 4tomo
cuantico con un campo de radiacién electromagnética clasico. En efecto, este
tipo de enfoque y el cdlculo puramente cuantico de un sistema dtomo-fotones
arroja probabilidades de transicién similares en el cdlculo perturbativo, cuando
el ntimero n de fotones es grande (tal que \/(n + 1) =~ /(n)).

Contrariamente, la tasa de emisiéon espontdnea no puede calcularse con
un enfoque semiclasico. Sin embargo, ésta puede ser determinada mediante
una estrategia debida a Einstein, quien propuso que el equilibrio térmico
de la materia con la radiacién podria establecerse mediante ambos tipos de
transiciones, estimuladas y espontaneas.

Desde el punto de vista de la mecanica cudntica moderna, las fluctuaciones
de vacio del campo electromagnético representan el mecanismo que da lugar
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a las transiciones espontaneas, que necesariamente deben estar presentes para
asegurar el equilibrio térmico. Es interesante aqui resaltar la importancia de
alcanzar alguna intuicién sobre estos procesos, que a pesar de ser sutiles,
se manifiestan en diversidad de fenémenos que van desde la luz a la que
accedemos en las lamparas de uso habitual, hasta los mecanismos microscépicos
involucrados en experimentos de dptica cudntica y los dispositivos cudnticos.

Otro aspecto bésico importante al momento de tratar el problema del laser, es
la descripcién de la evolucion irreversible del sistema observado en la escala de
tiempo de las observaciones (escala macroscépica) y la relacién de esta dindmica
con los aspectos microscépicos asociados con las transiciones electrénicas. Este
tema no serd tratado en toda su extensién, sino que se describira el origen de
las ecuaciones de balance y el significado de sus coeficientes en términos de
probabilidades de transicion.

Estas ideas se utilizardn para describir el laser, como un fenémeno de
amplificacién de la luz en un proceso colectivo en cascada, basado en el
cumplimiento de tres condiciones principales:

e En el material del laser debe haber un par de niveles de energia que puedan
proveer transiciones cercanas a la frecuencia que se desea obtener.

e Debe ser posible crear una inversién de poblaciones en estado estacionario,
en el que el nivel més alto quede mds poblado que el mds bajo, para que la
emisioén estimulada ocurra mas frecuentemente que la absorcién (bombeo).

e Se debe favorecer que se produzcan muchos procesos de emision
estimulada para incrementar la intensidad de la radiaciéon. Para eso debe
disefiarse una cavidad resonante.

Este disefio permite amplificar el campo, favoreciendo que se produzcan
muchas transiciones estimuladas en un proceso en cadena, resonante, donde
cada atomo es ‘forzado” por la radiacién incidente proveniente de otros &tomos,
todos emitiendo con la misma fase y direccién. Asi se puede lograr intensidades
de radiacion elevadas. También se puede seleccionar muy finamente los modos
de oscilacién a lo largo de un eje, descartando los asociados con otras direcciones.
Este procedimiento también permite obtener radiacién con un ancho de banda
caracteristico de la cavidad, que puede ser drasticamente menor que el del ancho
‘natural” debido a la interaccién de los dtomos con otros grados de libertad
externos (ensanchamientos homogéneo e inhomogéneo).
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9.2 Transiciones electréonicas estimuladas y espontaneas.
Coeficientes de Einstein

En primer lugar estudiaremos los dos tipos de procesos microscépicos basicos
mediante los cuales la radiacion interactda con un sistema de atomos. Nos
interesa describir los procesos de absorcion y emision, y obtener la relacién
que existe entre ellos. Estos conceptos son de caracter bésico, y son de vital
importancia en la descripcién de la amplificacion de luz coherente que se produce
en la generacién de luz laser. La descripciéon que daremos del fenémeno
serd mayoritariamente semi-clasica, es decir que consideraremos la interaccién
del campo eléctrico clasico con el momento dipolar eléctrico del d&tomo. Sin
embargo, discutiremos las limitaciones de este enfoque para explicar la totalidad
de los procesos intervinientes, sefialando la necesidad de un tratamiento cudntico
completo de algunos de los aspectos importantes.

Comencemos analizando las transiciones que un electrén atémico puede
realizar cuando el dtomo interactia con la radiacion electromagnética, en un
enfoque perturbativo semicldsico. Esto es, consideramos un dtomo cudntico en
presencia de un campo clésico, representado por un Hamiltoniano con la forma
general

H=Hy+V(), 9.1)

donde Hj es el Hamiltoniano del 4tomo aislado y V (¢) representa la perturbaciéon
originada en el acople del d4tomo con el campo electromagnético externo. En
particular, consideremos la interaccién del momento dipolar eléctrico atémico
con el campo eléctrico externo (aproximacién dipolar). Asumiremos que el
campo es una onda plana, y que las longitudes de onda involucradas son mucho
mas grandes que las dimensiones atémicas, por lo que la perturbacién tendrd la
forma

V(t)=—-d-E(t) = —d - Eg coswt (9.2)

donde d es el operador que representa el momento dipolar del &tomo.
Suponemos que la perturbacién “se enciende” en ¢ = 0, y usamos la teoria de
perturbaciones de primer orden para estimar el comportamiento del 4tomo para
t > 0. Esto es, dados dos estados atémicos estacionarios con energias F,, y E,, la
amplitud de probabilidad de transicién al estado n-ésimo a tiempo ¢, sien ¢ = 0
el sistema estaba en el estado m-ésimo es

1— e%(En—Em—h/.u) 1— e%ft(Em—En—ﬁw)

(Bn — Ep —hw)  (Ep — Ep — hw)

i (£) = 5{nld - Bolm) 9.3)
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DE EINSTEIN

E

n

AN ‘]‘ absorcion estimulada
E

m

E

n
AV a Ve Ve W 4 . o7 .
’VW\'*I A~ €Mmision estimulada

E

m

FIGURE 9.1: Absorcién y emisién estimuladas.

Interpretemos este resultado en téminos de los procesos elementales
involucrados. Supongamos E,, < FE,, entonces cuando E, — E,, ~ hw,
el primer término crece mucho mientras que el segundo permanece mucho
mas pequefio. Entonces existe una probabilidad grande, dada por el médulo
cuadrético del primer término, de una transicién hacia un nivel de energia mas
alto, involucrando absorcién de energia. En términos de fotones, el sistema
absorbe un fotén del campo electromagnético y realiza una absorcion estimulada.
Analogamente, si F,, < E,,, entonces cuando E,, — E, ~ hw el segundo término
es mucho mdas grande que el primero, representando una transicién hacia un
estado con energia mas baja. Este proceso corresponde a una emisién estimulada.
La Figura 9.1 ilustra estos procesos elementales.

Cuando en el célculo de la amplitud de probabilidad de transicién entre
dos niveles de energias E, y E,, consideramos que el dtomo estd acoplado
cudnticamente con un modo de frecuencia w del campo electromagnético,
encontramos que la amplitud de probabilidad es proporcional a la siguiente
expresion, segtin la teoria de perturbaciones de primer orden !:

i(Ep— B —lw)t /i (B —Ep—Tw)t /i

9l —e

n1/21—€
E,, — E, — hw

_ 1/
FoR o — (n+1)

(9.4)

A (t)

!Consultar por ejemplo C. Gerry and P. Knight, Introductory Quantum Optics, Cambridge
University Press (2005).
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Para obtener (9.4), se considera que el sistema no perturbado es el sistema
formado por el &tomo y el campo de radiacion. Este sistema es perturbado por el
Hamiltoniano de acople de la forma de la Ecuacién (7.71).

El resultado (9.4) también puede ser analizado para los casos E, > E,, y
E,, > E, en la misma linea que el resultado semiclésico anterior, y verificamos
que predice, ademads de emision y absorcién estimuladas como en el caso anterior,
la existencia de emisién espontdnea, asociada con el segundo término cuando
n = 0. Es decir, existe una probabilidad de que el electrén realice una transicién
radiativa hacia niveles de energia menores, atin en situaciones en las que el
campo electromagnético circundante no posea ningtn fotén (n = 0). En el estado
de vacio del campo existen atin fluctuaciones del campo eléctrico y de la energia
del punto cero que representan un mecanismo de perturbacién cuéntico capaz
de provocar las transiciones espontdneas. En la Figura (9.2) se esquematiza este
proceso, en el que el electron decae ‘espontdneamente” emitiendo un fotén hacia
el campo.

E
" fiw
AVAVAVAV, J
Em
FIGURE 9.2: . Emisién espontdnea. El electréon atémico decae emitiendo un fotén

espontdneamente.

Las transiciones estimuladas son de vital importancia para la implementacién
de un laser, como veremos mds adelante. En este caso, el campo electromagnético
“gana” la energia fw del &tomo. Podemos decir que entra un fotén y salen dos.
Esto permite la posibilidad de amplificacion de luz coherente. Veremos que si
somos capaces de crear una situacién estacionaria en la que la poblacién del
estado de mayor energia supere a la poblaciéon del estado de menor energia,
entonces puede producirse una cascada de transiciones abruptamente, ya que en
cada transicién el campo gana un fotén con las mismas caracteristicas (frecuencia,
fase y direccién de propagacion).

El tratamiento realizado hasta aqui ha servido para identificar mecanismos
microscopicos que subyacen en la interaccién cuantica de un atomo con
un campo electromagnético. Las amplitudes de probabilidad obtenidas son
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dependientes del tiempo y no son consistentes con estados estacionarios o de
equilibrio. El resultado proviene de haber considerado el sistema cudntico
cerrado (libre de influencias ambientales). Resta entonces tener en cuenta en
el andlisis los procesos disipativos originados en la interacciéon del atomo con
un ambiente, ademads de la radiacién externa. Esta interaccién es responsable
de la existencia de un tiempo de vida finito de los estados atémicos, y su
inclusion permitird explicar la absorcién y emisién de energia por parte de los
atomos. En estas notas consideraremos las fluctuaciones del vacio como los
efectos ambientales, que dan lugar al “ensanchamiento natural” de los niveles
de energia atémicos.

9.3 Ecuacion de balance (ecuacién maestra)

Un aspecto importante sobre el que se basa la descripcion del laser es el
de los procesos irreversibles mediante los cuales un sistema puede absorber
energia del campo y emitir energia hacia el mismo en una situacién global
estacionaria. El andlisis de este aspecto de la fisica involucra la discusién de
la relacién existente entre la descripciéon de la dindmica microscopica regida
por ecuaciones reversibles temporalmente, y las leyes macroscépicas que son
de carécter irreversible. La teoria de sistemas cudnticos abiertos se propone
desarrollar un marco general para analizar la dindmica de sistemas que no
evolucionan unitariamente como consecuencia de su acople con un ambiente
no controlado, con el que puede intercambiar energia y coherencia. En este
marco, para una gran cantidad de fenémenos fisicos, entre los que se cuenta
la interaccién de la luz con sistemas atémicos, es posible describir la dindmica
observada por medio de una ecuacion diferencial para el operador matriz
densidad del sistema observado pg, derivada en el contexto de los procesos
Markovianos. Las suposiciones centrales contenidas en la derivacion de esta
ecuacioén son la de acople sistema-ambiente débil y ambiente disipativo .

Consideremos un atomo interactuando con un sistema no observado R. El
Hamiltoniano del sistema completo es

H=Hg+ Hgr+ Hsp (9.5)

donde Hg y Hp son los Hamiltonianos del sistema atémico y del ambiente o
reservorio, respectivamente, mientras que Hgg representa la interaccion entre
ambos subsistemas 2. Partiendo de la ecuacién (4.25), y aplicando la condicién

’La interaccién puede tener la forma general V = >, Q; ® Fj, siendo Q; y F; operadores
tensoriales que operan en los espacios de Hilbert del &tomo y R respectivamente.
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de markovianicidad, es posible derivar la ecuacién maestra cudntica markoviana

para el operdor densidad reducido del sistema atémico®
Opg(t I
p;t( ) _ —12 dt'Trg [Hsr(t)1, [Hsr(t')1, ps(t) @ pr]] - (9.6)
0

La aproximacién que lleva a la ecuacién maestra (9.6) es esencialmente la de
acople débil y correlaciéon cudntica débil entre el sistema de interés (en este caso
el atomo) y el reservorio. Esta condicién implica que los tiempos de evolucién del
sistema hacia el equilibrio son muy largos en comparacién a los tiempos internos
de pérdida de correlacién del bafio (esto equivale a considerar que el bafio
térmico disipa la informacién que proviene del sistema en una escala de tiempo
T que es muy corta en comparacién con la escala en que se puede observar al
sistema atémico). Como consecuencia de dichas suposiciones sobre la naturaleza
de los sistemas y de la interaccién entre ellos, la ecuacién maestra describe la
evolucién de pg(t) en una escala de tiempo caracterizada por intervalos At tales
que 7 < At <« Ty, donde 77 simboliza un tiempo caracteristico de la evolucién
del sistema observado *.

Cuando la ecuacién (9.6) se proyecta en la base de Hg, se obtienen las
ecuaciones de balance o ecuaciones de Pauli (ver K. Blum, 2012) para las
probabilidades p,, de encontrar al electrén del 4tomo en los diferentes estados
accesibles

% = Z Wim Dn — Pm Z Wi 5 (97)
n#m n#m

donde W, es la probabilidad de transicién por unidad de tiempo, desde el

estado de energia F,, al estado con energia F,,. Estas tasas de transicién son

independientes del tiempo y corresponden al limite perturbativo (regla de oro de

Fermi). Este sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas,

con coeficientes constantes representa la evolucién temporal irreversible de

la probabilidad de encontrar al 4tomo en los diferentes estados de energia.

3Ver por ejemplo H. Breuer and F. Petruccione, The thoery of open quantum systems, Oxford (2002)

“Fisicamente, son las fluctuaciones del Hamiltoniano Hsg, caracterizadas por un tiempo de
correlacion, las que definen la tasa con que el sistema observado disipa hacia el ambiente. Ver
por ejemplo A. Abragam, The Principles of Nuclear Magnetism, Clarendon Press, Oxford (1961)
(capitulo 8). La suposicion de la existencia de la escala de tiempo intermedia At se conoce en
la literatura como hipétesis de coarse grain. Cuando, con criterios similares a los usados en la teoria
de perturbaciones, se eliminan los términos ‘no-seculares’ rapidamente oscilatorios, la ecuaciéon
(9.6) adopta la forma general que debe tener toda ecuacién que describa una evolucién no-unitaria
markoviana, es decir la forma de un generador de un semigrupo dindmico cuantico (conocido
como generador de Lindblad).
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Aplicaremos esta descripcién a un conjunto de a&tomos en una cavidad radiante.
Alli, el reservorio es la radiacién de equilibrio y la interaccién proviene del
acople del momento dipolar eléctrico de los dtomos con el campo eléctrico de
la radiacién.

Las transiciones generadas por el acoplamiento del &tomo con el reservorio
del campo electromagnético del vacio producen transiciones de emisién pero
no de absorcién espontdneas. Para el modelo de dtomos de dos niveles que
consideraremos mads adelante, la ecuacién maestra que representa la dindmica
del electrén en presencia del ambiente tiene un solo término. Luego, se sumard
como proceso independiente la accién de la radiacion.

Sabemos de la teoria cudntica que las tasas de transicién calculadas a partir
de la teorfa de perturbaciones son véalidas en una escala de tiempo muy corta,
esencialmente lo suficientemente corta como para que la condicién inicial no
haya cambiado apreciablemente. Por otro lado, la ecuacién (9.7) representa
la evolucién en la escala de tiempo macroscépica, es decir la escala de la
observacién. Asi, interpretamos que la ecuacién maestra markoviana implica la
posibilidad de ‘extender” la descripcion de la dindmica a la escala macroscépica,
mas alld de los limites de la teoria de perturbaciones. La validez de esta
descripciéon depende de la justeza de la hipdtesis sobre la naturaleza de la
interaccién entre el sistema y su entorno, que lleva a la condicién markoviana.
En estas condiciones, la dependencia temporal de la matriz densidad y de los
valores de expectacion calculados a partir de ella, se describen en una escala
‘gruesa’ (coarse-graining). La evolucién de los observables queda caracterizada
por parametros de ‘relajacion” cuyos valores estdn dictados por los procesos
microscépicos a través de las tasas de transicion W,,.

Hasta aqui, hemos considerado la interacciéon del atomo con un ambiente
cuantico en equilibrio térmico. Nos interesa ahora estudiar la dindmica
del sistema atémico cuando ademds esta sujeto a la accién de un campo
electromagnético externo, con un Hamiltoniano V' (¢) = —d-Eq coswt de la forma
(9.2). El razonamiento para incluir la radiacién se describe en forma resumida en
la Seccién (9.5) (Apéndice). La estrategia consiste basicamente en:

e Extender la definicién del Hamiltoniano del sistema incluyendo en él el
Hamiltoniano atémico y la interaccion: Hg = Hgy + V (1).

e Utilizar el hecho que en ausencia de procesos de relajacién, la dindmica
de la matriz densidad reducida responde a la ecuacién de Liouville-Von
Neumann. Entonces se asume que la acciéon de la radiacion externa entra
en la descripcion en la forma de la ecuaciéon de Liouville-Von Neumann, es
decir la radiacién externa no modifica los procesos disipativos originados
en el acoplamiento 4tomo-ambiente.
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e Incorporar la acciéon de la relajacion de manera similar que en la derivacién
de la Ec.(9.7).

De esta forma se considera la interaccién del atomo con la radiaciéon
electromagnética en presencia de los procesos de relajacion debidos al acople
con el ambiente y es posible describir la potencia de la radiacién absorbida o
emitida por parte de los 4tomos interactuando con el campo electromagnético °.
En estas condiciones, la ecuacién maestra contiene las contribuciones de los dos
procesos, asumidos independientes: emision espontdnea y absorciéon y emision
estimuladas. Por simplicidad, asumiremos que el espectro de energias del 4tomo
tiene solamente dos niveles,

d

% = [Wflp + W(w)21] p2 — W(w)12 p1

) (9.8)
% = —[Wip + W(w)zl] P2 + W(w)12 p1,

donde WQSIP es la tasa de las emisiones espontdneas, mientras que W(w)i2 y
W (w)21 representan respectivamente las probabilidades de transiciéon por unidad
de tiempo de absorcion y emision estimuladas, debidas a la radiacién aplicada de
frecuencia w

|d12 - Eof? gl
Wwhe =Wl = == =y 2 - )
donde wy = EQgEl y di2 =< 1|d|2 > es el elemento de matriz del momento

dipolar y v es el ancho de la Lorentziana que depende de los mismos procesos
fluctuacionales que dan lugar a Wzslp , es decir las fluctuaciones de vacio en
nuestro caso.

En la ecuacién (9.9), aparecen los dos procesos que controlan la dindmica
del 4tomo: la emisién espontdnea que define una tendencia a despoblar el nivel
superior, y la emision y absorciéon estimuladas, con igual tasa de transiciéon. La
presencia de la emisiéon espontdnea asegura que el sistema podra llegar a una
situacion estacionaria con “poblaciones” o niimeros de ocupacion distintos. En

°Para un tratamiento de la ecuacién maestra markoviana a partir de la dindmica de la matriz
densidad reducida del sistema atémico, ver por ejemplo el capitulo 8 del texto de K. Blum, Density
Matrix Theory and Applications, 3°"* edicion. Mas especificamente, es posible deducir una ‘ecuacién
maestra de la éptica cudntica’ para la matriz densidad reducida, que contiene naturalmente en su
expresion los operadores que representan las transiciones estimuladas y espontaneas. Para ello se
considera la interaccién del 4&tomo con la radiacién cuantizada (ver por ejemplo, H.P. Breuer and
F.Petruccione, The Theory of Open Quantum Systems, Oxford University Press (2002), Capitulo 3, W.
Louisell, Quantum Statistical Properties of Radiation, ]. Wiley, New York (1990) .
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el caso de la radiacién térmica de una cavidad a temperatura 7, la emisién
espontdnea asegura la llegada al equilibrio térmico.

Expresando el campo eléctrico medio en funciéon de la energia
electromagnética promedio, u(w) = %LEy(w)? y promediando sobre todas
las direcciones de polarizaciéon y todas las direcciones de incidencia del campo
eléctrico, la ecuacién anterior resulta ©

wd?

W(w)ig = W(w)21 = W

u(w)f(w), (9.10)

donde d = |d;2| y hemos definido la funcién de distribucién normalizada

7 : 9.11)

1
)= T

La radiacién incidente no es aproximadamente monocromadtica, sino que tiene un
espectro de frecuencias incoherente, con una distribucién en frecuencias mucho
mas ancha que f(w), centrada en wy. Dado que estamos considerando que la
radiacién es incoherente, la probabilidad de transicion total (debida a todas las
componentes del espectro) es aproximada por la suma de las probabilidades
de transicién individuales, es decir la integral de (9.10) sobre todo el rango de
frecuencias 7. Asi, definiendo la funcién F(w) = 37Erdr2 u(w), la tasa de transicion

de los procesos estimulados se escribe

v
Wi = dw F 9.12
2 / (w—wo)?+72 ©12
Si la intensidad de la radiacién incidente tiene un ancho mucho mayor que 7,
entonces el resultado es muy bien aproximado por la integral de la funcién
Lorentziana multiplicada por el factor F(wp), es decir 8

wd?
W1E2 = WZEl = Wu(wo) = Boju(wp) = Brau(wp) , (9.13)
donde hemos definido los coeficientes
wd?
By1 = By = .
21 12 Sl

SVer por ejemplo en D.J. Griffiths, Introduction to Quantum Mechanics, Prentice Hall (1995).

"Bajo esta suposicién, obtenemos la probabilidad de transicién por unidad de tiempo como
suma de probabilidades y no sumando previamente amplitudes de probabilidad.

¥Notemos que para alcanzar el resultado (9.13) debemos suponer que la funcién Lorentziana es
muy aguda, es decir que v << wp. Bajo esas condiciones podemos extender el limite de integracién
a —oo y usar la normalizacién.
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Entonces la ecuacion de balance para el sistema de dos niveles sujeto a radiacién
es de la forma

d
—CZI = [Wip + Boju(wp)] p2 — Baru(wo) p1 - (9.14)
o dpr  dpy .
En el estado estacionario se cumple e a 0, de donde surge la condicién

para los coeficientes
p3 A1 — Boy[piu(wo) — pSu(wo)] =0, (9.15)

donde hemos denominado A3 = Wsy. Por razones histéricas, Az y B2 se
denominan coeficientes de Einstein.

Los mismos resultados se obtienen cuando la radiacién incidente corresponde
a la radiacion térmica de equilibrio, y en un caso general, ambos tipos de
radiacién podrian estar presentes,

u(w) = u(w)r +u(w)g, (9.16)

es decir que en un experimento tipico la densidad de radiacién es suma de la
radiacién térmica y de la radiacién proveniente de fuentes externas. Por ejemplo,
podriamos transmitir un haz de radiacién a través de una cavidad a temperatura
T,y medir la fraccién de la intensidad inicial que sobrevive.

Es posible encontrar relaciones importantes entre los coeficientes de Einstein,
A21 vy Bai, considerando la situacién de equilibrio térmico del dtomo con la
radiacién térmica circundante. Para ese caso, las probabilidades de ocupacién
estacionarias de los niveles corresponden al equilibrio térmico, y u(wp) es la
densidad de radiacion térmica de Planck, u(wp) = u(wo)r

hw 1
T
P51 [A21 + Baru(wo)r] = pi? Baru(wo)r. (9.18)
De la ecuacién anterior podemos despejar el valor del coeficiente As; en
(B1—E9) —hv
funcién de By;. Teniendo en cuenta que p5’/p{? = e *s7 = e*sT, se obtiene
directamente la relacién entre los coeficientes:
hw3
A21 == 3702321 . (9.19)
T

Histéricamente, Einstein plante6 la condicién de equilibrio (9.18) con
coeficientes Bis y B2 en principio diferentes (atin no se habia desarrollado la
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mecdanica cuantica). De la comparacién entre la densidad de radiacion wu(wo)r
extraida de (9.18) con la correspondiente distribuciéon de equilibrio de Planck,
surge que la igualdad a todas las temperaturas es posible tinicamente si By =
By y vale la relaciéon (9.19).

Antes de utilizar ecuaciones de balance del tipo de (9.15), conjuntamente con
los coeficientes de Einstein, para el estudio de diversos procesos radiativos, es
conveniente examinar las naturalezas y magnitudes relativas de los tres tipos de
transiciones radiativas, de tal forma de poder realizar aproximaciones adecuadas
para procesos especificos.

A partir de la Ec.(9.18) podemos despejar el cociente de las probabilidades
de transicién por unidad de tiempo de los dos tipos de procesos, estimulados y
espontaneo, en funcién del nimero medio de fotones correspondientes al modo
de frecuencia wo, ny,:

B 1
u(wo)TBrz _ My = (9.20)
An (herg)
ekl —1

A temperatura ambiente, T = 300K, n,, = 1 para la frecuencia w§ = 3 x 1011571,

6 equivalentemente 7w /kpT ~ 0.7. Asi,

e Para frecuencias wy < wf, hwy < kT (ny, > 1) y por lo tanto Ay <
Bisu(wo)r (microondas y radiofrecuencias).

e Para frecuencias wy > wf, hwo > kT (n., < 1)y por lo tanto Ay >
Biau(wo)r (infrarojo cercano, visible, ultravioleta, rayos x).

Asi, vemos que en el rango visible, las transiciones radiativas espontdneas son
mucho més probables que las estimuladas térmicamente. Por lo tanto, en este
rango de frecuencias es aceptable descartar la radiacién térmica estimulada
a temperatura ambiente, conservando solamente la radiacién proveniente de
fuentes externas.

9.4 El fenémeno LASER

9.4.1 Propiedades direccionales de los coeficientes de Einstein

Las propiedades direccionales de los coeficientes de Einstein pueden ser
resumidas en la Figura 9.3

La luz producida por emisién estimulada en atomos excitados surge en el
mismo modo k que la luz que provoca la emisiéon estimulada. Asi, la emisién
estimulada tiende a amplificar la intensidad del haz incidente. Por otro lado,
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atomo en estado

S fundamental
haz incidente

B —

probabilidad de absorciéon B, u

—_
> .

atomo en estado

excitado
_

AV aVve Ve W 4

_— > . .z .

emisién estimulada B, u
—_

emision espontanea A,

—

FIGURE 9.3: . Propiedades direccionales de los procesos de transicién fundamentales.

la radiacién espontdnea es completamente independiente de la luz incidente,
por lo que la direccién de propagacion, polarizacién y fase de la luz emitida
espontdneamente son arbitrarias. A medida que el haz atraviesa el gas atémico,
los procesos de absorcién remueven fotones. Los dtomos asi excitados vuelven
eventualmente a sus estados fundamentales, reponiendo fotones en el haz por
emision estimulada. Si tinicamente ocurrieran estos dos procesos estimulados,
el haz pasaria a trvés de los 4tomos sin cambios de intensidad una vez que se
lograra un estado estacionario. Sin embargo, dado que una parte de los fotones
es re-emitida espontdneamente en todas las direcciones, una fraccién

Aoy B 1
Aoy + Boju 14 -

£l

(9.21)

de la luz absorbida se dispersa. En la ecuacién anterior

h’w?’
= y usBo1 = Ag;.

Ug = ——
5T 263

Este proceso de “scattering” es la fuente microscépica de la absorcion de luz del
haz incidente durante su pasaje a través del gas atémico.
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9.4.2 Excitacion dptica de “atomos de dos niveles”

Los estados atémicos excitados en el rango visible tienen escasa poblacion
térmica (probabilidad de ocupacién) a temperatura ambiente, en el estado de
equilibrio. Consideremos atomos con un estado fundamental de energia F;
y un estado excitado correspondiente a frecuencias visibles o mayores, de
energia Ey. Se puede lograr una excitaciéon selectiva por irradiaciéon con luz
de una fuente externa de frecuencia w = (E2 — E1)/h, y considerar al sistema
aproximadamente como un sistema de dos niveles (méas adelante trataremos el
caso de tres niveles al discutir el fundamento del LASER). A partir de la ecuacién
(9.8) y el razonamiento posterior, la ecuacién de balance para este sistema de dos
niveles es de la forma:

oy _ _aMy _ NyA + (N — Ni)Bu (9.22)

dt dt

donde hemos denominado Ny y N» a los niimeros medios de ocupacién de los
niveles de energia, y omitimos los subindices en los coeficientes de Einstein;
u es la densidad de energia a frecuencia w en un haz de luz provisto por una
fuente externa. Asumimos que u corresponde a un modo electromagnético
de una cavidad con direccién y polarizacién bien definidas. Suponemos que
u es una cantidad fija, independiente del tiempo y la posicién en la cavidad.
Consideremos en primer lugar, el estado estacionario de la Ec. (9.22), es decir

N3A+ (N5 — N{)Bu=0. (9.23)
Aplicando en la ecuacién anterior la relaciéon u,B = A resulta
Nius + (N5 — N{)u =0 (9.24)

Teniendo en cuenta que N + N5 = N, podemos obtener finalmente los valores
de equilibrio de las poblaciones de los niveles de energfa:

A+ Bu Us + U 1+ Bu/A

= N = N = N 9.25
'™ A+2Bu us + 2u 1+2Bu/A 025

Ne — Bu No_ U _ Bu/A
27 A+2Bu’ us+2u  1+2Bu/A

(9.26)

La Figura 9.4 ilustra la dependencia de los ntiimeros de ocupacién con la
densidad de energia. Alli se ve que recién para valores muy grandes de la
densidad de energia las poblaciones estacionarias se igualan.
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FIGURE 9.4: . Poblaciones estacionarias de los niveles en funcién de la energfa del campo.

Ahora analicemos la dindmica de las poblaciones de los niveles de energia. La
solucién de la Ec.(9.22), junto con N = N; + N arroja:

Ug + U
Uus + 2u

Ug + U
Us + 2u’

Ni(t) ={N1(0) = N } exp{—(A+2Bu)t} + N (9.27)
Si suponemos que en ¢t = 0 (al encenderse la ldampara externa) todos los dtomos
se encuentran en el nivel fundamental, el niimero medio de dtomos en el nivel

excitado es

Na(t) = N- i 5{1— exp{~(A+2Bu)t} = N5{1 - eap{~(A+2Bu)t}. (9.28)

Vemos que ambas poblaciones alcanzan sus valores de equilibrio
exponencialmente con la misma tasa de relajacién

Tp'=A+2Bu (9.29)

La energia es transferida a los &tomos desde el haz de luz cuando es recién
encendido, y crece la poblacién del estado excitado, hasta que se produce un
estado estacionario en el que los procesos de absorcién y emisién se equilibran.
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1,0 4+
Zt'\l
= 0,5+
ZN
0,0 f f
0 2 4 6
(A+2Bu)t
FIGURE 9.5: . Relajacién de la poblacién del nivel excitado al valor del estado

estacionario

Este proceso de equilibracién ocurre por la influencia combinada del campo
externo y los procesos de relajacion descriptos por las ecuaciones de balance.
Un anédlogo ‘mecanico’ al proceso de abosorcién de energia electromagnética
del campo por parte de los d4tomos lo encontramos en la absorcién de energia
por parte de un resorte en oscilaciones amortiguadas forzadas. Alli el proceso
microscépico de relajacion es provisto por los mecanismos que generan la friccién
9. La Figura 9.5 muestra la dindmica de la poblacién del nivel excitado para un
valor de u.

Si ahora se interrumpe la energia del haz, los 4tomos excitados retornan al
estado fundamental debido al proceso de “relajacion” provisto por la emisién
espontanea. Si ent = 0 se corta el haz, entonces

dNs
—= =—-NsA .
p” 2A (9.30)

y la evolucién de la poblacién parat > 0 es

—t

No(t) = No(0) e~ = No(0) eTor (9.31)

°Consultar, por ejemplo, el libro de Mecénica, de Landau y Lifshitz.
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donde T, es el “tiempo de vida radiativo”. Entonces, los dtomos decaen
emitiendo fotones de frecuencia w, y la luz emitida decae en intensidad con
el tiempo caracteristico Ty,. La observacion de este proceso permite medir el
coeficiente de Einstein A.

9.4.3 Atenuacién 6ptica

Los procesos considerados hasta ahora en la seccién anterior, asumen una
densidad de energia radiativa u independiente de la posicién. La atenuacién
de un haz de luz debido a las pérdidas por la emisién espontdnea, hace
que su densidad de energia y su intensidad decaigan con la distancia de
propagacién. Ahora utilizaremos la teorfa de Einstein para derivar expresiones
“microscopicas” para la tasa de atenuacion en términos de los coeficientes de
Einstein. Seguiremos suponiendo que solamente el estado fundamental y el
primer estado excitado estdn significativamente poblados, y consideraremos el
modelo sencillo de d4tomos de dos niveles para estudiar la absorcién de la luz.
Asumimos que el gas estd diluido con indice de refracciéon igual a uno, por
lo que los coeficientes A y B obtenidos previamente considerando el espacio
libre, siguen siendo vélidos, sin necesidad de modificaciones por las propiedades
dieléctricas del gas.

Consideremos un haz de luz consistente en una onda viajera y estudiemos el
proceso de atenuacién desde el punto de vista microscépico. Asumiendo que
se alcanzo el estado estacionario (las poblaciones no cambian con el tiempo),
podemos escribir la ecuacién de balance

NQA = (N1 — NQ)BU. (932)

(Omitimos por simplicidad el supraindice que designa las poblaciones en el
estado estacionario). El lado izquierdo de la ecuacién anterior, expresa la tasa
a la cual se dispersan fotones del haz por emisién espontdnea (los fotones son
emitidos en todas las direcciones). El lado derecho es la diferencia de la tasa con
que fotones del haz se pierden por ser absorbidos y los que son retornados al haz
por emision estimulada. Obviamente, ambos términos deben ser iguales para
satisfacer la condicién de estacionareidad. Esta relacion sera de utilidad para
calcular la tasa de atenuacién, pero antes debemos refinar nuestra descripcién
para tener en cuenta que las transiciones electrénicas no son exacatamente
monocromadticas a frecuencia w, ya que la probabilidad de transicién tiene
un ancho v alrededor de la frecuencia principal, introducido por los campos
fluctuantes del medio circundante, lo que produce un ensanchamiento de
frecuencias de absorcién y emisién, descripto por la funcién de distribucién
o “forma de linea” (lineshape) f(w) (ver Ec.(9.11)), definida de tal forma que
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f(w)dw es la fraccién de transiciones para la cual la frecuencia del fotén emitido o
absorbido cae en un pequefio rango w, w + dw, y estd normalizada, [;* f(w)dw =
1.

Debido a la atenuacion del haz de luz, la densidad de energfa del campo
electromagnético depende de la coordenada correspondiente a la direcciéon de
propagacion, digamos z. La energia, por unidad de volumen, de los fotones que

ha f (w)
%

recién, la tasa con que se pierden fotones de frecuencia w es (N1 — No) Bu(w). Asi,
la tasa neta de cambio de la densidad de energia del haz, en la coordenada = es

estan contenidos en el intervalo (w, w4+ dw) es . Por otro lado, como vimos

(31;(2) = (NlVNQ)Bu(w)f(w)ﬁw . (9.33)
Es decir, en condiciones estacionarias, hay una tasa de pérdida de energia que
depende de la coordenada z, dada por la ecuacién (9.33). Introduciendo en la
ecuacion anterior las expresiones para las poblaciones de equilibrio (9.25) y (9.26),

obtenemos

ou us N

a(z) Bu(w) f(w)hw . (9.34)

- Us + 2u v u
La cantidad de energia dispersada del haz por radiaciéon espontanea, por unidad

de tiempo, correspondiente a un volumen Adz, donde A es el drea atravesada por
el haz, se obtiene multiplicando la expresién anterior por este volumen:

ou Ug
T Ady —
ot dz Uus + 2u

%Bu(w)f(w)thdz . (9.35)

Para expresar la atenuacién en funcién de la distancia, consideramos la
intensidad de energia I del haz, es decir la energia por unidad de area y tiempo
que atraviesa un plano perpendicular a la direccién de propagacién del haz. La
variacién de la intensidad [ a lo largo de la distancia dz puede relacionarse con
la Ec. (9.35) a través del balance de energia por unidad de tiempo en la Fig. (9.6):

du

I(z)A—I(z+dz)A — 5

Adz =0, (9.36)

por lo que se satisface la ecuacién
ol ou
0z ot
Si ademds tenemos en cuenta la relacién existente entre intensidad y densidad de
energia, I = cu, obtenemos finalmente la ecuacién

(9.37)
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FIGURE 9.6: Atenuacion del haz en funcién de la distancia de propagacion.

ol us N I
— = = B hw — . .
e SO 9.38)
Si definimos I = cus y K(w) = g flw) B , la ecuacién anterior se escribe
C
sintéticamente en la forma:
o1 1,1
9: = L2t @ (9:39)
es decir Lo oF

La solucién general de (9.40) es de la forma

= —K(w)z. (9.41)

En el caso limite en el que la intensidad del haz es mucho menor que I, el
segundo término del primer miembro de (9.41) es pequefio, por lo que podemos
aproximar la dependencia de la intensidad con la distancia por
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I(z) = 1(0)e KW= (9.42)

La ecuacién anterior revela que el haz va atenuando su intensidad con la
distancia exponencialmente, y que este comportamiento esta caracterizado por
el coeficiente de atenuaciéon K (w). Para un gas de dtomos de dos niveles, el haz
siempre se atentia ya que N; > Ny, y la diferencia de poblaciones no puede ser
invertida. Veremos que este objetivo puede lograrse considerando un sistema de
niveles atémicos mds complejo, por ejemplo un sistema de tres niveles de energia.

9.4.4 Inversién de poblaciones. Amplificacién 6ptica

Si el nimero de atomos excitados , Na, puede ser hecho mas grande que el
numero de 4tomos N; en el estado fundamental, entonces se podria lograr que
la intensidad del haz crezca con la distancia recorrida a través del gas, es decir
tendriamos un coeficiente de atenuaciéon negativo (ver Ec.(9.33)). La condicién
Ny > Nj se denomina inversién de poblaciones (o temperatura negativa). Ya vimos
que esta condicién no puede lograrse mediante absorcién resonante de luz en
el esquema simple de dos niveles. Sin embargo, la inversién de poblaciones de
un par de niveles de energia puede lograrse en experimentos que utilizan uno o
mas niveles adicionales de energfa. Discutiremos el caso mas simple, es decir un
sistema de tres niveles de energia no degenerados.

Consideremos un sistema de tres niveles de energia Fi, Es, y E3, no
degenerados, con poblaciones Ni, No y Ns. El tercer nivel no es un “nivel
laser”, sino que es utilizado para transferir efectivamente poblacién al segundo
nivel, por lo que se trata de un nivel ancho (o un conjunto de niveles anchos),
con tiempo de vida corto. Mediante aplicacién de radiacién de banda ancha
alrededor de la frecuencia correspondiente a los niveles F3 y Fi, es posible
excitar dtomos desde el nivel fundamental hasta el tercer nivel. Los atomos
excitados a este nivel superior decaen rapidamente al segundo nivel mediante
procesos no radiativos, entregando la energia a la red (por ejemplo en forma
de Vibraciones)lo. El segundo nivel es metaestable, y los d4tomos de ese nivel
decaen al nivel fundamental luego de un tiempo mayor que el tiempo de
vida de ese nivel (relativamente largo comparado con el del tercer nivel),
emitiendo luz correspondiente a la frecuencia wy = % Como veremos
enseguida, incrementando la tasa de bombeo es posible invertir las poblaciones
de los niveles E; y Ej, de manera que los primeros pocos fotones emitidos

!9En este tipo de procesos, el 4tomo decae sin emisién de fotones, transfiriendo su energia a
otros grados de libertad, como los movivmientos traslacionales, vibracionales o rotacionales de los
atomos o moléculas vecinas.
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espontdneamente pueden generar una reaccién en cadena de transiciones
estimuladas.

E; N,
>
E, R N,
B, U T
E; N,

FIGURE 9.7: Sistema de tres niveles.

De manera andaloga al anélisis del sistema de dos niveles, consideremos ahora
las ecuaciones dindmicas de las poblaciones, e impongamos la condicién de
estacionareidad:

dN:
7;5 = R(Ny — N3) — T3N3 (9.44)
dN.
ditQ = Bglu(Nl — NQ) =+ T32N3 — T21N2 (945)
dN1
W = Bglu(NQ — Nl) + R(Ng — Nl) + 151 Ny (946)

En las ecuaciones anteriores hemos definido las tasas de las transiciones
espontdneas T3, y T>1. También, asumiendo que la tasa de transicién de salida
del tercer nivel se debe preferentemente a la transiciéon hacia el segundo nivel,
hemos descartado el término 73 N3. Imponiendo la condicién estacionaria sobre
las ecuaciones dindmicas para las poblaciones, es directo deducir una expresién
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para la diferencia de poblaciones estacionaria de los niveles E; y E»

No — Ny _ R(T50 — To1) — T321% (9.47)
N 3RBo1u + 2Bo1uTse + 2RT51 + 132151 + RT3 '
6
Ny — Ny _ R(T3y — To1) — T5211 (9.48)
N (3R + 2T32)321U + 2RT51 + T39151 + R139 ’

En la ecuacién anterior vemos que para que haya inversiéon de poblacion,
necesariamente debe satisfacerse que T3, > T5;. En ese caso, hay una tasa de

bombeo minima
39151

m = -
T3 =1
necesaria para que se produzca la inversion. Suponiendo que se cumple, ademads,

que T35 >> T3, entonces la tasa de bombeo minima es R,, ~ T5;. Bajo las
mismas aproximaciones, la Ec.(9.48)se transforma en

R

Ny — Ny R+ 1Ty
N o 3R+ 2139
Ts2(R + To1)

(9.49)
uBo1

El resultado obtenido para la diferencia de poblaciones estacionaria es
formalmente similar al caso de dos niveles, pero con la importante caracteristica
de que ahora la diferencia puede ser positiva, dependiendo de los valores
relativos de las probabilidades de transicion. Cuando u es muy pequefia
porque la densidad de fotones es muy baja, la inversién de poblaciones es
practicamente independiente de de u, y la diferencia de poblaciones se escribe
aproximadamente
No— Ny  R-Tn
N  R+Ty

Asi, siguiendo el mismo andlisis realizado anteriormente en el caso de
dos niveles, vemos que para valores pequefios de la densidad de energia, la
dependencia de la intensidad de energia como funcién de la coordenada crece
exponencialmente

(9.50)

I(z) = I(0)e%@)= (9.51)

donde G(w) es el coeficiente de amplificacion o factor de ganancia

(R —Tn) N f(w)Bahw

G(w) - (R+ T21) Vv c

(9.52)
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El factor de amplificacion es generalmente pequefio, pero esa caracteristica puede
ser compensada aumentando el recorrido del haz estimulado. Para generar
radiacién intensa utilizando el principio de amplificacion de luz que hemos
discutido, se ubica el medio amplificador (el gas atémico en nuestro caso) en
una cavidad que posee dos espejos enfrentados en los extremos. Los espejos
cumplen dos objetivos. Por un lado, permiten que el recorrido del haz que se
amplifica aumente debido a las reflexiones miltiples (como en un interferémetro
de Fabry-Perot) compensando la pequefiez del factor de ganancia. Ademds,
ajustando la longitud de la dimensién de la cavidad a lo largo de la que
se propaga el haz es posible seleccionar de forma muy precisa un modo de
resonancia de la cavidad, que puede tener un factor de calidad muy alto (ancho
espectral muy bajo). De esa forma es posible lograr que la luz producida en
el amplificador tenga un espectro mucho méas angosto que el ancho natural
asociado con las transiciones espontdneas.

La radiacién que viaja por el medio avanza y rebota entre los espejos es
amplificada y también sufre pérdidas debido a la reflectividad imperfecta de
los espejos, y a otras pérdidas por dispersion y difraccion por tamafio finito de
los espejos. Si las oscilaciones deben ser mantenidas en la cavidad, entonces
las pérdidas deben ser compensadas exactamente por la ganancia. Asi, para
vencer las pérdidas se requiere una minima inversiéon de poblaciones, lo que se
denomina umbral de inversion de poblacion.

Para obtener una expresion para el umbral de ganancia (y por lo tanto el
umbral de poblacién), representemos por d la longitud del resonador y por Ry
y R las reflectividades de los espejos. Sea « la pérdida promedio por unidad de
longitud debido a todos los factores de pérdida distintos de la reflectividad finita.
Consideremos una radiacién con intensidad I, que abandona el epejo M;. Al
propagarse a través del medio, cuando llega al otro espejo el haz es amplificado
por e%?, y también sufre una pérdida, que asumimos representada por la ley
e, La intensidad del haz reflejado en el segundo espejo serd Iy Rae(@~*)?. Un
segundo recorrido a través del resonador y reflexion en el primer espejo lleva a

una intensidad de la radiacién después de un viaje completo de IoR; Rye?(@~)e,
Asi, para que las oscilaciones laser comiencen debe satisfacerse
RiRye?CG=d > 1 (9.53)
6
In(R1R
G>a— n(2;2) . (9.54)

La igualdad da el valor del umbral de ganancia para G (y por lo tanto para la
inversién de poblacién). Cuando el amplificador laser se estabiliza y oscila en
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Coeficiente de atenuacion a

R,
ﬂ Coeficiente de ganancia G
\
=

I,

FIGURE 9.8: Esquema de cavidad resonante.

un estado estacionario con una oscilaciéon de onda continua, vale la igualdad
en la ecuacién (9.53). Si la inversién de poblacién es incrementada el lado
izquierdo toma valores mayores que uno, lo que implica que la ganancia es
mayor que las pérdidas en el viaje completo. Esto resultaria en el crecimiento
de la intensidad en la cavidad hasta que tiene lugar el efecto de la saturacién,
produciendo una disminuncién en la inversiéon (ver Ec.(9.49). Asi, la ganancia
es retrotraida a su valor correspondiente al umbral. Si uno de los dos espejos
es semitransparente, se puede obtener un haz de salida util desde este espejo.
Entonces, las oscilaciones comenzardn cuando la ganancia del material activo
compense las pérdidas, incluyendo la pérdida “intencional” debido a la extraccién
del haz de salida.!! .

El efecto de saturacién es responsable, en el estado estacionario del laser, de
la estabilizacién de la intensidad. Por ejemplo, cuando se d4 un crecimiento
momentdneo de la intensidad con respecto a su valor estacionario, el efecto de
saturacion provocard una disminucién de la inversién de las poblaciones, lo que
implicard a su vez una emisiéon mas débil atenuando el pico de la intensidad.
Similarmente, una caida instantdnea de intensidad se vera amortiguada por un

"Debido a que en general el medio activo tiene una ganancia muy baja, el espejo de salida
debe ser muy reflectivo para favorecer la amplificacién laser. Debido a ello, generalmente la
transmisividad de ese espejo es del orden del 1%.
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incremento de la inversién, inducido por la disminucién de la intensidad.

Finalmente, estimemos la potencia minima necesaria para comenzar las
oscilaciones del laser. El niimero de 4&tomos bombeados por unidad de tiempo
desde el nivel fundamental es R,,, N1, por lo que la energia bombeada por unidad
de tiempo, es decir la potencia P, necesaria para comenzar las oscilaciones es

Ppin = Ry N1hwg ~ To1 N1hwr (9.55)
donde wr = @ Asumiendo que T3 corresponde a la transicién espontanea,
entonces To; = ng,l. Usualmente la inversién de poblacién requerida es muy
pequefia, y N3 es muy pequefio, por lo que la potencia puede ser aproximada

por
N

Prin =~ Tsj?m R. (9.56)

Si tomamos los valores representativos N ~ 1.6 x 1011, T,, = 3 x 10 %seg y
cm P

wr = 3.9 x 101°s71, obtenemos que la potencia estimada te6ricamente es Py, ~
1100

cm3*

Fisica Serie C N° 13/2019 FAMAF-UNC 265



9.5. APENDICE

9.5 Apéndice

En esta seccién se expone de manera sintética el razonamiento para obtener
la ecuacién (9.8), en base al formalismo de la matriz densidad en el regimen
markoviano.

Cuando el dtomo estd en contacto con un ambiente o reservorio, el
Hamiltoniano que describe el sistema completo es de la forma (9.5)

H = Hgs+ Hg + Hgg,

con
Hg = Hy + V (1), (9.57)

donde V(t) = V coswt es el Hamiltoniano que corresponde a la interaccién
del 4&tomo con un modo del campo electromagnético de frecuencia w, Hy,; es el
Hamiltoniano atémico y Hsg es el Hamiltoniano que representa el acoplamiento
del &tomo con el reservorio.

La dindmica del 4&tomo (sistema observado), queda descripta por el operador
densidad reducido pgs (ver Eq. ( 4.25)),

ps = Trr p, (9.58)

siendo p el operador densidad del sistema completo.

La condicién de markovianicidad para la interaccién entre el atomo y
su ambiente implica esencialmente asumir que existe una escala de tiempo
caracterizada por intervalos At en la que es posible describir la dindmica
de ps, tal que 7 << At << Tj, donde 7 simboliza un tiempo de
correlacién caracteristico del ambiente y 7 representa genéricamente un tiempo
de decaimiento o relajaciéon de un observable del sistema observado. El
cumplimiento de esta condicion depende de la naturaleza de los sistemas y su
interaccién, y fisicamente implica que el acople es débil (la correlacién cuantica
entre el sistema y el ambiente es pequefa). Bajo estas condiciones, la ecuacién
(9.6) representa la dindmica del sistema observado.

Los elementos diagonales y no diagonales del operador densidad reducido
del dtomo satisfacen las siguientes ecuaciones, en la base del Hamiltoniano
atémico, en la representacion de Schrodinger '2:

(68 )mm = *%<m|[V(t)7ps(t)Hm> + > (05w Wam = (ps)m Y Winn
m#n m#n

(9.59)

12 Asumimos, como es usual, que V es no diagonal en la base de Hss.
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(p8)n = = (mI[V (1), ps()]1) = Yun (5 (t))n (m#n),  (9.60)
donde Wy, Winn Y Ymn son cantidades constantes, que caracterizan la dindmica
irreversible del sistema observado generada por el acople del sistema con el
ambiente a través de Hsr. Wy v Win, son las tasas de transicion entre los
estados del sistema atémico, mientras que 7,,, representa la tasa de pérdida de la
coherencia (pr)mn 13, Para el caso especifico de nuestro interés, consideraremos
que estos coeficientes estdn asociados con las fluctuaciones del vacio. La
influencia de la radiacién electromagnética sobre la dindmica de (p,) sera
considerada por separado, como veremos enseguida.

Las ecuaciones de evolucién para la matriz densidad reducida son entonces

(s)mm = =3 IV (D), ps Ol + 3~ (05 Womn = (05 (Om > Winn

m#n m#n
(9.61)
y
(P8)mn = _“‘)mn(fos(t))mn_ﬁ<m|[V(t)vPS(t)””>_'Ymn (ps(t))mn (m #n),
(9.62)
donde w;,n, = % La idea es estudiar las ecuaciones (9.61) para los

elementos diagonales (las “poblaciones’). Sin embargo, vemos que la presencia
del conmutador acopla las ecuaciones (9.61) y (9.62). Examinando el término de
radiacién de (9.61), vemos que es de la forma

(8 )i = —% > _{m|V(®)n)(nlpslm) — (mlps|n) (n|V (t)|m)}. (9.63)

Generalmente se asume que V (t) es un operador no-diagonal en la base del
Hamiltoniano atémico. En ese caso, solamente los elementos no diagonales de
la matriz densidad reducida intervienen en la ecuacion anterior. A su vez, esos
elementos satisfacen (9.62).

Por simplicidad aplicaremos este andlisis a un atomo con dos niveles de
energia, en presencia de radiacién dipolar. Supondremos que el acople del
atomo con el ambiente esta asociado preponderantemente con las fluctuaciones

BEn Resonancia Magnética Nuclear (RMN), las tasas de transicién definen el tiempo de
relajacion espin-red 71, mientras que el decaimiento de la coherencia esta reflejado en el pardmetro
conocido como T5.
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de vacio del campo electromagnético, por lo que solamente debemos considerar
transiciones espontdneas desde el nivel superior al nivel inferior, con tasa Wzslp .
Integrando las ecuaciones (9.62) y luego reemplazando en (9.61), obtenemos !4

5
(W —w21)? + 72

[(ps)11 — (ps)22] — (ps)22 Wit

(9.64)
Vemos que el término de radiacién contribuye a la variacién temporal de los
elementos diagonales de la matriz densidad de manera analoga a la contribucién
de la emisién espontdnea, es decir en la forma de balance con una tasa
independiente del tiempo, dependiente del factor de pérdida de la coherencia,
7, originado también en los procesos de fluctuaciones del vacio. Para obtener el
resultado anterior, se hizo uso de la aproximacién secular, es decir se descartaron
términos rapidamente osiclatorios en la integracién de las ecuaciones maestras.
Esta es una aproximacion bésica de la teoria de procesos markovianos. También,
por simplicidad formal se descart6 una pequefia contribucién al corrimiento de
la frecuencia de resonancia proveniente de la parte compleja de los coeficientes
Ymn (conocido como corrimiento de Lamb).
Asi, reagrupando los términos de la ecuacion anterior, se obtienen finalmente
las ecuaciones (9.8)

) ) 1
(ps)22 = —(ps)11 = QTLQ|<2|V‘1>‘2

: : 12V Yy L2V Yy s
(Ps)22 (Ps)11 212 (W — wa1)2 + 2 (ps)n 212 (0 — war)? + 2 + Wai' | (ps)az,
(9.65)
donde identificamos las tasas de transicién estimuladas
Wis(w) = War(@) = o5 |(@IVI1)E——2 (9.66)
12 2 2h2 (w — w21)2 + 72 ' '
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