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0. Introduccién

Lo que sigue es una coleccion —algo ecléctica— de problemas resueltos sobre los temas que se tratan en el curso
de Electromagnétismo I del tercer ano de la Licenciatura en Fisica de FaMAF. El origen de los problemas es
incierto; muchos estan explicitamente en los libros de Jackson, de Griffiths, etc.; otros son manufactura personal
con destino a los examenes. La mayoria figura de una u otra forma en esas carpetas gordas, mohosas y polvo-
rientas que van heredando los encargados de los practicos de sus antecesores desde tiempos remotos; muchas
veces con “soluciones” que dejan mucho que desear aunque el tiempo las haya canonizado. Hay problemas que
se apartan del curriculum usual y tienen su origen en los matices teéricos enfatizados por los profesores con los
cuales, para mi suerte, comparti la materia en 2009-2010, a saber: Oscar Reula y Sergio Dain.

Las soluciones que ofrezco aqui son las que, en su momento, crei entender.

Aunque a veces resulta innecesariamente pesada mantenemos la regla de escribir vectores en negrita, e.g. @, y
no usamos la complicacién Z. xr denota la funcién caracteristica de un conjunto F'; o sea

|1, sipeF
XF(p){o , sipgF

A := B significa que A estd definido por B; A = B, que A es idéntico a B; A ~ B, que A es asintético (bajo
condiciones especificadas) a B. Aqui y alld usamos los simbolos O(..) y o(..); usted deberd encargarse de saber
que significan. El producto vectorial en R3 se denota con A (y no con x).

Algunas observaciones terminoldgicas: la esfera en n dimensiones es para mi el conjunto de puntos que equidistan
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G.A. Raggio

de un punto distinguido: el centro. Denotamos S, a la esfera de radio a. Cuando a = 1 omitimos generalmente
el indice 1 y hablamos de la esfera unitaria (de radio 1). La bola es la regién finita delimitada por una esfera,
la notacién es B, donde a es el radio en cuestién. En dos dimensiones, uso circulo y disco por esfera y bola
respectivamente.

A medida que transcurren los problemas las explicaciones o explicitaciones sobre algunos pasos técnicos (e.g.,
“use el Teorema de Stokes”, “por las propiedades de la rotacién...”) se hacen cada vez mds escasas.

Hay apéndices: “Célculo vectorial”; “Analisis vectorial”; “Polinomios de Legendre”; “Armonicos esféricos”; y
“Funciones de Bessel”.

iPara mi todo es bastante provisorio y lo que sigue muy! Nunca consegui que alguién me informe de algtin
error aunque subconjuntos de lo que sigue circulan libremente entre alumnos. Pero seguramente errores hay. Mi
direccién de correo electrénico figura en la pagina del titulo.

Nota de octubre de 2018: Revisé las soluciones en septiembre y octubre de 2018. Tuve en cuenta algunos de los
comentarios de un revisor anénimo.

1. Analisis vectorial

Problema 1.1 ;Cuales de los siguientes campos vectoriales son libres de fuentes y cuales libres de vortices?
a) A(x) = (2z1 — 2x9, —21 + 429 — 323, — 325 + 623)
b) A(x) = (aNz)/r3; a constante yr :=| z |.

c¢) A(x) =a/(R+a); ayr comoend)ya>0.

a) Con A(x) = (2x; — 2x9, —2x1 + 4x9 — 323, —3x2 + 623); tenemos ‘g‘;‘ll = 2, ‘3‘;‘22 = 4, g—‘;;’ =6yla

divergencia es constante V - A = 12. Ademas

VAA=(-3+3,0-2+2)=0.

Esto sugiere inmediatamente encontrar f tal que A(x) = Vf(x). Y la integracién de estas ecuaciones
diferenciales conduce a f(z1,x9,23) = x% + 223 + 323 — 2x122 — 32223 + ¢ con ¢ un real arbitrario. El
campo es conservativo.

b) En el caso A(x) = (a A z)/r3; a constante y r :=| x ||; conviene quizas escribir A = f(x)v(x), donde
flx) = 1/7“73 y v(x) = a A x. Entonces

V-A=V . (fv)=fV-v+v-Vf,

VAA=VA(fv)=(Vf)Av+fVAv.

V-v=V-(ahz)=z - (VAa)—a - (VAz)=0, yaqueaesconstantey VAxz =0.

VAv=(zx-V)a—(a-V)x+(V-z)a—(V-a)r =—(a-V)x+3a, yaqueaesconstantey V-x =3,
Vi(®) = -3r—*(7—, etc) = —3r 5z, [(a-V)z|; = a,g% = 0j0a¢ = a; .
x Oxy

Entonces
VAv=2a,
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y luego
V- A=v-Vf=-3"z - (ahx)=0,
VAA=-3r"zA(aNz)+2r3a.
Pero,
zA(ahz)=(x z)a— (x-a)x=ra— (x a),
con lo cual

VAA=—r3a+3r 7z -a).

c¢) Enel caso A(x) = a/(r+a); escribimos A = fa con f(x) = (r+a)~t. Se tiene Vf(z) = —(1/r(r+a)?)z.
Con lo cual
V-A=(Vf)-a=-—r"*r+ao) 2z a;

VAA=(VHiha=—r"(r+a)2zra.

Problema 1.2 Describa el campo vectorial

alNx
(anx)-(ahx)

v(x) =

, a constante ,

y calcule su divergencia y rotacion. ;En que region hay un potencial para v y cual es?
Sugerencia: Todo es mds simple si se trabaja en coordenadas cilindricas referidas a a como eje.

Lo primero a observar es que el campo no estd definido en toda la recta que contiene a a.
En coordenadas cilindricas (r, ¢, z), tal que e, coincida con el vector unitario en direccién de a, tenemos

a=uae,, a:=lal, x=re,+ze,, aNx=ar(e,\Ne,) =are, .
Entonces |a A x| =ary
v(r,p,z) = (1/ar)e, , r>0, oseax #caconcéeR.

Pero, siempre en coordenadas cilindricas, para un campo escalar f,

of af of
Vfi==—e+({1/r)z=e,+ - e;;
f=Gr et (15 ept ol es
0 sea que
(1.1) v(r,p,2) =a V.
Es inmediato entonces que V A v = 0; y casi inmediato que V-v = 0 ya que V-V = A y en coordenadas
2

cilindricas este operador contiene solamente una derivada respecto de ¢ que es de segundo orden (%ﬁ =0).

El problema con (1.1) es que la asignacién del déngulo azimutal ¢ no es univoca; para r > 0, (r, ¢ + 2km, z) es el
mismo punto para cualquier k entero. El campo v no es conservativo y no admite un potencial global. Se puede
calcular una integral de linea en un circulo que rodea a a y verificar que no es nula. En cambio localmente, y
en cualquier regién que no encierra trozos de la recta asociada con a si hay un potencial.

Calculemos la integral de linea de v en un circulo C' de radio 1 en el plano ortogonal a a. Tenemos ds = e, dy
y entonces

2m
/ 'u(sc)~ds:a_1/ e, e, dp=2r/a.
c 0
Obviamente todo puede hacerse en coordenadas cartesianas:

a = (an;a) ; aNT = a(*yax70) s ’U(.’B) = a*l(iy/r27x/r2’0) )

Fisica Serie C N° 12/2019 FAMAF-UNC 4



G.A. Raggio

donde r := /22 +y2. Y con ¢(x,y) := arctan(y/x) tenemos 6‘75 =—y/r’y % ¢ =z/r%. O sea que
v(x)=a"'Vo.
Etc.

Problema 1.3 Verifique las relaciones: V-(¢pu) = ¢ V-u+u-Vo; VA(pu) = pVAu+ (Vo) Au; V- (uAv) =
v-VAu—u-VAv;, VA(uArv)=v-Vu—u-Vo+ (V- v)u— (V- u)v; y Viu-v) = (u-V)v+ (v-V)u +
uA(VAY)+ovA(VA).

Escribimos (1, z2, x3) para las coordenadas cartesianas canénicas (z,y, z) y, en general u = (ug, ug,us).

i(szmj):uj%mauf (V) + OV u—u-Vo+ oV u.

V- (gu) = Ox;j ox Oz,

O (puyg

15) ou
[V A(pu)]; = EWTk) €kt ¢ +¢ €kt Z = €jie [Vl w+o [V Aul; = [(Vo) Aul;+6 [V Aul;

ergo
VA(¢pu)=¢V Au+ (Vo) Au .
» Usando que €, es invariante ante permutaciones ciclicas de los indices, y que cambia de signo bajo
transposiciones (permutaciones de dos indices cualesquiera):
O(u Av); O(ugve) Ouy, v« Oug, Ovy
V-(uAv) = ——— = €ipr—? = €ipr——0p + €jpplp —— = €4jk——Vp — €pjt ——1U
( ) oz, ke oz, jke oz, ¢+ €jke k@xj L5k oz, I kjlaxj k

=(VAu)wy— (VAv)gur=(VAu) - v—u-VAv.

OuAv), O(€mnUmVn) O, Ovy,
[VA(uAv)]; = €jre P €5ke 0y = €kt€omn pre Up, + 021 U,
Ou, vy, B ou, vy, Oy, ovy,
- (5gm6k:n - 6jn6km) (axkvn + M“m) - 5jm5kn (axkvn + axkum) 5gn6km (azkﬂn + Mum>

_Owy o Ovk o Oug o O
8xk Uk &vk J axk J 8:z:k

ergo
VAuAy)=(v-Vu—(u-V)o+(V-v)u— (V- -u)v.

= Por un lado tenemos:

_ O(u-v)  O(upvr)  Oug Ovg,
Vv, = 2t ) T o T
Por otro lado,
vy o Ovj Oovy,
[(u . V)’U +u AN (V N ’U)]j = uka? + Ejkeuk(v A ’U)g = ukaixk + GJkgungmn%
0v; Ov, Ov; Ov,
= Uk 75— Dz + €jkeEmnetly oz, = Ukafj + (5jm51m - 5jn§km)uk%

61} ovy, 81) ovy,
Y%y L ov; g2k

8 T ax]’ 8 T 8x]—

Y, entonces intercambiando w con v una férmula andloga. Por lo tanto,

V(u-v)];=[v - Vut+tvA (VAW +[(u-V)o+uA (VA ;

o sea
Viu-v)=(u-Vio+(v-Vut+uA(VAv)+vA(VAU).
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Problema 1.4 Calcule V - v y las componentes de V AN v en coordenadas esféricas. Calcule el Laplaciano en
estas coordenadas.

Calculamos lo pedido y mds para cualquier sistema de coordenadas curvilineas ortogonales. El resultado estéd
consignado en el Apéndice B (pagina 104) cuya notacién seguimos y acd lo demostramos.

(21,2, 23) son las coordenadas curvilinea cartesianas y escribimos (€1, &2,83) = (2,9, 2). J denota el jacobiano
normalizado de la transformacién; o sea:

donde h; son los factores de escala.
Gradiente:

3 3
Vi = Z OV /0x)@; = Y (00)05) (08 /0x;)E; = > (00/0&)(08k/0x5) T s€r

Jj=1 J,k=1 Jk,e=1

3 3 3
= N (00/06)(06/0x;)hy (0w /08) € = Y (9/06)h; & Z(gﬁ) (f%f)

3]
3ok, =1 k,e=1 j=1 Ce

3 3

= (0006 hy t € Sre =Y (0006 e -

k=1 k=1

Divergencia:

Problema 1.5 Determine la solucion general de la ecuacion de Laplace A = 0 en R3 donde v es polinomial de
orden 3 o0 menos. O sea Y(z,y,z) = ij /=0 cj ke’ y* 2" donde la suma es sobre indices j,k, £ con j+k+¢ < 3.

Es inmediato calcular el Laplaciano de ):
Ay = 2{c2,00+¢0,2,0+¢0,0,2} +{c1,20+¢c1,02+3¢30,0}r+2{c21,0+¢01,2+3¢c0,3,0}y+2{c2,01+¢c0,21+3¢c0,03}7 -
Por lo tanto las condiciones sobre los coeficientes son:

€2,0,0 + €0,2,0 + €0,0,2 = €1,2,0 + €1,0,2 + 3¢3,0,0 = €2,1,0 + €0,1,2 + 3¢€0,3,0 = €2,0,1 + Co,2,1 + 3¢0,0,3 =0,

y nada més. De los 20 coeficientes 16 son arbitrarios; en particular los coeficientes cg ,0; ¢1,1,1; €1,0,0 ¥ Sus
permutaciones; ¢1,1,0 ¥y sus permutaciones; son todos arbitrarios. Algunas soluciones son:

o+ Bx 4+ vy + (2 + avy + brz + dyz + cayz , 2t —y?, 3wy — 23, 2y +y2® —20°/3,

y, por supuesto, cualquier suma de multiplos arbitrarios de estas.

Problema 1.6 El campo vectorial K(x,y,2) = (4dayz,22%2 + 2922, 20%y + 2y%2 + 42°) definido en R® es
irrotacional (verifiquelo). Determine el potencial general para este campo.

Es inmediato verificar que VA K = 0 (o le creemos al enunciado) y buscamos un campo escalar f tal que
Vf = K. En tal caso, V A K es automético. Las ecuaciones para f son:

a—f =dzyz , g =22%2 + 2927 , 8—f =222y + 2y%2 + 425,
or dy 0z

Integrando la primera obtenemos
fla,y,2) = 22%y2 + aly, 2) ;
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que introducido en la segunda ecuacion nos da

oo
— =2y2%.
y vz

Luego,
aly,z) =y*2* + B(2) .

Esto introducido en la dltima ecuacién diferencial nos da

ag 3
W _ 4.3
dz 2

y por ende ((z) = z%* + ¢ con ¢ € R arbitrario. Entonces
flz,y,2) =22%yz + 222 + 24 +c.

Problema 1.7 Demuestre que si B C R? es cerrado y acotado con borde suave OB entonces el volumen de B
es igual a 37! [, o x - do.

Apliquese el Teorema de Gauss al campo A(x) = x con V - A = 3 para obtener

3/dV:/V-AdV:/ x-do.
B B oB

Problema 1.8 Use el problema anterior y la representacidn paramétrica del toro dada por (a >b>0)
x:= (a+bcos(t))cos(a), y:= (a+bcos(t))sin(e), z:=bsin(r),

0<a<2m 0<7 <27, para calcular el volumen del toro.

S

Figura 1: El toro

Hay una manera elemental de obtener la férmula para el volumen: corte el toro en alguna de sus secciones
circulares de radio b y extiéndalo a un cilindro recto de base wb? y altura 2ma.

Acé utilizamos la férmula del problema anterior dada la representaciéon paramétrica de los puntos de la superficie
del toro

z(7,a) = ((a+ beos(7)) cos(a), (a + beos()) sin(a), bsin(7)) .

La normal exterior n(7, «) a la superficie del toro se obtiene facilmente cuando oo = 0. En este caso n(7,0) es la
normal exterior a la circunferencia de radio b en el plano y = 0: n(7,0) = b(cos(7), 0, sin(7)). Rotando alrededor
del eje z por a,

cos(e)  sin(a) 0
n(r,a) =n(r,0) | —sin(a) cos(a) 0 | = b(cos(7) cos(av), cos(7) sin(a), sin(r)) .
0 0 1
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El elemento de superficie también es geométricamente inmediato: do = (bdr).([a + bcos(7)] da). Luego, el
volumen del toro es (do = n(r, «)do):

b 2m 2 omh 2
V= g/o da/o dr (a+beos(r))x(r, o) - n(r,a) = T/o dr(a + beos(7))(acos(t) + b)

- %ﬁb {(a2 +b?) /027r cos(7) dr + ab /0%(1 + COS(T)Q)CZT} = 27r§2a {2% + /027r COS(T)QdT} :
)

Ahora, cos(1)? = (1 + cos(27))/2 y entonces fo% cos(7)?dr = 7, con lo cual obtenemos V = 272b%a.
Un desarrollo mas formal del calculo del elemento de superficie do es el siguiente. Calcule los vectores

u= a—m(T, a) = b(—sin(7) cos(a), — sin(7) sin(a), cos(7) , v = a—:c(T7 a) = (a+bcos(T))(—sin(a), cos(a), 0) .
T o
La normal es proporcional a

u A v = —b(a+ bcos(7))(cos(7) cos(), cos(T) sin(a), sin(7)) .

Normalizando y teniendo en cuenta la direccién, se obtiene la n(r, «) dada. Ademds, se tiene

do = /|ul2jv|2 — (u - v)2 drda,

Pero u - v = 0 y entonces do = |u| |v|drda = b(a + beos(7)) dr da en concordancia con lo obtenido geométri-
camente.

Problema 1.9 Muestre con ejemplos que v = V¢, respectivamente v =V A a no son las soluciones generales
de V AN v = 0, respectivamente V - v = 0, si v no tiende a 0 cuando r =|| x || = oo.

Problema 1.10 Considere el campo vectorial
x
A(T) = <_py27p2a17) , T= (xayaz) y P=V $2+y2 ’

en la region G := R3\ {(0,0,2) : 2z € R}. Verifigue que VN A = 0 pero A no admite un potencial. Comente:
iG no es simplemente conexo!
Sugerencia: Calcule la circulacion de A en el circulo de radio 1 en el plano z = 0.

Se tiene cualesquiera sean (x,7) # (0,0) que (0As/0x) = p=2 — 22p3(0p/0x) = p~2 — 222%p~* y

(0A1/0y) = —p~2 + 2y%p~* y todas las demas derivadas parciales que entran en la definicién de la rotacién se
anulan. Entonces (0As/0z) — (0A1/0y) = 0y por ende VA A =0.

La circulacién que se propone calcular es simple. Si C' = {(cos(p),sin(p),0) : 0 < ¢ < 27} es la circunferencia
de radio 1 en el plano z = 0, entonces

A(x) = (—sin(p),cos(p),17), x € C', ds = (—sin(p),cos(v),0)dyp ;

fA-ds:Zﬂ'.
C

Supongamos que existe un campo escalar ® definido en R3\{0} tal que A = —V®; entonces, con el Teorema
Fundamental del Célculo, ya que C' es cerrada:

?iAods:f]{j(V@fds:O.
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Luego no hay ® como se requiere.

Recuerde que para regiones simplemente conexas la ausencia de vdrtices (i.e., rotor cero) para un campo
vectorial es equivalente a que este campo sea conservativo. La regiéon G no es simplemente conexa pues una
curva que encierre al eje z no puede contraerse a un punto en G.

Uno se inclina también — curiosidad de por medio — a ver una contradiccién con el Teorema de Stokes:

(oz)/S(VAA)-df:fCA.ds,

donde S es cualquier superficie delimitada por C. ;Es entonces falso el Teorema de Stokes? El Teorema
de Stokes necesita que S y C estén contenidos en una regién donde A sea continuamente diferenciable. Y
cualquiera sea la superficie S delimitada por C esta es atravesada por el eje z donde A no estd definido (y no
es continuamente diferenciable).

Problema 1.11 En la region D := {z € R3 : a < |z| < b} considere el campo vectorial A(z) = x/r3, r == |z|.
Verifique que este campo es solenoidal , i.e., V- A = 0, pero no existe un campo vectorial B tal que A = VN B.
Sugerencia: Considere la superficie esférica Sgp := {& € D : r = R}, a < R < b, a la cual se le quita un
casquete {x = (x1,22,23) € Sp : x3 > h}, 0 < h < R, de modo que la superficie adquiere como borde a la
circunferencia Cy, = {x € Sgp : x3 = h}. Llamando Er, a esta superficie bordeada y suponiendo la existencia
del campo B, use el Teorema de Stokes

/ A-df = (VAB)-df = B-ds,
ERr,n ERr.n Ch
y pase al limite h — R. Tenga en cuenta que

| B - ds| < méx (|B(y|) x longitud de C}, .
Ch yeCn

Con f(x) = r~3, tenemos Vf(x) = —3r 5z y entonces

xr

T
= =0.
;

V-Az) =V (f(@)z) = f(@)V-z+z- (Vf(z) =3f() +z- (%Sw) =3f(x) -3

Suponemos entonces la existencia de un campo vectorial B cuya rotacién es A y procedemos como se sugiere.
La cota para la integral de linea sobre C}, tiene como consecuencia inmediata (recordando que una funcién
continua en un conjunto cerrado y acotado es acotada)

| B - ds| < méx (|B(y|) x longitud de Cj, < méx (|B(y|) x longitud de Cy, ;
Ch yeCh yeD

de donde se desprende —ya que la longitud de C}, es 2wV R2 — h?— que

lim B.-ds=0.

h—R Ch
Calculamos la integral de superficie. Trabajamos en coordenadas esféricas y entonces la normal hacia afuera en
cada punto de la superficie es x/r y el elemento de superficie es R?sin(#) df dp mientras 6 € [arccos(h/R), 7]
y ¢ € [0,27). Luego,

27 T
: h
/ A-df:/ Rd@/ do Rsin(6) 2 = 2m(1+ =) ;
ER.n 0 arc cos(h/R) R R

y esto converge a 47 cuando h — R.
Concluimos que no existe el campo B tal que A =V A B.
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Observese que la regién D (volumen delimitado por dos esferas concéntricas de radios a y b respectivos) no
contiene el punto 0 y que A como cualquiera de sus derivadas parciales de cualquiera de sus componentes es
finita en todo D. Sin embargo D no posee la propiedad de que toda superficie cerrada puede contraerse (i.e.
defomarse suavemente) a un punto sin dejar D. Basta considerar una esfera de radio intermedio entre a y b.

Problema 1.12 Dado un producto escalar (-,-) sobre un espacio vectorial real o complejo V, demuestre la
desigualdad de Cauchy-Schwarz

Lol <fIHgll > frgeV,

y que hay iqualdad si y solo si f y g son linealmente dependientes.

Primeramente demostramos el “Teorema de Pitagoras” para un producto escalar: Si a,b € V y (a,b) = 0
entonces |la+0b[|? = ||al|?+ ||b|%. En efecto ||a+b]||? = (a+b,a+b) = {a,a)+ (b,b) + (a,b) + (b,a) = {(a,a)+ (b, b).

Ahora pasamos a la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Recordamos que dos vectores a,b € V son linealmente
dependientes si existen nimeros « y 8 (reales si V es real, complejos si V' es complejo) que no son ambos
nulos y tales que aa + Bb = 0. Observese que si uno de los vectores es nulo entonces el par de vectores es
autométicamente linealmente dependiente (a0 + 0.b = 0).

La desigualdad se cumple con igualdad si g = 0; y en tal caso f y g son linealmente dependientes por definicién.
Sea g # 0 arbitrario y h := g/||g|| que es un vector unitario, o sea ||| = 1. Tenemos

f=Chf)yh+{f —(h, f)h} .
W

=:u

Pero (h,u) = (h, f) — (h,(h, f)h) = (h, ) — (h, f)||h]|?> = 0. Por el teorema de Pitagoras
LI = 11 HRIZ + [[all? > ([, HRIZ = (s £ = llgll =219, /I ;
y hay igualdad si y solosiu = 0 osea f = (h, f)h = ||g||=%(g, f)g en cuyo caso f y g son linealmente dependientes.

Problema 1.13 Considere un vector unitario e € R3 y la aplicacion R(e,¢) definida en R?® por
R(e,¢)r = (e-r)e +cos(p) [r — (e-r)e] +sin(p)e Ar, rc R,
donde ¢ es un real arbitrario.

s Convenzase que R(e,d) corresponde a una rotacion alrededor del eje (dirigido) que contiene a e, por un
dngulo ¢ (en radianes) en el sentido anti-horario convencional respecto del plano ortogonal a e.

= Verifique explicitamente la relacion
R(e,¢1) o R(e, ¢2) = R(e, ¢1 + ¢2)
que es geométricamente evidente.

= Demuestre que

dR(e, ) _ [dR(e,¢)
do do
y que la solucion de esta ecuacion diferencial es

R(e, ) =exp{¢ {W]¢—O} '

L_O Rie.d).,

Verifique que
dR(e, ¢)

[dq& L_Or:e/\r

R(e,¢) =exp{¢ e} .

y por lo tanto,
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s Determine la matriz asociada con R(e, ¢) eligiendo la base cartesiana candnica y verifiqgue que es ortogonal.

Suponga que r es paralelo a e, vale decir 7 = pe con p real. Entonces e - = p y e Ar = 0. Luego
R(e,¢)r =7

vale decir los vectores paralelos a e son invariantes. Si, en cambio r es ortogonal a e, entonces —ya que e-r = 0—
tenemos

R(e, ¢)r = cos(p)r + sin(p)e A7 ;

lo que podemos dibujar (la hoja coincide con el plano subtendido por los dos vectores ortogonales 7 y e A T; e
sale perpendicularmente de la hoja hacia el lector). Como 7, e Ar y e forman una triada dextrégira de vectores
dos a dos ortogonales, se trata efectivamente de una rotacion de r alrededor de e por un angulo ¢ en el sentido
candnico (en contra del movimiento de las agujas de un reloj).

Como todo r puede descomponerse univocamente en una suma r = 7|+ con r| paralelo y r, perpendicular
respectivamente a e; esto me convence que R(e, ¢) es realmente la rotacién que se afirma que es.

R(67 ¢1) © R(e7 Qﬁg)'l‘ = R(ev d)l)(R(ev ¢2)’I")
= (e [R(e, ¢2)r])e + cos(¢1) [R(e, p2)r — (e - (R(e, ¢2))7)e] + sin(¢1)e A (R(e, d2)r) .

Ahora,
e-[R(e,d2)r] =e-[(e-r)e+cos(pa)[r— (e-r)e] +sin(¢pz)e A r]
=(e-r)e-e+cos(pa)[(e-r)—(e-T)e-e]+sin(pz)e-(eAr)=€e-r;
entonces
R(e,p2)r — (e - (R(e, ¢2))r)e = R(e, p2)r — (e - r)e = cos(¢p2)[r — (e - 7)e] + sin(¢2)e Ar .
También,

eN(R(e,p2)r) =(e-T)e Ne+cos(pa)jeNr — (e-r)eNe]+sin(pz)e NeAr
= cos(p2)e AT +sin(pa)[(e - r)e — (e - e)r] = cos(p2)e Ar —sin(¢o)[r — (e - r)e] ;
Por lo tanto,
R(e,¢1) o R(e, p2)r = (e - r)e + cos(¢p1) {cos(¢2)[r — (e - r)e] +sin(p2)e AT}

+sin(¢1) {cos(p2)e A r — sin(¢ps)[r — (e - 7)e]}
= (e r)e+ [cos(p1) cos(pa) — sin(¢pq) sin(g2)][r — (e - r)e] + [cos(¢1) sin(¢pz) + sin(¢y) cos(p2)]e AT .

Usando las férmulas para las funciones trigonométricas de una suma,

R(e, ¢1) o R(e, p2)r = (e-1)e + cos(¢p1 + ¢2)[r — (e - 7)e] +sin(¢1 + Pp2)e Ar = R(e, p1 + ¢p2)r .

Derivamos la relacion

R(e,#1) o R(e, ¢2) = R(e, ¢1 + ¢2)

respecto de ¢; y obtenemos (con la regla de la cadena) denotando con ' la derivada respecto del dngulo:

R/(ev (bl) © R(ea ¢2) = R/(e’ (bl + ¢2) ;
ahora tomando ¢; =0y ¢o = ¢ arbitrario

R'(e,¢) = R'(e,0) o R(e, ) .
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También podemos calcular directamente la derivada a partir de la definicién de R, i.e.,

R(e.¢)r = lim o [R(e, &+ a)r — Re, 6)r]

= lim

a—0

{cos((b + ) — cos(¢) i — (e r)e] + sin(¢ + «) — sin(7)

« [

en r} = —sin(@)[r — (e r)e] + cos(p)e Ar .
Entonces, como ya calculamos antes,

R'(e,0) o R(e,¢)r = R'(e,0)(R(e,¢)r) = e A (R(e, d)r) = cos(p)e A r — sin(¢p)[r — (e - 7)e] = R'(e,¢)r
Con la transformacion lineal A := R'(e,0), dada por r — Ar := e A r, tenemos

R'(e,¢) = Ao R(e,¢) ;

y por las propiedades de la serie exponencial,

Y(0) = exp(od) == 30 2t

k>0

satisface
Y'(¢) = AY (¢)
y ademds Y (0) = id la transformacién idéntica. Ya que R(e,0) = id, deducimos que R(e, ¢) = Y (¢).
La férmula
R(e,¢) =exp{¢ eA-} ,
ha de entenderse como o
R = ;
(e,P)r Zn.(e/\e/\ “NeAT);
n>0 n veces
Sea e1, ea,e3 las componentes cartesianas de e y .y, z aquellas del vector r. Recuerde que €3 + €3 + €3 = 1.

Entonces
(e-r)e =[e1x + eay + esz](e1, ea, e3) ,

o sea que a la transformacién lineal r — (e - r)e le corresponde la matriz
2
€1 €1€2 e€1€3

P, = e1ea e% eges3
€1€3 €92€3 8:2))

Notese que esta matriz P, es simétrica (autoadjunta) y P? = P, (jverifiquelo!) o sea una proyeccién ortogonal.
También,
e ANr = (exz — ezy,e3T — €12, €1y — €ax) ,

a lo que le corresponde la matriz

0 —€3 €9
Ve = €3 0 -e ;
—e€9 €1 0

que es antisimétrica. Pero entonces a R(e, @) le corresponde la matriz

P, 4 cos(¢)[1 — Pe] + sin(¢) Ve
cos(¢) + (1 — cos(¢))e? (1 —cos(¢))erea —sin(p)es (1 — cos(¢))eres + sin(g)es
= | (1—cos(¢))eres +sin(¢)es  cos(¢p) + (1 — cos(¢))e3 (1 — cos(¢))eaes — sin(@)eq
(1 —cos(d))eres —sin(dlea (1 — cos(@))ezes + sin(g)e; cos(@) + (1 — cos(¢))e3
e? + cos(¢) (€3 + €2) (1 —cos(¢))erea — sin(p)es (1 — cos(¢))eres + sin(¢p)es
= | (1—cos(¢))eies + sin(g)es €3 + cos(¢)(e? + €3) (1 — cos(¢))eaes — sin(p)ey
(1 —cos(¢))eres — sin(pp)ea (1 — cos(d))ezes + sin(¢)er e3 + cos(¢) (€2 + €3)
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1.1. Distribuciones

Problema 1.14 Verifique que la funcion

f(2) 0 , stz > al R
T) = _ _ . S
= e ) silal<lal TR

es tantas veces diferenciable como se quiera y tiene soporte compacto.

La funcién no se anula en ningun = que cumpla con |z| < |a| y el soporte de una funcién es el cierre (la clausura)
del conjunto donde no se anula. Por lo tanto el soporte de f, es el intervalo cerrado [—|al, |a|] que es cerrado y
acotado y por ende compacto.

Para |z| > |a| es inmediato que todas las derivadas existen y son nulas. Las derivadas laterales izquierda en
—la| y derecha en |a| tambien existen y son nulas. Suponemos que a > 0, o sea |a| = a; si esto no es el caso,
reemplazamos a a por —a observando que f, = f_,. En el interior (—a, a) del soporte tenemos |z +a| =a+z y
|xr—a| = a—x y es inmediato que todas las derivadas f,gk)7 k=0,1,---, existen. Para completar la demostracién,
basta verificar que las derivadas laterales derecha en —a e izquierda en a existen y son nulas. Para ello observamos
que f, es par: i.e., fo(—x) = fo(z). Ademds, sabemos que cualquiera sea t > 0, se tiene

lim yte ¥ =0, lime YY/yt =0.
Y—00 y—0

Tenemos
lim f,(a — h) = lim f,(—a 4+ h) = lim e~/ @a=M=1/h — o=1/2a 1y o =1/h — |
h10 h10 10 h10

Para la derivada izquierda en a, (f!)_(a), tenemos

. fala—h)— fo(a) . Jala—h) . _1/(2a—h) e~ /h ~1/2ay;
! _ — JONT T a - a
(fa)-(a) %w —h lhlw h 1}%¢0 c h ‘ l}ho

o—1/h

De la paridad de f,, obtenemos que la derivada a la derecha en —a, (f')1(—a) satisface (f')1(—a) = (f')_(a) =
0.

En el interior del soporte, tenemos
—dax

folz) = mfa(w) :

Por lo tanto, la segunda derivada izquierda en a es:

— lim 4a(a — h)

1/% 1 e/ /% e n_3 _
T o —h hi0 h(h2_2ah)2fa(a—h)=4a2€ 1/20 1{m =e 2 mh B =0

rlo h3(2a — h)? hl0

Como f’ es impar, obtenemos que (f”')+(—a) = (f”)—(a) = 0. Para continuar, observamos

Lema: Para todo k =1,2,---, se tiene

Py (x) -

1i(@) =
en (—|a|, |a|) donde Py es un polinomio.

Demostracién: La demostracién es por induccion en k. Hemos visto esto para k = 1. Supongamos que es valido
para k < m. Entonces

f(m+1)($) _ Pm(-'l?) f/ (LC) + Pr/n(ﬂC)(oﬁ _ 33'2)27” _ Pm(;[;)Qm(GQ _ x2)2m_1(—2$) f (ﬁr)
a ((IQ — IQ)Q'NL a (CL2 — $2)2m+1 a

__ Pl —4azx o4 Pu(@)(a? —2?)?" + 2 Py () (a® —a?)?"
- (CL2 _ 1‘2)27” (0,2 _ .132)2 fa( ) + (CL2 _ x2)2m+1 fa( )
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—4azx a? —22)?" "2 4 P/ a? —22)?" 4+ 271 P, (x)(a? — 2%)?" !
o Pl = PR =)

Pero, entonces, nuevamente por induccién en k, habiendo visto que f'(a) = f/(—a) = 0 y suponiendo que
f®(a) = f*)(—a) = 0 para k < m, tenemos

iy (e S a=h) = (@) o fMa—h) Pp(a—h) B
(f" ) _(a) == lim - = —lim ; = ~lim W = (a )PP fala —h)
o—1/h
= —Pp(a)e —1/2011m =0;

hio h2"+1(2a — h)2™

y similarmente (o simplemente por paridad) (f("+1), (—a) = 0.

Problema 1.15 Para x € R%, y un natural n considere la funcion

Un () = (n/ﬁ)d/2 exp{—n|z|*},

donde | - | denota la norma euclidea usual en R?. Si

()= [ unl@)f(@)ats.
Rd
para funciones f infinitamente diferenciables y de soporte compacto, demuestre que lim, . £,(f) = f(0).

Consideramos primeramente el caso unidimensional d = 1. La férmula integral

/Re_‘”ﬁdx =+/r/a, R(a) >0

es bien conocidal. Por lo tanto u,, esta normalizada
/ up(z)de =1,
R

0alf) — £(0) = /R (@) — F(0))un ()t

Usando el Teorema del Valor Medio del célculo diferencial, f(z) — f(0) = zf'(£) donde £ esta en el intervalo de
extremos 0 y 2. Ya que f” es de soporte compacto y continua, es de médulo acotado: existe K tal que |f'(t)| < K

para todo t € R. Pero entonces,
a5~ 10)] =1 [ (@) = F(O)un (2
R

/|f 0)|un(x dm—/|f )| |z|un(z dx<K/|m\un

Calculamos la dltima integral.

0 o0
/ [wup (x)dz = \/n/m (/ (—a)e~ ™" d +/ xe_”x2dx>
R e )
o , 1 oo . )
= 2\/%/ xe—nz d]} — 2\/77‘/7% (e—nr )/ d.]? - .
0 - 0

y en consecuencia

2
!La manera cldsica de obtenerla es calculando (fR e—aa? dm) = J[z2 e*a(””2+y2>dzdy en coordenadas polares.
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por lo tanto
[€n(f) = f(O)] < K/,

y la afirmacién esta probada.

La generalizacion a d arbitrario es inmediata via el Teorema del Valor Medio multidimensional. Primeramente,
uy, estd normalizada ya que

d d d
2
exp{— Y a;z?}d%x = /e*“jt dt = w/aj, R(a;)>0.
L 2 esede =11 | Ll ym/es o,

Luego como antes,

ta(f) = £(0) = / (@) — F(0))un(@)dz |

Rd
Con el teorema del Valor Medio, para todo & € R? hay y € R? con f(x) — f(0) = (Vf)(y) - . Con esto,

d
() = SO < [ 19N @) - alu(@ds <3 [ 150)] o)’

donde fj’ es la derivada parcial de f respecto de la j-ésima variable. Cada una de estas derivadas es continua
y de soporte compacto con lo cual hay K tal que [f}(2)| < K; para todo z € R¢. Entonces, para el sumando
j-ésimo tendremos

[ 5@l @) < & (w/me [

Rd—1

e"|t|2dd1t> <\/n/7r/ e”t2|t|dt)
R

La primera integral da 1, y la segunda —unidimensional ella— da (hicimos el cdlculo en el caso unidimensional)
1/4/nm. Por lo tanto,

L) s (@)a'e < K,/ virm

y a fortiori

F

d d
) = SO < 2 Ky fvim = —= S K;

Esto prueba la afirmacion.

Problema 1.16 Muestre la identidad (en el sentido de distribuciones)

para una funcion g.

Esto es simplemente la definicién del producto de una distribucién por una funcién. Si g es una funcién, y T
una distribucién, entonces el producto g7 se define como

(9T)(f):=T(g9f), feCr.

Luego,
(90)(f) = 6(gf) = 9(0)f(0) = g(0)d(f) ,
o sea gd = g(0)d.

Alternativamente,

[ s@@)f(@) do = 5(0)£(0) =9(0) [ (a)s(e) do
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Problema 1.17 Demostrar las siguiente identidad
[ e sy @ide = [ s
9(R)

donde g es una funcidon continuamente diferenciable cuya derivada g’ no se anula en los ceros de g. Usando
esta identidad, demostrar que
o0(x — ;)
8(g(x) =Y =t
i

g’ (z:)]
donde x; son los ceros de g(x). De esta identidad demostrar que en particular tenemos

§(a* — o) = o [0z + a) + 6(z — o]

1
2ol
Consideremos un intervalo I := (a,b) donde la funcién g es invertible o sea su derivada ¢’ no cambia de signo.
Si ¢’ > 0en I, entonces g(I) = (g(a), g(b)). Si en cambio g’ < 0 en I entonces g(a) > g(b) y g(I) = (g(b), g(a)).

En ambos casos la monotonia de g garantiza que hay a los sumo un cero de g en I.
Por las férmulas de substituciéon de variables, tenemos

(®) ., o))
S S fluydu , sig' >0 ax{g(a),(
J sttty @l - { e o -/ o(u)f (u)du
fg(a) w)f(wdu sigh <0 min{g(a),g(b)}
Vemos que el mddulo en |¢'(z)| garantiza que integramos de izquierda a derecha. Si ahora 0 estd contenido en

I obtenemos
max{g(a),g(b)}
/ 5( o)y (@)lde = | 5(u) f(u)du = £(0) .
min{g(a),g(b)}

Cuando 0 no esta contenido en I la integral da cero.

Si suponemos que podemos obtener a R como unién de intervalos I; en cada uno de los cuales g es mondtona
(creciente o decreciente) y ademds g tiene un nimero finito de ceros simples (i.e., ¢’ # 0 en un cero simple),

entonces
JS@ sty @is =3 | satenstaonld @is = 3 10
j: 1;20
como hay a los sumo un cero de g por intervalo y hay un ndmero finito de ceros, tenemos
Z f(0) = f(0) x (cantidad de ceros de g) =: / fw)d(u)du .
g(R)

j: 1;30

Donde ahora queda claro que se pretende indicar con la notacién fg(R) .. que es algo estrambética. En efecto, si

g(z) = 2% — a?, entonces g(R) = [—a?, o0) como conjunto pero este conjunto se obtiene dos veces como imagen

de (—00,0] y de [0,00). Asi que hay que entender a g(R) no como conjunto sino como unién de las imégenes de
intervalos de monotonia de g. Aclarado esto, veamos que

bajo las hipotesis declaradas para g. Tenemos que

Z/ T @) @) do

= Z fg(z)) = Z f£(0) = £(0) x (cantidad de ceros de g)
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siendo la suma sobre los finitos ceros (todos simples) de g. O sea que la férmula es correcta. La aplicacién a

g(z) = 2% — o? es inmediata.

Formalmente,

d(sin(x E o0(x —nm),

neEZ

pero atencién: no podemos aplicar esto a una funcién como g(z) = sin(z) porque si bien todos sus ceros son
simples, hay un nimero infinito de ellos.

Problema 1.18 La funcidn delta de Dirac en tres dimensiones puede ser considerada como el limite impropio
n — oo de la funcion Gaussiana del problema anterior (con d = 3).
Considere un sistema de coordenadas curvilineo ortogonal general especificado por las superficies u = const.,
v = const., w = const., con elementos de linea du/U, dv/V y dw/W en las tres direcciones perpendiculares.
Probar que

Sz —x')=056u—u)(v—2)5(w—w") - UVW

considerando el limite de la Gaussiana mencionada arriba. Notar que cuando n — oo sdlo las longitudes infini-
tesimales son necesarias para calcular las distancias en el exponente.

Dada una funcién f definida en R?® (de soporte compacto) y un sistema de coordenadas curvilineo ortogonal
(u,v,w) especificado por x(u,v,w). sea f(u,v,w) := f(x(u,v,w)). Con la gaussiana u,, del problema anterior
que ahora llamamos ), para evitar confusiones, tenemos

(1.2) /f Vb (y — ) a:—/fuvwz/)n (uvw))%

Sea (e, Vo, W,) tal que x(u,, vy, w,) = y vy consideremos el exponente en la exponencial que define a u,:

g(u,v,w) == |y — z(u,v,w)|? y; — x;(u,v,w))? .

IIMw

Hacemos una expansién de Taylor de g alrededor de (u,, vo, w,) obteniendo

g(u,v,w) = g(uoavoawo) + aii(uoavoawo)(u - uo) + (UO,’UO,UJO)(U - Uo) + a%(uoa Vo, U)O)(’U) - wo)

ol

10%g 10%g 1 9%¢g 5
+§@(uovvoawo)(u_uo) +§87(uoavo;wo)(v_vo) +§87(u07’007w0)(w_w0)
0%g 0%g 0%g

+8u o (o Vo, Wo ) (U — o) (V—v,) + m(uovvovwo)(u_UO)(w_WO) + m(uoavoawo)(v_UO)(w_WO) +R

donde el resto R contiene productos (u — u,) (v — v,)?(w — w,)¢ con a + b+ ¢ = 3. Siendo T (uy, Vo, Wo) = Y,
tenemos g(ue, Vo, w,) = 0y, como

091 or10) = 23 (o5 — 0, 10)) 2 (v, )
5y (VW) = ‘:1yj @ (u, v, w)) 2 (v, w

J

con férmula andloga para las derivadas respecto de v y w, podemos deducir que %(uo,vo,wo) y las otras
derivadas respecto de v y de w se anulan. Por lo tanto,

1% 1 0%g 1 9% 2
g(u,v,w) = 5@(%, Vo, Wo ) (U — Uo) + 567(%’%’100)(” - Uo) + 567(%’ Vo, Wo ) (W — w,)
0%g 0%g 0%g

(o, Vo, Wo ) (U —up) (v —1,) + (o, Vo, Wo ) (U — o) (W —w,) + (o, Vo, Wo ) (V—10) (W —w,)+ R .

+ Oou v Oou ow Ov dw
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Calculamos las derivadas de segundo orden poniendo (uq,us,us) = (u, v, w):

Oz Ox; > T
8uké)w Z Tuk% B Z(y] B xj)@ukaug ’

por lo tanto
0%g
é)ukauz

Ox; Ox;
}: J J

(uo,vo,wo =2 uoyvo;wo) .
8uk 8’(145

Pero, para coordenadas curvilineas ortogonales, tenemos

Oz 8% 2
07 (23] o) = 5 h
Z auk 8UZ Yo 10 ) k™

donde h;, es la constante de estructura asociada con la coordenada uy. Con este resultado, con la identificacién
U=1/h,, V=1/h, y W =1/hy, y poniendo U, = U (u, Vo, w,) €etc., obtenemos

2 2 2
(u—u, v — v, w — W,
stwv) = (M52) o+ () (M)
Regresando a la integral definitoria (1.2) tenemos
dudvdw

[t —e)ie = [ Fluv.wp, (—ngluv.0)

7 — Uo — Vo — W, dudvd
- /f(uw,w)(bn (quu )(bn (v VOU )(bn (wW:} ) exp{—nRt} g‘;}Ww

donde ¢, es la gaussiana unidimensional. Ahora, hacemos la transformacién de variables (lineal): t; := (u —
Uo)/Us,y ta := (v —1,)/V, v t3 := (w —w,) /W, e introduciendo f(tl,tg,td) = f(Uoty + to, Vota + 0o, Wyt +w,)
obtenemos

[ 1@ty =)z = [ Fitrtacta)ou(0)on(2000 ) expl—nRltr b, 1)} 5"

dt,dtydts

donde R es el resto R evaluado en las variables t1,t2,t3 y, obviamente, el cociente U,V,W,/(UVW) debe
evaluarse en estas mismas variables. Los resultados del ejercicio anterior indican que cuando n — oo esta tltima
integral es asintética a R R
f(O? 07 O) exp{—nR(O, 0; O)}
ya que UVW evaluado en (0, 0, 0) es precisamente U, V,W,. Pero ﬁ(O, 0,0)=0y ]?(07 0,0) = f(uo, Vo, Wo) = f(y)
con lo cual parece que terminamos la verificacién de que
U (—ng(u,v,w)) — 6(u — u')d(v —v")d(w — W UVW .

nR

El problema es que R no tiene signo constante y no se puede garantizar que e~ """ es acotado. La cuestion

necesita, desde un punto de vista mas riguroso, de un argumento mas sutil.

Sin embargo, la identidad

S(x—a')=8u—u)o(v—2")o(w—w") - UVW
es casi trivial ya que (no distinguiendo h como funcién de las distintas coordenadas)
du dv dw

/h(u7 v,w) (6(u —u')d(v —v")o(w —w') UVW) W
= /h(u, v,w)d(u —u")o(v — v )§(w — w') du dv dw = h(v',v',w") = h(z')

siempre y cuando el punto (u/,v’,w’) este en el dominio de integracién. Lo importante a notar y recordar es
que si se hace una transformacion de coordenadas en el argumento de una § esta debe ser multiplicada por la
inversa del Jacobiano de la transformacion.
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2. Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

Problema 2.1 Demuestre la unicidad de la solucion de la ecuacion de Poisson con condiciones de contorno
de Dirichlet. Es decir demuestre que dado un dominio (acotado) Q2 y funciones p en Q y g en 9OQ (el borde de
Q), entonces si la ecuacion

(2.1) AD=p, ®Plpo =g,

tiene solucion, la solucion es unica.

Asumamos que tenemos dos soluciones ®; y ®o de (2.1). La diferencia u = ®; — ®, satisface la ecuacién
homogénea
Au=0, ulsga=0,

Multiplicando por w la ecuacién de Laplace e integrando, la primera identidad de Green (Teorema 6) da

O:/uAudv:/ u(Vu)~de/|Vu|2dv.
Q o0 Q

/ u(Vu) - dS :/ |Ou|? dv .
o0 Q

Pero con u = 0 en el borde, la integral de borde es cero y por lo tanto la integral del lado derecho es cero. Esto
implica que la funcién es constante, pero como tiene que ser cero en el borde obtenemos que u = 0 y por lo
tanto la solucidn es A°nica.

Es decir obtenemos

Problema 2.2 Sea u: R3 — R. Definimos el promedio esférico f como

1

22 M =5 [

u(:n + tg) ng

Demostrar que siu es una funcidn armonica (es decir Au = 0) entonces u satisface la siguiente ecuacion
u(x) = My(u)(z),

para todo t. Este resultado se conoce como el teorema del valor medio para funciones arménicas (ver Teorema
12) Ayuda: utilizar la formula para la derivada 0y My(u) calculada en el tedrico.

Para el promedio esférico de un campo escalar f se tiene que My(f) = f y
OM; 1
= A d
o @)= /Bm:)( Nty)dv

donde By(z) :={x+sn: neS, 0<s<t}eslaboladeradio t centrada en x. Si u es armédnica entonces
M;(u) es independiente de t y por ende M;(u) = My(u) = u.

Problema 2.3 Utilice el resultado anterior para probar que si u es armdnica R® y ademds v satisface la
siguiente desigualdad

C

(2.3) lu(z)| < NG

en R®, para algunas constantes positivas C y «, entonces u = 0. Notar que la desigualdad (2.3) implica que
u— 0 cuando |x| — oo.
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La idea bésica es, dado un punto x arbitrario tomar el promedio en una bola enorme y usar la desigualdad que
indica que el valor de u en la superficie de esa bola enorme es chico.
Tenemos, cualquiera sea ¢t > 0,

1 C 1
fu(@)] = |M(u)(@)] < / u(w + &) < < / B S
Ar Jye=1y Am Jog=1y (1 + [z + t€))*
Buscamos una cota inferior para | + t£|; tenemos

|z + &> = |x|? + t* + 2tx - € > |x|* + 12 — 2t|x| = (|Jx| — 1)?,

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver (A.2)). O mas directamente de la desigualdad general del tridngulo
(ver (A.1)): |+ t&| > ||x| — |t&]| = ||z] — t|. O sea: 1 + | +t&€] > 1+ ||x] — t| y ya que el mapa 0 < s+ s* es
creciente, también (1 + |x + t€])* > (1 + ||x| — t|)®; con lo cual:

C/ 1 C
u(z)] < — dQ) =
ey I Gy ey F L RN TR P

Como t > 0 es arbitrario el miembro derecho de la desigualdad puede hacerse tan chico como se quiera eligiendo
t lo suficientemente grande y esto demuestra que u(z) = 0.

Problema 2.4 Demostrar la unicidad de la solucion de la ecuacion de ondas. Es decir, demostrar el siguiente
resultado: st uy y us son soluciones de la ecuacion de ondas

0%u

tal que
(25) Ul(oax) = UQ(Oax)a 8tul(0,$) = at'UQ(Ovl')a

y tal que la diferencia decae en infinito suficientemente rapido, entonces u1 = us. Ayuda: probar primero que
la siguiente energia es conservada

(2.6) Elt) = / % ((Opu)? + Vu - Vu) dV
R3

Indagamos si £ depende, o no, de t para una solucién f de la ec. de ondas (2.4). La discusién que sigue no es
de ninguna manera rigurosa y solamente pretende resaltar aquellos puntos criticos del argumento heuristico.
Consideramos un volumen finito V.C R? y

&t =5 [ (@12 +9r-vp) av

Suponemos que cuando V crece hasta cubrir todo R? entonces &y (t) tiende a (2.6). No estamos especificando
aqui que quiere decir “crece hasta cubrir todo R3”. Podriamos tomar una sucesién {V; + j=12,---} de
volumenes finitos V; C R3 con V; C V41 y tal que cualquier punto de R3 esta contenido en algin Vi con k
suficientemente grande y entender a (2.6) como limite respecto de esta sucesién especifica. O pedir mas, por
ejemplo, que el limite no dependa de la sucesién siempre y cuando esta cumpla con algunas condiciones, etc.
etc. Hagamos lo que hagamos se trata de ver que pasa con la derivada temporal que también esta definida por
un limite, con lo cual nuestro anélisis es, en 1ltima instancia, una discusién sobre si podemos —o0 no— permutar
dos limites. Hecha esta advertencia, procedemos a analizar la derivada temporal de Ey .

Usando (2.4) y luego la primera identidad de Green (Teorema 6)

ey (1) = /V (O20)0:f + (VOL)(VF)) dV = /V (AP + (VOuf) (T F) dV = /8 @V do
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siendo la ultima integral una integral sobre la superficie JV que delimita a V' con elemento normal de superficie
do. Si es cierto que 0y f también tiende a 0 cuando V' crece, entonces

/ @) (V) - do —s 0
oV

cuando V crece cubriendo todo R?. En tal caso efectivamente 0,y — 0. Pero, observese, que el decaimiento en
el infinito de 0, f no se desprende necesariamente del de f.

Si, ademaés, podemos intercambiar

Ev(t+h)—Ev(t Ev(t+h)—Ev(t

i 1 TN =8O o g, SR = Ev ()

h—0 V1R3 h VAR3 h—0 h

entonces £ no depende de t. La condicién de decaimiento en el infinito para la soluciéon y para la derivada
temporal es entonces necesaria para deducir que la energia asociada con dicha solucién es constante.

Sea u := u; — ug que es solucién de (2.4) con u(0,z) = du(0,x) = 0. Queremos demostrar que u = 0.
Supongamos que la energia £ asociada con esta solucién u es efectivamente constante (i.e., el decaimiento de
u(t,-) en el infinito es apropiado); entonces

1

5 / (D) (t, )2 + (Vu)(t, ) - (Vu)(t, @) dV = E(t) = £(0)
RS

1

=3 /RS ((8ru) (0, 2)? + (Vu)(0,2) - (Vu)(0,2)) dV = %/}RS (Vu)(0, ) - (Vu)(0,2) dV ;

donde usamos la condicion inicial sobre la derivada temporal de u. Ahora aplicamos la primera identidad de
Green (Teorema 6) para un volumen V finito delimitado por 9V, lo que da

(0, 2)(Au)(0, ) dV + /a u(0,2)(V0)(0.2) - do =0,

/V(Vu)((), ) - (Vu)(0,2) dV = _/

\4

siendo do el elemento de superficie normal a 9V. Deducimos entonces que £(t) = 0 y que el integrando en la
expresién para E(t) debe anularse ya que este es no-negativo:

(Dpu)(t,®)* + (Vu)(t,®) - (Vu)(t,z) = 0;
pero siendo ambos sumandos manifiestamente no-negativos, debe anularse cada uno de ellos
(Opu) (t, 2)* = (Vu)(t,z) - (Vu)(t,x) =0

de donde (Qwu)(t,z) = 0y (Vu)(t,z) = 0. Entonces u(t,x) es constante independiente de ¢ y de x. Ya que
u(0,z) = 0 deducimos que u = 0.

Problema 2.5 Repita la demostracion del resultado del problema anterior para la ecuacion de Klein-Gordon

82
T;—Au—&—mguzo,

donde m es una constante arbitraria. ;Cudl es la energia apropiada en este caso?

Un manipuleo enteramente andlogo al del problema anterior muestra que
1
&= 3 / {(0wu)?* + Vu - Vu+ m*u?} dV
es conservada, i.e. independiente del tiempo. Y, como en el problema anterior, esto conduce a la unicidad de la

solucién bajo condiciones de decaimiento.
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Problema 2.6 Considere el siguiente sistema de ecuaciones

OH
2. — =1 H=0
(2.7) En iV A ,

donde H es un campo vectorial y i es la unidad imaginaria (i> = —1). Demostrar que:
a) Y = 0. H satisface la ecuacion de ondas.
b) Si inicialmente tenemos V - H = 0 entonces V - H = 0 para todo tiempo.

& Qué sucede si en la ecuacidn (2.7) no ponemos i en el sequndo término?

a) Usando (B.4) tenemos

9y 9°H iV AH)

=iVAG(VAH)=-V(V-H)+AH .

ot ot? ot
Luego,
’Yy H
a(‘)t? :Aaa—th(V(iV/\H)):AY—iV(V-(V/\H)):AY
por (B.1).

b) Con esta misma relacién,
o(V-H)
ot
de donde V - H es independiente del tiempo t y entonces V - H = 0 se anula siempre si lo hace para algun
tiempo.
Si se reemplaza a la unidad imaginaria i por una constante real arbitraria ¢, obtenemos 9%Y /ot? = —c2AY y
cada componente debe cumplir

=iV-(VAH)=0;

0%u

a2 T AU

(2.8)
en términos de la variable s = |c|t. Esta ecuacién diferencial tiene soluciones muy distintas a las de la ecuacién
de ondas.

En efecto, cualquiera sea la funcién escalar ¢ : R — R dos veces diferenciable, la funcién f(x,t) := ¥(k-x +wt)
para x € R3 y t € R es solucién de la ec. de onda ?;T{ = Af siempre que el vector de onda k y la frecuencia w
estén relacionados por |k|? = w?. Luego, Y (r,t) con Y;(r,t) = 1;(k - 7 4+ wt) es una solucién de la ecuacién de
onda vectorial cualquiera sean las funciones escalares ¥, 12 y 13. La ec. (2.8) no admite soluciones de este tipo
que representan ondas que se propagan temporalmente sin deformacién espacial. Por el contrario las soluciones
tipicas de (2.8) crecen o decrecen exponencialmente con el tiempo o en el espacio.

Problema 2.7 La energia total de un campo electromagnético estd dada por

(2.9) £ = 1/ (eoE-E—l—iB-B)d?’m.
2 R3 Ho

Demuestre que si los campos decaen suficientemente rdpido en infinito y ademds J = 0 entonces

e

(2.10) - =0

Siendo &y la integral (2.9) sobre un volumen V finito arbitrario y derivando con respecto a t intercambiando la
derivada con la integracién, usando la ecuaciones de Maxwell (con J = 0):

0&y

W:/(E"E OF 15 .98 -t [(E.(VAB) —B-(VAE)dy;
14

. ot Ho ot E 4
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con (B.3) y el Teorema de Gauss,

%v_1 [y . BrBaw-"L[ BrE).ds,
ot Lo Jv Mo Jov

donde OV es el borde de V' y dS es el elemento vectorial de superficie en V. Si, entonces, es cierto que
(2.11) / (BAE)-dS— 0, cuando V — R3,
oV

entonces podemos deducir que (2.10) es cierto, o sea £ es independiente del tiempo.
Si los campos son finitos en todo punto y E A B ~ 1/r3+€ para r — oo (lease que cada componente de E A B
es asintética a ...) con algin € > 0 entonces tendremos (2.11) ya que 1/r1%¢ es integrable en el infinito.

Problema 2.8 a) Encuentre un campo eléctrico E tal que V - E = 0 en todo el espacio y tal que la energia
total del campo sea finita pero no nula.

b) Ent =0 asuma que damos como dato inicial para las ecuaciones de Mazwell sin fuentes el campo encontrado
en el punto a) y ademds B = 0. Demuestre que para t > 0 el campo magnético B no es cero.

¢) Calcule la energia del campo electromagnético del punto b) para todo t.

a) Si E =V A A entonces V - E = 0 es automatico. El resto es imaginacién. Planteamos

donde a es un vector unitario arbitrario fijo y f es una funcién de r := |r| a determinar de modo que la energia
E:= [ |E|*dr
R3

sea finita. Con f’' = df /dr, tenemos (0f/0z;)(r) = f'(r)r~'z; para j = 1,2,3 con lo cual

B} = 61 got = Guatr g = euaaef (1o /r = (7 0)r)uenar = (7)) A )

O sea

Br) =L pa).

r
Entonces

&= [ sino)2ar

donde 6 es el dngulo formado por r y a. En coordenadas esféricas con eje coincidente con a,

E=2r /()Tr(sin(G))SdG /0OO f'(r)*r2dr < 2n° /000 f'(r)*r2dr

donde usamos las desigualdad 0 < sin(6)? < 1 vélida en el intervalo [0, 7] y la positividad de la integral radial.

Basta entonces que f’(r)%r? sea integrable. Por ejemplo, si f(r) = e~" entonces f’(r)*r? = e~2"r? es integrable.

b) Tomamos E(t = 0) = E, el campo de a) y B(t = 0) = 0 como condicién inicial. Entonces, la propagacién
temporal gobernada por las ecuaciones de Maxwell implica que

0B
o VN
y 9 ,
a?(t:O) =-VAE,=—(V(f'/r)A(rAa)— fT(V/\(r/\a)) .
Ahora bien,

= 1)

V(s fr) —

T

)
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con lo cual
(V(f'/r))A(rAa)=0;
y
VA(rAa)=(r-V)a—(a-V)r+(V-r)Ja—(V-a)r =2a;
——— ——
-0 =0
con lo cual
0B

5 (t=0)= —2r7 ' f'(r)a #0

y por lo tanto B(t) # 0 para algin ¢ > 0.

c) La energla & = 1 [0 (€| B>+ %|B\2)dr se conserva en el tiempo por lo cual es igual a la del campo eléctrico
de a) para todo tiempo.

3. Electrostatica

Problema 3.1 Utilice el teorema de Gauss para demostrar las siguientes proposiciones:

a) Cualquier exceso de carga puesto sobre un conductor deberd estar sobre la superficie.

b) Un conductor hueco cerrado apantalla el interior de los campos debidos a cargas exteriores, pero no apan-
talla el exterior de los campos debidos a cargas colocadas en su interior.

¢) El campo eléctrico junto a la superficie de un conductor es normal a dicha superficie, y su mddulo vale
o/€o, donde o es la densidad de carga sobre la superficie.

Un conductor (perfecto) esta caracterizado por la movilidad libre de cargas. En una situaciéon de equilibrio
electrostatico las cargas se distribuyen de modo que el campo eléctrico en el conductor se anula. Si E = 0,
entonces para cada superficie cerrada S dentro del conductor, | sE-dS =0,y laley de Gauss indica que la
carga encerrada por S se anula. Esto nos da a).

b) Ya que la distribucién superficial de cargas en el conductor es tal que E = 0, cualquier carga exterior
produce un reacomodamiento de cargas superficiales manteniendo E = 0. Pero la distribucién de cargas
superficial produce un campo eléctrico en el exterior.

¢) Si 7 es un punto de la superficie S del conductor y n es la normal exterior a S en el punto r, imaginamos
un cajita cilindrica C' centrada en r de modo que las tapas circulares idénticas D1 y Do sean paralelas al plano
tangente a S en r. Mientras D; cae enteramente en el conductor (donde E = 0), Dy cae en el exterior del
conductor. La normal a la superficie del manto cilindrico M de C es perpendicular a n. La ley de Gauss nos

dice que
—E|D| z/E-dSZ
€o C

donde |D] es la superficie de las tapas Dy y Do, y ¥ = Q/|D| con @ la carga superficial que encierra la cajita
C. En el limite cuando el manto M de la cajita tiene altura 0 y las tapas se contraen al punto r, obtenemos

E-dS+/ E.dS,
Do M

1
—= lim — [ E*+dS=E",
€o “Dy—sp!! |D| Da

donde ¢ es la densidad de carga superficial en el punto r de S y E* es la componente de E en r perpendicular
(paralela an) a S.
Encaramos ahora la demostracién de que la componente tangencial Ell se anula en S. Suponemos que E es

continua fuera del conductor incluyendo la superificie S. LLamamos V al exterior del conductor junto con su
borde S. Sea r, € S, n, la normal a S en r, y supongamos que E“(ro) # 0. De esto construiremos una
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4y

82

S1 7’7

@)

contradiccién. Sea € la direccién (ortogonal a n,) de Ell, o sea El(r,) = a€ con a > 0. Por la continuidad,
existe un entorno U de 7, tal que Ell(r)-€ > /2 para todo r € U N'V. También de la continuidad y del hecho
que E se anula en el interior del conductor, tenemos que |E| < K en U. Tomamos ahora un camino cerrado
rectangular R (ver la figura) centrado en r, formado por dos segmentos ¢; y {5 paralelos a € de largo ¢; y dos
segmentos s1 y sz paralelos a n, de largo s con s < al/6K, de modo tal que: (i) RC U; (ii) b € UNV (ie.,
45 estd fuera del interior del conductor; (iii) ¢; estd en el interior del conductor. En tal caso,

E~d8+/E-ds+/E~d8: E-é\ds+/E~ds+/E-ds.
V2 £ So )2 S1 S2

Por el Teorema del Valor Medio del célculo integral, existe £ € £5 con

0:/E~ds: FE -ds+
R EQ

~ ~ 14
E.-éds=(E() e> % .
Lo
Ademas,
/ FE - -ds| < Ks< a—g ,
S1 6
y, analogamente, para la integral sobre s. Entonces,
~ 4 4 12
E-eds+/ E~ds+/ E-ds>% 2% 2 ¢,
0 s 5o 2 6 6

contradiciendo que [, E -ds =0.2

Problema 3.2 Utilizando la identidad de Green demostrar:

» SiA® =0 enR? y® — 0 en infinito entonces ® = 0. Comparar con el problema 2 de la Guia 1.

= Un campo electrostdtico que decae en infinito y que es producido por una fuente localizada de cargas tiene
necesariamente energia total finita.

La primera identidad de Green (ver pégina 34, (3.8)) para un volumen V de borde 9V da

/ VO |2 dv = / (@ (A®) + (V) - (VP))dv = / O(VP) -n)do,

1% v v

donde n es la normal exterior en 9V. La idea es que si ®(x) — 0 cuando r = |z| — oo el término de superficie
puede hacerse tan chico como se quiera eligiendo V' apropiadamente (por ejemplo V' es una esfera centrada en
el origen de radio lo suficientemente grande). Esto implica que V& = 0 de modo que ® resulta constante; pero
el comportamiento asintético de ® para r — oo implica que esa constante es nula. Para transformar esto en un
resultado matematico hay que suponer algo més detallado sobre el comportamiento asintético. Por ejemplo

6‘1) 24€
— <
’<I> 5 ’ <C/r ,

?Esta demostracién se extiende sin pena alguna a la demostracién de que en una interfase la componente de E tangencial a la
interfase es continua. Los libros cldsicos son generalmente algo esquemdticos en este punto y es por eso que decidi presentar estd
demostracién.
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con € > 0 cuando r es lo suficientemente grande.

Si E = —V® es un campo electrostédtico producido por una fuente localizada en V, (podemos suponer que V,
es cerrado) y V encierra completamente la regién de la fuente entonces A® = 0 en V' \ V,. Ahora la energfa del
campo en V es proporcional a

/VV‘1>|2dv:—/V<I>(A<I>)dv+/8VCI>(VKI>)~nda:—/VO<I>(A<I>)dv—/V\VO @(A(I’)dv—l—/BV(b(V(D)-nda

:_/V <I>(A<I>)dv+/8V<I>(V<I>)-ndU;

el primer sumando es finito y el segundo no contribuye cuando V 1+ R? si ® — 0 adecuadamente para r — oo,
lo que darfa que [;, [V®|?dv es finito.

Problema 3.3 FEl potencial electrostdtico de un dtomo de hidrogeno en el estado fundamental estd dado por

—2r/ag
qg e r
3.1 P = 1
(3:-1) 4Te, T ( * a0>

donde q es la carga elemental y ay es el radio de Bohr. Calcule y discuta la distribucion de cargas. Verifique
directamente y ademds con el teorema de Gauss que la carga total es nula.

Escribo ®(r) = f(r)g(r) con f(r) = (q¢/4me,)e"2"/% y g(r) = r~' +ay'. Entonces

Vo = fVg+gVf, A=V -(fVg+gVf)=fAg+2(Vf) (Vg)+gAf.

Ahora,
(VH(r) = (=2/a0) f(r)Vr = (=2/ao) f(r)r ™', (Vg)(r) = —r°r,
Af(r) = (=2/a0)V - (f(r)r~'r) = (—4f(r) /rao) + (4f(r)/a5) ,
Ag(r) = —47nd(r) .
Entonces

€—2r/a0

3
Tayg

plr) = —egA® = go(r) —

La distribucién de cargas es la superposicion de una carga puntual de magnitud ¢ en el origen con una carga
negativa distribuida exponencialmente alrededor del origen. La carga total es:

4 >
p(r)dr =q— a4 e 2% r2drdQ) = q — 2 e or2qr = ;
3 3
R3 Tay, JRr3 ag Jo

donde usamos fooo e~ g™ = pl/A\"*! para n natural y A > 0 lo que se obtiene de fooo e~ dx = 1/)\ por
diferenciacién con respecto a A (o por integracién por partes).
Por otro lado,
2 2 1
E=-Vo= —t+—+ = 7.
1) {a0r2 * ra2 + 7"3}

Si Sg es la esfera de radio R > 0, entonces el elemento vectorial de su superficie es df = 7R2dQ, y por el
teorema de Gauss la carga encerrada por Si es

2R 2R?
E-df—f(R){+2+1} ;

ao a

SR o

esto tiende a cero cuando R — oo ya que R*f(R) lo hace cualquiera sea la potencia «.
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Problema 3.4 Dos ldminas planas infinitas conductoras de espesor uniforme, t1 y ty respectivamente, se
colocan paralelamente una a la otra con sus caras adyacentes separadas por una distancia L. La primera ldmina
tiene una carga total por unidad de drea (suma de las densidades superficiales de carga de cada lado) igual a
q1 Y la sequnda igual a go.

i) Use argumentos de simetria y la ley de Gauss para demostrar:

a) Las densidades superficiales de carga sobre las caras adyacentes son iguales y opuestas;

b) Las densidades en las caras exteriores en ambas ldminas son iguales;

¢) Los mddulos de las densidades de carga y los campos producidos son independientes de t1, ta y L.

it) Obtenga las densidades y los campos para el caso en que ¢1 = —g2 = Q.

0) Determinamos el campo eléctrico E asociado a una ldmina plana infinita (e infinitamente delgada) de densidad
de carga superficial gq. Ya que la distribucién de carga es invariante ante translaciones en el plano de la ldmina, E
no depende de coordenadas en el plano. Ya que la distribuciéon de carga es invariante ante rotaciones arbitrarias
alrededor de cualquier eje perpendicular al plano de la lamina, E no tiene componentes en el plano. Con esto,
eligiendo un sistema de coordenadas cartesiano tal que el plano de la lamina coincida con el plano “yz”, tenemos

E = E(2)% = (E(z),0,0) .

Esto cumple con V A E = 0. Adem4s, ya que una reflexién en el plano de la ldmina no altera la distribucién,
E(—z) = —E(x). Fuera de la ldmina V- E = 0 y esto implica que dE/dx = 0, o sea E(z) es constante en cada
uno de los semiplanos {x > 0} y {z < 0}. Por lo tanto,

B Ex , paraz>0
| —Ez , paraxz<0

Para determinar FE usamos el Teorema de Gauss ¢, f r E - df = ( carga encerrada por F'). Tomando para F' un
cubo con dos caras I} y F;, paralelas a la lamina una de cada lado de esta y observando que las cuatro caras
paralelas perpendiculares a la ldmina no contribuyen a la integral y, si el area de cada cara es A,
qA:eo/ E.-df —e, (—E G (-B)df + B a..%df> 9, FA
F Py P

o sea que F = q/(2¢,). En resumen,

q
E(f’?):?”%

donde 7 es el vector unitario perpendicular a la ldmina dirigido de la ldmina hacia el punto x.

W
1

i) Usamos el indice para la cara interior (aquella que enfrenta la otra placa) y el indice “e” para la cara
exterior de cada placa. n denota el vector unitario en la direccién perpendicular a las ldminas dirigido de la
lamina 1 hacia la lamina 2. Tenemos:

(3.2) Qe + Qi =q1 5 Q2e +q2i =G -

En cualquier punto interior de la placa 1 el campo eléctrico (que se conforma como suma de las contribuciones
de cada una de las cuatro superficies) debe anularse; luego

260 260 26O 260

Lo mismo es cierto en cualquier punto interior de la placa 2; luego

dle ~ q1i ~ q2i ~ q2e ~
n n n— n=20.

Q1eﬁ+ q1iﬁ+ Q2iﬁ7 QQeﬁ

=0.
2¢, 2¢, 2¢, 2¢,

Sumando ambas identidades obtenemos g1, — g2 = 0; restandolas q1; + g2; = 0. Entonces, con (3.2),

. _ T _ . _ Ot
q1i q2i 9 , (le q2e 2 .
ii) En este caso, g1 =0, q1; = @, g2i = —Q ¥ g2 = 0 lo que de alguna manera concuerda con la expectativa.

El campo se anula salvo en la regién intermedia entre las ldminas donde es E = (Q/e,)n
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Problema 3.5 Sea una superficie conductora esférica de radio a unida por un conductor fino a otra esfera
conductora de radio b (a > b). Suponiendo que las esferas estdn cargadas con carga Q y suficientemente alejadas
como para despreciar la influencia de una sobre la otra, calcule:

a) El campo sobre la superficie de cada esfera;

b) La carga sobre cada una de las esferas.

Considere un punto P sobre el segmento de recta que une los centros de las esferas que estan a distancia d
(> a) entre si. El potencial debido a la esfera F, de radio a y carga Q, es:

Qa

drme,r

Pa(r)

donde r es la distancia del centro de E, al punto intermedio P (a < r < d — b). El correspondiente potencial
debido a la esfera Ej de radio by carga Q) es:

_ Qv
 dme,(d—r)

1 Qa Qb
e, (r+ d—r) '

P (r)

El potencial en el segmento es entonces

¢(r) = Ga(r) + ¢u(r) =

Como las esferas estdn al mismo potencial, debemos tener ¢(a) = ¢(d — b), de donde a(d — b)Qp = b(d — a)Q,.
De esto y de Q = Qq + Qp,

a(d — b) a b(d — a) b

Q= a2 a0 ? O T Gt o =2 T axo

Q.

Para los campos superficiales, siempre sobre el segmento considerado, tenemos denotando con 73 el vector
unitario en la direccién del centro de la esfera de radio a a aquella de radio b,

_ S L [Qe @ V. Qo
_ ~\ 1 Qa _ % P _LA
E, =-V¢((d—-b)n) = 4re, { (d —b)? b2 } n= dmeob(a + b)n ’

Problema 3.6 a) Demuestre que en la superficie de un conductor cargado, la derivada mormal del campo
eléctrico estd dada por

1 0F 1 1
3.3 =
( ) FE on <R1 + Rg)
donde Ry y Ry son los radios principales de curvatura de la superficie.
b) Utilice el resultado anterior para analizar el efecto de las puntas.

Vea la figura 2. Dada una superficie cerrada S en R? que sea regular (suave) y un punto » € S, denotamos con
7 a la normal exterior a S en el punto 7.

E,(r)=E(r) n

E,(r+hn) = E,(r) + haaEn" (r) + O(h?)
E,.(r)RyRedudv = E,(r + hn)(Ry + h)(R2 + h)dudv
AS AS’
OFE, 5
_ / Ba(r)Ra Ry + I | B (r)(Ry + Ba) + S22 () Ra R | + O(2) | dude
AS’
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wlnes
atprinsimal
curstumen

Figura 2: La figura es de Wikipedia: http://de.wikipedia.org/wiki/Weingartenabbildung

Entonces

0= /AS, {h {En(r)(Rl + Ro) + 38En" (r)Rle} + O(h2)} dudv ,

y deducimos que 0 = E,,(r)(R1 + R2) + 651" (r)R1R2, o sea
OFE,

on

(r)=—E.(r)(R;"+ Ry") .

Problema 3.7 Tres bolas de radio a, una conductora, otra que posee una densidad de carga uniforme en su
volumen y otra provista de una densidad de carga con simetria esférica que varia como r'™, con n > —3, poseen
una carga total Q.

a) Use el teorema de Gauss para obtener los campos eléctricos tanto en el interior como en el exterior de cada
bola.

b) Calcule el potencial tanto en el interior como en el exterior de cada bola.

¢) Represente grdficamente el comportamiento de los campos y el potencial en funcion de r para las primeras
dos bolas y para la tercera en los casos en quen = —2 yn = 2.

a) En los tres casos el campo eléctrico es radial E(x) = E(r) Z con r = |z|. Tomamos la esfera S, centrada en
el centro de cada una de las bolas, cuyo radio r es mayor que a. Entonces, con dS = Z dS,

Z:/STE.dS:E(r)[STdS:élwr?E(T).

Por lo tanto

Q

E(x) = 4mre,r?

T, r>a.
En la bola conductora (indice 1), Ei(x) = 0 para r < a ya que la carga se distribuye sobre la superficie de la

bola.
En las otras dos bolas, para r < a,

% :/ E-dS:E(T)/ dS:471'7’2E(7") )
€o S, S

donde Q[r] es la carga encerrada por S,.
Si la carga de B, estd uniformemente distribuida en su volumen (indice 2), Q2[r] = Q(r/a)® y por ende

Qr
Ba(z) = dAmegad

r<a.

Observese que F» es continua en S, .
Si la distribucién de carga de B, estd determinada por la densidad p(x) = Cr™, r < a, con n > 3 (indice 3),

entonces

an+3

n+3’

Q= plx)dv = 47rC/ r" 2 dr = 47C
0

B,
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con lo cual

~ Q(n+3)

"~ 4mant3
De esto obtenemos, para r < a, que

s +3
Qulrl= [ ota)dv = 47C = = Q)
v luego
anJrl R
ES(m):Wm7 r<a.

Aqui también el campo es contininuo en S,,.

b) Ya que en los tres casos E(x) = E(r)@, vy si ¢(x) = ¢(r) entonces (Vo)(xz) = ¢ ()T, tenemos que integrar
¢'(r) = —E(r) para obtener los potenciales correspondientes. Hay que tener en cuenta que el potencial estd
determinado salvo suma de una constante. Elegimos la constante de modo que lim, ., ¢(x) = 0.

En el caso conductor 0

1 , parar>a
o) = T
, parar<a
4me,a
En el caso de distribucién uniforme,
1 @ , parar>a
a0=0 Q0
T Sredd (r —3a ) , parar<a
o
En el caso de distribucién radial oc 772,
1 @ , parar>a
p3(r) = Teor
(In(r/a)) —1) , parar<a

4me,a

Y, por ultimo, en el caso de distribucién radial o< r™ con n > —3 y n # —2,

1 Q , parar>a
S03(7,_) _ TELT
) (r”+2 —(n+ 3)a”+2) , parar<a

dme,ant3(n + 2)
c)

Problema 3.8 Un condensador simple es un dispositivo constituido por dos conductores aislados colocados uno
junto a otro. Si colocamos sobre ellos cargas iguales y opuestas, habrd una cierta diferencia de potencial entre
los conductores. El cociente entre la carga de un conductor y la diferencia de potencial recibe el nombre de
capacidad. Haciendo uso de la ley de Gauss calcule la capacidad de:

a) Dos ldminas planas y paralelas de gran drea A separadas por una distancia d.

b) Dos esferas concéntricas conductoras de radios a y b (b > a).

¢) Dos cilindros concéntricos de longitud L, donde L es grande frente a ambos radios a y b (b > a).

a) Suponemos que las ldminas son tan grandes que podemos despreciar efectos de borde. Asi, tendremos un

campo eléctrico constante entre las placas dado por E = EZ si estas son perpendiculares a z. La magnitud de
la carga en una de estas placas (cualquiera) es
/ E-dS ’
s
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0_3 (n=-2)

Potenciales vs. r

donde S es una superficie cerrada que encierra la placa y deja la otra afuera. Tomamos para S una caja
rectangular con dos caras opuestas paralelas a la lamina encerrada. Las otras cuatro caras no contribuyen a la
integral ya que tienen vector normal a ellas que es perpendicular a Zz. Solamente contribuye la cara paralela F
a la lamina que esta entre los conductores. Entonces

Q| = e|/ Edo| =¢€|E|A.
F
Por otro lado la magnitud de la diferencia de potencial entre las ldminas es
86| =| [ B ds).
¢
donde ¢ es un segmento que une a las laminas y es perpendicular a ellas. Entonces

|Ad| = |E|d .

Luego, la capacidad es C = eA/d.

b) Si @ es la carga total de la esfera interior, el campo eléctrico en la region intermedia es (vea problema 3.7)

E(r)=——7 .
(r) 4W6T2r,a<r<b
La diferencia de potencial es
Q 2 Qb —a)
E- dr=———+=.
V= / = e " 4meab

Luego

Q| ab

C=—=4 .
v~ " b—a

¢) Nuevamente supondremos que los cilindros son tan largos que se pueden despreciar efectos de borde.
En una céscara cilindrica recta infinitamente larga con una carga superficial uniforme, el campo eléctrico ex-
presado en coordenadas cilindricas naturales (p, ¢, z) referidas al eje de la cdscara es de la forma

(3.4) E(r) = E(p)p, p = cos()@ +sin(p)3

pues es invariante ante traslaciones a lo largo del eje y ante rotaciones alrededor de ese eje. Cuando el cilindro
es de largo finito y podemos despreciar los efectos de borde, mantenemos esas simetrias y por ende la forma
(3.4) para el campo.
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Determino, primeramente, el campo producido por una céscara (extremadamente delgada) cilindrica recta Z.
muy larga (pero finita de largo L) de radio ¢ (sin tapas) que es conductora con carga total @Q); suponiendo que
el campo tiene la forma (3.4) lo que es consecuencia de la simetria supuesta que, a su vez, se desprende del
desprecio de los efectos de borde. Considero la superficie cerrada S; de un cilindro recto de radio ¢ (con tapas) y
altura L, cuyo eje coincide con el de Z,. Para la porcién cilindrica (manto) de S; tenemos el elemento vectorial
de superficie dS = tpdpdz. Sit < ¢ tengo

0= | E-dS,
St

y esto implica que E(p) =0 sit < c¢. Si t > ¢ entonces

Q 27 L
— = / E.dS = / dcp/ dzE(t)t = 2ntLE(t) ,
€ Sy 0 0

de modo que

__Q
2melp

E(p)

Con esto ataco el problema planteado. En la regiéon comprendida por los cilindros tengo

E(r) =

p, a<p<b,
27reLpp asp

ya que el cilindro exterior no contribuye. La diferencia de potencial es

b b
_ o @ 14—
Vf/a E-pdp= omel /. p Tdp= el In(b/a) .

Por lo tanto
o @ _ 2mel
VI In(b/a)

Problema 3.9 Dos conductores cilindricos, muy largos, de radios a1 y as son paralelos y separados por una
distancia d que es grande comparadas con los radios. Demuestre que la capacidad por unidad de longitud estd
dada aprorimadamente por

d —1
(3.5) C =~ me <log m) .

Suponga que la densidad de carga es uniforme.

Empiezo con la determinacién del campo de un conductor cilindrico cargado con una densidad de carga uniforme
por unidad de largo A. El campo es axialmente simétrico e invariante ante traslaciones en direccién axial con lo
cual,

E(r)=E(p)p,
en coordenadas cilindricas (p, ¢, z) relativas al eje del conductor. El campo se anula si p < a donde a es el radio

del conductor. Para determinar F, tomo un cilindro recto Z, de radio p > a, concéntrico con el conductor de
largo unitario; por la Ley de Gauss

A
- = / E-ds.
€ Z,
En el manto tenemos dS = p pdp dz y las tapas no contribuyen ya que el campo es tangencial a ellas. Por esto,
A
z = E(p)pQ’]T )
de modo que
A
E =
(p) Smep
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es el campo provocado por una unidad de longitud del conductor.

Ahora encaro el problema planteado interpretando que “muy largos” significa que puedo suponer que los efectos
de los bordes (longitud finita) son despreciables y, por esto, que el campo es axialmente simétrico e invariante
ante traslaciones en direcciones axiales. Tomo un sistema de coordenadas cartesianas donde los ejes de los
conductores son perpendiculares al eje x, con origen en el conductor nro. 1 y direccién hacia el conductor nro.
2. Considero el segmento del eje x dado por {zZ : = € [a1,a1 + d]}, que une los conductores a lo largo del eje
cartesiano x. Para a; < x < a1 + d, tengo las contribuciones de cada conductor por unidad de longitud de los
conductores (indicados por los indices 1 y 2)

N A ~ (=) .
E = E = —
1(22) omex 2(r2) 2me(ay +d + az — x) (-2),

ya que la distancia de zZ al eje del conductor 1 es z y la distancia de este punto al conductor 2 es a1 +d+as —x
y los vectores unitarios del eje al punto zZ son, respectivamente, Z y —. El campo eléctrico total por unidad
de longitud es la suma de ambas contribuciones

A (1 1
E@zx)=—|-"+——— .
(22) 2me (x+a1+a2—|—d—x)

La diferencia de potencial es (ds = & dx)

\ vd A (a1 + d)(az + d)
v:/ZE.ds:Tm(ln(x)—ln(a1+az+d—x)) ot :len<a1a2 ;

v, ya que (a1 + d)(az + d) = d?,

A d? A d
Va—INnm =—1In .
ome ayas e Vaiaz

Luego, obtenemos la férmula deseada para C =| A |/ |V |.
Problema 3.10 Un volumen V' en vacio estd limitado por una superficie S que consiste en varias superficies

conductoras S;. Un conductor es mantenido a potencial unidad y todos los otros a potencial cero.
a) Demostrar que la capacidad del conductor a potencial unidad estd dada por

1
(3.6) c-L / VD2 dz.
471' Y

b) Mostrar que la capacidad es siempre menor o igual que la siguiente cantidad
1
C[¥] = 7/ V|2 d32
4 \%4

donde U es cualquier funcion de prueba que satisface las condiciones de borde sobre los conductores. Esto
corresponde a la formulacion variacional de la capacitancia.

a) Supongamos que la superficie Sy estd a potencial V; y todas las demds a potencial V,. Para cargar este
condensador, hay que transferir cargas negativas desde las demas superficies a S; (o vice versa). El trabajo
infinitesimal para realizar la transferencia de una carga infinitesimal dq si la carga ya es ¢ estd dado por
dW = (q/C) dq. Entonces, el trabajo total para cargar con una carga total @ es

Q
W= / (a/C)dq = Q?/(2C) .

Ya que se tiene Q = C(AV) donde AV = |V; —V,| es la diferencia de potencial entre S y las demds superficies,
obtenemos W = C(AV)?/2 o sea
C =2W/(AV)?.
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La energia del campo electrostatico es

%’/Ezdv:%/w{)\zdv,

y el trabajo W se realiza en este campo electrostatico. Entonces
€

—_Co 2 g, _ o 2 .
C—(AV)2/|V<I>| dv (AV)Q/V|V<I>| dv ;

la ultima igualdad es en virtud de que fuera de V el campo se anula pues la carga total es nula.
En nuestro caso, la diferencia de potencial es la unidad de modo que se obtiene la férmula (3.6) en unidades SI.

b) Probamos maés: si 1) y ¢ coinciden en el borde de V C R3, y A¢ =0 en V entonces:

(3.7) /VIVde:/V{|V¢|2+\V(w—¢)|2}dv~

Observamos que para campos escalares f,g, V.(fVg) = (Vf) - (Vg) + fAg y el Teorema de Gauss nos da la
muy util férmula de integracién por partes (Primera identidad de Green, Teorema 6) :

(3.8) JoAVE) - (Vg) + fAgdv = [, V- (fVg) dv= [,, f(Vg)-dS]|.

Ahora aplicamos esto con g = ¢ y f = ¥ — ¢ que satisface f = 0 en JV. Entonces,

/ |vw\2dv:/ |V¢>+Vf|2dv:/{\V¢I2+|Vf|2+2(vf)’(V¢)}dv
1% \% 1%

=/{\V¢\2+|Vf|2}dv+2/ f(V¢>-dS—2/ A dv=/{|V¢l2+|Vf|2}dv;
Vv oV 14 14

que es (3.7). Es consecuencia inmediata que si ¢ = ¢ en 0V y A¢p=0en V

[ ivepao= [ [wopa,
1% v
con igualdad si y sélo si ¥ = ¢.

Otra formulacién alternativa es la variacional: entre todas las funciones con valores prescriptos en el
borde de V la funcién que minimiza v — fv |V|%2dv es la solucién de la ecuacién de Laplace en V.
La relacién (3.7) también provee una demostracion sencilla y elegante de la unicidad de solucién de la ecuacién
de Laplace con valores especificados en el borde.

Problema 3.11 Un dipolo puntual de momento p estd ubicado en el punto xy. De las propiedades de las
derivadas de la delta de Dirac demuestre que para los cdlculos del potencial @ del dipolo o de la energia de un
dipolo en un campo externo, el dipolo puede ser descripto como la densidad de carga efectiva dada por

pefe(x) = —p - Vi(x — x0) .

Usamos la definicién de la derivada de la distribucién de Dirac y la férmula V(1/|r — z|) = (r — x)/|r — z|?

e da = ([ V0wt e e ) = ([ ot e ) < PR

|r — x| |r — x| |r — x,|?

que es efectivamente el potencial de un dipolo p ubicado en x,.
Asi mismo, la energia en un potencial externo ® se calcula a
)

[rs@r@aa=—p-( [vie-epp@iz) =p ([ i@ 2)To@E)

=p- vq)(wo) =—-pP- E(mo)

que es el resultado correcto.
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Problema 3.12 Considere dos placas planas (infinitas) metdlicas dispuestas como en la figura 3 aisladas
entre si por un pequenisimo espacio a lo largo del eje ‘2’. La placa horizontal estd a potencial cero y la otra a
potencial constante V.. No hay cargas en el espacio delimitado por las placas (dngulo dihedral 7/3)

y Y

w3

Figura 3: La cuna

a) Determine el campo electrostdtico entre las placas (dngulo dihedral w/3).
b) Determine la densidad de carga inducida en la parte superior de la placa horizontal (aquella a potencial cero).

a) Suponemos que la interseccién de las placas es (infinitamente delgada) una recta infinita; en un sistema de
coordenadas cilindrico con eje en la inteseccién de las placas, no hay dependencia de la coordenada axial z. Ya
que no hay cargas en la cuna formada por las placas y las condiciones de contorno para el potencial no dependen
de la distancia r al eje se impone el Ansatz

‘I’(Ta%z):F@P% wE [Ovﬂ/?’]a r>0, zeR,
para el potencial donde F”' =0, o sea F(¢) = ap + 8 con constantes « y § determinadas por:

0=F(0)=8, V=F(r/3)=a(r/3)+8;

0 sea
D(r,p,2) = BV/m)p.
Entonces
=3V __ =3V . N = -3V N R
E(r)=-Vo(r) = = — (—sin(p)Z + cos(p)y) = W (—yx + zy) .

El campo es singular en la interseccién de las placas.
Esto es a comparar con el problema 1.10, observando que la cuna formada por las placas es simplemente
conexa. Tampoco hay demanda de periodicidad del potencial en .

b) La densidad de carga en la superficie equipotencial ® = 0 correspondiente a ¢ = 0 y donde la normal hacia
adentro es e, estd dada por

. =3¢,V
0(r,0,2) =€, E(r,0,2) -e, = .
(1,0.2) = o B(1,0,2) - & = —
Problema 3.13 Una esfera conductora hueca de radio a y conectada a tierra encierra una carga puntual g
en su interior. Determine: el potencial en el interior de la esfera; la densidad de carga superficial inducida; y
mddulo y direccion de la fuerza que actua sobre q.

El potencial fuera de la esfera es identicamente nulo.

El origen coincide con el centro de la esfera. La posicion de la carga g es w de mdédulo u con 0 < u < a.
Procedemos con el método de las imdgenes . Suponemos una carga (virtual, imaginaria) ¢’ ubicada en v, con
v := |v|. El potencial ¢ asociado a estas dos cargas puntuales es entonces

/

q q

:|'r 'u,|+|r o]’ reR3, ri=|r|<a.

(3.9) ()
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El problema geométrico es determinar ¢’ y v de tal modo que ¢(r) = 0 para todo r con |r| = a; o sea el
potencial se anula sobre la esfera dada. La condicién es:

(3.10) alr — ol = —¢lr |, |r|=a.

Es inmediato que esta condicién implica que ¢ y ¢’ tienen signo distinto. La representacién (3.9) de ¢ y su
unicidad implican necesariamente que ¢’ y v son tnicos.

Veamos que v y w son paralelos o anti-paralelos. Suponga que v cumple la condicién (3.10) y considere una
rotacién arbitraria alrededor del eje coincidente con wu; entonces para » = a, y usando que las rotaciones no
cambian el largo y que Ru = u, tenemos

q|r — Rv| = q|RR™'r — Rv| = q|R(R™'r —v)| = ¢|R"'r — |

= —|R"'r —u| = —¢/|R"(r = Rw)| = 'l — Ru| = ¢/l —u].

O sea que Rv cumple con (3.10) y por la unicidad Rv = v. Esto implica que v = Au con A € R ya que los
unicos vectores invariantes ante rotaciones deben estar sobre el eje.
Tomando cuadrados de (3.10) y usando v = |A|u,

¢ (a® + X*u? — 2aducos(a)) = (¢')?(a® + u® — 2aucos(a)) ,
donde « es el angulo formado por r y u; y esto debe ser cierto para todo «a; o sea:
(3.11) ¢*(a® 4+ Nu?) — 2aug® X cos(a) = (¢')*(a* + u?) — 2au(q’)? cos(a) , para todo « .
Tomando o = /2 obtenemos
(3.12) (a® + X2u?) = (¢)2(a + )

Esto insertado en (3.11) nos da:
(@) =Xg*.

En particular A > 0. Y esta relacién insertada en (3.12) nos da la ecuacién cuadrética
q2(a2 T u2/\2) — /\qQ(aZ T u2)
para A cuyas raices son A = a?/u? y A = 1. La raiz 1 se desecha pues nos da ¢ = 0. Entonces

¢ =—aq/u, v=(a/u*)u.

El potencial asociado es
q qa

= - <a.
r—w]  ulr—(/u?yu] T T

(1)

Podemos entonces volver al problema planteado y obtenemos el potencial

1
b(r) = { ¢ (a1 — a=tym) - Irl<a
0

, r|>a
El campo eléctrico es entonces:

reu _ a(r—(a?/u?)u)
E(r)=1{1 (vt — i) Irl<a
0 , r|>a

Es digno mencionar los casos limites © = 0 y u = a. En el primero, la carga en el centro de la esfera no permite
una esfera a potencial cero y en los resultados obtenemos |¢'| = co v en el infinito. En el segundo la carga serfa

¢’ = —q en el mismo lugar con lo cual no hay carga.
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La densidad de carga de la esfera en r con |r| = a es:

atr) = 1B () |

ya que debemos tomar la normal hacia el interior de la bola. Recordando que para |r| = a, tenemos (u/a)|r —
(a?/u?)u| = |r — u|, obtenemos

ot = i ()

dra \ |r—uP @ (u3/a®)|r — (a2/u)ul3

2 2 _ 2
e Y S 0 Y XV N Wi | Gl
 Adralr —ul3 <a T [o” — (@’ /u)r u])  dralr —ul3

Y parece razonable que la densidad de carga en la esfera sea de signo opuesto a la carga puntual en su interior.
Veamos que la carga total de la esfera es —q. En efecto, la carga de la esfera es

/ o(r) dQ;
{Ir|=a}

para integrar podemos suponer que elegimos el eje z coincidente con u y su direccién. En tal caso r-u = au cos(6),
donde 0 es el dngulo polar y el elemento de superficie de la esfera de radio a es a?d¢sin(#)df. Por lo tanto,

A [ [ sin(6)
d= ————= d df
Jiny ey Py @ 2aucos @)

_ —qa(a® — u?) /(a+u)2 ds
o 2 ( 2aus3/? "’

a—u)?

donde hemos substituido s := a? + u? — 2au cos(f) que es invertible de [0, 7] a [(a — u)?, (a + u)?]. Entonces,
efectivamente,

_—q(a2—u2) (ar)” gs _(]((IQ—Uz) -1 -1\ _
/{ o A= = e PR 3 (erw T lemwT) =

Para obtener la fuerza que actua sobre ¢ podemos usar la ley de Coulomb para el par g, ¢ obteniendo

o au—(a®/ut)u)  q*a

P Uy =@~ (@ =y

La fuerza es entonces radial y dirigida hacia la superficie y su médulo es ¢?au/(a? — u?)2.

Problema 3.14 Considere el siguiente modelo estdtico para una molécula de metano CHy. El carbono (carga
—4q) ocupa el centro de un tetraedro regular cuyos vértices son los cuatro hidrégenos (carga q cada uno).
Muestre que el campo eléctrico a distancias v del carbono grandes es de orden O(r=°).

Ayuda: Los puntos (0,0, 1), (0, %, -3), (1/3, —g, -3 y(—/3%, —%, —%) son vértices de un tetraedro regular

con centro en el origen de un sistema de coordenadas cartesiano.

Consideramos la expansién multipolar tomando como origen del sistema (cartesiano o esférico) el dtomo de
carbono C. La dependencia de la distancia r del ¢-ésimo sumando (£ =0, 1,2, ---) de la expansién multipolar es
O(r=*1) y contribuye O(r—=2) al campo electrostatico. Por lo tanto debemos verificar que las contribuciones
del monopolo (¢ = 0), del dipolo (¢ = 1) y del cuadrupolo (¢ = 2) se anulan todas.

Como la carga total es nula no hay sumando monopolar. El momento dipolar p debe ser invariante ante
rotaciones de 120° alrededor de cualquiera de los cuatro ejes definidos por los pares C'— H; ya que esta rotacién
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q

Figura 4: Tetraedro

permuta ciclicamente los tres hidrégenos fuera del eje. Pero entonces p debe ser colineal con estos cuatro ejes®
cuya Unica interseccion es 0; por lo tanto p = 0.

Recordamos que
Q= [ (Gajon  oPo)pl@)do
R

de donde se desprende inmediatamente que tr(Q) =0 y que Q es simétrica: Q;r = Qu;.

Podriamos calcular sin mayores problemas (vea abajo) el tensor cuadrupolar Q pero argumentamos con si-
metrias.

Si elijo un sistema cartesiano donde el plano y, z contiene dos hidrégenos (ubicados en los dos puntos asociados
a los primeros dos vectores dados) entonces Q@ debe ser invariante para la reflexién en ese plano dada por la
matriz ortogonal

-1 0 0
U= 0 1 0
0 0 1
que intercambia los dos hidrogenos fuera del plano. Entonces
Quu  —Qi2 —Qis
UQU =Q = —Q12 Q22 Q23 =Q.
—Q13 (23 Q33
O sea que Q12 = Q13 = 0; ergo
Quu 0 0
Q= 0 Q2 Q2
0 Q23 Qs3

Consideramos la rotacién S por 120° alrededor del eje z dada por

—1/2 —/3/2 0
S=| v3/2 -1/2 0
0 0 1

que permuta los tres hidrégenos que no estan sobre el eje de rotacién. Con esta rotaciéon que deja invariante la
distribucién de cargas obtenemos

Qut39a %(sz —Qu) —V3Q23/2

Ses'=Q = ?(Qm - Q) Q2391 —Q23/2 =Q.
—V/3 Q23/2 Q23/2 Q33
Y de aqui Q23 =0y Q11 = Q22 = « lo que implica que Q33 = —2a; 0 sea
a 0 0
Q= 0 aa O
0 0 —2«a

3El tinico vector invariante ante una rotacién es colineal con el eje de rotacién.
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Podriamos proceder con otras simetrias como rotacién por 120° alrededor de otro eje C— H, etc.; pero calculamos
« directamente a partir de la definicién y de la densidad de carga

p(x) = q(6(x — a1) + 6(x — az) + 6(x — a3) + 0(z — as) — 44(x)) ,

donde los vectores a; (j =1,2,3,4) son a veces los cuatro vectores indicados y a es la distancia C — H.

a=Qn = Q/ (327 — |z|?)p(z)dv = q(3al, + 3a3, + 3a3; + 3a3; — 4a°)
]R?)

2 2
=q |32 (0+0+>+2) —4d?| =0.
q { a < + 0+ 3 + 3> a }
En efecto: Q = Q. Esto verifica que el primer sumando que puede ser no nulo es el octupolar correspondiente a
{=3.

Problema 3.15 La carga Q estd distribuida uniformemente en el perimetro de un cuadrado de lado a. De-
termine el campo electrostdtico a grandes distancias del cuadrado hasta orden O(r—*) siendo r la distancia al
centro del cuadrado. Calcule en coordenadas cartesianas apropiadas y luego exprese el resultado en coordenadas
esféricas donde el plano del cuadrado corresponde a 0 = /2.

Tomamos un sistema cartesiano con origen en el centro del cuadrado. Para obtener la contribucién a orden r—*
en el campo (i.e., contribucién a orden =2 en el potencial) debemos calcular hasta el moemnto cuadrupolar
(£=2).

El momento dipolar p es invariante ante rotaciones de 180° alrededor de cualquiera de los dos ejes que cortan
lados opuestos por la mitad. p estd necesariamente en la interseccién de estos ejes y por ende es nulo. No hay
contribucién dipolar.

Recordamos que el tensor cuadrupolar cartesiano Q de elementos Q;x (j,k = 1,2,3) es simétrico y de traza
nula. Seleccionamos un sistema cartesiano con origen en el centro del cuadrado y ejes x1 y xo paralelos a los
lados. Consideramos la reflexién respecto del eje x; dada por

100
U= 0 1 0 ];
0 0 1

Q es invariante ante esta reflexién (que deja invariante la distribucién de cargas):

Qu  —Qiz2 —Qu3
Q=UlQU; = | Q12 Q2 Qu ;
—Q13 Qa3 Q33
por lo tanto Q12 = @13 = 0. Con esto y considerando la reflexién respecto del eje x5 dada por
1 0 O
Up=|0 -1 0 |;
0 0 1
Qu 0 0
Q=UlQU:=| 0 Q»n —Q
0 —Q23 Q33

y Q23 = 0. Q es diagonal. La rotacién alrededor del eje x3 por 90° dada por

1/vV2 —1/vV2 0
S=1 1/v/2 1/v2 0
0 0 1
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deja invariante la distribuciéon de carga y entonces

Q11+Q22  Q11—Q22 0

Q= STQS — Q11§Q22 QII‘EQZZ 0
0 0 Q33

con lo cual Q11 = Q22 y Q33 = —(Q11 + Q22) = —2Q11. Nos queda calcular A := Q11;

A= / (22% — y* — 2%)p(x)dx
R3

pla) = 1= 3(2) {[0(z — a/2) + 8z + a/2)]X(-a/2,0/21(¥) + [8(y — @/2) + 0(y + @/2)|X(-as2.02(2)} -

Recordando que la funcién caracteristica estd definida por xa(t) =1sit€ ACRy xa(t) =0sit ¢ A. Como p
es invariante ante el intercambio de x con y, [2?p(z)d3z = [y*p(x)d®z; y dado que p es proporcional a §(z),
tenemos

A= [ @ =@t = [ ape)dta

R3

=2 | dody {560 = a/2)+ 8(o + 0/2Ixo/2a/2 ) + 50 = 0/2) + 85+ /2N a2 apa(@)} o

a/2
=~ 1o {/_Q/Qdy/ oz —a/2) +5(x+a/2)]dm+/_a/2x da:/R[é(y—a/Q)+6(y+a/2)]dy}

Q 2, 2 3 2
= —<a2(a/2 —(a/2)°2 3 = .
£ {a200/2? + 2(a/2)°2 = Qa*/o
Entonces, el potencial es

Q . Qa’
dmelx|  12|x|5

P(z) = (@® +y? = 22%) + O(|z[ ) ,

y el campo electrostético

E<m>=cz( L ety 22’>m 0 (2.y.~22) + Ol ).

4rre|x|3 12]x|” 6|x|
La expresién en coordenadas esféricas es:

2
E(r60,0) = Q (47;2 + %(m(eﬁ - 2005(9)2)) ;e %

=Q (1 _ QGQPQ(COS(H)) r— Q7a2 cos(0) sin(&)g +0O(r9).

drer? 2t 2rt
Problema 3.16 Considere una distribucion de carga dada en coordenadas esféricas por la densidad

p —r/a o
pr,0,0) = 25— 7"/ sin(p)

donde a y p son constantes con dimension de distancia y momento dipolar respectivamente. Determine el campo
eléctrico asociado con esta distribucion hasta orden O(r=®).
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La densidad tiene una simetria manifiesta; es invariante ante reflexién en el plano “xy”.
La carga total (momento de orden cero) es nula ya que la integral de p tiene a

(3.13) /O ’ sin(p) de

como factor y este es nulo.
Por la simetria mencionada, la componente z del momento dipolar p es nula. Alternativamente, la parte azimutal
de la integral que determina a p, es (3.13). La parte azimutal de la integral que determina a p, es (z =

r cos(yp) sin(0)): ) )
T . 1 s .
/0 cos(¢) sin(p) dp = 3 /0 sin(2p)dp =0 .

Para la componente y del momento dipolar tenemos

py = —> /Oooer/“rgdr /O%(sin(@)?d@ /Oﬁ(sm(e)%de.

3m2q4

Usando las férmulas de integracién definida [~ e ‘tPdt = p! e indefinida [(sin(az))?®dz = (2/2) —
(sin(2ax))/(4a) si a es real y no nulo; obtenemos p, = p y por ende p = py es el momento dipolar asocia-
do.

Para obtener el potencial hasta orden O(r~3) y por ende el campo a orden O(r~%) nos falta el momento cuadru-
polar. Usando la simetria de reflexién mencionada, los términos no nulos pueden ser los diagonales (con traza
nula) y @Q12. Un célculo directo muestra que todos ellos son nulos. Alternativamente calculando los momentos
dipolares esféricos de segundo orden (m = —2,—-1,0,1,2)

T 27
Gom = /YQm(G, ©)p(r, 0, 0)rt dr dQ o / Pj*(cos(0)) sin(8) d@/ e~ 'm? sin(y) dyp
0 0

La integral azimutal es entonces
1 2

— (efi(mfl)w _ e*i(erl)sO) dp = —in(Sm1 — Om,—1) ;
21 0 ’

2m
/ e~ "™ sin(y) dyp
0

por lo tanto ¢z, = 0 salvo posiblemente cuando |m| = 1. Pero

1

s . _ 1
g2, X /0 Py (cos(0)) sin(0) df = / Py (z)dx .

-1

Con la paridad P*(—z) = (—1)**™P/"(z) de las funciones asociadas de Legendre, P} es impar con lo
que q2,1 = 0y, ya que Pz_1 es también impar, también ¢z _; = 0. Esto demuestra que ¢»,, = 0 para
m = —2,—1,0,1,2. A fortiori el momento cuadrupolar cartesiano es nulo.

Al orden requerido el campo eléctrico es dipolar con momento dipolar eléctrico py.

Problema 3.17 Un anillo circular de radio R consiste en dos secciones semicirculares una con carga q y la otra
con carga —q, ambas distribuidas uniformemente. Encuentre el desarrollo multipolar del potencial electroestdtico
fuera del anillo.

Determinamos primero los tres primeros momentos cartesianos. El monopolo es nulo ya que la carga total lo
es. Elegimos un sistema cartesaino con eje “z” perpendicular al plano del anillo por su centro y eje “x” que
divida el anillo en los semi-circulos de carga opuesta (z > 0 corresponde a carga ¢q; ¢ < 0 a carga —q). Entonces
la distribucién de cargas es invariante ante reflexién en el plano {z = 0}, luego p, = 0; y reflexién en el plano
{z = 0} y entonces p, = 0. Estas mismas simetrias implican (vea el problema anterior) que Q = (Q;x) es
diagonal.

En coordenadas cilindricas tenemos

plr. 0. 2) = 60(2)0R(r) 5 (Xi0.m1(#) = Xir2m () -
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Entonces,

/|r| p(r /dz(5 (z )/0Oo drrég(r) (/Ow dp(r® + 2%) — /:Tr de(r? +z2)>
:qf(/oﬂdw—/:ﬂd@) ~0.
/|r|2p(r)d3r = /pr(r)d?’r+/y2p(r)d3r+/z2p(r)d3r,

v, ya que la integral de 2%p(r) se anula manifiestamente, Q11 = —Qa2 ¥

Pero

Un anélisis de la integral de x2p(r) muestra rdpidamente que esta se anula y de esto se sigue que a = 0 y por
supuesto Q = Q. Pero calculemos,

/ 7 plr)dir = L / dz6,( / dr rop(r) ( / " dp(r? cos(p)? - / T 008(90)2>
= q7R2 </O7T cos(p)?dy — /:W dp COS(@V) = g (/Ow cos(ip)?dyp — /OTr dp cos(p — 7T)Q)

2 ™ ™
= i (/ cos(p)?dy —/ dy cos(ap)2> =0,
T 0 0
que es lo que afirmabamos.

Nos queda la componente no-nula del momento dipolar:

Dy /yp /dz6 / drrég(r (/ deo(r sin(e ﬂdwsm(@)?)
= % (/OW sin(g)dp — /:Tr de Sin(so)> % (/0 sin(p)dep — /OW depsin(p — 7r))

_ 2qR

™ Jo

sin(p)dy = 4qR/7 .

;,Que podemos decir sobre momentos con ¢ > 37 Conviene reescribir la densidad en coordenadas esféricas —ahora
r=|rl-
r/2(0)

p(7,0,) = On () FLZ G (X1 (9) = Xiran) (#))

Entonces , )
- R T T
it = [ o0 i@ e = I [V pide -~ [ Vi S
0 T
qR" |(2¢+1)(¢ —m)! /’T ,. /2” »
S pm med o, me g
T 47 (€ + m)! ¢(0) 0 ¢ v 7r ¢ v

aR’ [0+ 1) —m) [t [
_ 1" pm ime 1, — zm(Tr-&-ga)d
v 4w (L + m)! ¢ (0) 0 c v 0 ¢ v

_gqR" [(20+1)(¢ —m)!
T 4m (€ +m)!

Pm(o) (1 _ (_1)m) /OW e‘”’“"dtp )
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La integral que queda puede hacerse pero no es muy instructiva. Lo que vemos inmediatamente es que gg,,, = 0
si m es par. Pero también, de la paridad Pj"(—z) = (—1)**™P/"(x), deducimos que P*(0) = 0 si £ + m es
impar. Por lo tanto, g¢ ., puede ser no nulo solamente para ¢ y m ambos impares. Recuperamos entonces la
nulidad del momento cuadrupolar.

Problema 3.18 En un cascarén esférico de radio R se mantiene una distribucion de carga o(r) =
oo sin(f) sin(p), para |r| = R; donde 0 es el dngulo polar y ¢ el dngulo azimutal respecto de algin eje, y
o, es constante.

a) Determine el potencial electrostdtico en todo el espacio.

b) sCual es la carga total? sEs cierto que fuera del cascarén el campo es puramente dipolar?

Se trabaja naturalmente en un sistema de coordenadas esféricas de modo que (6, ) sean los dngulos polar y

azimutal respectivamente. Debemos resolver la ecuacién de Laplace para el exterior y el interior de la bola de
radio R
AP; =0, r<R; A®;; =0, r>R

con continuidad en |r| = R y condicién de contorno de modo que para todo = con r = |r| = R
o(r) = €(Er(r) — Ef(r)) -7,

donde E = —V®. Por lo tanto,

o) = o (Gtir) - B2
El Ansatz candnico es:
l L
() => > At Yem(Q), 2(r Q) =3 Bimr T Yem(Q),
>0 m=—¢ >0 m=—¢

yva que no puede haber singularidad en el origen y el potencial debe anularse cuando r — oo ya que las
cargas tienen distribucién acotada. De la continuidad en la esfera obtenemos —ya que {Y;,, : £ >0, m €

{=4,—0+1,--- ,¢}} es un sistema de funciones linealmente independientes sobre la esfera—
(3.14) AgmBR* ™ =By
Ya que

(3.15) sin(0) sin(p) = i\/?(lﬁ,l(ﬂ) -Y1,-1(9)),

el mismo argumento aplicado a la condicién de discontinuidad de la derivada radial nos da:

(3.16) (Ap R*T 4+ (0 +1)By,y =0, paral#10l=0ym=0.
2
(3.17) €o(A1m + 2R 2By ) = iiao,/g ,m=+1.

De (3.14,3.16,3.17) obtenemos
Ae,sze,mZO, paral#lol=1ym=20,

y — teniendo en cuenta (3.15) —

o, | T sin(f) sin(y) , parar <R
P(r) = 3¢ R? . .
| = sin(f)sin(p) , parar>R
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Observese que en virtud de (3.15) la expansién multipolar de ® es evidente: todos los momentos multipolares
esféricos son nulos salvo g1 +;. En particular, la carga total es nula ya que el momento de orden ¢ = 0 es nulo.
Esto también se verifica explicitamente integrando o sobre la esfera de radio R pues la contribucién azimutal
es fo% sin(y) dp = 0.

Fuera del cascarén el problema resulta equivalente al de un dipolo con

o, R® )
3¢, Yy,

ie.
b-r

El problema también puede resolverse simplemente usando las funciones de Green interior y exterior de una
esfera.

Problema 3.19 En una region V del espacio libre de cargas y corrientes se mantiene un campo electrostdtico
E = (Ey, Ey, E3) cuyas componentes cartesianas estdn dadas por

3
k=1

en términos de la posicidn x = (x1,22,23).
a) Muestre que la matriz D = (Dji) es simétrica y tiene traza nula.

En 'V se coloca una bola conductora de radio R y sin carga neta cuyo centro coincide con el origen del sistema
cartesiano. La polarizacidn de la bola en el campo externo E se describe por un dipolo p = (p1,p2,p3) y los
momentos cuadrupolares cartesianos Q = (Q;x). No hay multipolos de orden mayor.

b) Determine el potencial inducido por la bola polarizada para |x| > R en términos del dipolo y Q.

¢) ¢Cual es el campo eléctrico dentro de la bola?

d) Determine p y Q en términos de C = (C1,Ca,Cs3), D y el radio. Calcule el campo eléctrico fuera de la bola.
e) ¢Cual es la densidad de carga superficial en la bola?

a) Debemos cumplir

OF;
O:VE:T:C;:DJJZH’(D),
y también, para j = 1,2, 3,
oF
0=(VA E)j = ijgTJ = €jkeDre = i(qu - DQ;D)

donde j # p # q # j; luego Dpq = Dyp. Y esto cubre todos los elementos no-diagonales de ID.

b) El potencial que se obtiene de la bola polarizada es la suma de un potencial dipolar y uno cuadrupolar

p-x lx (Qx)
‘bo(m) = ‘{15‘3 + 5 |$|5 ) |.’13| > R.

. . 3
Usamos la notacién candnica - para el producto escalar; o sea: @ - (Qx) = Zm:l QjrxiT.
El potencial interior en un conductor es constante y el campo se anula lo que contesta c).

d) El potencial total ® es suma de ®, y el potencial mantenido ®; tal que —V®; = E. ®; se obtiene ficilmente

integrando E:
1
<I>1(a:):co—C-:c—§:c~(Dm),
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donde ¢, es una constante arbitraria. Sobre la superficie equipotencial de la esfera debemos tener
const. = &(x) = b,(x) +P1(x) =R *’p-xz+ (R °/2)x- (Qx) +c, — C -z — (1/2)z - (D),
para todo « con || = R. Esto implica inmediatamente que
p=R3C, Q=RD;
con lo cual es potencial total fuera de la bola es

R? 1/ R°
@($)CO+(|w|31)C$+2(|w|51)CC(D(B), |.’I)|2R

Observe que & ~ & para |x| — oo como debe ser. El campo exterior total es

-V®=FE -V, ;
Pero,
o0 R3 R :];j 1 R5$j
87%(@ = <|a:3 > Ci+(C-x) + Zngl’k ( ) + i(m(ID)a:))(—E)) Eia
con lo cual
R? Rz R® 5 R°x
o1 v = (1- ) o ae @iE + (1- ) o) + SN

e) La densidad superficial de carga sobre la esfera es
o(x)=cE(x) T=—¢Vo(x) T.

Y con (3.18)

Entonces 5
o(@) = (R (3C @+ w- (D) =(3C 3+ '8 (D))

Problema 3.20 Considere una esfera (radio a) conductora de carga Q inmersa en un campo externo E©) de
componentes cartesianas

E(O) ZD kT, T = (v1,2T2,73);
k=1

donde Z?:1 Dj; =0y Dji, = Dy;. El origen del sistema cartesiano coincide con el centro de la esfera.
Calcule el campo electrostdtico total y la distribucion de carga de la esfera.

El potencial asociado con el campo externo E(©) es ( —V®(©) = E()):
) (z) = o — &
) (a:)fafia:(]]])a:).
En presencia de la esfera, el potencial para |x| > a es
b(z) = 2 (z) + 2V ()
donde
Q

drelz] 2z

V() =g+ z - (Qx) + ¥(x),
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donde ¥ es solucién de la ecuacién de Laplace con ¥(z) = O(|x|~*). Esto se desprende de que E = E(©) + E()
donde, para |z| — oo, E® = _vodM ~ 0 ya que E ~ E(). ¥ contiene todas las contribuciones multipolares
de orden superior a la cuadrupolar.

Ahora, sobre la esfera

const.z@(w)za—%w(]])w)—}—ﬂ—i— @ —i—%m-(@w)—i—\ﬂ(w), |z =a.

dmea 2

Pero entonces, para todo x con |x| = a,
2 (Da) = ~ 5o (Qa) . U(@)=0, |2
—z-(Dz) = —z  (Qx ) = xl=a.
2 245 ’ ’ “

De esto se desprende que
Q=dD, T=0;

pues W es solucién de la ecuacién de Lapalace con W(x) = 0 para todo = con |z| = a y lim|z|_ ¥(x) = 0.
Luego

B(e) =7+ o 0e) (- 1)

)

@ w-l—(l—f)ﬂ)a:—l—Ww

" dre|z[3 5 2|7

La densidad de carga en la esfera es

Q | 5@ (D&)

o(x)=cE(x) - = e 5o )

con una anisotropia dada por la forma cuadratrica D.

Problema 3.21 Considere el problema del potencial en el semiespacio {r : z > 0} con condiciones de contorno
de Dirichlet en el plano {r: z =0}.

a) Determine la funcién de Green del problema.

b) En el circulo {r: x> +y*=a%, z=0} el potencial es V y en el resto del plano que contiene al circulo
el potencial es nulo. Determine una formula integral para el potencial en un punto arbitrario expresado
en términos de coordenadas cilindricas.

¢) Demuestre que sobre el eje del cilindro, ®(p, ¢,2) = V(1 — z(a® + 22)71).

a) Denotemos con S el semiespacio y con 9§ su borde. Por el método de las imégenes (por ejemplo) obtenemos:

1 1

¢ = o i)

, m,x €S,

donde IT denota la imagen espejada en el plano {r: z =0} =39S,

H(x,y,z) = (a:,y, _Z) .

En efecto,
AG(r,x) = —4né(r —x), G(r,x) =0, £ €IS,

ya que II(x) = x para (y solo para) & € 9S.

b) La férmula general dado que no hay cargas nos da

o) == [ o(@)*Gan,
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donde %@ es la derivada de G en la direccién de la normal en el punto & € dS orientada hacia adentro de
S,y d es el elemento de superficie de 0S.
Tenemos (x = (z,y, 2))
oG(r,x) OG(r,x)  2r,
on, 0z  |r—z3’

$(x) = Vi(le| —a).

Para evaluar la integral podemos elegir coordenadas polares en el plano S de modo que el angulo ¢ se mida a

partir de la proyeccién de r sobre el plano. Entonces, con 7, = /72 + 72, y @ = (pcos(), psin(¢), 0)

|r —x|? =r2 4+ p® — 2r,pcos(¢) , dQ = pdpde .

_ Var, 2 d¢
o(r) =— o /0 (r2+a?—2r,a (:os(d)))?’/2 .

O, si expresamos a 7 en coordenadas cilindricas con eje perpendicular a dS por el centro del circulo

1% 2 d
3o d,2) = “Z/O ( 2

Cor r2 + 22 4+ a? — 2r,acos(a))3/2

Luego,

El potencial es independiente del angulo ¢ como era de esperar dada la simetria del problema.

¢) En el eje del cilindro tenemos r, = 0, luego

Vaz
#(0,9,z) = TP
Problema 3.22 Una esfera conductora de radio a que tiene carga @ es rodeada por un anillo centrado de radio
R (R > a) que es conductor y tiene carga total —Q.
a) Argumente que la densidad de carga es uniforme a lo largo del anillo.
b) Calcule la densidad superficial de carga en la esfera.
¢) Determine el primer momento multipolar no nulo del sistema.

a) La distribucién de cargas en ambos conductores se condicionan mutuamente. Intuitivamente una distribucién
no uniforme en el anillo es mas inestable.

Sin embargo, al matematizar el problema, el potencial ® satisface la ec. de Laplace fuera de esfera y anillo
que son conductores y por lo tanto superficies equipotenciales. Se trata entonces de un problema de Dirichlet
que tiene solucién tnica. Ya que la ec. de Laplace y las condiciones de borde son invariantes ante rotaciones
arbitrarias alrededor del eje natural de simetria del problema (perpendicular al plano del anillo por el centro de
la esfera), deducimos que el potencial es invariante ante estas rotaciones y, por ende, independiente del dangulo
azimutal. La densidad lineal de carga en el anillo resulta independiente de ese dngulo y es entonces constante e

igual a —Q/(2ma).

b) Usamos coordenadas esféricas con origen en el centro de la esfera y eje polar coincidente con el eje de simetria.
Suponemos dada la distribucién (lineal) de carga en el anillo via una funcién A del dngulo azimutal. La densidad
de carga volumétrica asociada al anillo es entonces

r/2(0)

p(r) = 5n(r) 2

Ap) -

Resolvemos un problema més general elegantemente con la expansién de la funciéon de Green-Dirichlet para el
exterior de una esfera en armonicos esféricos.

e _
Y (Q\YYym(Qy L l+1
Olrr)=ar Y 3 YDA )(’“< . )>
4

20+ 1 A1 prpttl
>0 m=— + >
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Si @, es el potencial de la esfera, el potencial para r > a es

1
d(r) =D, + o G(r,r")p(r")dv' |
T€n B,
donde B, = {x € R® : |x| > a} es el complemento de la esfera B, de radio a centrada en el origen. La

contribucién de la superficie 0B, = S, que involucra a (0G/9r')(r,a,0’,¢') se anula ya que ® — &, se anula en
S,. Se tiene

!
o(r) - ZZ 244_1 [/ OR(r e+1dr+/ OR(r £+1 / Or(r') gy d

£>0m=—¢

2w
[ TR dsa'} .
0
Se tiene que Y, (7/2, ) es cero salvo cuando £ + m es par en cuyo caso

Apm
Yy (n/2, ) = e eime
4 ( / ,SD) \/E
con constantes oy, conocidas (ver (D.4) pero observar que hemos factorizado 1/+v/4m por razones estéti-
cas). Esto nos provée de una férmula general para ® en términos de los coeficientes de Fourier de A:
A(n) = (2m)~1 f027r Ap)e™™P dp. Aqui nos interesa el caso de A(p) = —Q/(27R) constante; entonces
A(m) = —(Q/ (27w R))dm,0, por lo cual
m —i / ’ _Qaé,o

Ao e " dy =
0 l,m ' R

Om.o -

Las integrales radiales son

5 w 0 , sir<R

R (" r4+1 Ryrtt | sir>R 7
Nt o 0 , sir>R

/T 5R(’“)(/)74+1d —{TE/RZH Csir<R

/ Or(r £+1 = R Ya/r)T.

Reuniendo todo para el caso A constante (y usando Y,2(0,¢) = /(20 + 1) /4w Py(cos(0

e Pulcostt)) (st | [[R]" . sir<R
q)(r)—@o——MeOZa%o RV 1 <_[r] +{[§]”“ sir>R )

)

De o(a, 0, ¢) = €,(0®/0r)(a, 8, v), obtenemos

o(a,0,p) = Zazz oV4L+ 1 Py(cos(0)) ,

47TR £>0

y usted podra incorporar las expresiones explicitas para cagg o si le sirve.

c¢) Para r > R el potencial es

Z Poy(cos(f)) R*F1 — g2t+1
o 4 e, = Q2¢.0 /746 + R 7"2Z+1 .

El sumando dominante para r — co es un monopolo:

QER—-a)l
dme,R 1
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Problema 3.23 Un cilindro circular recto de radio a y altura L tiene sus tapas circulares a potencial cero
mientras que sobre su superficie el potencial esta dado por V (¢, z) (en coordenadas cilindricas (p, ¢, z) donde z
coincide con el eje). Determine el potencial en el interior del cilindro.

Debemos resolver el problema de Dirichlet para el cilindro:

(3.19) AP =0,

Yy

(3.20) ®(r,p,0) = &(r,p,L) =0,
(3.21) D(a,p,2) =V(p,2) .

Para ello seguimos una estrategia aplicable a la solucién de ecuaciones dierenciales lineales homogeneas como
la ecuacién de Laplace (3.19). Buscamos “muchas” soluciones de (3.19) que cumplan con la condicién de
borde homogenea (3.20) sin tener en cuenta la condicién de borde (3.21). La suma de estas soluciones
satisface (3.19) & (3.20). Intentamos plantear la solucién del problema (3.19) & (3.20,3.21) como suma (serie)
de estas soluciones. El “muchas” significa precisamente tantas como sean necesarias para desarrollar la solucién
de esta manera.

Construimos las soluciones especiales 1 de (3.19) mediante el Ansatz* de separacién de variables:
U(r¢,2) = R(r)U(p)Z(2) -

Con el Laplaciano en coordenadas cilindricas

0 0 0? 0?
_ .19 (0 —2 0 O
As=r or <T8r>+T 8¢2+822’

obtenemos ( " denota la derivada respecto del argumento que corresponda):
UZr~'(rR") +r*RZU" + RUZ" = 0.

Dividiendo por 9 en aquellos puntos donde no se anula, y multiplicando por 2,

r(rR') Ui" n
R vz

"
2Z —

(3.22) =0;

pasando el sumando U” /U al miembro derecho,

r(rR") +r2£” B Ui"
R z U’

tenemos una funcién de (r, z) a la izquierda y una funcién de ¢ a la derecha. Por lo tanto,

U//
(3.23) — =X, 0< <2,

U
donde A es constante. Pero debemos tener ¢ (r, ¢ + 2w, z) = ¥(r, ¢, z) lo que no tiene nada que ver con fisica
sino que es un artefacto del sistema de coordenadas. Las tinicas soluciones 2m-periddicas de (3.23) se obtienen
cuando A = —n? con n € N, y son

Un() = Ay cos(ng) + By, sin(nyp) .

4Palabra alemana que significa tanto como “propuesta”, y que usamos frecuentemente.
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Volviendo a (3.22) con esta informacién y dividiendo por r? tenemos

r(rR")
R

"
2Z —

2
n T

pasando el sumando Z”/Z al miembro derecho y dividiendo por r? obtenemos:

(TR/)/ n2 - _Ziﬂ

rR r2 Z

Nuevamente ambos miembros deben ser constantes e iguales. Con lo cual

(3.24) =u; 0<z<L.

Si g > 0 las soluciones son funciones hiperbélicas (una recta para p = 0). No podemos satisfacer (3.20) en
el caso p > 0 (salvo con la solucién identicamente nula para g = 0). Si u < 0 las soluciones de (3.24) son
trigonométricas:

S(z) = acos(y/Julz) + Bsin(y/Jul2) .

Para satisfacer (3.20) es preciso que a = 0 y que sin(/|p|L) = 0 o sea: y/|u|L = mm con m € Z. Por lo tanto
las soluciones de (3.24) que nos sirven son:

Zm(2) =sin(mmz/L), m € Nt 5,

p=—(mrL)?, meN.
Regresando a (3.22)

AYA
rr®) n? — (mnr/L)*>=0.
R
Multiplicando por R y haciendo las derivadas respecto de 7,
2
(3.25) R’ +rR — [nQ + (m;r) ] R=0.
Introduciendo la variable adimensional z := mnr/L esta ecuacién diferencial (lineal, homogenea de segundo

orden) se transforma en
228" + 28 — (n®* +2%)S =0, S(x):= R(zL/(mmr)) .

Esta es la ecuacién diferencial de Bessel modificada. Dos soluciones linealmente independientes de ella® son
las funciones de Bessel modificada I, y de Neumann (o Weber) modificada K,,. Las funciones de Neumann
modificadas son singulares en = 0 (logaritmicamente para n = 0 y como z~" sino). No podemos aceptarlas
como soluciones fisicamente relevantes. En cambio, la funcién de Bessel modificada de orden n, I,,, es regular y
no negativa para todo x > 0; y se anula solamente cuando n > 0 y en tal caso solamente en = = 0. Entonces,
la solucién de (3.25) que nos sirve es:

Ry m(r) = I,(mmr/L) .

Juntando todo lo elaborado:
Ynm (7,0, 2) = Ry (1) Zim (2)Up (@) = L, (mar /L) sin(mnz/L) (Anm cos(ng) + By m sin(ne))

conn € Ny m e Nt son soluciones de (3.19) & (3.20). Por lo tanto, lo mismo es cierto para

(326) (I)(Tv 12 Z) = Z Z wn,m(ra 9072) )

n>0m>0

5N* es N sin cero.
6Vease cualquier buen libro sobre métodos mateméticos de la fisica, o bien una de las obras cumbres de la humanidad: M.
Abramowitz, and 1. Stegun: Handbook of Mathematical Function. Dover, 1965.
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dejando de lado la convergencia de la serie. Esta funcién cumplird con la condicién de borde (3.21) que nos falta
si:

(3.27) V(p,2)=>_ > I.(mma/L)sin(mmz/L) (Ap m cos(ng) + By msin(ng)) .

n>0m>1

Pero esto no es otra cosa que un desarrollo de Fourier de la funcién V : [0,27) x [0, L] — R. Observese también
que I,(mma/L) > 0.

Recordamos que las funciones {cos(nz) : n € N} U {sin(nz) : n € N*} forman un sistema completo de
funciones dos-a-dos ortogonales definidas en [0, 27] con:

27 2 2
/ cos(nx) cos(max)dx = / sin(nz) sin(mx)dz = 7, m , / sin(nx) cos(mz)dx =0 ;
0 0 0

Es posible demostrar que para a > 0, {sin(mmz/a) : m € NT} es un conjunto completo de funciones dos-a-dos
ortogonales en el intervalo [0, a] con

L
(2/a)/0 sin(nmx/a) sin(mrz/a)dr = 6p m -

Las férmulas para los coeficientes son entonces:

2m L
Apm = W/O dgo/o dz cos(np) sin(mnz/L)V (p, z) ,

) 2 L ) )
Bpm = W/o d(p/o dz sin(ne) sin(mnz/L)V (¢, z) .

Resta discutir la convergencia (puntual o en algiin otro sentido) de la serie (3.26) para ®. Ya que x — I,,(z)
es estrictamente creciente y no-negativa en [0, 00), la convergencia puntual absoluta de (3.26) esta garantizada
en la medida que V' admita el desarrollo de Fourier (3.27) absolutamente convergente (lo que sucede si V' es
diferenciable con derivadas parciales continuas). Observese que es natural esperar que V(¢,0) = V(p, L) para
que haya continuidad en los bordes de las tapas y esta propiedad es automdtica en (3.27).

Por tltimo observamos que las ecuaciones diferenciales (3.23) y (3.24) son instancias particularmente simples
de problemas de autovalores de un operador lineal (en este caso: tomar la segunda derivada). Y tanto A como
u dejan de ser arbitrarios cuando imponemos periodicidad en (3.23) y nulidad de la solucién en los extremos
(0 y L) del intervalo en (3.24).

Problema 3.24 Considere dos cdscaras esféricas concéntricas de radios a y b, (con a < b). La cdscara interior
estd a potencial V, y la exterior a potencial Vi, donde

Va(0,0) =V cos(8), Vu(0,p) = W sen(d) sen(¢)

donde V. y W son constantes y 0, ¢ son coordenadas esféricas angulares (origen en el centro de las esferas).

a) Encuentre el potencial y el campo electroestdtico en todo el espacio.

b) Calcule todos los multipolos en la region exterior.

¢) Si, ademds, se sabe que el interior de la esfera menor estd libre de cargas, calcule la densidad de carga para
radios inferiores a b.

Informacidn suplementaria:

1 3 3 .
Y0,0(0,¢) = Tin Yio(f,0) = ECOS(H) , Y1i41(0,0) = Fy 3. sen(f)e= .
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Se trabaja naturalmente en coordenadas esféricas.

a) Para r < a el potencial tiene la forma

O(r,0,p) = ZAZTZPE(COS(Q)) )

LeN

pues la condicién en r = a tiene simetria azimutal. Debemos tener, ya que P(z) = x,

VPi(0) =V cos(f) = ®(a,0,p) = > _ Aga’ Py(cos(0)) ;
LeN

de donde ({F;: ¢ € N} es un sistema linealmente independiente)
Ar=0, L#1, Ay =V/a;

i.e.,

‘@(r,&,np)zV(r/a)cos(@) , OSTSCL‘.

Para r > b tenemos
O(r,0,0) = Y Bowr Y0, )

LeN
En 7 = b, y usando sin(¢) = (&' — =) /(2i)
81 _ . . —0—1y m
W55 (V1 (0,0) + Y7 (0,9)) = Wsin(0) sin(p) = (b, 0,0) = > Bemb™ 'Y (0, ) ;

teN

de donde
8t Wb?

Bim=0, £#1, Bio=0, Bin=B1_1=1 5 g
o sea

“I)(T, 0,¢) = W(b/r)?sin(f) sin(p) , > b‘ .

En la regién intermedia a < r < b tenemos

4:0.0) = Y 3 [Cont” + Do NP 0,6).

LeNm=—¢
En r =a,
4n ‘
Vi/ 3 —Y2(0,0) = Vecos(d) = D(a,0,p) = Z Z [Ctma’ + Dy ma™ 1Y (0, ),
LeNmMm=—¢
de donde
4
(3.28)  Coma® ™ 4+ Dy =0, L#1, Crma®+Dim=0, m=+1, Croa®+ Dyo=Va> g .

Enr =4,

WS (70.0) + Y7 (0,6)) = W sin(d)sin) = 80,0,¢) = > Chmt! + Den™ (0 9)

de donde

f 8
(3.29) Comb® ™ + Dy =0, ££1, Crob®+D1g=0, Cry1b%+ Dy = be%/ ;
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Para £ # 1, de (3.28) y (3.29), tenemos que Cy ,a**1 = Cp,b**! y esto implica que Cy ,,, = 0 y luego también
Dy =0.

Para £ =1y m =0, de de (3.28) y (3.29): C1 o = —Va?\/ 4 /(b® — a®) y D1 = Va?b®, /4 /(b® — a?).
Para £ = 1 y m = =£1 las mismas dos condiciones nos dan: Cq +; = %Wb2 %”/(b?’ — a3) y Diy1 =

—iWb2a3 /87 /(b® — a®) Por lo tanto

O(r,0,0) = — 2k [(r/b) — (b/)?] cos(0) + HES [(r/a) — (a/r)?|sin(0) sin(p) , a <r <b|.

El campo electroestético es E = V® = (0®/0r)e, + (1/rsin(0))(0®/0p)e, + (1/1)(0P/00)eq.

b) Los momentos multipolares para la regién exterior r > b ya han sido calculados; son exactamente los By .
El nico momento no nulo es el dipolar.

¢) Si la esfera interior de radio a no contiene carga, la densidad superficial de carga en ella estda dada por

)
7(0,0,0) = ~coer  Bla™,0,0) = oBy(a,0,9) = co3 (07,0,
T

donde a~ indica que debemos tomar el campo electroestatico desde adentro de la esfera. Entonces
o(a,8,0) = —€,(V/a)cos(8) .

Problema 3.25 Considere un cascarén conductor esférico de radio a y espesor despreciable. La superficie del
mismo se mantiene a potencial V = Vysinf cos ¢. Ese cascaron se encuentra rodeado por otro cascardn esférico
de radio b y espesor despreciable que posee una densidad superficial de carga o = ogcosf, donde Vi y o9 son
constantes (ver figura 5).

a) Calcular el potencial eléctrico en todo el espacio.

b) Calcule la carga total del sistema.

o = opcosf

V = Vysinfcos o

Figura 5: Cascaras concéntricas

Se trabaja naturalmente en coordenadas esféricas. Se usa la informacién sobre armonicos esféricos provista en
el ejercicio anterior.

a) Para r < a el potencial tiene la forma

L
q)(l) (T7 07 90) = Z Z A&mrlnm(e? (P) 9

leENm=—¢
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y la condicién en r = a es @ (a,0,¢) = V,sin(0) cos(p) = -V, 2?ﬁ(yll (8,) = Y1 (6,¢))- Por lo tanto,
Apm =0paral #1; A1 o =0y Ay +1 = F(Vo /a)\/> Le.,
dD(r,0,0) = V,(r/a)sin(f) cos(p) , 0<r<a.

Para r > b tenemos
(I)(III)(T,Q,QD) = g B&mr*#lYKm(G,gp).
LeN

Mientras que en la regién intermedia a < r < b tenemos

(I)(II) ’I" 9 LP Z Z CE mr +D€ mr ¢ ]}/Em(67@) .
eNm=—¢

En r =a,

2 ‘
_VO\/Z(Yll(Q,@)—Y1_1(0,<p)))_Vosin(G)cos(<p)—<I> (a,0,0) =Y > [Coma’ + Doma™ T Y™(0, ) ,

LeEN m=—/
de donde
2
(3.30) Coma® ™ + Dy =0, L#1, Croa®+Dio=0, Cri1a®+ Dy = FV,a? g .
En r = b, debemos tener
20,\/T ooUD) oI
o/ o 9 97 - bvev - T . ba 97 )
(/o) con(t) = 2L ¥P(B.0) = L= (b.6.0) = T —(0.60.9)
Yy
6(1)(11) 8(13(111) a(I)(II) 8(1)(111)
80(,,<p— 80(”(‘0’ (b,0,¢0) = .0,¢)
De donde
0Cr b — (0 4+ 1)Dpy + (L +1)Byy =0, L#1,
20,b3
(3.31) C1410% — 2Dy 41 +2B1 41 =0, Cyob® —2D1o+2B1o = 0; \/?
o
Yy
(332) Cé,mb2e+1 + Dé,m = Bl,m ) teN , MmE {767 e 76} .
De (3.30,3.31,3.32) deducimos que Cy , = Dy = By = 0 para £ # 1; que
20, | 20,a° 7 20,(b —a®) [«
Ciro==22\/%, Dig=— 2, Biy=20" "2 2
MO 3, \/; 1o 3¢, \/; o 3¢, 3
y que
2w
Ci41=0, Dj41 = B4 =FV,a’ 5 -
En resumen:
V, - sin(6) cos (i) , 0<r<a
a .
a .
(r,0,0)=4{ Vo (;) sin(6) cos( (a — ) cos(d) , a<r<b
a\? go(b® —a3) ra
— 3] — 3 >
V. (r) sin(f) cos(p) + ————= 360a2 (r) cos(@) , r>b
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b) Ya que ®(r,6,¢) ~ r~2(AYL (0, ¢) + BY1(0, p) + CY; (6, ¢)) para r — oo y no hay término proporcional a

r~1 (asociado con YY), deducimos que la carga total es nula.

Problema 3.26 Considere un cilindro de radio a y longitud L. La tapa superior del cilindro estd a potencial
V(r, @) y el resto del cilindro a potencial cero. Encuentre el potencial en el interior del cilindro.

Debemos resolver el problema de Dirichlet para el cilindro:

(3.33) AP =0,

y

(3.34) ®(r,p,0) =0,

(3.35) P(a,p,2)=0, 0<z< L,
(3.36) ®(r,p, L) =V(r,p) .

Para ello seguimos la estrategia aplicada en el Problema 5 de la guia 4. Construimos las soluciones especiales 1
de (3.33) mediante el Ansatz de separacién de variables:

b(r,p,2) = R(r)U(9)Z(2) .

Con el Laplaciano en coordenadas cilindricas

o/ o 2 o
A=r12 (2 29 9
" o (Tﬁr) T2 T e

obtenemos ( " denota la derivada respecto del argumento que corresponda):
UZr Y(rRY +r2RZU" + RUZ" = 0.

Dividiendo por % en aquellos puntos donde no se anula, y multiplicando por 72,

T,(T,R/)/ U/l 9 Zl/

3.37 — — =0.
(3:37) R U "z
Por lo tanto,
U//
(3.38) — =X, 0<¢ <27,
U
donde \ es constante. Las tinicas soluciones 27-periddicas de (3.38) se obtienen cuando A = —n? con n € N, y

son
Un(p) = A, cos(np) + By, sin(ny) .

Volviendo a (3.37) con esta informacién y dividiendo por r? tenemos

r(rR")
R

"
2Z —

2
n 1

pasando el sumando Z”/Z al miembro derecho y dividiendo por 72 obtenemos:

(T'R/)/ n2 Z/l .
rR r2 zZ’
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con lo cual

Z//
(3.39) 7:/L;OSZ§L.

Si p < 0 las soluciones de (3.39) son trigonométricas; y las que cumplen con (3.34) son:
8(2) = sin(\/Jul2) -
Si > 0 las soluciones son funciones hiperbdlicas (una recta para p = 0); las que cumplen con (3.34) son:

Z,(z) =sinh(y/pz) , p>0; Zy(z) ==z.

Regresando a (3.37)
AYA
@ —n? 4 pur?=0.

Multiplicando por R y haciendo las derivadas respecto de 7,
(3.40) PR+ rR + [wr®* —n’]R=0, 0<r<a.

Debemos analizar los dos casos para el signo de p. Cuando p < 0, obtenemos como en el Problema 5 de la
guia 4, la ecuacién diferencial de Bessel modificada para R (tras transformacién de variables r — +/|u|r) v las
soluciones no tienen ceros lo que nos obstaculiza el cumplir con la condicién de borde (3.35).

Si, u =0, (3.40) es la ecuacién diferencial de Euler con soluciones:

R.(r)=ar+8r ", n>0; Ro(r)=a+Bln(r), n=0.

La regularidad en r = 0 implica que 8 = 0; y la condicién (3.35) se cumple solamente para o = 0. En tal caso
¥ = 0 que no nos interesa. Si, en cambio, p > 0 y introducimos la variable adimensional x := /ur, (3.40) se
transforma en

228" + 28 + (2 —n?)S =0, S(x):=R(z/\/n) .

Esta es la ecuacién diferencial de Bessel. Dos soluciones linealmente independientes de ella’ son las funciones de
Bessel (o de Bessel de primera especie) J,, y de Neumann (o de Weber, o de Bessel de segunda especie) Y;,. Las
funciones de Neumann son singulares en z = 0 (logaritmicamente para n = 0 y como =" sino). No podemos
aceptarlas como soluciones fisicamente relevantes. En cambio, la funciéon de Bessel de orden n, J,,, es regular
para todo x > 0.

Jn(z) ~ 2™ /(2"n!) para z — 0; J,(x) ~ \/7 cos(z — (nw/2) — (w/4)) para x — oo .

™

Ademsés, como lo sugiere la expresién asintética para © — oo, J,, tiene denumerablemente infinitos ceros {&, m, :
m € N} no negativos enumerados de modo que &, < &,.m+1. La solucién de (3.40) que nos sirve es:

Rn,u(r) = Jn(\/ﬁr) y B> 0.
Con ella podemos cumplir con (3.35) si
Ju(y/fia) =0

y los ceros de la funcién de Bessel son los que nos permiten hacer precisamente esto: debemos elegir \/ua = & m;
o0 sea

p=_g,,/a .

Esto nos da a las funciones

Ynm (T, 0, 2) = Rn,&imL/aQ (T)Zgghm/az (2)U,(¢) = Jn(nmr/a) sinh(&n mz/a) (A m cos(ng) + By sin(ng))

"Vease cualquier buen libro sobre métodos mateméticos de la fisica, o bien una de las obras cumbres de la humanidad: M.
Abramowitz, and 1. Stegun: Handbook of Mathematical Function. Dover, 1965.
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conn € Ny m e Nt como soluciones de (3.33), (3.34) & (3.35).
Por lo tanto, lo mismo es cierto para

(3.41) O(r,p,2) = Z Z Ynm (T, 0, 2)

n>0m>0

dejando de lado la convergencia de la serie. Esta funcién cumplird con la condicién de borde (3.36) que nos falta
si:

(3.42) V(r,p) = Z Z In(&n,mr/a)sinh (&, mL/a) (An,m cos(ng) + By m sin(ng)) .

n>0m>1

Esto es un desarrollo de Fourier-Bessel de la funcién V : [0,a] x [0,27) — R, que explicamos a continuacién.
Observese también que sinh(&, ., L/a) > 0.

Recordamos que las funciones {cos(nz) : n € N} U {sin(nz) : n € Nt} forman un sistema completo de
funciones dos-a-dos ortogonales definidas en [0, 27] con:

2 2m 2m
/ cos(nx) cos(mzx)dxr = / sin(nz) sin(ma)dz = mop,m , / sin(nx) cos(mz)dx =0 ;
0 0 0

Es posible demostrar® que para a > 0, y cualquier n € N el conjunto {v/zJ,,({n.maz/a) : m € Nt} es un
conjunto completo de funciones dos-a-dos ortogonales en el intervalo [0, a] con

a2

/ xJn(fmmx/a)Jn(gn,km/a)dl‘ = 6n,m§Jn+1(€n,m)2
0

Aqui resulta importante la propiedad de los ceros de las funciones de Bessel &, », < £p41,m Para todon € Ny
todo m € N*.
Las férmulas para los coeficientes son entonces:

2 27 a

Anm = wa? sinh (& mL/a)Int1(Enm)? /0 d@/o drv (v, p)r cos(ne) Ju(Enmr/a)
2 27 a )

B = G 99, AV ) )

Resta discutir la convergencia (puntual o en algin otro sentido) de la serie (3.41) para ®. Observese que es
natural esperar que V(a, ¢) = 0 para que haya continuidad en el borde de la tapa superior y esta propiedad es
automdtica en (3.42).

Por tltimo observamos que las ecuaciones diferenciales (3.38) y (3.40) son instancias particulares de problemas
de autovalores de un operador diferencial lineal. Y tanto A como g > 0 dejan de ser arbitrarios cuando impo-
nemos periodicidad en (3.38) y nulidad de la solucién en el extremo a del intervalo en (3.40) respectivamente.
Esto a su vez transforma a (3.39) en un problema de autovalores.

Problema 3.27 Considere dos cdscaras esféricas concéniricas de radios a y b (b > a) cada una dividida en dos
hemisferios por el mismo plano horizontal. El hemisferio superior de la esfera interna y el hemisferio inferior
de la esfera exterior estdn a potencial V. Los otros hemisferios estdn a potencial cero.

Determine el potencial en la region a < r < b como una serie de polinomios de Legendre.

Discuta los limites b — oo y a — 0.

8Esto se discute de manera elemental en, por ejemplo: M.L. Boas. Mathematical Methods in the Physical Sciences. J. Wiley &
Sons, New York, 1983; més precisamente en: Courant-Hilbert; y realmente de manera completa en G.N. Watson: A treatise on the
theory of bessel Functions. Cambridge University Press, Cambridge, 1995 (2™ edition,).
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Figura 6: Cascaras concéntricas II

Trabajamos en coordenadas esféricas con eje polar perpendicular al plano horizontal. El potencial ® en la zona
entre las esferas a < r < b es independiente del angulo azimutal ya que las condiciones de contorno los son.
Luego, el Ansatz es:

(3.43) O(r,0) = Z:(AgrZ + B~ DY Py(cos(h))
>0

Y, las condiciones de contorno son:
B(a,0) =V, ®0b,0)=0, 0<O<7/2;
®(a,0) =0, ®b,0)=V, n/2<0<m.
Por lo tanto,

V= Z(Agae + Bea~ ) Py(cos(0)) & 0 = Z(Agbz + Bob~ ) Py(cos(6)), 0<60 < m/2;

£>0 £>0
0= Z(Agag + Bea" Y Py(cos(0)) & V = Z:(AgbZ + Bob~ T Py(cos(0)), m/2<60 <.
£>0 £>0

Luego, cualquiera sea n € N,

T /2
(3.44) /0 P, (cos(0))®(a, 0)sin(f) df = V/O P, (cos(0)) sin(0) db ;

(3.45) /OTr P, (cos(8))®(b,0)sin(f) do = V/;r2 P, (cos(8))sin() db ;

Introduciendo el Ansatz (3.43) en (3.44) y usando f_ll P,(x)Pp(x) de = (2/(2n 4+ 1))6n,m.,

2n

+ 1 71’/2

a4 B = 2Ly / P, (cos(6)) sin(6) df
0

Y, procediendo analogamente con (3.45)

2
A"+ Bb = 2

+1 T :
5 V/Tr/2 P, (cos())sin(8) d6 .

Transformamos variable 2 := cos(#) y usamos la paridad de los polinomios de Legendre P,(—xz) = (—=1)"P,(z),
para obtener las ecuaciones determinantes para los coeficientes:

1 1
(346)  Anpa" + Bpa "' = V@’;H)/O Po(a)dz & Apb" + Bpb " = (1)"‘/(27?1)/0 Py (2)dz .
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Calculo de las integrales, I: Con la relaciéon de ortogonalidad y la paridad, tenemos:

260 = [ 11 Po()P,(2) da = [ 11 Po(z) do = [ 01 Po(z) do + Olpn(x) do

1 1 1 .
_ (—1)"/ Po(x) dw—i—/ Po(z) de = 2f0 P,(z)dxz , sinesparocero
0o 0o 0 , sin esimpar

Por lo tanto

1P(x)dx— 1 , sin=0
0o 1 0 , sin>2espar

Nos quedan las integrales para n impar

1
(3.47) ay = 2”“/ P(z) dz .
0

Regresando a (3.46), obtenemos:
A,=B,=0, paranpar; B,=0& A,=V/2.
Mientras que:

~ Vap (b" +amth) B Vana™ et (a™ + b")

An = q2n+l _ p2ntl B, = 2n+1 _ p2ntl para 7 impar .
Luego,
2k+2p2k+2( ,2k+1 2k+1
o a b a +b )
v 00 2k+1 2k+2 2k+2y,.2k+1 (
(r,0) =5+ V2o 2R3 _ pakts (b ta )T - 2k 2 Poji1(cos(9)) |-

Observese ®(r, m/2) = V/2, y la parte del plano § = 7/2 que cae entre las esferas es una superficie equipotencial®.

Calculo de las integrales, II: Con la férmula

(20+1)P =P, — P,

obtenemos, para n > 1

1
1 1
P,(z) de = ——— [Po41(1) — P, —Po1(1)+ Py =—— I[P, - P, .
| Pate) do = 5 [Paia (1) = Pasa(0) = Puca(1) + Paca0)) = 5o [Pacs (0) = Pasa(0)
Si n es par entonces P,_1 y P,4+1 son funciones impares y por ende P,_1(0) = P,11(0) = 0 con lo que

reobtenemos lo ya visto.
Se tiene (ver M. Abramowitz, and I. Stegun: Handbook of Mathematical Function. Dover, 1965; §22.4)

V2
(3.48) Pi(0) = % ( 652 > . para £ par .

Luego de alguna manipulacién de los coeficientes binomiales (3.48) nos da:

(=1)(=D/2(2p 4 1) ( n—1 > (=) D22n 4+ 1) (n — 1)!
27 (n+1) (n=1/2 ) 2?(n+1)([(n—1)/2]H)? ~

9Como en el caso de las series de Fourier en una discontinuidad el desarrollo da el valor intermedio.

Qy = n impar .
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Problema 3.28 Repita el problema anterior usando la funcion de Green apropiada.

La funcién de Green para el volumen V entre dos esferas concéntricas de radios a y b (a < b) es

¢ p2+1 , q2t+1
U(r,r') = _4772 Z 20+1) b2£+1 — 20+ <r> - rz+1) <T< ! ) Yem(Q)Yem (),
£>0m > <

con las definiciones acostumbradas de r« y r~. Y,

;1 N/ /
p /av S(r")V'U(r,r)dS ,

ya que no hay cargas en V. Ahora el borde 9V de V es la unién de la dos esferas S, y Sp. Para la esfera interior
tenemos dS = —a’r/d(); para la exterior dS = b%r’dS)’; siendo df) el elemento de superficie de la esfera unitaria.
Por lo tanto

O(r) =

—b? ov a? ov
—_— O(r ’)8/(r r)dQ’—f—— <I>( N

®(r) = 47 or’

!
i /s, (r,7")dY .

Introduciendo el potencial superficial del problema anterior,

2 27 27
(3.49) b V/ / df’ sin(6 8’ r') / dy’ / "sin(6 g(r,r’).

Para aplicar la férmula que nos da la soluciéon debemos calcular las derivadas radiales:

8\11 AV (€+ 1)b2f+1 ’ a2f+1 -
g (o) =AY Z 20+ 1) b2‘3+1 — a2+ (6(7") e )\ e ) Yen@Yen(€),

£>0m

parar <71';y

8\1/ , b g (L 1D)att S—
o 7 ( = _4W§ Z 20+ 1) bze+1 g2t (r s ) (E(r )T+ () E+2 ) Yem(Q)Yem(€V)
para r > 1’.

En la integral de (3.49) sobre el hemisferio inferior de la esfera exterior tenemos ' =b>ry

b2V 271' , 5 ‘ 2[-‘1‘1
/ df’sin(9 3/TT ) =0V Z bze+1_a2/+1 <T IR )Yzm(Q)

0 £>0 m=—~

2m ™
X / dyo’ / df’ sin(0')Yy.m () .
0 w/2

Ya que la dependencia en ¢ de Yy, (£2) es ™% obtenemos

, sim#0

27
/0 Ao Yem () {\/ 20+ 1) Py(cos(@')) , sim=0

Entonces,

b’V (" T OV Vo (204 1)pH! a?t!
yp /0 dyo’ //2 ay’ sm(@')%(r,r') =5 2 ppri g (re s, > Py(cos(0))
m >0

></ df’ sin(0") Py(cos(8') .
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Las integrales han sido calculadas en el problema anterior; solo son no nulas aquellas para ¢ = 0 y £ impar. Con
la notacién (3.47) usada en el problema anterior,

2k +1

1
Q= / Py(z)dz, k>1 impar,
0

_b2 /277 /do’sm ( )zz(zj/f@(l_j)

b 2k+2 4k+3
+V Y G2kl (r%+2 - ) Paiy1(cos(0)) -

obtenemos

a k+3 _ pAk+3 r2kt2
k>1

Volviendo a (3.49) nos falta la integral sobre el hemisferio superior de la esfera interior; aqui, ' = a < ry
entonces

bQéJrl

o 8\11 / 2 . a€71 ¢
z 7 ; dy’ "sin(6 8 ,( )= —a VZ Z RIS T rt— T Yo.m(92)

>0 m=—4~

27 w/2
X / dy’ / df’ sin(6')Yy,m () .
0 0

Los célculos subsiguientes son andlogos a los hechos; solo contribuyen los sumandos con m = 0 para cada £ y,
luego, solo aquellos sumandos con ¢ = 0 y £ impar. El resultado que se obtiene es:

QW / in(6 8‘1/ —(r,7") = _—Va_ 1— é
0 (05 2(b — a) r
2k:+2 b47€+3

Qg1 2k+2
+ Z P S (7‘ - r2k+2> Pajy1(cos(0)) -
>1

Esto sumado a lo obtenido para la esfera exterior nos da el resultado obtenido en el problema anterior.

Problema 3.29 Dos cargas puntuales q y —q estdan localizadas en el eje z en z = a y z = —a respectivamente.
a) Encuentre el potencial electrostdtico como una expansion de armdnicos esféricos y potencias de v para r > a
yr<a.

b) Manteniendo el producto qa = p/2 constante, tome el limite a — 0 y encuentre el potencial para v # 0. Este
es, por definicion, un dipolo ubicado a lo largo del eje z y su correspondiente potencial.

¢) Suponga que el dipolo de la parte b) estd rodeado por una una cdscara esférica, concénirica con el origen,
conectada a tierra de radio b. Utilizando superposicion lineal encuentre el potencial en todo punto interior a la
cdscara.

a) Para una carga puntual de magnitud A localizada en s, tenemos

(r) = |T_S‘ Ay e Paleos(y)

ten ">
para el potencial ¥ en el punto r donde r< := min{r, s}, r~ = méx{r,s}, r = |r|, s = |s| y 7 es el dngulo
formado por 7 y s. En nuestro caso, por lo tanto:
rt r <
sir<a
1
r) =Y [Pucos(0)) — Pileos(x — 0))]{ o
¢eN T sir>a
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L

r .
, sir<a
= a4y [Pulcos(0)) — Pu(—cos(®)] 4 @}
LeN T sir>a

Pero P; es par para £ par e impar para ¢ impar: Py(—z) = (—)*Py(x). Luego

P20+1
—_ sir<a
2(0+1)
o(r) =24y Parra(cos(8)) § @3ely)
LeN m 5 S1 7 Z a

b) En el limite a | 0, debemos tomar la expresién valida para r > a. Si p = 2ga, permanece constante, sobrevive
un solo sumando (el primero) y tenemos:

¢) Interpretamos que la céscara es conductora y el potencial en ella se anula. El potencial total ® serd

(1) = 6o(r) + 3 cor' Pi(cos(6))

LeN

donde el segundo término proviene de la distribucién de carga superficial (interior) o de la esfera, que estamos
suponiendo tiene simetria azimutal (no depende del d4ngulo ¢). La condicién ® = 0 para |r| = b se cumple si

c1=-p/b®>, c;=0paratodo1#¢>0.

Luego,

1
®(r) = pcos(d) <r2 - l;) , 0<|r|<b.

Nuestra suposicién sobre la naturaleza del potencial debido a la distribucién superficial se ve confirmada por la
unicidad de la solucion.
Calculamos la distribucién superficial de carga dada por —la normal a la superficie es —e, y |r| =0
0P
o(r) = —(1/4n)er - B(r) = (1/4n)er - (V@)(r) = (1/47) 5 (r) = ~(3p/47) cos(0) /° .
T
La distribucién es negativa para 0 < 6 < 7/2 y positiva para 7/2 < § < 7 correspondiendo al dipolo orientado
hacia arriba. La carga superficial total
/ dQo(r)
|r|=b

es nula.

Problema 3.30 Tres cargas puntuales (q,—2q,q) estdn ubicadas sucesivamente a distancia a entre ellas en
linea recta y la carga central (—2q) estd ubicada en el origen de una cdscara conductora conectada a tierra de
radio b.

a) Escriba el potencial de las tres cargas puntuales en ausencia de la esfera conductora. Encuentre la forma
limite del potencial cuando a — 0 pero manteniendo el producto qa?> = Q finito. Escriba este potencial en
coordenadas esféricas.

b) La presencia de la esfera conductora de radio b altera el potencial para r < b. El potencial sumado puede ser
descripto como producido por la densidad de carga superficial inducida en la superficie interna r = b o también
como el producido por cargas imdgenes ubicadas en la region r > b. Use la superposicion lineal para satisfacer
las condiciones de borde y encuentre el potencial en todas partes dentro de la esfera parar < a yr > a. Muestre
que en el limite a — 0 se obtiene:

(3.50) D(r,0,¢) — @ (1 745) Ps(cosf).

2megrs bd
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Usamos coordenadas esféricas con el eje “z” coincidiendo con la recta que une las cargas: r1 = (0,0,a),

ro = (0,0,0), r3 = (0,0, —a) son las posiciones de las cargas g, —2q y ¢ respectivamente.

a) Procedemos como en el problema anterior.

P2t .

_2q T“rl 5 sir<a
— 9 a

D(r) . +2¢q Z Pyy(cos(0)) 2! .

2EN 2T sir>a
Para r > a tenemos: y
a
O(r)=2¢ ) Pye(c0s(0)) 3777 -

LeNTt
En el limite a | 0 con ga®? = @ constante, obtenemos

®,(r) = 2QPx(cos(0))/r® = % (3cos(8) —2) .

b) jAl diablo con las cargas virtuales! Corregimos el potencial ® con una solucién regular de la ecuacién de
Laplace que tiene simetria azimutal; i.e. hacemos el Ansatz

ZCgTePg(COS(a)) , sir<b

_ o(r ¢eN
U(r)=®(r) + ZG:DN_Z_lpé(COS(G)) , sir>b

LeN

)

para el potencial U. La condicién ¥ = 0 para |r| = b se cumple si

) a?@
C,=0, C, =0 para m impar , ng:lﬂgﬁparaEZI.
Tenemos entonces
72t
1 1 202t T sir<a
P(r) = 2q 35" Zng(cos(O)) ST aa”
LeN T sir>a

El sumando b~! compensa el sumando con ¢ = 0 proveniente de la correccién. Para r > a tenemos:

20

W(r)=2q¢ ) Pze(COS(G))T;ﬁ [1 - (Z)MH} :

(eNt

El limite a | con ga? = @Q constante nos da efectivamente (3.50) con €, = 4.

Problema 3.31 Un capacitor estd formado por dos grandes placas conductoras paralelas planas a una distancia
d. Una de las placas tiene una pequenisima imperfeccion —un chichdn— en forma de hemisferio de radio a (a < d)
como se esboza en la figura 7. La placa con el chichén es mantenida a potencial cero mientras que la otra estd
a un potencial tal que muy lejos del chichon el campo eléctrico entre las placas es constante de magnitud E, en
direccion ortogonal a las placas.

a) Calcule la densidad de carga superficial en la placa imperfecta mantenida a potencial cero y discuta el
comportamiento espacial de ella.
b) Muestre que la carga total inducida en el chichdn es 3me, Eya?.
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Figura 7: El chichén

¢) Suponga que la placa perfecta es reemplazada por una carga puntual ¢ a una distancia d del centro del chichén
perpendicular o la placa. Muestre que la carga inducida en el chichon es:

d? —a?
—q(1- ).
( dvd? + a? )
El planteo del problema es redundante. Si las placas son conductoras entonces el potencial en ellas es cons-
tante. Luego, lejos del chichdn, el campo eléctrico es asintdtico a un campo constante y perpendicular a las placas.

a) Eligiendo un sistema de coordenadas esférico con origen en el centro del chichén y eje polar hacia la placa
perfecta y perpendicular a ella, el problema tiene simetria azimutal por lo cual el potencial ® no depende del
angulo azimutal .

Si muy lejos del chichén el campo es (asintético a) E,(r) = E,z entonces, bajo la misma condicién, ®(r) —

®,(r) = —E,z = —E,rcos(f) para r — oo.
Tenemos
0P
(3.51) A@:a—:O,O§Lp<27T,0§9§7T/2,0§T§d/cos(9);
¥
(3.52) ®(a,0) =0, 0<0<7w/2, & ®(r,7/2)=0, r>a;
(3.53) ®(d/cos(0),0) = —Eoxd, 0<0<m/2;
(3.54) D(r,0) ~ D,(r,0) para r — oo .

Aunque 6 solo recorre [0, 7/2], la mitad del intervalo [0, 7], planteamos el Ansatz
(r,0) = Y (A" + 7=V B,) Py(cos(6))
>0

que satisface (3.51) mddulo convergencia. Recordando que P;(z) = z, la condicién asintdtica (3.54) implica que
A1 =—-E,y Ay =0paral#1o0sea

D(r,0) = O,(r,0) + Zr_(Hl)Bg Py(cos(9)) .
>0
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La condicién (3.52) en la placa imperfecta es:

By

R
>0 k>0

B
Py(0) = M%P%(o) —0, r>a,

(B,/a) + [(B1/a?) — E,a] cos( +Z e+1 (cos() =0, 0<O<m/2;
>2

ya que Py(—x) = (—)*Py(x) implica que P(0) = 0 para ¢ impar. Concluimos de la primera que By = 0 para /
par y esto introducido en la segunda condicién da

B
(3.55) [(B1/a?) — Eoa] cos(6) + 22,’:11 Pasa(cos(8)) =0, 0<0< /2.
k>1

Usando todo lo anterior, la condicién de borde (3.53) en la placa perfecta nos da:

By,
(3.56) > d;kjf) $(0))2* D Py (cos(0) =0, 0<6 <m/2.
k>0

La solucién procederia determinando las constantes Bagy1, kK > 0, con estas dos condiciones.

Intentamos encontrar una aproximacién ®; al potencial que tenga la propiedad de converger a la solucién exacta
®, para a — 0. Podemos satisfacer (3.55) con By = E,a® y Bogy1 = 0 para k > 1. Entonces

®y(r,0) = —Eorcos(9) (1 — (a/r)*) ,

cumple con (3.52) y tiende a P, para a — 0, pero (3.53) no se cumple ya que

acos(f) 3 _
d )
hay un error de orden (a/d)3. Con esta aproximacién al potencial obtenemos (usando que z = cos(0)é,.—sin(6)ey)
la siguiente aproximaciéon al campo

®1(d/ cos(h),0) = —E,d |1 —

E\(r) = E, cos(8)(1 + 2(a/r)?)é, — Eysin(8)(1 — (a/r)?)éy = Eoz + E, (g)P’ 2 cos(8)é, + sin(0)es)] -

La densidad de carga aproximada es
o1(r) = e, E1(r) - n

donde n,. es la normal a la superficie en el punto r hacia el volumen entre placas. Luego, para r = a la normal
es €, y entonces

o1(r) = 3e,E, cos(8) ;

y, para 6 = 7/2 con r > a la normal es €, por lo cual
o1(r,m/2) = €, Eo(1 — (a/r)3) .

El comportamiento espacial de esta densidad de carga superficial de la placa imperfecta es simple: constante
hasta orden O((a/r)?3) lejos del chichén, y en el chichén (notablemente) independiente del radio a del chichén
con una dependencia simple del dngulo polar. Calculamos también la densidad de carga en la placa perfecta
donde la normal es —Z obteniendo

acos(6)

3
o1(d/ cos(0),0) = —e,E, + €, E, ( y > [3(cos(6))* — 1]

que nos da la densidad correcta en el limite a — 0 y, ademads, tiene el comportamiento correcto lejos del chichén
ya que esto corresponde a cos(6) — 0.
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b) La carga total inducida en el chichén es, aproximadamente,

m/2 27
/ dQ o () = 3€0E0/ a df cos(0) / a sin(0) dp = 3e,mE,a° .
superficie del chichén 0 0

¢) Con el mismo sistema de coordenadas esféricas, planteo el potencial como

q
o) =—L LD, (r0), L 0<0<7/2,
(r) dre,r — 3] + @,(r,0), r>a 7/
donde @, satisface la ecuacién de Laplace en la region abierta K = {(r,0,¢) : r >a, 0 <0 <w/2, 0 < p <27}
y se tiene

—-q
(3.57) Ameor/d + 12 — 2rdcos(0) Po(r,0), en 0K ,
que corresponde a que el potencial sea nulo en la placa imperfecta.
Procedo con el método de las iméagenes introduciendo, una carga virtual de magnitud —q espejada a la carga
real respecto del plano de la placa (esta serfa la configuracién si ambas placas fuesen planas); y dos cargas
virtuales de magnitud +¢’ (a determinar) dentro del chich6n'®. Una de estas cargas comprenderfa el caso donde
la placa imperfecta se reemplaza por una esfera; la otra —espejada respecto del plano de la placa imperfecta—
compensa la presencia de esta placa. jFuncionara? Las cargas +¢’ deben estar espejadas entre si respecto del
plano de la placa a una distancia b (a determinar) de él y sobre el eje ‘z’. Vea la figura.

Entonces @, es el potencial obtenido por la superposicién de los potenciales asociados con estas tres cargas
virtuales:

®,(r, 0) 1 T ! !
o T; = - .
dmeor/d® + 12 + 2drcos()  4meo \ /b2 + 12 —2brcos(f) /b2 + 12 + 2br cos(0)

Sobre la parte plana de la placa que es {(r,7/2) : r > a}, la condicién (3.57) se cumple ya que ®,(r,7/2) =
—q/(4me,V/d? + 1r?). Resta satisfacer la condicién sobre el chichén propiamente dicho: {(a,0) : 0 < 6 < 7/2}.
Omito los detalles del célculo analogo al del problema 3.13. El resultado es

—q q 1 1
o(r,0) = 24,2 N 2 2 /2 2 ’
dmeo/d? + 12 +2drcos(f)  4Ameo \ \/a® + (rd/a)® —2drcos(f)  +/a®+ (rd/a)? + 2dr cos(0)

que cumple manifiestamente con la condicién (3.57) en el chichén. Por lo tanto

(r, 0) q 1 1
r,0) = -
dmeo \ \/d® + 12 — 2drcos(0)  \/d®+ 2 + 2dr cos()

10Vea el Problema 3.13, pagina 35.
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1 1
\/0,2 + (rd/a)? — 2dr cos( \/aQ + (rd/a)? +2drcos(9)> '

Tomando la derivada respecto de r obtenemos

o & —a®
[ =)

o(a,d) = —eoa—(a7 0) =— ((a2 + d% — 2da cos(0))™%/% — (a® + d* + 2da cos(ﬁ))*g’/z) ,
r

4ra
para la densidad de carga sobre el chichén. La densidad de carga superficial es opuesta —como debe ser— a la
carga puntual ya que cos(6) > 0 para 0 < 6 < x/2.

La integral sobre la superficie del chichén da la carga inducida en él y estd dada por la formula explicitada.

Para la densidad de carga en la parte plana de la placa obtengo

0%

2 :70E ) 27 Z= o
o(r,m/2) e E(r,m/2,0) - Z = ¢,r 50

(r7/2) = 22 (@2 (/o)) = (@2 92) 02

que —como debe ser— es de signo opuesto a q.

Comentarios: No estd de mas decir que el item ¢) podria atacarse con un desarrollo en polinomios de Legendre
como hicimos en a).

Recalco que la solucién de a) y b) ofrecida es aproximada. El potencial ®; no es constante en la placa perfecta
como deberia de serlo en un conductor (condicién (3.53)).

Problema 3.32 Una superficie esférica de radio R tiene carga uniformemente distribuida sobre su superficie
con una densidad de Q/4mR?, excepto por una seccion esférica en el polo norte (vea figura 8), definida por un
cono de dngulo @ = a.. a) Muestre que el potencial dentro de la superficie esférica puede ser expresado como

l

= r
(3.58) %Z Pl+1 cosa) — P_1(cos )] WB(COS ),
1=0
donde para l =0 definimos P,_1(cosa) = —1. sCudnto vale el potencial afuera de la cdscara?

b) Encuentre la magnitud y direccion del campo eléctrico en el origen.

¢) Discuta los limites del potencial (3.58) y el campo eléctrico encontrado en b) en los siguientes limites: (i) la
seccion esférica es muy pequenia, (i) la seccion esférica es muy grande, de tal manera que la region cargada es
ahora una pequena region esférica rodeando el polo sur.

a) Claramente trabajamos en coordenadas esféricas con eje polar coincidente con el del cono. Como la distribu-
cién de cargas es localizada y finita, y tiene simetria azimutal, proponemos el Ansatz

Din(r,0) := >y AerPr(cos(d) , 0<r<R
r,60) = -~ B
(r,0) Dot (1,0) == 3 g TTfng(cos(G) ., R<r

La condicién de continuidad en 7 = R es:

> AR Py(cos(0)) = ©i (R, 0) = Pour(R,0) = > %PZ(COS(Q))

£>0 £>0
y se cumple si y solo si

(3.59) B, = A.R*! .
La densidad de carga superficial en la esfera es:

(3.60) U(T):{O , si0<f<a

sia<f<m ’ Il =1

Q
4wR2
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Figura 8: Agujero en polo norte

la condicién de contorno respectiva es entonces:

7 (Epui(r) — Ein(r)) =€, 'o(r), |r|=R.
Esto expresado en términos del potencial E = —V® es:
D;, P
0in 3 )~ Pout 2 gy — 5(r) e, .

or or
Derivando e incorporando la relacién (3.59) obtenemos:
> (204 1) AR Py(cos(9) = o(r) /e, -

>0

Incorporando (3.60), multiplicando esto por P, (cos(#))sin(d) e integrando sobre [0, 7] al usar las relaciones de
ortogonalidad de los polinomios de Legendre obtenemos

Q cos(a) Q /cos(a)

n—1 __ _
2A, R ~ e ), P,(x)dx, osea A, = St R )

P,(x) dx .
La integral la calculamos como en el Problema 1. Con Py(x) =1,

cos(a)
/ P,(z) dx = cos(a) + 1.

-1

Paran>1, P, = (P, ., — P, 1)/2n+1)y

n

cos(a) 1 cos(a)
/ /
[ P@de= e [P - @) do

—1 —1
1
C2n41

Pero Py(—1) = (—=1)*Py(1) = (1)’ con lo cual P, _1(—1) — P,11(~1) =0y

[Pat1(c08(a)) = Pry1(—1) = Py (cos(a)) + Py (~1)] .

cos(a)
/_ R o= ﬁ [Posr(cos(a)) — Po_1(cos(a)] -
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Entonces, efectivamente,

A, = @
" 8me(2n + 1) Rt

[Prt1(cos(a)) = Pri(cos(a))] ,

lo que establece la férmula que se debia obtener (en unidades donde 4mwe, = 1). Esto via (3.59) también
determina el potencial exterior.

b) Calculamos

aq)zn /—1 aq)ln : 0 .
o = ZA@ET Py(cos(0)) , 30 = — sin(0) ZAgT Pj(cos(0)) ;
£>0 £>0
con lo cual
E(r) = —V,(r) = — [ Y Ar' =" Py(cos(0)) | 7+ [ sin(0) > Aer'~' Pj(cos(0)) | 0.
£>0 £>0

En r =0, con P;(z) =z,

~

E(0) = —A; Py (cos(0))7 + sin(0) Ay P, (cos(0))8 = — Ay (cos(6)7 — sin(6)8) = — A7 .

Luego, con
Q Q |3 21 Q .
A1 = W [PQ(COS(O[)) — PO(COS(CE))] = m 5 COS(OZ) — 5 -1 =-— WORQ Sln(a) s
obtenemos Qsin(a)?
s
E0)=—"—"—"-27.
(0) 16me, R? z

Un analisis geométrico de la distribuciéon de carga muestra que en el origen el campo es axial. El signo indica
que la direccién es hacia el polo norte (en el caso de @ > 0) lo que es también intuitivamente razonable.

¢) Analizamos la dependencia en la apertura del agujero. La carga total es
2T ™ ™
R? /0 dy /a 472%2 sin(6) df — % /a sin(6) df — %(1 + cos(a).

Para la esfera completa o = 0 y la carga es Q; para el agujero completo o = 7 y la carge es nula.

En el caso o — 0 (cos(ar) — 1) el potencial tiende a

Q 1/r , parar >R
dre, | 1/R , para0<r <R ’

ya que Ppiq(cos(a) — Py_1(cos(a) — 0 salvo para £ = 0. Cuando o — 7 (cos(a) — —1), no hay carga y
efectivamente ® se anula.

En el limite R — 0 persiste solamente el sumando con £ =0y

87?6 %[Pl(COS(a))ﬂLl] Po(cos(0)) = 87?6 %[Cos(a) +1] .

Doyt (’/‘, 9) =

Este potencial corresponde al de una carga puntual en el origen de magnitud Q(1 + cos(«))/2.

El caso de la esfera enorme corresponde al limite R — co. Tomamos el potencial interior

Bin(r,0) =Y s 5?1)1%1 [Poy1(cos(a)) — Po_1(cos(a))] Pu(cos(6))

n>0

que en el limite se anula.
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Problema 3.33 Una cdscara hueca de radio a tiene un potencial V (0, ¢) especificado en su superficie. Probar
la equivalencia de estas dos formas del potencial en el interior de la cdscara:

_ala®—r?) V(') :
d = /( dQ)

47 72 + a2 — 2ar cosy)3/2

donde cosy = cosf cosf’ 4 sinfsin 6’ cos(¢ — ¢'); y

oo m=l

2=3" 3 A (D) Yinl0,0).

=0 m=—1
donde Apm, = [ dV Y] (07,0 )V (', ¢').

Para 7 < a el Ansatz para el potencial es ®(r,Q) = 37,50 ;i 4. BpmrY,m(Q) donde Q = (0, ¢). La
condicién de borde es V(0) = ®(a,Q2) = > o0 et m Bgvmang’m(Q) de donde By, = Agymafe con los
coeficientes de la expansién en arménicos esféricos de V,

Apm = / 4OV (Vi () ;
So

O sea

o(r) = > Arm(r/a)Yim () = > (T/a)eYz,m(Q)/ AV ()Y, m (V)

20, m=—L,---,m >0, m=—~L,-.m S2

(3.61) - [avey ¥ /@ @)

>0, m=—4,---,m

Aqui S es la esfera de radio 1 en tres dimensiones.

Considere cualquier vector a en la superficie de la esfera de radio a, a = a€, y cualquier vector r dentro de la
esfera. Se tiene la expansién

£ -

1 7
1 Y () Yem(Q)
7r£>0 m;Z.“m2€+1a€+1 2. () Y0,m ()

1

r—af

(3.62)

donde Q especifica la direccién de r y ' aquella de a. Derivando (3.62) respecto de r en ambos miembros,
usando que |r — a| = /72 + a2 — 2ar cos(v),

,rZ—l

acos(y)—r /
“r—ap " Y gt em(QYem(®)
£>0, m=—4L,---,m

Multiplicando ambos miembros de esto con 2r y sumando (3.62) obtenemos:

2r(acos(y) — r) 1 20 gt o
|r — al? + |r — al =dm Z 20+ 1 alt1 Yom () Ye,m ()
£>0, m=—4L,---,m
1 rt — A7 r\¢ -
HE Y g @V @) =3 (D) Yem@Ven().
ZZO 3 m:—é,"' ,1mM ZZO , m=—€7~' m
Pero,
2r(acos(y) — 1) 1 1 )
= 2 _ _
r—ap r—al r—ap ( r(acos(y) —r) + |r — al )
2 _ .2
= m (2m cos(y) — 2r2 + 1% 4+ a® — 2ar cos(’y)) = H ,

Fisica Serie C N° 12/2019 FAMAF-UNC 70



G.A. Raggio

y por lo tanto:

CL((L2—7’2) r\ £
e = X () YV @); r<a
£>0, m=—4
Mas preciosa ain:
1 47 r\ ¢
B =) Yem(Q)Yem ()|, r<a.
e a2, (6] Ve @) s

Con esta férmula y (3.61) obtenemos

(I)(r):a(a —r?) /S dQ’( V(&)

4 r? + a2 — 2ar cos(v))3/2

que es la famosa férmula integral de Poisson. Yo prefiero escribirla

a? —r? V(x)

(0] = dQ, ————=
™) dra /{m: |z|=a} Ir — a3

donde df2, es el elemento de superfice de la esfera de radio a: dQ, = a?df) (por ejemplo: en coordenadas
esféricas df), = a?sin(0)df dy).

Problema 3.34 Una carga lineal de longitud 2d con carga total Q tiene una densidad de carga que varia como
(d?® — 22), donde z es la distancia al punto medio. Una cdscara esférica conductora conectada a tierra de radio
b > d se ubica centrada en el punto medio de esta distribucion lineal de carga.

a) Encuentre el potencial en el interior de la cdscara esférica utilizando una expansion de polinomios de
Legendre.

b) Calcule la densidad de carga superficial inducida en la cdscara.

¢) Discuta las respuestas a) y b) en el limite d << b.

Con densidad de carga lineal \(z) = ¢(d? — 22) la constante ¢ se determina de Q = ff 4 A(2) dz obteniendose

asi A(2) = 3Q(d? — 22)/(4d?).

a) Usamos la funcién de Green para el interior de una esfera S de radio b

1 bly|

G = — .
@Y= o=y~ nlyPe -]

(1))

Y la densidad de carga volumétrica (en coordenadas cartesianas con eje “z” a lo largo del segmento cargado y
origen en el medio de este segmento) asociada con la carga lineal

p(x) = A(2) X[—a,a)(r)do(x)d0(y) -

Entonces
1 1 1 blul
o) = = [ Gttt = oo [ Meaa ) (g — Tamng) oy
1 1 blz|
. = — A — dz .
(3.63) Ire, /_d (2) <r— % TPr —b2z2|> 2

Usamos la expansién en polinomios de Legendre

Z masy Py cos(y)

|’l° - y| >0 TS
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donde v es el dngulo formado por r y y, r« := min{|r|, |y|} v r~ := max{|r|, |y|}.
En el segundo sumando de (3.63) tenemos ||z|?r| = |z|*r y [b%22] = b2|2]; ya que z € [~d,d], d < by r < b,

obtenemos min{||z|?r|, |b?22|} = |2|?r y max{||z|*r], |b*2Z|} = b?|z|. Entonces con el 4ngulo polar @ de r,

d - d 0
b|z| r
_/ )\(z)m ZPZ (cos(6 62“‘1 / Mz)zt dz +ZP@(COS(7T _9))W/ 2)|2|* dz
—d >0 0 >0 —d
rt rt d ,
= 7ZP[ cos( b%“/o )2 dz 7ng cos(f b2€+1/0 AM=2)z"dz .
£>0 £>0
Como Py(—z) = (—1)*Py(x) y A es par obtenemos:
—/d/\(z)b|zd = =2 Py(cos(0) / Mz)2% dz
_d [|z]27 — b22Z] 2 b‘Wrl
£>0
(rd)?
=-3 P 5(6 .
@ ; 2e(cos(0)) (20 + 1)(20 + 3)pA0+1
El primer sumando de (3.63) es mas complicado.
e
/d|r—zz|d —ZPgCOb / Az ”1 dz—|—Zchos7r— / Az €~<H dz

£>0 £>0

donde r := min{r, |z|} y r> := méx{r, |z|}. Nuevamente —usando la paridad de P, y el hecho de que A, r< y

r~ son funciones pares de z— obtenemos solo contribucién de los indices pares

d
Az
/d|7“—zz\d —QZP% cos( / Az 26+1

d
/ Mz)2% dz
0

£>0
Sir>d,
d 2e
Pyy(cos(f
QZP% (cos(# / A(z) 2“1 22 BT
>0 >0
d2€
= 3Q;} PQZ(COS(Q)) (25 + 1)(26 + 3)7,26+1 :
Cuando r < d,
r 520
2 ZPM cos(6 / Az 25+1 dz = 22 Pyy(cos(0)) / A(2)
>0 >0 0 "
Yy

" 2% 3Q d? r
Az) o dz = 2% - )
/0 (&) 2 4 = 15 (2£+1 2@+3)’
) —

2

d*In(d/r) — (d* — %) /2 , sif=0
r2¢ 3Q —rzlnerr er 2 , sif=1
Me) g 42 = 45 ALY el 2
roF 1d (f) + 50> 2
E —1) \d 200 — 1) ’ -
Ahora se trata de juntar todo lo establecido.
2¢ 20 20
Z Pyy(cos(6 d b T Cr>dl:
47T60 (20+1)(2¢ —|— 3)\b r2l+l 24l
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B(r) = 3Q [1 i 2 In(d/r) n 3QP(cos(0)) [ 5 7r? 3 2r2d? 3 r2In(d/r)
~ 8me, |2d  6d3  3b d 8me, 6d 10d®  156° d3
3Q 40+1 (40 + 1)r? 272642 r2t
P 1 — — .
e ; 2 (cos(6)) {2@(2“ 0d 20— 1)@+ 3P @+ 120+ 3 T D) 0 "<

Se puede verificar que ambas expresiones coinciden para r = d. Observese que como era de esperar ¢ es
invariante ante reflexién en el plano ortogonal al segmento por su punto medio (i.e., 8 — 7w — 6).
i® diverge en r = 0 como — In(r)/d y esto no lo entiendo bien atin!

b) La densidad de carga superficial como no hay campo externo es:

|r|=0.

o(r) =e—

8<I> B Z (4€ 4 1) Pay(cos(0))d?

20+2
or m o 20+ 120+ 3)b

¢) En el limite d — 0, la carga se concentra en el centro de la esfera. La distribucién de carga superficial
es —Q/(47b?) y coincide con la distribucién de carga en una esfera de radio b a potencial constante cuando
hay una carga @ en el centro de ella. Asi mismo, el potencial en este limite es & (r~1—b~1) como era de esperar.

Problema 3.35 Un disco conductor delgado y plano de radio R es mantenido a potencial constante V. La
densidad de carga en el disco es proporcional a 1/+/R? — p2, siendo p la distancia al centro del disco.

a) Determine el potencial en toda partes.

b) Encuentre la capacidad del disco.

Elegimos coordenadas esféricas con eje polar perpendicular al plano del disco y origen en su centro. Si o(p, )
es la densidad de carga en el disco (0 < p < R) entonces la densidad de carga volumétrica es:

577/2 (0)

p(r,0,¢) = a(r,¢) X[, (1) -

El potencial correspondiente es

dre, ) |r — x|
hacemos una expansién en armoénico esféricos del denominador y obtenemos

14

Y'Z R 7,,( ™ 27
=3 3 Bl [Craciss [7 a0 sn@) 5.0 [ ot V@
>

% >0 m=—+ 2¢+1 0

/4

Yom(@ B Lo
_ m d < d Ym 2,/
=oX 3 N [ [ adote s W2 )

£>0m=—¢

14

Yem () [(20+1)(6—m) / o R
. P ime’
Z Z 20+1 \/ dr(+m) ¢ dea—5 m dg'o(x, ¢')e

% >0 m=—2

Ya que P*(—t) = (—)**™ P/ (t) deducimos que PJ*(0) = 0 para £+m impar. Si, ademés, o es independiente del
27r

dngulo azimutal (o sea, polar en el plano del disco), usando e”'"m*do = 276,y 0, obtenemos que los tinicos

sumandos no nulos son aquellos con ¢ par y m = 0

1 Yo Q(Q) (4]€ + 1) R ’I”2<k
(r) = — ’ P%(O)/ dzx —=— o(x)
€o I; 4k +1 47 0 r2>k+1
>
Py (0) Poy(cos(d / doer —— 2k+1 o(s) .
47T €o k>0
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Resta la integral radial. Cuando r = |r| > R, tenemos r« =z y r~ =71y

f 7“2<k 1 f 2k+1
d:czioxzi/ dz x o(x) ;
/0 e o) = e | @)

/ dr x ——— 2k+1 o(x) = 7"2’““/ de 2281 & 2k/ di

Calculamos estas integrales para el caso planteado o sea: o(p) = k/+/ R? — p? donde k es constante (determinada
por la carga o el potencial V).

en caso contrario

El cambio de variables t = y/1 — (z/R)? nos da

R 2k+1

R
dex**o(z) =k -
/ e

VI-GR? dt
dx — .
/ 2k ~ R2k / (1-— t2)km

1
R2k+1 / dt (1 _ t2)k
0

r 1
/ dx z** 1 o(z) = /@R%H/
0 ,/1—(r/R)2

Con la notacién
1 a
F+(> /(1_t) dt Fl;(a>::/(1_t2)_(2k+1)/2dt7 Ogagla k:071a"'a
a 0

tenemos entonces

R 2k
"= 5 P Paeosto) ] S
P(r o 2k 2k(COS 2k+1 7 k1 ’
dmeo k>0 <f) Er(V/1—(r/R)?) + (E) o F (V1= (r/R)?)

correspondiendo aquf el renglén superior a r > R y el inferior a » < R. Para relacionar la constante x con el
potencial en el disco observamos que

K KT
arcsin(r/R ;
(/RN = 1

V:Mm:mé/ﬁf 2%/ J“* %,

o sea: k = 4Ve, /.

La integral F;(a) puede hacerse elementalmente usando la expansién binomial; el célculo de F} (a) es algo
m4s involucrado'!

b) La carga total es
R T
Q= /p(r)dv = 271'/{/ ————dr = 27kRFE; (0) = 27 Rk = 8Ve, R ;
0o VRZ— 12
con lo que la capacidad es C' = 8¢, R.

Problema 3.36 Considere una cdscara conductora esférica hueca de radio b mantenida a potencial cero, en
cuyo interior se ubica un anillo circular concéntrico de radio a (con a < b) con carga uniforme Q. Determine
el potencial en el interior de la cdscara utilizando la funcion de Green.

HVease: 2.263.4 y 3.248.2 en 1.S. Gradshteyn, and I.M. Ryzhik: Table of Integrals, Series and Products. Academic Press, New
York 1980. E.g.: F;(0) = ((2k)11)/((2k + 1)1).
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La funcién de Green-Dirichlet para una cavidad esférica de radio b es:

1 br’
Anclr —r'|  Ax|(r')2r — 2|

G(r,r") =

La densidad de carga es, en coordenadas esféricas con eje polar perpendicular al anillo por su centro,

p(r) = T%Qéa(r)éw/g(é’) .

Luego, siendo By, la bola esférica de radio b,

1 I 1 b
O(r) = 67/3 p(rG(r,r")dv' = iz ; dey’ ( — — A ) , r<b,
o b

8m2¢, |r —a€| |a?r — b2a€|

donde €’ es el vector unitario en el plano que contiene al anillo.
Tenemos

—an B Y e
| el‘ Z Z 2€+ £+1 fm( )Z,M<7r/ 7‘;0)7

>0 m=— I

donde 7~ := min{r,a} y v~ := méx{r,a}; y, ya que a’r < ba,

Ta2r — i%a@’| ot Yem (D Yem(7/2,0') -
|a2r—b2ae’| WZ Z 24_,_1 p2e+1 b ()Y (m/2,¢')

>0 m=

Como en el problema anterior

27 i
— , sim#0
/0 do'Ym(m/2, ¢’ _{ (20 +1)mPy(0) , sim=0
Pero
0 , sif esimpar
PE(O) = (—2@/2 ( 652 ) , sifespar
Entonces ( )4 20 20,.2¢
. Q 20 -1 re ar .
d(r) = e, 2\t 7 Paelcos(9)) (2T T et )
o sea:
(BHHL — qaet1),2e
Q 20\ (-1)* a20+1pae+l o srsa
®(r) = Pay(cos(®
"= (7 ) S pateoston I
> bzz[rzul_bzéﬂ} , stasrsh

Observese que en el limite a — 0 se obtiene —como es de esperar— el potencial de una carga puntual de magnitud

Q en el centro de la esfera.

Problema 3.37 Considere una carga @ distribuida uniformemente sobre el manto de un cono recto de altura
h y radio R de su base circular. Determine la densidad de carga volumétrica en coordenadas cilindricas con
origen en el vértice del cono y eje polar coincidente con el eje del cono y dirigido del vértice a la base (figura 9).
Pro memoria: En un cono recto truncado de dngulo de apertura T como en la figura 10; la porcion del manto

(superficie sin tapas circulares) subtendida por el dngulo o es: asin(r)(s? —r?)/2 = PETIC]

(a® —b?). Aqui, s es

la distancia, por el cono, del vertice a la tapa inferior de radio a, mientras que r es la distancia, por el cono,

del vertice a la tapa superior de radio b; luego sin(7) = a/s = b/r.

Fisica Serie C N° 12/2019 FAMAF-UNC



Problemas selectos de Electromagnetismo I

z

0

Figura 9: Cono

A
/N
/I

Figura 10: Cono truncado

El manto M del cono en coordenadas cilindricas (r, ¢, z) con origen en el vértice del cono y eje polar coincidente
con el eje del cono dirigido hacia la base, se describe como

M ={(zR/h,p0,z): 0< <27, 0<z<h}={(r,o,hr/R): 0<p <21, 0<r<+h2+R?},

ya que en el manto del cono tenemos r/z = R/h.
Considere un volumen V' C R3 tal que la interseccién de V con el manto del cono sea la superficie S =V N M.
Entonces, ya que la carga esta distribuida uniformemente sobre el manto debemos tener

(4rea de 9)

S
(3.64) Jy p dx = (carga total) (drea del manto) — QwR\/‘}ﬂ‘Jril%?

donde |S| denota el drea de S (ya que mRvh? + R? es el drea del manto del cono).
Usando la funcién (llamada funcién caracteristica del conjunto I)

cualquiera sea I C R,

1, sixzel
m(z)z—{

0 , siz¢l
planteamos que

,0(7", P Z) - 5(7’ - Rz/h) X[0,h] (Z)f(T‘, ®, Z) - (5(7” - RZ/h) X[0,R] (T)f(’f’, 2 Z) s
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observando que si z = hr/R entonces xo,n(hr/R) = X[0,r) (7). Esta distribucién se anula fuera del manto como
debe ser debido a (3.64).

Consideramos las superficies especiales ¥ del manto delimitadas por ¢ = @1, ¢ = @2, 2 = 21 y 2 = 22 con
2 > o > 1 > 0y 0 < 2z < 29 < h. Es intuitivamente claro que cualquier superficie del manto que tenga un
borde no demasiado salvaje puede aproximarse tan bien como se quiera cubriendola con una unién (disjunta) de
superficies de tipo 2. Luego, si (3.64) se cumple para cualquier ¥ entonces se cumple para cualquier superficie
S C M (de borde regular).

Ahora en nuestro cono, el dngulo de apertura 7 satisface sin(7) = R/vh? + R? | y tenemos

vVh2+R?2 5, RVhR2+R?, ,

%] = (p2 — 1) °R (ry =717) = (2 — 1) ——5—— (23 —z1), ;= Rzj/h.

Por lo tanto, para volumenes V tales que V N M = X, la condicién es

(3.65) [ pdz=tor = o) o0 =) = (02— ) gz =)

cualesquiera sean 1,2 ¥ 21,22 (resp. 71, 72) mientras cumplan 0 < 1 < @9 <27y 0 < 21 < 29 < h (resp.
0 <rp <re< R)

Calculamos ahora el miembro izquierdo de esta condicién. Evaluando primeramente la integral sobre la variable
radial r tenemos

/pdm:/ 5(r — Rz/h)x0,r)(r) f(r, , 2)7 dr dp dz
1% 1%

= ~/VOM—Z (122) X(o,r](Rz/h) f(Rz/h, ¢, 2)dp dz = % dap/ dzx(0.)(2)2f (Rz/h, ¢, 2)

% dgo/ dz zf(Rz/h,p, z) .

Con esto, la condicién (3.65) impone que f sea constante e igual a Q/(whR), i.e

Q Q

p(r, ¢, z) = hR5(7"—RZ/h) X[o,n(2) = hR5(7’—RZ/h)X[OR]()

Hemos evaluado la integral volumétrica integrando primero sobre la variable radial r. Sin embargo, podriamos
haber integrado primero la variable z recordando que 6(axz) = (1/]a|)d(z), obteniendo

/pdw:/ 5(7"fRz/h)X[O,R](r)f(r,<p,z)rdrd<pdz
1% 1%

h
= E /V (S(hT/R - Z)X[O,h](z)f(r7 ®, Z)T dr d(p dz = X[0,h] (h’f’/R) f(7“7 ®, h’f’/R)dQO dr

h

R VNnM=%

h

=5 [ ae [Cavonerstennm =g [“ao [arrsegen).
¥P1

La condicién (3.65) nos conduce al mismo resultado.

Y, ya que estamos, calculemos la distribucién de carga en coordenadas esféricas (r, , 0) [este r no es el anterior]
con origen y eje como en el caso de coordenadas cilindricas. El largo del manto (distancia del vértice a la base
por el manto) es v'h? + R?. Aqui planteamos

p(r, ®, 9) = 6(0 - T)X[O,\/m] (r)g(r, ®, 0) y
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que es cero fuera de M; siendo 7 € [0,7/2] la apertura del cono dada por arcsin(r) = R/vh? + R?. La anéloga
a la superficie ¥ usada en el caso cilindrico es

Y= {(T799,7j :0< r1<r<ryg < \/7254;:iig§, 0< ©1 < © < ©2 < 27r}

Y esta nuevamente claro que cualquier superficie no demasiado salvaje de M puede aproximarse por una union
disjunta de estas superficies simples. La férmula indicada nos da

R
12| = (p2 — @1)W(T§ - T%) ;

con lo cual la condicién (3.65) es:

(3.66) /VP dx = 277(]12Q_~_R2)(802 - 1) (7"% - 7’%) )

cualquiera sea el volumen V C R3 tal que V N M = ¥. Calculamos el miembro izquierdo de esta condicién.

/V pdx = /V 60 — )Xo, vazrrz ()9 (r, @, 0)r? dr dy sin(0) df

}{ P2 T2

. 2 2

= sin(7 X r)g(r,eo,7)dpr drzi/ d(p/ drreg(r,o,T) .
@ [ o) aen) ey N R
Entonces de (3.66) obtenemos que g(r, ¢, 7) = pu/r donde la constante p es

_ Q .
M RVREtRe
O Sea.: Q 6(0 )
—
0.0) = .
P b) = o

Tratamiento alternativo. Supongase dada la distribucién de carga superficial o sobre el manto del cono. O sea:

Cargaen S = / o(r)dF,
s

donde S C M. La distribucién superficial estd definida para r € S. Tenemos entonces o (r) = o(7)X[0,1](2)-
La densidad volumétrica p debe ser tal que

p(r)dv = o(r)dF ;

el miembro derecho estd definido solamente para » € M. En particular, p(r) = 0 si » ¢ M. Con referencia a la
figura, tenemos
F= (=) (tan(r)zdg)
=|— an(7)z .
cos(T) 4
Luego, en coordenadas cilindricas

tan(7)

p(r, @, 2)rdrdpdz = { 505(7)

o(p,2)zdzdp , si(r,p,z)e M

, sino

y entonces
Vh? + R?

= 0(r = Rz/h)o(p, 2) ———,

p(r; ¢, 2) = 6(r — tan(r)z)a (e, Z’M
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mientras 0 < z < h. Si z > h entonces p = 0, o sea

orp2) = Y TTOE Ry

En coordenadas esféricas
dF = (dr) (rsin(r)dyp) ;

luego
p(r,,0)r? sin(0)dr de df = o(r, ©)X[o,rz5 Rz (1) sin(7)rdr de .
Entonces

0.0 = 72 0 7).

En nuestro caso, o(r) = Q/(rRvVh? + R?), y se obtiene lo ya calculado.

4. Dieléctricos

Problema 4.1 Un dieléctrico de constante €1 esta separado de uno de constante dieléctrica es por el plano
{r : x = 0}. Se quiere el campo eléctrico de una carga puntual de magnitud q ubicada en el dieléctrico de
constante €1 a una distancia d del plano separador.

Sugerencia: Plantee los potenciales en ambos medios introduciendo cargas virtuales. Para el medio 1 una espejada
por el plano separador en el dieléctrico de constante ea; para el medio 2 una en la misma posicion que la carga
real.

Siendo = (d,0,0) la posicién de la carga, el Ansatz para el potencial es:

1 q 7
P = , >0,
1) 4ey {r—:c| + |r + x| reon®

q// 1

= , rconz <O0.
drey |r — x|

@2(’]")

Las condiciones en la interfaz (el plano separador) e1E; -n = eaFEy -ny E; An = Es A n se traducen con
n=x/d en:

0P, 0Py

P =Py, — = €y——

1 2, €1 Oz €2 Oz

De aqui se obtiene ¢’ = (e1 — €2)q/(e1 + €2) ¥ ¢/ = 2e2q/ (€1 + €2).

;? enr:(()?yﬁz)'

Problema 4.2 Una carga puntual de magnitud q estd a una distancia d del centro de una esfera dieléctrica de
radio a —con a < d— y constante dieléctrica €. Determine el potencial eléctrico en todo el espacio en términos
de un desarrollo en armdnicos esféricos. Verifique que en el limite €/e, — 0o se recupera el caso de una esfera
conductora.

Trabajamos en coordenadas esféricas referidas al centro de la esfera con eje polar coincidente con la recta que
une este centro con la carga puntual. Tanto la distribucion de cargas como la distribucién del material dieléctrico
es invariante ante rotaciones arbitrarias alrededor del eje polar por lo cual ni campo ni potencial dependen del
angulo azimutal.

Para el potencial adentro de la esfera planteamos (x := cos(f))

O(r,0) = Zagrfpg(:c) , 0<r<a,
£>0
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como serie de soluciones regulares de la ecuacién de Laplace. Fuera de la esfera dieléctrica,

q be

dme,|r — d| = i+l

O(r,0) =

Pyx), r>a,

donde le potencial electrostatico de la carga puntual estd “corregido” por una serie de soluciones de la ecuacién
de Laplace que se anulan para r — oo. Aqui, d = dz. Las condiciones en la interfase (superficie de la esfera)
son —ya que la normal exterior es 7—

S S
E(a 79)_605(04 79)a

® es continuaenr =a, €

donde las derivadas parciales radiales se entienden como limites desde adentro (a~) y respectivamente desde
afuera (a™) de la esfera. Para determinar los coeficientes ag, by, es preciso hacer el desarrollo del potencial
coulombiano para r < d
1 rt
= Py(x), r<d.
r—d| ;d“l o)

Entonces la continuidad de ® en r = a nos proporciona
(4.1) by = (ag —yd~ D)2 0 >0;

donde hemos definido v := ¢/(4me,). La discontinuidad de la derivada radial en a nos da:

(4.2) o0+ 1)by = La® T (eoyd™ V) —cay), £>0.
La solucién del sistema lineal (4.1,4.2) es:

B q(2¢+1) o ql(1 —n)a*t! 050
T dme, d LU+ 1470 YT dme,d (0 + 1+ nt) T

Qg

donde 7 := €/e,.
El limite 7 — 1 conduce al potencial coulombiano puro (by = 0y ay = q/(4me,d**1)). El limite 7 — oo produce
el potencial

q _ 1 (a/d)QHld—ePg(x) r>a
dme,|r — d|  4me, ré+l ’ ’

y cero para r < a, que corresponde al del caso de una esfera conductora.

Problema 4.3 Una cdscara cilindrica muy larga de material dieléctrico con constante €/eq y radio interior a y
exterior b, se ubica en un campo que era previamente constante Eqg con su eje perpendicular al campo. El medio
dentro y fuera de la cdscara tiene constante dieléctrica uno.

a) Determine el potencial y el campo eléctrico en las tres regiones, despreciando el efecto de que el cilindro tiene
longitud finita.
b) Dibuje las lineas de fuerza para el caso tipico de b = 2a.

¢) Discuta las formas limites de la solucion para un cilindro sélido dieléctrico en un campo uniforme y para una
cavidad cilindrica en un dieléctrico uniforme.

Calculamos como si el cilindro fuese infinitamente largo. Elegimos coordenadas cilindricas (r, ¢, z) cuyo eje “z”
coincide con el eje del cilindro. El campo asintético (constante en una direccién fija perpendicular al eje del
cilindro) no depende de z, y tomamos su direccién como eje “z” positivo a partir del cual definimos el dngulo
azimutal ¢. Entonces el campo asintético es E, = E,(1,0,0) en cartesianas y E, = E, cos(p)e, — E,sin(p)e,
en coordenadas cilindricas. Se tiene E, = —V®,, con ®,(x,y,2) = —E,z 0 bien ®,(r, ¢, z) = —E,r cos(p).
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a) Para obtener el potencial ®, debemos resolver la ecuacién de Laplace para las tres regiones: (I) 0 < r < a,
(I) a < r < by (III) b < r y empalmar las soluciones de modo de cumplir las condiciones de borde para el
dieléctrico (la normal coincide con e;):

eoE(I) -e, = eEID cer, v ED A e, = EUD A e. parar=a;
eEUD . e, = eOE(IH) -er, y EUD A e, = EUID A e-parar =b.
Ya que E no depende de z, estas condidiones se rescriben como (E = E,e, + E e,):

eoEﬁl) = eEﬁll) , ES(OI) = Efon) , T=a;

eBUD = ¢, BUID | E&II) _ E;III) Cr=b.

Recordando que Vf = (8f/0r)e, + r~*(0f/0¢)e, + (0f/0z)e., obtenemos las condiciones de empalme en
términos del potencial (que no depende de z):

(1) (IT1) (I) (I1)

(4.3) o 2—(a,0) = €25 —(a,¢) , Z=(a,¢) = 25— (a,9) |,
(I1) (I11) (I11) (I11)

(4.4) 25— (b,¢) = €. 25— (b,p) , 25— (b,9) = 25— (b,¢) |-

Ademsds, debemos cumplir con la condicién asintética

(4.5) SUID (r, ) ~ @, (r, ) , T —00|;

y con la condicién de continuidad en todo punto.

Como de costumbre, buscamos expresar los potenciales como series de soluciones en variables separadas de la
ecuacion de Laplace. En nuestro caso, no habiendo dependencia de z, la ecuacién de Laplace en coordenadas
cilindricas nos conduce a la ecuacion diferencial de Euler para la funcién radial y obtenemos

Vo(ryp) = ao +bo1I0(r) , Wn(r,p) = r"(a, cos(ny) + by, sin(ne)) + 7~ " (¢, cos(ny) + dy, sin(ne)) , n=1,2,--- |

como todas las soluciones en variables separadas. Entonces, desechando las singularidades para r = 0, plantea-
mos:

oD (r, p) = Z " (an cos(ny) + by sin(ny)) , 0<r<a;
n>0

I (r, o) = oy + BoIn(r) + Z {r"(an cos(ng) + By, sin(np)) + r~" (7, cos(np) + dpsin(ng))} , a<r <b;
n>1

<I>(HI)(7~, ©) = po + Vo In(r) + Z {r”(,un cos(ny) + vy sin(ny)) + r~"(oy, cos(ny) + 7, sin(mp))} , b<r.
n>1

La condicién asintética (4.5) es que

0= lim (@010 (r,0,2) = By(r,p,2) ) = Um [ty + v In(r) + (s + Ey)r cos(p) + 117 sin(p)

r—00

+ Z {r"+1(un+1 cos((n+ 1)) + vpyrsin((n + 1)p)) + r~"(op cos(ng) + 7, sin(ngo))}] ;

lo que nos da: p; = —FE,, pu, = 0 para todo n # 1, y v, = 0 para todo n > 0. O sea,

D (1 ) = —E,rcos(p) + Z r~"(op cos(ng) + T, sin(ng)) , b<r.
n>1
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Ahora usamos las condiciones de continuidad en r = a y en r = b y las condiciones de empalme (4.3) y (4.4)
para determinar los coeficientes restantes.

La continuidad en r = b nos da: a, + 5, In(b) = 0 y también
(4.6) o1 =0 (E,+a1)+71, 0p=0"an+v n>2), T, =0"Bn+5,,(n>1).

Imponiendo las condiciones de empalme (4.4) para las derivadas angulares obtenemos nuevamente (4.6). Mien-
tras que la condicién (4.4) para las derivadas radiales nos da:

(4.7) Bo=0, €e(y1 —b%a1) = e (Eb* + 01) ,
€o0n = €(Yn — V") (n>2), €on = €(6, — b*"B) (n>1).

Entonces deducimos que a, = 0.

La continuidad en r = a nos entrega a, = @, + B, ln(a) =0y
(4.8) Yo = a*"(an — ) 5 Op = a* (b, — Bn) (n>1).

Imponiendo las condiciones de empalme (4.3) volvemos a obtener (4.8) de la condicién para las derivadas
angulares mientras que la condicién para las derivadas radiales nos da

(4.9) €oln = €(ay —a 2"y,) , eobn = €(Bn —a"?"5,) (n>1).
Definimos el pardmetro 1 := ¢,/e. Combinando (4.8) y (4.9) obtenemos

_1+m onl =1

L+n 2
4.1 n ny In = n n=— "5 UYn, On= nin >1
(4.10) a 5 dn, =05 B 5 bn, 0n=a 5 b, (n>1)
Combinando (4.6) y (4.7) obtenemos
(4.11) 20°E, = (n— Uy — P (L+mar, b (L+n)an = (-1 (n>2),

B (1 +m)Bn = (n— 1), (n>1).

Con (4.10) y (4.11) para n = 1 obtenemos!?

—4b°E,n
(1T+n)202 — (1—n)2a?

= A, (141021 =—a*(1—n)°by ;

a; =

lo que implica que b; = 0; mientras que para n > 2 tenemos
b (1 +n)%an = —a®"(1 —n)2a, , V*"(1+n)%b, = —a®"(1 —1)?b,, .

Esta tltima relacién indica que
anp=0b,=0 (n>2).

Luego, b, =06, =0, =T, =0paran>1;a, =a, =y, =0, =0 paran > 2;y

—2b*Eon(1 + 1) by = 2Bl — ) oo = U E(1—n?)(b? — a?)
A+ — (1 -n2a2 | | W+ -1 -n)22 | |71 (L+n)22—(1—1)%a?

oy = =:B.

En consecuencia:
oD (r,p) =rajcos(p), 0<r<a;

<I>(H)(7“, ©) = (raq + 7’*171) cos(p), a<r<b;

120bservese que 7 > 0 implica que |1 + 71| > |1 — 1| y luego —ya que b > a > 0— obtenemos que (1 + n)2b? > (1 — n)2a?.
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Figura 11: Capacitor esférico

eUID) (r, cp) — (—Eo?" + rflal)cos(w) , b<r.

o bien:
r , si0<r<a
A 1 21—
(+n)r+a( n) , sia<r<b
®(r, ¢, 2)) = cos(ep) 2 2r
B
7Eo7’ + — , sir Z b
r
En el caso a = 0 obtenemos de esto el potencial
—2F,
o , sio<r<b
(1+n)
®(r, ¢, 2) = cos(y)
2 _
) /) B R
1+7n) r

En el caso a = b debemos ademds hacer el limite n — 1 y obtenemos que el potencial es ®,,.

Problema 4.4 Dos cdscaras conductoras, de radio interior a y exterior b, tienen cargas £Q. Se llena la mitad
del espacio entre las cdscaras con una cdscara dieléctrica (de constante dieléctrica €/ey), como lo muestra la
figura 11.

(a) Encuentre el campo en todas partes entre las cdscaras conductoras.

(b) Calcule la distribucion superficial de carga en la cdscara conductora interior.

(¢) Calcule la densidad de cargas de polarizacion inducida en la superficie del dieléctrico en r = a.

El desmembramiento en a) y b) es meramente indicativo. La vaina es una sola. c) es otra cosa.
Las cascaras conductoras son superficies equipotenciales. El campo fuera de la region entre las cascaras se anula.

Trabajamos en coordenadas esféricas con eje polar tal que la interfase corresponde al dngulo polar § = /2 y
direccién hacia el medio de constante dieléctrica e. En tal caso no hay dependencia del dngulo azimutal ¢. Las
condiciones de contorno expresadas en términos del potencial ¢ definido para a < r < b y el campo interior
E = -V, son:

a) En las cdscaras el campo eléctrico debe ser radial y constante por lo cual

0P 0P
. i - _ — < .
(4.12) aQ(OL,H) 80(b’9) 0, 0<O<m;
Equivalentemente, para 0 < 6 < 7
(4.13) ®(a,0) =V, ®(,0) ="V,
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Figura 12: Una distribucién de dieléctricos con simetria azimutal y interfases de angulo polar constante
con constantes Vi, V5.

b) En la interfase entre los dieléctricos el vector unitario normal a la superficie de la interfase es ep y tenemos
coEg(r,(m/2)T) = €Ey(r,(n/2)”) porque no hay carga libre en la interfase; ademés E,.(r,(r/2)*) =
E.(r,(7/2)7) para a < r < b. Esto, en términos del potencial, es

(@19 @O /D) = o2 (x/2)7) O (x/2)) = S (n/2)7), a<r<b.

El primer impulso es plantear a ® como serie de polinomios de Legendre y usar las condiciones de contorno para
determinar los coeficientes. Sin embargo la condicién de contorno en la interfase (4.14) se cumple trivialmente
con cualquier funcién puramente radial y, las dos superficies equipotenciales son esféricas. Esto sugiere, quizas,
intentar una solucién puramente radial:

O(r,0,0) =A+B/r, a<r<b.

Este Ansatz cumple trivialmente con (4.14) y (4.12), y la determinacién con (4.13) de las constantes A, B en
términos de las (atn desconocidas) constantes Vi, Vo da:
bV2 — CLV1 (Vl — va)ab 1

d(r,0,0) = S, a<r<b.
(r,0,¢) = T =, 5o oSTS

—=:A =:B

Luego,
B
E=-—e ., a<r<b.
r
Es notable que esta es la solucién cualquier sea la distribucién de dieléctricos siempre que haya simetria azimutal
y las interfases entre dieléctricos sean superficies con 6 constante. Por ejemplo, la distribucién obtenida rotando
la figura 12 alrededor del eje marcado. Lo que cambiard en cada caso es la distribucion superficial de cargas en

las céscaras que depende solamente del angulo polar.

En nuestro caso la normal a la superficie interior (radio a) hacia el espacio entre las cdscaras es e, mientras que
la normal a la superficie exterior (radio b) hacia el espacio entre las cdscaras es —e,.; entonces

(0,0, ) = ¢E - e, = —eB/a? , 0<O<m/2
)= E-e.=—¢,Bja®> |, 7w/2<0<71
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[ —€eE-e, =eB/b? , 0<f0<m/2
a(b,e,w)—{ —E-e,=¢,B/W? |, w/2<0<T

Si integramos la densidad de carga superficial en la esfera interior S,, obtenemos:

Q= / o(a,@,0)a?dQ = —2ma*(B/a?)
Sa

/2 T
e/ sin(0)df + 60/ Sin(@)d&] = —21B(e+¢,) -
0 ™

/2
Luego,
=9
2m(e+ €,)
Esto determina la diferencia de potencial
—-b
v Qa-b)

2mwab(e + €,)

y deja una constante libre en el potencial (usualmente se pone V5 = 0 para que ® = 0 cuando r > b).

¢) Para la polarizacion P = D — ¢, E = (e — ¢,) E en medios lineales como estamos considerando. La densidad
de carga inducida en la superficie cuya normal interior es n es op = n - P. En nuestro caso,

0 , siT/2<6<m
P = (e —€,)Q .
—  e/% 08 2
or(e T e e. , si0<O<m/
Luego,
0 , sit/2<0<m
O'p(aa@ae): M siO<9<ﬂ'/2
2m(e + €5)a? -

A los fines de completar el problema, el lector deberia plantear desarrollo en polinomios de Legendre

Ot (r,0) = Z{Aﬂ“é + B~ Py(cos(0)) , para 0<6 < /2

P , ’9 — £eN
(r,9:) O (r,0) = Z{C[I‘Z + Dpr= D1 Py(cos(9)) , param/2<0<m

£eN

y determinar los coeficientes a partir de las condiciones de contorno. Lo que resulta complicado y tedioso y
muestra que siempre conviene pensar un poco y probar lo més simple antes de largarse a calcular.

5. Magnetostatica

Problema 5.1 Determine la contribucién al campo magnético de un segmento recto por el cual fluye una
corriente constante de magnitud I. Considere el caso especial de una recta infinita.

La ley de Biot-Savart es
I(r' o
By =t [ L0AC )
c

 A4n |r — 7|3

donde C es el circuito donde fluye la corriente I. En nuestro caso C' consiste de un segmento recto S y el resto
que no estéd especificado!'3. La integral tomada sobre S es la contribucién a B de S.
Refiriendonos a la figura 13, sea ¢ la recta (infinita) que contiene al segmento y € el vector unitario sobre ¢ en

13Cuando S es la recta infinita entera, S = C. Si S es finito o semi-infinito (con comienzo pero sin fin) entonces tiene que haber
un resto porque la corriente debe fluir y no puede desaparecer en un extremo.
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P X' e

Figura 13: Segmento recto de un circuito

la direccion de corriente. Consideramos un punto arbitrario de posicién r y sea P el punto de ¢ que se obtiene
proyectando r sobre /. Elegimos a P como origen de un sistema de coordenadas tal que ¢ coincida con el eje
“x”y la direccién dada por € sea la positiva. Entonces, la posicién z’ sobre £ estéd dada por

x’ = ttan(0)
donde t = |r| es la distancia de r a £ y el dngulo 6 estd especificado por:

z’ t

(5.1) sin(6) cos(6)

T =]

donde v’ = (2,0,0). Observese que 0 € (—7/2,7/2) (vea la figura).

Ya que I(r') = IT'e si ' cae en S C £y, en ese caso,
leA (r—7")| =|r —7'|sin((r/2) — ) = |r — 7’| cos(0) ,

o bien
eN(r—r)=enr=tenr)=|r—r|cos(d)(eAT),

o _ !
Bs(r):<“"]/ Ir = '] cos(9) ’“'COS(Q)dx’)aAﬂ

donde 1 < 3 son los extremos de S. Ahora, [r — 7'| =t/ cos(0) y da’ =t/ cos(#)? y entonces

la contribucién es

Bg(r) = (“"I /62 cos(H)dH) enF = (“"I(sm(eg) —sm(el))> EnF

art Jo, 47

donde 6, 5 son los dngulos asociados a los extremos de S. Es importante observar que de acuerdo a (5.1) el
angulo # se mide a partir de la perpendicular a ¢ que pasa por r siendo positivo en la direccién de € y negativo
en la direccién opuesta.

Si el segmento estd especificado por S = {zé : 1 < z < x5} (en cuyo caso el origen estd en la recta £), entonces

Bs(r):[ Hol ( 22 21 )]am.

dnlr — (€-r)e| \|r — x| |r —z1€]|

Si S es toda la recta tendremos, cualquiera sea r que no este sobre la recta, que 6 = /2y 6 = —7/2 y
obtenemos el resultado conocido'#:

pol
B(T) — 2nt

14 Alternativamente o — 00 y &1 — —00.

€AT, tesladistancia de r a la recta generada por € .
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Problema 5.2 Muestre que el campo general B con simetria azial puede escribirse como B = f(r,z)(Vy) +
(Vo) A (V) (r, 2)) en coordenadas cilindricas (r, @, z) con una funcidn escalar ¢ de r y z.
Calcule las corrientes inducidas por este campo.

Sea R,, la rotacién por « alrededor del eje de simetria usado para definir las coordenadas cilindricas. Para evitar
confusiones escribimos v; para la componente radial, v, para la componente angular, y vs para la componente
axial del vector v. Y, como siempre, ¥ denota el vector unitario |v|~!v asociado a v # 0.

Tenemos

~

R,Z = cos(a)Z +sin(a)y , Ray = cos(a)y —sin(a)Z, RZ=7;
Roex(r,p,z) = Ro(cos(p)y — sin(p)Z) = cos(¢)RaY — sin(¢)Ra T
= —(cos(a) sin(p) + cos(p) sin(a) )T + (cos(a) cos(p) — sin(a) sin(p))y
= —sin(p + )T + cos(p + o)y = ex(r, ¢ + a, 2) ;

y similarmente
R.er=ei(r,p+a,z), Rz=17.

El campo B tiene simetria axial si y solo si
RoB(r) = B(R,r) .
Con B(r) = Bi(r)ei(r, ¢, z) + Ba(r)ex(r, p + a, z) + Bs(r)z, el miembro izquierdo de la condicién es
Bi(r)Raei(r, ¢, z) + Ba(r)Raez(r, ¢, 2) + Bs(r) Rz,
mientras que el miembro derecho de ella es
Bi(Rar)RoT + Ba(Roar)Ro® + B3(RaT)RoZ ;

por lo tanto
Bj(T,(,O—FO[,Z) = Bj(ROér) = Bj(r) = Bj(’l",gO,Z) ) .] = 17273 )

de donde B; no depende del dngulo azimutal. En otras palabras |B| no depende del dngulo y la direccién se
obtiene por rotacién.
Usando Vi = e3/r, €] A €3 =z y permutaciones ciclicas, tenemos

—~

E:el/\ezzraA(Vgo)

o~ o~

e1=—-zANex=—-12A (V)

B(r,p,2) = By(r,2)e1 + Ba(r,2)es + Bs(r,2)z = —rBy(r,2)z A (V) + 7Ba(r, 2) (V) + rBs(r, 2)e1 A (V)

=rBy(r,2)(Ve) + 7(—Bi(r, 2)z + Bs(r,z)er) A (Vo) ;

recordando que para una funcién escalar ¢ de las variables r y z, se tiene

0 0 .
Vip(r) = a—f(r, z)er + a—f(r, 2)z

podemos escribir

si f(r,z) =rBa(r,2) y
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€

Figura 14: Porcién del manto (magnificada)

Problema 5.3 En el manto de un cilindro recto (e infinito) de radio R circula una corriente de densidad
superficial Je,, con J constante (€, es el vector unidad en la direccion del dngulo asociado con coordenadas
cilindricas con eje ‘z’ coincidente con el eje del cilindro).

1) Se quiere conocer la presion sobre el manto.

Para ello, considere una corriente en la region R <1 < R+ € (vea la figura 14) de densidad volumétrica Ke,
con K constante, y:

a) Calcule el campo magnético en esta region (manto de ancho €).

b) Determine la fuerza sobre un elemento de superficie AS del manto entre ¢ y o+ Ap (Ap < 1): AS =
RApAz, donde Az es la altura (longitud azial).

¢) Calcule la presion y pase al limite e — 0, K — oo con J = Ke constante.

2) Aplique el resultado para estimar la presion sobre una espira de largo € con n vueltas recorrida por una
corriente de magnitud I.

0
a) Ya que la densidad de corriente volumétrica no depende del dngulo azimutal ni de la coordenada axial z,
lo mismo sucede para el campo magnético: B(r) = B,(r)é, + By(r)e, + B.(r)z. Entonces, 0 = V- B =
r=29(rB,)/0r) + 1~ (0B,/0¢) + (0B,/0z) = r~1(d(rB,)/0r) y por ende rB.(r) es constante de donde
B.(r) = ¢/r que es singular en r = 0 salvo cuando ¢ = 0. No hay entonces componente radial: B, = 0.
También, ya teniendo en cuenta lo recién observado,

aBZ€*+
or %

luego, por un lado B, (r) = ¢/r de donde ¢ = 0 y no hay componente azimutal; y por otro lado la tnica
componente no nula es la axial con B,(r) = —Kr + C. A la constante C la determinamos con es el siguiente
argumento (crucial). Queremos al final de toda esta excursién considerar el limite ¢ — 0. Ahora, cuando e =0y
la corriente es solamente superficial (dada por Je,) el campo magnético se anula para r > R. Pedimos entonces,
para recuperar el campo correcto en el limite, que B,(R + ¢) = 0 y obtenemos entonces C = K(R+¢) y

B(TBW)E'

Ke,=VAB=-— :
e or

B(r)=K(R+e¢—1)Z, R<r<R+e.

b) Considerando el “elemento de volumen” AV = [R, R+ €] X [p, ¢ + Ap] X [,z + Az] la fuerza que ejerce el
campo magnético sobre él es (e, A Z = €,)

R+e p+Ap z+Az R+e
AF:/ dr/ rdga/ dz (K(r) A B(r)) :KQ(A@(Az)/ r(R+e—r)dreé,
R © z R

A 3 2 3 3 K2 2A
(M2 ) (55 o)

Fisica Serie C N° 12/2019 FAMAF-UNC 88



G.A. Raggio

iEs aqui donde el valor de la constante C' juega un papel absolutamente crucial eliminando los sumandos
lineales en ¢!

c) Por lo tanto, en el limite deseado, la presién que es puramente radial, tiene magnitud J?2/2.

2) La densidad de corriente superficial es J = nl/{ con lo cual obtenemos la presién aproximada n212/2¢2.

Problema 5.4 Considere una cdscara esférica de radio R. En el interior de la cdscara existe un campo magnéti-
co de la forma

(5.2) B, =2Qz, By, =2Qy, B.=-4Qz,
donde @ es una constante y (x,y,z) son coordenadas Cartesianas centradas en el origen de la cdscara esférica.

a) Muestre que el campo magnético satisface las ecuaciones de Mazwell en el interior de la cdscara. Encuentre
el potencial magnético tal que B = —V®.

b) Encuentre la distribucion de corriente en la cdscara que produce este campo magnético en su interior.
Calcule el campo magnético en el exterior de la cdscara.

a) V-B=0y VAB=0, las ec. de Maxwell se satisfacen ya que no hay corrientes en el interior de la esfera.
El potencial ® estd determinado por:

0P 0P 0P

_ = _2 —_—= —2 - = 4 ]

Gp = 20m, 5 =20y, 5o =40z
y la integracién de la primera ec. dif. nos da ®(x,y,2) = —Qxz? + a(y, 2); esto en la segunda ec. dif. nos da
O(x,y,2) = —Q(2% +3?) + B(2); lo que en la tercera ec. dif. nos produce ®(z,y, z) = —Q(2? + y?) +2Q2% + ¢
donde ¢ es constante. Tomamos ¢ = 0 y entonces ®(z,y,2) = —Qr? + 3Qz?%; en coordenadas esféricas,
®(r,0) = Qr2(3cos(0)? — 1) = 2Qr2 Py(cos(0)).
b) La densidad de corriente K sobre la esfera estd dada por
(5.3) (B —B)-6,=0, uoK =6, N(B“* - B), r=R,

donde B! es el campo magnético exterior a la esfera (r > R). Ya que fuera de la esfera no hay corrientes,
tenemos V - B = 0y VA B** = 0 de donde B®** = —VV¥ para un potencial ¥ definido para r > R. Ya que
B cs independiente del d4ngulo azimutal ¢ lo mismo debe ser el caso para B¢** y por ende para ¥. Por lo tanto,

U(r,0) = ZA@?”_(Z-H)PZ(COS(Q)) ,
teN

suponiendo que B®** — 0 para r — co. La condicién de contorno (5.3) en términos de los potenciales toma la

forma:
o ov o0d ov

—(R,0) = —(R,0 K=R"'(—(R,0) - —(R,9) e, .
67' (R7 ) 67' (R7 ) y Mo R <89 (R5 ) 89 (R7 )) GLP

De la condicién sobre las derivadas radiales obtenemos ({P; : ¢ > 0} es un sistema de funciones linealmente
independientes sobre [—1,1]): A, = 0 para £ # 2y Ay = —4QR5/3; o sea

AQR 2QR°

— _ 2
U(r,0) = 3,3 Py(cos(0)) = — 3,3 (3cos(0)” —1) .
Entonces,
5 5
B(r,0) = — 22 3cos(0) — 1) 6 — 298 cos(6) sin(0) |
r T
K- _ 10QR cos(0) sin(0) o

o
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Problema 5.5 Se quiere obtener un campo magnético dipolar en el exterior de una esfera de radio R que tiene
permeabilidad magnética del vacio. ;Cudl debe ser la distribucion de corriente sobre la superficie? Determine el
campo en el interior de la esfera.

El campo dipolar exterior — si esta centrado en el centro de la esfera— es:

Bdip(r):%<3w_m) . r>R,

47 rd r3

en términos el momento magnético m. Denotamos el campo interior (r > R) con B. Sobre la esfera hay
continuidad en la componente normal que es la radial,

(5-4) B;"(R,Q) = B/ (R, )
para todo angulo sélido €2; y la densidad superficial de corriente K se determina por

(5.5) oK =e. AN (B —B™) r=R.

Hay una direccién distinguida que es la de m por lo cual la elegimos como eje polar; entonces m = mz.
Reescribimos el campo dipolar en estas coordenadas esféricas. Usando z = cos(f)é, — sin(f)eg,

B (r) = % (2cos(0)é, +sin(f)ez) , r>R.

Para el campo interior planteamos un potencial ¥ que sea arménico para r < R. Convendrd entonces plantear
las condiciones de empalme (5.4,5.5) en términos de potenciales. Para esto necesito el potencial exterior ® tal
que B%P = —V®. Las ecuaciones determinantes son

0P Miko oL Mo . 0P
—=— cos =— — =
or 273

v la integracién da

(0, 0) = O co5(0) + A= A4 Ho

47r? 42 Pr(cos(0))

donde A es constante arbitraria.
Habiendo elegido coordenadas de manera que el campo dipolar tenga simetria azimutal, el Ansatz para el
potencial interior es

U(r,0) =Y (Agr + i1> Py(cos(0)) .
£>0

De (5.4) (0¥/0r)(R,0) = (0®/0r)(R,0) para todo 0 € [0, 7] y la independencia lineal del sistema {Fy : £ > 0}
n [—1,1] implica que B, = 0 y que:

231 mle Bl £+1 1
\P(T79)AO+<|:R327TR3:|T+TQ> COS +;B[< €R2é+1 ré"rl) PZ(COS(G).

El potencial (y por ende el campo magnetostédtico) serd singular en el centro si alguno de los By con £ > 1 no
se anula. Entonces, tomando el potencial regular, tenemos

in _ g _ Mo N ey Mo
B = -VV PN E (cos(#)e, —sin(f)ey) orps 20 T <R
Con esto,
3m . . 3m . ~ ~
K(0,p) = Py sin(f) e, = o sin(8) (— sin(p)Z + cos(¢)y) | .

Problema 5.6 Un imdn permanente cilindrico recto de longitud L y radio a tiene magnetizacion M constante
y uniforme paralela al eje de imdn. Determine el campo magnético H y la induccion magnética B. Discuta el
comportamiento de las lineas de estos campos.
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Como no hay corrientes podemos plantear H = —V¢ donde el potencial magnético ¢ esta dado por
=— [ ———=d
o(r) 47 / |r — x| §

donde S es la superficie del cilindro, ds es el correspondiente elemento de superficie y n(x) es el vector unitario
normal a S en x € S con direccién hacia afuera del cilindro. Tenemos M (x) = Mz eligiendo la direccién de la
magnetizaciéon como eje ‘z’. Ya que n es ortogonal a M sobre el manto del cilindro, solo contribuyen las tapas
S+ donde n = +z; luego

M 1 1
(5.6) qb(r):M{/SJrTm'ds—/S des}.

El célculo de las integrales sobre las tapas pide a gritos un tratamiento en coordenadas cilindricas.
Pero primeramente analizamos el comportamiento para r = |r| grande que, de acuerdo a Jackson § 5.9.C, es
dipolar

m-r
473

o(r) ~
con momento dipolar magnético
m::/Mdv:wLazM.
z

Para verificar esto hacemos una expansién en armoénicos esféricos de los integrandos en las integrales sobre S4
expresando los elementos de superficie correspondientes en coordenadas esféricas con eje polar coincidente con
M vy origen en el punto medio entre las tapas.

Sea 0, := arctan(2a/L). Para ¢ € S, tenemos = := |z| = L/(2cos(#')) con 0’ € [0, 6,]. Haciendo referencia a la
figura, ds = tdtdy’ con t = 2tan(f’)/L y entonces ds = (2/L)?(sin(6’)/ cos(6")3) df’ dy'. Entonces

27 L
dsf(z, 0 (2/L) d dpr S 0.0 ) .
/S+ sf(@,0',¢') = (2/1) / ('0_/ cos( 2cos(0')’ il

Mientras que para € S_, tenemos x = —L/(2cos(¢’)) con 0" € [r — 0,,7]. Y de la figura, recordando que
sin(r — ') = sin(0’) y cos(m — 0") = —cos(¢'), ds = —(2/L)?(sin(0’)/ cos(6")3) do’ dy’. Entonces

2m
/ ,sm —L ,
. dsf(z,0',¢) = —(2/L) / dy’ / d0 f<2005(0’) 9,(,0)

27
(2/L) d o' = sin(6 0.0 .
(2/1) / ¥ / 9’ 2 cos (9’) g

Insertando la expansién de 1/|r — x| en términos de armoénicos esféricos (r = (r,0,0) vy ¢ = (z,0',¢)) v
usando las dos férmulas integrales para las tapas, luego suponiendo que r es lo suficientemente grande (basta
que r > +/a? + (L/2)?), obtenemos

oy 3 ) (2 [
2€+1r”1 cos(6

£>0

(cos(8) ™" [V 0, 9) = Yo (m — 0. 7)] dt .

La integral azimutal es inmediata y contribuye 27 solamente para m = 0 cualquiera sea ¢:

iy .
_ Qﬂ_MZ }/f 0 z 2 /90 Sln(el) (COS(9/>)_Z [no(e/ QOI) _ YT@O(TV — SDI)1| da/ )
”1 L o cos(0)3 P ’ ’

€>O 2€+1
Ya que Yz o = /(20 +1)/(47) Py(cos(6)) y Py(—z) = (—)*Py(z), esto se reduce a
M~ Pr(cos(6)) (2" 41 /90 SIn(0) e ) de
= = 1+ (-1 5 Py(cos
o) =y S () oo™ [ e Pt
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Poj11(cos(9)) (2 1=2k 0o sin(6")
_ M,;) r2kt2 Z A WP%+1(COS(9’)) do’ .

Hay contribuciones multipolares solo de orden impar (no hay monopolo, cuadrupolo, etc.). La contribucién
dominante es efectivamente la dipolar y, ya que P;(x) = z, esta es

cos(0) 2 [% sin(0’) Lcos(6 /27T / sin(6 L cos(9) / nLa®*M
M - o' = M———— =M——> ds = ———
r? L/O cos(6)3 47rr2 cos(6 drr? - Jg, y 473

como debe ser.

Hemos entonces obtenido una expresion exacta para el potencial magnético fuera de la esfera que circunscribe
al cilindro:

cos 1-2k o sin (0’
60) = M0 @ (2)7 [T ooyt Pana(cos(8) do' |, r > \/a? + (L/2)?

Tomando el gradiente obtenemos H y entonces B = pH fuera del cilindro. Tratamiento en cilindricas via
expansion Fourier-Bessel (Pagina 126 J.)

Problema 5.7 Un cilindro circular de longitud finita L y radio a tiene N wvueltas por unidad de longitud y
lleva una corriente I. Muestre que la induccion magnética en el eje del cilindro en el limite NL — oo es

NI
(5.7) B, = /i02 (cos 0y + cos ),

donde los dngulos estan definidos en la figura 15.

Figura 15: Solenoide

Uso un sistema de coordenadas cilindrico cuyo plano zy es aquel definido por la base del cilindro recto en el
extremo izquierdo de la figura. Un punto cualquiera del manto del cilindro tiene las coordenadas (a, ¢, z) con
0<2z<Ly0<p<2r Calculamos la induccién magnética sobre el eje debido a una espira (anillo sin espesor)
ubicada en (a,¢’,2z’) con la Ley de Biot-Savart

)

~ o ol [ de(r') A (22 —17)
Bo(ZZ,Z/) T Ar f |227,’,/‘3/2

donde la integracién es sobre la espira . Tenemos £(r') = a(dy') @', y con
21 =(2—2)Z—ap ,
obtenemos

d(rYAN(z—z—7")=a((z - z’);/)\’ +az)dy’ = (a®Z + a(z — 2')(cos(¢') @ + sen(¢')y)) dy' .
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Con esto,
2
tola N

z )
2((2’ _ Z/)Q + a2)3/2
ya que la integraciéon de la componentes perpendiculares al eje se anulan.

Volviendo al solenoide, este se modela no como un bobinado de espiras discretas sino como un continuo'® de
“espiras” (infinitesimales) con densidad lineal N. Entonces

L 2 L !
~ ~ tolNa dz R
B(z%) = /o NBo(22,#) d' = 2 (/o (z—2)2+ a2)3/2> :

_ poINa? 2 —z Lg_ oI N L=z z _
B 2 a2((z — 2/)2 + a2)1/2 B

B,(:%,') =

0 2 ((L—z)2+a2)1/2 +a2(z2+a2)1/2

cos(01) cos(02)

Problema 5.8 Un campo magnetoestdtico es producido completamente por una distribucion localizada de mag-
netizacion permanente.
a) Demostrar que

(5.8) /B-HdV:O

donde la integral es tomada en todo el espacio.
b) De la expresidn para la energia potencial de un dipolo en un campo externo demuestre que para una distri-
bucion continua de magnetizacion permanente la energia magnetostdtica puede ser escrita como

(5.9) W:%/H~Hdv:f%/M~Hdv,

a menos de una constante aditiva, la cual es independiente de la orientacion o la posicion de los cuerpos
magnéticos.

Las relaciones y ecuaciones bésicas son B = p,(M + H),V-B =0, H = -VU, AU = -V - M. Sea K el
soporte de M y K’ = R?\ K su complemento. Entonces en K’ se tiene: M =0, B = u,H y AV =0 .

a) Tomemos V C R3 tal que K C V estrictamente de modo que dV C K’. Entonces, con V - (VB) =
B (VU¥)+ ¥ (V-B)=B-(VY),

/VB~Hdv: 7/‘/B~(V\I/)dv: f/VV~(\IIB)dv

:—/ \IIB-da:—uo/ \I/H~d0':u0/ U (V) -do .
% ov av

Bajo condiciones de decaimiento de ¥ para r — oo se podra demostrar que la integral de superficie se anula
cuando V 1 R3. Por ejemplo consideremos para V la bola Bg(0) de radio R centrada en 0. Entonces, si R es lo
suficientemente grande como para cubrir propiamente a K, y [U(R,0,)(0¥/dr)(R,0,¢)| = O(1/R**€) para
algin € > 0 cuando R — oo, tenemos

/ U (VD) - do
Sr(0)

b) Faltaria ver que la energia magnetostatica es

Wzi/B%iu.
240

15La descripcién de este 1imite como NL — oo no es adecuada.

S/I‘If(R,H,cp)N(R,o,<p)|RQdQo(1€> ,
S 15 R

r
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Pero si esto es cierto, tomamos un volumen V' como en a) y obtenemos

(5.10) W:ﬁ/(M+H)2dv+& H2du=@/H2du+ﬁ/M2dv+u0/M-Hdv.

El segundo sumando de (5.10) es
&/MQdu:@/ M2 dv=: Wy,
2 Jy 2 /i

que es independiente de V (cuando V contiene propiamente a K) y es la energia magnética asociada con la
magnetizacién. El ltimo sumando de (5.10) es proporcional a

/VM-H:—/VM-(V\IJ)dv:/V\IJ(V-M)dv—/VV-(\IJM)dv:/‘/\P(V-M)dv—/av\IlMda.

Pero 0V C K’ de modo que fav UM -do = 0. Entonces

/ M-Hdvz/ U(V-M)dv = —/ U(AT)dv = —/ U(AY) dv

1% 1% 1% K

que es constante (cuando V' cubre propiamente a K) y estd completamente determinado por la solucién ¥ de
la ec. de Poisson AV = —V - M, o sea por M. Hemos obtenido

W:%/H2dv+WM—uo/ W(AT) dv .
K

Con el resultado de a) [ H*dv = [(u,'B—M)-Hdv=— [ M - H dv.

Problema 5.9 Un cilindro recto circular de radio a y conductor, tiene un agujero cilindrico (circular y recto)
de radio b paralelo al eje del cilindro conductor a una distancia d del mismo (a > b+d). La densidad de corriente
fuera del agujero es uniforme y paralela al eje. Determine la densidad de flujo magnético en el agujero usando
la ley de Ampére y el principio de superposicion.

Primeramente, calculamos el campo magnético asociado a una corriente paralela al eje de un cilindro recto de
distribucién uniforme j en la seccién de este cilindro.

En tanto y en cuanto la densidad de corriente (Z es el vector unitario en el eje del cilindro con direccién en
sentido del flujo de corriente y R es el radio del cilindro):

J(r) = jz si r cae dentro del cilindro ; j(r) =0 sino ;

no tiene componentes transversales al eje y es invariante ante traslaciones del eje y rotaciones alrededor de él,
B depende solamente de la distancia al eje. En coordenadas cilindricas (r, ¢, z) de eje Z coincidente con el del
cilindro, tenemos B(r) = B,(r)e, + By(r)e, + B.(r)z. De V- B = 0, obtenemos B,(r) = 0. De la ley de
Ampere V A B = p,j, obtenemos B, (r) = const.

Si C, denota el circulo de radio a en el plano ortogonal al eje con centro en este eje, entonces la ley de Ampere
en su forma integral es:

/ B-ds = jigj|Fa N Fal |
Caq

donde R es el radio del cilindro y F, denota el disco de radio « (cuyo borde es C.). Pero, en C, r = a y
B -ds = B - (e ady) = aB,(a)dy; por lo tanto

2raBy(a) = pojmmin{a®, R*} .

Entonces

HoJ
By(r) = —=

{r , si0<r<R
2

R*/r , sir>R
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Figura 16: El agujero

La componente B, que es constante no tiene nada que ver con la corriente y corresponde a un campo magnético
uniforme y homogeneo en direccién z. Desconsiderando este tltimo campo, tenemos

_uij,\ r , si0<r<R
B(r) = 2659{1%2/7" , sir>R

Atacamos ahora el problema planteado. Seleccionamos el eje T coincidente con la recta que pasa por el centro
del agujero y es perpendicular al eje del cilindro a alguna altura arbitraria; de modo que la posicién del centro
del agujero es d = (d, 0,0) en coordenadas cilindricas o cartesianas (vea la figura 16). La densidad de corriente
j dada es suma de las dos siguientes: una densidad de corriente uniforme en todo el cilindro de radio a

() = 7 1, si0<r<a
Jur)=1J 0, sir>a

y una densidad de corriente de sentido contrario uniforme en el agujero

io(r) = —j3 1, sio<|r—d|<b
PATI =772 0, silr—d|>b

En efecto, j1(r) + j2(r) = jZ si r cae en el cilindro pero no en el agujero; y sino la suma es nula. Por lo tanto,
el campo magnético es B = By + By donde By, es el campo asociado a la densidad de corriente ji (k = 1,2).
Desconsiderando un campo uniforme y homogeneo en direccién axial tenemos:

Mo~ [T , si0<r<a  —lhod —~ |r — d| , si0<|r—dl<b
By (r) = Qe‘p{az/r , sir>a ’B2(T)_26a{b2/7’d| ;oosilr—dl >0 7

aqui, el angulo « esta definido por la siguiente figura 16.

En palabras: «a es el dangulo azimutal correspondiente al vector » — d en el sistema cilindrico que se obtiene
trasladando el elegido rigidamente por el vector d al centro del agujero. Por el Teorema del Seno,

sin(«) = sin(m — «) = rsin(y)/|r — d| ;

Con cos(m — o) = — cos(a) y el Teorema del Coseno se obtiene
—d
cos(ar) = reosty) — @ CT:(f)dl
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Esto especifica a o univocamente. Tenemos

e, = —sin(¢)T + cos(¢)y ,
y ya que la translacién de la que hablamos no involucra rotacion de ejes,

o d
Tlr—d a4’

A

€a = —sin(a)Z + cos(a)y = |r — d| ™' (=rsin(p)Z + [rcos(¢) — d]7)

Recordamos que
§ = sin()é + cos()25 -

Usando las férmulas obtenidas en el caso |r — d| < b —vale decir dentro del agujero— tenemos

id_.  jd . ~ —
B(r) = By(r) + Ba(r) = %y = % (sin(g)é, + cos(p)ey) -
También podemos calcular explicitamente el campo en cualquier otro lugar. Fuera del agujero pero dentro del

cilindro —vale decir |[r —d| >byr<a:

rb? db? cos(y) _ db? sin(y) -
B = = - r
(r) 2 { (T r2 4 d? — 2rd cos(y) T +d? —2rd cos(<p)) otz + d? — 2rd cos(yp) ‘ }

2
= —(j/2)rsin(p) (1 T2t _bzrdcos(cp)> g

+(5/2) [ rcos(yp) |1 s + v’ 0
r - .
J v r2 + d? — 2rd cos(p) r2 + d? — 2rd cos(p) Y

Y, fuera del cilindro —o sea r > a:

B(r) = {(cﬂ rb? L Vdeos(y) ) & b*dsin(p) €}

r o r24+d?—2rdcos(p) | 12+ d? — 2rdcos(y) r2 4+ d? — 2rdcos(p)

. . a2 rb? =
= —(4/2) sin(ep) (r T2 +d2? — 2rdCOS(<P)> !

+(5/2) ( cos(ip) ﬁ — v + b m
J 14 r r24d?—2rdcos(p) r2 + d? — 2rdcos(p) v

Por tdltimo, el flujo por la secciéon circular del agujero es independiente de z e igual a:

/ B - Zzdo
seccién del agujero

donde do es el elemento de superficie. Entonces B||y L Z implica que el flujo es nulo. También podemos analizar
el flujo por las paredes del agujero considerando una porcién (cilindrica) de largo L arbitrario. El flujo por el
manto es nulo ya que el flujo por un punto cualquiera del manto esta compensado exactamente por el flujo a
través del punto diametralmente opuesto (figura 17):

Problema 5.10 Un disco circular de radio R con carga total QQ homogeneamente distribuida, rota con velocidad
angular w alrededor de su centro. Determine el campo magnético generado:

a) Sobre el eje de rotacion.
b) en general, pero aprozimadamente para distancias grandes.

¢) compare el resultado de a) con el de b).
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Figura 17: Flujo nulo

La densidad de carga superficial en el disco es constante e igual a 0, = Q/(7R?). Entonces, la densidad de carga
volumétrica es
Oz /2(0)

r

p(r) = o,

en coordenadas esféricas con eje polar coincidente con el eje de rotacién (perpendicular al disco por su centro).
La velocidad en cualquier punto del disco es wréeg y, por lo tanto,

X[0,R] (r)

i(r) = UOW(Sﬂ-/Q(H)X{O,R] (7")5;

es la densidad de corriente!®. Recordamos que €, = — sin(p)Z + cos(¢)y.

a) Dada la simetria rotacional alrededor del eje polar, se puede intentar calcular el campo magnético sobre este
eje por medio de la Ley de Biot-Savart.

B(22) = &/}m do j(:c)/A\(ZE—w)

4 |2z — x|?

s [ o [ SR B0 (o) (o]
wa? (22 + 22)3/2

uoao 2” z cos(Q)T + zsin()y + 2 flo0ow R x3 R
dx:z: = de —————— Z .
(22 + 22)3/2 D) o (22 + 22)3/2

El integrando tiene a z — /22 + 22 + 2%(2% 4 22)~1/2 como primitiva, asi que

2
o0 oW z ~
5.11 B(0,0,z —_— R2—|—z2—|——2z>z
( ) ( )= 5 < B 1 2 |2

b) Determinamos el potencial vector

. 2 R s = -
A(r) = &/ j(x) P — uoaow/ da/ dr 22 sin(a)x + cos(a)y
Ar Jrs |7 — x| dr Jy 0 |r(r,0,p) —r(z,m/2,a)]

La expansion del denominador en armoénicos esféricos nos da

14 27 Z

Yo m (0

(5.12) uoaowg E 2264_1@ / da/ dx x? e+1Y’gm(7r/2 a) [—sin(a)X + cos(a)y]
>0 m=—¢

16¢s 1itil observar (ver Apéndice H.b)que j(—7) = —j(r) y por esto —con la Ley de Biot-Savart— B(—r) = B(r).
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donde ro := min{x,r} y r~ := max{r,z} como siempre. Ahora observamos tres hechos: 1) Y;.,(0,¢) =
Yo.m(6,0)e™? v Yy 1 (6,0) es real; 2) cos(t) = (e +e~)/2 y sin(t) = (e — e~ ) /(2i); y 3) fo% emte= ikt dt =
270y, m cualesquiera sean los enteros m y k. La integracién anula el sumando ¢ = 0. Para la integral angular
cuando ¢ > 1 tenemos

eia _ 671‘0{ eia + efioz

27 27
/ do Yy (1/2, @) [—sin(a)Z + cos(a)y] = Yo,m(7/2,0) / do e~ ime [ 57 T+ 3 Y
0 0 t

Om1—Om—1 ~ Om Om,—1 ~
zzwn,m(w/2,0)[— 1 =1 g 4 Omat ’1y]

27 2
que en (5.12) nos produce

A(r) = 27 pooow Z(Zf +1)
>1

—1 |:_ Yvevl(ﬂ-/270)}/€,1(0a <)0) - YZ,—l(W/27O)}/€7—1(03 90) =
21

(5.13)
L Yea(1/2,00Y201(6,0) + e 1(7/2,0)Ye 16, ) g} /R dra? s
2 0 ’[">+
—_——
=:Fy(r)
Ahora usamos Yy _,, = (—1)™Yp,, con la observacién 1) para escribir
n,l(ﬂ/2v 0))/571(07 50) B Y—E,fl(ﬂ—/2a O)va,fl(gv 90) e*igo

=Yp1(m/2,0)Y1(6, O) 5

2i
= Y0,1(7/2,0)Y2,1(0,0) sin(p) ;
y procediendo andlogamente con el factor de g en (5.13) obtenemos
5/61 77/2 O Yzl(a 0)
20+1

A(r) = 27,000 Y Fy(r) [ sin(p) & + cos() §] -

£>1

Introduciendo la definicién de los arménicos esféricos via las funciones asociadas de Legendre P;” y teniendo en
cuenta que P"(—x) = (—=1)**™P/"(z), lo que implica que P;*(0) = 0 para £ + m impar, obtenemos

o0 oWw 1 1 —~
Afr) =P ST ey PHO P eos(0) Bi(r ) €
¢>1 ¢ impar

Sir > R, entonces r« = x y r~ =1, luego

ey [T e RS
FE(T) =T /O x dxr = W .
Si 0 < r < R,y teniendo en cuenta solamente los £ que sean impares!'”
r R 2 2 2.0
_ _ 1 (204 1)r R4r
F _ (z+1)/ 42 g e/ R R2(r/R)’ — r2) = _ )
elr) =r o der [ e de = et s (R R =) = =) T — oK

Ahora, recién, encaramos el problema planteado. Para r — oo tomamos el sumando de A de decaimiento més
lento que corresponde a £ = 1 (dipolo).

HoO oW

16

PL(0)P} (cos(8)) 25 &5

A(r) "X Agp(r) = 2

=a1(r,0)

17E,.g.: para £ = 2 aparece un logaritmo que no estd presente en el desarrollo.
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Pero Pl(t) = —v/1 — 2 con lo cual

HoToW . R*
ar(r,0) = T s1n(¢9)7ﬂ—2 .

Entonces tenemos B(r) ~ Bg;p(r) para r — co donde el campo dipolar es (haciendo el rotor en esféricas)

LoTowR:

Bdip(’f') = (V A Adip)(r) = 1613

(sin(f)eg + 2 cos(0)€,) | .

¢) De nuestra expresion asintética para B del punto anterior obtenemos (observando que si z > 0 entonces
0 =0y e, =z mientras que si z < 0 se tiene =7y €, = —2):

,uoaowR

B(0,0,2) ~ By;(0,0,2) = PE

, |z = o0

Si en la férmula (5.11), usamos la expansién de (1 4 ¢)*/2 con t = R?/2% (que es convergente para |t| < 1)
hasta orden t2, obtenemos
,uoUOwR

B(0,0,2) ~ SHE

, |zl = o0
Las expresiones coinciden (por supuesto).

Problema 5.11 Una esfera hueca no conductora de radio a y densidad de carga superficial o(0, p) = o, cos(6)
gira en torno al eje polar Z con velocidad angular constante w.

a) Determine el campo magnético dentro y fuera de la esfera.

b) Controle su resultado por medio de la Ley de Ampeére.
Informacion suplementaria: Y5210, ) = F 13 5in(6) cos(f)er.
a) La densidad volumétrica de carga es, en coordenadas esféricas con eje polar coincidente con el eje de rotacién,
p(r) = o,c08(0)d(r —a) .
Un punto cualquiera (a, 6, ) sobre la esfera gira con velocidad v = wasin(f)e, y entonces
J(r) = o,wacos(0)sin(8)d(r — a) e, .

Recordamos que
& = —sin()@ + cos(9)7 -

De la expresion para Y2il obtenemos

smwm@m@%ﬁmnw>+www»wmwm@m@ (Y 0.9) - Vi (6,9) -

Ademis,

e Y e ),

>0 m——é
donde r = (7‘,9,(,0), ’I"/ = (7“/’9/7%0/)’ T< = mln{r,r }7 r> = méX{r7 T/}? Q= (9a§0) Yy Q/ = (9/790/)'

Para el potencial vector A, con p,wo, = K,

|r — |
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1 > / ’ I ey ’ N / . no N L
:nazm; TYW(Q)/O (r')2d /SdQ e+1Y Y (Q)5(r — a) cos(8') sin(6)[— sin(¢")Z + cos(¢')7] ;

donde S es la esfera unitaria. La integral radial es inmediata,

= ra® Z Z min{r, a}’ ym(Q)/SdQ'Yem(Q’) cos(0) sin(8')[— sin(¢")Z + cos(¢’)7] -

l+1
o (20 + 1) méx{r,a}

La integral sobre S es:

/S YT cos(@) sin(6) [~ sin()F + cos(¢')7]
- \/ﬁ / VYT (Y3 () + Y5 (@) 3+ (Y51(Q) - Y5 1(@) 3]
S

2T . ~ ~
=1/ E[Z(éf,Zém,l +00,20m,—1)% + (00,20m,—1 — 0¢,20m.1)Y] -

Luego,
3 min{r,a}? 2

Alr) = S5méx{r,a}3 V 15

TS (Q) + Y ()7 + (Vs H(Q) - Y5 ()7]

= ma?’M[f sin(y) sin() cos(0)z + cos(p) sin(6) cos(9)y]
5max{r,a}3 v v yl-

En coordenadas esféricas,

K. [ r , r<a
A(r) = 10 sin(26)e, { St r>a
En coordenadas cartesianas,
K , r<a
T ) I
Entonces, B,(r) =0y
K r ) r<a —3r s r<a
(5.14) B..(r) = {5(1 + 3 cos(20)) { Bt r>a By(r) = {5 sin(20) { 25/t r>a
y
x , r<a k[ y , r<a
Bm = -z ) B = -z )
) 5 { (1—=5az/r?) , r> v(r) 5 { a—(l —b5yz/r?) , r>
k[ 2z r<a
Bz - 9 =~
(r) 5 { 2‘;?(1 —5(x+y)z/r?) , r>a

b) Si C; denota una circulo de radio ¢ centrado en el eje y perpendicular a él con dngulo polar 6, entonces la ley

de Ampere es
B-ds = / j-dF
Cy F

cualquiera sea la superficie cerrada F' de borde C;. Si tomamos F' como el disco plano de borde C;, tendremos
dF = rdrzdyp y ya que z = cos(6)é, — sin(f)éy, tenemos j - z = 0 siempre porque j L z donde j # 0. Como la
integral sobre F' se anula y con ds = te,dyp,

27
0= | B-ds=t B, (t,0,p)dy
Ce 0

Por otro lado, ya que la distribucién de corriente es invariante ante rotacion alrededor del eje, B debe tener la
misma propiedad y es por ende independiente de . Luego B (t,8, ) = f(¢,6) y por lo anterior, 2xtf(¢,6) =0
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cualquiera sea t > 0y 6 € [0, 7]; de esto se desprende que f =0y luego B, = 0.

Solucion alternativa Ya que la corriente estd sobre la esfera, sabemos que hay potenciales ® definido para r < a
y U definido para r > a tales que A® =0y AV =0,y

BY=_V®, 6 r<a; BY=-VU;: r>a.
Entonces, ya que B no depende del angulo azimutal,

O(r) = ZAgrePg(cos(H)) , U(r) = ZB@T7(£+1)PZ(COS(9)) ,

0>1 0>1

donde hemos desconsiderado términos constantes que no contribuyen al campo.
Las condiciones sobre la esfera son (la normal es é;.):

BY(a,0) & =B"a.0) &, (BY(a,0) = B (a,0) A& = oK — p1o(K - )6,
donde la densidad de corriente superficial es
K = o,wacos(f)sin(f)e,, .
Equivalentemente,
BY(a,0) = B (a,0) , Bée) (a,0) — Béi)(a,e) = kacos(f) sin(0) ;

lo que, en términos de los potenciales, es

o oV o ov
1 ge _9¥ o® _o¥ — a? cos(0) sin(8)
(5.15) o (a,0) 5 (a,0), 50 (a,0) 50 (a,0) = ka® cos(6) sin(0)
De la primera condicién de (5.15) obtenemos inmediatamente £Aa’~" = —(£ 4 1)Boa~“+1) 0o sea
—
1 By = ——a*"A >1.
(5.16) =71 ¢, 0>

Utilizando esto en la segunda condicién de (5.15) obtenemos

— 37 2L At Pl(cos(0))sin(0) = ka cos(0) sin(0) -
25T

Cancelando el factor sin(#) en ambos miembros y observando que Pa(z) = (322 — 1)/2 y, por ende, Pj(z) = 3z

tenemos

2
@AgaéPz’(cos(H)) = —ka®cos() = —ﬁPQ’(cos(G) ;
= {+1 3

integrando con respecto a cos(f) y usando la independencia lineal del sistema {FP, : ¢ > 0}, deducimos que
Ay =0paral #2y As = —k/5. Luego, con (5.16),

o(r,0) = fgrng(cos(H)) W 0) = 25 Py (cos(8)) .

De aqui entonces'® se obtiene (5.14).

18Con cos(#)? = (1 + cos(26))/2, P2(cos(#)) = (1 + 3 cos(26))/4.
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A. Calculo vectorial

3

Si a = (a1,a2,a3) y b = (b1, ba,b3) son vectores en R3, su producto escalar es el nimero a - b := ijl a;b;.
la| := va-a = /a} + a3 + a3 es el largo del vector a que es nulo si y solo si @ = 0. Se tiene la desigualdad del
triangulo

(A1) [la[ = 16| < |a + b <|a| +[b] ;

y la de Cauchy-Schwarz
(A.2) la-b| < |al[b].
El producto vectorial de a con b es el vector
a A b:= (ashs — azbs, azby — arbs, a1by — ashy) .

Usando el tensor tridimensional totalmente anti-simétrico € definido por:

1, si(jkf) es permutacién ciclica de (123)
€jke =14 —1 , si(jkl) es permutacion pero no ciclica de (123) ,
0 , todos los otros casos, i.e. al menos dos indices son iguales

la componente j del producto vectorial es:

3
(a A b)J = Z Ejkgakbg = Ejkgakbg .
k=1
En los cédlculos es de gran utilidad la féormula
3
Z €iktEmnet — 6jm6kn - 6]n6km .
=1
Aqui § es el simbolo de Kronecker
P 1, sia=p
=10, sia#pB
siendo a y (8 elementos de un conjunto cualquiera (no vacio). También es cierto que
3
Z €jke€mhke = 205m .
k=1

Observese que el producto vectorial no es ni simétrico (el orden importa) ni asociativo (la ubicacién de paréntesis
no es irrelevante.
anb=—(bAa), aN(bAc)=(a-c)b—(a-b)c,

(anb)-(end)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c);
B. Analisis vectorial
Luis A. Sanatalé: Vectores y tensores con sus aplicaciones. Eudeba, Buenos Aires, 1977. Las citas a la

duodécima edicién (julio 1981) se indican con [S].

Operadores diferenciales
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(B.1) VA(VG) =0, V-(VAA) =0;
(B.2) V- (¢pA) =6 (V-A)+(Ve)-A;
(B.3) V- (AAB)=B-(VAA) —A-(VAB);

VA(¢A) = (Vo) NA+ ¢(VAA);
VA(AAB)=(B-V)A—(A-V)B+(V-B)A— (V-A)B ;
V(gy) = ¢(Vp) + (Vo)
V(A-B)=(A-V)B+(B-V)A+AAN(VNAB)+BA(VAA);
(B.4) VA(VAA) =V(V-A)—AA.

Coordenadas curvilineas ortogonales

Las coordenadas uj,us,us de R® especificadas por uj(x1,22,23) en términos de coordenadas cartesianas
(%1, 22, x3) son ortogonales si Vu; - Vuy, = 0 para j # k; alternativa- y equivalentemente, si

3
6.’1?j 837j .y h2
S o = Okelg,
- 8uk 311,@
Jj=1
en términos de las funciones x;(u1,u2,u3). En cada punto las tangentes a las tres curvas obtenidas como
interseccién de las tres superficies de coordenadas constante u; (j = 1,2,3) son dos-a-dos ortogonales. Los

factores de escala hj, dados por

0x1\2  [9xs\?  [0z3\® .
R (e} o2 bt —1,2
ha \/<5Uj> +(5uj> +(5Uj> I=hEs

son en general funciones de (ug,us,us). Se tiene

Ou,; 8:1?k
2 J :
i = k=1,2,3.
](9:L'k ()Uj =i T

Para cada punto del espacio los vectores

~ _ 8$1/\ a$2/\ 5393/\ .
'Z:h,»l -_— - = :172737
eJ J <0uj Tt an T2t 8’[1,]‘ 3 > J

en términos de los versores cartesianos ;, son ortonormales (unitarios y dos-a-dos ortogonales) y podemos
lograr permutando los indices de (uq,uz,us) que é} ANeg = Ejk(é\g. El vector de desplazamiento infinitesimal en
un dado punto es

ds =erhidu; + eshadus + eshsdus .

El elemento infinitesimal de volumen en un dado punto es entonces hihohsdu;dusdus.
La matriz Jacobiana normalizada

—10z, —1 0z, —1 0z,

hl 8u1 h2 6u2 h3 aug

J= h—l Oxa h—l Oxa h—l Oxa
- 1 Bul 2 8’u.2 3 6u3
h71 Ox3 h*l Oxs h*l Oxs

1 8’[1,1 2 8u2 3 aug

Fisica Serie C N° 12/2019 FAMAF-UNC 103



Problemas selectos de Electromagnetismo I

es ortogonal y su inversa es igual a su traspuesta J7 .
Cada vector v = Vi1 + Vos + V33 con componentes cartesianas (V1, Vo, V3) tiene entonces la representacién

v = Uy (ur,ug,ug)er + Us(ui, uz, uz)es + Us(uy, ug, us)es

donde las coordenadas (Uy, Us, Us) se obtienen de

U, 14 Vi U
Uy | =J" W ; Vo | =J| U
Us V3 V3 Us

Para el gradiente, la divergencia, el laplaciano y la rotacién se obtienen (ver Problema 1.4), respectivamente,
la siguientes férmulas (aqui el campo vectorial es v = v1€; + vo€s + v3€3):

3
_1 00
1
Vo= h; B,
j=1

8(h2h3v1) + a(hlhgvg) + 8(h1h2v3)
8@61 (9’(1,2 Bug '

[ 0 ([ hohs O 9 ([ hihs O 9 [ hihy O
_ 1) Y 2lv3 U v 13 oy v vy
Al/) - <h1h2h3) {aul ( hl 8u1> + 8u2 ( hg 8u2> + 8u3 ( hg 8’&3 ’
8(h3v3) . 8(h2v2)> el + (hlhg)il <8(h1’[11) _ a(hgvg)) ey

Ous Ous Ous Ouy

V.v= (hlhghg)_l {

V Av = (hahs) ™" (

_ 3(h2v2) a(hlUl)
1 —
+(h1h2) ( 8u1 (91,62 €3 .

La siguiente tabla explicita los factores de escala para los sistemas de coordenadas més utilizados. La numeracién
garantiza que el sistema (u1, usugz) es dextrégiro: €; A € = €jx¢ €.

’ Nombre H Uy \ Ug \ Ug H hy \ ha \ hs ‘
Cartesiano || = | y | =z 1 1
Esférico r| 6 | | 1| r | rsin(d)
Cilindrico r| ¢ | z 1 1

Las matrices Jacobianas normalizadas para las coordenadas esfericas y cilindricas son, respectivamente:

cos(p)sin(f) cos(p) cos(d) —sin(p) cos(p) —sin(p) 0
Jesy = | sin(p)sin(f) sin(p)cos(d)  cos(p) , Jer=| sin(e) cos(p) O
cos(0) —sin(6) 0 0 0 1

Con esto y las férmulas para las coordenadas obtenemos las siguientes expresiones (que son de mucho uso cuando
se integra)

~

» (Coordenadas esféricas (1,6, p)) €, = cos(p) sin(f)x1 + sin(p) sin(f) 3 + cos()x3, eg = cos(p) cos(f)x1 +
sin(p) cos(8)xz — sin(0)x3, €, = —sin(p)x1 + cos(p)Ts.

» (Coordenadas cilindricas (r, ¢, 2)) €, = cos(¢)x1 — sin(¢)2, €, = sin(p)x1 + cos(p)x2, €, = T3.

Teoremas fundamentales de integracién

,, Los teoremas de integracién bésicos del andlisis real en tres dimensiones son los de Gauss y Stokes y sus
consecuencias.
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Teorema 1 (Teorema de Gauss) Si K C R? es cerrado y acotado con borde OK suavel® y A es un campo
vectorial sobre K que es continuamente diferenciable, entonces

/ V- Ax)d®r = A(x)-do .
K oK

La integral de superficie

A(z) -do = Ay (x)do
K oK

es el flujo del campo vectorial a traves de la superficie; A,, es la componente de A normal a la superficie 0K y
exterior a K, y do el elemento de superficie. Tenemos

donde V(K) es el volumen de K. Esto provee una definicién de la divergencia independiente de las coordenadas
y exhibe a esta como flujo infinitesimal. Si divA = 0 en alguna regién entonces el flujo de A a traves de
cualquier superficie dentro de la region se anula y el campo A se denomina solenoidal (la regién se dice libre
de fuentes).

Los siguientes resultados surgen como corolarios del Teorema de Gauss.

Teorema 2 Si ¢ es un campo escalar continuamente diferenciable sobre

K C R3 que cumple las condiciones del teorema de Gauss entonces
/ Vé(x) d*x = o(x)do .
K oK
Teorema 3 Si A y K cumplen las hipdtesis del Teorema de Gauss, entonces
/ rot A(z) d®z = — A(x) Ndo
K oK

Teorema 4 Sea Tji(x) un campo tensorial continuamente diferenciable definido en K que cumple con las
hipdtesis del Teorema de Gauss entonces

T
K an

(@) & = /d Tu(a)do,

Teorema 5 (Teorema de Green, o sequnda identidad de Green) Si f y g son campos escalares dos veces conti-
nuamente diferenciables sobre K que cumple las hipdtesis del Teorema de Gauss, entonces

/K ((2)(Ag) () — g(@) (Af) (@) &P = / (f(2) V() - g(@)Vf(x)) - do

oK

El Teorema de Green se extiende al caso donde K no es acotado si tanto f como g decaen lo suficientemente
rapidamente a cero en el infinito?°.

Teorema 6 (Primera identidad de Green) Si f es un campo escalar dos veces continuamente diferenciable y g
es un campo escalar continuamente diferenciable ambos definidos sobre K C R que cumple con las condiciones
del Teorema de Gauss entonces:

/ {9@)(Af)(@) + (Vg) - (VF))(@)} d = / 9(@)(Vf)(@) - dor .
K oK

19La suavidad del borde significa que el vector normal a la superficie K es funcién continua de la posicién. La hipétesis de
suavidad del borde puede reemplazarse por “suavidad a trozos”, o sea K es unién de un numero finito de superficies suaves. En el
caso en el cual K no es conexo, el miembro derecho ha de entenderse como suma de las integrales de superficie de cada componente
conexa.

20E] Laplaciano es un operador “autoadjunto” actuando sobre funciones de médulo cuadrado integrable.

Fisica Serie C N° 12/2019 FAMAF-UNC 105



Problemas selectos de Electromagnetismo I

Teorema 7 (Tercera identidad de Green) Si f es un campo escalar dos veces continuamente diferenciable
definido sobre K C R? que cumple con las condiciones del Teorema de Gauss entonces

f@):—l/'Aﬂy)fy+AK{Vf@) f@ﬂw—w}_mr

At J |z —yl |z — 1yl |z —y[3

El Teorema de Stokes es un andlogo bidimensional del de Gauss.

Teorema 8 (Teorema de Stokes) Sea F una superficie orientada, cerrada y acotada con borde OF suave y u
un campo vectorial continuamente diferenciable en una region G que contiene a F y OF. Entonces

/(V/\u)~df: u-ds
F

OF

donde en la integral de linea el elemento de linea ds y la normal a la superficie se orientan candénicamente.

/u-ds:/ urds
oF oF

(ut es la componente de u tangencial a la curva OF') corresponde a la circulacién del campo vectorial a lo largo
de la curva (cerrada) OF e indica cuanto el campo “enrolla a la superficie”. Se tiene

La integral de linea

, 1
(rotu)(r) = }l‘linr 5 /6Fu -ds

donde la superficie F' de drea S(F) se contrae al punto r. Lo que indica que rotw en r es la densidad de
circulacion infinitesimal en r. Esto provee una definicion de la rotacién independiente de las coordenadas
cartesianas. Un campo vectorial a para el cual rot @ = 0 se dice irrotacional o bien libre de vdrtices.

Un corolario es:

Teorema 9 Sea F', OF y G como en el Teorema de Stokes y ¢ un campo escalar continuamente diferenciable
sobre G. Entonces

[ondr = [ oas.
F

oF
con la misma condicion sobre el sentido de integracion en la integral de linea que en el Teorema de Stokes.

Campos solenoidales, campos conservativos y descomposicién de Helmholtz.

Si, dado un campo vectorial v hay un campo escalar ¢ tal que v = V¢ entonces el campo vectorial se llama
conservativo. En tal caso por (B.1), rotv = 0 y el campo es irrotacional. Inversamente jtodo campo vectorial
irrotacional es conservativo? La respuesta es no necesariamente aunque para regiones simplemente conexas el
Teorema de Stokes nos entrega:

Teorema 10 Si rotv = 0 en una region simplemente conexa G donde v es continuamente diferenciable, en-
tonces para p € G fijo, la integral de linea

¢(w)::/wv-d5, zed,
p

es independiente de la curva (suave) que une a p con x y define un potencial para v; o sea v = V¢. Este
potencial es unico hasta una constante aditiva que depende del punto p.

En particular todo campo libre de vértices en una regién simplemente conexa es conservativo.
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Si dado un campo vectorial v hay otro campo vectorial a tal que v = rot a entonces, por (B.1) divv =0y v es
solenoidal. Al campo vectorial a se le puede agregar por supuesto V¢, donde el campo escalar ¢ es arbitrario
(diferenciable), ya que V A (a + V¢) = v.

Interesa la pregunta (inversa): jtodo campo vectorial solenoidal es el rotor de algun campo vectorial?
Como en el problema anterior la respuesta depende de la estructura geométrica de la region K donde
esta definido el campo vectorial. Si K tiene la propiedad de que cualquier superficie cerrada contenida
en K encierra un volumen enteramente contenido en K?! entonces todo campo solenoidal continuamente
diferenciable en K es el rotor de otro campo vectorial en K. Pero si esta condicién sobre K no se cumple en-
tonces hay campos vectoriales continuamente diferenciables solenoidales en K que no son el rotor de otro campo.

La descomposicién de un campo vectorial V' definido en un abierto de R? en suma

V=W+Y

de un campo vectorial W solenoidal (i.e., V- W = 0) y un campo vectorial Y irrotacional (i.e., VAY = 0)
es siempre posible??. Pero esta descomposicién llamada de Helmholtz, no es necesariamente univoca. Ademss,
como vimos, no tiene necesariamente que haber un potencial ¢ tal que Y = V¢ o un potencial vector a tal
que W =V Aa. Si el campo a descomponer decae lo suficientemente rapido en el infinito, todas estas maculas
desaparecen:

Teorema 11 (Helmholtz) Si el campo vectorial A sobre R3 satisface

[A(z)] <

S are para todo x con |x| > R,

donde C >0, € >0 y R > 0; entonces hay una descomposicion unica
A(z) = B(z) + C(=) ,

donde V-B=0,VAC =0y B,C — 0 para |x| — co. Se tiene

C=V¢, yB=VAD, donde

_ 1 V-Aly) 3
L1 [VAAW) 4
P@=5m) o=y ¥

Otra pregunta relacionada es jpodemos reconstruir un campo vectorial a partir de su divergencia y de su
rotacién? La respuesta general es negativa. Pero si la divergencia y la rotacién decaen en el infinito como r2*¢
para algin € > 0 entonces la respuesta es afirmativa si queremos que el campo decaiga a cero en el infinito y
este campo estd dado por las férmulas del teorema de Helmholtz.

Soluciones de la ecuacién de Laplace (funciones armoénicas) y de Poisson.

Una funcion armdnica en un abierto K C R? es un campo escalar que resuelve la ecuacién de Laplace
Af=0, enK

y que es continua en la clausura K de K.

21Esto se cumple si K es convexo; vale decir el segmento de recta que une cualquier par de puntos de K estd contenido en K.
Para mas informacién consulte [S; §23.3 y p. 196]
22Consulte [S; §23.4] para condiciones més precisas.
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Teorema 12 (Teorema del valor medio) Si f sobre K es armdnica y B es una bola de radio R contenida en
K y centrada en x, entonces
1
= — do .
f@) = /aB f(y)do

Como consecuencia de este resultado tenemos: Si ¢ es arménica en R? y decae a cero en el infinito entonces
¢ = 0. Otra consecuencia es:

Teorema 13 Si ¢ es armonica en el abierto acotado K entonces asume su valor mazrimo y su valor minimo

en el borde de K :

Juin ¢(y) < ¢(@) < méx ¢(y)

para todo € K. En particular, ¢ es identicamente nula si se anula en OK .

Teorema 14 Si el campo escalar ¢ es solucion de la ecuacion de Poisson
Ap(r) = f(r), reR’,

y para |r| =: r — 0o se tiene

o(r) — 0, rVo(r) —0,

o= L [ L2,

entonces

cuando la integral existe.

Teorema 15 Si el campo escalar f sobre R? es continuo y la

integral [ |f(x)|d®z existe entonces existe

o(r) = _ﬁ/ |7f(w:)c| 'z,

y es la unica solucidn de la ecuacién de Poisson A¢ = f para la cual ¢p(r) = O(1/r) para r — oo.

C. Polinomios de Legendre

Para ¢ =0,1,2, -, la tinica solucién regular en todo el intervalo [—1, 1] de la ec. dif. (1 —2?)P}/(z) — 2z P}(x) +
(¢ + 1)Py(xz) = 0 es un muiltiplo del polinomio de Legendre P; que tiene grado ¢ dado por (Férmula de
Rodrigues):

14

Py(x) = ﬁ%(ﬁ —1)¢.

! 2
(C.1) [1 Py(2) Py () dax = 5@7mm

_\e/2

(©2) Pi(=a) = () Pua) s P =15 20) = (1) ().
(C.3) (0 + 1) Py (z) = (20 + D)aPy(x) — LPr_y () .
(C.4) (1 —2?)Pj(x) = —LxPy(x) + LPr—1(x), Pjyy —Pj_1 = (20+1)P,.
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(C.5) /1 2" Py(x)dr =0, siN3 k<L
9 1
(o) o) = Aekila) Av= gy [ H@Ro) o

Py(z) =1, Pi(z) =z, Py(x) = (322 — 1)/2, P3(x) = (52 — 3z)/2, Py(x) = (352* — 3022 + 3)/8.
22 = (2Py(z) + P,())/3, 2® = (2P3(z) + 3Py (x))/5, 2* = (8Py(z) + 20Py(x) + TP,(x))/35, 2° = (8Ps(x) +
28P;(z) + 27P;(x))/63.

C.1. Funciones asociadas de Legendre

Las funciones asociadas de Legendre P*, £ =0,1,---, m = —{,—¢+1,---,—-1,0,1,--- ,£ — 1, £ son soluciones
regulares en todo el intervalo [—1,1] de la ecuacién diferencial de Legendre modificada:

(12 ) — 20y (o) + (8064 1) = 25 Y ole) =0

Para m > 0,
d
pm = (—=1)™(1 — 2\m/2 P .
7 (@) = (<1 (1 = 2?2 P(a)

que muestra que P;” no es un polinomio cuando m es impar. El factor (—1)™ es por supuesto cuestién de
convenciones (muchos autores lo omiten) pero 1til para la teoria de los arménicos esféricos. Para, m < 0,

(L+m) __

PP (@) = (-1 (s P (@)
O, alternativamente, cualquiera sea el signo de m:
m (=™ my2 AT
PZ (Z‘) = 2g€| (1 - Jj2) /2 d(Eéer (.132 - l)g :

Py (z) = Py(z) el polinomio de Legendre del apartado anterior.

om /7

r (=T (55

Pl (—z) = (*DHmPZm(f) , P(0) =

L P dp — 2L+ ™) ,
[1 Pl ()P (x) de = QI+ D —m) Oek , |m| < min{l k} .

F@)=1; F'@) =3 Ple), P =, Pl)=—(1—a)";
Pr(w) = 5iP(), By'(0) =~ Ph(), P3(a) = 5(37 1), PA() = —32(1—")?, P3(a)=3(1-4%).
P}l (cos(0)) = —sin(f) ; Pj(cos(d)) = —3cos(0)sin(d) , Pi(cos) = 3sin(0)? ;
Py (cos(0)) = —2(5 cos(0)? — 1)sin(f) , Pi(cos(f) = 15cos()sin(h)? , P;(cos(h)) = —15sin()> .

Para mas informacién consultar: http : //en.wikipedia.org/wiki/Associated_ Legendre_polynomial y hitp :
//dlmf.nist.gov/14.
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D. Armodnicos esféricos

(204 1)(¢ — m)! ;
D.1 Yy — A T pm ime
(0.1) (0.0) \/ g P o)
siendo P;" las funciones de Legendre asociadas definidas en el apartado anterior.
(D.2) rPPAY™ = —L(0+ )Y
(D-3) Y= ()Y Y04 Tt m) = () Y(0,0) 5 YT —0,0) = (=1)FY(0, )
0 , sif+4+m esimpar
D.4)  Y™(n/2,¢) = 204+ 1)(¢ —m)! ! —1)(Fm)/2ime
(D4)  Y™(7/2,¢) \/(ﬁ‘*‘ ) —m)!(£+m) =1 e , sil+m es par
4r 20((6 —m)/2)!((€ +m)/2)!
Yﬂ’l Y_m Ym _ Y_m
% . mpar % . mpar
my __ . my 7
—— , mimpar ——— , mimpar
2 2
2m ™ ,
(D.6) / dy / Ao Y, (8,0)Y" (8, 0)sin(8) = 60,0/6m,m’ -
0 0

Si v es el dngulo entre las direcciones (6, ) y (0, ¢") entonces cos(y) = cos(#) cos(6’) + sin() sin(0) cos(p — ')
y

14
(D.7) Paleos(1)) = 5 S VP20 0,).
m=—/

Sir=(r0,p)yr =(",0,¢") en coordenadas esféricas entonces

r m
(D.8) m—él >3 Z 2£+1 eLY 0, 0\ Y (6, p) = Z T Py(cos(v)) ,

teNm=—¢ LeN >

donde 7« := min{r,r'} y r~ = max{r,r'}.

YO(0,0) = 1/Var; YP(0,9) = \/3/87 cos(d), Y(0,p) = —+/3/87 sin(f)e’? ;
Y7 (0, 0) = \/5/167 (3cos(0)?—1), Yo' (0,¢) = —\/15/87 sin(0) cos(0)e¥ , YZ(0,p) = \/15/327 sin(h)?e*¥ .
Para mas informacién consulte: http : //en.wikipedia.org/wiki/Spherical —harmonic .
E. Funciones de Bessel
La ecuacién diferencial de Bessel

(E.1) 22 f faf + (22 =) f=0
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tiene como soluciones linealmente independientes a la funcién de Bessel (de primera especie) J, y la funcién de
Neumann (o de Weber) N, (también anotada Y,).

cos(vm)Jy(x) — J_p(x) '

sin(vz)

_ (7)16 v _
(B2) 1) = 3 e Melo) =

Jy y J_, son linealmente independientes salvo para v entero donde J_, = (=) J,. J,(—z) = (=) J, (x).
El comportamiento asintético es:
Cuando z — 0

1 5 v42 21n(z) + O(1) , v=20

) 2~ e + o M~ { TS o LS
cuando |z| — oo,

cos 2v+1

Ju () 2 Ty T —3/2

(E-4) Nl,(x)}N el O ( 2w+ 1 ) + O

sin |z — ——

4

Relaciones de recurrencia:
(E.5) v, (z) = x(Jys1(z) + Ju_1(x)) , 2J(2) = Jp_1(z) — Jop1(2) .

Ceros y relaciones de ortogonalidad: Si v es real, J,, J.,, N, y N/, tienen infinitos ceros reales todos simples con
la posible excepcion de x = 0. Para v > 0, J, tiene infinitos ceros positivos (son simples y no se acumulan). Si
a 'y b son ceros de J,, entonces

1 0 , a#b
(E.6) /0 vy (az)J, (b) dz{ Jos1(a)?/2=Jy1(@)?/2 , a=b

F. Funciones de Bessel modificadas (o hiperbdlicas)

La ecuacién diferencial de Bessel modificada
(F.1) B4 af — (22 43 f =0
tiene como soluciones linealmente independientes a la funcién de Bessel modificada (de primera especie) I, y la
funciéon de Bessel modificada de segunda especie K, .

1

(F-2) L(w) = ];Jf(kr—l—l)l“(u—l—k—&- 1)

2k4v _T I ,(x)—1,(v)
(/2" Ko(x) = 2 sin(vz) '

I, y I_, son linealmente independientes salvo para v entero. I, (—x) = (—)"I,(x). Tanto K, como I, toman
valores positivos si v > —1y x > 0.

El comportamiento asintético es:

Cuando z — 0

1 y v4o —In(z) , v=0
(F.3) I,(z) 7F(y+ 1)(:1r/2) +0(x"™) & K, (z) { F(;) (2/z) . v>0
cuando  — oo,
e’ T g
(F.4) I,(x) ~ Wores & K, (x) ~ o7
Relaciones de recurrencia:
(£.5) W, (@) = o(ly-1(2) = Ly1(2)) 5 20L(2) = L1 (@) + Ly (@) -
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G. Simetrias

Sea T es una transformacién lineal y ortogonal de R?. La ortogonalidad de T es equivalente a (T'a)-(Tb) = a-b
o0, equivalentemente a |Ta| = |a|. Si T es ortogonal entonces (T'a) A (Tb) = det(T) T(a A b). Con estas
propiedades se ve rapidamente que:

a) Si p es una densidad volumétrica de carga definida en todo R3 que es invariante para la transformacién T'
— o sea p(Tr) = p(r) para todo r € R?; entonces:

a1) el potencial electrostatico asociado a p,

O(r) = L /RS 7'0(%) dx

T Are |r — x|

es invariante: ®(T'r) = ®(r) para todo r € R3.
ag) el campo electrostdtico asociado a p, E = —V®, satisface TE(r) = E(Tr) para todo r € R3.

. {4 .
ag) el momento 2Z—polar cartesiano Q;l] s e satisface:
3
(€] _ [
th]é"" Je T § : le,"anjz,mz T Tjtzmlz my,ma, -, Mg >
mi,ma,- ,me=1

donde T} ;, son los elementos de la matriz asociada a 1" en la base cartesiana usada para definir los
momentos. En particular:

= ({ =1) el momento dipolar cartesiano p asociado a p es invariante: T'p = p;
= (£ =2) el momento cuadrupolar cartesiano Q = [Q; x] satisface TQT" = Q, donde T = [T} ;] .

b) Si J es una densidad volumétrica de corriente tal que T'J(r) = J(T'r), entonces el campo magnetostético

asociado T(@) A ( )
Mo ) N(r—x) 4
B(r)y=2 [ 2>/~ + 7
(r) 4 / |r — x|? &

satisface TB(r) = det(T) B(Tr) para todo r € R3.

Si, en cambio, TJ(r) = det(T) J(T'r) entonces TB(r) = B(Tr) para todo r € R3.
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