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Entiendo que uno de los inconvenientes de la materia Introduccion a la Fisica es
que no hay textos cuyo contenido se ajuste al temario contemplado en el plan de
estudios de la FaMAF. Esto me motivo para la escritura de un apunte que cubra el
temario de la materia Introduccién a la Fisica del plan de estudio de las carreras de las
Licenciaturas en Fisica, Matematica y Astronomia y del Profesorado en Fisica.

La escritura de este apunte se ha basado en mi experiencia docente en la
materia y notas de clase, las cuales, a su vez, fueron inspiradas en las notas de clase
del Prof. Oscar Villagra, las cuales fueron inspiradas en las notas de clase de
anteriores responsables de la materia. Se ha tratado de hacer un desarrollo conciso de
los temas, seleccionando las demostraciones que se consideran mas simples para la
comprension de los estudiantes y se han incorporado muchas ilustraciones que intentan
clarificar lo expresado en el texto. Este apunte incluye no sélo temas especificos de
fisica, sino también se incluyen temas de matematica que son necesarios para el
adecuado desarrollo de los conceptos de fisica a desarrollar.

Agradezco a los Dres. Olga Nasello, Cecilia Gonzélez, Laura Buteler, Enrique
Coleoni, Clemar Schurrer y Jorge Trincavelli por la lectura de la primera y/o segunda
version de los apuntes habiendo aportando sugerencias que fueron muy importantes
para que este material sea lo mas claro posible para los estudiantes.

En esta segunda version se han incorporado modificaciones en el orden de los
temas, se han mejorado algunas demostraciones y principalmente se han agregado mas
ejemplos para una mejor comprension de los temas.
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Capitulo 1

Consideraciones generales

No es simple dar una definicién de que es la fisica y en la literatura existen
muchos intentos de definicion, por ejemplo:

- Fisica es la ciencia que se ocupa de la estructura de la materia y las interacciones
entre los constituyentes fundamentales del universo observable. En el sentido mas
amplio, la fisica se ocupa de todos los aspectos de la naturaleza, tanto en los niveles
macro y submicroscopico.

- La fisica es una ciencia que tiene como objetivo medir y relacionar los resultados de
estas medidas entre si y con otras magnitudes que no son directamente medibles, y
deducir de estas relaciones leyes cuantitativas que puedan ser comprobadas
posteriormente mediante nuevas medidas.

- Ciencia que estudia las propiedades de la materia y de la energia, que pueden ser
medidas, y de las leyes que no modifican la estructura intima de los cuerpos.

Nosotros sélo diremos que la fisica es la ciencia que estudia, analiza y describe
eventos que ocurren en la naturaleza y no involucran los procesos de la vida.

La fisica es una ciencia experimental, es decir que toda afirmacion que se haga
en fisica debe estar verificada por la experiencia. De la experimentacidn nacen las leyes
de la fisica. Estas leyes sintetizan los resultados de las experiencias pues han sido
deducidas de estos mismos experimentos. Las leyes ademas permiten predecir nuevos
eventos fisicos que también deben ser verificados experimentalmente.

Si deseamos estudiar fisica, o sea realizar una descripcién de la naturaleza, lo
podemos hacer de una manera cualitativa. Sin embargo, para hacer una descripcion méas
precisa, es decir si deseamos cuantificar esta descripcion, vamos a necesitar de un
idioma que represente los conceptos con la precision requerida. El idioma de la fisica es
la matematica. Los conceptos de la fisica son representados mediante expresiones
matematicas. Por esta razén iremos desarrollando la matematica que necesitamos para
expresar los conceptos de la fisica.

En este curso de fisica iniciaremos el estudio de lo que se denomina Mecéanica
Elemental, y en particular comenzaremos estudiando la cinematica. Por cinematica
entendemos el estudio del movimiento de los cuerpos respondiendo a la pregunta ¢,cémo
se mueven?, sin interesarnos la causa por la cudl se mueven. El andlisis sobre qué hace
que los cuerpos se muevan de determinada forma lo abordaremos mas adelante cuando
estudiemos la dinamica de los cuerpos. Comenzaremos estudiando el movimiento de
cuerpos, es decir trataremos de describir qué posiciones del espacio van ocupando a
medida que transcurre el tiempo.

Para simplificar esta descripcion inicialmente consideraremos a estos cuerpos
como puntos materiales (cuerpos puntuales, sin dimensiones). Por lo tanto sélo
analizaremos sus movimientos de traslacion sin considerar rotaciones alrededor de ejes



propios. Por ejemplo, la tierra para nosotros es un punto que gira alrededor del sol y no
tendremos en cuenta la rotacion que tiene alrededor de su propio eje.

Movimiento de un cuerpo en la recta

Para abordar el estudio del movimiento de traslacion de un cuerpo
comenzaremos analizando los casos mas sencillos. Por esta razon inicialmente
estudiaremos el movimiento de cuerpos que se mueven sobre una recta. En este tipo de
movimiento la recta es el universo para el cuerpo y en ella se mueve. Toda vez que la
posicion de un cuerpo se pueda describir por medio de un punto diremos que ese cuerpo
es un cuerpo puntual.

Cuerpo puntual

Como nuestro objetivo es analizar el movimiento del cuerpo necesitamos poder
determinar la ubicacion o posicion del cuerpo sobre la recta. Para ello fijamos un punto
sobre la recta, respecto del cual referiremos la posicion del cuerpo. A ese punto lo
Ilamaremos origen.

Una posibilidad para determinar la posicién del cuerpo es dar la distancia que
existe entre el cuerpo y el origen, es decir dar la longitud del segmento de recta que se
extiende desde el punto elegido como origen y el punto que corresponde a la posicion
del cuerpo. Lo que debemos analizar es si de esa manera queda identificada de manera
univoca la posicion del cuerpo.
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El problema es que con esta manera de definir la posicién del cuerpo se nos
presenta una ambigliedad. Si damos la posicion del cuerpo mediante la distancia da
estamos ante dos posibilidades, una es que esté a la derecha de O y la otra es que esté a
la izquierda de O. Entonces vemos que de esta forma no podemos definir de manera
univoca la posicion del cuerpo y por lo tanto debemos encontrar un modo de eliminar
esta dualidad. La forma mas simple y directa es agregar si el cuerpo esta a la derecha o a
la izquierda del origen.
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Para indicar la posicion de estos cuerpos, utilizando la modificacion en la
definicion, nosotros diriamos:

A estd a una distancia da y a la derecha de O
B esta a una distancia dg y a la derecha de O
C esta a una distancia dc y a la izquierda de O

Lamentablemente esta manera de expresar la ubicacion de los puntos tiene dos
inconvenientes: a) la nocion de derecha o izquierda de la recta no estd univocamente
determinada, pues depende desde que lado de la recta se esta observando. b) Esta forma
de especificar la posicion de un cuerpo es complicada, muy extensa, no es operativa
pues deberia ser definida mediante un nimero.

Sistema de coordenadas

Para poder expresar de manera precisa la ubicacion de los puntos (0 cuerpos
puntuales) en nuestro universo (recta) definimos dos entes:

1) Sistema de coordenadas unidimensional.
2) Las coordenadas que estaran referidas al sistema definido en el punto 1).

1) El sistema de coordenadas unidimensional se define mediante:
a) Una recta sobre la que se desplaza el cuerpo cuyo movimiento queremos describir.
b) Un punto arbitrario elegido como origen de coordenadas.
¢) Una unidad de medida de longitudes.
d) Una, y s6lo una, punta de flecha que indica hacia donde crecen las coordenadas.

2) La coordenada se define por medio de:
a) Un numero que es la distancia desde el origen de coordenadas al punto
b) Un signo que indica si el punto se encuentra desde el origen hacia la flecha (+) o
en sentido opuesto (-)

A
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Entonces, cuando deseamos describir el movimiento de un cuerpo que se
desplaza sobre una recta debemos colocar el sistema de coordenadas sobre dicha recta.
El origen de coordenadas “O” y el sentido positivo es totalmente arbitrario.
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En la figura de arriba, podemos observar dos sistemas de coordenadas diferentes
y podemos expresar las coordenadas del cuerpo en cualquiera de ellos. Lo importante es
que, elegido uno de ellos, éste se mantenga mientras estemos efectuando la descripcidn
del movimiento del cuerpo.

Por lo tanto la utilizacion de un sistema de coordenadas y de la coordenada del
cuerpo en dicho sistema es la forma matematica de describir la posicion del cuerpo en el
espacio.

Distancia entre dos puntos

En el espacio usual, también denominado espacio euclidiano, la distancia entre
dos puntos es la longitud del segmento de recta que los une. Es decir la distancia que
hay que recorrer para ir directamente de un punto al otro. Por supuesto que la distancia,
que es la longitud de un segmento de recta, es positiva (d > 0).

Veamos ahora como podemos calcular la distancia entre dos puntos en funcién
de las coordenadas de ambos puntos.
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de=0OA-0B = dg=-X,+Xg = dy=%X—X,

De los casos analizados anteriormente vemos que la distancia depende de las
coordenadas de los cuerpos A y B en el sistema de coordenadas. En ciertos casos la
distancia es xa-Xg Y en otras Xg-Xa. Para no tener que analizar en cada caso en particular
qué diferencia es la que debemos hacer, y teniendo en cuenta que la distancia es un
namero positivo, definimos

dug =|Xg = Xa| =|X4 — Xg]

Es decir que en nuestro universo la distancia entre dos puntos es el valor
absoluto de la diferencia de las coordenadas de ambos puntos.



Capitulo 2:

Relacion entre posicion y tiempo

Hemos dicho que vamos a describir el movimiento de los cuerpos que se
mueven sobre una trayectoria rectilinea. Hasta ahora hemos desarrollado los elementos
necesarios para dar su posicion (sistema de coordenadas y coordenadas de los cuerpos)
en la recta. Decir que estudiaremos como se mueven significa analizar como se
modifica su posicion a medida que transcurre el tiempo. Si bien el concepto de tiempo
es algo dificil de definir, pensemos por ahora que el tiempo es simplemente aquello que

medimos con un reloj y siempre aumenta.

Supongamos que tenemos un cuerpo que se desplaza sobre una recta. A esa recta
le adosamos un sistema de coordenadas para poder dar su posicién de manera precisa.
Ahora saguemos fotos del sistema a distintos tiempos.

tl } |T| >
o) X1 X
t } |:| >
O X2 X
3 } |T| >
@) X3 X
1 } |:| >
0] X4 X
t5 I;' } >
X5 (') X
s |T| I >
Xe 0] X

[}

[}

[}

[}

[}

:

[}

v

Entonces tenemos que las coordenadas son sucesivamente Xi, Xo, X3, X4, X5, Xg, X7,
X8, .. ... correspondientes a los instantes de tiempo t;, t, t3, ty, ts, ts, t7, ts, ...... que son

sucesivos y crecientes (f)<t,<t3<t4<ts.....). Con estos valores de x y t podemos

confeccionar una tabla

t2
t3
ts
ts

X2
X3
X4
X5
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A las coordenadas x; sabemos como medirlas, analicemos ahora cémo hacer con
los valores de tiempo (t;). Podriamos tomar para t la “hora civil” por ejemplo

t; =las 12 hs 35 m 48,3 s del 9 de marzo de 2007
t1 =las 9 hs 28 m 15,2 s del 10 de octubre de 1993

Al hacer esto estamos aceptando una convencion, pues estamos asignando a t el
tiempo transcurrido a partir de cierto momento histérico que arbitrariamente se asigno
como cero. En los ejemplos, el origen de la medicién de los tiempos coincide con el
nacimiento de JesUs y esto es lo que generalmente se tomO como eje temporal para
narrar la historia de la humanidad en el hemisferio occidental. Y se toma como tiempos
negativos a los que corresponden a instantes previos al tomado como cero (p.e. -59 afios
corresponde a 59 afios AC). Este origen de los tiempos es arbitrario y puede ser
significativo para los cristianos pero no para otras civilizaciones. Nosotros podemos
hacer lo mismo que ya hemos hecho con el origen del sistema de coordenadas y elegir
arbitrariamente el origen del tiempo que sea mas conveniente para nuestra descripcion
del movimiento. Mantendremos las unidades (h,m,s) y el sentido sera creciente hacia el
futuro. Por lo tanto, elegimos el origen de los t en la tabla de manera que sea mas
coémodo y consideraremos que:

- El tiempo del origen es igual a 0
- Tiempos posteriores al origen son positivos (t>0)
- Tiempos anteriores al origen son negativos (t<0)

Con estos elementos podemos representar los valores de tiempo de manera similar a
lo que hicimos con los de espacio. Es decir que tendremos un sistema de coordenadas
temporales donde cada punto de la recta representa un instante de tiempo. La distancia
entre dos puntos de este eje se denomina intervalo de tiempo.

v

Funcion de movimiento

Para describir el movimiento de los cuerpos tendremos coordenadas espaciales x
y temporales t relacionadas. La relacion estd presente en la tabla que hemos
confeccionado con los valores de tj y x; donde queda explicito para qué valores de
tiempos conocemos con certeza donde estaba el cuerpo pues lo hemos observado
(medido). Sin embargo, para todos los instantes de tiempo entre los tiempos t; medidos
desconocemos cual es la posicion del cuerpo. Podemos realizar nuevos experimentos
tomando mayor cantidad de datos experimentales (x;, tj), pero nunca podremos conocer
experimentalmente la posicion del cuerpo para todos los tiempos. Si graficamos los
valores de la tabla colocando en el eje de las abscisas los valores de t y en el de las
ordenadas, los correspondientes de x este conjunto de puntos muestra la informacién
experimental que disponemos sobre el movimiento del cuerpo. Con esta informacién
podriamos, eventualmente, encontrar una funcion matematica x = f(t) la cual, si la
evaluamos en los instantes de tiempo de nuestra tabla, su valor nos da la coordenada del

11



cuerpo en ese instante. Esta funcion x(t) se llama funcién de movimiento del cuerpo y es
la descripcion matematica del movimiento del cuerpo. Nosotros supondremos, hasta
tener evidencia experimental en contrario, que esta funcion evaluada en cualquier valor
de t nos da cual es la coordenada del cuerpo. Si realizamos nuevas mediciones
experimentales y esta funcion de movimiento no logra describir alguna o algunas de las
nuevas mediciones deberemos buscar una nueva funcién de movimiento x(t) que
describa la totalidad de la informacién experimental que tengamos sobre el movimiento
del cuerpo.

AKX

Veamos ahora cémo pueden ser las graficas de las funciones de movimiento de
un cuerpo:

a)

. 4

En la figura se muestra una posible funcion de movimiento de un cuerpo, para cada
instante de tiempo esta determinada la posicion del mismo, es decir su coordenada x.

12



b)

L

o
N
—
o
— VY

En la figura de arriba se muestran dos gréaficos que corresponden a funciones del
tiempo; sin embargo estos no pueden representar a funciones de movimiento ya que
describirian situaciones absurdas.

El gréfico de la izquierda nos describiria el movimiento de un cuerpo que esté en
una determinada posicion en un instante de tiempo y luego, durante un cierto intervalo
de tiempo, no estd definida su posicion. Este comportamiento podria explicarse
suponiendo que el cuerpo paso a un universo paralelo y luego regreso; pero como de
esto no existe evidencia experimental no es una descripcion fisica admisible. En el
grafico de la derecha se describiria la posicion de un cuerpo que en un determinado
instante de tiempo estd en un lugar e inmediatamente después estd en otra posicion
diferente sin haber pasado por todas las otras posiciones que unen dichos puntos. Por lo
tanto las funciones que describen el movimiento de cuerpos deben ser funciones
continuas.

c)

v

Este grafico no corresponde a una funcién y tampoco puede representar a la
funcién de movimiento de un cuerpo pues para determinados instantes, por ejemplo t;, el
cuerpo se encuentra en varias posiciones diferentes simultdneamente.

13



En resumen, la relacion entre los valores de las coordenadas (x;) y los tiempos
(t) para que representan el movimiento de un cuerpo debe ser una funcion continua (es
decir que su grafica no puede tener saltos) y ademés debe estar definida en todo el
intervalo de interés. Méas adelante veremos si es necesario imponer mayores condiciones
a una funcion para que pueda representar a la funcién de movimiento de un cuerpo.

Ejemplos de funciones de movimiento

A continuacion vamos a analizar algunas funciones matematicas que pueden
representar funciones de movimiento. El analisis de estas funciones se realizara de
manera muy sucinta pues este tema ha sido estudiado en el curso de nivelacion.

Funcion constante

Xx=c¢c Vt y c e (veamos el caso particular en que c > 0)

Este grafico representa la funcién de movimiento de un cuerpo que esta en
reposo, para todo tiempo el cuerpo se encuentra en la misma posicion.
Funcion lineal
x=at+b VvVt y aybe®

Sabemos que el grafico de esta funcion es una recta y que la constante a es la
pendiente y b la ordenada al origen. Al movimiento que es representado por esta

funcion se lo denomina “Movimiento Rectilineo Uniforme” (MRU). Ya veremos mas
adelante a qué se debe esta denominacion.

14



Si nos plantean que un cuerpo se desplaza con movimiento rectilineo uniforme,
y que en el instante de tiempo t; se encuentra en la posicion x; y en otro instante de
tiempo t; esta en la posicion x,, facilmente podemos determinar cual es su funcién de
movimiento. Saber que el cuerpo se mueve con movimiento rectilineo uniforme nos
indica que la funcién de movimiento sera una funcion lineal [x(t)=at + b] cuya grafica
es una linea recta. Ademas sabemos que los pares ordenados (t; , x1 ) y (2 , X2 )
pertenecen a dicha recta. Por lo tanto el problema de encontrar la funcion de
movimiento se reduce a resolver el problema matematico de encontrar la ecuacion de la
recta que pasa por los dos pares ordenados indicados.

v

Con la informacion proporcionada podemos escribir las ecuaciones

Xir=at +b
X, =at,+b

y resolviendo este sistema de ecuaciones podemos calcular los valores de las constantes
ay by de esta manera determinar la expresion de la funcion de movimiento.
Encuentro

Supongamos el caso particular de dos cuerpos (denominados A y B) que se
desplazan con movimiento rectilineo uniforme, por lo tanto sus funciones de

movimiento son descriptas por funciones lineales. Si las gréficas de estas funciones son
rectas no paralelas entonces estas se cortaran en un punto. Fisicamente entendemos esto

15



COmo que en ese punto ambos cuerpos se encuentran, es decir los dos cuerpos estan en
la misma posicion espacial en el mismo instante de tiempo.

v

Si las funciones de movimiento de los cuerpos Ay B son

XA(t) =—at+b
X2(t) = ast + by

para determinar la coordenada x y el tiempo t de encuentro, que Ilamaremos te y X,
debemos escribir la condicion que satisfacen estas funciones en el punto de encuentro
A — B —

X(te) = X (te) = Xe

Xe=a;te + by
Xe:azte+b2

y resolviendo este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas podemos determinar
cuando y donde se encuentran los dos cuerpos.

En general decir que dos o méas cuerpos se encuentran, cualesquiera sean las
funciones que describan sus posiciones en funcion del tiempo, implica que se estan en la
misma posicion (misma coordenada) al mismo tiempo. Si graficamos las funciones de
movimiento de ambos cuerpos es posible visualizar el encuentro como el punto donde
las graficas se cortan.

Analicemos un par de ejemplos simples:
a) Supongamos que las funciones de movimiento de cuatro cuerpos son:

xAty=2"¢2_1M¢_om
52 S

xB(t):lmtJer
S
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Cty=1"t-2m
s 2

xP ) =1Mt - 4m
S

La funcién de movimiento del cuerpo A es una funcion cuadratica, cuyo grafico
es una parabola, mientras que las funciones de movimiento de los otros tres cuerpos (B,
C y D) son funciones lineales y sus graficas serdn rectas. Si analizamos estas tres
funciones lineales veremos que tiene la misma pendiente y diferentes ordenadas al
origen; es decir sus gréficos son rectas paralelas y por lo tanto no se cortardn en ningun
punto. Fisicamente esto implica que no habra ningin encuentro simultaneo de los cuatro
cuerpos ni entre los cuerpos B, C y D. Por lo tanto s6lo analizaremos los posibles
encuentros entre el cuerpo A con cada uno de los otros tres cuerpos.

Analicemos primero el problema de encuentro del movil A con el B. Si se
encuentran se debe verificar que

Xy = 2—2te2 —1Tte —2m

m
Xe = 1?te +2m

Si resolvemos este sistema de ecuaciones vemos que existen dos valores de te (-1s y 25)
que son solucion del sistema de ecuaciones; esto implica que los cuerpos A y B se
encontraran dos veces. Reemplazando estos valores de tiempo en la ecuacién de
movimiento del cuerpo A o B podemos determinar la posicion donde se produce el
encuentro. Para t = -1s se encontraran en x = 1m; y cuando t = 2s se los cuerpos se
encontraran en x = 4m.

Si ahora analizamos el encuentro de los cuerpos A y C las ecuaciones que
planteamos son

m m
m 5
X =1—t, ——m
® Ts ® 2

un dnico valor de t. es solucidn de este sistema de ecuaciones y nos permite determinar
que los cuerpos A 'y C se encontraran en el instante de tiempo te = 0,5s y en la posicién
Xe = -2m.

Finalmente, para estudiar el encuentro entre los cuerpos A y D planteamos el
siguiente sistema de ecuaciones
m m
7t§ —1-t, -
S S

Xe =2 2m

Xe = 1r:te —4m
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y podemos verificar que no existen ningin namero t. real que sea solucion de este
sistema. Fisicamente esto significa que los cuerpos A 'y D no se encuentran nunca.

Las soluciones que hemos obtenido para el encuentro de los cuerpos A, B, Cy D
se corresponde con lo que se puede observar en la gréfica de las funciones de
movimiento de estos cuerpos.

L x [m]

Supongamos ahora que deseamos determinar si dos cuerpos, llamados Ay B se
encuentran si sus funciones de movimiento

xA(t) :—1mt+2m
S

1Mt _1m t <0s

xB(t) = rsn .
15t +1—t-1Im  t>0s

S S

La funciéon de movimiento del cuerpo A es una funcion lineal y describe la
coordenada del cuerpo para todo tiempo. La coordenada del cuerpo B no puede ser
descripta por una Unica funcion para todo tiempo y por ello esta definida en dos tramos.
Para tiempos menores a cero segundos la funcion de movimiento es lineal y para
tiempos iguales 0 mayores a cero segundos por una funcion cuadratica. Para resolver el
problema del encuentro entre estos cuerpos necesitamos analizar qué ocurre en cada uno
de los intervalos de tiempo.

Para tiempos menores a cero segundos planteamos la condicién de encuentro
escribiendo el siguiente sistema de ecuaciones
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X = —lr:te +2m

&leg—m1

Al resolver este sistema de ecuaciones obtenemos como solucion que el tiempo
de encuentro es t, = 1,5s. Si bien este valor es solucion para el sistema de ecuaciones no
tiene sentido fisico pues esta fuera del intervalo de tiempos que estamos considerando.
Por lo tanto no ocurre ningln encuentro para tiempos menores a cero segundos.

Para el intervalo de tiempos mayores a cero segundos la condicion de encuentro
la planteamos mediante el sistema de ecuaciones siguiente

X = —1mte +2m
S
m m
Xe =17 +1—t, —1m
S S

Resolviendo el sistema de coordenadas obtenemos dos soluciones para el tiempo de
encuentro siendo ellas te; = -3s y te; = 1s. Aungque ambos valores satisfacen la ecuacion
solo t, = 1s esta dentro del intervalo de tiempos que estamos considerando.
Reemplazando este valor en cualquiera de las funciones de movimiento podemos
calcular el valor de la coordenada en que se produce el encuentro (Xe = 1m).

Por lo tanto, los cuerpos A y B s6lo se encontrardn una vez ent = 1s y la
coordenada del encuentro serd x = 1m que se corresponde con el punto donde se cortan
los graficos de las funciones de movimiento.

51+x [m]
34
t ¢ 0 + 1
2 1 g/// 1 t [s]
3
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Distancia recorrida y desplazamiento

Si bien en el lenguaje cotidiano se suelen utilizar de manera indistinta las
expresiones “distancia recorrida” Y “desplazamiento” para nosotros tendran dos
significados totalmente diferentes.

Definimos como distancia recorrida a la longitud del camino que ha realizado el
cuerpo en un determinado intervalo de tiempo. La distancia recorrida es siempre una
magnitud positiva y, por ejemplo, en un automovil seria lo que leemos en el
cuentakilometros. El desplazamiento de un cuerpo se define como cuanto se ha
modificado su posicion en un determinado intervalo de tiempo. Por lo tanto, si la
funcién de movimiento de un cuerpo esta dado por x = x(t), su desplazamiento en el
intervalo de tiempo [ty to] sera x(t2) — X(ty).

Para ejemplificar calculemos en desplazamiento que sufre un cuerpo en el
intervalo tiempo [ty, t;] para algunas funciones de movimiento particulares.

En la figura vemos la grafica de la funcion de movimiento de un cuerpo.

[ 4

En este caso la distancia recorrida y el desplazamiento del cuerpo coinciden en sus
valoresy €s Xz - X3

Supongamos ahora que la funcién de movimiento del cuerpo es la mostrada en la
figura

X = X(t)

[ 4

20



El cuerpo cuya funcién de movimiento se grafica ha recorrido una distancia igual a
[X2 — X1| (> 0) y ha sufrido un desplazamiento igual a x, — x; (<0).

X = X(t)
Xm f-------

X1, X2

v

0

t1 tr t

En este caso particular vemos que el cuerpo al final del intervalo se encuentra en
la misma posicién que al inicio del mismo (X, = X,) por lo tanto el desplazamiento del
CUerpo es X, - X3 =0 mientras la distancia que ha recorrido es 2(Xm - X1).
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Capitulo 3:

Velocidad media

Con el propdsito de describir el movimiento de un cuerpo que se mueve sobre
una recta hemos ido incorporando algunos elementos esenciales para lograr dicho
objetivo. En primer lugar definimos un sistema de coordenadas y las coordenadas; con
ello quedod rigurosamente determinada la posicion de los cuerpos en la recta. Luego
definimos la funcién de movimiento del cuerpo (x = f(t) 6 x = x(t) ) que nos permite
determinar la coordenada del cuerpo en cada instante de tiempo.

Sin embargo necesitamos definir otras magnitudes que nos permitan caracterizar
mejor el movimiento de los cuerpos. Ahora definimos la velocidad media como el

cociente entre el desplazamiento del mdvil y el intervalo de tiempo en el cual lo ha
realizado.

v="2 -2 donde x, =x(t,) y X, =x(t,)

X1

~v

-

Esta magnitud nos da informacion acerca de la “rapidez” con que se desplaza el cuerpos,
es decir cuan rapido modifica sus posicién. Podemos ver, a partir del grafico, que el
valor de la velocidad media coincide con el valor de la pendiente de la recta secante a la
curva x(t) que pasa por los puntos (t1, X1) y (t2, X2).

Como At es siempre positivo el signo de la velocidad media estara dado por el
signo de Ax. En el grafico de arriba la velocidad media es positiva y podemos ver en
que en el intervalo de tiempo At el cuerpo se ha movido en el sentido de las coordenadas
crecientes. En el grafico de abajo la velocidad media es negativa y en este caso el
cuerpo se ha movido en el sentido de las coordenadas decrecientes en el intervalo de
tiempo considerado. El signo de la velocidad media depende del sistema de coordenadas
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al cual se refiera el movimiento del cuerpo. Si hubiéramos elegido un sentido diferente
para las coordenadas crecientes los signos en la velocidad media cambiaria en ambos
casos. Por lo tanto podemos decir que el valor absoluto de la velocidad media nos da
informacidn de cuan rapido se mueve el cuerpo que estamos observando y el signo nos
dice hacia donde se mueve respecto al sistema de referencia utilizado para la
descripcion del movimiento.

A

XD

X1

X2

i

Analicemos el caso particular en que el cuerpo haya ido modificando su posicion
con el tiempo pero, en el intervalo de tiempo considerado, la posicidn del cuerpo es la
misma en el instante inicial y el final (ver gréafico de abajo). En este caso la velocidad
media sera igual a cero.

AX
V <0
Ax=0
X , X L o . -
1, X2 f i :
! i =X(t)
0 &] t t'

No debemos confundir nuestra definicion de velocidad media con la definicion
de velocidad que traiamos del secundario segun la cual V = d/t, donde d es la distancia
recorrida por el cuerpo y t el tiempo utilizado para recorrer esa distancia. Esta Gltima
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expresion es la definicion de velocidad promedio. Por ejemplo cuando vemos una
carrera (de autos, motos, bicicletas, etc.) el corredor partié del reposo y en el transcurso
de la competencia su velocidad fue variando. Sin embargo los periodistas nos dan como
informacién la velocidad promedio que tuvo, este dato de calcula como el cociente entre
la distancia recorrida y el tiempo que demord en hacerlo y nos sugiere con qué
velocidad constante el corredor hubiese recorrido la misma distancia en el mismo
tiempo que empled. En contraste, de acuerdo a la definicién que dimos de velocidad
media en toda carrera, donde el punto de partida coincide con el de llegada, la velocidad
media de los competidores seré cero.

Como medimos las variaciones de posicién en unidades de longitud ([4x]=L en
cm, m, km, etc.) y los intervalos de tiempo en unidades de tiempo ([At]=t en s, h, etc.)
las unidades en que se mide la velocidad media son:

3

M_L L enmkm
t

s s’

Calculo de la velocidad media para algunas funciones de movimiento

Analicemos ahora la velocidad media para algunas de las funciones de
movimiento simples estudiadas en el capitulo 2. Antes de realizar este analisis
definamos la notacién que utilizaremos. Para calcular la velocidad media debemos
realizar el siguiente célculo:

X, — X% _ AX

V= _ X
t,—t, At

donde x =x(t) vy x,=X(t,)

At=t,—t, = t,=t +At

AX =X, —X; = X(t,) — x(t,) = X(t; + At) — x(t,)
Comencemos a calcular la velocidad media para algunos movimientos
unidimensionales simples los cuales son descriptos por las funciones de movimiento
analizadas previamente.

a) Funcion de movimiento constante: x(t) = ag

x(t,)=a, y x(t,)=a, = v=20"%_g w

Vemos que independiente del intervalo de tiempo que tomemos la velocidad
media es nula. Esto es compatible con el movimiento descrito por esta funcién de
movimiento, la cual corresponde a un cuerpo en reposo.
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b) Funcion de movimiento lineal: x(t) =a; t+ ap
X(tl) =at+a, Yy X(tz) =a,t, +a,

\T:(alt2+a0)_(a1t1+a0):al(tZ_tl):al — V =cte WVt

tz _tl tz _tl

Un cuerpo cuya funcion de movimiento es una funcion lineal tiene una
velocidad media constante cuyo valor coincide con la pendiente de la recta. Ahora
vemos que el movimiento descripto por esta funcién se denomina Movimiento
Rectilineo Uniforme pues el cuerpo se mueve sobre una recta y su velocidad media es
constante independiente de los instantes t; y t, que elijamos para su calculo.

En las dos funciones de movimiento en las cuales hemos calculado la velocidad
media (funcién constante y funcion lineal) la velocidad media es constante, es decir
independiente del intervalo de tiempo utilizado para su calculo. En ambos casos la recta
secante, que une los dos puntos tomados para el célculo de la velocidad media, coincide
con la funcién de movimiento.

¢) Funcién de movimiento parabélica: x(t) = a, t*+ a; t + ag
X(tl) = aztlz +at, +a, Yy X(tz) = aztz2 +at, +a,

7 - (azté2 +at, +a, )— (aztl2 +at, + ao)
tz _tl

s a,(t; _t12)+a1(t2 _tl)
-1

V =a,(t, +t,)+a, =a,(2t, + At)+a,

X = Xx(t)

~v
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Como vemos, en el caso en que la funcion de movimiento del cuerpo sea un
polinomio de segundo grado, la velocidad media ya no es constante y depende del valor
de t; y del intervalo de tiempo At elegidos para su determinacion. Es decir que aunque
mantengamos t; constante la velocidad media variara al cambiar el At elegido, pudiendo
Ilegar a ser cero.

Podriamos seguir analizando la velocidad media para otras funciones de
movimiento tan o mas complicadas que la anterior y encontrariamos que, salvo para la
funcién lineal, en general la velocidad media depende de los valores elegidos para t; y
At. Como vemos en el gréfico de abajo, dependiendo el intervalo tomado, la velocidad
media para la misma funcion de movimiento puede ser positiva, nula o negativa. Esto
significa que la velocidad media da una informacidn relacionada a todo el intervalo y
por lo tanto puede variar dependiendo del intervalo de tiempo que consideremos.

A
X

X oo .

En particular podemos tener dos movimientos totalmente diferentes para los cuales la
velocidad media sea la misma en el mismo intervalo de tiempo.

A

v

t

26



Como vemos, salvo cuando la funcion de movimiento es una funcion constante o
una funcion lineal, el concepto de velocidad media no es un parametro que permita
caracterizar de manera completa el movimiento del cuerpo. Por lo tanto debemos ver
como podemos definir la velocidad de un cuerpo con el proposito de obtener un
pardmetro que nos sea mas Util en la caracterizacion del movimiento de un cuerpo.

Como la velocidad media caracteriza correctamente el movimiento rectilineo
uniforme (cuando la funcion de movimiento es lineal) lo que podemos hacer como
primera opcion es restringir el intervalo de tiempo en el cual vamos a calcular la
velocidad media. Podemos elegir un intervalo de tiempo lo suficientemente pequefio de
manera tal que en este intervalo el movimiento pueda ser considerado aproximadamente
rectilineo y uniforme.

v

of ./

Cuanto mas pequefio sea el intervalo de tiempo elegido para el calculo de la
velocidad media, el movimiento en dicho intervalo mas se parecerd a un movimiento
rectilineo uniforme. La velocidad media que calculemos serd constante en dicho
intervalo y por lo tanto nos da informacién de cuén rapido varia la posicion del cuerpo
en un dado instante de tiempo y un entorno reducido del mismo. Sin embargo, depende
del comportamiento de la funcion de movimiento cuan pequefio debe ser el intervalo de
tiempo en el cual podemos considerar un comportamiento lineal. Para solucionar este
problema lo que podemos hacer es tomar un intervalo de tiempo y luego analizar que
ocurre con la velocidad media cuando hacemos a éste tan pequefioc como queramos, es
decir hacer tender el tamafio del intervalo de tiempo a cero (At — 0). En el calculo de la
velocidad media estamos haciendo tender a cero el denominador; sin embargo cuando el
intervalo de tiempo tiende a cero también tiende a cero la variacién de la posicién del
cuerpo (4x — 0) y por lo tanto es de esperar que el cociente Ax/At tienda a un valor
finito cuando 4t — 0.

Si calculamos la velocidad media haciendo tender el intervalo de tiempo a cero
(4t — 0) entonces la velocidad media ya no dependerd mas del intervalo de tiempo sino
del instante de tiempo en el cual estamos realizando el calculo. Por lo tanto, estaremos
obteniendo una informacion que es funcion de un determinado instante de tiempo (tal
como es la funcion de movimiento), entonces este calculo ya no nos daré la velocidad
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media del cuerpo sino la velocidad instantanea. Entonces definimos la funcion
velocidad como el limite del cociente entre el desplazamiento que realiza el cuerpo en el
intervalo de tiempo At y el tiempo en que lo realiza (4t) cuando At tiende a cero:

lim Ax

V -
At — 0 At

donde:

AX = X2 — X1 = X(t2) — X(t) = x(t; + At) — x(ty)
y
At=t-t1 =L + Aat) - t;

Analicemos geométricamente que es lo que estamos haciendo en este proceso de
tomar limite. Cuando evaluabamos la velocidad media estabamos calculando la
pendiente de la recta secante que unia los dos puntos utilizados para el calculo.

v

/ 0 t LAt A ty+ At t

Cuando hacemos tender el intervalo de tiempo a cero (4t — 0, At > A" > At” ...) para
la determinacion de la velocidad media vamos calculando la pendiente de las distintas
rectas secantes ( PQ, PQ',PQ",......). En el limite cuando At — 0 las rectas secantes van
tendiendo a la recta tangente (T) a la funcion de movimiento en el punto (t;, x(t1)). Por
lo tanto, el valor de la velocidad instantanea del cuerpo para un determinado instante de
tiempo es la pendiente de la recta tangente a la funcion de movimiento en dicho instante
de tiempo.

Al hacer tender a cero el intervalo de tiempo en el cual calculamos la velocidad

media estamos realizando el célculo de lo que denominamos velocidad del cuerpo (6
velocidad instantanea) y que esta definida como:
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lim  x(t+At)-x@)  lim Ax

V(t) = =
® At —>0 At At —> 0 At

Esta es, desde el punto de vista matematico, la definicion de la derivada de la funcion
X(t) respecto a t; por lo tanto, como la funcion de movimiento es continua, nosotros
determinamos la velocidad instantanea de un cuerpo realizando su derivada respecto al
tiempo.

dx  lim Ax

vit) =—= —
dt At >0 At

Definicién de derivada

Por un momento dejaremos de lado el problema fisico de definir la velocidad
instantanea y nos concentraremos en desarrollar el concepto de la derivada de una
funcion. Ya hemos visto el concepto geométrico de derivada como la pendiente de la
recta tangente a la curva. Supongamos que tenemos una funcion y de la variable
independiente x (y = y(x)) de la cual queremos calcular su derivada. Para calcular la
derivada de la funcion respecto a su variable independiente debemos hacer la siguiente
operacion

dy _ IIm y(x+A)-y(x) _ lim Ay

dx Ax—0 AX T AX — 0 AX

Pero este célculo implica realizar el limite de una funcién, concepto que aun no
hemos definido. Nosotros vamos a utilizar una definicion muy simple y elemental del
concepto de limite de una funcién. Vamos a decir que el limite de una funcién, cuando
la variable independiente tiende a un determinado valor, es el valor al cual tiende la
funcién, independiente de que la funcidn esté definida o no en dicho punto. Analicemos
algunos ejemplos simples.

lim X
X—2

lim 1
_ | =00
X — 0\ x2

lim 1 . o :
| ——|=—o (el simbolo a’ significa que x tiende a a por valores menores a a)
X—>a \x—a

=4

lim 1 , e g .
.| ——— |=+oo (el simbolo a” significa que x tiende a a por valores mayores a a)
X—>a ({x—-a

Una definicion més formal de limite seria que el limite de una funcion y(x),
cuando x tiende a a, es L

29



lim
y(x) =L
X—>a

si se verifica que:

Ve>0 36>0 talquesi O<x—a<s=|y(x)-L|<s

Reglas de derivacion
Analicemos a continuacion algunas reglas de la derivada.
a) Derivada de una funcion multiplicada por una constante:

Supongamos que tenemos una funcion y(x) = C f(x) cuya derivada deseamos
calcular. Aplicando la definicion de derivada tenemos que

dy  lim y(x+AX)-y(x) _ lim Cf(x+Ax)-Cf(x) _ lim C[f(x+Ax)— f(x)]
dx Ax—0 AX AXx—0 AX AXx—0 AX

dl_c lim f(x+Ax)—f(x)_Cﬁ
dx AX >0 AX dx

Por lo tanto la derivada de una funcién multiplicada por una constante es la
constante multiplicada por la derivada de la funcién.

b) Derivada de una suma de funciones:
Tenemos una funcién que es suma de dos funciones y deseamos calcular su derivada.
y(x) =f(x) + g(x)

dy _ lim  y(x+A)—y(x) _ im [f(x+Ax)+g(x+Ax)]-[f () +g(x)]
dx AX—0 AX T AX—0 AX

dy  lim {f(x+Ax)— f(X) N g(x+Ax)—g(x)}
dx Ax—0 AX AX

dy _ lim f(x+Ax)—f(x)+ lim  g(x+Ax)-g(x)

dx AX—0 AX AX —0 AX
dy _df dg
dx dx dx
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Entonces la derivada de una suma de funciones es igual a la suma de las
derivadas de las funciones.

c¢) Derivada del producto de dos funciones:
Sea la funcion y(x) = f(x) . g(x). Su derivada sera:

dy _ lim  y(x+Ax)—y(x)  lIm  f(x+Ax)-g(x+Ax)— f(x)-g(x) _
dx Ax—0 AX T AX—0 AX B

en el numerador sumo y resto f(x).g(x+4x)

dy  lim  f(x+Ax)-g(x+Ax) - f(x)-g(x)+ f(X)- g(x+ AX) — f(X)- g(x + Ax)
dx  Ax—0 AX

dy  lim  f(x+Ax) - g(x+Ax) - f(x)-g(x+Ax)+ f(xX)- g(x+Ax) - f(x)-g(x)
dx  AX—0 AX

dy lim [f(x+Ax)-g(x+Ax)—f(x)-g(x+Ax)+f(x)-g(x+Ax)—f(x)-g(x)}
dx  AX—0 AX AX

dy  lim f(x+Ax)-g(x+Ax)—f(x)-g(x+Ax)+ lim  f(x)-g(x+Ax)— f(X)-g(x)

dx AXx—0 AX AX —0 AX
I. _ | —

dy _ lim f(x+Ax) f(x)-g(x+Ax)+ Im F(x)- g(x+Ax)—g(x)

dx Ax—0 AX AX =0 AX

dl_df

dg
bl f(x) =
dx dx 909+ () dx

La derivada del producto de dos funciones es igual a la derivada de la primera funcion

por la segunda sin derivar mas el producto de la primera funcién sin derivar por la
derivada de la segunda.

Derivadas de funciones simples

a) y(x) = x

dy  lim y(x+Ax)-y(x) _ lIim x+Ax—x_ lim Ay
dx Ax—0 AX AX—0  AX AX — 0 AX
entonces
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dy:dx:1

dx dx
b) y(x) = X’

dy  lim y(x+A)-y(x)  lIm (x+Ax) - x°

dx Ax—0 AX AX =0 AX
lim x? . Z _x? lim . lim
dlz X“+2X-AX+ AX® — X _ AX (2x+Ax)= (2% + AX) =
dx Ax—>0 AX AX—0 AX AX—0
2
dl: dL: 2X
dx dx
0) y() =x°
dy  lim y(x+AX)-y(x) _ lim (x+Ax)" - x°
dx Ax—>0 AX AX—0 AX
dy _ lim o +3x% - Ax+3x- A + A —x _ Im Ax-(3x® + 3xAx + AX®)
dx Ax—>0 AX AX—0 AX
lim
dy _ (3x% + 3XAX + AX®) = 3x°
dx Ax—0
3
dl:dL:3X2
dx dx

dyx)=x" conneM

dy _ lim y(x+A)-y(x) _ lim (x+Ax)" - x"

dx Ax—0 AX AX—0 AX
dy lim  x"+nx"" Ax+(n(n—=1)/2)- X" ?AX® ++--+ AX" = X"
dx Ax—0 AX

dy _ lim Ax-(nx”‘l+(n(n—1)/2)-x“‘2Ax1+---+Ax”‘1)
dx Ax—0 AX

2X
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lim
dy _ (nx“‘1 +(n(n=1)/2) - x"2Ax" +-~~+Ax"‘1): n-x"*

dx AXx—>0
dlzdx g
dx dx

e) y(x) = 1/x =x*

1 1

dy  lim o y(x+Ax)-y(x) _ lIim yyax x
dx Ax—>0 AX AX —0 AX

X — (X + AX) X —X—AX
dy _ lim (x+Ax)-x _ lim  (x+Ax)-x
dx Ax—0 AX AXx =0 AX

— AX
dl— lim M_ lim B 1
dx Ax—0 AX AX—>0 X-(X+AX)
dl_ lim 1 1

X AXo0 (C+x-Ax) X

diy_dx’l o
dx dx

Basandonos en los resultados anteriores podemos generalizar diciendo que si

y(x)=x* keZ
dl:%:k.xk_l
dx dx

f) y)=x"" connym eN

dy  lim  y(x+Ax)-y(x) lim  (x+Ax)"™ —x""

dx AX—0 AX T AX >0 AX




Ay =yY(X+AX)—y(X) = y(X+AX)=y(X)+Ay=(x+Ax)""

(y+Ay)" = (x+Ax)"
desarrollando el binomio en ambos miembros tenemos

ym +m.ym‘1.Ay+wym_2 .Ayz +...+Aym =

X" +n-x"AX +

n(n2— D 302 AX? ek AXT

eliminando y™ con x" y sacando factores comunes Ay y Ax respectivamente nos queda:

m_ym—l.Ay_i_m(n;_l)ym_z .Ayz +...+Aym -

n-x"".Ax+ n(nz—l) X"2 . AXZ 4o AX"

Ay.(m.ym‘l_f_wym_z .Ay+...+Aym_1)=

AX-(n-x"* + n(n2— L) yo-2 AX+ -+ AX"Y)

Despejando el cociente Ay/Ax obtenemos

n-x"*+ n(n-1) X

n-2 n-1
. “AX -+ AX
Ay _ 2
AX m.ym’l+wym’2.Ay+...+Aym’l

2

tomando limite para Ax — 0 en ambos miembros y recordando que cuando Ax — 0 se
verifica que A4y — 0 queda:

n-1 n(n_l) n-2 n-1
lim Alz lim n-x -+ 5 X7 AX 4+ AX
AX—>0Ax Ax—0 m'ym_l-i-m(n;_l)ym_z‘Ay-F"'-i-Aym_l
dy n-x"!
dx m-y™*

m n n
m-1 _ L — X — X"_E
y n

y

m

x
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dy _dxn _n
dx dx m

Por lo tanto podemos generalizar deciendo que

y(x)=x* ke®R
dl: dxk — k‘Xk_l
dx dx

Derivada de una funcién compuesta

Sea una funcion z(x) = z[y(x)]

dz[y()] _ lim  z[y(x+Ax)]-z[y(x)]

dx  AxX—0 AX

multiplico y divido por Ay = y(x+4x)-y(x)

dz _im - zfy(x+ax)]-2ly(x)] y(x+a%-y(x)
dx Ax—0 AX y(X+ AX) - Y(X)

dz _ lim - zly(x+Ax)]-2[y(x)] y(x+4x)- y(x)
dx Ax—0 Y(X + AX) - y(X) AX

Az = z2[y(x + AX)] - 2[y(x)]
Ay = y(X + AX) - y(X)

dz _ lim Az Ay
dx Ax—>0Ay Ax
sabemos que cuando Ax — 0 se verifica que Ay — 0 podemos escribir

dz lim Az lim Ay
dx Ay >0Ay AX—>0AXx
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dz _dz dy

dx dy dx
podemos generalizar para el caso de que tengamos mas de una composicion de

funciones, es decir supongamos que tenemos una funcion f = fleh((.......(v(x)))))), la
derivada sera

df df dg dh dy

dx dg dh dj  dx
Esta regla de derivacion se denomina regla de la cadena.

Para una mejor comprension analicemos un caso particular. Sea z[y(x)] = 1/y(x),

62(x) = [y()] ™

dz _dz dy
dx dy dx
dz ., dy
a7 dx

Podemos utilizar este resultado para deducir cual es la derivada de un cociente
de funciones. Sea y(x) = f(x)/g(x)

LG NPT
YO =300 = " 9w

utilizando la expresion para la derivada de un producto de funciones tenemos:

dyzdf.1+f(x).d(1J
dx dx g(x) dx{ g(x)

ot 1o 1 a
dx  dx g(x)+f(x)[ (g(x))z} dx

df o £y, 99
& dx g(x)—f(x) i
dx (g(0)’

Entonces la derivada de un cociente de funciones es igual a la derivada de la funcion del
numerador por la funcion del denominador sin derivar menos la funcion del numerador
sin derivar por la derivada de la funcién del denominador y a todo esto hay que dividirlo
por el cuadrado de la funcién del denominador.

Continuemos analizando la derivada de algunas funciones simples, calculemos
ahora la derivada de la funcién y = sen(x)
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dy  lim y(x+AX)-y(x) _ lim  sen(x+Ax)—sen(x)

dx Ax—0 AX ~AX—0 AX
dy _ lim  sen(x)-cos(Ax) + cos(x) - sin(Ax) — sen(x)
dx Ax—0 AX

+sen(x) -

i
dy _ lim {cos (- sen(Ax)
dx Ax—>0 AX

[cos(Ax) - 1]}
AX

utilizando la relacion trigonométrica que relaciona el seno del angulo mitad con el
coseno del &ngulo tenemos

1—-cos(a) =2- senz(Zj
entonces

cos(AX) —1=—2-sen? [Azx]

reemplazando nos queda

dy  lim (COS(X)‘sen(Ax)_z.sen(x).senz(AxD
AX 2

dx AXx—0 AX

multiplicando y dividiendo por Ax/4 el segundo término encerrado en el paréntesis no
alteramos la expresion

d lim A Senz(z)(] A

dy _ cos(x)- sen(Ax) 9. sen(x) AX

dx Ax—>0 AX AX AX 4
4

dy  lim A 1 Se”Z(zJ

v _ cos(x) - sen(ax) ——.sen(x)- ———— =+ AX

dx Ax—>0 AX 2

()

Para poder completar este calculo debemos conocer a qué es igual el siguiente limite:

lim (sen(Ax)j 5 lim (Sen(a)j
Ax —> 0\ Ax a—->0 «a
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sen(«)
o

analicemos el comportamiento de

En la figura podemos distinguir tres figuras geométricas con 4&reas crecientes
(A <An<A):
(@) tridngulo rectangulo cuyos catetos valen cos(«) y sen(«) cuya area es

_ cos(ar).sen(a)

A(a) - 2

(b) sector circular de radio 1 y apertura angular « y su area es

(Nota: sabemos que el angulo que subtiende un circulo es 2z y su area es A=zr
Entonces el area que corresponde a un sector circular de apertura « serd el area que
corresponde a un grado (A/27z) multiplicada por el angulo que subtiende el arco de
circulo).

(c) tridngulo rectangulo cuyos catetos valen 1y tg(«) cuya area es

_ Ltan(a)

A(C) B 2
Escribiendo la relacion entre las areas nos queda:

cos(ax) - sen(a) L@ -1? 1 (@)
2 2 2

multiplicando todo por 2 queda

sen(«x)
cos(ax)

cos(a)-sen(a) <a <tg(a) 6 cos(a)-sen(a)<a <
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como para angulos pequefios sen(«) es positivo podemos dividir todo por sen(«) sin que
se alteren las relaciones y nos queda

1

cos(x) < <
sen(ar) cos(a)

como lo que necesitamos analizar es el cociente sen(«)/a cuando « tiende cero
invertimos las expresiones y por lo tanto se invertira las relaciones entre ellas

1 S sen(a)
cos(«) o

> cos(a)

Analizando el comportamiento de las dos funciones que acotan a sen(a)/« cuando «
tiende cero podemos observar que cos(«) tiende al valor 1 por valores menores a 1 y
1/cos(«) también tiende a 1 pero por valores mayores a 1.

Sia >0 = cos(a) >1 y7—>1+

0s(a)

por lo tanto, como sen(«)/ « esté acotado por estos valores tenemos

lim (sen(a)j _1
a—>0 « -

volviendo a nuestro calculo de la derivada de la funcion sen(x) tenemos

AX

: sen —

. )
dy Im cos(x)- sen(Ax) 1 sen(x)- 2 AX
dx Ax—0 2 (ij

2

dy _ d(sen(x))

= cos(X
dx dx )

Ahora calculemos la derivada de la funcién y(x) = cos(x); para esto podemos
hacerlo de diversas maneras. Una de ellas es utilizar relaciones entre funciones
trigonométricas.

d (sen(x + ”D
dy d(cos(x)) 2

T
h = =Cos| X+ — | = —sen(x)
dx dx dx 2

dy d (cos(x))

—sen(x
dx dx )
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otra forma es utilizar las propiedades de la derivada de funciones compuestas Yy las

derivadas de las funciones simples que hemos estudiado hasta ahora.

dy d(cos(x)) _ d|(1—sen2(x))“2 ‘
dx dx dx

analicemos la funcién compuesta f(g(y(x))) que tenemos
y(f (9()) = (1-sen” ()"

identificando y(f) = f?; donde f(g)=1-g?;con g(x) = sen(x)

La derivada de esta funcién compuesta es:

gy _dy af dg

dx df dg dx
dl:l.f—1/2;£=—2g;d—g=cos(X)
daf 2 dg dx

reemplazando obtenemos

dy 1. (1—sen®(x)) ™2 - (—2-sen(x)) - cos(x)
dx 2

TS T,
d7X_2 (1_Sen2(x))1/2 ( 2 Sen(X)) COS(X)

dy_1 1 . .
=2 0500 (—2-sen(x))-cos(x)
dy _ d(€osC)) _ _ceniy

dx dx

A este conjunto de derivadas de funciones simples podemos agregar las

siguientes derivadas:

dy _d(in(x) _1

dx dx X
dy _de)
dx dx
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Aplicacion de la derivada para el andlisis de funciones

Como se puede observar en la figura cuando en un intervalo la funcion es
creciente el valor de la derivada de la funcién en dicho intervalo es positivo, cuando la
funcion es decreciente en un dado intervalo la derivada es negativa en ese intervalo.
Pero cuando la funcidn tiene un maximo o un minimo la pendiente de la recta tangente a
dicho punto es nula. Los valores de la variable x en los cuales la derivada de la funcién
se anula se denominan puntos criticos.

Los puntos criticos (Xp) pueden corresponder a las ordenadas de maximos 0
minimos de la funcién. Existen también otros puntos criticos donde la derivada de la
funcién se anula y no corresponde a un maximo 6 a un minimo, son puntos donde la
funcién cambia de curvatura y se denominan puntos de inflexion.

Por ahora sélo nos va a interesar determinar aquellos puntos criticos que
corresponden a maximos y minimos de funciones. Para determinar cuéles son los puntos
criticos de una funcién debemos derivar la funcion y analizar cual/es son los valores de
la variable independiente para los cuales se anula la derivada. Para determinar si
corresponden a maximos o minimos debemos analizar el comportamiento de la funcion
derivada en un entorno del punto critico Xo:

Si la derivada cambia de signo en el punto critico xo y pasa de ser positiva para
valores menores a Xp a negativa para valores mayores a X, entonces dicho punto critico
corresponde a un maximo relativo
Si la derivada cambia de signo en Xp y es negativa para valores menores a Xp y positiva
para valores mayores a xo entonces dicho punto critico corresponde a un minimo
relativo. Si la derivada no cambia de signo en ambos lados del punto critico X, entonces
este punto critico corresponde a un punto de inflexion.
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Veamos otro método alternativo para determinar si un punto critico es un
maximo o un minimo.

Determinacion de maximos: Si graficamos la funcion sélo en un entorno del punto que
corresponde al maximo tendremos

A

y

, dy/dx <0
dy/dx >0 ,/ Maximo

graficando la funcion derivada en un entorno del maximo de la funcién, vemos que
toma valores positivos a la izquierda de Xo, vale cero en X y toma valores negativos a la
derecha del maximo.

Ady/dx

dy/dx>0

N

dy/dx<0

Si ahora analizamos el valor la derivada de la funcion derivada en el punto
critico (o sea la pendiente de la recta tangente de la funcién derivada en dicho punto)
vemos que toma un valor es negativo. La derivada de la funcidn derivada recibe el
nombre de derivada segunda.
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Por lo tanto si la derivada segunda de la funcién, evaluada en el punto critico, es
negativa dicho punto critico corresponde a un maximo.

Determinacion de minimos: Ahora si graficamos la funcién s6lo en un entorno del
minimo tendremos

A

y

minimo  /qy/gx > 0

dy/dx = 0

>

0 Xo

Si analizamos el comportamiento de la derivada de la funcidn en un entorno del
punto critico X~ podemos observar que a la derecha del mismo es positiva, cero en X’y
positiva a la derecha de xp .

A
dy/dx

/dy/dx >0
0 Xo’ >=<
dy/dx <Q

por lo tanto la derivada segunda de la funcion evaluada en el punto critico (0 sea la
pendiente de la recta tangente al grafico de la derivada de la funcion en el punto critico)
es positiva.

Entonces, si la derivada segunda de la funcién, evaluada en el punto critico, es
positiva dicho punto critico corresponde a un minimo.
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Sin hacer ninguna demostracion generalizaremos los conceptos discutidos
previamente y diciendo:

- Todos aquellos valores de la variable para los cuales la derivada de la funcion se
anula se denominan puntos criticos de la funcion.

- Si la derivada segunda de la funcion evaluada en un punto critico es positiva dicho
punto correspondera a un minimo; y si es negativa a un maximo.

- Si la derivada segunda evaluada en el punto critico es nula deberemos seguir
derivando hasta encontrar una derivada de la funcién que evaluada en el punto critico
sea distinta de cero. Se llama orden de derivacion al niUmero de veces que hemos
derivado. Si la derivada distinta de cero es de orden par (o sea que hemos derivado
dos, cuatro, seis, ... veces) Y evaluada en el punto critico es positiva entonces es
punto critico correspondera a un minimo; y si es negativa a un maximo. Si la primera
derivada evaluada en el punto critico distinta de cero es de orden impar (0 sea que
hemos derivado tres, cinco, siete, ... veces) entonces dicho punto critico
correspondera a un punto de inflexion de la funcion.

Diferencial

Veamos otra aplicacion de la derivada de una funcién. Supongamos que
deseamos analizar como varian los valores que toma una funcion en el entorno de un
determinado valor de la variable (por ejemplo x=Xxo). Si la funcién es complicada puede
resultar tedioso evaluarla reiteradamente para estudiar su comportamiento. Sin embargo
si trazamos la recta tangente al grafico de la funcion en dicho punto podemos ver que en
un cierto intervalo (cuya extension depende del comportamiento de la funcién) los
valores que toma la recta tangente son muy similares al que toma la funcién. Por lo
tanto, si en vez de analizar el comportamiento de la funcion estudiamos el de la recta
tangente estaremos introduciendo un cierto error pero simplificando notoriamente los
calculos. Mediante esta estrategia para ganar simplicidad pagamos el precio de perder
exactitud en los célculos.

y(Xo)

b 4

0 Xo Xo+AX
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En el grafico de arriba vemos que si queremos ver cuanto modifica sus valores la
funcion cuando la variable se modifica en Ax deberiamos calcular

Ay = y(X%, +AX) — Y (%))

Para calcular cuénto varia la recta tangente T(x) en este intervalo primero debemos
determinar su expresion. Al ser una funcion lineal esta sera de la forma

TX)=ax+Db

y como esta recta es tangente a la funcion y(x) en el punto X, la pendiente de la recta
seré igual a la derivada de la funcion en dicho punto

_dy

a=
dx

X=X

y la ordenada de origen la determinamos poniendo la condicion que la funcién y la recta
tangente tienen como punto en comun aquel donde se tocan.

d
T(XO):di -Xo+bZY(Xo)

X=Xq

dy
b=y(x,)--2 .x
y(X,) dx - 0

entonces la ecuacion de la recta tangente sera

T(x)zji (X %) + Y(%)

X=X

Cuando la variable x varie entre X y Xo+A4Xx la recta tangente tendra una variacion igual
a
AT =T (X, + AX) =T (X,)

A=Y

= AX
dx

X=Xg

Denominaremos diferencial de la funcion (dy) a la variacion de la recta tangente (AT).
Si lo que varia la funcion, cuando la variable x varia entre Xo y Xo+4x, €S
aproximadamente igual a lo que varia la recta tangente a la funcion en xo podemos
escribir

Ayzdy:d—y .AX

dx Yo%,
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Resumiendo decimos que, dada una funcién y = y(x) se define como diferencial de la
funcion (dy) para un dado valor de la variable independiente (xo) al producto de la
derivada de la funcion evaluada en X, (la cual debe existir) multiplicada por el
incremento de la variable independiente (dx).

—dl -dx

dv =
y dx Xoxg

Analicemos un ejemplo particular que nos permitird visualizar los conceptos
vertidos mas arriba sobre la aplicacion del diferencial para la estimacion de valores de
una funcion. Analicemos el comportamiento de la funcion y(x) = sen(x) en un entorno
de x =0 (xo = 0).

y(x) = sen(x)

y(%) =sen(0) =0

AY =y (X, +AX) = Y(X,)
entonces

y(% +AX) = y(X,) + Ay
Aplicando el concepto de diferencial

d
Ayzdy:di

AX

X=Xo

d(sen(x))

=cos(0) =1
o 0)

x=0

- AX

x=0

y(0+ Ax) = y(0) + d—y
dx

sen(0+ Ax) =0 +1-Ax

sen(Ax) = AX
En nuestro caso particular se cumple que

AX = X=X,

AX =X
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Entonces, en nuestro caso particular podemos escribir

sen(x) = x

donde el &ngulo x estd expresado en radianes. En la tabla se muestra, para algunos
valores del angulo (expresado en radianes), la validez de esta aproximacion.

X [°] X [rad] sin(x) Error [%] (%)

0 0 0 -

1 0.0174533 0.0174524 -0.005
2 0.0349066 0.0348995 -0.020
3 0.0523599 0.0523360 -0.046
4 0.0698132 0.0697564 -0.081
5 0.0872665 0.0871557 -0.127
6 0.1047198 0.1045286 -0.183
7 0.1221731 0.1218693 -0.249
8 0.1396263 0.1391731 -0.325
9 0.1570796 0.1564345 -0.411
10 0.1745329 0.1736482 -0.507
12 0.2094395 0.2079117 -0.729
15 0.2617994 0.2588191 -1.138

(*) El error porcentual esté calculado utilizando la expresion: 100 . (sin(x) — x)/sin(x)

Como vemos, dependiendo de cuantos decimales deseamos utilizar, podemos
utilizar sin inconvenientes el valor obtenido a partir del diferencial en lugar de los
valores de la funcion. Con esta aplicacion vemos que utilizando el concepto de
diferencial se puede elegir una funcién muy sencilla (recta) para describir una funcion
complicada en un rango acotado.
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Capitulo 4:

Aceleracion

En este capitulo definiremos la funcién aceleracion, con lo que se completa la
caracterizacion del movimiento de un cuerpo puntual. En primer lugar hemos definido
la posicion del cuerpo en el espacio mediante la utilizacion de un sistema de
coordenadas. Referida a este sistema podemos tener la funcion de movimiento del
cuerpo, la cual evaluada en un determinado instante de tiempo nos da la coordenada en
dicho instante y por lo tanto nos permite conocer la ubicacion espacial del cuerpo.
Después definimos la velocidad del cuerpo que caracteriza como el cuerpo varia su
posicion con el tiempo. Hemos visto que la funcion velocidad se obtiene derivando la
funcién de movimiento del cuerpo con respecto al tiempo. La funcion velocidad
evaluada en un instante de tiempo nos dard informacién de cuén rapido cambia la
coordenada del cuerpo y en queé direccidn, en dicho instante.

Vamos ahora a definir un pardmetro que caracteriza cOmo un cuerpo varia su
velocidad con el tiempo. Haciendo un andlisis similar al realizado cuando queriamos
definir la velocidad del cuerpo podemos definir la aceleracion del cuerpo como la
derivada de la funcion velocidad con respecto al tiempo.

oz lim Av_dv

At >0At  dt
Como sabemos que

. lim  Ax _ dx

At —>0At dt

entonces podemos expresar la aceleracion como la derivada con respecto al tiempo de la
derivada con respecto al tiempo de la funcion de movimiento

g dv_d(dx _d?x
dt dtldt) dt?

es decir que la aceleracion es la derivada segunda de la funcién de movimiento con

respecto al tiempo dos veces.

La funcion aceleracion es una funcion del tiempo y podriamos estudiar qué
informacién nos da su derivada con respecto al tiempo y asi seguir analizando otras
derivadas de orden superior. Desde el punto de vista matematico podemos seguir
derivando estas funciones mientras sus derivadas existan y estas derivadas nos daran
informacién sobre el comportamiento de las funciones. Sin embargo desde el punto de
vista fisico s6lo nos interesa hasta la derivada segunda de la funcién posicion, es decir
que soélo llegaremos hasta la aceleracion. Cuando analicemos la dinamica del
movimiento de los cuerpos veremos que las causas que determinan el movimiento de
los cuerpos estaran relacionadas con la aceleracion que adquiere el cuerpo.
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Condiciones sobre las funciones de movimiento, velocidad y aceleracion

Basandonos en la informacién experimental que poseemos, habiamos visto que
la funcion de movimiento debia ser una funcién continua. En base a esa misma
informacidn experimental se sabe que la funcién velocidad también debe ser continua.
Sin embargo la funcion aceleracion puede ser discontinua. Para comprender esto Gltimo
analicemos la siguiente situacion, supongamos que estamos en reposo y sostenemaos un
cuerpo con nuestra mano. En este caso el cuerpo tiene una posicion constante, una
velocidad constante e igual a cero y por lo tanto también una aceleracion nula. Si de
pronto soltamos el cuerpo veremos que sUbitamente su aceleracion pasa de ser igual a
cero a tener un valor constante pero distinto de cero, que coincidira con lo que
denominamos aceleracion de la gravedad.

Por lo tanto, podemos concluir que las funciones que caracterizan el movimiento
de un cuerpo deben satisfacer las siguientes condiciones:

- Funcién posicion: debe estar definida en todo el intervalo de interés, ser continua y de
derivada continua. Esto implica que el grafico de esta funcién no debe presentar
ningun punto anguloso pues en dicho punto su derivada seria discontinua y por lo
tanto lo seria su velocidad. En el gréfico de més abajo podemos ver un ejemplo de una
funcién que no cumple con estas condiciones.

- Funcidn velocidad: debe ser una funcién continua definida en todo el intervalo de
interés.

- Funcion aceleracion: debe estar definida en todo el intervalo de interés y puede ser
discontinua.

X = X(t) : no es una funcion de
movimiento que describa la posicion de
un cuerpo real

v
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Andlisis de funciones de movimiento simples

a) Funcion de movimiento constante:

X(t) =a,
dx
vit)=—=0
(t) ™
dv
a(t)=—=0
(t) ot

Vemos que a esta funcién de movimiento, que describe un cuerpo en reposo, le
corresponde una velocidad nula y una aceleracion nula.

b) Funcion de movimiento lineal:

X(t) =at+a,

dx
Vit)=—=a
(t) el

dv
a(t)=—=0
®) ot

Una funcion lineal describe el movimiento de un cuerpo que se mueve con velocidad
constante y aceleracion nula. Este movimiento cuya velocidad es constante se denomina
movimiento rectilineo uniforme.

¢) Funcién de movimiento parabdlica (polinomio de segundo grado):

x(t) = a,t’ +at+a,

dx
v(t):E:Z-az-Ha1

dv
at)=—=2-a
®) m )

Un polinomio de segundo grado describe el movimiento de un cuerpo cuya aceleracion
es constante y diferente de cero. Este tipo de movimiento recibe el nombre de
Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado.
Relacion entre aceleracion, velocidad y funcion de movimiento

Si conocemos la funcién de movimiento de un cuerpo tenemos toda la

informacidn posible sobre el movimiento mismo. A partir de la funcion de movimiento
podemos calcular la velocidad y la aceleracion del cuerpo.
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dx dv
x=x(t) —%—>» v=vy{t) —2>» a=af(t)

Pero pocas veces la informacion que poseemos del sistema es su funcién de movimiento.
En general vamos a conocer la funcion aceleracion o en algunos casos la funcion
velocidad y a partir de esta informacion deberemos obtener la funcién de movimiento.

Si por ejemplo nos dan como dato la funcion velocidad del cuerpo, v = v(t),
nosotros sabemos que se cumple la siguiente relacion:

dx
— =Vt
m t)

por lo tanto, para poder determinar la funcion de movimiento del cuerpo debemos
resolver esta ecuacion, lo que implica encontrar una funcion del tiempo, x(t), que
cuando se derive con respecto al tiempo nos dé como resultado la funcion velocidad que
es dato.

Para resolver esta ecuacion debemos realizar la operacion inversa a la derivacion,
la cual se denomina integracion.
Integracion de funciones simples

Por un momento dejemos de lado la fisica y analicemos desde un punto de vista
matematico muy elemental queé significa realizar la integral de una funcion. Dada una
funcién f de una variable independiente x, se denomina realizar la integral de dicha

funcidén con respecto a la variable independiente, a encontrar una funcion y = y(x) que
satisfaga la siguiente relacion:

dy
— = f(x
i (X)

la integral de la funcion f(x) se representa como
y(X) =j f(x) - dx

a la funcion y(x) se la denomina la primitiva de f(x)

Enumeremos algunas propiedades simples de la integracion que se derivan de las
propiedades de la derivacién

1) La integral de una funcién multiplicada por una constante es igual a la constante
multiplicada por la integral de la funcion.

y(x):jc-f(x)-dx:c-jf(x)-dx

51



2) La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de cada una
de las funciones.

y() = [(FO)+9(9) - dx = [ £ (x)-dx+ [ g(x) - dx
Calculemos ahora la integral de algunas funciones simples:
a) f(x) = x*

., i ., d
debemos encontrar una funcion y(x) que satisfaga la ecuacion dy = x*. Como sabemos

X
que la derivada de la variable independiente elevada a una potencia nos da como
resultado la variable independiente elevada a la potencia reducida en 1, proponemos
como solucidn y(x) = A xP. Determinemos cuanto debe valer A 'y p para que esta funcion
y(x) sea primitiva de f(x)

y(x) = A.x?

dl:A.p.Xp’lzxk
dx

Entonces para que esta funcion sea solucién de la ecuacién debe ser verificar que

p-1=k = p=k+1
Ap=1= A= 1
k+1
por lo tanto
y(x):J.xk-dx:i-xk+1
k+1
b) f(x) = cos(x)

y(X) = j cos(x) - dx = sen(x)

pues

dy _ dfsen(x)]

ix i = c0s(X)

c) f(x) = cos(x)

y(x) = j sen(x) - dx = —cos(x)
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dy _ d[-cos(x)]

dado que 0 o T —[-sen(x)] = sen(x)

A continuacién detallaremos las integrales de algunas funciones simples, cuya
validez ustedes pueden comprobar facilmente:

) y(x) = [cos(kx) - dx = isen(kx)
e) y(x) = Isen(kx) -dx = —icos(kx)

f v =] )1(-dx ~In(x)

) y() = [e dx=e"

Integracion de las funciones de movimiento

Para tener una completa descripcion del movimiento de un cuerpo es necesario
conocer su funcion de movimiento. Ahora analizaremos como obtener la funcién de
movimiento si conocemos la funcién velocidad o la funcién aceleracion.

Si tenemos como dato la funcién velocidad del cuerpo, v(t), y deseamos conocer
la funcién de movimiento, x(t), sabemos que entre ambas se verifica la relacion

dx
—=V(t
m (t)

entonces la funcion de movimiento serd la integral de la funcion velocidad.
X(t) = j v(t) - dt

sin embargo, si definimos otra funcién de movimiento que sea igual a la que obtenemos
de la integral méas una constante

X'(t)=x(t)+C C=cte

podemos ver que un cuerpo cuya funcion de movimiento esté descripta por x’(z)
también tendra la misma funcion velocidad.

dX d(x()+C) _dx
dt dt dt

Es decir que cuando integramos la velocidad no podemos determinar de manera
univoca a qué funcién de movimiento corresponde, porque podemos encontrar infinitas
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funciones de movimiento, las cuales difieren una de otra en una constante, que
satisfacen tener la misma velocidad.

Para determinar de manera univoca cual es la funcién de movimiento del cuerpo
necesitamos que se nos provea de mas informacion aparte de su funcion velocidad. Para
ello necesitaremos que nos den como dato cudl es la posicion del cuerpo para un
determinado instante de tiempo y de esa manera podremos calcular el valor de la
constante de nuestra funcién de movimiento. Analicemos el siguiente ejemplo:

m m
sea V(t)=2—-t+3—
S S

entonces

x(t)=j(2$-t+3r:j~dt=2$~jt-dt+3r:jdt

m 1

X(t) =25~
®=2,-

2+3Mt4C
s

x(t):lgg-t2+3z‘-t+c

si sabemos que en t = 1 s el cuerpo se encontraba en la posicion x = -2 m entonces
debemos evaluar la funcion de movimiento para dicho tiempo y determinar qué valor
debe tomar la constante C para que se verifique la condicion dada

x(15) :12-(15)2 +3M 15+ Cc=—2m
S S

X(1s)=Im+3m+C =-2m

entonces podemos determinar que C = -6m y la funcion de movimiento de nuestro
cuerpo queda univocamente determinada y es

xt) =1 -t2+3" .t —6m
S S

Si nos dan como dato la funcion aceleracion del cuerpo, a(t), y deseamos
conocer la funcion de movimiento, debemos primero realizar un céalculo intermedio. Es
decir que, con la funcion aceleracion dada, primero debemos calcular la funcién
velocidad y luego calcular la funcién de movimiento como hicimos en el ejemplo
anterior. Nosotros sabemos que se verifica la relacion

dv
L= a(t
ot ®
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por lo tanto, podemos determinar la funcion velocidad del cuerpo realizando la integral
de la funcion aceleracion.

v(t) = [a(t)-dt

de igual manera a lo que ocurria cuando calculdbamos la funcién posicion a partir de la
funcién velocidad, si definimos otra funcion velocidad que sea igual a la que obtenemos
de la integral méas una constante

V'(t) =v(t)+C C =cte,

se puede ver que a las funciones velocidad v(t) y v’(z) les corresponde la misma funcién
aceleracion.

dv' _ d(v(t)+C) _ dv

dt dt dt

Es decir que cuando integramos la funcién aceleracion del cuerpo no podemos
determinar de manera univoca cudl es su funcion velocidad. Para poder determinar de
manera univoca cuél es la funcion velocidad de un cuerpo necesitamos que se nos dé
mas informacion aparte la funcion aceleracion. Entonces, necesitaremos que nos den
como dato cual es la velocidad del cuerpo para un determinado instante de tiempo para
calcular el valor de la constante de la funcion velocidad.

Una vez determinada la funcién velocidad podemos determinar la funcion de
movimiento como se explicé antes.

Veamos mediante un ejemplo cémo calcular la funcion de movimiento a partir
de la funcion aceleracion del cuerpo.

sea a(t)=6m3-t—zm2
S S
entonces
m m m m
v(t)=.|.(683-t—252)~dt=653~jt-dt—232Idt

m 1

v(t)=6 —-
©=65-,

?-2M t4C
S

vit)=3"t2—2M t4c
S S

si se tiene como dato que en t = 0 s el cuerpo tenia una velocidad v = -2 m/s entonces
podemos determinar el valor de la constante de integracion C
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v0s)=31 . (0s)2 -2 .0s+Cc=—2"
S S S

v(0s) =C :-22’

habiendo determinado que C = -2m/s sabemos que la funcién que describe la velocidad
de nuestro cuerpo es

m

vi)=3" 1221 t_2
S S S

Conociendo la funcion velocidad podemos determinar la funcion de movimiento
del cuerpo.

x(ﬂzj[’o‘;-tz—z;-t—sz-dtzsg-jtz-dt—zgzjt-dt—zr:jdt

m 1
s 2

x)=3™. Lo

m. 2_2M¢ic
s° 3 S

x)=1"1 -1 .2 _2M ¢ ¢
S S S

si sabemos que en t = 1 s el cuerpo se encontraba en la posicion x = 3 m, entonces
podremos determinar el valor de C’

x(15) :12-(15)3 —1m2-(1s)2 oM 1s+c'=3m
S S S

X(0s) =C'=5m

sabiendo que C’ = 5m la funcion de movimiento de nuestro cuerpo es

x(t)=12-t*—1 012 _ 20ty 5m
S S S

Como vemos, si se tiene como dato la aceleracion del cuerpo y deseamos
determinar cual es la funcion de movimiento del cuerpo es necesario realizar dos
integraciones. La primera, integrando la funcion aceleracion, nos permite obtener la
funcién velocidad, y luego al integrar ésta funcion velocidad podemos determinar la
funcién de movimiento. Como vimos, cada vez que integramos aparece una constante
de integracién y para determinar su valor necesitaremos informacion adicional sobre el
movimiento del cuerpo. Esta informacion adicional puede ser la velocidad y la posicion
del cuerpo en el mismo instante de tiempo 6 en instantes diferentes, como en el ejemplo
que desarrollamos, o la posicion del cuerpo para dos tiempos diferentes. En el caso en
gue conozcamos la posicion en dos instantes de tiempo no podremos determinar el valor
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de la constante que se obtiene en la funcion velocidad en el primer paso, pero como
sabemos que es una constante podemos realizar la integral para obtener la funcion de

movimiento y luego determinar las dos constantes como se muestra en el siguiente
ejemplo.

m
52

sea a(t)=6m3ot—2
S

entonces

w0=j@£24—22)4ﬂ=6§}jtm—2$jdt

m 1 m
v(t)=6 — - “t? -2 -t+C
® s 2 s?

wozsg-ﬁ—zg;t+c

Conociendo la funcion velocidad podemos determinar la funcion de movimiento
del cuerpo.

x(t):j(3$~t2—2$-t—Cj-dt=3:;'Itz'dt—zgjt'dt+cjdt

m1
s 3

m 1

ST'Et2+C‘t+CI

x(t) =3 t° -2

x)=1".*-1M .21 c.t+C
S S

si sabemos que en t = 0 s el cuerpo se encontraba en la posicion x = 3 m, y que en el
instante t = 1s la posicion era x = 1m entonces

x(05) =1£"3-(03)3 —1;';-(05)2 +C-0s+C'=3m

X(1s) =1 . (15)* ~1 1 . (15)? + C 15+ C'=m
S S

con estas condiciones iniciales conformamos un sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas

C'=3m
C-1s+C'=1m

cuya solucion nos permite determinar el valor de las constantes Cy C.
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c=-2M
S

C'=3m

quedando determinadas univocamente las funciones velocidad y de movimiento del
cuerpo como:

v)=3"t2-2 oM
S S S

x) =10 -1 12 2™ 4 3m
S S S

Otro caso de interés a resolver es cuando la informacion que tenemos sobre el
sistema es la funcion aceleracién, pero ésta no es una funcion continua sino que esta
definida a tramos, por ejemplo:

Om2 t<1s
S
a(t) =
3EB¢ Is<t
S

ademas sabemos que para el instante t = 0s la velocidad es v(0) = 2 m/s y la posicién es
x(0) = 3 m. Integrando la funcion aceleracion podemos obtener la funcién velocidad

C, t<1s

Como el dato sobre la velocidad es para t = Os podemos determinar el valor de la
constante C; pues es la expresion que corresponde para la velocidad para ese instante de
tiempo.

v(0s)=C, = Zr:

Para determinar el valor de la constante C;’ hacemos uso de la continuidad de la
funcién velocidad; es decir que, en este caso particular, que ambas expresiones deben
dar el mismo valor cuando las evaluemos en t=1s

3m 5 . m
v(ls)= - —+-(1s)"+C, =2 —
(1s) ™ (1s)" +C, S
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La funcion velocidad resulta

oM t<1s
S
v(t) =

m Im
3 gz Lm Is<t

25 2s

Integrando esta funcion velocidad obtenemos la funcién de movimiento del cuerpo

2Mtic, t<1s
S
X(t) =
lﬂs.ﬁ +£mt+C'2 Is <t
2s 2s

Con la informacion de la posicion del cuerpo en t = 0s determinamos el valor de la
constante C,

X(0s)=C, =3m

y haciendo uso de la continuidad de la funcion de movimiento podemos calcular el
valor de la constante C,’

Im Im . m
x(1s)= - — -(1s)°*+ - —~1s+C, =2 -1s+C
(1s) 5 s (1s) o 2 S 2
C,=4m

Siendo entonces la funciéon de movimiento:

Integrales indefinidas y definidas

En los ejemplos anteriores, para calcular la funcion velocidad integrabamos la
funcién aceleracion. Asi la velocidad quedaba determinada a menos de una constante
que debe determinarse utilizando las condiciones iniciales del problema. Lo mismo
ocurre al calcular la funciéon de movimiento a partir de la funcion velocidad.

Hemos definido la integral de una funcién f(x) como
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J100-dx=y(x)

donde la funcion y(x) se denomina la primitiva de f(x) y satisface que

dy
—=f(x
™ (X)

Esta integral se denomina integral indefinida y su resultado es una funcion.

Veamos ahora otra aplicacion del concepto de integral. Supongamos que
tenemos una funcion f(x) cuyo grafico se muestra en la figura

0 X

y deseamos calcular cual es el area comprendida entre el grafico y el eje x en el
intervalo [xa, Xp] que se muestra sombreada en la figura de abajo
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Esta no es una figura regular y por lo tanto no podemos utilizar ninguna de las
expresiones conocidas para calcular el valor de area. Comencemos haciendo una
estimacion aproximada del valor del area, por ejemplo, vemos que el area deseada es
claramente mayor que la del rectangulo sombreado en la figura (a) y también que el area
gue nos interesa es obviamente menor que la del rectangulo sombreado en la figura (b).
Podriamos aproximar el valor del area bajo la curva por el area de alguno de los dos
rectdngulos que se muestran en las figuras de abajo.

A
a) y
0
A
b) y
0 X;,; . § .).(b x=

Para tener un valor mas aproximado del area bajo la curva podemos ir aumentando la
cantidad de rectangulos utilizados como se muestran en las figuras siguientes y entonces
aproximar el area bajo la curva por la suma de las areas de los rectangulos

c)y A

X



e) 5 f)yu

L]

0 Xa Xh x' 0 Xa Xh Xr

Vemos que a medida que utilizamos mayor cantidad de rectangulos el area ocupada por
ellos se aproxima cada vez mas al area de la curva. Por lo tanto si tomamos un nimero
de rectangulos N grande, la suma de sus areas serd una muy buena aproximacion al area
de la curva. Suponiendo que dividimos el intervalo [Xa, Xp] en partes iguales cada una de
longitud Ax entonces cada uno de los rectangulos tendrd una base de longitud Ax y su
altura sera f(x;), donde x; es coordenada de la arista del rectangulo.

f(xi) /| N

v

Entonces el area del i-ésimo rectangulo sera
A = f(x;).Ax

y el area bajo la curva, que denominaremos A, serd aproximadamente igual a la suma
del area de los rectangulos
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N N
Ax Ai ZZf(Xi).AX
=1 i=1

Cuanto mayor sea el nimero N de rectangulos que utilicemos mejor aproximaremos el
area bajo la curva. Si incrementamos el numero de rectangulos en el intervalo [Xa, Xp]
entonces disminuira la longitud de la base Ax. La suma de las areas de los rectangulos
sera igual al area bajo la curva en el limite cuando N — oo (0 sea que Ax — 0). En este
limite, teniendo en cuenta que

N
X
Ax—dx Yy Y o I i
el &rea bajo la curva resulta

A= j f (x.).dx

X
La expresion J;b f (X;).dX se denomina la integral definida de la funcion

f(x) en el intervalo [Xa, Xp]. Si sabemos que la integral indefinida de f(x) es
J1(0-dx=y(x)
entonces el valor de la integral definida es
[ F06)dx = y(x,) = y(x,)

Analicemos el caso particular de una funcion simple: Dada la funcion
f(x) = 2x + 2 nos interesa calcular el area bajo la curva de f(x) en el intervalo [-1, 3] que
corresponde al area del triangulo que se muestra en la siguiente figura

v

De acuerdo a lo antes expresado
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3
A= L (2. + 2).dx

sabemos que la integral indefinida de f(x) es
j(z.x +2).dx=x*+2x+C

donde C es una constante indefinida. Si calculamos el valor de la integral definida
obtenemos

A= fl (2x+2)dx =[37 + 2.3+ C]-[(-1)? + 2.(-1) + C]

=9+6+C)-(1-2+C)
=(15+C)-(-1+C)
=15+C+1-C

=16

Vemos que la constante indeterminada de la integral indefinida no nos imposibilita
realizar el célculo de la integral definida. En este ejemplo la figura geométrica que
queda definida entre la curva y el eje x es un triangulo cuya base tiene una longitud de 4
unidades y su altura una longitud de 8 unidades y su area es

_ base.altura
2
4.8

A

=16

verificando que ambos resultados concuerdan. Ustedes pueden verificar que si el gréafico
de la funcidn esta totalmente, o parcialmente, por debajo del eje x esa parte del area nos
daré un valor negativo.

Aplicacion de las integrales definidas en cineméatica

La aceleracion de un cuerpo esta definida como

dv
at)=—
(t) o
y podemaos escribir
dv =a(t).dt
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Si conocemos que el cuerpo para el tiempo t = t, tiene una velocidad v(t,) = v, y que
para t = t; la velocidad es v(t;) = vi podemos realizar la integral definida en ambos
miembros de la expresion anterior. En ambos miembros integramos sobre diferentes
variables pero los limites de integracion estan relacionados t, — Vo Y t1 — V1

j dv:j:a(t).dt

Primero calculemos la integral definida de la izquierda; sabemos que la integral
indefinida de la izquierda es

jdv =v+C
entonces la integral definida es
[Mdv=(v,+C)-(v, +C)

=v,+C-v,-C
=V; =V,

=Av

V.
Vemos que esta integral definida lev es igual a la variacion de la velocidad del

t
cuerpo en el intervalo [to, t;] y sabemos que la integral definida L a(t).dt es igual al

area bajo la curva de la funcion aceleracion. Por lo tanto podemos concluir que la
variacion de la velocidad en un determinado intervalo de tiempo es igual al area bajo la
curva de la funcion aceleracion en el mismo intervalo.

ty
AV = jt a(t).dt

Tomemos como ejemplo el caso de un cuerpo que se desplaza con aceleracion constante,
como se observa en la figura

o

v
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entonces la variacion de la velocidad en el intervalo [t,, t;] sera igual al area bajo la
curva de la funcion aceleracion. En este caso particular en que la aceleracion es
constante, el area corresponde a la de un rectangulo resultando

Av=a,(t, —t,))

que coincide con lo obtenido en el caso de un movimiento rectilineo uniformemente
variado.

Veamos otro ejemplo: supongamos que un cuerpo esta sometido a una aceleracién cuya
gréfica se muestra en la figura

aa [m/s?]

0 2 4 6 t1s]

entonces la variacién de la velocidad en el intervalo [Os, 6s] sera igual al &rea bajo la
curva de la funcion aceleracion. En este caso particular es

_2s.3m/s? (6s —4s).3m/s?

AV +(4s—2s).3m/s* +

=3m/s+6m/s+3m/s

=12m/s

También hemos definido la velocidad de un cuerpo como

dx
vt) ="
(t) m
entonces
dx =v(t).dt

Si el cuerpo para el tiempo t = t, esta en la posicion Xx(t,) = X, ¥ que parat =t; en la
posicion x(t;) = x; podemos realizar la integrar definida en ambos miembros de la
expresion anterior. Notemos nuevamente que el miembro de la izquierda s6lo contiene a
la variable posicion, mientas que el miembro de la derecha sélo es una funcion del
tiempo y consecuentemente se integra sobre distintas variables, pero los limites de
integracion estan relacionados to — X, y t1 — X3
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X t,
X dx:jt v(t).dt

Por lo tanto, al igual que ocurria con la velocidad y la aceleracion, podemos escribir
tl
AX = jt v(t).dt

esta expresion indica que la variacion de la posicién de un cuerpo en un cierto intervalo
de tiempo es igual al area bajo la curva de la funcion velocidad en dicho intervalo.
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Capitulo 5

Localizacién de un punto en el plano

Hasta ahora hemos descrito el movimiento unidimensional (1-D) de cuerpos
puntuales, es decir que se mueven sobre rectas. Sin embargo nos interesa poder
describir movimientos algo mas complejos que los rectilineos. Para ir incrementando de
manera gradual la dificultad en la descripcion de otros tipos de movimiento ahora
estudiaremos el movimiento de cuerpos en dos dimensiones (2-D), es decir cuerpos que
se mueven en el plano.

De igual manera que hicimos en la descripcion de movimientos
unidimensionales, lo primero que debemos hacer es ver como vamos a determinar de
manera univoca la posicion de un cuerpo en este universo plano en el cual se mueve.

Sistema de coordenadas cartesianas ortogonales
Este sistema esta conformado por dos ejes cartesianos, como los utilizados en la

descripcion de movimientos unidimensionales, perpendiculares entre si. Ambos ejes
representan coordenadas espaciales.

I 1 |
A
""""" ! (X’y)
x<0 L x>0
y>0 L y>0
O :x

x<0 x>0
y<O y<0

" \Y;

Todos los puntos del plano quedan definidos por un par de nimeros referidos al sistema
de coordenadas elegido. Por ejemplo, el punto A tiene una posicion en el plano que
gueda determinada por medio de las coordenadas espaciales (x,y).

La distancia que existe entre un punto del plano de coordenadas (x,y) y el origen,
dao, esta dada por la expresion:

d,o =0A = x> +y?

Dados dos puntos del plano A; y Ay, de coordenadas (x1,y1) Y (X2,y2) respectivamente, la
distancia entre ellos d es la longitud del segmento A A, y esta dada por la expresion:
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Xy

d =0 —%)? +(y, — )?

Trayectoria y Funciones de Movimiento

Si marcamos todos los puntos del plano que el cuerpo ocupa sucesivamente en
su movimiento tendremos una gréfica, la cual se denomina trayectoria, como la que se
muestra en la figura.

><"

Por lo tanto trayectoria se denomina a la grafica del camino, o recorrido, que realiza el
cuerpo a medida que realiza su movimiento.

Si para cada tiempo t; nos fijamos cudles eran las coordenadas (X; , yi) del punto

del plano donde estaba ubicado el cuerpo, podemos construir una tabla con dichos
valores
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t X1 Y1
t X2 Y2
t; X Yi

Vemos que a partir de esta tabla podemos construir dos funciones de movimiento

t X t y
tl X1 t1 Y1
t2 X2 t Y2
_ =x=x(1) : : =y =y()
t; Xj t; Yi

las cuales podemos graficar

\ 4

v

Las funciones x(t) e y(t) se denominan funciones de movimiento y nos permiten
determinar cudl es la posicion del cuerpo en el plano a través de sus coordenadas para
cada instante de tiempo.

Por otra parte, la expresion matematica de la trayectoria estard dada por una
relacion y = f(x). Esta expresion puede deducirse a partir de las funciones de
movimiento del cuerpo. Como veremos en algunos ejemplos mas adelante todos los
puntos de la trayectoria verifican la relacion y= f(x), sin embargo no todos los puntos
que satisfacen la relacion y=f(x) pertenecen a la trayectoria. Debemos aclarar que hemos
utilizado el término relacion en vez de funcion pues no siempre los puntos del plano que
pertenecen a la trayectoria son una funcién.
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La forma mas general de obtener la expresion y = f(x) es eliminando la variable t
de las funciones de movimiento x(t) e y(t). Las dos formas mas simples de realizar esto
son:

1) Se despeja la variable t de una de las funciones de movimiento, por ejemplo x(t), y
luego se reemplaza esta expresion en la otra funcion de movimiento, por ejemplo y(t),
obteniendo y[t(x)].

2) Se despeja la variable t de ambas funciones de movimiento, obteniendo t = g(x) y
t = h(y). Se igualan ambas expresiones eliminando el parametro t, g(x) = h(y), y de
esta igualdad se puede obtener x = 1(y) 6 y = f(x).

Sin embargo, dado que x(t) e y(t) nos permiten determinar cual es la posicién del cuerpo
para cada instante de tiempo nos estan definiendo cual es la trayectoria del cuerpo. En
este caso decimos que x(t) e y(t) describen la trayectoria en forma paramétrica donde el
parametro es t.

Analicemos a continuacion algunos ejemplos de cémo obtener la expresion para
la trayectoria a partir de las funciones de movimiento del cuerpo.

X = x(t) y =y(t) y=Y(x)

a) X =X, = cte y =Y, =cte X=Xo,Y=Yo

X 4 yu y“

Yo Yof---- T(XOaYO)

0 g 0 i ol % X
b) X = X, = cte Y=L+ fi .t X=X, Y=+ p.t

X 4 y“ y“

0 g 0 i ol % X
C) X=X, = cte y=p4.t X=X ,y=p.t

X 4 y“ y“

Xo

0 i o T ol % X
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El ejemplo a) describe un cuerpo en reposo y los ejemplos b) y c) corresponden a
movimientos rectilineos. En estos dos Gltimos casos, si hubiésemos hecho coincidir uno
de los ejes del sistema de coordenadas con la trayectoria, los podriamos haber descripto
como movimientos unidimensionales.

Analicemos otros ejemplos:
d x)=aw+tat [ae>0yac<0] y(t) = gt [8>0]

El gréfico de las funciones de movimiento es

X‘k ylk
o
0 T B T

Despejando t de la funcion de movimiento x=x(t) y luego reemplazando en la funcién
de movimiento y=y(t) obtenemos

tzi_& = yzﬁx_&

a o 2% 2%

£<0 ﬂa0<0 _ﬁa0>0
a, a, 2%}

En este caso particular la ecuacion de la trayectoria corresponde a una funcion lineal la
cual se grafica abajo.

yu

—Baol cn

A 4

O X

Si hubiésemos elegido el sistema de coordenadas de manera tal que uno de los ejes
coincidiera con la trayectoria, el movimiento del cuerpo podria haber sido descripto
como un movimiento unidimensional. Este ejemplo permite visualizar cuan importante
es la correcta eleccion del sistema de coordenadas para una descripcion simple, desde el
punto de vista matematico, del movimiento del cuerpo.
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e)x(t) = at  [a>(] yt) = o+ prt+ ot [56>0, />0y /5<0]

En este ejemplo la gréfica de las funciones de movimiento es

a

X y
y(te) |-~
7 i
3 g Td . ot

y podemos calcular para qué valores de tiempo la coordenada y es igual a cero y cuando
tomara su valor méximo

__ﬂl_‘\/ﬂlz_“'ﬂzﬂo t :_ﬂ1+‘\/ﬂlz_4ﬂ2ﬂo

L, = o2
2, 2,
B B
t, = 2ﬂ2>0 . Y(t) =5, 4ﬁ2>0

Para encontrar la ecuacion de la trayectoria debemos despejar el pardmetro t de la
funcién de movimiento x(t) y luego reemplazar el pardmetro t en la ecuacion de
movimiento y(t)

=2 = y(x):ﬂo+ﬂx+’6—§x2
a a «

Como vemos la trayectoria es una parabola cuyo grafico es el mostrado abajo:

7 N

y(Xe)
Bo

=<V

Xl/ 0

dondexi=ati;Xo=athyx.=ate

73



f) x(t) = R cos(k t) y(t) =R sen(k t) [k > 0]

X A Y 4
R\ \R
tr

En este caso si utilizamos el mismo método que en los ejemplos anteriores para
encontrar la trayectoria tenemos que al despejar t de una de las ecuaciones de
movimiento, por ejemplo de x = x(t) obtenemos

1 X
t = —-arccos| —
k (Rj

si ahora reemplazamos t en ecuacién de movimiento y = y(t) la expresién de la
trayectoria resulta
X
y(x) = R.sen{arccos[ﬁﬂ

Resulta evidente que a partir de esta expresion no podemos determinar facilmente cuél
sera el gréfico de la trayectoria. Sin embargo, si elevamos al cuadrado las funciones de
movimiento y luego las sumamos obtenemos.

x* = R? cos?(kt) y? = R? sen?(kt)
X+ y? = R? [cos’(k )+ sen’(kt)]] =  X°+y*=R?
por lo tanto el gréfico de la trayectoria es un circulo de radio R

‘R\
/

Y4

><"

R

p
.

-R

Como vemos este ejemplo es un caso particular en el cual no es posible expresar a los
puntos del plano que pertenecen a la trayectoria como una funcion.
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Sistema de coordenadas polares

Hasta ahora para definir la localizacion de un punto en el plano hemos utilizado
un sistema de coordenadas cartesianas. Sin embargo también es posible determinar un
punto del plano utilizando otro tipo de coordenadas, por ejemplo las coordenadas
polares.

B (p,0)

0)

Semirrecta a partir de la
cual se miden los &ngulos

Como vemos en el dibujo la posicion del punto B se puede fijar dando los valores de py
6, donde:

- pes la longitud del segmento OB .. > 00 sea es la distancia del punto al origen
de coordenadas.

- @ es el angulo subtendido por el segmento OB y la semirrecta horizontal. Por
convencion, si el angulo se genera rotando dicho segmento en sentido antihorario el
signo del angulo serd positivo, pero si se genera rotando el segmento en sentido
horario el signo del &ngulo sera negativo.

Con estas dos coordenadas (p,6) se determina univocamente la posicion de un
punto en el plano. Como vemos hasta ahora todo lo concerniente a las coordenadas
polares es completamente anélogo a las coordenadas cartesianas.

Va

y (0.0)

v

Las coordenadas cartesianas y polares estan relacionadas por las siguientes expresiones:

X = p cos(6)
y = p sen(6)
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y la relacion inversa es

,02=X2+y2 = p= ’x2+y2

tg(0) = y = @=arctg (X)
X X

Distancia entre dos puntos del plano en coordenadas polares

S

y
A
V7N B ;
E dag
Pl
______ .\, B
YB !
. | D8 i
O 19A“ ;98\\ i R
XA X8 X

La distancia entre los puntos Ay B en funcion de sus coordenadas cartesianas esta dada
por la expresion

dag :\/(XB _XA)2 +(Yg — yA)2

Si analizamos la figura, vemos que queda definido un tridngulo cuyos lados son p4, o5 Y
das. En este tridngulo el &ngulo entre los lados p4 Y o5 €S (64 -6k).

A

v

Haciendo uso del teorema del coseno podemos determinar que:

d g =\/P52 +10A2 —2p, pg cos(0, —6;)
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Analicemos si son equivalentes las expresiones obtenidas en coordenadas
cartesianas y polares para la distancia entre los puntos A y B. Sabemos que

X = Pa €0S(6,)
Ya = Pa sen(6,)
Xg = pg C0S(6;)
Ye = Pg SeN(G)

2 2 2
Pr =Xa tYa

2 2 2
Ps =Xz tYg

dAB :\/(XB _XA)2 +(yB - yA)2

dAB :\/X82 _2XA Xg "'XA2 +y82 _2yA Ys "'YA2

Qs =Xs + Vo2 + Xp" + Ya' —2(Xs X5 + Ya Vo)

utilizando las relaciones entre coordenadas cartesianas y polares se obtiene

dye =/Pa’ +Pa’ —2 3 [008(8,) c0s(6,) + sen(6,) sen(d, )]

2 2
dpg = \/:OB + 05" —2pp Pg €OS(0, — O)
Como vemos las dos expresiones son equivalentes, ya que la distancia entre dos puntos
debe ser independiente del sistema de coordenadas que se use para calcularla. La
distancia entre dos puntos debe ser invariante ante transformaciones de coordenadas.

Descripcién de movimientos en coordenadas polares

Para dar la posicion de un cuerpo que esta en movimiento por medio de coordenadas
polares, podemos construir una tabla

t o, %
t P1 01
t P2 0>
fj Pi 0;

y de igual manera que en coordenadas cartesianas, tendremos dos funciones de
movimiento
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t]_ ,01
t2 pz
{j Pi

=p=p)

= 60=6(1)

La trayectoria estard dada en forma paramétrica con parametro t por las
expresiones de las funciones de movimiento p (t) y € (t) o por una relacién entre las
coordenadas polares p y 6, es decir p= p(0), la cual se obtiene eliminando t en las

funciones de movimiento.

Analicemos a continuacién algunos ejemplos de movimientos en el plano
descriptos en coordenadas polares.

p=p(t) 0= at) p=p0)
a) p=p, =Ccte 0= 6, =cte pP=po, 0= 06
,0“ 04
(RIGO)
Po o Po
0" )
0 r o) t .
b) p=po+vt *) 0= 6, =cte pP=po+Vt, 0= 6, (%)
,0“ gn
O
Po
yd _ _ >
o) t o) t
C) p=p, =Cte 0= 06, + wt P=po, 0= 60, + ot
pn gn
Po :
O
> ed >
O t 0O t
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d p=p,+Vvt ™ 0= wt
pu 04
Po Oo
- > >
9) t 0 t

(*) Debido a que p > 0 estas funciones de movimiento son vélidas sélo para t > —p,_ /v .

El ejemplo (a) corresponde a la descripcion de un cuerpo en reposo; el (b) a un
movimiento rectilineo circunscripto al primer cuadrante. EI ejemplo (c) corresponde a la
descripcion de un movimiento circular y vemos que las expresiones de las funciones de
movimiento enpolares (o(t) y &t)) son mas simples que en coordenadas cartesianas (x(t)
e y(t)). El ejemplo (c) corresponde a la descripcién del movimiento de un cuerpo que
describe una trayectoria espiral cuya expresion en cartesianas seria sumamente compleja.

Aunque nosotros solo trabajaremos con coordenadas cartesianas y polares es
necesario destacar que existen otros sistemas de coordenadas para determinar la
posicion de puntos en el plano (por ejemplo coordenadas elipticas) que podran ser
utilizados cuando la simetria del problema permita una descripcion mas simple en estos
sistemas de coordenadas.
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Capitulo 6

Vectores

Existen magnitudes fisicas que no son escalares, es decir no quedan completamente
definidas dando su valor y la correspondiente unidad. Hay muchas magnitudes fisicas
que para poder definirlas es necesario dar mas informacion, es necesario definirlas
mediante la utilizacidn de vectores y estas magnitudes reciben el nombre de magnitudes
vectoriales.

Existen diversas definiciones para los vectores:

- Un vector es un segmento de una cierta longitud (denominada modulo del vector), al
cual se le asignan propiedades adicionales como la direccién y sentido. El punto de
origen en el espacio se denomina punto de aplicacion.

- Un vector es la representacion geométrica de una magnitud que necesita orientacion
espacial, punto de aplicacion, direccion y sentido para quedar definida.

- Un vector es un segmento de recta orientado que va desde un punto P hasta un punto

Q.

y asi podriamos seguir enumerando muchas otras definiciones de un vector. Sin
embargo vemos que en todas coinciden en cuéles son sus elementos caracteristicos

i) una direccién
ii) un sentido
iii) una magnitud o madulo.

A un vector lo representaremos graficamente por una flecha

P,

y en el texto denotaremos que r es un vector mediante la letra que lo identifica, que
puede ser minuscula o mayuscula, escrita en negrita (r), o la letra que lo identifica con
una flecha encima (r). Para denotar el médulo de un vector se encierra el simbolo
utilizado para el vector entre dos barras verticales (|r| 6 | |) o simplemente por la letra
que lo identifica sin que aparezca la flecha encima (| r | = r). El médulo de un vector es
una magnitud escalar, es decir que queda totalmente definido por un ndmero y
eventualmente por una unidad.

Cuando multiplicamos un vector por un escalar obtenemos otro vector con las
siguientes propiedades:

= Ja=J1a
= 3y Ja tienen la misma direccién
= el médulo del producto es igual al producto de los médulos; | 28] = ‘Ta‘ =|4/-|4]
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= SiA=0entonces Aa =0 lo que implica que es un vector nulo.
= Si A =-1entonces Aa=-a y es el vector opuesto a a lo que implica que tiene la
misma direccion y modulo pero sentido contrario.

a -3

= Engeneral si[2|> 1 |2a| = 13 = |2]-|a| > 4
siA >0

Aa

/
siA <0
/

cuando A < 1 |24 = |78 |2 |a <a
siA>0

Podemos definir distintos tipos de vectores:

si A <0

- Vectores libres: no tienen su extremo inicial, u origen, fijado en ningun punto en
particular.

- Vectores fijos: tienen su extremo inicial, u origen, fijado en algin punto en particular.

- Vectores equipolentes: son vectores que presentan iguales médulos, direcciones y
sentidos.

- Vectores deslizantes: son vectores equipolentes que actian sobre una misma recta.

- Vectores concurrentes: comparten el mismo extremo inicial u origen.

- Vectores colineales: aquéllos cuyas direcciones coinciden.
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Versores

Un vector particular es el que obtenemos cuando multiplicamos a un vector a
por un escalar cuyo valor es igual a la inversa de su médulo

A= % >0
4
entonces
Ja=ja=ta=2
I
y el mddulo de este vector es
28] = ia =%|a’| -1

Vemos que el vector definido de esta manera es paralelo al vector & y su modulo igual
a 1. Este tipo de vectores reciben el nombre particular de versores y los denotaremos por
el simbolo a.

a=— y a=1

Los versores son vectores muy interesantes pues nos permiten definir una direccion y un
sentido en el espacio y a partir de él podemos generar todos los vectores posibles en
dicha direccion.

Suma de vectores

La suma de dos vectores da como resultado otro vector y esta operacion, entre
otras, posee las propiedades conmutativa y asociativa.

a) Propiedad conmutativa: a
b) Propiedad asociativa: a +

+
b
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para ello hay que trasladar los dos vectores al mismo punto de aplicacion, luego se
forma un paralelogramo como se muestra en la figura y el vector suma queda definido
por la diagonal del paralelogramo que contiene al punto comin de aplicacion de los
vectores. Otra forma es trasladar el segundo vector al extremo del primero y el vector
suma sera el que une el origen del primero con el extremo del segundo.

Para sumar mas de dos vectores se puede utilizar de manera reiterada este Gltimo
método o aplicar la propiedad asociativa.

o

Un caso particular es cuando los dos vectores que sumamos son colineales. En
este caso el vector suma tendra la misma direccion que los dos vectores, el sentido del
mayor de los vectores y su mddulo sera la suma de ambos modulos si ambos vectores
tienen el mismo sentido o la diferencia si ambos tienen diferentes sentidos.
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Al vector resta de dos vectores, ¢ =a—b lo podemos pensar como el vector
suma de dos vectores C =a+ (—b), donde entendemos al vector (—b) como uno con la

misma direccién y médulo pero sentido contrario al del vector b .

Descomposicion de vectores

Un vector & puede ser expresado como la suma de dos vectores que estén en dos
direcciones predeterminadas. Encontrar cuéles son esos vectores se denomina hacer la
descomposicion del vector & en dichas direcciones. Para ello se trazan, por el extremo
del vector @, dos paralelas a cada una de las direcciones predeterminadas; donde estas
rectas cortan a las direcciones dadas determinan el extremo de cada uno de los vectores
en los cuales hemos descompuesto al vector a.

Q|

Los versores pueden definir las direcciones a lo largo de las cuales queremos
descomponer un vector. Al conjunto de versores que definen estas direcciones se les
[lama base vectorial.

A

[ =)

Por ejemplo, consideremos los versores U y V que definen una base y las direcciones
segun las cuales se pueden descomponer vectores.
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Ai y Az son los vectores componentes de A segun las direcciones G y V. Como Ai y
U son vectores paralelos, al igual que AZ y V, podemos escribir:

=y

I
> >
<

con lo cual

donde A, y A, son dos cantidades escalares que se denominan componentes del vector
A en las direcciones de G y ¥ respectivamente.

Una base vectorial muy usada, y que utilizaremos habitualmente, es la
ortonormal en la cual los versores que la definen son perpendiculares entre si. En el caso
del sistema cartesiano ortogonal, que utilizamos para describir el movimiento de los
cuerpos, los versores se ubicaran sobre cada uno de los ejes. El versor que determina la

direccién del eje x se denomina I y el que determina la direccion del eje y se denomina
]

Las componentes de un vector segun estas direcciones perpendiculares se llaman
componentes ortogonales.

Y

n
»

] A

4 4

X

Ay Ay son las componentes vectoriales del vector A segun las direcciones de los ejes
X ey respectivamente. Por lo tanto podemos escribir

A=A +A

ahora, haciendo uso de los versores, podemos escribir las componentes vectoriales
como

85



}1 e
Il
> =

entonces el vector puede expresarse como
ﬂ: A( . r + Ay . j
Ax y Ay son las componentes del vector Ay son magnitudes escalares y pueden ser

positivas, nulas o negativas.

Podemos calcular el médulo del vector utilizando el teorema de Pitagoras expresandolo
en funcién de estas componentes;

WZ:AKZ+A§.

Suma de dos vectores en una base ortogonal

Supongamos que deseamos determinar el vector suma de dos vectores
C=A+B

Cx X

AcT+A, -]
B=B,-1+B, -]
C=C,1+C, -]
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como

C=A+B
C=Ai+A -j+B,-i+B, -]
C=(A+B)-i+(A +B))-]

y podemos identificar a las componentes del vector C

C,=(A+B,)
C,=(A, +B,)

entonces vemos que la suma de dos vectores es igual a un vector cuya componente en
un determinado eje es la suma de las componentes de cada uno de los vectores en dicho

eje.

Resta de dos vectores en una base ortogonal

Para realizar la resta de dos vectores,C = A— B, procedemos de manera similar
a la suma, pues podemos pensar a la resta como la suma de dos vectores C = A+ (—B)
donde, expresandolos en término de sus componentes cartesianos

A=A-T+A -]
B=B,-i+B,]
-B=-B,-i-B,-]
C=C,-i+C, ]
por lo tanto
C=A-B
C=Ai+A -j-B,-i-B, -]
C=(A -B)-i+(A -B))-]
donde
Cx =(AX_BX)
C, =(A -By)

por lo tanto el vector resta de dos vectores es igual a un vector cuya componente en un
determinado eje es la resta de las componentes de cada uno de los vectores en dicho eje.
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Capitulo 7

Vector posicion

Podemos identificar un punto P del plano, de coordenadas (x,y), mediante un

vector A que tenga su punto de aplicacion en el origen del sistema de coordenadas y su
extremo en dicho punto.

yA

—

A 4

] Ay X

Las componentes de A son las coordenadas cartesianas de P; es decir A, = X y Ay =y.
Por lo tanto al punto P y al vector A lo podemos definir por A=xi+y j .

Cuando identificamos con un vector el punto del plano donde se encuentra
ubicado el cuerpo cuyo movimiento estamos describiendo, a este vector lo

denominamos vector posicion y lo denotamos generalmente con la letra F 6 R.

yA
P
2% E— ,
F i
A !
J | - ; |-
; X X
F=xi+y] y r=rj=x*+y*.

Funcidn vectorial de movimiento

Hemos visto que la posicion de un punto en el plano puede ser dada por un
vector denominado “vector posicion del punto”. Si el cuerpo se mueve sobre el plano su
vector posicion variara con el tiempo y en cada instante de tiempo tendremos un vector
posicién determinado por las coordenadas x e y del cuerpo.
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t | x|y |r
b | X | V1| T
b | X2 | Y2 | T,
t3 | X3 | Y3 | T
th | Xa | Ya | T,
s | X5 | Y5 T

donde

Velocidad media

Ya

<|l-------=-=-=-------

Lo que tenemos es un vector que es funcion del tiempo, ¥ = (t). Si referimos el
vector posicién a una base ortogonal coincidente con el sistema de coordenadas

cartesiano ortogonal tendremos, como habiamos visto, F(t) = x(t) I + y(t) |

yA

—

Y

X(t) e y(t) son las funciones de movimiento del cuerpo en coordenadas
cartesianas. Por lo tanto tenemos forma de referir el movimiento de un cuerpo en el
plano por medio de la “funcidn vectorial de movimiento” r(t).

Con la funcién vectorial de movimiento tenemos definida la posicion del cuerpo
para todo instante de tiempo, pero podemos complementar esta informacién dando,
ademas, la direccion, sentido y rapidez del movimiento. Para tratar de dar esta
informacion vamos a definir el vector velocidad media como:

\7 _ r,)-r,) :A_F

t,—t, At

donde AF =r(t,)-r(t) y At=t, —t,. Como t, =t, + At podemos escribir

F(t, +At) - T (t,)
At

V =
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o0 escribiendo de manera mas genérica para cualquier t, es decirt; = t

F(t+At) —F(t)

V=
At
4
y
h=r)
| Ar .
rn R, =r(t,)
I,
2 AF =T, ~F,
o X

—

. . . . - . . Ar
V' es un vector que tiene la direccion y sentido del vector AF y su mddulo igual a

Calculemos ahora la V para algunas funciones vectoriales de movimiento:
a) x(t)=c,t e y{t)=c,t*° = Ft)=c,ti+c,t*> ] (c,=cte>0,¢c,=cte>0)
At =t, —t,, entonces t, =t, + At
Ar =r(t,)—r(t)=r(t, +At)—r(t,)
Ar = e, + A T+, (4 +AD? fl-fe t, T+e, 12 ]
AP =c,(t, + At—t,) T+, [(t, + AY)? —t?] j
Ar=c, Ati+c,[t2 +2t, At+At? -]
Ar =C, AtT+C,(2t, At+At%) j
Ar=c, Ati+c, At (2t +At) ]

Ar=At[c, T+c, (2t, +At) j]

Entonces el vector velocidad media sera
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Ar _ At[c, T+c, (2t +At) j]
At At

V =c,i+c, (2t +At) j

Como se puede ver v depende de At. Esto también es evidente si analizamos su
madulo; M:\/cf+c22(2tl+At)2 . La variabilidad de V también se evidencia si

analizamos la trayectoria que corresponde a estas funciones de movimiento.
rit)=c ti+c,t?
x(t)=c,t e y(t)=c,t?

2

X X
t=— = y(X)=c,
Cl C1

La direccion de \7, la cual se corresponde con la direccion de Ar, dependiendo del At
elegido puede variar notablemente.

Consideremos las siguientes funciones de movimiento

X(t)=b, +b,t e y()=b,+b,t (b =cte>0)

Ar =r(t+At)—r(t)

Ar =[b, +b, (t+At)]i +[o, +b, (t+At)] j—[(b, +b,t) T + (b, +b,t) ]]
Ar = (b, +b,t+b, At—b, —b,t) i + (b, +b, t +b, At—b, —b, t) ]

Ar =b, Ati+b, At j=At(b, 7 +b, j)
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y la velocidad media es

V=2 itb,

=l
>

como vemos, VV es un vector constante. Analicemos como es la trayectoria del cuerpo
cuando sus funciones de movimiento son las dadas en este ejemplo

X(t)=b, +b,t e y(t)=b,+b,t

F(t)

(@] X

y en este caso, sin importar cuanto valga t y At, el célculo del V nos dara el mismo
resultado. Este movimiento es el que se denomina Movimiento Rectilineo Uniforme
(MRU).

Veamos un ultimo ejemplo en el cual las funciones de movimiento son:
x(t)=bt> e yt)=b,t>*+b, (b yb,=cte>0;b,=cte <0)

Ar=r(t+At)—r(t)
AT =D, (t+ A T +[b, (t+ A2 +b, ]| ] - [0,t? T+ (0,1 +1,) j]
AT =D, (t? +2-t- At + At) P +|b, (t* +2-t-At+ At?) + b, | —b,t? T — (0,1 +1,) j

Ar = At-[b,(2-t+At) T +b, (2-t+At) ]
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B>

V=" Ch (2 t+A) T +b, (2 1AL |

=

V =b,(2-t+At) T +b, (2-t+At) ]
V =(2-t+At)-(b, T +b,) j

vemos que este vector V es un vector constante multiplicado por un escalar que
depende de t y At, es decir es un vector que siempre esta sobre la misma direccion y
que sélo puede modificar su mddulo y sentido. Analicemos la trayectoria que
corresponde a estas funciones de movimiento

x()=ht* e vyt)=b,t*+b, (b yb,=cte>0;b,=cte<0)

tzzt))( - y(t):EzX+b3 (x>0)
1 1

F(t)

F(t+ At)

O X

Aungue es un movimiento rectilineo v depende dety At.

En los ejemplos anteriores hemos visto que V tiene la direccién y sentido de

AF, y en algunos casos, modificando At se modifica V . Esto indica que V' no es un
buen indicador de la forma en que se mueve el cuerpo. Lo que queremos, de manera
similar a lo buscado en los movimientos unidimensionales, es una cantidad que sélo
dependa del punto donde se encuentra el cuerpo o del instante de tiempo de que se trate.
Para ello definiremos lo que Illamamos vector velocidad instantdnea o simplemente,
vector velocidad.
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Vector velocidad

Definimos al vector velocidad como el limite de la velocidad media cuando At
tiende a cero.

lim F -F lim =
V() = Ft+Af) —r() _ N
At —>0 At At —>0

En general, si tenemos un vector A que depende de una variable z, es decir
A= A(z), se define la derivada del vector A(z) con respecto a z como

dA(z) lim A(z+A7)-A@2)
dz Az —>0 Az

Entonces podemos escribir la derivada del vector posicion respecto al tiempo como

Analicemos como podemos hacer esta derivada pues hasta ahora s6lo sabemos
derivar funciones escalares. Si el vector posicion estd dado en términos de sus

componentes cartesianas como F(t) = x(t) I + y(t) J

drt) lim AF

YO0 Ta0

v(t):g: lim  F(t+ At) - F(t)
dt  At—0 At

o) = lim  [x(t+At) 7+ y(t+At) j]-[x@® T+ y() ]
A0 At

v(t) = lim  x(t+A) T+ y(t+At) j-x@®)T-y(t) j
A0 At

vy= M DAy -xO] [y a0 -yl

At —>0 At

V() = lim {{X(HAt)—x(t)} I‘_{y(tJrAt)— y(t)} j}
At —0 At At

() =

lim {x(t+At)—X(t)}iA+ lim [y(t+At)—y(t)}¢
At—0 At At—0 At .
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por lo tanto

_ dx .~ dy -
V(t)=—1+—
® dt dtJ

Podemos escribir el vector velocidad en sus componentes cartesianas

V) =v, ()T +v, (1) ]
donde identificamos

dx dy
v, () =— v, (t) =—
« (1) i 7 , (© ™

Como vemos, al igual que el vector posicion, el vector velocidad es una funcion
vectorial del tiempo. Notemos que en el proceso de derivacion los versores 1y j no

se derivan pues ellos son constantes en el tiempo, es decir no modifican ni su modulo ni
direccion.

Analicemos algunos ejemplos
a) Supongamos que tenemos las siguientes funciones de movimiento
x(t)=c,t y y{t)=c,t?
La trayectoria que describen estas funciones de movimiento es

X C /4
t=— = y(x)=—2x"; 0sea una parabola.
c

1 C]_

El vector posicion es F(t)=c, ti+c,t? ] y derivando obtenemos V(t)=c, I +2c, t J.

El modulo de la velocidad es [V(t)|=+/c,* +4¢,” t°

En este caso particular el vector velocidad es una funcién del tiempo y su moédulo no es
constante.

b) Consideremos las siguientes funciones de movimiento
X(t)=b, +b,t e y()=b,+b,t (b =cte>0)
r=(b,+b,t)i+(b,+b,t) ]

derivando el vector posicion obtenemos
V=b,1+b, ]

y el médulo de la velocidad es [V =+/b,” +b,’
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Para estas funciones de movimiento el vector velocidad resulta igual al vector velocidad
media. Este es el Unico caso en que ocurre y es debido a que la velocidad es constante, y
como vimos antes, estas funciones de movimiento se corresponden a una trayectoria
rectilinea, en particular, a un movimiento rectilineo uniforme.

c) Analicemos un altimo ejemplo

x(t)=ht* e y@t)=b,t*+b, (b yb,=cte>0;b, =cte<0)
r=bt’i+(b,t>+b,) j
V(t)=2b tT+2b,t

v(t)=2t (b, T +b, )

este vector velocidad es un vector constante multiplicado por un escalar que depende
del tiempo. Por lo tanto este vector cambia su mddulo pero no su direccion. Si
recordamos la trayectoria que corresponde a estas funciones de movimiento es

b _— -
y(t)=—2x+b, (x>0).Por lo tanto corresponde a un movimiento rectilineo.
b,
Significado del médulo, direccién y sentido de v

El vector velocidad lo hemos definido como

F lim AF  lm =
yp=20_ I oAr_ AN g
d At—->0 At At—O0

Analicemos, desde un punto de vista geométrico, qué ocurre con V a medida que
hacemos At —0

96



El vector V tiene la misma direccién del vector AT (t)y por lo tanto ambos esté sobre la

secante que une los dos puntos de la trayectoria elegidos para el calculo. A medida que
At — 0 se ve que 1(t+ At) > (t) y la direccion de Ar(t) tiende a alinearse con la de

la recta tangente a la trayectoria en el punto P. Como V tiene la misma direccién que

AF(t) y V —>V cuando At —>0 entonces se puede deducir que la direccion del vector

velocidad en un punto de la trayectoria es el de la recta tangente a la trayectoria en
dicho punto.

N vy

F(t)

X

Veamos esta Ultima afirmacion en uno de los ejemplos que habiamos analizado. Si las
funciones de movimiento son:

xt)=c,t y yt)=c,t’

La trayectoria que describen estas funciones de movimiento es

X c .
t=— = y(x)=—2x*; 0sea una parabola.
Cl Cl

El vector posicion es F(t)=c, ti+c,t? ] y derivando obtenemos V(t)=c, I +2c, t J.
Si el movil se encontraba en la posicion (x; , y1) cuandot =t;

A

y
y=px+q

Y1

v
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= o CZ ~ .
tenemos que t; = X1 /c; ; entonces V(t,)=c, I + 2— X, ] y la pendiente de la recta que
C1
contiene al vector velocidad es:

Por otro lado podemos calcular la pendiente de la recta tangente a la trayectoria en el
punto (x; , y1) mediante la derivada de la funcién que define la trayectoria

_dy =2C—22xl Som=p

p_
dx|x=% ¢

Como vemos la pendiente de la recta que contiene a la velocidad y la pendiente de la
recta tangente a la trayectoria en dicho punto son iguales, por lo tanto podemos ver que
se verifica que el vector velocidad es tangente a la trayectoria.
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Capitulo 8

Producto escalar

El producto escalar (también denominado producto interno o producto punto)
entre dos vectores es una operacion entre dos vectores y cuyo resultado es un escalar.

Dados dos vectores A y B, que subtienden entre si un angulo «, el producto escalar
entre ambos esta definido como el producto de los modulos de los vectores por el
coseno del &ngulo que ellos subtienden:

AeB=|A-|B|-cos(a)

Como vemos el producto escalar entre dos vectores ( AeB) da como resultado un
escalar, el cual puede ser positivo (si 0 < 8 < #/2), negativo ( si 712 < 8 < 7) 0 cero (Si
6= 72). De la definicion del producto escalar es claro que posee la propiedad
conmutativa (AeB=BeA).

Supongamos que uno de los vectores que operan sea un versor, por ejemplo U,
entonces el producto escalar entre un vector C y el versor U sera

Ceu=[C|-Ju|-cos() = C-cos(p3)

Como se puede ver en la figura C et =C-cos(3) =OP es la proyeccion del vector C

sobre la direccién definida por G . Por lo tanto el producto escalar de un vector por un
versor nos permite calcular la componente (o proyeccién) del vector segun al direccién
definida por el versor.

Si tenemos dos vectores, por ejemplo A y B, y deseamos calcular la
componente, o0 proyeccion, de uno de ellos, supongamos el vector A, alo largo de la
direccion del otro vector, o sea el vector B, debemos hacer el producto escalar del
vector A con un versor con la misma direccion y sentido del vector B . Podemos
definir un versor en la direccion del vector B de la siguiente forma

| o

B=

w | o

jos]]

de esta manera

99



AeB = Aogz A~:.cos(a) = A-cos(a)

A partir de la definicion del producto escalar es posible determinar cual es el
angulo entre dos vectores

AeB=A-B-cos(a)

AeB
cos(x) = AR
A B
cos(a)—xog
cos(ax) = AeB

Analicemos algunas propiedades del producto escalar:

- El producto escalar de un vector por si mismos da como resultado el modulo del
vector elevado al cuadrado.

Ae A= A-A-cos(0) = A?

Como consecuencia de esto se verifica que el producto interno de un versor por si
mismoesuno (iei=1y jej=1).

- Si dos vectores son no nulos (A=0y B=0) y el producto escalar entre ambos da

cero (Ae B =0) entonces ambos vectores son perpendiculares entre si ( ALlB ). Por lo
tanto el producto interno entre los versores que definen la base cartesiana ortogonal
seracero (i -] =0).
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Podemos encontrar las componentes de un vector, por ejemplo C , en dos
direcciones dadas por los versores que definen una base ortogonal haciendo el producto

escalar de C con cada uno de los versores.

yA

o)) FS

\

pero OP coincide con la magnitud y signo de la componente de C en la direccién x
(C,) y OQ coincide con la magnitud y signo de la componente de C en la direccion y
(Cy). Por lo tanto

~
o] =

(@]

C,
.j:cy

O

Supongamos ahora que tenemos un vector D como el que se muestra en la figura

____________ Q
D
(04
T—a !// ﬁlﬁ
]

Dei =D.cos(a) =-D.cos(zr —a) =—OP =D,

v

De j=D.cos(8)=0Q=D,

Si repetimos el calculo con vectores en cualquiera de los cuadrantes veriamos que el

resultado seria el mismo, es decir que si tengo un vector A podemos encontrar sus
componentes en un sistema de coordenadas cartesiano ortogonal haciendo el producto
de este vector por los versores que definen la base.
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pl
[ ]

>

i=A
[ ] j: Ay
En el caso particular que del vector posicion, F = x.i +Y.], entonces

X=reji

~

y=re|]

Dados dos vectores A y B, expresados en sus componentes cartesianas, el
producto escalar entre ambos resulta:

AeB=(Ai+A, ])e(B.i+B,.])
aplicando la propiedad distributiva tenemos

AeB=A B (iei)+A.B .(ie])+A.B.(Jei)+A B, .(je])

AeB=A.B +A.B

Este resultado también puede obtenerse a partir de la primera definicion que dimos para
el producto escalar. Si tenemos los vectores A y B como se muestra en el gréafico

yA
B 0{=93—9A
\\\HB )
s N A
" O .
X

AeB = AB.cos(a) = AB.cos(9, —6,)
desarrollando el coseno de la diferencia de dngulos

AeB = AB.cos(6,).cos(6;,) + AB.sen(6,).sen(ds,)

AeB = A.cos(d,).B.cos(6;) + Asen(d,).B.sen(6;,)

podemos identificar en esta expresion a las componentes de los vectores A y B
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A, =Acos(@,) ; A =Asen(d,)
B, =B.cos(ds) ; B, =B.sen(dy)

resultando entonces
AeB=A B + A B,

que es la misma expresion obtenida antes para el producto escalar entre dos vectores en
término de sus componentes cartesianas.

Con esta forma de calcular el producto escalar resulta facil verificar que

También es posible calcular el angulo entre dos vectores en término de sus
componentes cartesianas

AeB = A-B.cos(x)

AeB
cos(a) =
(2) AR
B, +A B
cos(a) = AB. + A B,

(WA BB
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Capitulo 9

Aceleracion

Cuando analizamos el caso del movimiento unidimensional habiamos definido la
aceleracion como la magnitud que da informacién de como cambia la velocidad con el

tiempo. En el caso unidimensional teniamos que

dv  d?x
a:—:
dt  dt?

Ahora, en el movimiento bidimensional la velocidad es un vector y por lo tanto el
cambio de la velocidad en el tiempo debera dar cuenta del cambio de un vector en el
tiempo. Un vector, y de manera particular el vector velocidad vV, puede cambiar de

diversas maneras:

a) cambiando solamente el mddulo y/o sentido sin modificar su direccién

w o ()
— —
~ g t+at 2V
V(t+ At) v(

b) cambiando solamente de direccién

v(t)

V(t+At)

c¢) modificando madulo y direccion simultdneamente

v(t) AV

V(t + At)

Definimos el vector aceleracién como

dv _ lim AV lim o (e + AL) - V(t)

3 =
t At—>0At At—>0 At

como vemos el vector aceleracion tiene la direccion y sentido del vector AV

V= Z—E podemos escribir

. Como

104



. d|dr d’r
a=—|—|=
dt| dt dt?

Si el vector posicion r esta expresado en término de sus coordenadas cartesianas,
F=xI+Y.], resulta

a_d[dxﬁ dy A}_dvxa dv, .

ety e T+
dt| dt”  dt dt = dt
g 0%, 4y,
dt? ©  dt?
_dv, d?x dv, d?y

d=a.i+a,.]

Analicemos la expresion que hemos obtenido para el vector aceleracion. Sobre una
trayectoria, como la que se muestra en la figura, la velocidad del cuerpo en el instante t
y t+At seréd

v(t)

Trayectoria V(t+ At)

N\ v (t)

V(t + At)

. . L, AV
por lo tanto es necesario analizar la evolucién de A cuando At —» 0 para

comprender el comportamiento del vector aceleracion.

Para una mejor comprension de este tema analicemos primero algunos casos
simples:

1) Sea un movil que se desplaza en una trayectoria lineal, por lo tanto el vector
velocidad so6lo puede cambiar de médulo y/o sentido pero no su direccién. El vector
velocidad en los instantes t y At es como se muestra en la figura.

it AV

>

v Yy

-® >--@ =
V(t) V(t + At) V(t+AD)
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Sabemos que
AV =V (t + At) —V(t)

y que a un vector lo podemos escribir como un escalar multiplicado por un versor en la
misma direccion. En el caso del vector velocidad podemos definir un versor velocidad
que es tangente a la trayectoria, por lo tanto escribimos

V(t+At) =v(t -+ At).0(t + At)

V() = v(t)9(t)

En el caso que estamos analizando, como la trayectoria es rectilinea, se verifica que
V(t + At) =V(t) =V. Por lo tanto

AV =V(t + At).v —v(t).v
AV = [v(t + At) —v(t)]v

AV = AV

Entonces

a—@— lim Av _ lim v(t+At)—v(t)\7
dt At—>0At At—0 At '

como V no depende del tiempo resulta

_dv .,
a=—UV
dt

Como vemos, el vector aceleracion en un movimiento rectilineo tiene la misma
direccion que la velocidad, es decir que a//V, y coincide con la aceleracion del
movimiento unidimensional. A este vector aceleracion, paralelo al vector velocidad lo

llamaremos aceleracion tangencial (d, 6 &, ) pues su direccion es tangente a la
trayectoria.

. dv
a// :E.V

Como vemos la aceleracion tangencial es la responsable de modificar el modulo del
vector velocidad sin afectar la direccion de la misma.

Veamos un ejemplo. Supongamos que las funciones de movimiento de un cuerpo estan
dadas por

x(t)=bt* e yt)=b,t’+b, (b yb,=cte>0;b,=cte<0

106



r(t)=bt*i+(b,t>+b,) j

v(t) = ‘;'t': 2bti+2b,t j

v(t)=21.(b, 7 +D, j)

aity=——=2.(b,i+b, j)

av
dt

determinando la trayectoria que corresponde a estas funciones de movimiento
obtenemos

tzzk;( — y(x):EzX+b3 (x>0)
il il

como vemos en este caso particular la trayectoria es rectilinea. Si analizamos las
expresiones obtenidas para a(t) y Vv(t) podemos observar que ambos son

proporcionales al mismo vector ((b, T +b, j)); por lo tanto a//v.

2) Supongamos ahora una trayectoria no rectilinea, pero que es recorrida de manera tal
que el mddulo del vector velocidad permanece constante. Nuevamente tenemos que

AV =V(t + At) —V(t)
y que podemos escribir

V(t+ At) = v(t -+ At).0(t + At)

v(t) =v(t).v(t)
En este caso particular tenemos que v(t + At) = v(t) = Vv ; entonces

54V _ lim Av _ lim J J(t+ A —9(t)
dt At—>0At At—0 At

como v no depende del tiempo resulta

av

a=V.—
dt

En este caso particular no resulta evidente cual es la direccion del vector aceleracién a
partir de la expresion obtenida. Intentemos realizar un anélisis mas minucioso. Sabemos
que

anv y andy
dt
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ademas, al ser vV un versor se verifica que
Vey=1

si derivamos ambos lados de esta igualdad respecto al tiempo se obtiene

A

- . dv . av e
de esta ultima expresion se deduce que v-azo, por lo tanto Vv L — . Esto Gltimo

implica que cuando un cuerpo se mueve de manera tal que el médulo de su velocidad es
constante, el vector aceleracion es perpendicular al vector velocidad (& L V).

v

v

~ dv

“dt

Este vector aceleracion que resulta perpendicular al vector velocidad lo Ilamaremos
aceleracion normal (&, 6 a,). La aceleracion normal es la responsable de modificar la
direccion del vector velocidad sin afectar su médulo.

V(t + At)

Como vemos el vector aceleracion normal apunta siempre hacia la parte concava de la
trayectoria.

Analicemos un ejemplo en el cual un cuerpo se mueve sobre una trayectoria con
un vector velocidad de médulo constante (|v| =v = cte).
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v(t) = v[cos(wt) T +sen(wt) j| (w=cte)

V()| = [v2.[cos? (1) + sen? (1)]

v(t)|=v=cte
Calculando el vector aceleracion en este caso particular obtenemos

at) = ?th, = v.o[-sen(wt) T +cos(wt) ]

Para ver si se verifica que a LV debemos hacer el producto escalar entre ambos
vectores (a.v)

a(t) e v(t) = v.o[- sen(wt) ¥ + cos(wt) jlv[cos(wt) i + sen(wt) j]

a(t) e v(t) = v’.o[- sen(wt).cos(wt) + cos(wt).sen(wt) j]

at)ev(t)=0

Como vemos cuando |[V|=v=cte el vector aceleracion es perpendicular al vector

velocidad (aev=0).

3) Calculemos el vector aceleracién cuando varia el médulo (V| =v) y la direccién (V)

del vector velocidad. En la trayectoria tenemos que en el instante t el vector velocidad
es V(t) y en (t+At) el vector velocidad es v(t + At)

v(t) V(t+AY)

V(t) AV

V(t+At)

El vector aceleracion & en el instante t, es por definicion

_dv_ limv(t+At)-v(t)
Cdt At—0 At

Como vamos a hacer que At — 0, haremos un dibujo de V(t) y V(t + At) para un At
“muy pequeno”.

v(t <= VAV
/—(—)—’/Km "

V(t + At)
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Podemos descomponer al vector AV en dos vectores; uno en la misma direccion del
vector V(t), que denominaremos Av, (componente tangencial, o sea esta en la direccion
tangente a la trayectoria) y otro que denominaremos componente normal (Av,) cuya
direccion es perpendicular a vV(t) . Entonces podemos escribir

AV = AV, + AV,
Por lo tanto, si calculamos la aceleracion tenemos

a—d—v— lim  Av
dt  At—0 At

e lim  (Av, +Av,)
At—>0 At

, lim Av, lim Ay,
= 74— .
At >0 At At—0 At

a=4a, +4d,

Entonces podemos expresar a la aceleracion como la suma de dos componentes, una que
es perpendicular al vector velocidad (&, ) y otra paralela al vector velocidad (&, ). Como
vimos, la componente de la aceleracion paralela a la velocidad s6lo es responsable de
modificar el médulo de la velocidad, mientras que la componente de la aceleracion
perpendicular a la velocidad sera la responsable de modificar la direccion de la
velocidad.

Veamos ahora cémo calcular las componentes tangencial y normal del vector
aceleracion. Sabemos que podemos expresar a un vector como un escalar multiplicado
por un versor, y en el caso particular de la velocidad podemos escribir V(t) =v(t).v(t) .
Si tanto el modulo como la direccion de la velocidad pueden variar con el tiempo
tenemos:

dv d
an) = 4 = 4 VOYO)]
~dv(t) do(t)
at) = T.\7(t) +V(t). “dt

Vemos que esta expresion de la aceleracion contiene las dos componentes que ya hemos
identificado en los casos particulares que hemos analizado.
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a=4a,+4a

3 _dv(t)
4O =a,)="_ "9
B 3 dv(t)
a,(t)=a,(t) = V(t)'T

Entonces podemos descomponer al vector aceleracion en dos componentes cuyos
efectos sobre el vector velocidad estan bien diferenciados.

Aceleracion tangencial (&, ): Es la responsable de modificar el mddulo del vector

velocidad.
Aceleracion normal (&,): Es la responsable de modificar la direccion del vector

velocidad.

Ahora analizaremos como, a partir del vector aceleracion dado en coordenadas
cartesianas, expresamos las componentes tangencial y normal de la aceleracién. Para el
caso particular de la componente tangencial vemos en el grafico que lo que deseamos es
obtener la componente de la aceleracion en la direccion tangente a la trayectoria. Hemos
analizado que para obtener la componente de un vector en una determinada direccién
debemos hacer el producto escalar de dicho vector por un versor en la direccion deseada.

Por lo antes descrito debemos definir un versor 7 cuya direccion sea tangente a
la trayectoria. Como el vector velocidad es tangente a la trayectoria podemos utilizarlo
para definir dicho versor.

T=V=

<<

Entonces podemos calcular la proyeccion, o componente, del vector aceleracion en la
direcciéon tangente a la trayectoria realizando el producto escalar entre el vector
aceleracion con el versor v

at—aov—av
v

y podemos escribir el vector aceleracion tangencial como
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a=a.yv

& =(ao\7).\7
dev
. = vV
\'}
_dev
t V2 '

Determinar la componente normal del vector aceleracion es una tarea mas
simple. Sabiendo que al vector aceleracion lo podemos escribir como d&=4a,+4a,, Yy

conociendo la expresion del vector aceleracion tangencia tenemos

Determinacion del vector posicion (1) a partir del vector aceleracion (a)

Cuando analizdbamos el movimiento unidimensional en el capitulo 4, vimos
cémo obtener la funcién de movimiento x(t) a partir de la aceleracion a(t) del movil. Si
la informacion con la que contamos es la funcion aceleracion a(t) y nuestro objetivo es
obtener la funcidon de movimiento del cuerpo x(t) sabemos que estan relacionadas por la
siguiente expresion

d?x dv
=t
dt? dt ®

entonces debemos primero encontrar una funcion v(t) =v* (t)+C (C = cte.) tal que

dv  dv'
—=——=a(t
dt dt ®

y luego una funcion x(t) = x*(t)+Ct+ D (D = cte.) que verifique

& = - +C =v(t)

dt dt
A las constantes de integracion C y D las determinamos a partir de informacion
adicional que nos tienen que proveer, conjuntamente con la aceleracion, y que pueden
ser la velocidad y posicion para un determinado tiempo (x(to) y v(t1) pudiendo ser
to = t1) 0 la posicién para dos tiempo diferentes (X(to) y X(t1)).

Ahora, para el caso de un movimiento en dos dimensiones, lo que tenemos como
dato es el vector aceleracion a(t) y debemos encontrar la funcion vectorial de
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movimiento r(t). Si el vector aceleracion estd dado en sus componentes cartesianas,

é:ax.f+ay.j, el problema sera encontrar el vector posicion dado en componentes

cartesianas. El problema que ahora tenemos es idéntico al resuelto para una dimensién
pero para cada una de las componentes cartesianas.

Dado ay debemos encontrar una funcion v, (t) =v; (t)+C, (Cx = cte.) tal que

dv dv’
L=—X =3 (t
dt dt )

y luego una funcion x(t) = x" (t)+C,t+ D, (Dx = cte.) que verifique

dx _dx”
dt  dt

+Cy =V, (1)

y por lo tanto
d’x d’x" dv, dv}
dt*> dt® dt dt

De igual manera, dado ay debemos encontrar una funcion v, (t) =v; (t)+C, (Cy = cte.)
tal que

dvy_dv;_a ®
dt  dt Y

y luego una funcion y(t) = y* (t) +C, t+D, (Dy = cte.) que verifique

dy _dy”
—=——+C, =v,(t
d dt )
y por lo tanto

d?y _d7y" _dv, _dvy
= = = =a
dt>  dt? dt  dt y

de esta forma podemos escribir los vectores velocidad V(t) = v, (t).1 +V, (t).] y posicion

F(t) = x(t).I + y(t).], pero para que queden univocamente determinados estos vectores

es necesario encontrar los valores para las constantes de integracion Cy, Cy, Dy y Dy.
Para esto, al igual que en el caso unidimensional, es necesario que nos provean datos
extras aparte del vector aceleracion; estos datos extras pueden ser por ejemplo los

vectores velocidad y posicion para un determinado tiempo (F(t,) y V(t,) pudiendo ser
to = t1) 0 el vector posicion para dos tiempo diferentes (7(t,) y r(t,)).

Veamos un ejemplo: Supongamos que un cafion, ubicado sobre una plataforma,
dispara un proyectil con una velocidad inicial de médulo vy que forma un &ngulo & con
la horizontal, como se muestra en la figura. Sabiendo que todo cuerpo que esta sometido
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a la atraccion gravitatoria experimenta una aceleracion §, deseamos encontrar cual es la

funcion de movimiento del mismo a partir del instante que salen por el extremo del
cafion.

y
Vo R
A ol l g
O 111 1 1 1 )&O X=

Para describir el movimiento de los proyectiles utilizaremos el sistema de coordenadas
mostrado en la figura y tomaremos como t = 0 s al instante en que el proyectil abandona
el tubo del cafion. Entonces, tomando en cuenta el sistema de coordenadas graficado
nosotros tenemos que:

at)=-9.j
F(0S) = X0 +Y,.]

V(0s) = v,.cos(@).1 +Vv,.sen(d). ]

Si analizamos cada una de las componentes tenemos:

Componente x Componente y

ax (t) =0 ay (t) =-0

x(0s) = X, y(0s) =y,

v, (0s) =v,.cos(0) v, (0s) = v,.sen(0)

Integrando podemos obtener las componentes de la velocidad

v, (t) =C, v, (t)=-gt+C,
v, (0s) =C, =v,.cos(d) v, (0s) =C, =v,.sen(0)
v, (t) = v,.cos(0) v, (t) = —g.t+v,.sen(6)

Con estas componentes podemos escribir el vector velocidad del proyectil

V(t) = v,.cos(0)1 +[— gt +v,.sen(d)]} ]
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Integrando nuevamente obtenemos las funciones de movimiento para las coordenadas

X(t) =v,.cos(0)t+ D,
X(OS) = DX = X0
X(t) = V,.cos(6).t + X, y(0s)=D, =y,

y(t) = —% g1’ +v,.sen(@)t+D,

y(t) = —% g% +v,.sen(@)t +y,

Por lo tanto el vector posicion del proyectil es

a

F(t) = [v,.cos(0) 1+ x, Ji + {—% g.t? +v,.sen() 1 + yo}j

Si la Gnica informacion de la que disponemos del movimiento de un cuerpo es su
trayectoria no podemos construir a partir de ella sus funciones de movimiento; sin
embargo podemos obtener alguna informacion sobre sobre dicho movimiento. Sabemos
que en cada punto de la trayectoria el vector velocidad sera tangente a la misma, pero no
podemos decir en qué sentido la esta recorriendo. Al igual que con el vector velocidad
también podemos dar alguna informacion sobre el vector aceleracion. Abajo les
mostramos dos posibles trayectorias y les damos como informacién adicional que la
trayectoria a) es recorrida de izquierda a derecha y la b) en sentido antihorario. En un
punto de cada trayectoria les graficamos seis posibles vectores aceleracion y les
pedimos que analice cudl o cuales pueden ser vectores aceleracion y cuales no
justificando tus afirmaciones. Al final del apunte est& un analisis de este ejercicio.

a)
Y 4

»

@]
Xvy

@]
Xy
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Capitulo 10

Movimiento circular

El movimiento circular es un caso particular de un movimiento en el plano en el
cual la trayectoria es una circunferencia, o parte de ella. Si para describirlo se elige un
sistema de coordenadas cuyo origen coincida con el centro de la circunferencia la

trayectoria puede ser descripta en coordenadas cartesianas por la ecuacion x° +y? =R?,
mientras que en coordenadas polarespor p=R y 8 =0(t).

a
Tan

El vector posicion de una particula que realiza un movimiento circular expresado
en coordenadas cartesianas es

><"

-R

F(t) = R [cos(a(t)) + sen((1)). ]

derivando obtenemos la velocidad del cuerpo
v(t) = R.[— sen(6(t)). ch.l“ +cos(O(t)). ?jf j}

v(t)=R. ‘jjf.[— sen(A(t)).1 + cos(O(t)). ]

la derivada con respecto al tiempo de la funcion de movimiento angular (&t)) la

: : dée
denominamos velocidad angular y la denotamos por @ = e ; entonces

v(t) = Rw[-sen(6(t)).i +cos(A(t)).j] (v|=Rw)

Obtenemos el vector aceleracion derivando el vector velocidad

a(t) = R.‘jj—ct".[— sen(0(t))F +cos(A(t)).j|+ R.w.[— cos(e(t)).(i—f.f - sen(@(t)).z—tg.j}
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. . . L dw
la derivada respecto al tiempo de la velocidad angular es la aceleracion angular y = Y

y podemos escribir el vector aceleracion como
a(t) = Ry - sen(0(t)) +cos(6(1)). |- Rw? [cos((t)) £ + sen(o(1)). ]

Podriamos escribir este vector de manera que aparezca una Unica componente en la
direccién x y una unica componente en la direccion y

a(t) = —R[y.sen(0(t)) + w?.cos(0) |i + R[y.cos(0(t)) — w* sen(0t)) ] j

Sin embargo veremos que la primera forma en que fue escrita la aceleracién es méas
interesante.

V4

-
%

Si realizamos el producto escalar entre el vector posicion, correspondiente a un sistema
de coordenadas con origen en el centro de la circunferencia, y el vector velocidad
vemos que

<l

-

><"

r(t) e v(t) = Rcos(O(t))F + sen(A(t)).j]. R |- sen(B(t)). + cos(O(t)). ]

r(t) e v(t) = R%w |- cos(A(t)).sen(A(t)) + sen(A(t)).cos(O(t))]
rt)ev(t)=0

lo que implica que en un movimiento circular el vector posicion es siempre
perpendicular al vector velocidad (r(t) L V(t)). Si la componente tangencial del vector
aceleracion tiene la direccién de la velocidad entonces la componente normal tendra la
direccion del vector posicion. Si analizamos la expresion del vector aceleracion vemos
gue esta escrito como una suma de dos vectores, donde cada uno de estos vectores es un
versor multiplicado por un escalar. La parte vectorial del primer término de la
aceleracién es idéntica a la parte vectorial de la velocidad y por lo tanto podemos
identificar este término con la aceleracion tangencial.

4, (t) = Ry [ sen(0(t)) £ + cos(a(t)). ]]
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Mientras que la parte vectorial del segundo término de la aceleracién es igual a la parte
vectorial del vector posicion, entonces podemos identificar a la componente normal de
la aceleracidn con este segundo término.

a, (t) = —R.w? Jcos((t)) £ +sen(0(1)). ]

Para verificar esto calcularemos las componentes tangencial y normal de la aceleracion
mediante las expresiones &, =(aV)V y a, =a—a&, como fue descripto en el capitulo
anterior. Para este caso particular el versor velocidad (V) es

V= % = % [-seno®)i + cos(o). i)
a=aev=a. = R.y.lz))l
entonces
a, = Ry |- sen(0))§ +cos(A(1)). ]
y

a,(t) =d—4, =—Ra’[cos(A(t)F +sen(6(t)). ]

Como vemos las expresiones para la aceleracion tangencial y normal son las mismas
que habiamos deducido anteriormente.

Ahora describiremos el movimiento circular utilizando coordenadas polares.
Para hacerlo de manera vectorial es necesario definir los versores correspondientes a las

coordenadas polares que denominaremos U, y U,. Los versores en un sistema de
coordenadas ortogonales son vectores ortogonales, de mddulo uno que tienen la

direccién y sentido en que crece cada coordenada; por lo tanto en el caso de las
coordenadas polares tenemos

yA
G
a, y
p =1
A pLT
J
g \
O I X

118



El vector posicion escrito en coordenadas polares es
r(t)=p(t)4,
y en el caso particular del movimiento circular el vector posicion es

rit)=Ra,
Para calcular la velocidad debemos derivar el vector posicion respecto del tiempo. Hasta
ahora habiamos derivado vectores cuyas componentes estan escritos en coordenadas
cartesianas, donde los versores son constantes en médulo y direccién y por lo tanto su
derivada respecto al tiempo es cero. Sin embargo, como se observa en la figura, en un
sistema de coordenadas polares los versores modifican su direccion cuando cambia la
posicion del cuerpo cuyo movimiento describimos.

yA

(=)

(=Y
Y

r(t,) ﬂj r(t,)

O

—oy
v

Por lo tanto los versores del sistema de coordenadas polares son funciones del tiempo y
hay que tenerlo en cuenta cuando efectuemos la derivada. Entonces, en coordenadas
polares, el vector velocidad es

dr _d da
Vv=—"=—(Rl,)=R—2
dt dt( 2 dt

Para poder continuar con nuestra descripcién del movimiento circular en coordenadas
polares debemos conocer a qué es igual la derivada de los versores respecto al tiempo.
Para ello escribiremos los versores polares en términos de los versores de un sistema de
coordenadas cartesianos.

a, =cos(d).i +sen(d).]

0, =—sen(@). +cos(d).]

v
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En estas expresiones lo que es funcion del tiempo es el angulo 6. Si derivamos respecto
al tiempo obtenemos:

da dé - dé -

£ = —sen(d).—.i +cos(8).—.
it (0) o (0) el
dl:i 2l a
dtp = a).[— sen(@). + cos(H).J]
da

p .

=l

a

dda, do - dé .
—2 =—co0s(0).—.1 —sen(8).—.
dt O 4 O

dditg = —a).[cos(e).f + sen(e).j]

dda, ol

dat 7

Aplicando estos resultados, la velocidad de un cuerpo que realiza un movimiento
circular en coordenadas polares es

V=Rawl,

Es evidente, a partir de esta expresion del vector velocidad, que r(t) Lv(t). Para
calcular el vector aceleracion debemos derivar la velocidad respecto al tiempo

dv d
d=-—=-(Rou
dt dt( @4)

a-R 920 +Rw 3%
dt dt

a=Ryu, - R.a)z.up

En esta expresion del vector aceleracion es claro que la componente en la direccion del
versor U, es paralela a la velocidad y la componente en la direccion G, es normal a la

velocidad, por lo tanto.
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a, =Ry,
= 2 A
a,=-Ro"0,

La componente normal de la aceleracion tiene la direccion -0, es decir que apunta

hacia el centro del circulo (parte concava de la trayectoria). Esta componente de la
aceleracion que es la responsable de la modificacion de la direccion de la velocidad en
el movimiento circular y recibe el nombre de aceleracion centripeta.

Veamos que estas expresiones son totalmente equivalentes a las obtenidas en
coordenadas cartesianas. El vector velocidad es

V(t) = R.a).[— sen(A(t))4 +cos(O(t)).] ]

donde podemos identificar el versor 1, =-sen(d).i +cos(d).j ; por lo tanto resulta

V =R.wl, que es la expresion obtenida cuando trabajamos con coordenadas polares. Si
analizamos el vector aceleracion en coordenadas cartesianas su expresion es

a(t) = Ry sen(a()§ +cos(A(t)). } |- Ra? [cos(@(t)) £ +sen(o(t)). ]

donde podemos identificar a los versores polares u,, [a, =cos().i +sen(d).j], y Uy,

[u, =—sen(6).i +cos(d).]]. Haciendo los reemplazos obtenemos a=R.y.0, —R.»’.0,
que es la expresion obtenida cuando trabajamos en coordenadas polares.

Analicemos un ejemplo simple. Para
la preparacion de pilotos y astronautas se los
introduce en dispositivos que pueden girar a
gran velocidad de manera de exponerlos a
grandes aceleraciones en el plano horizontal
como el mostrado en la figura. En este tipo
de experimentos se acostumbra expresar las
aceleraciones lograda en términos de la
aceleracion de la gravedad G (G=9,8 m/s?).
Una persona tiene distinta tolerancia para
aceleraciones verticales u horizontales. En
promedio la méxima aceleracion vertical
hacia arriba que puede soportar una persona es 5G pero utilizando trajes antigravedad
este limite es de 10G y cuando desciende la maxima aceleracion soportada es entre 2G y
3G. Cuando la aceleracién es en la direccion horizontal la méxima aceleracion
soportada es de aproximadamente 20G. Este dispositivo de entrenamiento puede lograr
aceleraciones de hasta 30G. El radio de la trayectoria que describe el individuo de
prueba es de 6 m y la aceleracion angular y = 0,3 s. Con esta informacion, y sabiendo
que el simulador parte del reposo, calculemos:
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a) ¢Cual debe ser la velocidad angular del simulador cuando la aceleracién centripeta
sea 20G?

La aceleracion centripeta es

2
d, =-Ro"0,

a,|=Ro®

. _F_ 20G
™R \6m

reemplazando los valores obtenemos
o,,, =5715s™
b) ¢Cuanto tiempo demorara el simulador en alcanzar esta velocidad?

Sabiendo de la aceleracion angular es constante y que el sistema parte del reposo
podemos obtener la velocidad angular en funcién del tiempo.

7/20,33_2
wzfydt =yt

Ahora podemos determinar cuanto tiempo demora el simulador en alcanzar la velocidad
angular deseada

t _ a)max

/4

max

t. =19052s

c) Sabiendo que luego de alcanzar la velocidad angular maxima esta se mantiene
constante, de la expresion de la aceleracion que experimenta el individuo de prueba
en coordenadas polares.

Para tiempos menores a tmax hay aceleracion angular y por lo tanto el vector aceleracion
tendra una componente tangencial y otra normal. Para tiempos mayores a tpax la
velocidad angular es constante y la aceleracion s6lo tendrd una componente normal.

Ry, — R.a)z.up t<t
a(t) =
-RwZ, 0, t>t
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Reemplazando obtenemos

Ry, -Ry>*t’n,  t<t,

a(t) =
~Ry%t2, 0 t>t

d) Calcule el valor del mddulo de la aceleracion en instante que se alcanza la velocidad
angular maxima, justo antes de que esta sea constante.

En un instante infinitésimo antes de que sea constante la velocidad angular (t'max)

tenemos las componentes tangencial y normal del vector aceleracion. Para ese instante
tenemos

_ 2
alt)=Ryu, —Ry*t . a,

a0/ (R +[rr V]

a(t)| = 196,008 = 20,001G
S
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Capitulo 11

Cambio de coordenadas

Analicemos qué relacion existe entre las coordenadas correspondientes a dos
sistemas de referencia diferentes denominados Sy S’. Solo analizaremos el caso en que
los sistemas de referencia son ortogonales y tienen sus ejes paralelos entre si. La
coordenada de un punto P del plano en los dos sistemas serd (xy) y (x’»’),
respectivamente.

A
Yy
yA

(xy)

_________________________________ P ) )

S AR
oo

0] Xo’ X 'x

El origen del sistema S”, visto por el sistema S, tiene coordendas (X0, Yo-); mientras que
el origen del sistema S respecto al sistema S’ tiene coordenadas (x o, y o). A partir de la
gréfica se desprende que se verifican las siguientes relaciones entre las coordenadas de
los sistemas S y S’

Xor ==Xo Yo="Yo
X =X"+X, y=Y4+Yo
X'=X—Xo y'=Y—Yo
X=X=Xo y=Y-Yo

De esta manera quedan dadas las relaciones entre las coordenadas de un punto medidas
desde ambos sistemas.
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Analicemos esto mismo pero usando vectores posicion. Denominemos:
I : vector posicion del punto P respecto a O;
r': vector posicion del punto P respecto a O’;

I, : vector posicion de O’ respecto de O;

I's - vector posicion de O respectoa O’ (r'y =—T,).

yA

v

v

O X

Del grafico se ve que se verifica la siguiente relacion vectorial:

r=r'+r, 0 bien F=r+r,
de aqui resulta:
r=r-r,, o r=r'-r,

Si el cuerpo, cuyas coordenadas estamos indicando, esta en movimiento con respecto a
los sistemas O y O’ las funciones vectoriales de movimiento seran ¥ =r(t) y r'=r'(t).

Analicemos los siguientes casos:

1) Supongamos que el sistema O no se mueve respecto de O’. Entonces las relaciones
son:

125



r'e)=r()-r, 0 r)y=r't)—r,
y a la velocidad del cuerpo vista desde ambos sistemas la podemos obtener derivando el
vector posicion respecto al tiempo

dF(t) dF(t) dr, dF(t) dF () dry
dt  dt dt y dt  dt dt

pero como los sistemas estan en reposo uno respecto al otro se cumple que

' dro.  dr'g
I, =—T'g=cte y por lo tanto T 0, entonces resulta

V() =v'(t)

Como vemos en este caso la velocidad del cuerpo con respecto a O es la misma que
respectoa O’

2) Supongamos ahora que el sistema O estd en movimiento respecto de O’. En este caso
tendremos

ro=rM-r o rO=r®-ro@

y la velocidad sera

dr'(t) _dr(t) dry o dr(t) _dr'(t) dr,
dt  dt  dt dt ot dt
como % =V(t) es la velocidad del cuerpo visto por el sistema O, drd_t(t) =V'(t) esla

: . dr, . .
velocidad del cuerpo visto por O, d—? =V, la velocidad del observador O’ vista por el

dr . .
observador O y d—tO:\To la velocidad del observador O vista por O’ (V'y=-V,)
tenemos
v'(t) =v(t)—v,. 0 V(t)=v'(t)-V',
Estas relaciones vinculan las velocidades de un cuerpo observadas por dos
sistemas diferentes que se mueven uno respecto del otro. La relacion entre las

velocidades suele denominarse Teorema de adicién de velocidades.

Estas transformaciones incluyen a las transformaciones de Galileo que supone
que la velocidad relativa entre ambos sistemas es constante, es decir v, =-v'y =cte;

por lo tanto r, =V, t+T1,.(0) con lo cual la relacion entre las coordenadas del cuerpo
descriptas por los dos sistemas sera

r')=rt)-v, t-r,(0)
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Analicemos un ejemplo. Supongamos que en una ciudad esta lloviendo y no hay
viento a nivel de superficie. Una persona que esta en una parada de omnibus vera que
las gotas caen verticalmente, pero ,como las vera caer otra persona que viaja en un
automovil?

ok /

Los dos sistemas de referencia son la persona en la parada de 6mnibus (S) y la persona
que viaja en el automavil (S”). La velocidad de la gota vista por el sistema S sera

V=V, =V, ]

(de acuerdo al sistema de coordenadas graficado vq < 0), mientras que la velocidad del
auto respecto del sistema S sera

Vo =V, =V, I
(en nuestro caso sera v,>0). Utilizando la expresion que relaciona la velocidad vista por
ambos sistemas (Vv'(t) =v(t) —v,. ) podemos obtener cual es la velocidad de la gota vista

por la persona que viaja en el auto, la cual resulta

V=V, =V, J-V, I
Realicemos un diagrama vectorial cualitativo para ilustrar mejor como es la direccion en
la que el conductor del auto ve caer las gotas el conductor del auto.

Veamos otro ejemplo. Un vuelo debe unir la ciudad A con la ciudad B (situada al
norte de A). El piloto fija el rumbo hacia el norte mientras el avion vuela a una
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velocidad de modulo v, respecto al aire en reposo. El informe meteorolégico informa
que hay viento en direccion oeste-este cuya velocidad es de modulo vy, respecto a tierra.
¢Podré el piloto lograr su objetivo?

Como vemos aqui los datos estan referenciados a dos sistemas diferentes. La
posicién de las ciudades y la velocidad del viento estan dados respecto a un sistema fijo
a tierra (sistema O); mientras que el modulo y la direccion (dada por la brajula) de la
velocidad del avidn estan referenciados a un sistema fijo al aire (sistema O’). Hagamos
un diagrama de la situacion planteada

B e
yA
A
Yy
Vav
v
T,
|
Ae
o’ 'x ’
0] X

Utilizando los sistemas elegidos en la figura podemos escribir:

Velocidad del avion respecto al viento (v'(t)) : v,, =V, ]
Velocidad del viento respecto a tierra (V,.): V,; =V, i

Utilizando la expresion que relaciona la velocidad de un cuerpo visto por dos sistemas
diferentes de coordenadas ( v(t)=v'(t)-v'y,) y sabiendo que V', =-V, podemos

escribir
VaT = Vav + va
reemplazando obtenemos

Como vemos el vector velocidad del avion, visto desde un sistema fijo a tierra, tiene
componentes en las direcciones de iy j. Pero como el avion parte de la ciudad A, y las
ciudades A y B estan en la direccion sur-norte, para llegar a la ciudad B el vector
velocidad del avién sélo deberia tener componente en la direccion de j. Lo que ocurre
es que si el piloto pone direccion al norte los motores o mueven en esta direccion pero
el aire lo hara moverse también en la direccion del viento. Considerando esto podemos
prever que el avion no llegara a su destino.

Ahora nos preguntamos qué direccion tendria que fijar el piloto para poder llegar
a la ciudad B. Es evidente que para viajar hacia el norte debe compensar el arrastre del
viento y por lo tanto la velocidad del avion respecto al viento debera tener una
componente horizontal como se muestra en la figura de abajo
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Para esta nueva situacion podemos escribir los vectores velocidades como:

Velocidad del avion respecto al viento (v'(t)) : v,, =—v, sen(6)i +v, cos(d) ]
Velocidad del viento respecto a tierra (v,,.): V,; =V, T

Sabemos que
VaT = Vav + va
y reemplazando obtenemos
V,; =—V, sen(@)i+v,cos(@) j+v,i

v, =[v, —v, sen(8)]i +v, cos(6) ]

Para que el avion viaje hacia el norte su velocidad vista desde un observador fijo a tierra
s6lo debe tener componente en la direccién de j, y por lo tanto deberia ser v,; =v,; J.

Igualando ambos vectores obtenemos
v, J=[v, -V, sen(@)]i +v,cos(0) j
Igualando componente a componente resulta

0=v, —v, sen(d)
V,r =V, cos(6)

en este sistema de ecuaciones nuestras incognitas son var (mddulo de la velocidad del
avion respecto a tierra) y € (angulo que debe formar la velocidad del avion respecto al
aire con la direccion vertical, o sea la direccion que debe marcar la brajula).
Resolviendo obtenemos

sen(d) = Y

a

V,; =V, Cos(&)
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Capitulo 12
Localizacion de un punto en el espacio tridimensional

En los capitulos anteriores hemos descripto el movimiento unidimensional (1-
D) y bidimensional (2-D) de cuerpos puntuales, es decir que se mueven sobre rectas o
en un plano. Ahora estamos interesados en describir el movimiento de cuerpos en el
espacio tridimensional (3-D). De manera similar a lo que hicimos en la descripcion de
los movimientos 1-D y 2-D, lo primero que debemos hacer es determinar de manera
univoca la posicién de un cuerpo en el espacio tridimensional.

Sistema de coordenadas cartesianas ortogonales

Este sistema es similar al que utilizamos para definir la posicion de un cuerpo en
el plano, sélo que agregaremos un nuevo eje, el cual es perpendicular a los dos que
definen el plano, en el cual se especifica la altura a la que se encuentra el cuerpo
respecto al plano de referencia. Esta nueva coordenada la llamaremos z. Por lo tanto
para definir la posicion de un punto en el espacio tridimensional deberemos especificar
una terna de valores que corresponden a las tres coordenadas del cuerpo en el espacio
como se observa en la figura.

dAO .(Xaaya,za)

Ya

La distancia que existe entre un punto en el espacio, de coordenadas (Xa,Ya ,Za), Y
el origen O (dao) esta dada por la expresion:

d,o :5,3\:\/xa2+ya2 +2,°

Dados dos puntos en el espacio A; y A, de coordenadas (X1,y1,21) Y (X2,¥2,22)
respectivamente, la distancia d entre ellos es la longitud del segmento A A, que une
ambos puntos y esta dada por la expresion:

d= \/(Xz —%,)? + (Y, —¥,)* +(z, —2,)*
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Vector posicién

También podemos identificar un punto P del espacio tridimensional, de
coordenadas (x,y,z), mediante un vector r que tenga su punto de aplicacion en el origen
del sistema de coordenadas y su extremo en P.

Las componentes de este vector r son las coordenadas cartesianas de P; es decir
K=X ry=yyr, =z

Por lo tanto al punto P y al vector r lo podemos definir por

F=xi+yj+zK,

donde k es un versor en la direccion del eje z. Cuando identificamos con este vector r
el punto del espacio donde se encuentra ubicado el cuerpo, cuyo movimiento estamos
describiendo, a este vector lo denominamos vector posicion.

Funcion vectorial de movimiento

Como hemos visto la posicion de un punto en el espacio puede ser dada por un
vector denominado “vector posicion del punto”; si el cuerpo se mueve Su vector
posicion variara con el tiempo y, por lo tanto, en cada instante de tiempo tendremos un
vector posicion. Es decir que el vector posicion sera una funcién del tiempo

F =7 (t)

Si referimos el vector posicion a una base ortogonal coincidente con el sistema de
coordenadas cartesiano ortogonal podemos escribir

F(t) = Xx(t) T+ y(t) j+z(t) K

donde x(t), y(t) y z(t) son las funciones de movimiento del cuerpo en coordenadas
cartesianas. Por lo tanto podemos describir el movimiento de un cuerpo en el espacio
por medio de la “funcion vectorial de movimiento” r(t).
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Velocidad y aceleracion en el movimiento tridimensional

Definimos la velocidad del cuerpo, de igual manera a como lo hicimos cuando
analizamos el movimiento de un cuerpo que se mueve en el plano (2-D), como el limite

de la velocidad media cuando At tiende a cero, es decir:

lim r+At)—r()  lim 7

v(t) = =
At —0 At At —=0
_ dr(t)
V(t)=—=
(t) ot
\7(‘[):%|A+Q j+$|2
dt dt dt

Podemos escribir el vector velocidad en sus componentes cartesianas

V() =V, () T +v, (1) J+v, () K

donde identificamos

dx dy dz
ty=—" , v (t)=— t)=—
V=" 0=y V0=

Como vemos, al igual que el vector posicion, el vector velocidad es una funcién
vectorial del tiempo.

De manera similar a lo realizado en el movimiento en el plano también podemos
definir el vector aceleracion para el movimiento tridimensional como

dv _ lim AV lim o v(t+ A - V(t)
dt

G=— = 2t
At >0At At—>0 At
. d|dr d’r
a=—|—|=
dt| dt | dt?

Si el vector posicion r esta expresado en término de sus coordenadas cartesianas,

F=xi+V.]+zk, resulta
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d?z
dt  dt?

a ,oa =
*odt dt? Yoodt o dt?

a=a,l+a,.j+a,k

Sabemos que podemos expresar a un vector como un escalar multiplicado por un
versor; y en el caso particular de la velocidad podemos escribir v(t) = v(t).v(t), donde
¥(t) es un vector tangente a la trayectoria. Tanto el médulo como la direccion del vector
velocidad pueden variar con el tiempo; entonces tenemos:

at) = dt = 4 v eo]

dv (t) av()
dt

a(t) = V() +v(t).— =

Vemos que esta expresion de la aceleracion contiene las dos componentes que ya hemos
identificado en el caso de movimiento bidimensional.

a=4a,+4a

dv(t)

d (t) =4, (t) = V(t)

a (t)=a, (t) =vr). Y d‘?(t)

Entonces podemos expresar al vector aceleracion en término de dos componentes cuyos
efectos sobre el vector velocidad estan bien diferenciados, la aceleracion tangencial

(d,) responsable de modificar el médulo del vector velocidad y la aceleracion normal

(@, ) responsable de modificar la direccion del vector velocidad. En el caso

tridimensional el vector aceleracion normal se encuentra sobre el plano formado por los
vectores velocidad y aceleracion.

Sistema de coordenadas cilindrico y esférico

Hasta ahora hemos analizado el movimiento tridimensional descripto en un
sistema de coordenadas cartesiano. Sin embargo hay ciertos movimientos que, por su
simetria particular, es mas simple su descripcion desde otro tipo de sistema de
coordenadas diferente al cartesiano. Esto es similar a lo que ocurre en la descripcion de
un movimiento circular en el plano, el cual es mas simple de analizar utilizando un
sistema de coordenadas polares. Existen muchos sistemas de coordenadas posibles pero
analizaremos s6lo dos, el cilindrico y el esférico.
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a) Sistema de coordenadas cilindrico:

Este sistema utiliza un sistema de coordenadas polares para ubicar un punto en el
plano e incorpora un eje z para determinar la altura del punto respecto a un plano de
referencia. Para definir la posicion de un punto en el espacio en un sistema de
coordenadas cartesianas se debe especificar los valores de la terna (x,y,z) mientras que
en coordenadas cilindricas los de la terna (p,6,z)

A

7 |~

RN (X,y,Z)

~

e (062)

<V

La relacion entre el sistema de coordenadas cartesianos y cilindrico es

p=1x+y? X = p-cos(0)
@ =arctg(y/x) y = p-sen(6)
7=1 (p>0 0<60<2r)

Para calcular la velocidad y aceleracion en coordenadas cilindricas debemos
tener en cuenta que los versores en las direcciones py @son funciones del tiempo.

~

r=p-0,+zk
. dp . da, dz
V=—o->0 +p- +—-k
gt P Tt e
: di, do . . . :
Sabiendo que dtp =E-u9 =6-0,, lavelocidad resulta

V=p-0, +p-0-0,+2-k

Si derivamos nuevamente respecto al tiempo podemos obtener la expresion para
el vector aceleracion

_dp . . du, dp . . do . dd, dz -
a=—-U0 +p- +——=.00,+p-—-0,+p-0-—2+—k
at 2P g T oTP G TP T e
di, do . . 5 .,
Como TS U, =-6-0, tenemos que la expresion para el vector aceleracion es
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a=p-0,+2-p-6-0,+p-0-0,—p-0>-0, +z-K

a=(p-—p-0°)-0,+(2-p-0+p-0)-0, +2-K

Veamos la descripcion de algunos movimientos en un sistema de coordenadas
cilindrico:

a) Supongamos que las funciones de movimiento son:

En coordenadas cilindricas: En coordenadas cartesinas
r(t)=5m x(t) =5m.cos(2s ')
o(t)=2s7"t y(t) =5msen(2s 1)
m
2(t) =057 1 2(t) = 0.5 ¢
S

Como vemos la expresion de las funciones de movimiento es mas simple en un sistema

de coordenadas cilindrico que en coordenadas cartesianas. En la figura se muestra la
trayectoria correspondiente a este movimiento.

Z [m]

b) Si las funciones de movimiento son:

En coordenadas cilindricas: En coordenadas cartesinas
r(t) =50t X(t) = 5%.t.cos(2 s1)
S
_ -1

o(t)=2s"1 y(t) = 51t sen(2s™1)

m S
z(t) =0.5—1t m

S z(t)=0.5—1t

S
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La trayectoria del movimiento seria la mostrada en la figura de abajo

Z[m]

b) Sistema de coordenadas esférico:
En el sistema de coordenadas esférico, para determinar la ubicacion de un punto

en el espacio, se debe especificar la terna de valores (p,6,4) que corresponden a las
coordenadas mostradas en la figura

ZA

(xy.2)
(p)a¢)

< Vv

La relacién entre el sistema de coordenadas cartesianos y esférico es

p= \/m X = p-sen(d)-cos(¢)
O =arctg(./x* +y*/z) y = p-sen(d)-sen(¢p)
g =arctg(y/x) z=p-cos(d)

p>0 Oses% 0<g<2z
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El vector posicién en coordenadas esféricas es

F:p-l]p

Para obtener el vector velocidad debemos derivar el vector posicion respecto al tiempo
y resulta

- dp A dljp
V=—"1 +p-
dat e TP g
en coordenadas esféricas
da ¢ -
Z=—.0,+send U,=6-0,+send-¢-U
dt d d

la velocidad resulta
V:p-0p+p-é-0g+p-sem9-¢5-a¢

Si derivamos nuevamente respecto al tiempo podemos obtener la expresion para
el vector aceleracién en coordenadas esféricas

ﬁdpA 4, dp o do . . dd, dp -
a=— 4+ T .0. —_ - —2 4+ L .sen(@)- o -
g o P dt+dt YT N TP T ©)-4-0,+
dg . . da,
for cos(H) — ¢ ;T p-send- -u¢+p-sen(9)-¢-w
Como
dd, de . dg . . T
—+=——-0,+cos(@d)-— U, =—60-0_+cos(d)-¢-0
dt dt 7 © dt * ? ©)-¢-0,
y
da de é .
P ~ I ~ ~
—=——"-5en(f)-u,——-cos(@)-u, =—¢-\sen(d)-u_+cos(f)-u
= Sen(0) 0, ~—F-c0(6) -, = ~-(sen(6) -4, +cos(0) -G, )

el vector aceleracion es

a= ?j/;-ljp+p-(9-09+Sen9-¢-ﬁ¢)+%—f-9-ﬁa+p-%-09+p-9-(—9-ﬁp +cos(6) - ¢-4,)
9o

sen(6) - ¢ -G, +p-cos(0)-%-¢5-0¢+p-sen¢9-d—¢- i, —p-sen(d)-§* -(sen(H)-l]p +cos(6) -4, )

Separando en cada una de las componentes resulta
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§=(,b—,0~92 —p~Sen2(9)-¢2)~Gp+(2',b-6.’+p-é—p-sen(¢9)-COS(@)-¢2)'09+
(2~p~sen(9)-¢5+2-p-cos(9)~¢3~9+p-sen(9)-g}5)~0¢

Veamos unos ejemplos simples de movimientos de cuerpos puntuales descriptos

en un sistema de coordenadas esférico:

a) Si las funciones de movimiento son

En coordenadas esférico:

En coordenadas cartesinas

rit)=2m
O(t) =3s™t
pt) =4st

X(t) = 2m-sen(3s"t) -cos(2s".t)
y(t) = 2m-sen(3s't)-sen(2s 1)
z(t) = 2m-cos(3s .t

el grafico de la trayectoria es

b) Supongamos ahora que todas las funciones de movimiento en coordenadas esféricas

son funciones lineales del tiempo

En coordenadas esférico:

En coordenadas cartesinas

r(t) =32 ¢
S

O(t) =5s7t

p(t) =257t

x(t) = 3My. sen(5s"t)-cos(2s7t)
S
m a a
y(t) =3—t-sen(5st)-sen(2st)
S

2(t) :S%t-cos(Ssl.t)
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la trayectoria es:

Z [m]

Como vemos funciones de movimiento muy simples en coordenadas esféricas
corresponden a la descripcion de movimientos complejos.
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Respuesta al ejercicio planteado en la pagina 115

Trayectoria a):

Como se ve en la figura esta es una trayectoria rectilinea; por lo tanto el vector
velocidad no cambia de direccion. Si el vector velocidad no cambia de direccion implica
que no existe ninguna componente normal a la trayectoria del vector aceleracion. Por

esto podemos asegurar que los vectores &, , d,, &,y &, N0 pueden representar vectores
aceleracion pues tienen componentes normales a la trayectoria. En cambio los vectores
a,y a,son tangentes a la trayectoria y pueden representar vectores aceleracion posibles.
Si la trayectoria se recorre de izquierda a derecha el vector aceleracion a, tiene el
mismo sentido que el vector velocidad y originard un aumento del médulo de la misma.
En el caso del vector a, tiene sentido opuesto al del vector velocidad y por lo tanto
generara una disminucion del médulo del vector velocidad.

Trayectoria b):

En este caso particular vemos que el cuerpo recorre una trayectoria circular en sentido
antihorario. Como la trayectoria no es rectilinea el vector aceleracion debe tener una
componente normal a la trayectoria. Por esto los vectores & Yy &, no pueden
representar vectores aceleracion posibles pues ellos son tangentes a la trayectoria y no
poseen una componente normal. También habiamos visto que la componente normal de
la aceleracion siempre debia apuntar hacia la parte concava de la trayectoria para
generar los cambios observados en el vector velocidad. Debido a esto los vectores a; vy

d, no pueden ser vectores aceleracion posibles pues sus componentes normales
apuntan hacia la parte convexa de la trayectoria, los vectores a, y &, poseen
componentes normales apuntando hacia la parte concava de la trayectoria y por lo tanto
pueden ser posibles vectores aceleracion. El vector &, tiene componentes normales y
tangenciales distintos de cero y por lo tanto generaran una modificacion del médulo y
direccion del vector velocidad. El vector &, pareceria ser normal a la trayectoria y por

lo tanto su componente tangencial sera cero y generard que se modifique la direccién
del vector velocidad sin alterar su madulo.
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