FUNCION ZETA DE RIEMANN
(USO Y TEORIA CLASICA)

PABLO PANZONE

RESUMEN. Probaremos, haciendo uso de la funcién zeta de Riemann, el siguiente
teorema clésico: la cantidad de primos entre 1 y x es aproximadamente - . Daremos
algunas aplicaciones extras de esto y miscelénea.
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1. INTRODUCCION

El Teorema de los Numeros Primos (TNP) dice que si:

7(xz) = cantidad de primos p <z

entonces

Teorema 1 (TNP).

tim ™) g
T—00 m

Esto fue conjeturado por Legendre y Gauss. Fue probado en forma independiente
por Hadamard y De la Vallée Poussin.

Sia={a,},b={b,}, n=1,23,...

2. CONVOLUCION ARITMETICA

se define como:

axb=c={c,},
91

son dos sucesiones, la convoluciéon aritmética



92 PABLO PANZONE

donde {c,} es una sucesion y

Cp = g adb%.

dn
Es facil ver que valen las siguientes propiedades que se dejan al lector.

Lemma 2.1.
i)axb="bxa,

ii) (axb)xc=ax(bxc),
iii) ax (1,0,0,0,...) = a.

La convolucion aritmética es el andlogo del producto de Cauchy para series de po-
tencias, pero para series de Dirichlet, i.e. series de la forma

o0
Qn

f(s) = v

Asi el lector puede chequear que formalmente si g(s) = > oo, 22, f(s) = Y07 &
entonces

[ee] Cn
f(s)g(s) =) —.,
n=1 n
con ¢, definido como arriba.
La funcién
=1
C(S) - pa Ea

se llama la zeta de Riemann (conocida y usada por Euler). Es facil ver que define una
funcion analitica si Res > 1. Es, quizas, la serie de Dirichlet mas “simple” en algin
sentido.

Teorema 2.0. Sean f;(z) : Q — C, tal que Q) es abierto y las funciones son analiticas
alli de modo que Y =, fi(z) convergen casi uniformemente en 2. Entonces

(i) f(z) =T[2,(1+ fi(2)) converge casi uniformemente en S y es cero sélo si algun
factor es cero.

(11) si (14 fi(2)) # 0 para todo i,z € Q entonces

yERddEat

Demostracion. (idea) Basta probar que para una sucesion real a; > 0 tal que
Y a; < oo, el limite

Jin 1]+

existe pues
n

i=1
pues In(1 + a;) < a; si a; > 0y la sucesion [, (1 + a;) es creciente en n. El caso
general se deja al lector. 0
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Con este teorema se puede probar que (aqui y en adelante p se usa para primos)

() = [0+ ——).

p p_l

valido si Res > 1 de modo que ((s) # 0 para esa region. La igualdad de arriba sigue
de los productos parciales
H(1+1+ L=yt
ps p25 - ns’

p<m

donde la Z/ significa la suma sobre los naturales n divisibles solo por primos p < m
(algunos o todos).

Definicién. la funcion de von Mangoldt esta definida por:

log p sin =7p",
A =
(n) { 0 otro caso.

Se puede ver usando teorema 2.0 ii) que si Res > 1

(s ~*]n = Aln
(E RO S D VLTI

T s
p? p 1<e n=1
La siguiente identidad, que corresponde a —CC/((SS)) ((s) = —=('(s), es importante:

Lemma 2.2. Si L = {Inn}, 1 = {1} entonces
Ax1=1L.

Demostracion. > A(d) =rAlpr) + - +rA(pr) = Inn. O

dlpyt-pf=n
Finalmente damos la siguiente

Definicién. la funcion de Mdébious se define asi, (aqui p; son distintos primos)

(—1)f sin = pi - pe,
p(n) = 0 sip?/n,
1 sin =1.
Lemma 2.3.
0 sil<n
d p— 1 p—
2 mld) = px {1 sin =1,

dn
Demostracion. Se tiene que
Sk = Y ad 1= () ()=

d\pilmp;k:n d|p1---pr=n

de donde el lema sigue. 0
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El TNP se prueba usando los siguientes teoremas (usamos ~ significando que el
cociente tiende a 1 cuando x tiende a infinito)

Teorema 2.1.50n equivalentes:
i) TNP es decir 7w(x) ~

i) P(@) ~
iii) z::

Nota: nosotros vamos a probar la equivalencia entre i) y ii) y que iii) implica ii).
Esto es suficiente para probar TNP.

In(z)’

Teorema 2.2.
i) C(s) es analitica en Res > 0 y tiene un polo en 1 de orden 1.

i) ((14it) #0 ent # 0.

Teorema 2.3. Sea |a,| <1y F(z) =) %. Supongamos que F(z) tiene para cada
20, Rezg = 1 un entorno donde es analitica. Entonces la serie converge a F(z) en la
recta 1 + it.

Demostracion. (del TNP). Tomar

. 1
F(z) = Hn) = —.
—~ ()
Por el teorema 2.2 esta en las condiciones del teorema 2.3. Ademas F'(1) = 0. Luego la
siguiente serie converge con suma y 51) = (. Por el teorema 2.1 el TNP sigue. [

En las secciones probaremos estos teoremas.

3. METODO DE LA HIPERBOLA DE DIRICHLET

Una funcion f: N — R 6 C se llama una funcion aritmética (los coeficientes de una
serie de Dirichlet son una funcion aritmética). Conviene esta notacion pues definimos

=> f(n)

(F maytscula por “primitiva” de f. Idem con g y G).

Teorema 3.1.

Y Frglk)= > f(dG(x/d)+ > g(d)F(x/d) — F(x/y)G(y).

k<z d<z/y d<y

Demostracion. Como
D frak) =) > fld)g(dy),
k<z k<z di1d2=k

la suma en cuestion es la suma de los pares f(d;)g(dy) sobre los pares (di,ds) en N x N
debajo de la curva d;dy = x. Esto se descompone en tres factores y es el teorema (ver
figura 1). O
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Teorema 3.2 (formula de Euler). Si a,b son enteros y f(t) tiene derivada con-
tinua en el intervalo [a,b] entonces

b b
flat1) -+ f(b) = / (t — [)F (t)dt + / F(t)dt

Demostracion. Usar integracion por partes en f:“(t— (1) f/(t) dt conn = a,a+1,...,b.
0

Ahora daremos un par de ejemplos que seran importantes en lo que sigue pero que
son aplicacion directa de los teoremas de arriba.
Ejemplo 1: Usando el teorema 3.2 se puede ver que (f(t) = In(¢))

Zlnm: zlnz — 2+ O(Inz).

m<z

Ejemplo 2: Usando los teoremas 3.1 y 3.2 se puede ver que

21*1—2Zz/d _2ZZZZ_Z+O<\/_)
m<z d<+/z d<\/z
Pero usando la formula de Euler

t— |t
Z S=Inyz+1 —/ t2[ ]dt+0(1/\/2).
A<z
Observar que 1 — foo g = v es la constante de Euler.

4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.1

Demostracion que ii) es equivalente a i). Usaremos una funcién intermedia

:Zlnp.

p<z
Vale
() + (2 2) +I(@3) + o+ I(2MF) = (),
con k = [{22]. Pero
z'/?) Z 1 <Vzln(x)/2.
péf P<Vz
Luego

0 < ¢(x) —d(z) < cln®(2)V/e,

es decir ambas funciones son asintdticamente similares.

Por otro lado
Inp <1 — <1
Z np nxz g e m(x),

p<zx p<z
y ademas
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1 Inz T

R Inz —Inln’z In®x
53— <p<z
In“ 2

1 x
_ Inp+ <
Inz —Inln?z xz P Iz ~
In2 2 <p§:£
V(x) T
Inz —Inln’z  In’z’
De esto sigue la equivalencia. O

Demostracion que iii) implica ii): Definase

M(x) = p(n).

n<z

La siguiente formula se llama sumacion por partes

mo
Z by = An, (bno - bno+1) + (ano + an0+1)(bn0+1 - bno+2)+
no

e (ano +oot am0*1)<bm0*1 - bmo) + (a’no +ooet amo)me‘

Se puede ver usando esta formula que la condicion iii) del teorema implica M (x) =
o(z) (Sugerencia: u(n)/n = an, b, = n).

Definase

F(z) := Zlnz — 1% 1(2) + 2,
m<z

donde 7 es la constante de Euler. Se puede ver usando el ejercicio 1 y 2 de la seccion
3 que

Por otro lado usando
A—1=(L—-1x1)xp,
y sumando
Y(x) — [z] = Z(L—l*linl)*u.
m<zx
Pero usando el teorema 3.1:
T
Y(a) =[] =) F(E)u(m) + > (log(m) — 1x 1(m) + 2y) M (x/m)
m<y m<z/y
—F(z/y)M(y) — 27,

con 1l <y <uw.

El primer sumando es O(3_, ., /x/m) = O(,/7y).

Para el segundo, observar que (aqui M (z/m) < dx/m si x/m >y, § chico)

O( ) m-(6z/m)) = O(6a>/y).
m<z/y
El tercero es O(,/zy).
La eleccion de las variables involucradas es: si d es chico y zg es tal que M(z) < 0z
si zg < z. Sea zo/\/g < z, entonces elegir zy < Viox = y <.
Esta eleccion da
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y concluye la demostracion. 0

5. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.2

i) Por el teorema 3.2 con a = 1, f(t) = t~* sigue que

1 1 Y-t 1 pl—s
s dt —
Tt ( S)/l tsti 1—s+1—s’

si 0 = Res > 1. Haciendo b — oo da

6(6) = (=5) [ lat+ s/(s - ),

que es una formula valida para o > 0. 0]
ii) Se tiene que 3 + 4 cosx + cos 2z = 2(1 + cosz)?> > 0, y

9= e Y

p m=1

5)| = exp ZZ cos mtlnp

p m=l1

mpms

Luego

3 + 4cos(mtInp) + cos(2mt Inp)
mpma'

C(0)*|¢(o +it)*¢ (o +i2t)| = exp ZZ ),

p m=l1

es > 1con 1< o.8Si((l+it) =0 parat # 0 entonces como
¢(0)* =0((c —1)7%),
(o +it) =O((c — 1)).

Esto contradice la formula de arriba pues (1 4 2it) tendria un polo. O

6. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.3

[rez== [ s

donde —~ es la curva reflejo por el origen (no es la curva inversal).
Sea Rew = 1. Entonces

1
2miF(w) = / F(z+w){—+%}dez,
A+B =T

donde A, B son las curvas del dibujo 2.
También la suma parcial de F'(z) hasta N términos que llamamos Sx(z) da usando
la primer observacion y C es la curva reflejo por el origen (dibujo 2)

Observar que

1
2miSy(w) = / Sn(z+w){-+ %}dez =
A+C T

1 =z 1 =z
ERERUNE _ 42N
/ASN<Z+w){z+7’2} dz+/ASN( z+w){z+r2} dz,
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y restando
2mi(F(w) — Sy(w /{Fz+w) Sz + w2 + SINdat
/S (—z+ ){1+Z}N*Zd +/F( + ){1+ YN
- —z+w){-+— 2 z4+w){-+ = 2
AN z r? B z 72
=1+ I1I+1I1.
Peroi) 1 + 4 =2 si |z| =r,z =z +1y.
i) |1+ 5| <3+ 2%<2si Rez=—0,|z| <rcond>0.
iii) |[F(z4+w) — Sv(z+w)] < >N nllﬂ g ;° A= ——siz>0.

iv) |Sn(— Z+w)|<21 1m_fN dn_ — N° i x> 0.
Sea M el supremo de |f( )| sobre la curva A + B. Usando esto y

| / f] < supremo, | f| - long(y)
Y

tenemos que:

|I| < supremo sobre x de ——.— .N%rm = —.
r

Idem con integral II.
La integral III se separa en dos pedazos: los dos pedazos sobre el circulo que llamamos
IV de radio r y el otro sobre el segmento que llamamos V. Entonces

MAr
INO

Para las integrales sobre IV, se tiene parametrizando la curva respecto de x que (aqui
y(x) es la parametrizacion con —0 < z < 0)

M 1
\IV]<2/ M Nx\/l—i—y d:z;<6—/ |z| N¥dz < TEN

La eleccion de los pardmetros es asi: primero r grande, luego 0 pequeno de modo que
F' esté definida y luego NV grande. OJ

V] <

7. ALGUNAS APLICACIONES
Para lo que sigue notaremos a,, n = 1,2,3,... una sucesién de nimeros naturales.
Escribimos
!
an<x

Teorema 7. 5%
lim sup —A(Qx) — A)

= +OO7
x—+00 Inx

entonces para todo m natural existe un numero ¢ natural tal que

a, + ¢,

es un numero primo al menos m veces cuando n recorre los naturales.
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Demostracion. Sea

z(x) = nimero de soluciones de 0 < a,, — p < 2z (p primo).

Vale
A2z) — A 1
“(x) > (A2r)  Alx))(a) > DDA I s gy
nx x
con esta ultima desigualdad valida con x un valor grande. Es decir se puede encontrar
un entero ¢ perteneciente a [1,2x] tal que ¢ = a,, — p para al menos m primos p. [

Ejercicio: Mostrar que dados N, m > 2 existe ¢ (N, ¢, m naturales) tal que 2™ + ¢
representa /N primos cuando x varia en los naturales.
8. MISCELANEA

Algunos conjeturaron formas asintoticas ligeramente diferentes del TNP. Vale

Teorema 8.1. 5%
(D +o(1))x

Y(z) =Cx + log x

entonces C =1,D = 0.
Demostracion. Se tiene

rlogx — z + O(log ) = log[z]! = Z A(n)[%] =

n<zx

S Am(E -5 a3 M

nlx nlx

O(zx) + x{/j ¢t(2t)dt + ¢(x)} =

xz

1 o1 o1
—dt+D [ ——dt 1 dt}.
Olw) —i—m{C’/2 t * /2 tlogt + ol >/2 tlogt }

O

También se puede probar de manera totalmente elemental la siguiente desigualdad
que implica ¢ (x) < Cz (tomar logaritmos en la formula del teorema 8.2 y ver de-
mostracion de la equivalencia i), ii) del teorema 2.1).

Teorema 8.2. (Erdids) Vale

[Ir<4

p<n

Demostracion. Cierto para n = 2, 3. Induccién, suponiendo que vale para para todo
ntmero hasta n. Si n+1 es par entonces es cierto. Si es impar entonces n+1 = 2m+1.
Observar que (277:1) < 4™y que (2":7:’1) es un multiplo de todos los primos satisfaciendo

m+ 2 <p<2m+ 1. Luego

11 p§<2mm+1> [ p<a [[ p<em

p<2m+1 p<m+1 p<m+1
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8.1. Algunas cosas que se saben de la zeta de Riemann.
— Vale la formula espejo (Riemann). Si

s(s — 1)z
) = =T r (e,
entonces
£(s) =¢(1—s)
— De la formula espejo sale que tiene ceros simples en s = —2, —4, —6, ... (llamados

ceros triviales)
— Tiene infinitos ceros en la recta critica 1/2 + it (Hardy, 1914). Al menos 1/3 de los
ceros estan alli (Selberg 1942, Levinson 1974).

8.2. La Hipoétesis de Riemann es que todos los ceros estian en la recta
1/2 4 ¢t. Si notamos por

p=p+1iy
a un cero no trivial en la franja critica (0 < o < 1) y ponemos
NT)= ) 1,
p;0<~y<T

contando la multiplicidad del cero tenemos que (dado por Riemann y probado por von
Mangoldt)

T T T
o log o "=t O(log(T)).

— Hardy y Littlewood probaron que
C(1/2 +it)] < OF°),

y también

T
/ C(1/2 + it)2dt = O(TlogT).
1
— Si la Hipotesis de Riemann es cierta entonces vale para todo 0 < €
C(1/2 + it)] < O(t°).

Esta ultima condicién es conocida como la hipotesis de Lindelof.

— Existen muchas formulaciones equivalentes para la hipotesis de Riemann. Aqui
nombramos una de ella (Hardy-Littlewood 1918): La RH es equivalente a que la si-
guiente funcion es O(z~Y4) si  — oo

()"
; n!¢(2n+1)

8.3. Relacién entre la zeta y la distribucién de primos. Se tiene la siguiente

relacion. Recordar
W(x) = An) = logp.
p

n<x Tz
Entonces vale (Riemann probada por von Mangoldt) si 1 < z,

vle) = o= 305 ~log(2m) - 3

p

log(1 —x72).
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La hipotesis de Riemann es equivalente a

/ —+O (Vlogz),

o también a
Y(z) = 2 + O(Vzlog’x).
Demostracion. (idea) Vale la formula

_E((?)/ = i Sl s/loo(w(t) — )t dt.

O

8.4. Porqué puede ser importante saber la distribucién de primos?
— Respuesta: muchos problemas pueden resolverse sabiendo la distribucion de primos.
— Ejemplo: (Goldbach) Todo nimero impar suficientemente grande es suma de tres
primos (Vinogradov).
La demostraciéon usa la distribucion asintotica de primos en clases.

8.5. Algunos resultados recientes y curiosidades relacionadas con los pri-
mos.
— ; Existen formulas para primos? ;o algo parecido? RTA: Si.

Un ejemplo
— D!+ 1
F() = feost n =Ly
J
m(m) = -1+ Y F(j)
j=1
Aqui se usa el teorema de Wilson: j es primo si y solo si (j — 1)! = —1 (mod 7).

— Existe un polinomio explicito en 27 variables con coeficientes en Z tal que su
imagen positiva es exactamente el conjunto de los nimeros primos (relacionado al
10mo problema de Hilbert: existe un algoritmo para decidir si un polinomio de varias
variables con coeficientes en Z tiene solucion?)

— Una curiosidad: sean dos enteros tomados random. La probabilidad que sean primos
es 6/m2,
— Existen sucesiones aritméticas arbitrariamente largas de primos (Terence Tao).
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INTRODUCCION

A titulo de prefacio. El material de estas notas tiene como principal objetivo el
servir de apoyo para el cursillo homonimo de la quinta edicion de la Escuela Nacional
de Algebra. No hay ninguna pretension de originalidad en la redaccién de las mismas,
ya que por un lado su autor no es, ni de lejos, un especialista del area y, por otro
lado, existen hoy en dia excelentes referencias sobre el tema, algunas de ellas bastante
accesibles, escritas por algunos de los principales exponentes de éste.

El cursillo esté dirigido principalmente a estudiantes de doctorado y jovenes investi-
gadores. Pensando en los primeros, se ha hecho un esfuerzo especial para incluir detalles
en algunas de las construcciones bésicas y en la exposiciéon de los ejemplos.

Por otro lado, hubo si una cierta pretensién de escribir una introducciéon rapida y
minima, valga la redundancia, a las ideas de base de la teoria de los modelos minimales.
No esperamos sin embargo que este material pueda ser expuesto en su totalidad, mucho
menos asimilado, en la corta duracién prevista para el curso; la idea que nos motivo,
fue la de producir algo que vaya un poco més alla de un simple resumen de la teoria.

Con este fin, el desarrollo tedrico del tema principal viene acompanado de una serie
de ejercicios que tienen, como objetivo tnico y especifico, el de servir como apoyo al
mismo. En otras palabras, los ejercicios no estan propuestos para ayudar al lector en la

105
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asimilacion de los conceptos ni para ejercitarlo en la utilizacion de las herramientas que
va adquiriendo en el transcurso de la lectura; para este fin, el lector tendra que recurrir
a los libros texto de las referencias. El contenido de los ejercicios aqui es considerado
esencial para el entendimiento de lo que se pretende desarrollar y no son mas que
prerequisitos para esto y/o parte integrante de las demostraciones; es también por esta
razon que una gran parte de sus enunciados contiene sugerencias. Por lo tanto, aquellos
que sepan hacer los ejercicios, sea por conocimiento previo, sea porque se tomaron el
trabajo para ello, deberian de poder seguir sin mucha dificultad, es lo que esperamos,
el resto de las notas.

En lo que respecta a los conocimientos previos, necesarios para seguir la lectura de
estas notas: se espera que los lectores conozcan lo basico sobre geometria algebraica y
posean destreza en el manejo de los conceptos fundamentales, por ejemplo conociendo
el material de los primeros dos capitulos del libro de I. Shafarevich [Sh| o el capitulo I
del libro de R. Hartshorne [Ha|. Ademas, asumiremos que éstos tienen (por lo menos)
conocimientos vagos sobre divisores, haces y cohomologia de haces. Cualquier experi-
encia previa sobre la teoria de superficies proyectivas lisas seré, no obstante, de mucha
ayuda.

Describimos a continuacion el contenido de estas notas.

La seccion 1 estd dedicada a introducir gran parte de los prerequisitos necesarios
para el cursillo. Se incluyen aqui los conceptos de ciclo, divisor, forma de intersecciéon y
nociones relacionadas, asi como la formulacién de las principales relaciones entre todos
éstos. También hacemos una breve “revision” de la teoria de superficies proyectivas
lisas, donde enunciamos los teoremas fundamentales de que haremos uso mas adelante.

En la seccion 2 se desarrolla el programa de Mori en el contexto de las superficies
proyectivas no singulares. Para redactarlo seguimos, esencialmente, las notas de M.
Reid [Re] y el capitulo 1 del libro de K. Matsuki [Mal].

En la ultima seccion, se comentan rapidamente las diferencias que surgen en relacion
a la generalizacion de la teoria para el caso de dimension superior, apenas enunciando
los resultados mas importantes y se desarrolla una serie de ejemplos que esperamos
sirvan de motivacién para el abordaje sistemético de la teoria general.

Para terminar, dedicamos algunas palabras en relacién a las referencias sobre el
programa de Mori, que fueron utilizadas para escribir este material. Por un lado, nos
gustaria citar el libro de Olivier Debarre |De| donde, a nuestro entender, se encuentra
una excelente introducciéon al tema, en el contexto de variedades proyectivas no sin-
gulares de dimension arbitraria. Por otro lado, la teoria general se puede estudiar en
[KoMo| de Janos Kollar y Shigefumi Mori, dos de los mayores especialistas (y desar-
rolladores) del tema, escrito con la colaboracion de C.H Clemens y A. Corti; alli se
encuentra una exposicion muy buena aunque por momentos bastante arida, en nuestra
opinion. Finalmente, en el libro méas reciente [Ma|, de Kenji Matsuki, se encuentra un
material mas o menos equivalente al de [KoMo|, en lo que respecta a los fundamentos
de la teoria, pero bastante més digerido y donde se puede observar un esfuerzo mayor
en elaborar un libro texto, como lo sugiere ademas el tipo de edicion.

A titulo de introduccién. Dedicaremos unas palabras a explicar en que consiste el
Programa del Modelo Minimal de Mori.

En la clasificacion (birracional) de variedades proyectivas no singulares, dada una
clase de equivalencia birracional B(X) de una variedad compleja no singular X, digamos
de dimensién n, uno espera encontrar un representante de esa clase que sea lo més
simple posible.
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Por otro lado, si ¢ : X — X’ es un morfismo birracional no trivial (i.e. no es
isomorfismo), digamos con X’ también no singular, entonces ¢ contrae una subvariedad
Exc(¢) C X de codimension 1, a saber, el conjunto de los puntos = € X tales que la
aplicacion diferencial dy¢ : T, X — Ty X' no es un isomorfismo ([Sh, Chap. 11, §4.4,
Thm. 2]); las componentes irreducibles de Exc(¢) son las componentes (o divisores)
excepcionales de ¢. Por esta razomn, si pensamos en X como una variedad analitica real
de dimension 2n, las componentes excepcionales de ¢ son subconjuntos analiticos de
dimension real 2n — 2 y es intuitivamente evidente que

p(X) :=dim Hy, 2(X,Q) > dim Hy,, (X', Q) =: p(X’),

lo que es un fuerte argumento para pensar que la primera variedad es mas complicada
que la segunda.

Por lo tanto, si podemos identificar las subvariedades de codimension 1 que son
excepcionales para algin morfismo birracional, teniendo en cuenta las que dimensiones
de los grupos de homologia son invariantes (por isomorfismos) y tienen dimension
finita, uno puede sofiar con encontrar un elemento distinguido X, € B(X) tal que
p(Xo) sea minimal, en algin sentido, y esto podria indicarnos que el objeto obtenido
es el que buscamos. Luego precisamos preguntarnos si hay alguna relaciéon entre dos
tales objetos minimales en la misma clase de equivalencia birracional; si éstos fueran
isomorfos podriamos decir, ademas, que el objeto encontrado es “candnico”.

Por ejemplo, en el caso de superficies no singulares, es sabido que todo morfismo
birracional ¢ : X — X’ es composicion de un namero finito de explosiones de puntos,
digamos ¢ = ¢go---0¢y, con ¢; : X; = X1y X1 = X ([Sh, Chap. IV, §3.4, Thm. 4]).
En particular, para que una curva irreducible £ C X sea contraida por ¢, tiene que
existir ¢ tal que E; := ¢;_1 0--- 0 ¢1(E) sea la curva excepcional de la explosion de un
punto de X1, o sea, E; ~ P! y E? = —1; decimos por esto que F; es una (—1)-curva.

El razonamiento anterior nos muestra el camino para alcanzar el objetivo de nuestro
suefio. En otras palabras, en este caso (de superficies), para encontrar un elemento
distinguido en B(X), como el que procuramos, lo que hay que hacer es buscar una
(—1)-curva en X; = X si existe la contraemos y obtenemos ¢; : X; — Xs, que es
la explosion de X5 en un punto; luego recomenzamos con X,. Encontramos asi una
sucesion finita de morfismos birracionales

X=X, X, 2 X X = X

con m > £, de forma que X, € B(X) no tiene méas curvas excepcionales. Se dice que
Xo es una superficie minima. En general estas superficies minimas son canoénicas en el
sentido de arriba, salvo cuando X es racional; observar que P? y P! x P! son superficies
sin (—1)-curvas, birracionalmente equivalentes y no isomorfas.

Supongamos ahora que dim X > 3. Si pretendemos generalizar lo que hicimos en el
caso de superficies, el primer obstaculo que encontramos es que la nocién de (—1)-curva
no tiene mas sentido (al interceptar una curva con otra en una variedad de dimension
> 3 no podemos esperar encontrar un nimero no nulo).

Por otro lado, la formula de adjunciéon para una superficie Z, nos dice que si C' C Z
es una curva lisa y racional (C' ~ P'), entonces

Kz -C+C*=29(C) -2,

donde Kz es el divisor candénico y g(C') es el género de C' (o sea g(C) = 0). Por lo
tanto Kz - C' > —2 siendo este ntimero negativo apenas en dos situaciones: cuando
Kz -C = —1y entonces C es una (—1)-curva, o cuando Kz -C = —2 entonces C? = 0;
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si Z = P! x P! uno puede constatar que es exactamente la segunda opcion la que ocurre,
siendo C' cualquier fibra de la fibracion P! x P! — P!. Es precisamente esta la llave para
tratar el caso de dimension superior; o sea, uno se pregunta por curvas que interceptan
negativamente el divisor candnico, lo que ademas es una nocién naturalmente canénica.

Cuando Kx - C > 0 para toda curva irreducible C' C X se dice que X es un modelo
minimal (para su clase de equivalencia birracional).

Retomemos el caso bidimensional bajo esta nueva 6ptica. Si X es un superficie no
singular que es un modelo minimal, entonces la superficie es minima en el sentido de
antes. Sin embargo, hay superficies minimas que no son minimales: es el caso, en general,
de las superficies regladas (ver §3.3.1), o sea, cuando existe un morfismo sobreyectivo
¢ : X — B sobre una curva lisa B, tal que cada fibra es isomorfa a P! (ya habiamos
considerado el caso X = P! x P!). En esta situacion, si b € B, la formula de adjuncion
de arriba implica

F=¢'(b) = Ky -F=-2

Como veremos, una superficie minima X asociada a X, o es un modelo minimal, o es
una superficie reglada. Es precisamente este resultado que se quiere generalizar en el
caso de dimension > 2.

Desafortunadamente, las cosas no se resuelven de manera simple. De hecho, ya en di-
mension 3, para obtener lo que queremos es necesario debilitar algunas de las hipotesis.
Mas concretamente, debemos permitir que algunos de los morfismos ¢; : X; — X; 3
puedan no estar bien definidos y que las variedades X; puedan ser singulares si j > 1.
De todas formas, como fue probado por Mori en su trabajo fundamental [Mo82], cuan-
do estas excepciones ocurren, las aplicaciones birracionales ¢; : X; ——> X411 y las
singularidades de las variedades X, 7 > 1, son de tipos bien particulares.

El resultado que se obtiene al final del procedimiento propuesto por Mori (y desarrol-
lado por él en el caso tridimensional: [Mo82] y [Mo88]) es una variedad X cuyas singu-
laridades, si las hay, son del tipo llamado terminal. Mas concretamente, si dim X = 3,
en cuyo caso el nimero de singularidades que puedan aparecer en el proceso, es finito,
se presenta una de las siguientes situaciones:

a) Xo es un modelo minimal.
b) Existe un morfismo sobreyectivo con fibras conexas ¢ : Xg — Y, donde dimY <

dim Xy y p(Xo) = p(Y) + 1, tal que:

i) si dimY = 2, la fibra genérica de ¢ es isomorfa a P';

ii) si dimY = 1, la fibra genérica de ¢ es una superficie de del Pezzo (o sea,
una superficie proyectiva no singular tal que el opuesto del divisor canénico
es amplio);

iii) si dimY = 0, entonces ¢ : X — Y = {pt.} es el morfismo de estructura y X
es una variedad de Fano (o sea, —Kx es amplio).

Observacion 0.1. 1) En el caso b) arriba, si C' es una curva contenida en una fibra
genérica de ¢, como veremos Kx, - C < 0. Por lo tanto a) y b) no pueden
presentarse al mismo tiempo.

2) Una superficie de del Pezzo es P? 0 es P! X P! 0 es la explosion de P? en 7 puntos
en posicion general con r < 8.

3) Las variedades de Fano no singulares con ntimero de Picard 1 fueron clasificadas
por Iskovskih en [Is77] v [Is78|.
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1. PRELIMINARES

En toda esta seccion X designard una variedad casi-proyectiva irreducible y normal
sobre el cuerpo C de los numeros complejos; C(X) designara el cuerpo de funciones
racionales de X. Recordemos que cuando X es normal y V' C X es una subvariedad
de codimension 1, entonces el anillo local Oy x de X en V es un anillo de valuacion
discreta.

El objetivo de esta seccion es fijar notaciones e introducir los conceptos necesarios
para el desarrollo de los capitulos subsecuentes; con algunas pocas excepciones, los
resultados evocados en esta seccion seran enunciados sin demostracion; también reser-
vamos una parte de éstos para ser formulados como ejercicios, con el fin de motivar e
introducir en el tema a los lectores con menos experiencia. Las referencias consultadas
son, fundamentalmente [Sh|, [Ii], [Ha| y [De|. Siempre que sea posible haremos uso del
abordaje mas elemental que es el de [Sh| y en el momento introducir conceptos o de
utilizar notaciones trataremos de seguir [Ha| que es la referencia mas generalmente
aceptada y utilizada por la comunidad.

Por otro lado, sobreentendemos que el lector tenga nociones elementales de haces
y, aunque no es absolutamente imprescindible, serd de ayuda un conocimiento minimo
sobre cohomologia de haces; en este sentido, si F es un haz sobre X, F(X) = H°(X; F)
es el conjunto de secciones globales de F, que también denotaremos H°(F) cuando no
haya lugar a confusion.

1.1. Divisores y ciclos.

1.1.1. Divisores de Cartier. Designamos Ox el haz estructural de X, que es un
haz de dominios de integridad; sea I = KCx el haz de fracciones asociado a O = Ox, o
sea, el haz constante K(U) = C(X) para todo abierto no vacio U C X. Claramente el
sub-haz O* de los invertibles de O es un subhaz de grupos multiplicativos del subhaz
de los invertibles £* de K por lo que tiene sentido considerar el haz cociente K*/O*.
Un divisor de Cartier de X se define de manera abstracta como siendo una seccion
global del haz K*/O*. Denotamos Div(X) := H%(X,K*/O*) el conjunto de divisores
de Cartier, que es naturalmente un grupo abeliano cuya operaciéon sera designada con
notacion aditiva. Mas concretamente, un divisor de Cartier esta representado por una

familia {(U;, f;)} donde {U;} es un cubrimiento por abiertos (no vacios) de X con
fi € K(U;) = C(X), Vi, tales que
Uunu; #0 = %GO*(UimUj).
J
Otra familia {(U}, f})} representa el mismo divisor si existe un refinamiento {V} de
ambos cubrimientos tal que f;/f, € O*(Vi), donde fi y f; son inducidas de f; y las f;
por restriccion.

Si D, D" € Div(X) estan representados por {(U;, f;)} v {(U;, f/)} respectivamente
(donde siempre es posible utilizar el mismo cubrimiento, a menos de refinamiento), la
suma D + D’ esta representada por {(U;, f;f!)}.

Convencién Un divisor de Cartier sera simplemente llamado divisor. Ademas, come-
tiendo un pequeno abuso de notacion, si {(U;, f;)} representa un divisor D, escribiremos
D = {(U;, f;)}, en otras palabras, identificaremos D con cualquiera de las familias que
lo representa. Queda como ejercicio verificar que las nociones introducidas en términos
de éstas son de hecho independientes de la representacion particular del divisor.

Sea D = {(U;, f;)} € Div(X). Introducimos los siguientes conceptos:
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» El soporte de D es el subconjunto Sop(D) de los puntos = € X tales que
x € U;, = fi no es regular en x o f; ' no es regular en z.

» Decimos que D es efectivo si f; € O(U;),V i; en este caso escribimos D > 0.

» Decimos que D es principal si existe f € C(X) tal que D = {(U;, f)}; equivalen-
temente, si D esté en la imagen de la aplicacion canonica HY(K*) — HO(K*/O*).
Escribimos div(f) = {(U;, f)} el divisor principal asociado a f e denotamos
PDiv(X) C Div(X) al subconjunto de divisores principales; evidentemente PDiv(X)
es un subgrupo.

» Decimos que dos divisores D, D € Div(X) son linealmente equivalentes si D —
D’ € PDiv(X), lo que indicaremos escribiendo D ~ D',

= Por tltimo, la familia de submoédulos O(U;)f;! € K(U;) define un subhaz in-
vertible O(D) de K (i.e. localmente generado por un elemento de C(X)). Recip-
rocamente, todo subhaz invertible de K define un divisor de X.

El ejercicio a continuacion no es imprescindible para entender lo esencial de lo de-
sarrollado en las notas, pero es importante si uno pretende entender la demostracion
de la proposicion 1.17 (que dicho sea de paso, no es en absoluto esencial para entender
el resto de estas notas).

Ejercicio 1.1. Sea D = {(U;, f;)} un divisor. Si U; NU; # 0, denotamos U;; := U; NU;
y fij = i/ I; € O*(Uy).

a) Observar que fi; firfri = 1 en U;NU;NUy # 0 y deducir que la familia {(U;, fi;)}
define un 1-cociclo de Check en relacion al cubrimiento {U;} (ver definicion en
|[Ha, Chap. I1I, §4] y tener en cuenta que O* esta pensado como un haz de grupos
donde la operacion de grupo es la multiplicacion).

b) Probar que existe un epimorfismo canénico Div(X) — H(X, O*) cuyo ntcleo es
precisamente PDiv(X).

¢) Si D' € Div(X), probar que los subhaces O(D), O(D’) C K son (abstractamente)
isomorfos si y s6lo si D ~ D',

El grupo de Picard de X es el grupo cociente
_ Div(X)
Pic(X) = ———=.
(X) = BB )

Comportamiento bajo morfismos. Sea 7 : X — Y un morfismo dominante (i.e.
7m(X) es denso en Y) entre variedades. Si D = {(Uj, f;)} es un divisor (de Cartier)
en Y, la imagen inversa de D o, (con su denominacion anglosajona), el pullback de
D, es 7 (D) = {(=~1(U;), f; o m)}. Evidentemente 7*(PDiv(Y)) C PDiv(X), entonces
tenemos un homomorfismo de pullback a nivel de los grupos de Picard

7 : Pic(Y') — Pic(X).

Sistemas lineales. Sea D un divisor en X. El conjunto de secciones globales del haz
O(D) C K es

H(X,0(D)) = H*(X, D) = {f € C(X)*;div(f) + D > 0} U {0}.

Ejercicio 1.2. Probar que todo elemento 0 # s € H°(X, D) define un divisor efectivo
D, que es linealmente equivalente a D. Ademaés, dos tales divisores D,, Dy satisfacen

Dy~ Dy <= 3INcC":s = \s.
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Un sistema lineal de D es el proyectivizado |W| = P(W) de un subespacio vectorial
W de H°(X, D); por el ejercicio arriba los elementos de |W| corresponden a divisores
efectivos que son linealmente equivalentes a D. Si dim W = 0, el sistema lineal es vacio

y si dimW > 0, toda base ordenada gy,...,g, de W define una aplicacion racional
ow|: X —--> P", dada por

Gb\w\(x) = (go(x) : -+ gn(@));

evidentemente ¢ depende de la eleccion de la base ordenada de TW: para dos elec-
ciones posibles obtenemos dos aplicaciones racionales que se corresponden via composi-
cién por un automorfismo (lineal) de P".

Ejercicio 1.3. Sea |[W| un sistema lineal de D y sea € X. Suponiendo que dim W >
1, demostrar:

a) Existe un abierto de Zariski U de X tal que, si € U, el conjunto
{f € W, f regular en z, f(x) = 0}

define un hiperplano en el espacio proyectivo |W|.
b) Deducir que existe una aplicacion racional X ——> |[W|Y donde |W|¥ =P(WV)
es el espacio proyectivo dual de |W|; esta es la manera intrinseca de definir ¢y

Un sistema lineal también es llamado de serie lineal. El sistema lineal completo es
el sistema lineal [H°(X, D)|, que denotaremos |D| y que corresponde al conjuntos de
(todos) los divisores efectivos que son linealmente equivalentes a D (ejercicio 1.2).

Decimos que D es libre si su sistema lineal completo no tiene puntos base, o sea,
si la aplicacion racional asociada ¢|p| estd definida en todo punto de X. Denotamos
Base(D) al conjunto de puntos de indeterminacion, o puntos base, de la aplicacion ¢|p.
Entonces D es libre si y solo si Base(D) = 0.

Un divisor D € Div(X) es muy amplio si es libre y el morfismo ¢p : X — PPl eg
una inmersion cerrada (i.e. induce un isomorfismo entre X y una subvariedad proyectiva
de P4mIPl): en particular X es una variedad proyectiva.

Finalmente, D € Div(X) es amplio, si existe un entero positivo m tal que mD es
muy amplio.

Ejercicio 1.4. Probar que una variedad X (arbitraria) es proyectiva si y solamente si
admite un divisor amplio.

1.1.2. Ciclos. Sea k < dim X. Un k-ciclo en X es una combinacion lineal (finita)
formal ), a;V;, donde a; € Z y V; C X es una subvariedad (cerrada en X) irreducible
de dimension k,V i; denotamos Zg(X) el Z-modulo generado por los k-ciclos.
Sea Z = Zle a;V; un k-ciclo. Introducimos los siguientes conceptos:
» El soporte de Z es el conjunto Sop(Z) := Ug,20Vi.
= Decimos que Z es efectivo si a; > 0 para ¢ = 1,...,/; en este caso escribimos
Z > 0.

1.1.3. Divisores de Weil. Un divisor de Weil es un (n— 1)-ciclo, donde n = dim X.
Denotamos WDiv(X) = Z,,_1(X).
Tenemos un homomorfismo canénico de grupos
Div(X) — WDiv(X),D — [D] := Y _ordy(D)V
%
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donde ordy (D) se define asi: si D = {(U;, f;)} y VN U; # 0, entonces ordy (D) es el
valor de f; en relacion a la valuacion discreta v, : C(X)* — Z del anillo local Oy de
OenV.

Ejercicio 1.5. Probar que el conjunto de subvariedades irreducibles
{V C X;codim (V, X) = 1,ordy (D) # 0}
es finito.

Si f € C(X)*, tenemos un divisor de Weil
f) =) ordy(D)V.
-

donde D es el divisor principal {(U;, f)} (se puede incluso poner U; = X). En este
caso ordy (D) # 0 si y s6lo si V' es una componente irreducible del conjunto de ceros
o de polos de la funcion racional f; a veces se escribe (f) = (f)o — (f)e, donde las
notaciones son auto-explicativas.

Un divisor de Weil es principal si es de la forma (f) para f € C(X)*. Mas general-
mente, un divisor de Weil D = >".a,;V; es localmente principal si para todo x € X
existe un entorno abierto U 3 z tal que la restriccion de D]y = >, a;(V;NU) de D a
U es principal.

Vale el siguiente resultado (recordemos que X es normal), cuya demostracion puede
ser encontrada, por ejemplo, en ||.

Proposicion 1.6. El homomorfismo candnico D +— [D] es inyectivo y su imagen es el
conjunto de los divisores de Weil que son localmente principales. En particular, st X
es no singular, tenemos un isomorfismo candnico Div(X) ~ WDiv(X).

Ejercicio 1.7. Probar que el homomorfismo de la proposiciéon induce un isomorfismo
entre PDiv(X) y el subgrupo de los divisores de Weil que son principales; en otras
palabras, podemos identificar div(f) con (f).

Justificados por el ejercicio precedente, también denotaremos PDiv(X) al conjunto
de los divisores de Weil principales. Anélogamente, si f € C(X)*, denotamos div(f) el
divisor principal asociado a f, sea como divisor de Cartier, sea como divisor de Weil.

Para dos divisores de D, D’ € WDiv(X) también decimos que son linealmente equiv-
alentes cuando D — D' € PDiv(X).

Si X es no singular, de la proposicion 1.6 y el ejercicio 1.7 concluimos
WDiv(X)

PDiv(X)

Comportamiento bajo morfismos. Sea 7 : X — Y un morfismo entre variedades.
Supongamos ademds, que X es proyectiva; entonces 7(X) es cerrado en Y. Si Z =
> s a;V; un k-ciclo de en X, la restriccion de 7 a cada subvariedad irreducible V; induce
un morfismo V; — w(V;), donde dimV; > dim7(V;), para todo i; denotemos I el
conjunto de indices i tales que dim V; = dim 7 (V;). La imagen directa de Z es el k-ciclo

de Weil
T.(2)=>_ am(Vi).

i€l
Se puede demostrar que 7, (PDiv(X)) C PDiv(Y) lo que induce un homomorfismo

)
- WDiv(X)  WDiv(Y)
" PDiv(X) ' PDiv(X)

Pic(X) ~
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1.1.4. Clase canénica. Comenzamos proponiendo el ejercicio siguiente que tiene
como objetivo introducir los llamados divisores can6nicos.

Ejercicio 1.8. Sea n := dim X. Denotemos Xy C X el conjunto de puntos no sin-
gulares de X. Si z € X, fijamos un sistema de parametros locales uy 1, ..., Uz, (i-e.
Ug1,- -, Ugy, son funciones racionales en X, regulares en z, tales que generan el ideal
maximal m, x del anillo local O, x de X en z.

a) Probar que para todo z € X, existe un entorno (abierto) U, de x en X, tal que

Up1s- - Uz € Ox(Uy) y las funciones regulares

Vyi = Uz — Ugi(y),i=1,...,n
definen un sistema de parametros locales de X en y € U, (sugerencia: uy, ..., u,
es un sistema de parametros locales en x si y solo si estan definidos en x y las
diferenciales d,uq, . .., d,u, son linealmente independientes sobre C en el espacio
vectorial T, X" = Hom(7, X, C).

b) Deducir que existe un cubrimiento {U;} por abiertos de X y, para cada i, n
funciones regulares ugi), o) e O(U;), tales que dwugi), ..., dyul” es una base
de T, XV, para todo x € U,.

c) Si U;NU; # 0, probar que existen h,.s € O(U; N U;) tales que

duf) =" hrodu, det(h)(2) £ 0¥z € Ui N Uy

deducir
dul) A A du® = det(hyg)dul? A A duld
d) Sea fi,..., fn € C(X) una base de trascendencia de C(X) sobre C. Considere la
n-forma diferencial racional w := df; A -- - Adf,,. Probar que, para todo U;, existe
g; € C(X)*, tal que
w = gidugi) A Adul.
e) Concluir que {(U;, g;)} define un divisor en X,.

Un divisor canonico de X se define de la forma siguiente: sean n = dim X y X el
conjunto de puntos no singulares de X, que es un abierto de codimensién > 2 puesto
que X es normal. El divisor en X, definido en el ejercicio precedente corresponde a un
divisor de Weil Y. a;V; en X (1.6). Si V; denota la adherencia de V; en X, el divisor

de Weil >, a;V; es, por definicion, un divisor candnico en X.

Ejercicio 1.9. Probar que dos divisores canénicos en X difieren por un elemento de
PDiv(X), o sea, son divisores linealmente equivalentes.

Sea m: X — Y un morfismo dominante entre variedades no singulares de la misma
dimension. Si Ky = {(Vi, g;)}, como sabemos, 7*(Ky) = {(7~1(V}), g; o m)}. Por otro
lado, con las notaciones del ejercicio 1.8, si v1 —v1(y), . .., v, —v,(y) definen parametros
locales en todo punto y de un abierto de Y, entonces, para cada ¢ existe un cubrimiento
por abiertos de 771(V;) de forma que en cada uno de estos abiertos, digamos U,’s,
podemos elegir parametros locales uy — uy(x), ..., u, — u,(x) de todo punto z € U, y
funciones g;; regulares en Uy, tales que

d(Ui o 7T> = Z gijduj.
J

Por lo tanto
d(vyom) A+ ANd(v, o) = det(gij)dus A -+ - A du,.
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Si fo := (g; © ™)gij|u,, de lo hecho en el ejercicio 1.8 se deduce que Kx puede ser
representado por la familia {(Uy, f,)}. El divisor {(Uy, f¢)} es de hecho la suma de dos
divisores, uno de ellos, corresponde a 7*(Ky) y otro esta definido por las funciones
regulares det(g;;), razon por la cual es efectivo; este divisor depende tnicamente de 7
y se llama el divisor de ramificacion de w, que denotaremos R,.

Ejercicio 1.10. Probar que el soporte de R, es el conjunto de los puntos de X donde
7 no induce un isomorfismo local.

En la situacion de arriba, obtenemos la siguiente Formula de Ramificacion (|1i, Thm.
5.5]):

(11) 7T*<Kx)+R7r—KX GPDIV(X)

La clase candnica de X es la clase en WDiv(X)/PDiv(X) definida por Kx. Por
abuso de notaciéon, y como es habitual, designaremos también Ky tanto a la clase
canodnica como a cualquier divisor canénico en X.

En términos de clases canoénicas, la formula de ramificacion se escribe:

KX :W*(Kx)—FRW

Ejercicio 1.11. Probar que la clase canonica de una variedad irreducible normal es
invariante por isomorfismos.

Por tltimo, si X es no singular, el divisor canénico define un haz invertible O(Kx).
La dimension py(X) del espacio vectorial de secciones globales HY(X,O(Kx)) es el
género geométrico o simplemente género de X.

Ejercicio 1.12. Sean X;, X, variedades proyectivas lisas. Si p; : X7 X Xo — X es
la proyeccion canonica sobre X;, i = 1,2, probar que pj(Kx,) + p5(Kx,) — Kx,xx, €
PDIV(X1 X X2>

1.2. Numeros de interseccién y cono de curvas. En esta seccion, X es una
variedad (irreducible y normal) proyectiva.

Sea D = {(U;, f;)} un divisor (de Cartier) en X y C' C X una curva irreducible
con normalizacion o : Cy — C (o0 sea, o es la desingularizacion de C). Supongamos
C ¢ Sop(D). Por restriccion, D define un divisor D¢ en C. La imagen inversa o*(D¢)
es un divisor Do(C) en Cp, cuyo divisor de Weil asociado es de la forma

¢
Do(C)] = 3 aip:
i=1

para ciertos enteros a; = a;(D) y puntos p; € Cy, ¢ = 1,..., (. El nimero de interseccion

de Dy C es
¢
i=1

La suma Zle a; es el grado del divisor de Weil Zle a;p;; este grado es invariante por
equivalencia lineal de divisores en la curva lisa Cj.

Si C' C Sop(D), podemos substituir {(U;, f;)} por {(U;, ff:)} para alguna funcion
f € C(X)* adecuada (ver como se hace esto en [Sh, Chap. 111, §1.3, Thm. 1]), de forma
que el soporte de D" := {(U;, f f;)} no contenga C; asi D’-C estara bien definido. Por lo
tanto el nimero de interseccién de divisores y curvas irreducibles queda bien definido
a menos de equivalencia lineal en los divisores.
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Ejercicio 1.13. Usando la idea de arriba, definir la nocién de grado de un haz invertible
sobre una curva proyectiva C' C X, de forma que si D es un divisor de Cartier en X
entonces deg Oc(D) = D - C, donde O¢(D) = Ox (D) ® O¢ es la restriccion del haz
Ox(D) aC.

El ejercicio permite definir D - C pata cualquier divisor D, incluso cuando su soporte
contiene C', como siendo
D - C :=degOc(D).
Ahora, si Z = ), b,C; es un 1-ciclo arbitrario, C; curva irreducible para todo 4,
definimos el numero de interseccion de D y Z como

D-Z=Y b(D-C).

De esta forma, tenemos una forma bilineal - : Div(X) x Z;(X) — Z, que llamamos la
forma de interseccion en X. Si no queremos usar el ejercicio 1.13 para definir D - C en
el caso C' C Sop(D), podemos igualmente definir la forma de interseccion directamente
en Pic(X) x Z;(X), por lo dicho antes de ese ejercicio. Tenemos ademas:

Ejercicio 1.14. Si D = div(f) es un divisor principal en X, f € C(X)*, y Z € Z1(X)
probar que D - Z = 0 (sugerencia: si f € Cy B es una curva irreducible y no singular,
B ¢ Sop(div(f)), la aplicacion racional inducida por restriccion de f a B induce un
morfismo sobreyectivo v : B — P!; se muestra que D - B es la diferencia de puntos de
dos fibras genéricas de v; el caso en que B es singular se trata como en el ejemplo 1.15
abajo).

Sea 7 : X — Y un morfismo sobreyectivo entre variedades proyectivas. Tenemos dos
formulas muy ttiles:
Formula de proyeccion. Si D € Div(Y) y Z € Z;(X), entonces ([Ii, Lem. 2.29] o
[Fu2, Prop. 2.3(c)])

(1.2) (D) -Z =D m.(Z).

Pullback de interseccion. Si D € Div(Y), Z € Z;(Y) y 7 es finito, entonces ([Ii,
Lem. 2.29] o [Fu2, Prop.2.3(d)|)

(1.3) (D) - 1*(Z) = 7"(D - Z).

Ejemplo 1.15. Consideramos la superficie X = C' x C’" donde C' y C’ son curvas
proyectivas lisas no racionales; denotemos 7 : X — C' la proyeccion sobre el primer
factor. Si p,q € C, el divisor D¢ := p — ¢ € Div(C) no es principal, puesto que C' no
es una curva racional, por definicion. Denotamos D := 7*(D¢) € Div(X).

Sea B C X una curva irreducible, arbitraria. Si 7 contrae B en un punto (i.e. si B
es una fibra de ), la formula de proyeccion nos dice que D - B = 0.

Supongamos ahora que B no es una fibra de 7, entonces 7(B) = (' la restriccion de
7 a B induce un morfismo finito v : B — C. Si B es no singular, D - B es el grado del
divisor v*(D¢) = v*(p) — v*(q) = 0. Si B es singular, consideramos la normalizacion
0 : B — B de By utilizamos la formula (1.2), obteniendo nuevamente D - B = 0.

Juntando todo, concluimos D - Z = 0 para todo 1-ciclo Z € Z;(X).

Sean D, D’ € Div(X), Z,Z' € Z1(X). Introducimos los siguientes conceptos:

s Decimos que D y D’ son numéricamente equivalentes si D - Z” = D' - Z" para
todo 1-ciclo Z”; en este caso escribimos D = D'. Denotamos N!(X) el grupo
cociente Div(X)/ =.
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» Decimos que Z y Z' son numéricamente equivalentes si D”-Z = D" - Z para todo
divisor D”; en este caso escribimos Z = Z’ Denotamos Ni(X) el grupo cociente

» Decimos que D (respectivamente Z) es numéricamente trivial, si D = 0 (respec-
tivamente Z = 0).

Por definicion, la forma de interseccién pasa al cociente definiendo una forma bilineal
no degenerada
NYX) x Ny(X) = Z,

que continuamos llamando forma de interseccion.

Observacion 1.16.

a) La forma de interseccion Div(X) x Z;(X) — Z induce una una forma bilineal
Pic(X) x Z1(X) — Z que puede ser degenerada como muestra el ejemplo 1.15.

b) Si D,D" € Div(X), D ~ D' implica D = D’ (ejercicio 1.14). Deducimos
que la relacion de equivalencia numérica induce una relacion de equivalencia
en Pic(X), que continuamos denotando =. Tenemos entonces un isomorfismo
canénico N'(X) ~ Pic(X)/ =.

Proposicion 1.17. El grupo de N*(X) es un grupo abeliano libre finitamente generado.

Demostracion. Haremos la demostracion en el caso en que X es no singular.
La sucesion exacta exponencial (de haces sobre X)

exp
0 Z (@ o* 1,
donde la aplicacion exp es la aplicacion f +— €™/ induce una sucesion exacta larga de
cohomologfa y, en particular, un homomorfismo de conexion § : H'(O*) — H*(X,Z).
Como X es una variedad analitica compacta se sabe que H?(X,Z) es finitamente gen-
erado, por lo tanto también lo es el cociente H'(O*)/ ker(d).
Por otro lado, identificando H*(O*) con Pic(X) (ver ejercicio 1.1) y observando que
d(D) = 0 implica D = 0, concluimos que existe un monomorfismo canénico

Pic(X) . Pic(X)

= ker(d) -
De la observacion 1.16b) deducimos la afirmacion relativa a la finitud de N'(X). La
ausencia de torsiéon es consecuencia directa de la definicion de equivalencia numérica.

O

Corolario 1.18. N{(X) es un grupo abeliano libre finitamente generado.

El nimero de Picard de X es el rango p(X) de N*(X); por lo tanto p(X) también
es el rango de Ny (X).

Denotamos N'(X)p = NY(X) ®z Q, N'(X)g = N'(X) ®z R y, analogamente
Ni(X)gp=N(X)®zQy Ni(X)r = N1(X) @z R. Todos espacios vectoriales, sobre Q
v R respectivamente, de dimension p(X).

Recordemos que un subconjunto C C R™ que contiene el origen es un cono convexo
si u + v € C para todos u,v € C. Las caras de un cono C son los subconjuntos F' de C
tales que existe un funcional lineal A : R — R satisfaciendo:

Cc{h>0}, F=Cn{h=0}

en particular F' es un cono convexo.
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Figura 1. Caras de un cono convexo

Ejercicio 1.19. Probar que F es cara de un cono C C R" si y solamente si
u,v €C,u+v e F = u,verF.

Es facil ver que el conjunto de combinaciones lineales con coeficientes reales no
negativos de (clases de equivalencia numérica de) ciclos efectivos en Ni(X), es un cono
convexo en Ni(X)g, que denotaremos NE(X) y llamaremos cono de curvas de X. Una
construccion anéloga puede ser hecha en N'(X)g, usando divisores afectivos, pero no
estaremos interesados en ella en estas notas.

El cono cerrado de curvas es la adherencia NE(X) de NE(X) en N;(X)g ~ R,

La primera observacién importante que tenemos para hacer sobre NE(X) es la sigu-
iente:

Lema 1.20. Sea 7 : X — Y un morfismo sobreyectivo entre variedades proyectivas.
Denotemos NE(m) el conjunto de combinaciones lineales con coeficientes reales no neg-
ativos de elementos [C] € N1(X)g, con C C X curva irreducible tal que w(C) es un
punto. Entonces NE(m) es una cara de NE(X).

Demostracion. Comencemos observando que NE() esté bien definido: en efecto, supong-
amos que C’ € [C] es una curva irreducible numéricamente equivalente a C; si m(C")
no es un punto, entonces una seccion hiperplana de Y intercepta este conjunto (que
es un curva). Por otro lado, si 7(C') es un punto, existe una seccion hiperplana de Y
que no intercepta w(C'). Como dos secciones hiperplanas son numéricamente equiva-
lentes, obtenemos una contradiccion. Asi 7(C”) es un punto para toda curva irreducible
' e|C).

Ahora utilizaremos el ejercicio 1.19. Sean > _; ;[Cy], 3 a;[C}] dos elementos de NE(X),
con C, C; curvas irreducibles. Como los coeficientes son no negativos, que la suma de
ambos esté en NE(7) implica que 7 contrae todas las curvas en puntos, de donde sigue
el resultado. O

El cono de curvas de m: X — Y es el cono NE(7). Se puede demostrar que si 7 tiene
fibras conexas, entonces su cono de curvas lo determina a menos de isomorfismos del
codominio ([De, Prop.1.14]).

Una de las piedras fundamentales de la teoria de Mori reposa sobre la posibilidad de
determinar que ciertas caras de NE(X) son de hecho conos de curvas de morfismos de
un tipo relativamente simple.
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1.3. Revisidon de superficies. Supongamos ahora que X es una variedad proyectiva
no singular de dimension 2. En este caso, Div(X) ~ WDiv(X) = Z;(X) y por lo tanto
la forma de interseccion es simétrica.

El género aritmético de una variedad completa arbitraria Z se define en general como

pa(Z) = (=1)"#(x(Oz) - 1),

donde Oy es el haz estructural y x(Oz) = >_,(=1)'h'(Z,Oz) es la caracteristica de
FEuler de Ogz; analogamente, se define la caracteristica de Fuler de cualquier otro haz.
En el caso de la superficie X obtenemos

pa(X) = h2(OX> — hl(OX)

Pasamos ahora a enunciar una serie de importantes resultados de la teoria de super-
ficies proyectivas (no singulares).

Teorema de Riemann-Roch. Si D € Div(X), entonces
X(O(D) = 2D (D~ K) + 1+ pu(X).

Sea D = ). a,C; un divisor efectivo, con C; irreducible; si Z; C Oy es el haz de ideales
asociado a la curva Cj, entonces el haz de ideales Zp = II, 7" define una estructura de
“esquema” en el soporte Sop(D) de D. El divisor D puede de esta forma ser pensado
como un “esquema’ de dimension 1 con haz estructural Op = Ox/Zp (si somos muy
quisquillosos, seria mas correcto decirlo de la forma siguiente: si j: Sop(D) — X es el
morfismo de inclusion, entonces Op := )*(Ox/Zp), donde 7* indica imagen inversa en
el sentido de haces, que es compatible con el pullback de divisores de Cartier).

En particular, y aunque no esté muy claro lo que se entiende por la palabra “esque-
ma”, podemos dar una definicién de género aritmético que incluya divisores efectivos:
pa(D) = h'(Sop(D),Op). Como aplicacion del teorema de Riemann-Roch se puede
demostrar:

Férmula de adjunciéon. Si K = Kx es la clase canonica de X y D es un divisor
efectivo, entonces

2p.(D) —2=D- (D + K).
En efecto, para el lector que tiene un poco mas de destreza en argumentos de coho-

mologia de haces, se ve que Zp = Ox(—D), de donde se obtiene una sucesion exacta
de haces en X

OHOX(—D) OX OD O;

entonces x(Ox) = x(Ox(—D)) + x(Op) y la afirmacion sigue de aplicar el teorema de
Riemann-Roch a —D.

También precisaremos de dos resultados profundos sobre la cohomologia de haces en
superficies proyectivas no singulares, que dicho sea de paso, valen en toda dimension.
El primero es la llamada dualidad de Serre que nos dice:

Dualidad de Serre. Si D € Div(X), existe un isomorfismo canoénico

HY(X,O0(D)) ~ H¥"™ X~ X O(K — D)),¥i=0,...,dim X.

Una consecuencia inmediata es h®(O(K)) = h%™X(0); en el caso en que X es una
curva no singular esto nos dice que el género aritmético es igual al género geométrico.

El segundo es un resultado de anulaciéon debido a Kodaira que se utiliza mucho en
conjunto con la dualidad de Serre:
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Teorema de anulacién de Kodaira. Si A € Div(X) es un divisor amplio, entonces
H (X,0(K + A)) =0,Vi > 0.

La condicién para un divisor A en X ser amplio puede ser caracterizada en términos
de cohomologia, pero no precisaremos de esto. Tendremos sin embargo necesidad de
conocer la caracterizacion de este concepto en términos del comportamiento del divisor
en relacion a la forma de interseccion.

Si m € N es tal que mA es muy amplio, entonces es facil probar que mA - C > 0
para toda curva irreducible, de donde se deduce A - C' > 0 para tales curvas. Por lo
tanto A-D > 0 para todo divisor efectivo no trivial; en particular A2 = A-A > 0. Este
comportamiento es el que caracteriza el concepto de amplitud:

Criterio de Nakai-Moishezon. Un divisor D en X es amplio si y sélo si D? > 0y
D - C > 0 para toda curva irreducible C' en X.

Para terminar, precisaremos del famoso criterio de contractibilidad de Castelnuovo.
Antes de enunciarlo correctamente, recordemos que si o : Bl,(X) — X es la explosion
de X en un punto # € X, entonces el conjunto F := o~ !(z) es una curva isomorfa a
P!, llamada divisor excepcional de o, tal que

E-FE=-1.

Una (—1) curva en X es una curva C C X que es isomorfa a P! y tal que C? = —1.
Criterio de contractibilidad de Castelnuovo. Sea X una superficie proyectiva no
singular. Si £ C X es una (—1)-curva, existe una superficie no singular Y, un punto
y € Y y un morfismo ¢ : X — Y tal que o es explosion de Y en y con divisor
excepcional F.

Observacion 1.21. Si E es una (—1)-curva en X, como en el criterio de contractibilidad,
la formula de adjuncion implica que Kx - E = —1. Reciprocamente, si C' ~ P! es tal
que Kx-C = —1, la formula de adjuncion implica C? = —1 (i.e., C es una (—1)-curva).

Sio: X — Y eslaexplosion de Y en un punto y € Y, es facil ver que Div(X) ~
Div(Y)®ZE, donde ZE es el subgrupo de Div(X) generado por el divisor excepcional
E. De esto se deduce sin dificultad que N'(X) = N'(Y) @ Z[E]. Como el rango de
N'(X) es finito, el criterio de contractibilidad implica inmediatamente el siguiente
corolario:

Corolario 1.22. Eziste una sucesion finita de explosiones de puntos en superficies no
singulares

X =X, én X, . o P2 X, é1 X,

tal que Xy no contiene (—1)-curvas.

Definicién 1.23. Una superficie minima es una superficie proyectiva no singular que
no contiene (—1)-curvas.

2. PROGRAMA DE MORI EM DIMENSION 2

En esta seccion seguiremos fundamentalmente [Re] y [Ma]; también consultamos [De|
y [KoMo| para los ejemplos. Instamos al lector a recurrir al apéndice para las nociones
basicas de divisores, ciclos, forma de interseccion y los resultados basicos de la teoria
de superficies proyectivas no singulares.
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2.1. Criterio de amplitud de Kleiman. Denotemos K = K la clase (de equiv-
alencia lineal) canénica y pongamos O = Ox. El teorema de Riemann-Roch (RR)
dice

1
X(O(D)) = x(Ox) + 5(D — K) - D.
Por otro lado, la dualidad de Serre implica
x(O(D)) =h’(D) — h'(K — D) +h*(K — D).

Recordemos que todo divisor en X puede ser pensado como un divisor de Weil o de
Cartier, indistintamente. Ademas, en el caso de superficies Div(X) = Z;(X), entonces
tiene sentido considerar D? para D € Div(X).

En el ejercicio siguiente y de ahi en mas, sera util recordar el ejercicio 1.2.

Ejercicio 2.1. Sean D;, D, divisores en X y so € H°(D,) C C(X) una seccién no
nula. La aplicacion H°(D;) — HY(D; + Dy), s — ss0, es inyectiva.

Proposicién 2.2. Sea D un divisor tal que D? > 0. Entonces existe n € N tal que
h(nD) # 0 0 h°(—nD) # 0; en particular lim,,_,o, h®(nD) = oo o0 lim,,_,o, h(—nD) =
00.

Demostracion. Supongamos h®(nD) = h’(—nD) = 0, para todo n € N. Entonces
x(£nD) = h%=£nD) —h'(K FnD) + h*(K FnD)
< h*(K FnD)

Por otro lado, como D? > 0, RR implica que el crecimiento de x(£nD) en n esta
gobernado por el término D?*n?/2. Como h°(2K) < oo, la desigualdad de arriba junto
con el ejercicio 2.1 conllevan a una contradiccion. Por lo tanto, existe ng € N, tal que
h%(neD) # 0 0 h%(—neD) # 0. La tltima afirmacion es otra consecuencia del ejercicio
2.1. ]

Ejercicio 2.3 (Teorema del indice de Hodge). Sean A, D divisores en X con A amplio.
Probar las siguientes afirmaciones:
a) A-D=0= D*<0.
b) A-D = D? =0 = D = 0 (sugerencia: considere una curva irreducible C'y defina
Dy = 2C —yA donde x = A%,y = A-C. Entonces A- Dy = 0 y para C adecuada
D - Dy # 0; existe n € Z tal que nD + Dy contradice a).

Sea A un divisor amplio en X. Como N;(X) = N'(X) en el caso de superficies,
podemos elegir una base de Ni(X)g constituida por (la clase d)el propio A y (clases
de) divisores linealmente independientes Ei, ..., E, 1, p = dimg N;(X)g, contenidos
en At := {2z € Ny(X)g; A -2z = 0}. El Teorema del Indice de Hodge (TIH) nos dice
entonces que podemos elegir los Els de tal forma que E; - E; = 0,811 # jy E? <0
para todo i. La matriz asociada a la forma (cuadrética) de interseccion en esa base
es diagonal con un autovalor positivo y los restantes negativos, o sea, es una forma
cuadratica con signatura (1,p — 1). Una consecuencia de esto es lo que se pide para
demostrar en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.4. Sean Dy, D, divisores tales que (a1D1+a2D2)2 > () para ciertos niimeros
reales aq, as.
a) Probar D?D3 — (D;D,)* < 0, con igualdad si y solo si D; y Dy son linealmente
independientes sobre Q.



NOTAS DE CURSOS - ELENA V, 2010 121
b) Deducir que si D? > 0y Dy - Dy = 0, entonces D3 < 0.

Definicion 2.5. Un divisor D € Div(X) en numéricamente efectivo, lo que abreviare-
mos “nef” si D - C' > 0 para toda curva irreducible C' C X.

Evidentemente el concepto de divisor nef puede ser extendido al de clase (de equiv-
alencia numérica) nef.

Un Q-divisor es un elemento de Div(X) ®z Q, que corresponde, via tensorizacion del
homomorfismo canonico de la proposicion 1.6, a un elemento de WDiv(X) ®z Q de la
forma ), a;V; con a; € Q. Diremos que un Q-divisor H es amplio si existe m € N tal
que mH € Div(X) es un divisor amplio. Teniendo en cuenta el concepto de Q-divisor,
se dice a veces que los elementos de Div(X) son divisores enteros, lo que responde a la
inclusion natural Div(X) C Div(X) ®z Q.

Corolario 2.6. Sean D, A divisores en X. Si D es nef y A es amplio, entonces:
a) D* > 0.
b) D+ €A es amplio Ve € Q.

Demostracion. Consideremos el polinomio cuadratico p(t) = (D +tA)? € Z[t]. Eviden-
temente p/'(t) =0 siysolosit=—D-A/A?> < 0. Como p(0) > 0, entonces p(t) > 0 si
t > 0.

Por otro lado A- (D +tA) > 0, de donde sigue h®(—n(D +tA)) = 0sin >> 0. De la
Proposicion 2.2 deducimos que n(D + tA) > 0 es linealmente equivalente a un divisor
efectivo; por lo tanto n(D +tA) - D > 0, o sea,

(D+tA)-D=D*+tA-D >0,Vt >0,
lo que prueba a).
Ejercicio 2.7. Probar b) utilizando el criterio de Nakai-Moishezon.

O

Observacion 2.8. La parte b) del corolario se evoca diciendo que todo divisor nef es
limite de divisores amplios.

Teorema 2.9 (Criterio de Kleiman). Sea D un divisor en X. Entonces

D es amplio < D-z>0,Yz € NE(X) — {0}.

Demostracion. Fijamos un divisor amplio A en X.

(<) Sean fp, fa: Ni(X)r = R” — R los funcionales lineales asociados a D y A via
la forma de interseccion; o sea, fp(z) = D -z, fa(z) = Az, z € N1(X)g.

El conjunto S := {z € NE(X); fp(z) = 1} es compacto, pues es homeomorfo al
proyectivizado real P(NE(X)) € P(N,(X)r) ~ P2 ". Por un lado fp es positiva en S
por hipoétesis; por otro lado, f4 es acotada en S por continuidad. Por lo tanto existe
s €R, s> 0, tal que fp — €fa es no negativa en D, si € € (0,5) NQ; luego D — €A es
nef si € € (0,s) N Q. Para un tal €, el divisor

D=D—€eA+ €A

es amplio, por el corolario 2.6.
(=) Para comenzar, consideremos el siguiente:
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FiGgurA 2. Cono estrictamente convexo

Ejercicio 2.10. Si E es un divisor en X, entonces A + tE es amplio para t € Q
suficientemente pequeno (sugerencia: inspirarse de la parte de la proposicion que ya
fue demostrada).

Supongamos que D es amplio y que existe z € NE(X) — {0} tal que D -z < 0;
entonces D - z = 0. Como la forma de interseccion es no degenerada, existe un divisor
E tal que E-z # 0; sin pérdida de generalidad podemos suponer E -z < 0. Por lo tanto
(D+1tE) -z < 0,Vt > 0, lo que implica que D + tE no es amplio para ningun ¢ > 0,
contradiciendo el ejercicio 2.10.

O

Observacion 2.11.

a) El criterio (de amplitud) de Kleiman implica que NE(X) es un cono (cerrado y
convexo) estrictamente convexo, i.e., que no contiene rectas por el origen.

b) Podemos interpretar geométricamente el criterio de Kleiman asi: A es amplio si
y s6lo si NE(X) — {0} esta estrictamente contenido en el semi-espacio abierto

{z € Ni(X)g; fa(2) > 0}.

El Teorema de Kleiman permite extender la nocién de amplitud para elementos en
NY(X)r (o Div(X) ®z R si preferimos): basta con decir que A € N'(X)r es amplio si
Az >0 para todo z € NE(X) — {0}. Analogamente, diremos que D € N'(X)g es nef
si D-z > 0 para todo 2z € NE(X) (en este caso podemos substituir NE(X) por NE(X)).

Nota 2.12. Es un resultado no trivial probar que la nocion de R-divisor amplio puede
ser caracterizada como en el criterio de Nakai-Moishonzon.

2.2. Limite nef de un divisor amplio. Sea A un divisor amplio en X. Supongamos
que K x no sea nef. Definimos el limite nef de A (nef threshold en inglés) como el nimero
real

to(A) :=sup{t; A+ tKx es nef};
entonces tg = to(A) > 0 (ejercicio 2.10).

Ejercicio 2.13. Sea A un divisor amplio en X cuyo limite nef es t.
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FicUurA 3. Eligiendo m y n.

a) Probar que A +t,Kx no es amplio.

b) Probar que A+ (t, — €)Kx es amplio si 0 < € < t, (sugerencia: el proyectivizado
de NE(X)N(A+t,Kx)* es un conjunto compacto, no vacio, donde A es positivo
y A+t,Kx se anula).

Observacidn 2.14. Supongamos que D; := n(A + t; Kx) sea efectivo para ciertos t; >
to(A), t1 € Q, y n € N; por definicion D; no es nef y por lo tanto existe una curva
C, componente irreducible del soporte Sop(D;) de D; tal que Kx - C < 0. Sit € Q,
0 <t <ty, el divisor
wetwe= (1= as Lo,
tl Tltl

que es combinacion linear positiva de A y Dy, no es nef si y s6lo si existe componente
irreducible C' de Sop(D;) tal que Kx - C' < 0. Concluimos que t5(A) es entonces el
menor de los cocientes —A - C'/Kx - C, donde C' varia en el conjunto de componentes
irreducibles del soporte de D;. En particular, t5(A) es un ntimero racional en este caso.

Lema 2.15 (de Racionalidad). El limite nef de un divisor amplio es un nimero
racional.

Demostracion. Supongamos, por absurdo, que ty ¢ Q. Entonces existen infinitos ntimeros
naturales n y m tales que (ver figura 3)

n n+1 n+1 1

— <ty < , —tp < 3.

m m m 3
Por el ejercicio 2.13, sabemos que mA + nKx es amplio y por construccién que
mA + (n+ 1)Kx no es nef. Aplicando el Teorema de Anulacion de Kodaira (TAK de

aqui en mas) junto con RR al divisor amplio mA + nKx deducimos

hW(mA+(n+1)Kyx) = x(Ox)+ %(mA +(n+1)Kx) - (mA+nKx)

1
= x(Ox) + 5 [m*A* + m(2n+ 1)A- Kx +n(n+1)Kx] .

Escribiendo Dy = A + tgKx, mto = n+ a 'y by = lo(m,n) := h°(mA + (n + 1)Kx),
obtenemos

1
by = x(Ox)+ 3 [m*Dg + m(1—2a)Do - Kx — a(l — a)K%] .

Gracias a la observacion 2.14, para obtener una contradiccion es suficiente probar
que £y es positivo para ciertos m y n, lo que haremos en tres etapas:

= Si DZ > 0, evidentemente ¢, > 0 si m >> 0.



124 IVAN PAN

» Si D2 =0y Dy £ 0, entonces Dy - Kx < 0 puesto que Dy - (A +tKx) =0y
Dy - A > 0 por el Teorema del indice de Hodge (TTH de aqui en més). Entonces
ly>0sim>>0y 1— 2« tiene cota superior negativa.

» Si D2 =0y Dy =0, entonces —Kx es amplio y

1
mA+nKX:m<nJr —to) Kx,
m

luego ¢ > 0.
O

Decimos que un divisor D es libre si es efectivo y el sistema lineal |D| = P(H°(D))
no tiene puntos base; en otras palabras, si no existe p € X que pertenece al soporte
de todo divisor efectivo linealmente equivalente con D. En el caso en que D es libre,
tenemos entonces un morfismo ¢p : X — P(H°(D)V) definido de la siguiente manera:
si p € X, entonces ¢p(p) es el punto de P(H°(D)V) que corresponde al hiperplano
{s € H'(D); s(p) = 0}.

Si A es un divisor amplio, entonces mA es muy amplio para m >> 0, lo que significa
que existe una inmersion cerrada ¢ : X — PV con N = h%(mA) — 1, tal que mA
es linealmente equivalente a ¢*(H) para un hiperplano H C P¥; en particular mA es
libre.

Ejercicio 2.16 (Lema de Zariski). Sea ¢ : X — V un morfismo sobreyectivo con fibras
conexas, donde V' es una curva lisa. Sea D un divisor cuyo soporte es union de fibras.
a) Probar que D? < 0 (sugerencia: Si H es muy amplio en V, entonces ¢*H - D = 0
y (¢*H)? = 0; aplicar el ejercicio 2.4).
b) Probar que D? = 0 implica 3 p1,...,p, € V,3ay,...,a, € Quo: D = ¢* (1, aips).

Sea ¢ : X — Y un morfismo sobreyectivo entre variedades proyectivas irreducibles,
donde asumiremos que X es lisa; consideremos la extension de cuerpos ¢* : C(Y) —
C(X) asociada, que sin pérdida de generalidad supondremos como siendo una inclusion.
Si C(X)/C(Y) es finita, el grado de trascendencia de esta extension es d = 0 y sigue
del teorema de la dimension de las fibras (|Sh, Chap. I, §6.3]) que una fibra genérica
X, = ¢ y) de ¢, y € Y, es finita con tantos puntos como dimeyyC(X). En caso
contrario, tenemos d > 0 y el teorema de la dimensién de las fibras nos dice en este
caso que toda componente irreducible X, con y genérico, es una subvariedad de X de
dimension d; supongamos de ahora en méas que estamos en esta situacion y denotemos
X, una fibra genérica de ¢.

El segundo teorema de Bertini [Sh, Chap. II, §6.2, Thm. 2] implica que X, es no
singular; en particular, X, es conexa si y solo si es irreducible. En este caso, si u € C(X)
es algebraico sobre C(Y'), digamos que satisface una ecuacion de dependencia

u' +au "+ +ag=0,a, € C(Y) V1,
para x € X, tenemos
u(@)’ +ar(y)u(@) ™" + -+ aez) =0,

lo que implica que existe un conjunto finito B C C tal que u(z) € B para todo = € X,,.
Como X, es una variedad proyectiva conexa deducimos que u es constante en X, luego
que u = ¢*(v) para cierta funcion racional v € C(Y), puesto que y es un punto genérico
de Y. En otras palabras, si ¢ tiene fibras conexas (genéricamente) entonces el cuerpo

C(Y') es algebraicamente cerrado en C(X). La reciproca de esta afirmacion también es
verdadera (ver [Sh, Chap. II, §6.1]).
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Cuando C(Y) no es algebraicamente cerrado en C(X), consideramos su clausura
algebraica, digamos C(Y) C K C C(X) (recordar que d > 0). Entonces ¢ se factoriza
como composicion de aplicaciones racionales

X --=Y ——»Y,

donde Y es alguna variedad no singular con cuerpo de fracciones K. Aqui la aplicacion
racional X ——> Y’ tiene fibras genéricas conexas mientras en Y’ — - > Y estas son
finitas.

Esperamos que las ideas desarrolladas més arriba sirvan de motivacion para in-
troducir el resultado siguiente que caracteriza el hecho de un morfismo tener fibras
conexas:

Factorizaciéon de Stein. Todo morfismo sobreyectivo ¢ : X — Y entre variedades
proyectivas admite una factorizacion ¢ = go¢’, donde ¢’ : X — Y tiene fibras conexas
y g:Y' =Y es finito ([Ha, Cor. 11.5] o [Ii, Thm. 2.26]).

Proposicion 2.17 (Ausencia de puntos base). Sea D un divisor nef que no es amplio
y tal que D —eKx es amplio para algin e > 0, € € Q. Entonces mD es libre si m >> 0;
en otras palabras, el sistema lineal completo |mD| no tiene punto base.

Demostracion. Dividimos la prueba en tres etapas, de acuerdo a los siguientes tres
Casos:

Caso D? > 0. Por el criterio de Nakai-Moishezon, existe una curva irreducible L tal
que D - L = 0; en particular Base(mD) N Sop(L) = () para todo m > 0. Como ademés
D — eKx es amplio, Kx - L < 0. Por otro lado, una aplicacién del TIH implica L% < 0
(ejercicio 2.4b)).

De la formula de adjunciéon concluimos que L tiene género aritmético nulo; en par-
ticular, L es no singular, pues en caso contrario su género geométrico seria < p,(L).
Por lo tanto L es una (—1)-curva. El criterio de contractibilidad de Castelnuovo nos
dice que existe una superficie lisa X', un punto p € X’ y un morfismo o : X — X’ tal
que o es la explosion de X’ en p con o~ !(p) = L.

Por la Proposicion 2.2 existe n € Z tal que nD es efectivo. Substituyendo D por nD
obtenemos Sop(D)N L = (); en particular, los puntos base de |D| estan fuera de L. Por
lo tanto, si D' := 0.(D), tenemos D = ¢*(D') y D’ es un divisor nef tal que (D')? > 0
y D' — eKx es amplio para algun € > 0.

Si D’ no es amplio, repetimos el procedimiento precedente. Como p(X') = p(X) — 1,
después de, si fuera necesario, aplicar ese procedimiento un ntmero finito de veces,
terminaremos con un divisor amplio; entonces el resultado vale para D’ y por lo tanto
vale para D.

Caso D? =0y D # 0. Existe curva irreducible C tal que D - C' > 0. Como D es nef,
el TIH aplicado al divisor amplio D — e Kx proporciona

(D—e€eKx) D >0;
luego Kx - D < 0. Por el criterio de amplitud de Kleiman el divisor
ne —1

1
nD—KX:—(D—GKx)+ D
€

es amplio para todo n € N con ne — 1 > 0. El Teorema de RR implica

(Ox(nD)) = X(Ox) + 5 (nD = K) - D.
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Ademés, como nD — Kx es amplio, del TAK sigue h*(nD) = 0 si i > 0. Entonces
h®(nD) crece linealmente puesto que D - Kx < 0.

Sea n >> 0. Entonces |[nD| = |[M|+ A, donde M denota la parte movil del divisor
y A la parte fija; en particular M es nef. Asi

0<M*<M-(M+A)=M-(nD)<(M+A)-(nD)=D*=0,

de donde sigue M? = M - A = A? = 0.

La anulacién de M? implica que el divisor M es libre: sea ¢a; : X — X’ el morfismo
sobreyectivo asociado; por construccion la imagen de ¢); tiene dimension 1, pues las
curvas del sistema lineal |M| son contraidas en puntos y M # 0. El Teorema de la
factorizacion de Stein dice que ¢y se factoriza como X — V — X' donde ¢ : X =V
tiene fibras conexas y ¢ : V' — X' es finita.

Si M - A =0, entonces A esta contenido en una unién finita de fibras de ¢. Por el
Lema de Zariski (ejercicio 2.16) A? = 0 implica que existem py,...,p, € V tales que

A= ¢*(Z a;pi), a; € Q.

Por lo tanto, si H es una secciéon hiperplana en X’ el sistema lineal

[nD)| = |0¢* (" (H) + Y aip;)|
es libre para ¢ suficientemente divisible, ya que ¢¥*(H) + 3. a;p; es amplio en V.

Caso D? =0y D = 0. Por lo hecho en el caso precedente, basta con probar h®(nD) # 0
para n >> 0.
Como nD — Ky = —K = (1/¢)(D — eKx) es amplio, el TAK implica h®(nD) =
X(Ox(nD)) y x(Ox) = 1. El resultado sigue de RR.
O

Corolario 2.18 (Acotacion de denominadores). Supongamos que Kx no es nef. Si A
es amplio, to(A) =p/qg € Q con 1 < q < 3.

Demostracion. Escribimos tg = to(A), como antes y K = Kx. El divisor D := A+t K
es nef, no es amplio y D — eK es amplio si € > 0 es suficientemente pequeno (ejercicio
2.13). Consideramos los mismos tres casos de la demostracion de la proposicion.

Caso D? > 0. Si L es la (—1)-curva tal que D - L = 0, tenemos to = A - L.

Caso D> =0y D # 0. Sea ¢ : X — V la factorizacion de Stein de [nD|,n >> 0.
Denotemos F' una fibra genérica de ¢; entonces D - F' = 0. Por la formula de adjuncion
2pu(F)—2 = (K+F)-F

= K-F
—9,

v

puesto que p,(F) = h'(Or) > 0. Por lo tanto —K - F < 2. Ademés, D - F' = 0 implica

A-F

ty = .
0 K-F
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Caso D?> =0y D = 0. En este caso —K es amplio y, en particular, el TAK implica
h'(K — K) =h'(Ox) =0,Yi > 0,

luego x(Ox) = 1.

Dado que A + toK = 0, si tg = p/q con (p,q) = 1, obtenemos que ¢ divide K en
NY(X).

Supongamos ahora que —K = dH con H amplio (podrfamos terminar la prueba
por aqui: ver nota 2.20 més abajo) y consideremos la aplicaciéon racional ¢ = ¢yg :

X --> Y c P01 giendo Y la adherencia de Im().

Ejercicio 2.19. Si h°(H) > 4, entonces dimY = 2 (sugerencia: si m € N es tal que
mH es muy amplio, entonces ¢p,g 1 X — PRmH) =1 og yna inmersion; luego Y es
proyeccion de la superficie no singular X' := ¢}, 1|(X) desde un centro de dimension
h(mH) —h°(H) — 1 que corta X’ en un niimero finito de puntos).

Supongamos que h°(H) > 4. Si W C PP (F)=1 g un subespacio proyectivo genérico
de codimension 2, por el ejercicio de arriba W NY # 0 y ¢~ (W) esté contenido en la
interseccion de dos elementos genéricos de |H|, por lo tanto

0< #p (W) < H? < 0.

Utilizando la cota inferior para el grado de una variedad proyectiva no degenerada
(ver por ejemplo [Hr, Cor. 18.12|), obtenemos

H? > deg(Y)
> h%(H)—1— (dim(Y) — 1)
> h°(H) — dim(Y).

Asih'(H) < H?*+42; ademés esta condicion es automaticamente valida cuando h’(H) <
4.
Por otro lado, RR y TAK implican

hO(H) =1+
Deducimos
(d—1)H* <2,
luego d < 3, lo que termina la demostracion.
O

Nota 2.20. Que — K x sea amplio equivale a que X sea isomorfa a una superficie de del
Pezzo (ver observacion 0.1). De la descripcion de tales superficies sigue facilmente que
las tnicas para las cuales —Kx = dH es divisible son P? y P! x P!, siendo d = 3 en el
primer caso y d = 2 en el segundo.

2.3. Los teoremas del cono y de la contracciéon. Las caras de dimensién uno
de un cono convexo en R" se llaman los rayos extremales del cono; todo cono es suma
de sus rayos extremales. En el caso del cono cerrado de curvas NE(X) de una variedad
X, un rayo R se dice que es K y-negativo, si para todo z € R— {0} se tiene Kx -z < 0.

Antes de enunciar y demostrar el teorema del cono, introducimos dos ingredientes
necesarios para ese fin. Sean A un divisor amplio y M un divisor nef; entonces vM + A
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FIGURA 4. Perturbando M por una parte pequena de un divisor amplio

es amplio para todo v > 0. Definimos
ry(v, A) =tog(vM +A),v >0

o sea, el limite nef del divisor amplio vM + A. Como M es nef, si v; < v, entonces
ra(v1, A) < ry(ve, A), 0 sea )y no decrece como funcion de v.
Para z € NE(X) g« N M* fijo,
Az
Kx -z’
esto es, my (v, A) queda acotado superiormente cuando un tal z existe; dado que los

denominadores de ry(v, A) estan acotados concluimos lo siguiente:
Afirmacion 1. Si NE(X)goo N M+ # 0, existen ry(A) y va tales que

ra(v, A) = ry(A),Y v > vy

TM(I/,A) S —

Un rayo extremal de NE(X) es una cara de dimension 1 de este cono, esto es, una
semirecta R = R¢v generada por un elemento no nulo v € NE(X). Un rayo extremal
R C NE(X) se dice que es Kx-negativo si Kx -z < 0 para todo z € R — {0}.

Teorema 2.21 (Teorema del Cono). Sea X wuna superficie proyectiva no singular;
denotemos K = Kx. Entonces

W(X) = @(X)KZO + Z Ry,

donde R es la familia de rayos extremales en NE(X) que son K-negativos. Ademds, el
conjunto R es discreto en NE(X) g o.

Demostracion. Si K es nef entonces R = () y no hay nada para demostrar. Supongamos
entonces que existe z € NE(X) tal que K -z < 0; en particular K # 0 y podemos incluir
la clase de este divisor en una base de N*(X)q.

Fijemos divisores amplios A;,..., A,—1 de forma que

KA. A,

induzcan una base de N*(X)g.

Afirmacién 2. Si M es un divisor nef tal que NE(X)x.oN M* # (), existe una rayo
extremal K-negativo R tal que R C NE(X) N M*.

En efecto, denotemos v; = v4, v r; = ry(A4;) donde @ = 1,...,p — 1. Elegimos
vy > v; + 1V 1, tal que los divisores

(21) D1 = VC,M + A1 + T’IK, Ce 7Dp—1 = VOM + Ap—l + T'p_lK,
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FIGURA 5. Comparando C con NE(X)

que son numéricamente efectivos por la afirmaciéon 1, sean ademaés linealmente inde-
pendientes sobre R. Observemos que si z € NE(X),

Di-z=[vw—vi)M+vM+A+rK|-2=0 = M-2=0;
0 sea,
NE(X)N D ¢ NE(X) N M*+,V .
Ejercicio 2.22. Si M es como en la afirmacion 2, probar que existe ¢ tal que
0 #NE(X)geoN D+ CNE(X)N M+
(sugerencia: D; es nef pero no amplio; ademas vyM + A es amplio).
La afirmacion 2 sigue entonces por induccién en la dimension de la cara NE(X)N ML,

gracias al ejercicio 2.22.

Ahora demostremos que el conjunto de rayos extremales es discreto en NE(X)x<o.
En efecto, sea R € R. Existe un divisor nef L tal que R = NE(X)NL*, por definicion de
cara de un cono convexo. Tomando M = L en lo que hicimos anteriormente, obtenemos

0#NE(X) N (voM + A; + 1 K): =NE(X)N M+ =R,V i,

puesto que todo divisor en (2.1) es nef pero no amplio.
Tenemos un isomorfismo lineal ¢ : N1(X)g — Q7,

2 (K2, Ay 2,000 Ay - 2).
La interseccion de R con el hiperplano K = —1 en N;(X)qg corresponde por ese iso-
morfismo al punto
(=1, 71,...,7p1).

Como los denominadores de los r;’s son < 3, deducimos

6p({K =—-1}NnR)CZ’
de donde concluimos lo que queriamos; de esta parte de la prueba sigue el ejercicio
siguiente:

Ejercicio 2.23. El cono C := NE(X) g0 + > rer Be es un cono convexo cerrado.

Para terminar, supongamos, por absurdo, que C C @(_X ). Entonces existe un divisor
D tal que C — {0} C{D >0}y D-z <0 para un z € NE(X) (ver figura 5).
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Ejercicio 2.24. Existe a € Q¢ tal que A = m(D — aK) es entero y amplio para m
suficientemente divisible en N (sugerencia: fijar una norma en Ny (X) = R”; sea B(0;1)
la bola de centro 0 y radio 1. En el compacto {z € B(0;1) : D - z < 0} el divisor K es
negativo).

Por el lema de racionalidad, existe un divisor nef M := ((A + rK) para ciertos
r € Qso, £ € N, tales que

NE(X) k<o N M+ # {0}, N M+ = {0},

lo que contradice la afirmacién 1 y termina la demostracion.
O

Observacion 2.25. Geométricamente, el teorema del cono significa que la parte de
@(X) que yace en el abierto de Ni(X)g definido por la condicion Ky - z < 0 es
poliedral. Puede ocurrir sin embargo que el conjunto R se acumule en puntos del
conjunto cerrado {z € Ny(X)g; Kx - z = 0}: es lo que pasa en el caso en que X es la
explosion de P? en nueve puntos que estan en posicion general (ver [De, Chap. 6, §6.6]).

Como sabemos (ver capitulo 1, §3), si ¢ : X — Y es un morfismo con fibras conexas,
el cono NE(¢) C N;(X) define una cara del cono NE(X). El Teorema de la contraccion
afirma que la reciproca de esta afirmacién también es verdadera si la cara en cuestion
yace en la parte Kx-negativa del cono. Demostraremos esta afirmacion en el caso en
que una tal cara es un rayo extremal, lo que constituye el caso mas importante.

Teorema 2.26 (Teorema de la Contraccién). Para cada rayo extremal R en NE(X) k<o
existe un morfismo sobreyectivo ¢ = contr : X — 'Y con fibras conexas, Y una variedad
(proyectiva) normal, tal que si C C X es una curva irreducible, entonces ¢ contrae C
si y solamente si [C] € R.

Demostracion. Para cada rayo extremal R existe un divisor nef L tal que
R=NE(X)NL™*.

Entonces A := L — rKx es amplio para algun r € Q- suficientemente pequeno, por
el Criterio de amplitud de Kleiman. Por lo tanto L = A + rKx tiene la propiedad
que si m es suficientemente (grande y) divisible, el divisor mL es entero y el sistema
lineal |mL| es libre de puntos base por la proposicion 2.17. Denotemos ¢ : X — Y la
factorizacion de Stein del morfismo (sobreyectivo) ¢,z : X — Yj asociado a |mL|;
entonces Y — Y; s un morfismo finito.

Para probar la normalidad de Y, consideremos un abierto afin no vacio V. C Y y
demostremos que V' es normal. Si C[V] es el anillo de funciones regulares de V', entonces
A = ¢*(C[V]) es subanillo del anillo B := C[¢~'(V)] de las funciones racionales en
C(X) que son regulares en todo punto de ¢~*(V). Tenemos

AC B cCC(X).

Supongamos que sabemos demostrar que ¢~!(V') es un abierto afin (lo que es parte
de los ingredientes en la demostracion del teorema de factorizacion de Stein). Entonces
este conjunto es una subvariedad (abierta) de X y por lo tanto es normal, ya que X lo
es; luego B es integralmente cerrado en C(X). Por otro lado, un razonamiento analogo
al que desarrollamos a continuacion del ejercicio 2.16 muestra que el hecho de ¢ tener
fibras conexas implica que A es integralmente cerrado en B. Deducimos entonces que
A es integralmente cerrado en C(X), lo que implica V' normal.
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Ahora, si [C] € R, entonces L-[C] = 0. Por lo tanto, la restriccion de [mL| a C define
un sistema lineal (sin puntos base) de dimension (proyectiva) cero, o sea, @j,r|(C) es
un punto y entonces C' est& contenida en una fibra de ¢y,,z|, luego en una fibra de ¢.

Reciprocamente, supongamos que ¢(C) = {p}, con p € Y. Luego ¢};,|(C) es un
punto, por lo tanto mL - [C] = 0, luego [C] € R.

]

Observacion 2.27. Sigue del teorema de la contraccion que NE(contg) = R. Esto,
conjuntamente con el hecho de poseer fibras conexas implica implica que contr es
tnica (|De, Prop. 1.14]).

Analizando los detalles de la prueba de la proposicion 2.17 se concluye también que
existen, grosso modo, dos tipos de morfismo contg, en acuerdo con dim X = dimY
o dim X > dimY. En el primer caso contr es la explosion de un punto de Y y en el
segundo contg puede ser una fibraciéon sobre una curva lisa o el mismisimo morfismo de
estructura X — Y = {pt} (que también es considerado una fibraciéon), como veremos
en los ejemplos 2.32.

Definicién 2.28. El morfismo contr : X — Y es la contraccion del rayo extremal
Kx-negativo R. Decimos que la contracciéon es divisorial si dim X = dimY y que es
un espacio fibrado de Mori (o fibracion de Mori) si dim X > dim Y

Antes de proporcionar ejemplos de conos cerrados de curvas, damos dos resultados
que brindan alguna informacién adicional sobre el cono cerrado de curvas.

Lema 2.29. Sea A un divisor amplio en X. El conjunto Q := {z € Ni(X);2* > 0}
tiene dos componentes conexas

QT ={z€eQ;A 2>0} vy Q :={z€Q;A-2<0}.
Ademds, Q* C NE(X)

Demostracion. Por el teorema del indice de Hodge, podemos elegir una base de N1(X)g =
R? de forma que [A] = (VA - A,0,...,0) y que la forma de interseccion se escriba

p
2 E 2
=2

Entonces

[N

1
p 2 p
0= (> (Sot) 1o =t < () )
=2 =2
Si [D] € @, la proposicion 2.2 implica que nD o —nD es efectivo si n >> 0. Como
A intercepta positivamente toda curva efectiva, entonces los elementos de @) efectivos
son precisamente los de Q1. Como m[D] = [mD] € Qt, m € Z, implica [D] € QT,
concluimos QT C NE(X) — {0} de donde sigue el resultado.
O

Lema 2.30. Para una curva irreducible C C X wvalen las siguientes afirmaciones:

a) Si C? <0, entonces [C] estd en el borde de NE(X).
b) Si C? < 0, entonces [C] genera un rayo extremal (no necesariamente Kx-
negativo).



132

IVAN PAN

Demostracion. Para probar b) observemos que NE(X) = Rx[C] + NE(X)¢so. Si O? <
0, entonces [C] € NE(X)¢so, de donde deducimos que [C] genera un rayo extremal; en
particular [C] est4 en la frontera de NE(X).

Si C? = 0, el funcional lineal de Ny(X)r que consiste en multiplicar por C' es no
negativo en NE(X) y vale 0 en [C], entonces[C] est4 en la frontera de NE(X), de donde
deducimos a).

O

Definicién 2.31. Una superficie proyectiva no singular es un modelo minimal si Ky

es nef.

Ejemplos 2.32.

a)

(Ver 3) Si ¢, : F,, — P! es la fibracién asociada a la superficie de Hirzebruch-
Nagata [F,,, n > 2, entonces Ni(F,) = R[C,] ® R[F], donde C,, es la seccion
especial, C?> = —n, y F es una fibra. Se sabe que Kp, ~ —2C,, — (n + 2)F de
donde se constata que ¢, es la contraccion extremal del rayo (Kp,-negativo) R
generado por [F]. Ademéas F' - C,, = 1 implica que C,, ¢ [F], de donde sigue que
NE(X) no es un cono de dimensién 1 (o sea, una semi-recta).

Como todo cono convexo (cerrado) en Ny (X)r = R?, que no es de dimension 1,
es generado por sus dos rayos extremales, entonces NE(F,,) = ([F], a[C,] + b[F)),
para ciertos a,b € R.

Por otro lado, sea C' C F,, una curva irreducible; C' = aC,, + bF para ciertos
a,be Z. Entoncesa =C-F >0y —an+0b= C-C,, > 0; en otras palabras, toda
curva irreducible es numéricamente equivalente a un 1-ciclo de la forma aC'), +bF
con a > 0y b > an. Deducimos

NEGFn) = @(Fn) = RZO [F} + RZO[CR]

Consideremos la superficie X = P2, Entonces Kp2 ~ —3L, donde L C P? es una
recta. Luego N;(P?)g = R[L] y NE(P?) = NE(P?) = Rx¢[L]. En este caso P? — pt
es la tinica contraccion de rayo extremal Kp2-negativo.

Sea X C IP? una superficie ctibica no singular. Como se sabe, X es explosion de P>
en seis puntos pi,...,ps que estan en posicion general; mas aun, si o : X — P?
es la explosion de p,...,ps, la aplicaciéon birracional o=t : P? — — > X viene
definida por el sistema lineal de las curvas cubicas (planas) que pasan por estos
seis puntos. Si E; = o7 Y(p;),i = 1,...,6, la formula de ramificacion implica
Kx =o*(Kp)+ ), Ei.

Ejercicio 2.33. Probar que toda recta de P? que estd contenida en X es una
(—1)-curva. Deducir que X contiene exactamente 27 rectas, entre las cuales se
encuentran F1, ..., Fs.

Del criterio de amplitud de Nakai-Moishezon sigue que —Kx es un divisor
amplio y de esto, que N1(X)gr tiene una base dada por las clases de los divisores
E,...,Esy —Kx.

Utilizando el ejercicio 2.33 y un poco de trabajo se demuestra que si L;, i =
1,...,27, designan las 27 rectas de X mencionadas en ese ejercicio, entonces

NE(X) = NE(X) = ) Rao[Li].

=1
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d) Sea X = C x C donde C es una curva eliptica. En este caso Kx ~ 0, entonces no
hay rayos extremales K y-negativos y X es un modelo minimal. Mas aun, como X
tiene una estructura de grupo algebraico (i.e., es una variedad abeliana), entonces
22 > 0 para todo z € NE(X). Por lo tanto NE(X) = Q7, donde Q* es como en
el lema 2.29. En este caso p(X) = dim N;(X)g > 3, ya que entre los tres 1-ciclos

C x A{pt.}.{pt.} x C.{(t,1);t € C}
no hay dos que sean numéricamente equivalentes; entonces el cono cerrado de
curvas es “redondo”, donde todo punto no nulo de la frontera define un rayo
extremal (K x-nulo).

Nota 2.34. Existen ejemplos de superficies donde NE(X) no es cerrado y entonces
NE(X) # NE(X) (ver |De, Exa. 1.35]).

2.4. Programa de Mori en dimensién 2. El programa del modelo minimal con-
siste en el siguiente algoritmo: partimos de una superficie lisa X. Nos preguntamos si
Kx es nef. Caso afirmativo, tenemos um modelo minimal y el programa termin6. Caso
negativo, por el teorema del cono existe un rayo extremal R que es Kx-negativo. El
teorema de la contraccion nos da un morfismo ¢ = contr : X — Y, con Y no singular.
Sidim X > dim Y, el morfismo ¢ es un espacio fibrado de Mori y consideramos el pro-
grama terminado: estas fibraciones se pueden clasificar; si dim X = dim Y, entonces ¢
es la explosion de un punto de Y, entonces recomenzamos el programa con Y en lugar
de X: como el numero de Picard de Y es p(X) — 1, esta etapa no se puede repetir méas
que un ndimero finito de veces.

La conclusion es que siempre, a la salida del programa, o encontramos un modelo
minimal, o encontramos un espacio fibrado de Mori.

Observamos que los modelos minimales no tienen ninguna (—1)-curvas, razén por la
cual son superficies minimas en el sentido clasico (definicion 1.23). No obstante, hay
superficies minimas cuyo divisor can6nico no es nef, como es el caso de las superficies
de Hirzebruch-Nagata del ejemplo 2.32a)

El programa del Modelo minimal para superficies puede resumirse en el diagrama de
la pagina siguiente.
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INICIO

X superficie lisa

;. Kx es un divisor SI X es un modelo
nef ? minimal
X =Y NO

d¢: X — Y, contraccion

de rayo extremal K x-negativo

SI i, ¢ es contraccion NO d: X =Y es

de una (—1)-curva ? fibracion de Mori

F1GURA 6. Esquema del Programa de Mori para superficies
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3. DIMENSION SUPERIOR

Los teoremas del cono y de la existencia de contracciéon pueden ser generalizados
en el caso de variedades proyectivas no singulares de dimension arbitraria (y mismo
para variedades con cierto tipo de singularidades). Las demostraciones correspondi-
entes, aunque siguen las mismas ideas, precisan de tecnicismos bastante sofisticados
y no entraremos en detalles; en [De| el lector podra encontrar las demostraciones con
una exposicion muy clara y detallada para el caso no singular. En [KoMo| y [Ma] se
encuentra el abordaje general, siendo la primera referencia la més técnica y la segunda,
maés reciente, que hace un esfuerzo considerable para presentar un texto elemental y
auto-contenido.

Como vimos, en el caso de superficies hay dos tipos de contracciones de rayos ex-
tremales K -negativos: las birracionales que contraen un divisor, que son (inversas de)
explosiones de puntos y las que contraen toda la superficie, sea en una curva, sea en un
punto; del segundo tipo encontramos fibraciones con fibras racionales (de hecho isomor-
fas a P!) y el propio morfismo de estructura, que por abuso también consideraremos
como una fibracién. No obstante, en dimension superior, aparece un nuevo tipo de con-
traccion y es precisamente en este punto que radica una de las principales dificultades
de la teorfa. En efecto, existen contracciones de rayos extremales ¢ : X — Y que son
morfismos birracionales (no isomorfismos) cuyo conjunto excepcional (i.e. donde ¢ deja
de ser un isomorfismo local) tiene codimension > 1; esto implica que Y no puede ser
una variedad lisa, mismo que X lo sea: en efecto, si Y fuera lisa, Kx = ¢* Ky, ya que
no hay divisor de ramificacién en este caso. Si R € NE(X) es el rayo extremal asociado
a la contraccion ¢ y z € R, la formula de proyeccion implica

De hecho, se puede probar que Y es normal, pero sus singularidades la hacen inmane-
jable en términos de teoria de interseccion: el divisor (de Weil) canénico Ky tiene la
“mala” propiedad que ninguna de sus potencias positivas mKy es de Cartier, como se
deduce facilmente de la igualdad (3.1), que continuaria valiendo al substituir Kx por
mK x. En este punto, el proceso en la direccion de obtener un modelo minimal o una fi-
bracion, queda bloqueado. La solucién encontrada por Mori, fue construir una variedad
normal X y un morfismo birracional ¢* : X+t — Y cuyo conjunto excepcional también
tiene codimension > 1y que corresponde a un rayo extremal R* € NE(X ™), ahora con
Kx+ -z > 0 para todo z € R — {0}. Esta propiedad de positividad del rayo extremal
implica que las singularidades de Xt quedan controladas y que la teoria de interseccion
para X es manejable. La contraccion ¢ se dice que es pequenia y ¢* es el flip asociado a
¢; también se llama flip a la aplicacion birracional ¢ = ¢To¢p™! : X - - > X T que tiene
la siguiente propiedad: existen conjuntos cerrados V' C X,V C Xt de codimension
> 1 tales que ¢ : X\V — XT\V™ es un isomorfismo. Los morfismos birracionales que
poseen esta ultima propiedad son llamados, genéricamente, de contracciones pequenas;
los flips son entonces ejemplos de contracciones pequenas.

En esta seccion, no contentaremos con enunciar los teoremas del cono y de la con-
traccion para variedades proyectivas no singulares de cualquier dimension, explicar
como funciona el programa de Mori y dar ejemplos de contracciones en el contexto de
variedades lisas.

3.1. Teoremas del cono y de la contracciéon. Ahora vamos a enunciar, sin de-
mostracion, los teoremas mas importantes de la teoria en el caso de dimension superior,
siempre en el contexto de variedades proyectivas no singulares. Seguiremos |De].



136 IVAN PAN

Ficura 7. Cono cerrado de curvas

Teorema 3.1 (Teorema del Cono). Sea X una variedad proyectiva no singular. Eriste
una familia numerable de curvas racionales {U;}icr en X tal que

0<—Kx-Ih<1+dimX

NE(X) = NE(X) k20 + > RF[TY]
iel
donde RT[I';] son todos los (distintos) rayos extremales de NE(X) que encuentran
NE(X) gy <0- El conjunto {I';}icr es localmente discreto en ese semi-espacio.

Supongamos ahora que Kx no sea nef. Por el teorema del cono existe un rayo ex-
tremal R de NE(X) tal que Ky -z < 0 para todo z € R — {0}. Por el criterio de
amplitud de Kleiman existe un divisor nef L tal que

R=NE(X)NL™*.

De la misma forma que lo hicimos en la seccion 2, se demuestre que L —rKx es amplio
si v € Q- es suficientemente pequeiio.

Para poder contraer el rayo R mediante un morfismo con fibras conexas, siguiendo
las ideas que desarrollamos en la seccion 2, hay que demostrar primero que mL es libre
si m es suficientemente grande. Si ¢,z : X — Y es el morfismo definido por |mL|, la
contracciéon requerida serd el morfismo asociado a ¢,z via la factorizacion de Stein,
para algin m >> 0.

Teorema 3.2 (Teorema de la contraccion). Sea X una variedad proyectiva no singu-
lar. Si R es un rayo extremal Kx-negativo de NE(X), entonces, existe un morfismo
sobreyectivo con fibras conexas contr : X — Y, donde Y es normal y p(Y) = p(X)—1,
tal que contr contrae una curva irreducible C C X, si y solamente si [C] € R.

Existen esencialmente tres tipos de contraccion si dim X > 2. Las contracciones
divisoriales, las fibraciones de Mori (o contraccion tipo fibradas) y Isd contracciones
pequenas (que aceptan flips) ([De, §6.12]). Cada tipo queda determinado en funcion
de la dimension del conjunto excepcional de ¢, como lo dijimos antes. Como también
dijimos, se puede demostrar que si dim X = 3, con X no singular, entonces no existen
contracciones pequenas (|De, Prop. 6.10(c)]). Sin embargo, la nocion de contraccion
pequena en dimension 3 continda siendo relevante atin cuando comencemos con X no
singular; veamos porqué:
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3.2. Descripcién del programa en dimensién superior. Sea X una variedad
proyectiva no singular. Si Ky es nef , entonces X es un modelo minimal y el progra-
ma termind antes de comenzar. Sino, el teorema del cono implica que existe un rayo
extremal K y-negativo R. Por el teorema de la contraccion, existe contg : X — Y con
fibras conexas tal que NE(contg) = R. Si dim X > 2, la variedad Y puede ser singular
aun cuando la contraccion sea divisorial o tipo fibrada.

Si contr es una fibracion de Mori, el programa se considera terminado. Supongamos
que esto no ocurra. Tenemos dos opciones:

a) contg es divisorial. En este caso, uno demuestra que las singularidades que,
eventualmente, puedan aparecer, son de un tipo muy especial. En efecto, primera-
mente se prueba que para todo divisor de Weil D € WDiv(Y') existe m € N tal que
mD € Div(X) es de Cartier; decimos por esto que Y es Q-factorial. Si o : Z — Y es
una resolucién de las singularidades de Y y r € N es tal que 7Ky es de Cartier, se ve
sin mucha dificultad que tenemos una férmula de ramificacién “generalizada” que nos
dice

4
T‘KZ = U*(TKy) + szEz
i=1

donde b; € Z y FE; es componente irreducible del divisor de ramificacion de o, para
todoi=1,...,¢, o sea, divisores contraidos por o; en términos de divisores de Weil (o
clases de equivalencia numeérica) tenemos

¢
Kz =0*(Ky) + Z%‘Ez’,

=1

donde a; = b;/r, i = 1,..., (. Los ntimeros racionales ay, ..., a, se llaman las discrep-
ancias de Y y no dependen de la resolucion de singularidades o elegida, o sea, son
invariantes del conjunto singular de Y. Se dice que Y tiene singularidades terminales
si a; > 0 para todo i; es importante resaltar que Y puede efectivamente ser singular
(|De, §6.6, example 6.18])

Después de haber obtenido Y mediante la contraccion de R, se demuestra que Y tiene
singularidades terminales. Entonces nos preguntamos si Ky es nef. Si la respuesta es si,
entonces Y es un modelo minimal de X y el programa esta terminado. Si la respuesta
es no, entonces nos gustaria recomenzar. Bueno, para esto hay que demostrar primero
que los teoremas del cono y de la contraccion son validos para variedades proyectivas
normales que son Q-factoriales y cuyas singularidades son terminales, lo que es verdad
(ver por ejemplo [Ma, Thm 7-2-1 y Thm. 8-1-3]).

b) Ahora supongamos que el morfismo ¢~ := contp es una contraccién pequena;
pongamos X~ := X. Como vimos al inicio de esta seccion, en este caso ¥ no es Q-
factorial, razén por la cual no tenemos ninguna posibilidad de generalizar los teoremas
del cono y de la contraccién, ya que no tenemos mucho control de la teoria de intersec-
cion en relacion a divisores que no son de Cartier. La idea de Mori fue la de construir el
llamado flip de ¢, esto es, un morfismo sobreyectivo con fibras conexas ¢™ : X+ — Y
(tinico a menos de isomorfismos de Y') tal que Xt es una variedad normal, proyecti-
va, Q-factorial y con singularidades terminales, de forma que satisface las siguientes
propiedades ([Mo88| y [Ma, Prop.9-1-2|):

i) ¢T es una contraccion pequeiia, o sea, es birracional y codim (Exc(¢1), X1) > 1.
ii) toda curva contraida por ¢ es K x+-positiva;
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iii) existe una curva irreducible C' C X tal que NE(¢") = Rxo[C]; en particular
R := NE(¢™) es un rayo extremal de NE(XT).

Tenemos asf una aplicacion birracional ¢ o (¢~)7t : X~ - —> X T que induce un
isomorfismo

X \Exc(¢™) — XT\Exc(¢"),

y que substituye, en cierto sentido, el rayo Kx--negativo R = NE(¢~) por otro que
el rayo extremal Rt := NE(¢") que ahora es Kx+-positivo; como ya dijimos esta
aplicacion también es llamada de flip. Entonces recomenzamos el programa con la
variedad X .

Para demostrar que el programa de Mori termina, hay que probar que el proced-
imiento descripto no admite mas que un numero finito de flips, lo que fue demostrado
por Mori en el caso de dimensién 3 y que ahora se conoce en toda dimension.

3.3. Ejemplos de contracciones extremales. Una contraccion extremal o con-
traccion de Mori de X es un morfismo sobreyectivo ¢ : X — Y tal que NE(¢) es un
rayo extremal R C NE(X) que es K x-negativo, o sea, Kx -z < 0 para todo z € R—{0}.
El conjunto excepcional Exc(¢) de una contraccion extremal ¢ : X — Y es el
subconjunto de los puntos z € X tal que la aplicacion (lineal sobre C) diferencial
dy¢ : T, X — Ty)Y de ¢ en x no es un isomorfismo; T, X y Ty,)Y son los espacios
tangentes de Zariski de X e Y en z e ¢(x) respectivamente. Es un ejercicio demostrar
que Exc(¢) es un cerrado de X y que dim ¢(Exc(¢)) < dim Exc(¢). Decimos que la
contraccion ¢ es una fibracion de Mori o espacio fibrado de Mori si Exc(¢) = X. Si
codim Exc(¢) =1 (i.e. Exc(¢) es el soporte de un divisor), decimos que ¢ es divisorial.
Finalmente, si codim Exc(¢) > 1, decimos que ¢ es una contraccion pequena.

3.3.1. Ejemplos de fibraciones de Mori.

Fibrados proyectivos: caso general. Sea X una variedad proyectiva no singular,
como en todo esta seccion; denotemos O = Ox el haz estructural. Sea £ un haz sobre
X que es localmente libre de rango r + 1, o sea, existe un cubrimiento por abiertos
X = UU;,, tal que para todo indice ¢ tenemos un isomorfismo ¢; : €|y, — O™y,

En este pardgrafo asumiremos que el lector posee alguna idea de la definiciéon de
esquema proyectivo definido a partir de haces de algebras graduadas; en el caso que
esto no sea asi, esperamos que el desarrollo que haremos proporcione al menos una
nocion intuitiva del contexto en que estamos trabajando.

El dlgebra simétrica Sym(E) asociada a & es el haz de édlgebras graduadas definido
de la siguiente forma: si

Te =R (EQRED(ERERE)D---

es el dlgebra tensorial de &, consideramos el haz de ideales bilaterales Zg C T¢ definido
localmente por elementos de la forma u ® v — v ® u, con u,v secciones locales de &.
Entonces
T
=7

El algebra simétrica Sym(&) define un esquema proyectivo que se denota P(E): del
isomorfismo canénico

Sym(€)

Sym(O™ ) ~ Oy, [Ty, ..., T}
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obtenemos isomorfismos P(O"|.) ~ U; x P'; el esquema P(€) puede entonces ser con-
struido pegando los esquemas proyectivos U; X P" via los isomorfismos “de trivializacion”
Sym(&)|y, ~ Sym(O"*y.) inducidos por los ¢ls.

Las proyecciones canoénicas U; x P" — U; inducen un morfismo sobreyectivo 7 :
P(£) — X tal que para todo * € X tenemos que 7 !(z) es el espacio proyectivo
asociado al anillo de polinomios Sym(&,) ~ Sym(O, [T, ..., T,]) = {z} x P".

Por construccion, la variedad proyectiva Z = P(£) es no singular de dimension
r 4+ dim X. Decimos que 7 : Z — X es un fibrado proyectivo sobre X.

Por otro lado, consideremos el cubrimiento estandar P™ = N7 V; donde V; = {T}; # 0}.
Para cada ¢ definimos un divisor en U; x P" via la familia {(U; x V;,T;/T;) }o<j<r,
donde la funcion racional T;/T; en V; es considerada como funcion racional en U; x V.
Estos divisores se pegan para definir un divisor en P(€) cuyo haz asociado denotamos
Op(e)(1): claramente el divisor de Weil correspondiente, cuando restringido a la fibra
7~ 1(x) de un punto z € U;, corresponde al “hiperplano” {x} x {T; = 0} de {z} x P".
Observemos que el producto exterior maximo del haz £ determina un haz invertible

det(&). Si € designa la clase de equivalencia numeérica del divisor definido arriba y n la
del divisor asociado al haz det(€), del ejercicio 1.12 deducimos

[Kz] = (r+ 1§+ 7" ([Kx] +n).

Ahora, si £ es la clase de una recta en una fibra de 7, entonces Kz - £ = —(r + 1),
gracias a la féormula de proyeccion. Ademaés, una curva en Z es contraida por 7 en un
punto x € X si y solamente si corresponde a una curva {z} x C' C {z} x P", luego, si y
solamente si la curva es numéricamente equivalente a un miltiplo entero de ¢. Entonces,
la clase ¢ genera un rayo extremal de NE(Z) que es Kz-negativo y cuya contraccion
asociada es 7.

Superficies regladas. Si £ es un haz localmente libre de rango 2 sobre una curva lisa
proyectiva C, entonces toda fibra del morfismo 7 : Z = P(£) — C es isomorfa a P! y
Z es una superficie reglada.

Si C' es racional, entonces C' ~ P! (como en el ejemplo 2.32a). Es un hecho cono-
cido (que es un teorema de Grothendieck) que todo haz localmente libre sobre P! se
descompone como suma directa de haces localmente libres de rango 1. Por lo tan-
to € = Opi(a1) @ Opi(az), para ciertos enteros a;,as. Tensorizando por Op:(a) para
un a adecuado, obtenemos & ® Opi(a) =: & =~ Opi(n) & Op1, con n > 0. Dado
que P(&) ~ P(&), concluimos que Z ~ F, para cierto n > 0, donde denotamos
F,, = P(Op1(n) @ Op1): esta es la n-ésima superficie de Hirzebruch-Nagata.

Separando rectas por un punto. Aqui vamos a utilizar la nocién de explosion de
un punto en un espacio proyectivo arbitrario; en el préoximo paragrafo incluimos la
definicién de este concepto asi como la generalizacién del mismo.

Sean p € PN+ un punto y H C P¥*! un hiperplano tal que p € H. Designemos
op : PV — —» H = PN la proyeccion sobre H de centro p, que es una aplicacion
racional no definida en p. Si o : Z = BL,(P¥*!) — P¥*! es la explosion de PYT! en
p, entonces m := @, o ¢ es una aplicaciéon bien definida en todo punto de Z, o sea,
7 : Z — PV es un morfismo. Por construccion, la fibra de 7 en un punto ¢ € PV es la
transformada estricta (inversa) en Z, via o, de la recta pg C PV; todas las fibras de 7
son entonces isomorfas a P!, lo que nos hace pensar que 7 es un fibrado proyectivo.

En efecto, interceptando las transformadas estrictas de rectas por p con el divisor
excepcional £ = o7 !(p) ~ PV, obtenemos una identificacion de H con este divisor y
Z =P(Or(—1) ® Og), siendo que Op(—1) = Og(FE), por definicion de explosion.
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3.3.2. Ejemplos de contracciones divisoriales. El prototipo de contracciéon ex-
tremal divisorial es la explosion de centro una subvariedad no singular. Veamos algunos
casos simples.

Explosion de un punto. Si z € X, la explosion Bl,(X) de X en z se puede definir
de manera elemental de la forma siguiente:

Sin = dim X, elegimos un sistema de parametros locales uy, ..., u, € Ox, C C(X)
de X en z, o sea, un conjunto de generadores del ideal maximal m, del punto =x.
Existe un abierto U C X, x € U, tal que uy,...,u, estin bien definidas en U y para
todo ' € U las funciones u; — u;(2’) definen parametros locales en z’ (ver ejercicio
1.8a)). Consideramos el morfismo ¢ : U — P! definido por ¢ = (u; : ... : u,). La
explosion Bl,(U) de U en z es la adherencia en U x P! del gréfico de (; esta variedad
(irreducible) viene junto con el morfismo birracional oy : Bl,(U) — U obtenido por
restriccion de la primera proyeccion del producto cartesiano U x P 1,

Por definicion Bl,(U) es el conjunto de ceros de las funciones regulares en U x P!
siguientes

Uiyj—iji,i,j: 1,...777,—1

siendo y1,...,Y,_1 coordenadas homogéneas en P"~! (aunque no sea absolutamente
trivial mostrar que ese conjunto de ceros esta contenido en Bl,(U)). Luego o' (z) =
{z} x P! es un divisor de Cartier, que es el llamando divisor excepcional Ey de oy
por ejemplo en el abierto U x {y; = 1}, Ey esta definido por la tnica ecuacion u; = 0.

Esta construccion puede ser extendida a X de la forma que explicamos a contin-
uacion.

Podemos suponer X C PY para algtin N. Elegimos coordenadas homogéneas o, ..., Ty
en PV de forma que z = (1:0: --- : 0); entonces, las funciones z;/zy definen paramet-
ros locales de PV en z, como arriba, definidas en el abierto o # 0.

Definimos la explosion Bl,(PY) de P" en x como la adherencia en PV x PV~ del
grafico de la proyeccion

(xog:xy - rxy) = (w1 ray) = (z1/x0 1 -+ TN /T0),

junto con el morfismo birracional o = op~ : Bl,(PY) — P¥ que proviene de la primera
proyeccion del producto cartesiano PV x PN=1. Sea X la transformada estricta de X
en relacion a o, o sea, X es la adherencia del conjunto abierto c~!(X — {z}). Tenemos
el mozﬁsmo ox : X — X obtenido por restriccion de o a X.

Si U es la transformada estricta de U via o, es un ejercicio constatar que existe un
isomorfismo p : Bl (U) — U tal que oy = ox o p. Ahora el divisor excepcional es

Ex := oy (z) = 07'(z) N X; por construccién Ex ~ P"! es la transformada estricta
en relacion a o del espacio tangente (proyectivo, digamos) T,X C PV. Utilizando la
definicion de divisor canénico dada en el ejercicio 1.8, uno muestra sin mucha dificultad
que 0% Kx + (n — 1)E es un divisor canénico para X; esto corresponde a la formula de
proyeccion relativa al morfismo ox (formula 1.1 de §1.2).

Sea Y C X una subvariedad irreducible proyectiva y lisa de codimensién c; denote-
mos Zy el haz de ideales de Ox que define Y como subvariedad. Dado que Y es lisa, en el
entorno de cada uno de sus puntos, uno puede encontrar parametros locales uy, ..., u,
de X en ese punto de forma wuy,...,u. generen Zy localmente y se puede hacer una
definiciéon de explosion local de X en Y, pero es dificil de globalizar la construccion, y
las cosas se tornan artificiales, me parece. Lo que uno hace en estos casos es servirse de
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la definicion general de explosion, en la cual las propiedades cohomologicas y su com-
portamiento en relaciéon a la teoria de intersecciéon son bastante transparentes. Esta es
mas o0 menos como sigue (no daremos muchos detalles):

Consideremos el haz de Ox-algebras graduadas @22 ,Z;-. La explosion de X en YV
es la variedad (esquema) Bly (X) := Proj(@22,Zy ), que viene junto con el morfismo
o : Bly(X) — X inducido por el homomorfismo canénico Ox — &2 I

En este contexto general, si E = 07 (Y) es el divisor excepcional, podemos demostrar
que E es la subvariedad (subesquema) de codimension 1 definida por Zy en Bly (X),
o sea, definida por el ideal localmente principal asociado a la extension (en el sentido
del algebra conmutativa) del este ideal en relaciéon al homomorfismo canénico Ox —
@2 Iy en efecto, sea U un abierto afin de X tal que a1,...,a. € Ox(U) generan
Tynu; si t es una indeterminada tenemos

Byru(U) := &2 Iyrny = Oultay, . . . tacl,

donde los coeficientes de términos de grado r en ¢ de elementos en Oyltay,...ta.|
corresponden a elementos de Zj; entonces Blyry(U) = Proj(Oyltay,...ta.]) y la
extension de Zy en Byqy(U) es el ideal generado por ay,...,a. € Op en esa algebra.
Ahora consideremos, por ejemplo, el abierto {ta; # 0} C o~ }(U) de esta explosion
local; en este abierto, la funciones racionales ta;/ta; = a;j/a1, estan bien definidas para
todo j = 2,...,¢c, por lo tanto
tCL]’ = &tal.
ai

Como Proj(Oy|tay, ... ta.]) es union de los abiertos {ta; # 0}, concluimos que Zyny es
localmente principal.

Observacion 3.3. No utilizamos todavia que el conjunto de generadores tenga exacta-
mente codim (Y, X) elementos, esto es, no estamos usando aun que Y sea una subvar-
iedad lisa.

Que Y sea no singular, implica que Bly (X) también lo es; en efecto, como o induce un
isomorfismo Bly (X)\E ~ X\Y, basta con mostrar que los puntos £ son no singulares,
lo que se puede hacer localmente. Para mostrar esto, comencemos observando que el
homomorfismo graduado (de grado 0) canénico

OU[tla .. ,tc] — OU[tal, . ,tac],ti — a; V’L,

es sobreyectivo y entonces induce una inmersion cerrada o~ '(U) C U x P¢; mas pre-
cisamente, si x1,...,x, son pardmetros locales en un entorno en X de un punto z € Y,
de forma que 7; = a; sii=1,...,c, entonces 0 (U) queda definido en un entorno de
o~ !(z) por las ecuaciones
(32) l’ﬂfj :l'jti,i,j = 1,...,0.
Entonces, por ejemplo, en el abierto t; # 0, las funciones

t2 tc

X1, =Ty oy —X1,Legly---5Ln
31 31

definen pardmetros locales en un entorno de o~ *(z) N {¢; # 0}.

Observemos que, por construccion de Z := Bly (X)) como un “esquema proyectivo” ,
el haz de ideales Zp de E es precisamente Oz(1): en el abierto o1 (U) de mas arriba,
Ik es localmente generado por taj, para algin j. Como tay,...,ta. son las secciones
globales del haz Oz(1) en ese abierto, concluimos Zg = Oyz(1). De esto se deduce que

Oz(E) = Oz(-1),
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ya que para todo abierto V C Z se tiene
H(V,02(-E)) = {f € C(2)";div(f) — E > 0} U {0}

que coincide con HY(V,Zg), o sea, Zg = Oz(—F).

Observemos ademas que, utilizando la descripcion de la explosion dada por las ecua-
ciones (3.2), obtenemos o~ (z) ~ {x} x P¢ para todo r € Y.

Por lo tanto, a nivel de haces, tenemos Oz(E) = Oz(—1); en otras palabras, la
restriccion de Oz(F) a una curva L C E de la forma L ~ {z} x ¢ C U x P, donde
¢ C PP° es una recta, es isomorfa a Oy(—1) = Op1(—1); deducimos F - L = —1.

Por otro lado, trabajando en cartas locales se demuestra que Kgi, (x) = 0*(Kx) +
(c — 1)E, que es la formula de ramificacion para el morfismo de explosion o, con
¢ = codim (Y, X). Como las curvas C' C F que son contraidas por ¢ en un punto z € Y,
digamos con x en el abierto U de antes, son de la forma C ~ {z} x C, C U x P°, para
alguna curva C, C P°, obtenemos

Kaiy (x) - C = deg(C,)(1 — ¢);

por lo tanto,
codim (Y, X) > 1 = Kgj,(x)-C < 0.

Asi, o es la contracciéon extremal asociada al rayo extremal Rxof.

Ejercicio 3.4. Probar que si Y es no singular de codimension ¢ = 1, entonces Bly (X)
es canénicamente isomorfo a X (sugerencia: Y es un divisor (de Cartier) efectivo).

Para terminar esta seccion sobre explosiones, nos gustaria comentar que la definicion
méas general de explosion que dimos, continta valiendo para una variedad proyectiva
X que es singular e Y C X un subesquema arbitrario con haz de ideales Z C Ox.
Obtenemos un esquema Bly (X)) proyectivo, siendo el divisor excepcional E todavia un
divisor de Cartier. Para que la formula de ramificacion que exhibimos continte vélida,
precisamos sin embargo que X sea por lo menos normal y que el haz de ideales Z
satisfaga la siguiente propiedad: para todo x € Y existe un abierto afin U > x de
X tal que Z|y esta generado por una sucesion regular de elementos en Op (se dice
que Y es localmente interseccion completa en X). En particular, si Y es un divisor
de Cartier efectivo, o sea, un subesquema de codimension 1, obtenemos Bly (X) ~ X
donde dejamos las verificaciones para el lector interesado.

Una referencia interesante para estudiar las construcciones relativas a fibrados proyec-
tivos, explosiones, etc, aparte de la referencia estandar [Ha|, es [Fu2, Appendix B, §’s
B.3, B.4, B.5 y B.6|, donde no hay muchas demostraciones pero se encuentra un buen
resumen de “todo lo que uno deberia saber acerca de”.

3.3.3. Ejemplo de contracciones pequenas. Una contracciéon pequena (no nece-
sariamente extremal y K-negativa) es un morfismo birracional ¢ : X — Y tal que
Exc(¢) tiene codimension > 1. Cuando el cono NE(¢) es un rayo extremal K y-negativo,
como dijimos antes existe el flip de ¢. Si X es no singular, la existencia de una contrac-
cion pequena de un rayo extremal K x-negativo solo es posible a partir de dim X > 3
(ver [De, Prop. 6.10(c)]).

El ejemplo tal vez mas conocido de contraccion pequena es el siguiente:

Consideremos P* con coordenadas homogéneas zo,...,74. Sea X C P* un cono
cuadratico de ecuacion

T1T9 — IX3T4 = 0,
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que es un cono de vértice O = (1:0:0:0:0) sobre la cuadrica lisa @ de ecuaciones
To = T1X2 — T34 = 0,
Q C {zy = 0} C PL. Denotemos II;, [T, C P!, respectivamente, los planos
{z1 =124 =0} y {7, = 23 =0},

que pasan por O e interceptan () en rectas transversales; tenemos II; C X, i =1, 2.

La variedad X tiene entonces un tnico punto singular en O que es un punto doble
ordinario. Denotemos 7 : Blp(P*) — P es la explosion de P* en O, cuyo divisor
excepcional es Ep ~ P3, es facil ver que la transformada estricta X C Blo(P*) de X es
no singular; denotemos o : X — X el morfismo obtenido por restriccion; evidentemente
X = Blp(X) en el sentido més general de explosion de variedades no necesariamente

lisas. Por construccion, el divisor excepcional E = o71(0) C P? es canénicamente
isomorfo a @, siendo P? = 771(0); més precisamente:

Ejercicio 3.5. Probar que la transformada estricta X es no singular y que XNEp ~ @
(sugerencia: en una carta local C*, con coordenadas t,,y, 2, podemos suponer X =
{tr —yz =0} y O = (0,0,0,0); podemos describir la explosién 7 con cuatro cartas
locales (t,x,y, z) — (t,tx, ty, tz), (t,z,y,2) — (xt,z, 2y, x2), etc).

Analogamente, denotemos m; : Bly, (P*) — P* la explosion de P* en II;, 1 = 1,2;
entonces la explosion de X en II; es el morfismo o; : X; = Bly,(X) — X obtenido por
restriccion de 7; a la transformada estricta X; de X en relacion a m;, ¢ = 1, 2. Tenemos
isomorfismos inducidos X;\o; '(0) — X\{0},i =1,2.

Cuidado: Aqui II; no es un divisor de Cartier en X ya que no es posible definirlo
mediante una tnica ecuacién en el entorno del punto singular de X. Por lo tanto o; no
tiene por que ser un isomorfismo. De hecho, X; es no singular:

Ejercicio 3.6. a) Probar que X; es no singular (sugerencia: con las notaciones co-
mo en el ejercicio de arriba, podemos suponer II; = {t —z = 0} y describir la ex-
plosion 7 con las dos cartas (¢, z,y, z) — (t,z,y,tz) v (t,x,y,2) — (2t, 2,9, 2)).

b) Probar que el morfismo o; '(I;) — II;, inducido por o;, es la explosién de un
punto de II; (sugerencia: trabajar de nuevo en cartas locales).

Como el ideal de definicion de O contiene los ideales de definiciéon de 1I;,7 = 1,2,
obtenemos un diagrama conmutativo

de aplicaciones birracionales, donde T =0, 0 ¢;,7 =1, 2.

Ahora, la transformada estricta II; del plano II; en relacion a o, es por definiciéon la
explosion de ese plano en O, cuyo divisor excepcional es Ly := Eoﬁli ~ P!, Utilizando
el ejercicio 3.6b), deducimos que ¢, induce un isomorfismo de I, en o; '(I1;) y entonces
que ¢1 no contrae Li; pongamos C) := ¢ (L) ~ PL.

Por otro lado, del ejercicio 3.5 sigue que P! x P! ~ F C X tiene dos familias de
rectas, las curvas del tipo {pt.} x P! y P! x {pt.}. Como cada familia varia en el conjunto
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de fibras de un morfismo, uno puede mostrar que todas las curvas en cada familia son
numéricamente equivalentes. Dado que L, pertenece, por construcciéon, a una de estas
dos familias, deducimos que ¢; no contrae ninguna de las curvas de esa familia.

Finalmente, puesto que 7 contrae las curvas de ambas familias, en particular las que
interceptan L, necesariamente estas ultimas son contraidas por ¢; en los puntos de
Cy. A posteriori ¢; contrae el divisor E en la curva Cy y 0,(C}) = {O} (dejamos los
detalles para el lector).

Un razonamiento completamente anadlogo implica que ¢o contrae las curvas de la
familia de rectas de E que contiene L; en un los puntos de una curva racional y lisa
C2 C Xo y que 0'2(02) = {O}

Por lo tanto 0y y 02 son contracciones pequenas y la aplicaciéon birracional ¢ establece
un isomorfismo

Xl\Cl — XQ\OQ.

Sin embargo, las contracciones o; no son Kx,-negativas, o sea, ninguna de ellas es un
flip. De hecho, se puede ver que Ky, -C; = 0 para ¢ = 1, 2. En efecto, si uno asume que
Kx es un divisor de Cartier (bastaria con que mKx lo sea; ambas cosas son verdaderas
aunque X no sea Q-factorial) entonces la formula de ramificacion implica

KXi :U*(Kx),i: 1,2

pues, como o; no contrae ningtn divisor, el divisor de ramificacién R,, es nulo para
1 = 1,2. La afirmacion sigue entonces del hecho que o; contrae Cj.

Para construir un ejemplo de flip hay que trabajar bastante todavia. No vamos a
hacer eso, pero la idea es la siguiente (ver [KoMo, Exa. 2.7]): se considera la accion del
grupo ciclico p,, (multiplicativo) en P4 n > 2, donde 1 € u,, opera por

(xo :mxy @ X9 2 MT3 : Ty).

Entonces (1, opera en X, dejando O fijo y estabilizando los planos II;. Por lo tanto la
accion de p, se levanta a una accién en X, X; y X, de forma que los morfismos del
diagrama son equivariantes (esto se puede verificar “a mano”, trabajando localmente).
Haciendo los cocientes respectivos, la aplicaciéon o7 da lugar a una contraccién pequena
de rayo extremal K-negativo cuyo flip asociado corresponde a 05. Més concretamente,
pasando al cociente el diagrama de arriba obtenemos otro diagrama conmutativo

Xn
(by ¢n,2
©
Xn,l _______ > An2
J& %2
Xn

donde el subindice n indica que hicimos el cociente por el grupo finito u,. Se puede
entonces demostrar que X,, 1 es (normal pero) singular, X,, 5 es lisa y se tiene

n—1

KXTLJ : Cn,l = - ; KXnyg : Cn,Q =n—1.

Cabe resaltar que en la presente situaciéon ninguna potencia del divisor canénico de
X, serd de Cartier, razén por la cual no tenemos més la formula de ramificacion para
relacionar la clase canoénica de esta variedad con las clases canoénicas de X, ;1 0 X, 2.
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El morfismo o, 5 es entonces el flip asociado a o, ;. Los morfismos o1, 02, que presen-
tan simetria en relacion a la interseccion de la clase candnica con las curvas contraidas,
se dice que son flops; tanto o1 como oy son llamados de flop de Atiyah (|At]).

Observacion 3.7. Para quién conoce la teorfa de variedades téricas, las construccion
del flop de Atiyah, junto con la demostracién de sus propiedades, se pueden hacer de
manera bastante elemental (ver [Ful, pag. 49 y segundo ejercicio en pag. 61]).

3.3.4. Otras contracciones divisoriales y fibraciones de Mori. En este para-
grafo seguimos de cerca [De, §6.16].

Sea C' una curva proyectiva lisa de género g y d un entero positivo. Denotemos Jd(C')
el conjunto de divisores D = Y a;p; € Div(C), p; € C, tales que deg(D) = > a; = d.
Se puede demostrar que este conjunto tiene una estructura de variedad proyectiva no
singular.

Por otro lado, el grupo simétrico de d elementos actia de manera natural y sin puntos
fijos sobre el producto cartesiano C? = C x - - - x C, cuyo espacio de érbitas es entonces
una variedad proyectiva lisa que designaremos por Cy, llamada el producto simétrico
de d copias de C. Tenemos un morfismo canonico ¢ : Cy — J4(C). Si D € Div(C) tiene
grado d, entonces la fibra ¢—!(D) es isomorfa al sistema lineal completo | D], que es un
espacio proyectivo.

Si d > 2g — 2, todo divisor de grado d es no especial (|[Ha, Chap. IV, Example
1.3.4]) y el teorema de Riemann-Roch (para curvas lisas) implica |D| ~ P479; luego ¢
es un fibrado proyectivo como en 3.3.1 y entonces una contracciéon K¢, -negativa; en
particular, si /; es una recta dentro de una fibra, entonces

(33) ch'gd:g—d—l.

La formula 3.3 continta valiendo para d arbitrario. En efecto, si d es suficientemente
grande ya sabemos que es valida. Supongamos que sea verdadera para un cierto d y
demostremos que vale para d — 1: fijando un punto de C' construimos una inmersion
cerrada v : Cy_1 — Cy, donde Yy := 2(Cy_1) es una subvariedad lisa de codimension 1
de Cy tal que Yy - €4 = 1. La formula de adjuncion general (|[Ha, Chap. II, Prop. 8.20])
implica K¢, , = ¢* (K¢, + Yy). Por lo tanto

Ko, - laa (Ko, +Yq) - i
(Ko, + Ya) - 1(lg1)

= (Ko, +Ya) -4y
(g—d—1)+1,

de donde sigue la afirmacion.

Si2g—12>d > g, el morfismo ¢ contintia siendo una contraccién K¢ ,-negativa. Es la
contraccion del rayo extremal R>q[¢4]. Pero ahora existen fibras ¢~ (D) de dimension
> g —d cuando h°(C, K¢ — D) > 0; esto pasa cuando el divisor D es especial (ver [Ha,
Chap. IV, Example 6.4.2] para ejemplos de curvas C' donde O¢(1) es especial). En este
caso, cuando g > d tendremos un ejemplo de fibracion de Mori que no es un fibrado
proyectivo.

Por otro lado, si ademéas g = d, las fibras genéricas tendran dimensiéon 0 y por lo
tanto ¢ es una contracciéon divisorial. El conjunto de puntos de J¢(C) que pertenecen
al divisor contraido es

{D € JYC);h’(C, Kc — D) > 0}.
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Nuevamente, la ocurrencia de divisores no especiales de grado d implica que esta con-
traccion divisorial no es una explosion.
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FUNCIONES ZETA DE GRUPOS

DIEGO SULCA Y PAULO TIRAO

RESUMEN. Un grupo finitamente generado G tiene para cada n € N s6lo un nimero
finito de subgrupos de indice n, denotado ag(n). La funcién zeta de subgrupos de G
es la serie de Dirichlet

Ca(s) = Z ac;(sn)7 seC.
n=1

Si la sucesion {ag(n)} es de crecimiento polinomial, entonces (;(s) converge en un
semiplano del plano complejo y define en éste una funcion analitica.

En el curso mostraremos algunos resultados fundamentales para grupos nilpotentes
finitamente generados y libres de torsion, llamados T-grupos.

Probaremos que el crecimiento de subgrupos de un 7-grupo es polinomial y por lo
tanto su funcion zeta es un objeto analitico y no sélo formal. Ademés probaremos que
la funcién zeta de un 7-grupo admite una descomposicién como producto de Euler

o0 K
Ca(s)= JI Canls), donde (ap(s) =D aGEﬁ 3
p primo = P

Luego introduciremos los grupos pro-finitos y pro-p y las completaciones pro-finita
y pro-p de un grupo para relacionar la funcién zeta de un 7-grupo G y la de su
completacién pro-p, é; Esto permite representar a la funcién zeta de G como una
integral p-adica. Mostraremos como a partir de esta representaciéon se deduce uno
de los resultados maés relevantes para éstas funciones zeta: las funciones zeta locales
de un 7-grupo, (¢ ,($), son funciones racionales de p~°. Es decir, para cada primo p
existen polinomios racionales P y @ tales que

P(p~*)
Conls) = Qlp~)’
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INTRODUCCION

Un grupo abstracto finitamente generado tiene para cada natural n s6lo un niimero
finito de subgrupos de indice n y en particular s6lo un nimero finito de subgrupos
normales de indice n. La idea de entender a un grupo a través de sus imagenes (finitas)
es un problema tipico de la teoria asintotica de grupos. Entender cuéntos subgrupos o
cuantos subgrupos normales de indice n tiene un grupo finitamente generado y como
crecen estas cantidades son preguntas naturales.

Muchas veces en matematica, para entender una sucesion de nimeros enteros no
negativos una buena idea es la de incorporarla como coeficientes de series de potencias,
de series de Dirichlet o de formas automorfas.

El estudio del crecimiento de la cantidad de subgrupos de grupos infinitos es una area
de investigacion que ha crecido y se ha desarrollado rapidamente desde que se instalo
coémo tema en la conferencia “Groups St. Andrews” en 1985. Un area con un desarrollo
espectacular en los ultimos anos es el estudio de las funciones zeta de grupos con
crecimiento polinomial de subgrupos. Estas fueron introducidas por Grunewald, Segal
y Smith en 1988 en un trabajo fundacional [3] en el que prueban propiedades analiticas
fundamentales de las funciones zeta de grupos nilpotentes finitamente generados y
libres de torsion.

La clase de grupos con crecimiento polinomial de subgrupos fue caracterizada por
Lubotzky, Mann y Segal [11, 12]. Las pruebas usan la teoria de grupos analiticos p-
adicos, la teoria de grupos algebraicos y el Teorema del Ntimero Primo. Los grupos
solubles de rango finito son de crecimiento polinomial de subgrupos y esta clase con-
tiene a la clase de los grupos nilpotentes finitamente generados y libres de torsion.
Ahora mientras que para los ultimos existen una gran cantidad de resultados y el
conocimiento de sus funciones zeta es profundo, para los primeros sus funciones zeta
son casi desconocidas.

Una descripcion del estado del area, de su desarrollo, los progresos alcanzados y los
problemas abiertos pueden verse en los libros “Subgroup growth” de Alex Lubotzky
y Dan Segal [13]| y “Zeta functions of groups and ring” de Marcus du Sautoy y Luke
Woodward [10]. Ademas los libros [4] y [15] son también muy relevantes en el desarrollo
del area y [5, 7, 8, 9, 6] son algunos otros trabajos fundamentales en la teoria de
funciones zeta de grupos.

1. SERIES DE DIRICHLET

Una serie de Dirichlet es una serie de la forma

[e.9]
a”I’L

ns’
n=1

donde los coeficientes a,, € C y s € C. Estas series son maés relevantes como objetos
analiticos que como objetos formales. Algunos de los resultados basicos son sobre series
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de Dirichlet son los que siguen. Para una exposiciéon méas amplia incluyendo las pruebas
se pueden consultar por ejemplo [14] y [1].

o0

a
Proposicioén 1.1. Sea Z —Z una serie de Dirichlet.
n

n=1
Si la serie converge en el punto s = sy, entonces converge en el semiplano Re(s) >
Re(so) y la convergencia es uniforme sobre compactos.
St la serie converge absolutamente en el punto s = sg, entonces converge absoluta-

mente en el semiplano Re(s) > Re(sg) y la convergencia es uniforme sobre compactos.

Esta proposicion permite definir las abscisas de convergencia o, y de convergencia
absoluta o, de una serie de Dirichlet.

Definiciéon 1.2.

» 0. = Inf{a € R: la serie converge en «a}.
» 0, = Inf{a € R : la serie converge absolutamente en a}.

Si la serie converge (absolutamente) en todo el plano definimos 0. = —o00 (0, = —00).
Si la serie no converge (absolutamente) en ningtin punto definimos o. = oo (0, = 00).

Observacion 1.3. Si 0. es la abscisa de convergencia de una serie de Dirichlet dada,
entonces tal serie converge en cualquier punto s con Re(s) > 0. y no converge en
ningin punto s con Re(s) < o.. Como la convergencia de la serie es uniforme sobre
compactos, entonces ésta define una funcién analitica en la region Re(s) > o..

Anéalogamente si o, es la abscisa de convergencia absoluta de una serie de Dirichlet
dada, entonces tal serie converge absolutamente en cualquier punto s con Re(s) > o,
y no converge absolutamente en ningin punto s con Re(s) < o,.

Proposicién 1.4. Sean o. y o, respectivamente las abscisas de convergencia y con-
vergencia absoluta de una serie de Dirichlet. Entonces

0<o, —0o.<1.
1.1. Funciones aritméticas y series de Dirichlet.

Una funcién aritmética es una funcién f : N — C. A cada funcién aritmética f le
podemos asociar una serie de Dirichlet, aquella con coeficientes f(n). Esta es

o0

Z f(n)

n=1 n®
Una funcién aritmética f se dice multiplicativa si no es idénticamente nula y satis-

face f(mn) = f(m)f(n) para todo m,n con (m,n) = 1y se dice completamente
multiplicativa si no es idénticamente nula y f(mn) = f(m)f(n) para todo m,n € N.

Proposicion 1.5. Sea f una funcion aritmética y o, la abscisa de convergencia abso-
luta de la serie de Dirichlet asociada.

s Si f es multiplicativa, entonces

o Yo (2
n=1 k=0

P primo p

) ,  para Re(s) > o,.

= S f es completamente multiplicativa, entonces

io:fg): 1 (1_f(p)>_17 o Bels) = o

S
p primo p
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Todos las series y productos son absolutamente convergentes.

La factorizacion (1.1) se conoce como producto de Euler y los factores que aparecen
en dicha descomposicion son los factores locales de la serie.

Proposicion 1.6. Sea f una funcion aritmética. Entonces la serie de Dirichlet asocia-
da tiene abscisa de convergencia finita st y solo si f tiene crecimiento polinomial, es
decir si eziste un ¢ € R tal que |f(n)| < n°, para todo n € N.

Ejemplo 1.7. El ejemplo mas famoso de series de Dirichlet es la funcién zeta de
Riemann
1
Cs) = —-
n=1
Esta es la serie de Dirichlet asociada a la funcion aritmética f = 1. Para esta serie se
tiene que o, = 0. = 1 y ademaés

()= [ a=p)"

p primo

es su descomposiciéon como producto de Euler.

2. FUNCIONES ZETA DE GRUPOS

Teorema 2.1. 57 G es un grupo finitamente generado, entonces para cada natural n
hay a lo sumo una cantidad finita de subgrupos de indice n.

Demostracion. Dado H un subgrupo de G de indice n identifiquemos al conjunto de

coclases a izquierda de H en G con el conjunto {1,...,n} de modo que a H le cor-
responda el 1. Hay (n — 1)! formas distintas de hacer esta identificacion y para cada
una de éstas el grupo G actua en {1,...,n} por g-xH = gzH. Por lo tanto cada

subgrupo H de indice n define (n — 1)! homomorfismos ¢ : G — S,, con las siguientes
propiedades:

» Cada p es transitivo en {1,...,n}, es decir, para cada par i, j en {1,...,n} existe
g € G tal que ¢(g)(i) = j;
= Stabg (1) = {g € G : p(g)(1) =1} = H.
Reciprocamente para cada homomorfismo transitivo ¢ : G — S, el subgrupo H =
Stabg (1) es de indice n en G. En efecto si para cada 4 elegimos un g; € G tal que
©(g:)(1) =4, entonces G = gt HUgo HU . .. Ug, H.
Luego si G es generado por m elementos, entonces el niimero de homomorfismos de

G en S, es a lo sumo (n!)”™ y la cantidad de subgrupos de G de indice n es menor o
igual que (n))™/(n — 1)L O

Definicion 2.2. Si G es un grupo finitamente generado, sea ag(n) la cantidad de
subgrupos de GG de indice n. La funcion zeta del grupo G es la serie de Dirichlet

Coto) = 324

Otras series de Dirichlet asociadas a un grupo G finitamente generado son

o0

Geo=Y %M =3 )

ns
n=1 k=0
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donde ag(n) denota la cantidad de subgrupos normales de indice n y p es un nimero
primo. La serie (7 es la funcidn zeta de subgrupos normales de G'y (g, es la funcion
zeta local de G en p.

Ejemplo 2.3. Si G = Z, entonces ag(n) = 1. Luego la funcion zeta de Z es la funcion
zeta de Riemann.

Las funciones zeta de grupos finitamente generados son series formales que no nece-
sariamente convergen en algun semiplano, es decir no necesariamente definen una fun-
cion analitica. Como los coeficientes de las funciones zeta de grupos son niimeros natu-
rales, las abscisas de convergencia y de convergencia absoluta coinciden. Esta abscisa
es denotada ag. En natural preguntarse para qué grupos finitamente generados G es
ag < oo. Antes de contestar esta pregunta cabe una consideracion previa.

Definicién 2.4. Un grupo G se dice residualmente finito si la intersecciéon de todos
los subgrupos normales de GG de indice finito es la identidad.

Observacion 2.5. Dado un grupo G, si H es la interseccion de todos los subgrupos
normales de G de indice finito, entonces G/H es residualmente finito y la proyeccion
G — G/H induce una biyeccién entre los subgrupos de G de indice finito y los
subgrupos de G/ H de indice finito. Esto se sigue del hecho que todo subgrupo de indice
finito contiene un subgrupo normal de indice finito. En efecto para todo subgrupo K
de G de indice finito, si {e, g1,...,9s} es un conjunto de representantes de todas las
coclases de K, el subgrupo

KngKg'n---NgKg

estad contenido en K, es normal y de indice finito en G.
Luego si G es finitamente generado, para estudiar la funcion aritmética ag(n) pode-
mos suponer que G es residualmente finito.

2.1. Grupos con crecimiento polinomial de subgrupos.

Dado un grupo G su funcién zeta define una funcién analitica en algin semiplano
del plano complejo si tiene abscisa de convergencia ag finita y ag < 00 si y solo si G
tiene crecimiento polinomial de subgrupos, es decir, si existe un nimero real c tal que
ag(n) < n¢ para todo n. Estos grupos fueron caracterizados en una serie de trabajos
que culminé con [11, 12].

Teorema 2.6 (Lubotzky-Mann-Segal). Sea G un grupo finitamente generado y resi-
dualmente finito. Entonces G tiene crecimiento polinomial de subgrupos si y solo si G
tiene un subgrupo soluble de indice finito y de rango finito.

Recordamos que un grupo G se dice de rango finito si existe un entero positivo r tal
que todo subgrupo de G puede ser generado por r elementos.

Una familia importante de grupos con crecimiento polinomial de subgrupos son los
T-grupos.

Definicién 2.7. Un grupo G es un 7-grupo si es nilpotente, finitamente generado y
libre de torsion.

Muchos de los resultados més importantes sobre la teoria de funciones zeta de grupos
se refieren exclusivamente a esta familia. Los primeros resultados aparecieron en [3],
un trabajo fundacional en el area.

En lo que resta describiremos algunos de los primeros resultados sobre funciones zeta
de 7-grupos.
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3. FUNCIONES ZETA DE T-GRUPOS

En esta seccién presentamos los primeros resultados fundamentales sobre funciones
zeta de grupos. Mostraremos que las funciones zeta de 7-grupos tienen las siguientes
propiedades generales:

= tienen abscisa de convergencia finita,
= tienen descomposicion como producto de Fuler y
= los factores locales son funciones racionales de p—°.

Hacemos notar que el primer resultado se sigue del Teorema 2.6, sin embargo este
resultado fue probado con anterioridad en [3] y la prueba que daremos permite calcular
explicitamente la funciéon zeta en algunos casos particulares.

3.1. Abscisa de convergencia finita.

Definicién 3.1. La longitud de Hirsch, A(G), de un grupo soluble finitamente gene-
rado G, es el numero de factores ciclicos infinitos que aparece en cualquier serie de
composicion de G.

Tal ntimero resulta bien definido por el Teorema de Schreirer sobre refinamientos
equivalentes de series subnormales de un grupo. En efecto, cualquier refinamiento de
una serie subnormal con factores ciclicos tiene la misma cantidad de factores ciclicos
infinitos que la original.

Proposicion 3.2. Sea G un T-grupo con centro Z. Entonces G/Z es libre de torsion.
Ademds existe una serie central 1 = Cy < C; < ... < Cy = G, donde h = h(G) es la
longitud de Hirsch de G, tal que C;/Ci11 = Z. En particular, un T-grupo con longitud
de Hirsch igual a 1 es isomorfo a 7.

Teorema 3.3. Si G es un T-grupo, entonces ag < oo. Mds ain ag < h(G).

La prueba de este resultado, aunque no es inmediata, sélo requiere herramientas
de la teoria elemental de grupos. Comenzamos con algunos resultados preliminares
que permiten reescribir a la funcién zeta de G de manera adecuada para probar este
teorema.

Sea GG un grupo arbitrario y N < G. Para cada par de subgrupos A y B tales que
B<N<ALQG, sea

Uy(A,B)={H<G:HNN=B, HN = A}.
Lema 3.4. 51 G es un grupo y N < G, entonces
(3.1) {H:-H<;G}= |J Un(AB).
N<AL;G
B</N
Ademds |G : H] =[G : A|[N : B| para todo H € Un(A, B).

Demostracion. Si H <y G, entonces HONN <; N < HN <; Gy H €e Un(HN,HNN).
Si HeUy(A,B)con B<;N <A<;G, entonces H <Gy

[G:H)=[G:HN]|[HN : H)=[G: HN][N: HNN]| =[G : A][N : B] < o©.

Por ultimo es claro que los conjuntos Uy (A, B) son disjuntos dos a dos. O
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Usando la descomposion (3.1) se sigue que la funcion zeta de subgrupos de G en el
semiplano de convergencia tiene las siguientes expresiones:

Ca(s) = Y [G:H®

H< ;G

= Z Z G: H|™®

N<A<;G \ Hely(A,B)
B<;N

= ) UNAB)G: AN B

N<A<;G
B<;N

= Y [G:A™ > Un(AB)|[N: B

N<A<;G B<;N

= > [G/N:A/NI” > |Un(A B)|[N: B,

A/N<,;G/N B<sN

Es decir,

(3.2) Cals) = D [G/N:A/NI™ " [Un(A B)|[N:B]™".
A/N<;G/N B<;N

Tomamos ahora un subgrupo Z del centro de GG, consideramos los conjuntos Uz (A, B)
con B <; Z <A <; Gylosgrupos P =Z/By (Q = A/B. Notamos que P estd
contenido en el centro de Q).

Consideramos ademaés el conjunto Co(P) de complementos de P en (@, esto es

Co(P)={C<Q:Q=PCyPNnC=1}.

Puesto que H € Uz(A,B)siysolosi B< H,H/BNZ/B=1y (H/Z)(Z/B) = A/B,
entonces el mapa H — H/B es una biyeccion entre Uy (A, B) y Co(P).

Asumamos que Cq(P) es no vacio y sea C = H/B € Co(P). Como PC = Q y
PN C =1, entonces para cada = € @ existe un tnico 7o (x) € C tal que v = me(x)p,
para algin p € P. Ademas 7o : @ — C' es un epimorfismo de grupos cuyo nucleo es P.
Luego ¢ induce un isomorfismo ¢ : Q/P — C.

Ahora para cada 6 € Hom(Q/P, P), sea 6* : Q — @ el mapa definido por §*(z) =
mo(z)d(xP) y sea

® : Hom(Q/P, P) — Cq(P)

el mapa definido por ®(§) = Im(5*).
Lema 3.5. El mapa ® es una biyeccion.

Demostracion. Para cada §, 0* es un homomorfismo pues w¢ y 6 son homomorfismos y
Im(9) C P C centro(Q). Luego 6*(Q) < Q. Veamos que es un complemento de P en Q.
Si z € Im(0*) N P, existe y € @ tal que x = 7 (y)d(yP) y por lo tanto mo(y) € P. Se
sigue que o (y) = 1, es decir,y € Py x = §(yP) =0(P)=1.Siz € Q y p € P es tal
que = = mc(x)p, entonces x = §*(z)d(x~'P)p € Im(6*) P. Se sigue que Q = Im(5*)P y
por lo tanto Im(0*) es un complemento de P en (). Ademas se sigue que 75+ = 6*(x).
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Para ver que ® es biyectiva definimos una inversa ¥ : Co(P) — Hom(Q/P, P). Para
cada K € Co(P) sea ¥(K) : Q/P — P el mapa definido por

U(K)(2xP) = 7c(xP) '7g(2P) = mo(x g (z).

Notamos que ¥(K)(xP) € P pues existen elementos p,p’ € P tales que 7o(z)p = x =
i (z)p’. Ademéas W(K) es un homomorfismo pues

U(K)(ayP) = mely " Imela ) (@)mx(y)
= 7wy HU(K)(2P)rk(y)
= U(K)(2P)rc(y Hrr(y)

= W(K)(zP)¥(K)(yP)
para todo x,y € @ (recordar que P C centro(Q)).
Ahora por un lado tenemos que
V(K) (x) = mo(2)U(K) (2 P) = me(r)ro(a™ )mr (2) = mr(2)
y por lo tanto ®(¥(K)) = K, para todo K € Cq(P).
Por otro lado
U(Im(6*))(xP) = me(x ") Mimee) (2) = me(271)6* (z) = 6(xP)
y por lo tanto W(®(J)) = d, para todo 6 € Hom(Q/P, P). Luego ® es biyectiva. O
De la discusién previa al lema resulté que entre Uz (A, B) y Co(P) hay una corre-
spondencia biyectiva y el lema afirma que éste tltimo a su vez esté en correspondencia

biyectiva con Hom(Q/P, P). Por lo tanto [Uz(A, B)| = | Hom(Q/P, P)|. Asi si en la
expresion (3.2) ponemos N = Z, resulta que

(3.3) Ce(s)= > [G)Z:A)Z] Y |Hom(A/Z, Z/B)|[Z : B] *6as
A)Z<:G)Z B<;Z
donde 04 5 es 0 0 1 de acuerdo a si Uz (A, B) es vacio o no.

Demostracion del Teorema 3.5. Hacemos induccion en la longitud de Hirsch de G.

Si h(G) =1, entonces G = Z y (c(s) = ((s), la funcion zeta de Riemann, que tiene
abscisa de convergencia igual a 1.

Si d = h(G) > 1, sea Z un subgrupo ciclico infinito del centro de G tal que G/Z es
libre de torsion. El grupo A/Z es nilpotente, libre de torsion y de longitud de Hirsch
igual a d — 1, por lo tanto generado por d — 1 elementos. Como un homomorfismo
§: A/Z — Z/B esta completamente determinado por sus valores en un conjunto de
generadores de A/Z, entonces

|Hom(A/Z, Z/B)| < [Z : B]*"".
Luego de la expresion (3.3) resulta que
G < Y 162 A2 Y12 B = Capnls)((s — d 1),
A)2<;G/Z B<;Z

Por hipotesis inductiva, (g/z(s) converge si Re(s)s > d — 1y ((s — d+ 1) converge si
Re(s) > d. Luego (s(s) converge si Re(s) >dy ag < d= h(G). O

Como aplicacion de la formula (3.3) calculamos la funciéon zeta del grupo abeliano
libre Z<.
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Proposicion 3.6. La funcion zeta del grupo abeliano libre 7, (44(s), tiene abscisa de

convergencia aza = d y
d

Conls) = T s — i+ 1).
i=1
Demostracion. Como el resultado es claro si d = 1, supongamos que d > 1 y tomemos
Z =7Zx0x...x0.81B <{;< Z <A<y Z¢, entonces B es de la forma B = B; x0x...x0
con By < Zy AesdelaformaZxA; con A, < Z4'. El subgrupo B; x A; es claramente
un elemento de Uz (A, B) y por lo tanto 04 5 = 1 en la expresion (3.3). Ademas A/Z
es libre de rango d — 1 y por lo tanto | Hom(A/Z, Z/B)| = [Z : B]*"!. Luego

Gual(s)= > [2%Z:A)Z)° > 1Z: B = Guayp(s)((s —d + 1)

A)Z<74/7 B<yZ
y el resultado se sigue por induccion pues Z%/7 = 7471, O

3.2. Producto de Euler.

Nuestro proximo objetivo es demostrar que las funciones zeta de 7-grupos admiten
producto de Euler. Segin la Proposicion 1.5, basta probar que la funcion que cuenta
la cantidad de subgrupos de indice n, ag(n), es multiplicativa.

Teorema 3.7. Sea G un T-grupo. Entonces ag(nm) = ag(m)ag(n), si (m,n) = 1.

Para demostrar este teorema necesitamos algunos resultados de la teoria elemental
de grupos.

Lema 3.8. Sea G = S X...x S, un grupo nilpotente finito expresado como el producto
de sus p;-subgrupos de Sylow, S,, =1 x ... x 5; X ... x 1. Entonces todo subgrupo H
de G es de la forma H = S} x ... x S}, con S] < S;. Si |G| =p"...p*, cona; > 1y
|H| =p" .. .pf"’, con B; > 0, entonces |S;| = p3* y | S]] :pfi.

Demostracion. Si H < G, entonces H es nilpotente y por lo tanto es el producto de
sus p;-subgrupos de Sylow. Para cada i, los teoremas de Sylow implican que el p;-
subgrupo de Sylow S, de H es un subgrupo de S,, y por lo tanto es de la forma
S, =1x...xS{x...x1con S <S8, Luego H = 5] x...x 5. Latltima afirmacion
es una consecuencia inmediata de los teoremas de Sylow. (]

Lema 3.9. Sea G un grupo nilpotente finito de orden a = pi*...pp*, con a; > 1 y los
primos p; distintos entre si y sea H un subgrupo de indice n = p{* ...pl*, con v; > 0.
Entonces H se escribe de modo unico como la interseccion de subgrupos Py, ..., Py, con
P, de indice una polencia de p;. Tal polencia resulta ser p/* para cada P;. En particular,
para cada 1 existe un unico subgrupo de G de indice pVi que contiene a H.

Demostracion. Sean G = S; x ... x S,y H=5] x ... x S) como en el lema anterior
y sea f3; = a; — . Entonces |[H| = pi"...pJ* v |S!| = p''. Sea P, = S; x ... x
Si—1 X S X Siy1 X ... x Sk. Se tiene |P;| = pi*.. .p?_ﬁlpfipfﬂl ...pp* y por lo tanto
(G : P] = p % = p). Claramente H = _, P..

Sean ahora ); = Sfi) X ... X S,(f) subgrupos de G de indices una potencia de p;,
digamos pf", tales que H = ﬂle Qi. Entonces S} < SJ(»i) < §j, para todo j. Ademas
Qil = a/pl = pi* . pI PR pi* v por lo tanto S| = pY = (S]], si j # i
y luego SJ@ = S, si j # . También H = ﬂle Q; = Sfl) X ... X S,(f) y por lo tanto
Si(i) = S., para todo i. Luego @Q); = P;, para todo . O
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Lema 3.10. Si G es un grupo nilpotente y H es un subgrupo de indice mn, con (m,n) =
1, entonces existe un unico subgrupo K de G de indice m que contiene a H.

Demostracion. Sea N un subgrupo normal de GG de indice finito contenido en H. En-
tonces G/N es nilpotente finito y por lo tanto, cambiando G por G/N si es necesario,
podemos suponer que G es un grupo finito. Sea m = p* ... pI" la descomposicion prima
de m y sean P, ..., P, los Gnicos subgrupos de GG de indices p/* respectivamente que
contienen a H. Entonces K = P;N...N P, tiene indice m y contiene a H. Si K’ es otro
subgrupo de G de indice m que contiene a H, entonces por el lema anterior existen

inicos subgrupos P/, ..., P/ de indices p]* respectivamente tales que K’ = P{N...NFP;.
Como todo subgrupo que contiene a K’ contiene a H, la unicidad del lema anterior
referida ahora a H nos dice que P, = P! para todo i y por lo tanto K = K. O

Demostracion del Teorema 3.7. Sean m y n enteros positivos coprimos entre si. La
interseccion de un subgrupo de indice m y uno de indice n es claramente un subgrupo
de indice mn. Por otro lado, todo subgrupo de indice mn esta contenido en un tnico
subgrupo de indice m y en un tnico subgrupo de indice n. Luego la aplicacion (A, B) —
A N B es una biyeccién entre el producto cartesiano de la familia de subgrupos de
indice m y la familia de subgrupos de indice n, y la familia de subgrupos de indice mn.
Igualando cardinales se obtiene ag(mn) = ag(m)ag(n). O

Como aplicacion de la Proposicion 1.5 y los Teoremas 3.3 y 3.7 se obtiene el siguiente
teorema.

Teorema 3.11. Sea G un 7-grupo con longitud de Hirsch h(G). Entonces la funcidn
zeta de G converge absolutamente en el semiplano Re(s) > h(G) y satisface

CG(S): H CG;D(S)'

3.3. Racionalidad de los factores locales.
La descomposicion como producto de Euler de la funcién zeta de Riemann, para

Re(s) > 1, es
()= [ a-p)"

p primo

En este caso los factores locales (,(s) =

1—
efecto (,(s) = gg_s) donde P(z) =1y Q(x) =1—=z.

— son funciones racionales de p~*. En

—S
Esta propiedad de la funcion zeta de Riemann es compartida por las funciones zeta
de T-grupos.

Teorema 3.12. Sea G un T-grupo y p un primo. Entonces existen polinomios P y @)
con coeficientes enteros tales que

Con(s) = P(p)

Qp~)
Corolario 3.13. Si G es un T-grupo y p es un numero primo, entonces la susecion

{ag(p®)}s, satisface una relacion de recurrencia lineal con coeficientes enteros, es
decir, existen un entero positivo v y enteros zi,...,z, tales que

ac(p") = z1ac(p" ") + ...+ zac(p"")

9

para todo k > r.
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La demostraciéon del Teorema 3.12 es sofisticada y requiere nuevas herramientas que
presentamos en las secciones que siguen.

4. GRUPOS PROFINITOS, PRO-p Y COMPLETACIONES

Si G es un grupo topolégico y X es un subconjunto de G, denotamos por X a la
clausura de X y por (X) al subgrupo de G generado como grupo abstracto por X.
Un grupo topolégico G se dice finitamente generado si existe un subconjunto finito
X tal que G = m Se escribe X <, G, X <, G, X <. Gy X <. G para indicar
respectivamente que X es subgrupo abierto, subgrupo normal abierto, subgrupo cerrado
y subgrupo normal cerrado.

En toda la seccion p denota un nimero primo.

4.1. Grupos profinitos y pro-p.

Definicién 4.1. Un grupo G se dice profinito si es un grupo topoldgico compacto
Hausdorff tal que los subgrupos abiertos forman una base de entornos de la identidad.

Un grupo pro-p es un grupo profinito en el cual los subgrupos abiertos tienen indice
alguna potencia de p.

Proposicion 4.2. Si G es un grupo profinito, entonces:

1. Todo subgrupo abierto de G es cerrado, tiene indice finito en G y contiene un
subgrupo abierto normal de G. Un subgrupo cerrado de G es abierto si y sélo si
es de indice finito. La familia de todos los subgrupos abiertos de G se interseca
en {1}.

2. Un subconjunto de G es abierto si y solo si es la union de coclases de subgrupos
normales abiertos.

3. Para cualquier conjunto X de G,

(4.1) X= ()] XN
N<oG

Si X es un subgrupo de GG, entonces
(4.2) X=({K:X<K<,G}.

4. 851 X eY son subconjuntos cerrados de G, entonces también lo es el conjunto
XY. Si X es un cerrado y n es un entero, entonces el conjunto {x" : x € X} es
cerrado.

5. Sea H un subgrupo cerrado de G. Entonces H con la topologia inducida es un
grupo profinito. Todo subgrupo abierto de H es de la forma HN K con K <, G.

6. Sea N un subgrupo normal de G. Entonces G/N con la topologia cociente es un
grupo profinito y el mapa cociente G — G /N es continuo, abierto y cerrado.

7. Una sucesion {g;}ien en G converge si y sélo si es una sucesion de Cauchy, es
decir, para cada N <,G existe unn = n(N) tal que g{lgj € N para todo 1,5 > n.

Proposicion 4.3. Sea G un grupo profinito y sean H <. G y K <. G.
= 51 G es pro-p, entonces H es pro-p.
» G es pro-p si y solo si K y G/K son pro-p.

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia inmediata del item 5. de la
proposicion anterior.
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La condicion necesaria de la segunda afirmacion es inmediata. Supongamos entonces
que K y G/K son grupos pro-p y sea H un subgrupo abierto de G. Entonces

[G:H]=[G:KH|[KH: H =[G/K : KH/K][K : K N H].

Como HK/K es la imagen de H en el cociente G/ K, entonces HK/K <, G/K y por
lo tanto [G/K : KH/K] es una potencia de p. Como H <, G, entonces K N H <, K
y por lo tanto [K : K N H| es una potencia de p. O

Proposicion 4.4. Sea {G;}icr una familia de grupos profinitos. Entonces el producto
[Lic; Gi, con la topologia producto, es un grupo profinito que es pro-p si cada uno de
sus factores es pro-p.

Demostracion. Sabemos que el producto G = [[..; G es un grupo topolégico compacto
y Hausdorff. Por definiciéon de la topologia producto, una subbase de entornos de la
identidad esta formada por los abiertos de la forma W (k, V) = {(gi)icr : g € V' } donde
k € Iy V esun subgrupo abierto de Gy, y como todos estos conjuntos son subgrupos,
entonces una base de entornos de la identidad de G es la familia de subgrupos abiertos
de G. Luego G es profinito. Si cada G; es pro-p, entonces una base de entornos de
la identidad es la formada por los subgrupos de la forma (), . W(k, Vi) donde F' es
un subconjunto finito de I y éste es un subgrupo de indice [[, (G : Vi] que es una
potencia de p. Luego G es pro-p. U

4.2. Limite inverso.

Sea I un conjunto dirigido, esto es un conjunto con un orden parcial < tal que para
cada par ¢,j € [ existe un k € [ con i < ky j <k. Sea {G,}ic; una familia de grupos
y supongamos que para todo ¢ < j se tiene un morfismo ¢;; : G; — G; tales que:

= ;; es la identidad de G, para todo ¢ € [,
" Ojj = Pk © Prj, sit < k< g
El par ({G;},{pi; : i < j}) es un sistema inverso de grupos y morfismos sobre /.

Un limite inverso de este sistema es un grupo G con morfismos m; : G — G, de-
nominados proyecciones, tales que m; = ;; o m;, si ¢ < j y que satisface la siguiente
propiedad universal. Si H es otro grupo con una familia de morfismos @, : H — G,
tales que m, = p;; 0 7T§7 para todo i < j, entonces existe un unico morfismo ¢ : H — G
tal que m; 0o = m, para todo i € I.

Proposicion 4.5. Un limite inverso del sistema ({G;}, {@ij = @ < j}) sobre I es el
siguiente subgrupo del producto de la familia {G;}ier:

(4.3) hmG; = {(gi)iel € HGi t i = ij(9;), para todo i < ]} ;
il
donde las proyecciones son las restricciones de las proyecciones del producto a l&nGz
Si (G, {m:}) y (G',{m}}) son dos limites inversos del sistema inverso anterior, en-
tonces existe un isomorfismo a : G — G’ tal que w0 o = ;.

Proposicién 4.6. Si cada G; es un grupo compacto Hausdorff y los morfismos ¢;; son
continuos, entonces @Gi es un subgrupo cerrado, y por lo tanto compacto, de [ [, G;.

Demostracion. Si (gi)ier € [[;e; Gi \ HmG;, entonces para algiin par r < s se tiene que
Jr # ©rsgs. Por ser G, un espacio Hausdorff existen abiertos disjuntos U y V en G,
tales que g, € Uy ¢,s9; € V. Parai # r, s sea T; = Gy, y pongamos T = . }(U) C G,

y T, =V C G,. Entonces el conjunto [[,., T; es abierto en [[,_, G;, contiene a (g;)ics
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y su intersecciéon con @Gi es vacia. Luego el complemento de @Gi es abierto en
[Lic; Gi- O
4.3. Completaciéon profinita.

Si N1y Ny son dos subgrupos de indice finito de un grupo G, entonces el subgrupo
N1 N Ny es también de indice finito. En efecto [G : Ny N Ny = [G = Nq|[N7 : N1 N Ny
v [N1: N1 N No] < [G: Ny pues el mapa g(N; N Ny) — gNa, g € Ny, del conjunto de
coclases de N7 N Ny en N en el conjunto de coclases de Ny en G esta bien definido y
es inyectivo.

Entonces si G un grupo residualmente finito y AV es la familia de subgrupos normales
de G de indice finito, se tiene que:

» Si Ny, Ny € N, entonces Ny N Ny € N.
" nNe/\/N =L
Consideremos ahora la familia A dirigida por inclusion inversa, la familia de todos los
cocientes finitos de G, {G/N : N € N}, y para cada N; C N; sea ¢y, n, : G/N; —
G/Ns el epimorfismo natural. Asi ({G/N : N € N}, {on, N, : N1 € Noy Ny, Ny € N'})
es un sistema inverso de grupos y morfismos sobre N cuyo limite inverso como subgrupo
de [[yen G/N se denota G
Ahora dando a cada G/N la topologfa discreta resulta que []ycu G/N es profinito

(Proposicion 4.4) y como GN es cerrado (Proposicion 4.6), entonces GN es profinito.

Definicién 4.7. El grupo GN es la completacion profinita de G.

El mapa ¢ : G — [[yepn G/N, definido por ¢(g) = (9N )nen s un homomorfismo
y su imagen esta contenida en G .

Proposicion 4.8. ¢ es un monomorfismo y su imagen es densa en Gyr.

Demostracion. Si (gN)nexy = (N)nenr, entonces g € N para todo N € Ny por lo
tanto g € (yen N = 1, lo cual implica que g = 1. Luego ¢ es monomorfismo. Un
entorno bésico de (gnN)nen en el producto es de la forma V = {(hyN)nen : hy, N; =
gn,Niyi = 1,..,k}. Si (gvN)nyen € CAJN, sea M € N talque M C NyN...N, y
consideremos ¢(gy) = (g N)nen. Entonces (gy) € V, pues gy N; = gn,N; para
i=1,...,k por ser M C N;. Esto dice que +(G) es denso en Gy O

4.4. Completacién pro-p.
En todo lo que sigue p es un niimero primo.

Definicién 4.9. Un grupo G se dice residualmente p-finito si la interseccion de todos
los subgrupos normales de indice una potencia de p es la identidad.

Observacion 4.10. La definicion de la completacion pro-p de un grupo residualmente
p-finito es enteramente analoga a la definicion de la completacion profinita de un grupo
residualmente finito. De todos modos la desarrollamos aca para afianzar ambas defini-
ciones.

Si N; v N, son dos subgrupos normales de indice una potencia de p de un grupo
G, entonces el subgrupo N; N N, es también de indice una potencia de p. En efecto
G : NN Ny =[G : N{|][Ny : Ny N Ny y [Ny : Ny N N es finito, pero méas atn es
el orden del subgrupo N;/(N; N N3) de G/Ny, cuyo orden es una potencia de p. Asi
|G : N7 N Ny es producto de dos potencias de p.

Entonces si G es un grupo residualmente p-finito y A es la familia de subgrupos
normales de GG de indice una potencia de p, se tiene que:
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» Si Ny, Ny € N, entonces Ny N Ny € N.
" (yen N =1
Consideremos ahora la familia N dirigida por inclusién inversa, la familia de todos
los cocientes finitos de G que son p-grupos, {G/N : N € N}, y para cada N; C Ny
sea ©n, N, : G/N1 — G /N el epimorfismo natural. Asi ({G/N : N € N}, {onm.n, :
N; C Ny, Ny, Ny € N'}) es un sistema inverso de grupos y morfismos sobre N cuyo
limite inverso como subgrupo de [[y. G/N se denota C/J\
Ahora dando a cada G/N la topologia discreta resulta que HNe/\/ G/N es pro-p

(Proposicion 4.4) y como G es cerrado (Proposicion 4.6), entonces G es pro-p.

Definicién 4.11. El grupo Gp es la completacion pro-p de G.

El mapa ¢ : G — [[yepn G/N, definido por ¢(g) = (9N )nen es un homomorfismo
y su imagen esta contenida en G,,.

Proposicién 4.12. ¢ es un monomorfismo y su imagen es densa en G,,.

Demostracion. Si (gN)nyexy = (N)new, entonces ¢ € N para todo N € N y por
lo tanto g € (\yex N = 1, lo cual implica que g = 1. Luego ¢ es monomorfismo.
Un entorno basico de (gnN)nen en el producto es de la forma V = {(AnN)nen :
ha,Ni = gy, Niyi = 1, ..., k}. Si (gvN)yen € G, sea M € N tal que M C Ny N ... Ny,
y consideremos ¢(gas) = (gmN)nen- Entonces t(gy) € V, pues gy N; = gy, N; para
i=1,...,k por ser M C N;. Esto dice que +(G) es denso en (/};. O

4.5. Completaciéon pro-p de T-grupos.

Proposicion 4.13. Sea G un 7-grupo. Entonces todo subgrupo de indice una potencia
de p contiene un subgrupo normal de indice una potencia de p. Ademds G es residual-
mente p-finito.

Demostracion. Sea H un subgrupo de G de indice una potencia de p y sea N <1 G de
indice finito contenido en H. Entonces G/N es nilpotente y finito. Si ¢, ..., ¢, son los
primos distintos que dividen al orden de G /N, los ¢;-subgrupos de Sylow de G/N, que
resultan normales por ser G/N nilpotente, estan contenidos en H y el producto directo
de ellos es un subgrupo normal contenido en H/N que tiene indice una potencia de
p. La preimagen de este subgrupo normal por el mapa cociente G — G/N es un
subgrupo normal de G contenido en H y de indice una potencia de p.

Veamos ahora que G es residualmente p-finito en tres pasos.

PRIMERA PASO: Todo grupo nilpotente infinito finitamente generado, contiene un
subgrupo normal de indice finito que es T-grupo.

Hacemos induccion en la longitud de Hirsch. Si h(G) = 1, existe g € G de orden
infinito. Entonces si C; = (g) v Cj11 = Ng(C;), la serie 1 1 C; <10y < ... debe
ser estacionaria, pues G es nilpotente finitamente generado. (Recordamos que en un
grupo nilpotente, todo subgrupo propio es subgrupo propio de su normalizador.) Luego
C, = G para algian r y por lo tanto C'; forma parte de una serie subnormal de G. Como
h(G) = 1, entonces C; debe ser de indice finito. Sea C' < ] tal que C' es normal de
indice finito en G. Claramente C' es ciclico infinito y por lo tanto un 7 grupo.

Supongamos ahora que h(G) > 1. Dada una serie subnormal ciclica de G, existen
subgrupos G < Gy <; G tales que G3/G; = Z. Como G5 contiene un subgrupo
N < G y de indice finito, entonces con A = G4y NN resulta A< N <y Gy N/A=Z.
Por hipétesis inductiva, existe un 7-grupo H tal que H < A < N <y G. Como A es
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finitamente generado y todos los subgrupos nHn=! con n € N son subgrupos de A del
mismo indice, entonces {nHn™' : n € N} es finito y por lo tanto su interseccion H;
es un subgrupo normal de N que es 7-grupo de indice finito en A. El normalizador de
H; en G contiene a N y por lo tanto es de indice finito. Luego la interseccion de todos
los conjugados de H; es un 7-grupo Hs que es normal en Gy de indice finito en A.
Es claro que G/H, tiene longitud de Hirsch igual a 1 y por lo tanto existe B tal que
Hy, < B<yy B/Hy = Z. Entonces B es un 7-grupo normal en G de indice finito.

SEGUNDO PASO: Todo grupo nilpotente finitamente generado es residualmente finito.

Sea G un grupo nilpotente finitamente generado. Si A(G) = 0 no hay nada que
probar. Sea h(G) > 0y sea G un 7-grupo normal en G de indice finito. Sea Z el centro
de G. Z es normal en G y como h(G) = h(G1), entonces Z es abeliano libre finitamente
generado de rango > 1y h(G/Z) < h(G). Sim > 1, entonces Z™ es caracteristico y por
lo tanto normal en Gy ademaés de indice finito en Z. Luego h(G/Z™) = h(G/Z) < h(G)
y por hipotesis inductiva, la interseccion de todos los subgrupos normales de G de indice
finito esta contenida en Z™. Como (\{Z™ : m € Z} = 1, entonces la interseccion de
todos los subgrupos normales de GG de indice finito es 1.

TERCER PASO: Un T-grupo es p-finito.

Sea G un 7-grupo y Z = Z(G) el centro de G. Entonces G/Z es libre de torsion
y tiene clase de nilpotencia menor que la de G. Por lo tanto procediendo por induc-
cion, podemos suponer que GG/Z es residualmente p-finito. Para ver que G tiene esta
propiedad basta ver que para cualquier z € Z, con z # 1, hay un N < G tal que G/N
es un p-grupo finito y 2 ¢ N. Como Z es abeliano libre, entonces z ¢ ZP" para algiin
m. Como ZP" <1 G, se puede elegir un subgrupo normal N de G conteniendo ZP", que
no contiene a z y maximal con respecto a esta condicion (estamos usando que G/ZP"
es residualmente finito por ser nilpotente finitamente generado). Sea™: G — G/N la
proyeccién natural. Luego todo subgrupo normal de G # 1 contiene el elemento Z,
y como G es residualmente finito, entonces G debe ser finito. Por lo tanto G, que es
nilpotente, es el producto directo de un p-grupo P y un grupo ) de orden coprimo con
p. SiQ # 1, entonces Z € Q pues Q < G, pero 2P =1 pues 2P € ZPF" < Ny z # 1,
por lo tanto Z no puede estar en Q. Luego Q@ = 1 y G/N = G = P es un p-grupo
finito. O

De esta proposicion y la Proposicion 4.12 se sigue que todo 7-grupo G puede iden-
tificarse con un subgrupo denso de su completaciéon pro-p via la identificacion g —

Ejemplo 4.14. Si G = Z, entonces N = {p*Z : k = 0,1,2,...} v é;, visto como
subgrupo del anillo [[;~, Z/p*Z resulta también un anillo que es isomorfo como anillo
y como grupo topolégico al anillo de los enteros p-adicos Z,.

A continuacion enunciamos una serie de propiedades de la completacion pro-p de
un 7-grupo, mostramos que tomar la completacion pro-p de un 7-grupo es funtorial y
estudiamos la completaciéon pro-p de un producto de 7-grupos.

Proposicion 4.15. Se verifica lo siguiente:
1. 8i H <G, entonces H < @p.
2. AG = ép, para todo A <, (A?p.
3. 51 H <; G, entonces H <y @p y por lo tanto H es un subgrupo abierto de @p.

Si ademds H es de indice una potencia de p, entonces HNG = H y [@p cH| =
G : H].
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4. Si A<, Gy, entonces [G:AﬂG]:[ép:A] yA=ANG.
5.8 H<GyK<G, entonces HK = H K.

Demostracion. -

1. Para cada h € H, el mapa g — ghg™" es continuo en G, y la imagen de G por este
mapa esta contenida en H. Como G es denso en Gp y H cerrado, entonces la imagen de
Gp por este mapa esta contenida en H. Por otro lado, para ¢ € Gp, el mapa x — grg!
es continuo y la i 1magen de H por este mapa esta Contenlda en H. Como H es denso

en H, entonces gHg~' C H. Luego H es normal en G
2. AG es unioén finita de cerrados pues A es Cerrado de indice finito. Luego AG es

cerrado, contiene a G y por lo tanto AG = G,,.
3. Existen ¢g1,...¢g, € G tales que G = gtHU...Ug,.H y por lo tanto

(4.4) G,=G=gHU.. UgH=gHU...UgH.

Esto prueba que [é; . H] < [G : H]. Supongamos ahora que H es de indice una
potencia de p. Sea (gN)yeny € G C é;, tal que (gN)yex € H. Se sabe que existe
K < H tal que K € N. Sea (hN)yeny € H tal que hK = gK (este existe pues el
conjunto {(gnyN)nen € CA}p : gk K = gK} es un entorno de (¢N)nen v que interseca
a H pues (gnN)yen esta en la clausura de H). Esta tltima igualdad dice que g € H
pues K C H. Luego GN H = H. Vimos en (5.20) que existen z; € G tales que
G = x1HU .Uz H con pF = [é,, : H]. Luego G =z (HNG)U...Uz(HNG) y
como H NG = H, entonces tenemos [G : H] < [é; cH|. Asi [G: H] = [é; : H.

4. Existe K € N tal que A contiene a Vi = {(gnN)nen € é; gk = K}. Como K
estd contenido en Vi, entonces K C ANG. Esto implica que A N G tiene indice una
potencia de p. Usando que AG = G se puede verificar como en 3 que G : GNA] < [C/J; :
A]. Tenemos también [G: GNA] = [G G N Ay por lo tanto [G GNA< [G Al
Pero GNAC A, luego A =Gn A.

5. Bs inmediato. Solo hay que observar que H K es cerrado segin la Proposicion
4.2. [

Corolario 4.16. FExiste una correspondencia 1-1 entre los subgrupos de G de indice una
potencia de p y los subgrupos abiertos de G\, dada por H H. Esta correspondencia
satisface |G . H) = [G : H] para todo H y ademds H € N si y sdlo si H <, G,,.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de 3 v 4 de la proposicion anterior. Obsérvese
que la inversa de esta correspondencia es la aplicacion A — ANG. ([l

Consideramos ahora el problema de extension de homomorfismos a las completa-
ciones profinitas. Denotamos por P a la categoria de grupos profinitos, es decir la
categoria cuyos objetos son los grupos profinitos y los morfismos son los homomorfis-
mos continuos.

Proposicion 4.17. Sea P un grupo pro-p y sea 0 : G — P un homomorfismo de grupos.
Entonces 0 se extiende de modo tnico a un homomorfismo continuo 0 : G, — P.

Demostracion. Sea (gyN)yen € (/}’;. Veamos que existe el limite de la red {6(gn) : N €
N}. En efecto, como P es compacto, basta ver que {f#(gy) : N € N'} es de Cauchy. Sea
A <, P, entonces K = 071(A) EN Si Ni,Nye Ny N; <K para i = 1,2, entonces

gy, K = g K por definicion de Gp y por lo tanto gN JK'y gK gn, son elementos de
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K. Luego el producto gy! gy, es un elemento de K y finalmente 6(gy,) '0(gn,) es un
elemento de A. Esto dice que {0(gn) : N € N'} es de Cauchy, como queriamos ver.

Definamos 5((gNN)N€N) = 1im{f(gy) : N € N'}. Veamos que 0 esté bien definida.
Sean (gnN)yew = (gyN)ven € Gpy, A<, Py K = 6-1(A). Entonces (giy) gy € N <
K para todo N e Ny N < K, luego 0(gy) '0(gn) € A para todo N e Ny N < K.

Veamos que 0 es un homomorfismo de grupos. En efecto si (gvN)nen, (hnN)nen €
é;, entonces 8 ((gnhyN)yen) = Hm{f(gnhy) : N € N} = lim{0(gn)0(hy) : N €
N} =1im{0(gn) : N € N}1lim{0(hy) : N € N}, donde la ultima igualdad es por la
continuidad del producto en P.

Veamos que 0 es continuo. Sean A <, G, K = 071 (A) y Vi = {(gnN)yen € é;
gk K = K}. Si (gvN)nen € Vi, entonces gy € K si N < K y por lo tanto 0(gy) € A*

Luego 1im A(gy) € A pues A es cerrado y por lo tanto 6~1(A) contiene a V. Luego 8
es continua. N .
Claramente 0 extiende a ¢ y la unicidad de 0 se sigue por la densidad de G en G,,. U

Corolario 4.18. Sean H y G 1-grupos y ¢ : H — G un homomorfismo de grupos.
Entonces ¢ se extiende a un inico homomorfismo continuo ¢ : H, — G,. En particular
st H=G y ¢ =1dg, entonces idg = idGAp. S1 K es otro T-grupo y ¢ : G — K es un

- > A~
homomorfismo, entonces 1 o p =1 o .

Demostracion. Sea v : G — (/}’\ la inclusién natural. Se deﬁne » = 1o p. Claramente
© extiende a ¢ y la unicidad se sigue pues H es denso en H Si K es otro 7-grupo
y ¥ : G — K es un homomorfismo, entonces w 0P : H — K es un homomorfismo

o~

continuo que extiende a 1) o ¢ y por la unicidad debe ser igual a i o ¢. 0

Este corolario dice que la aplicacion G — é; junto con ¢ — @ es un funtor de la
categoria de 7-grupos en la categoria de grupos pro-p.
Estudiemos ahora la completacién pro-p de un producto de 7-grupos.

Lema 4.19. Sean H y G 7-grupos y sean v,y : H — G homomorfismos tales que
w(h)(h) = ¥(h)p(h) para todo h € H. Entonces pib es un homomorfismo y o) = @ib.

Demostracion. Es claro que ¢ es un homomorﬁsmo de grupos. Ademas 9077/1 y wgp son
mapas continuos que satisfacen gpzb( ) wgo( ) para todo h € H. Como H es denso en

H,, gmp( ) = ¢gp( ) para todo h € H Luego Y v @1 son homomorfismos continuos
que extienden a ¢v. Luego son iguales. 0

Proposicion 4.20. Si G, y Gy son T-grupos, entonces G1 x G es un T-grupo y
(Gl/x\Gg) es 1somorfo, como grupo topologico, a Glp X Ggp
Demostracion. Es claro que el producto de 7-grupos es un 7-grupo. Sean ¢; : G; —
(G1 X G5 las inclusiones y p; : G1 X Gy — G| las proyecciones candnicas. Las igualdades:

» poly =1dg,1=1,2,

mpiol=0sii#jy

w (1y0m)(t20m) = (12 0ma) (1 0m1) = ida, xGys
implican las siguientes:

» Dol =idg—,i=12;

ip
mpiot; =0sii#j;y
= (Gom)(GBoR) = (3o R)(@ o f) = id )
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Sim; @ G, X Ga, — Gy, son las proyecciones y k; : Gy, — Gy, X Gy, las inclusiones
naturales, entonces (i 07 )(i20my) es un isomorfismo de grupos topoldgicos entre G, x

52\], y (Gi x G2),. En efecto, las igualdades anteriores muestran que (k1 o p1) (k2 o p2)
es la inversa. O

—

Ejemplo 4.21. Se tiene que (Z"), = Zj.
5. FORMULA INTEGRAL PARA LAS FUNCIONES ZETA LOCALES DE 7-GRUPOS

El siguiente es un resultado fundamental sobre grupos pro-p finitamente generados
cuya demostracion que omitimos puede verse en [4].

Teorema 5.1. St G es un grupo pro-p finitamente generado, entonces todo subgrupo
de G de indice finito es abierto.

Si G' es un 7-grupo, entonces C/}; es un grupo pro-p finitamente generado. Luego de
este teorema y el Corolario 4.16 se sigue el siguiente corolario.

Corolario 5.2. Si G un 7-grupo, entonces la aplicacion H — H es una biyeccion entre
los subgrupos de G de indice una potencia de p y los subgrupos de G, de indice finito.
Esta correspondencia satisface (G, : H) = [G : H] y ademds H es normal en G si y

sélo si H es normal en é;. Por lo tanto
(5.1) Cap(s) = (g (5)-

Este teorema sugiere calcular la funcion zeta de é; en lugar de la funcion zeta local
de G en p. La ventaja de esto es la existencia de bases de Mal’cev para 7-grupos y la
definicion anéloga de la mismas en las completaciones pro-p de éstos.

5.1. Bases de Mal’cev para 7-grupos.
De ahora en més fijamos un 7-grupo I' con longitud de Hirsch d > 1.

Definicién 5.3. Una d-upla (z1,...,x4) de elementos de T se dice base de Mal’cev de
I, si existe una serie central ' =1y > 1y > ... > T’y > I'yy1 = 1 con factores ciclicos
infinitos tal que x; genera I'; modulo I'; 1, para 1 <1 < d.

Proposicion 5.4. Sea (z1,...,24) una base de Mal’cev de I'. Entonces todo elemento
x de T' puede escribirse de manera unica como x = zi* ...z con a; € Z. Ademds,
siI'=T11 >0y > ... >2T3 > T41 =1 es una serie central asociada a dicha base,
entonces I'; = {z" ... a3 : ay, € Z}.

Demostracion. Sea x € I'. Como x; genera [I' modulo I's, entonces existen a; € Z y
ry € I'y tales que © = x7'ro. Haciendo esto sucesivamente se concluye que z = z{* ... z*
para algunos a; € Z. Por otro lado es claro que I'y = {z}* : aq € Z}. Supongamos
que I'; = {z"...2}" : a, € Z}. Como z;_1 genera I';_; modulo T';, entonces todo
elemento de I';_; se escribe de la forma x?i‘llx?i ..zt con ap € Z. Luego 'y =
{aalt 2t ap € Z}. Esto dice que I'; = {af' ... 25" : ay € Z}, para todo i, y en
particular I'; = (z;,...,z4) para todo i. Finalmente si 2" ... 2" = i .xzd, entonces
x‘l“*bl € I'y y por lo tanto a; — by = 0, es decir a; = by. Si suponemos a;, = by para
k < i, entonces xi' ...z = xf .. .xgd y luego xﬁ”*bi € I';41, es decir a; = b;. Luego

a; = b; para todo i. O

Proposicién 5.5. Todo 7-grupo I' de longitud de Hirsch d tiene una base de Mal’cev
de longitud d.
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Demostracion. El caso d = 1 es trivial.

Sid > 1, sea x4 un elemento del centro de I' tal que I'/(z4) es libre de torsion y
definamos T'y; = (x). El grupo I'/T'; es un 7-grupo de longitud de Hirsch d — 1 y por
hipotesis inductiva existe una base de Mal’cev (10, ..., z4-1y) de I'/T'y. Veamos que
(x1,...,24) es base de Mal'cevde I'. Si I'; = (x;,...,2q), es claro que I'/T'y =Ty /Ty >
.. 2Ty /Ty > Ty/Tq =1 es la cadena de subgrupos asociada a (z10g, ..., 2z4-1y).

De esto se sigue que I' = I'y > ... > I'; es una cadena central tal que z; genera
I'; modulo I';, para ¢ < d. Luego como I'y estd en el centro de I' y x4 genera [y,
(x1,...,24) es base de Mal’cev de T O

Observacion 5.6. En la definicion de base de Mal’cev no es necesario pedir que I' sea
un 7-grupo ni que d sea su longitud de Hirsch. Si un grupo I tiene una base de Mal’cev
de longitud d, éste resulta un 7-grupo de longitud de Hirsch igual a d.

Nos interesa extender la definicion de base de Mal’cev para algunos grupos pro-p.
Si G es un grupo pro-p y x € GG, entonces el mapa

0 7Z—G

dado por ¢(n) = x", es un homomorfismo de grupos que por la Proposicion 4.17 se
extiende a un tinico homomorfismo continuo

o:Z,—G.

Para \ € Z,, se define 2 = @()\). Esta definicion extiende la definicion de z™ para n
entero.

Lema 5.7. Sea G' un grupo pro-p, x € G y A\, 0 € Z,. Entonces

MO — Al

a M = (:L‘)‘)é,
- (I)‘)fl — N = (x—l)A'

Demostracion. La primera propiedad sigue por ser @ es un homomorfismo.
Para probar la segunda, fijamos \ € Z,. El mapa n — (z*)" se extiende al mapa
§ — (2*)°. Por otro lado (z*)" = (Z(\))" = @p(n\) = 2", y el mapa § — 2 es un
homomorfismo continuo que extiende a n — z*". Por unicidad se sigue que (2*)° = 2.
La tercera se prueba con argumentos analogos a las dos anteriores. O

Corolario 5.8. 5i G un grupo pro-p y x € G, entonces la clausura del grupo generado
por x es xlr = {2} : N € Z,}.

Demostracion. x% es un subgrupo cerrado pues es la imagen por @ del grupo compacto
Z, y como Z es denso en Z,, entonces z” = $(Z) es denso en x”. O

Corolario 5.9. Sea G un grupo pro-p y N <. G tal que G/N = Z, como grupos
abstractos. Entonces G/N = Z, como grupos topoldgicos y ademds existe x € G tal que
G = a%N.

Demostracion. Si ¢ : Z, — G/N es un isomorfismo, la preimagen de un subgrupo
abierto, y por lo tanto de indice finito, de G/N es un subgrupo de indice finito en Z, y
por lo tanto abierto, pues Z, es finitamente generado (generado topologicamente por
un elemento). Luego ¢ es continua y biyectiva y como Z, y G/N son grupos compactos
Hausdorff, entonces v es un homeomorfismo. O
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Definicién 5.10. Sea G un grupo pro-p. Una d-upla (z1,...,x4) de elementos de
G se dice base de Mal'cev de G, si existe una serie central de subgrupos cerrados
G=G >G> ...>Gq > Gy =1 tales que G;/Gipy =2 Z, paral <i < dy
Gi = (1:) Gt

Segun la Proposicion 4.15 y el Corolario 5.8, se tiene que (x;)G;1 = xinGiH. Luego
es facil ver que la serie G = G; > Gy > ... > G4 > G4y = 1 de la definicion esté
completamente determinada por la base.

Proposicion 5.11. Sea (21, ..., x4) una base de Mal’cev de un grupo pro-p G. Entonces
todo elemento x € G se escribe de manera unica como
(5.2) r=x" .2y, N €D,

Ademds, st G = G, > Gy > ... > Gg > Ggyq = 1 es la serie asociada a dicha base,
segun la Definicion 5.10, entonces

(5.3) Gi={x) ... x)": \ €7y}

Demostracion. La demostracion es esencialmente la misma que la de la Proposicién
5.4. Para ver la unicidad de la expresion (5.2), basta observar que x> ¢ G,y si A # 0.
Si esto no es cierto, entonces el conjunto {\ : )} € G;,1} es un subgrupo cerrado
no trivial de Z,, pues es el ntcleo de la composicion A — z2G;y1 y por lo tanto es
de la forma A\gZ, para algin Ay # 0. Pero A\oZ tiene indice |)\0|;1 y esto implica que

G;/Gi11 tiene un subgrupo de indice finito, lo cual es absurdo pues G;/G;41 es isomorfo

a L. O
Corolario 5.12. Sea G un grupo pro-p con base de Mal’cev (x1,...,x4). Entonces el
mapa ¢ : Zg — G dado por (A, ..., \g) — :ci\l . xjd es un homeomorfismo.

Demostracion. Sabemos que este mapa es biyectivo. Como Zg y G son compactos,
entonces basta ver que este mapa es continuo. Esto es asi pues ¢ = ...y, donde

©i((A1,...,Ag)) = 2" v los mapas ; son continuos. O
Definicién 5.13. La d-upla de coordenadas de un elemento = € G respecto de la base
(z1,...,x4) es la d-upla (A (), ..., Ag(x)) tal que x = 23" . 2)4@

Proposicion 5.14. Sea I' un 7-grupo de longitud de Hirsch d y sea (x1,...,x4) una

base de Mal’cev de I' con serie asociada I' =11y > Ty > ... > Ty > Ty = 1. Sean
G=T,yG, = T;. Entonces (zy,...,24) es base de Mal'cev del grupo pro-p G y
G=Gy>...>2G3> Gy =1 esla serie central asociada.

Demostracion. Es claro que G; es un subgrupo normal cerrado de GG, y usando argu-
mentos de densidad y continuidad se obtiene que [G, G;] C G;41. Ademés, para cada i

tenemos G; = I; = xiZFiH = xiZ‘Tm = xinGiH. Luego (x1,...,x4) es base de Mal’cev
de GyG=G,>Gy>...> Gy >G4 =1 es la serie central asociada. O
De ahora en mas, G es un grupo pro-p con base de Mal’cev (x1,...,x4) y con serie

central asociada G =G > Gy > ... > Gy > Ggy1 = 1.

Definicién 5.15. Sea H un subgrupo de G de indice finito. Una d-upla (hy,..., hy)
de elementos de H se dice base buena de H si para todoi =1,...,d se tiene HNG; =
K27 (H N Gigr).

Proposicion 5.16. Sea H un subgrupo de G con base buena (hy,. .., hy). Entonces:
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w hy € Gi\Giz1 y HNG; = (hiy..., hg) para 1 < i < d. En particular H es un
subgrupo cerrado.
w (hy,...,hq) es una base de Mal’cev de H y por lo tanto todo elemento x € H

. L A
puede escribirse de manera dnica como x = h}' . .. hy;* con N € Zy.

Demostracion. Para la primera parte la prueba es por induccion. Por definicion se tiene
que h; € G; para todo i. Ademas, para cada ¢ tenemos que [G; : G;NH| < [G: H| < c©.
Si para algin ¢ tenemos que h; € G;,1, entonces HNG; = HN G4 y por lo tanto [G; :
HﬂGZ‘_H] = [G, . HﬂGZ] < 00, pero [Gz . HﬂGH_l] = [Gz : Gi+1][Gi+1 . HﬁGi_H] = OQ.
Por otro lado, H N Gy = (hy) y si asumimos que H N Giy1 = (hit1, ..., hq), entonces
H N Gl = hZ»Zp<hi+1, ey hd> - <h“ ey hd>

Para probar la segunda parte definimos H; = H N G;. e Entonces H = H; > Hy >
...> Hy; > Hy,q es una serie central de subgrupos cerrados de H. Ademas

H;/Hi1=(HNG)/(HNGi1) = (HNG)/(HNG;) NGiyq) &
> (HNGy)Gir1/Gip1 = 0" Gig1 [Gin = 1 2 I,
Finalmente, por definicion se tiene H; = hZ»Z"HiH. Luego (hy, ..., hq) es base de Mal’cev
de H. O
Proposicion 5.17. Todo subgrupo abierto H de G tiene una base buena (hy, ..., hy).
Ademds (hy, ..., h}) es base buena de H si y sdlo si existen w; € H N Giy1 y N € Zy,

tales que hl; = b w; para todo .

Demostracion. Para la primera parte observemos que por ser H un subgrupo cerrado
de indice finito, entonces [G; : H N G;] < [G : H] < co. Ademas para cada i tenemos
(HNG,;)/(HNG;41) = (HNG;)Giy1/Givq que es subgrupo cerrado de G; /G4 de indice
finito, pues (HNG;)G;1 es cerrado y por lo anterior tenemos que [G; : (HNG;)Gi4q] <
oo. Luego (H N G;)/(H N Giy1) = Zy, y por lo tanto existe h; € H N G; tal que
(HNG)/(HNGiyy) = 27 (HNGiy) (Corolario 5.9). Luego HNG; = hi”(HN Gypq).
Finalmente la d-upla (hq,...,hy) es una base buena de H.

Supongamos que (h},...,R,) es otra base buena de H. Al ser h!™(H N Giyy) =
hi% (H N Gjy1), entonces existen \; € Z, y w; € HN Gy tales que b = hg\iwi.
Intercambiando los roles de h; y hj se obtienen 6; € Z, y k; € H N G4 tales que
hi = h%k;. Asi h; = h{™r; para algin r; € H N Giyq. Luego h! ™% € HN Gy, lo
cual ocurre s6lo cuando 1 = 9;\;, por lo tanto A; € Zj.

Reciprocamente, si (h),...,h}) es una d-upla en las condiciones de la proposicion,
entonces h;ZpH NGy = hiZ”H N G;y1 y por lo tanto H NG, = h;ZPH N Giy1. Luego
(h},...,h}) es base buena de H. O

Proposicion 5.18. Una d-upla (hq,...,hy) de elementos de G es base buena para
algin subgrupo de G de indice finito si y solo si

hi € Gi\Gi—i—l Y [hl,h]] € <hj+1,...,hd> St S] Sd
Demostracion. La condicion necesaria se sigue de la Proposicion 5.16.

El subgrupo H = (hy, ..., hg) es cerrado y de indice finito. En efecto, [G; : HNG;] =
[GZ . (H N G2>G2+1H(H N Gi)Gz’—H s HN Gz] = [Gz . (H N Gz’)Gi+1][Gi+1 cHN Gi—i—l]-
Por ser h; € G; \ Gyy1, entonces [G; : (H N G;)Giyq] < oo. Luego iterando la formula
anterior se tiene que [G : H| < oo.

Veamos que H N G; = (h;, ..., hg). La condicion h; € G; \ G;11 v el hecho de que
G; es cerrado para todo i implican que (h;,...,hq) < H N G;. Por otro lado, como
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[hi,hi] € (hjt1,...,ha) sii < j < d, se sigue que todo h € H puede escribirse
como h = hi\l...hil‘d con \; € Z,. Si ademas h € G, entonces \, = 0 si k < 1,
pues hy € Gy \ Giy1 para todo k. Luego H NG; = (h;, ..., hg) = hiZ"(hiH, ooy hg) =
hinH N Git1, donde en la segunda igualdad hemos usado nuevamente que [h;, h;] €

<hj+1,...7hd> Sllg]éd O

Ahora a un elemento x € G le asociamos sus coordenadas (A;(z), ..., Ag(x)) respecto
de la base (x1,...,24). Asi, por ejemplo, a z; le corresponde (0,..., 1 ,...,0). Si
(hi,...,hq) es un base buena de algin subgrupo de G, entonces las coordenadas de h;

son de la forma (0, Ai(i+1)s - - - » Nia)- Luego a cada base buena (hq,. .., hg) se

"'707 >\ii7
Y

(2
le puede asociar una matriz triangular superior

)\11 >\12 )\13 cee )\1d

0 )\22 )\23 o )\2d

(54) 0 0 )\33 . )\3d
0 0 0 ... du

con \;; € Z, y tal que Hle Aii # 0 segiin la Proposiciéon 5.16.
De ahora en méas denotaremos por Tr(d,Z,) al conjunto de matrices triangulares
superiores de tamano d con entradas en Z,.

Proposicion 5.19. St H es un subgrupo cerrado de G de indice finito, es decir abierto,
con base buena (hy, ..., hq) y matriz asociada (5.4), entonces |G = H) =[], Niil,

Demostracion. En efecto,
[Gi : Hi] = [Gi : HiGiJrlHHiGiJrl : Hi] = [Gi : If\”GiHHGiH : H¢+1] = |)\ii‘;1[Gi+1 : Hi+1]>
y por lo tanto (G : H] =[Gy : Hy] =[], |Aal, b O

5.2. Integrales p-adicas y las funciones zeta locales.
Recordemos que la medida de Haar en el grupo compacto Z, es la Gnica medida
boreliana positiva y con las siguientes propiedades:

= 4 es invariante por traslaciones, es decir, u(z +5) = pu(S) para todo z € Z, y
para todo S boreliano.
= pi(Zy) = 1.
En particular, ;(p*Z,) = p~* pues Z, es la unién de las p* coclases distintas de p*Z,
que son traslaciones de p*Z,.

La medida de Haar en Tr(d, Z,) es la medida producto identificando a Tr(d, Z,) como
Zd(d+1)/2
o .

Proposicién 5.20. Para cada subgrupo cerrado H de G de indice finito, sea M(H) C
Tr(d,Z,) el conjunto de todas las matrices triangulares superiores sobre Z, que se
obtienen de bases buenas para H como en (5.4). Entonces M(H) es un subconjunto

abierto de Tr(d, Z,) con medida de Haar p(M(H)) = (1 — p~ ) TTL, Al

Para la demostracion de la Proposicion 5.20 necesitamos el siguiente lema.
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Lema 5.21. Sea G un grupo pro-p con base de Mal’cev (x1,...,2q) y sea p : Zg — G el

mapa dado por (Ai, ..., \g) — xi‘l .. .xﬁd y sea H un subgrupo abierto de G. Entonces
o ' (H) y ¢ '(9H) tienen igual medida en Z¢, para todo g € G, y el valor de esta
medida es |G : H].

Demostracion. Si d = 1 la afirmacion es claramente cierta.
Para d > 1sea (hy,..., hg) una base buena de H y denotemos H; = G;NH. Entonces

0 Y (gH) = {(M1,..., M) s 2. a)t € ghlm Hy),

ysig= m‘f . ’\ y h; = :L"\“ ..:1:2“ es facil ver que para cada A € Z, existe un
gr € Gy tal que ghA = x51+’\“’\g y que la aplicacion \ — g, es continua. En efecto,
gy = xl‘s ’\“’\ghA Luego

O HgH) = {(M, ..., Xa) s M =01 + A, 2. x)! € gy Hy, N E 7).

Por hipotesis inductiva los conjuntos {(g, ..., A) : 252...2)" € gaHy} tienen todos
igual medida independientemente de A y g. Sean a1Hs, ..., a,H5 las distintas coclases
de Hy y sea A; = {\ € Z, : g5 € a;H}. Como X\ — g, es continua, entonces los
conjuntos A; son abiertos, disjuntos dos a dos, y

r

“(gH) = U(51 + A1 di) X a;Ha.
i=1
Mas atn, los r conjuntos de esta union son disjuntos dos a dos y tienen medida
Nl (A)[Gs  H] L, por lo tanto

(e~ (gH)) Z [ Ava]pp(A Ho] ™' = [ p[Go - Ho] ™

y este valor no depende de g. Luego u(¢~'(gH)) = [G : H] para todo g € G. O

Demostracion de la Proposicion 5.20. Sea (g1, ..., gq) una base buena de H. Segtn la

Proposicion 5.17 se tiene que (hy, ..., hq) es base buena de H siy solo si h; € giZ;HZ-H.
Por el Corolario 5.12 aplicado a H; con base de Mal'cev (g;,...,gq) se obtiene que

giZ;HHl es un subconjunto abierto de H; y por lo tanto es también subconjunto abierto
de G;. Nuevamente por el Corolario 5.12 aplicado a G; con base de Mal’cev (z;, ..., xq)

: z . ;
resulta que el conjunto {(\;,...,\g) @ 2)"...2)" € g;"H; 11} es abierto en Z-H

Puesto que M(H) es un producto de conJuntos de este tipo, entonces es abierto en
Tr(d,Z,). La medida de M(H) esta dada entonces por

d
= H/.L({()\Z, . ,)\d) . l'i\z .. .Z'jl\d S ngleJrl})
=1

Consideremos ahora el mapa A\ — g, del lema anterior usando G; en vez de G'y G411
en vez de GGo. Entonces procediendo como en la demostracion del lema se obtiene que

) 7
p{Nis - Ag) s a2yt € " Hin}) = | Nalpi(Z)[Gigr - Hig]

= (1 =p Y NilplGiz1 : Hia).
Luego

M(M(H))_ dH|/\u|p il H—l]
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y usando que [G; : H;| = H?:i |\jj|p obtenemos finalmente que

pM(H)) = (1 —p’l)dH [ Xiilp-

O

Proposicion 5.22. Sea I' un 7-grupo con longitud de Hirsch igual a d y sea G su
completacion por-p. Entonces

(55) Gs) = Golo) = (1= [ T[0nly™

donde M es la union de todos los M(H) con H subgrupo de G de indice finito.

Demostracion. Usando las Proposiciones 5.19 y 5.20 se tiene

d
G:H™ = T[Nl
i=1

(s i)

- (H mwz-i) PM(H) (L =p )

=1
1 s—1 s—d
T T gy e P

Luego, por el Corolario 5.2 se tiene que

1
) =Golt) = 3216 H* = g [l e

H<;G

O

5.3. Un teorema de Denef y la racionalidad de los factores locales.

A partir de la representacion integral (5.5), la racionalidad de los factores locales
de la funcion zeta de un 7-grupo se sigue de un teorema de Denef [2]|. En esta ultima
seccion so6lo presentamos este resultado.

Consideremos ahora la medida de Haar en Z; y denotemos por v, a la valuacion
p-adica de Z,. Para una funcion f : Zy — Z, tal que v,(f(X)) toma constantemente
el valor k en el conjunto medible S C Z se tiene

/S FOO i = p(S)p*.

Siv,(f(X)) no es constante, dividiendo el dominio como unién disjunta de los conjuntos
Vi(k) ={X € Z} : v,(f(X)) = k}, resulta que

| )i =D (ViR

Para enunciar el Teorema de Denef necesitamos algunas definiciones de la logica y la
teoria de conjuntos.



NOTAS DE CURSOS - ELENA V, 2010 171

El lenguaje de primer orden L de Q, consiste de los simbolos logicos usuales, in-
cluyendo los cuantificadores V, 3, simbolos para variables, un simbolo constante para
cada elemento de Q,, simbolos de relacién binaria “+" y “-”, y simbolos de relacién
“="71y ¥ (donde z|y se interpreta como v,(x) < v,(y)). Una formula de L es una
expresion con sentido construida usando solo estos simbolos. Un subconjunto V' C Qf
se dice definible si existe una formula ¢(z1, ..., x,,) de L, que consiste en exactamente

m variables z;, tal que
V={X€Q): ¢(X) es verdad}.

Teorema 5.23 (Denef). Sea V' C Z7' un subconjunto definible de Q) y sean h y k
polinomios en m variables sobre Z,. Entonces existen polinomios P y @) sobre Q tales
que

P(p~*)

Qp=)’

[ GO -
para todo s € R positivo suficientemente grande.

Para aplicar el Teorema de Denef observamos que la expresion (5.5) puede ree-
scribirse:

d
— 1_ —1\—d )\“ s—id
Gpls) = (1—p™) /M [T P

d d
= (1—p ) /M TLA 1 T Vel
=1 =1

El integrando de la ltima expresion es del tipo que aparece en el Teorema de Denef
(cambiando s por s—d). Por lo tanto sélo hay que probar que el conjunto M es definible
para probar el Teorema 3.12, que reenunciamos a continuacion.

Teorema 5.24. Sea I es un 7-grupo y p un numero primo. Entonces existen polinomios
P y Q con coeficientes enteros tales que

_ P(p™)
rals) = By

Para probar que M es un conjunto definible necesitamos el siguiente resultado.

Teorema 5.25 (P. Hall). Sea I un 7-grupo con base de Mal’cev (xq,...,x4) e identi-
fiqguemos T’ con 72 usando esta base. Entonces:
s Elmapa ¢ : U X Z =72 x Z — T = 7% dado por o(v,k) = +* para v € T y
k € Z es polinomial de Z™ a Z" con coeficientes racionales.
» Elmapa T x ' =74 x 74— T =74 dado por 1(,5) =6 para 7,0 €T es
polinomial de 7% x 74 en Z¢ con coeficientes racionales.
Estos mismos polinomios extienden los mapas anteriores a ¢ : I',xZ, = ZiX Ly, — 71
v :T,xT,=2x2 T, =17
Segtn la Proposicion 5.18 se tiene que una matriz triangular superior M de filas
M; = (0,...,0, Xii, Xii41), - - - Aia) estd en M si y solo si
= [T X #0.
= [hi,hy] € (b1, ..., hq) sii < j, donde h; = ) ...z,
La primera condicion estd claramente escrita en el lenguaje de primer orden de Q,. La
segunda condicion equivale a la siguiente:
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= 38j41,-. -, Ba € Ly : [hi, hy] = ©(hjia, Bis1) - o(hy, Br).

Pero

[hi, hi] = Y((hi, hy), v(e(hi, —1), ¢(h;, —1)) es polinomial. Por lo tanto esta

ultima condicién también puede escribirse en el lenguaje de primer orden de Q,. Luego
M es definible, como queriamos demostrar.
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