
FUNCIÓN ZETA DE RIEMANN
(USO Y TEORÍA CLÁSICA)

PABLO PANZONE

Resumen. Probaremos, haciendo uso de la función zeta de Riemann, el siguiente
teorema clásico: la cantidad de primos entre 1 y x es aproximadamente x

ln x . Daremos
algunas aplicaciones extras de esto y miscelánea.
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1. Introducción

El Teorema de los Números Primos (TNP) dice que si:

π(x) = cantidad de primos p ≤ x

entonces

Teorema 1 (TNP).

ĺım
x→∞

π(x)
x

ln(x)

= 1.

Esto fue conjeturado por Legendre y Gauss. Fue probado en forma independiente
por Hadamard y De la Vallée Poussin.

2. Convolución aritmética

Si a = {an}, b = {bn}, n = 1, 2, 3, . . . son dos sucesiones, la convolución aritmética
se de�ne como:

a ∗ b = c = {cn},
91
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donde {cn} es una sucesión y

cn =
∑
d|n

ad bn
d
.

Es fácil ver que valen las siguientes propiedades que se dejan al lector.

Lemma 2.1.
i) a ∗ b = b ∗ a,
ii) (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c),
iii) a ∗ (1, 0, 0, 0, . . .) = a.

La convolucion aritmética es el análogo del producto de Cauchy para series de po-
tencias, pero para series de Dirichlet, i.e. series de la forma

f(s) =
∞∑
n=1

an
ns
.

Así el lector puede chequear que formalmente si g(s) =
∑∞

n=1
bn
ns , f(s) =

∑∞
n=1

an
ns ,

entonces

f(s)g(s) =
∞∑
n=1

cn
ns
,

con cn de�nido como arriba.
La función

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
,

se llama la zeta de Riemann (conocida y usada por Euler). Es fácil ver que de�ne una
función analítica si Res > 1. Es, quizás, la serie de Dirichlet mas �simple� en algún
sentido.

Teorema 2.0. Sean fi(z) : Ω→ C, tal que Ω es abierto y las funciones son analíticas
allí de modo que

∑∞
i=1 fi(z) convergen casi uniformemente en Ω. Entonces

(i) f(z) :=
∏∞

i=1(1 +fi(z)) converge casi uniformemente en Ω y es cero sólo si algún
factor es cero.

(ii) si (1 + fi(z)) 6= 0 para todo i, z ∈ Ω entonces

f ′(z)

f(z)
=
∞∑
i=1

f ′i(z)

1 + fi(z)
.

Demostración. (idea) Basta probar que para una sucesión real ai ≥ 0 tal que∑∞
1 ai <∞, el límite

ĺım
n→∞

n∏
i=1

(1 + ai),

existe pues
n∏
i=1

(1 + ai) = e
∑n

i=1 ln(1+ai) ≤ e
∑n

i=1 ai ,

pues ln(1 + ai) ≤ ai si ai ≥ 0 y la sucesión
∏n

i=1(1 + ai) es creciente en n. El caso
general se deja al lector. �
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Con este teorema se puede probar que (aquí y en adelante p se usa para primos)

ζ(s) =
∏
p

(1 +
1

ps − 1
),

válido si Re s > 1 de modo que ζ(s) 6= 0 para esa región. La igualdad de arriba sigue
de los productos parciales∏

p≤m

(1 +
1

ps
+

1

p2s
+ · · · ) =

∑′ 1

ns
,

donde la
∑′ signi�ca la suma sobre los naturales n divisibles solo por primos p ≤ m

(algunos o todos).

De�nición. la función de von Mangoldt esta de�nida por:

Λ(n) =

{
log p sin = pr,

0 otro caso.

Se puede ver usando teorema 2.0 ii) que si Re s > 1

−ζ
′(s)

ζ(s)
=
∑
p

p−s ln p

1− 1
ps

=
∑
p

∑
1≤e

p−es ln p =
∞∑
n=1

Λ(n)

ns
.

La siguiente identidad, que corresponde a − ζ′(s)
ζ(s)

.ζ(s) = −ζ ′(s), es importante:

Lemma 2.2. Si L = {lnn}, 1 = {1} entonces

Λ ∗ 1 = L.

Demostración.
∑

d|pr11 ···p
rk
k =n

Λ(d) = r1Λ(p1) + · · ·+ rkΛ(pk) = lnn. �

Finalmente damos la siguiente

De�nición. la función de Möbious se de�ne así, (aquí pi son distintos primos)

µ(n) =

 (−1)` sin = p1 · · · p`,
0 si p2/n,
1 sin = 1.

Lemma 2.3. ∑
d|n

µ(d) = µ ∗ 1 =

{
0 si 1 < n

1 sin = 1.

Demostración. Se tiene que∑
d|pr11 ···p

rk
k =n

µ(d) =
∑

d|p1···pk=n

µ(d) = 1−
(
n
1

)
+
(
n
2

)
− · · · = (1− 1)n

de donde el lema sigue. �
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El TNP se prueba usando los siguientes teoremas (usamos ∼ signi�cando que el
cociente tiende a 1 cuando x tiende a in�nito)

Teorema 2.1.Son equivalentes:
i) TNP es decir π(x) ∼ x

ln(x)
,

ii) ψ(x) ∼ x,

iii)
∞∑
n=1

µ(n)
n

= 0.

Nota: nosotros vamos a probar la equivalencia entre i) y ii) y que iii) implica ii).
Esto es su�ciente para probar TNP.

Teorema 2.2.
i) ζ(s) es analítica en Res > 0 y tiene un polo en 1 de orden 1.
ii) ζ(1 + it) 6= 0 en t 6= 0.

Teorema 2.3. Sea |an| ≤ 1 y F (z) =
∑∞

1
an
nz . Supongamos que F (z) tiene para cada

z0, Rez0 = 1 un entorno donde es analitica. Entonces la serie converge a F (z) en la
recta 1 + it.

Demostración. (del TNP). Tomar

F (z) =
∞∑
n=1

µ(n)

nz
=

1

ζ(z)
.

Por el teorema 2.2 está en las condiciones del teorema 2.3. Además F (1) = 0. Luego la

siguiente serie converge con suma
∑∞

n=1
µ(n)
n

= 0. Por el teorema 2.1 el TNP sigue. �

En las secciones probaremos estos teoremas.

3. Método de la hipérbola de Dirichlet

Una función f : N→ R ó C se llama una función aritmética (los coe�cientes de una
serie de Dirichlet son una función aritmética). Conviene esta notación pues de�nimos

F (x) =
∑
n≤x

f(n)

(F mayúscula por �primitiva� de f . Idem con g y G).

Teorema 3.1.∑
k≤x

f ∗ g(k) =
∑
d≤x/y

f(d)G(x/d) +
∑
d≤y

g(d)F (x/d)− F (x/y)G(y).

Demostración. Como ∑
k≤x

f ∗ g(k) =
∑
k≤x

∑
d1d2=k

f(d1)g(d2),

la suma en cuestión es la suma de los pares f(d1)g(d2) sobre los pares (d1, d2) en N×N
debajo de la curva d1d2 = x. Esto se descompone en tres factores y es el teorema (ver
�gura 1). �
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Teorema 3.2 (formula de Euler). Si a, b son enteros y f(t) tiene derivada con-
tinua en el intervalo [a, b] entonces

f(a+ 1) + · · ·+ f(b) =

∫ b

a

(t− [t])f ′(t)dt+

∫ b

a

f(t)dt.

Demostración. Usar integración por partes en
∫ n+1

n
(t−[t])f ′(t) dt con n = a,a+1, . . . , b.

�

Ahora daremos un par de ejemplos que serán importantes en lo que sigue pero que
son aplicación directa de los teoremas de arriba.
Ejemplo 1: Usando el teorema 3.2 se puede ver que (f(t) = ln(t))∑

m≤z

lnm = z ln z − z +O(ln z).

Ejemplo 2: Usando los teoremas 3.1 y 3.2 se puede ver que∑
m≤z

1 ∗ 1 = 2
∑
d≤
√
z

[z/d]− [
√
z]2 = 2z

∑
d≤
√
z

1

d
− z +O(

√
z).

Pero usando la formula de Euler∑
d≤
√
z

1

d
= ln

√
z + 1−

∫ ∞
1

t− [t]

t2
dt+O(1/

√
z).

Observar que 1−
∫∞
1

t−[t]
t2
dt = γ es la constante de Euler.

4. Demostración del Teorema 2.1

Demostración que ii) es equivalente a i). Usaremos una función intermedia

ϑ(x) =
∑
p≤x

ln p.

Vale
ϑ(x) + ϑ(x1/2) + ϑ(x1/3) + · · ·+ ϑ(x1/k) = ψ(x),

con k = [ lnx
ln 2

]. Pero

ϑ(x1/2) ≤
∑
p≤
√
x

ln p ≤ ln(x)

2

∑
p≤
√
x

1 ≤
√
x ln(x)/2.

Luego
0 ≤ ψ(x)− ϑ(x) ≤ c ln2(x)

√
x,

es decir ambas funciones son asintóticamente similares.
Por otro lado

ϑ(x) =
∑
p≤x

ln p ≤ lnx
∑
p≤x

ln p

lnx
≤ lnx · π(x),

y ademas

π(x) ≤ 1

lnx

∑
x

ln2 x
<p≤x

lnx

ln p
ln p+

∑
p≤ x

ln2 x

1 ≤
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1

lnx

∑
x

ln2 x
<p≤x

lnx

lnx− ln ln2 x
ln p+

x

ln2 x
=

1

lnx− ln ln2 x

∑
x

ln2 x
<p≤x

ln p+
x

ln2 x
≤

ϑ(x)

lnx− ln ln2 x
+

x

ln2 x
.

De esto sigue la equivalencia. �
Demostracion que iii) implica ii): Defínase

M(x) =
∑
n≤x

µ(n).

La siguiente formula se llama sumación por partes

m0∑
n0

anbn = an0(bn0 − bn0+1) + (an0 + an0+1)(bn0+1 − bn0+2)+

· · ·+ (an0 + · · ·+ am0−1)(bm0−1 − bm0) + (an0 + · · ·+ am0)bm0 .

Se puede ver usando esta fórmula que la condición iii) del teorema implica M(x) =
o(x) (Sugerencia: µ(n)/n = an, bn = n).
Defínase

F (z) :=
∑
m≤z

ln z − 1 ∗ 1(z) + 2γ,

donde γ es la constante de Euler. Se puede ver usando el ejercicio 1 y 2 de la sección
3 que

F (z) = O(
√
z).

Por otro lado usando
Λ− 1 = (L− 1 ∗ 1) ∗ µ,

y sumando

ψ(x)− [x] =
∑
m≤x

(L− 1 ∗ 1± 2γ1) ∗ µ.

Pero usando el teorema 3.1:

ψ(x)− [x] =
∑
m≤y

F (
x

m
)µ(m) +

∑
m≤x/y

(log(m)− 1 ∗ 1(m) + 2γ)M(x/m)

−F (x/y)M(y)− 2γ,

con 1 < y < x.
El primer sumando es O(

∑
m≤y

√
x/m) = O(

√
xy).

Para el segundo, observar que (aquí M(x/m) ≤ δx/m si x/m ≥ y, δ chico)

O(
∑
m≤x/y

m · (δx/m)) = O(δx2/y).

El tercero es O(
√
xy).

La elección de las variables involucradas es: si δ es chico y z0 es tal que M(z) ≤ δz

si z0 ≤ z. Sea z0/
√
δ ≤ x, entonces elegir z0 ≤

√
δx := y < x.

Esta elección da
ψ(x)− [x] = o(x).
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y concluye la demostración. �

5. Demostración del Teorema 2.2

i) Por el teorema 3.2 con a = 1, f(t) = t−s sigue que

1

2s
+ · · ·+ 1

bs
= (−s)

∫ t

1

t− [t]

ts+1
dt− 1

1− s
+

b1−s

1− s
,

si σ = Res > 1. Haciendo b→∞ da

ζ(s) = (−s)
∫ t

1

t− [t]

ts+1
dt+ s/(s− 1),

que es una formula valida para σ > 0. �
ii) Se tiene que 3 + 4 cosx+ cos 2x = 2(1 + cosx)2 ≥ 0, y

ζ(s) = exp(
∑
p

∞∑
m=1

1

mpms
),

|ζ(s)| = exp(
∑
p

∞∑
m=1

cos(mt ln p)

mpmσ
).

Luego

ζ(σ)3|ζ(σ + it)4ζ(σ + i2t)| = exp(
∑
p

∞∑
m=1

3 + 4cos(mt ln p) + cos(2mt ln p)

mpmσ
),

es ≥ 1 con 1 < σ. Si ζ(1 + it) = 0 para t 6= 0 entonces como

ζ(σ)3 = O((σ − 1)−3),

ζ(σ + it) = O((σ − 1)).

Esto contradice la formula de arriba pues ζ(1 + 2it) tendría un polo. �

6. Demostración del Teorema 2.3

Observar que ∫
γ

f(z)dz = −
∫
−γ
f(−z)dz,

donde −γ es la curva re�ejo por el origen (no es la curva inversa!).
Sea Rew = 1. Entonces

2πiF (w) =

∫
A+B

F (z + w){1

z
+
z

r2
}N zdz,

donde A,B son las curvas del dibujo 2.
También la suma parcial de F (z) hasta N términos que llamamos SN(z) da usando

la primer observacion y C es la curva re�ejo por el origen (dibujo 2)

2πiSN(w) =

∫
A+C

SN(z + w){1

z
+
z

r2
}N zdz =∫

A

SN(z + w){1

z
+
z

r2
}N zdz +

∫
A

SN(−z + w){1

z
+
z

r2
}N−zdz,
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y restando

2πi(F (w)− SN(w)) =

∫
A

{F (z + w)− SN(z + w)}{1

z
+
z

r2
}N zdz+

−
∫
A

SN(−z + w){1

z
+
z

r2
}N−zdz +

∫
B

F (z + w){1

z
+
z

r2
}N zdz

= I + II + III.

Pero i) 1
z

+ z
r2

= 2x
r2

si |z| = r, z = x+ iy.
ii) |1

z
+ z

r2
| ≤ 1

δ
+ 1

r
≤ 2

δ
si Rez = −δ, |z| ≤ r con δ > 0.

iii) |F (z + w)− SN(z + w)| ≤
∑∞

N+1
1

n1+x ≤
∫∞
N

dn
n1+x = 1

xNx si x > 0.

iv) |SN(−z + w)| ≤
∑N

1
1

n1−x ≤
∫ N
0

dn
n1−x = Nx

x
si x > 0.

Sea M el supremo de |f(z)| sobre la curva A+B. Usando esto y

|
∫
γ

f | ≤ supremoγ|f | · long(γ)

tenemos que:

|I| ≤ supremo sobre x de
1

xNx
.
2x

r2
.Nx.rπ =

2π

r
.

Idem con integral II.
La integral III se separa en dos pedazos: los dos pedazos sobre el circulo que llamamos

IV de radio r y el otro sobre el segmento que llamamos V. Entonces

|V | ≤ M4r

δN δ
.

Para las integrales sobre IV, se tiene parametrizando la curva respecto de x que (aquí
y(x) es la parametrización con −δ ≤ x ≤ 0)

|IV | ≤ 2

∫ 0

−δ
M

2|x|
r2

Nx
√

1 + y′(x)2dx ≤ 6
M

r2

∫ 0

−δ
|x|Nxdx ≤ 6

M

r2
1

ln2N
.

La elección de los parámetros es así: primero r grande, luego δ pequeño de modo que
F esté de�nida y luego N grande. �

7. Algunas aplicaciones

Para lo que sigue notaremos an, n = 1, 2, 3, . . . una sucesión de números naturales.
Escribimos

A(x) =
∑
an≤x

1.

Teorema 7. Si

ĺım sup
x→+∞

A(2x)− A(x)

lnx
= +∞,

entonces para todo m natural existe un número c natural tal que

an + c,

es un número primo al menos m veces cuando n recorre los naturales.
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Demostración. Sea

z(x) = número de soluciones de 0 < an − p ≤ 2x (p primo).

Vale

z(x) ≥ (A(2x)− A(x))π(x) ≥ A(2x)− A(x)

lnx
· lnxπ(x)

x
· x ≥ 2m · x,

con esta última desigualdad válida con x un valor grande. Es decir se puede encontrar
un entero c perteneciente a [1, 2x] tal que c = an − p para al menos m primos p. �

Ejercicio: Mostrar que dados N , m ≥ 2 existe c (N, c,m naturales) tal que xm + c
representa N primos cuando x varía en los naturales.

8. Miscelánea

Algunos conjeturaron formas asintóticas ligeramente diferentes del TNP. Vale

Teorema 8.1. Si

ψ(x) = Cx+
(D + o(1))x

log x
,

entonces C = 1, D = 0.

Demostración. Se tiene

x log x− x+O(log x) = log[x]! =
∑
n≤x

Λ(n)[
x

n
] =

∑
n≤x

Λ(n)([
x

n
]− x

n
) + x

∑
n≤x

Λ(n)

n
=

O(x) + x{
∫ x

2

ψ(t)

t2
dt+

ψ(x)

x
} =

O(x) + x{C
∫ x

2

1

t
dt+D

∫ x

2

1

t log t
dt+ o(1)

∫ x

2

1

t log t
dt}.

�

También se puede probar de manera totalmente elemental la siguiente desigualdad
que implica ψ(x) ≤ Cx (tomar logaritmos en la formula del teorema 8.2 y ver de-
mostracion de la equivalencia i), ii) del teorema 2.1).

Teorema 8.2. (Erdös) Vale ∏
p≤n

p ≤ 4n

Demostración. Cierto para n = 2, 3. Inducción, suponiendo que vale para para todo
número hasta n. Si n+1 es par entonces es cierto. Si es impar entonces n+1 = 2m+1.
Observar que

(
2m+1
m

)
< 4m y que

(
2m+1
m

)
es un múltiplo de todos los primos satisfaciendo

m+ 2 < p < 2m+ 1. Luego∏
p≤2m+1

p ≤
(

2m+ 1

m

) ∏
p≤m+1

p < 4m
∏

p≤m+1

p ≤ 42m+1

�
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8.1. Algunas cosas que se saben de la zeta de Riemann.
� Vale la fórmula espejo (Riemann). Si

ξ(s) =
s(s− 1)π−

s
2

2
Γ(s/2)ζ(s),

entonces

ξ(s) = ξ(1− s)
� De la fórmula espejo sale que tiene ceros simples en s = −2,−4,−6, . . . (llamados

ceros triviales)
� Tiene in�nitos ceros en la recta crítica 1/2 + it (Hardy, 1914). Al menos 1/3 de los

ceros están allí (Selberg 1942, Levinson 1974).

8.2. La Hipótesis de Riemann es que todos los ceros están en la recta
1/2 + it. Si notamos por

ρ = β + iγ

a un cero no trivial en la franja crítica (0 < σ < 1) y ponemos

N(T ) =
∑

ρ;0≤γ≤T

1,

contando la multiplicidad del cero tenemos que (dado por Riemann y probado por von
Mangoldt)

T

2π
log

T

2π
− T

2π
+O(log(T )).

� Hardy y Littlewood probaron que

|ζ(1/2 + it)| ≤ O(t1/6),

y también ∫ T

1

|ζ(1/2 + it)|2dt = O(T logT ).

� Si la Hipótesis de Riemann es cierta entonces vale para todo 0 < ε

|ζ(1/2 + it)| ≤ Oε(t
ε).

Esta última condición es conocida como la hipótesis de Lindelöf.
� Existen muchas formulaciones equivalentes para la hipótesis de Riemann. Aquí

nombramos una de ella (Hardy-Littlewood 1918): La RH es equivalente a que la si-
guiente función es O(x−1/4) si x→∞

∞∑
n=1

(−x)n

n!ζ(2n+ 1)
.

8.3. Relación entre la zeta y la distribución de primos. Se tiene la siguiente
relación. Recordar

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n) =
∑
pr≤x

logp.

Entonces vale (Riemann probada por von Mangoldt) si 1 < x,

ψ(x) = x−
∑
ρ

xρ

ρ
− log(2π)− 1

2
log(1− x−2).
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La hipótesis de Riemann es equivalente a

π(x) =

∫ x

2

dt

logt
+O(

√
xlogx),

o también a
ψ(x) = x+O(

√
xlog2x).

Demostración. (idea) Vale la formula

−ζ(s)′

ζ(s)
= − 1

1− s
+ 1 + s

∫ ∞
1

(ψ(t)− t)t−s−1dt.

�

8.4. Porqué puede ser importante saber la distribución de primos?
� Respuesta: muchos problemas pueden resolverse sabiendo la distribución de primos.
� Ejemplo: (Goldbach) Todo número impar su�cientemente grande es suma de tres

primos (Vinogradov).
La demostración usa la distribución asintótica de primos en clases.

8.5. Algunos resultados recientes y curiosidades relacionadas con los pri-
mos.
� ¾Existen fórmulas para primos? ¾o algo parecido? RTA: Si.
Un ejemplo

F (j) = [cos2 π
(j − 1)! + 1

j
],

π(m) = −1 +
m∑
j=1

F (j).

Aquí se usa el teorema de Wilson: j es primo si y solo si (j − 1)! ≡ −1 (mod j).

� Existe un polinomio explícito en 27 variables con coe�cientes en Z tal que su
imagen positiva es exactamente el conjunto de los números primos (relacionado al
10mo problema de Hilbert: existe un algoritmo para decidir si un polinomio de varias
variables con coe�cientes en Z tiene solución?)

� Una curiosidad: sean dos enteros tomados random. La probabilidad que sean primos
es 6/π2.

� Existen sucesiones aritméticas arbitrariamente largas de primos (Terence Tao).
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Introducción

A título de prefacio. El material de estas notas tiene como principal objetivo el
servir de apoyo para el cursillo homónimo de la quinta edición de la Escuela Nacional
de Álgebra. No hay ninguna pretensión de originalidad en la redacción de las mismas,
ya que por un lado su autor no es, ni de lejos, un especialista del área y, por otro
lado, existen hoy en día excelentes referencias sobre el tema, algunas de ellas bastante
accesibles, escritas por algunos de los principales exponentes de éste.

El cursillo está dirigido principalmente a estudiantes de doctorado y jóvenes investi-
gadores. Pensando en los primeros, se ha hecho un esfuerzo especial para incluir detalles
en algunas de las construcciones básicas y en la exposición de los ejemplos.

Por otro lado, hubo sí una cierta pretensión de escribir una introducción rápida y
mínima, valga la redundancia, a las ideas de base de la teoría de los modelos minimales.
No esperamos sin embargo que este material pueda ser expuesto en su totalidad, mucho
menos asimilado, en la corta duración prevista para el curso; la idea que nos motivó,
fue la de producir algo que vaya un poco más allá de un simple resumen de la teoría.
Con este �n, el desarrollo teórico del tema principal viene acompañado de una serie

de ejercicios que tienen, como objetivo único y especí�co, el de servir como apoyo al
mismo. En otras palabras, los ejercicios no están propuestos para ayudar al lector en la
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asimilación de los conceptos ni para ejercitarlo en la utilización de las herramientas que
va adquiriendo en el transcurso de la lectura; para este �n, el lector tendrá que recurrir
a los libros texto de las referencias. El contenido de los ejercicios aquí es considerado
esencial para el entendimiento de lo que se pretende desarrollar y no son más que
prerequisitos para esto y/o parte integrante de las demostraciones; es también por esta
razón que una gran parte de sus enunciados contiene sugerencias. Por lo tanto, aquellos
que sepan hacer los ejercicios, sea por conocimiento previo, sea porque se tomaron el
trabajo para ello, deberían de poder seguir sin mucha di�cultad, es lo que esperamos,
el resto de las notas.

En lo que respecta a los conocimientos previos, necesarios para seguir la lectura de
estas notas: se espera que los lectores conozcan lo básico sobre geometría algebraica y
posean destreza en el manejo de los conceptos fundamentales, por ejemplo conociendo
el material de los primeros dos capítulos del libro de I. Shafarevich [Sh] o el capítulo I
del libro de R. Hartshorne [Ha]. Además, asumiremos que éstos tienen (por lo menos)
conocimientos vagos sobre divisores, haces y cohomología de haces. Cualquier experi-
encia previa sobre la teoría de super�cies proyectivas lisas será, no obstante, de mucha
ayuda.

Describimos a continuación el contenido de estas notas.
La sección 1 está dedicada a introducir gran parte de los prerequisitos necesarios

para el cursillo. Se incluyen aquí los conceptos de ciclo, divisor, forma de intersección y
nociones relacionadas, así como la formulación de las principales relaciones entre todos
éstos. También hacemos una breve �revisión� de la teoría de super�cies proyectivas
lisas, donde enunciamos los teoremas fundamentales de que haremos uso más adelante.
En la sección 2 se desarrolla el programa de Mori en el contexto de las super�cies

proyectivas no singulares. Para redactarlo seguimos, esencialmente, las notas de M.
Reid [Re] y el capítulo 1 del libro de K. Matsuki [Ma].
En la última sección, se comentan rápidamente las diferencias que surgen en relación

a la generalización de la teoría para el caso de dimensión superior, apenas enunciando
los resultados más importantes y se desarrolla una serie de ejemplos que esperamos
sirvan de motivación para el abordaje sistemático de la teoría general.
Para terminar, dedicamos algunas palabras en relación a las referencias sobre el

programa de Mori, que fueron utilizadas para escribir este material. Por un lado, nos
gustaría citar el libro de Olivier Debarre [De] donde, a nuestro entender, se encuentra
una excelente introducción al tema, en el contexto de variedades proyectivas no sin-
gulares de dimensión arbitraria. Por otro lado, la teoría general se puede estudiar en
[KoMo] de János Kollár y Shigefumi Mori, dos de los mayores especialistas (y desar-
rolladores) del tema, escrito con la colaboración de C.H Clemens y A. Corti; allí se
encuentra una exposición muy buena aunque por momentos bastante árida, en nuestra
opinión. Finalmente, en el libro más reciente [Ma], de Kenji Matsuki, se encuentra un
material más o menos equivalente al de [KoMo], en lo que respecta a los fundamentos
de la teoría, pero bastante más digerido y donde se puede observar un esfuerzo mayor
en elaborar un libro texto, como lo sugiere además el tipo de edición.

A título de introducción. Dedicaremos unas palabras a explicar en que consiste el
Programa del Modelo Minimal de Mori.
En la clasi�cación (birracional) de variedades proyectivas no singulares, dada una

clase de equivalencia birracional B(X) de una variedad compleja no singularX, digamos
de dimensión n, uno espera encontrar un representante de esa clase que sea lo más
simple posible.
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Por otro lado, si ϕ : X → X ′ es un mor�smo birracional no trivial (i.e. no es
isomor�smo), digamos con X ′ también no singular, entonces ϕ contrae una subvariedad
Exc(ϕ) ⊂ X de codimensión 1, a saber, el conjunto de los puntos x ∈ X tales que la
aplicación diferencial dxϕ : TxX → Tϕ(x)X

′ no es un isomor�smo ([Sh, Chap. II, �4.4,
Thm. 2]); las componentes irreducibles de Exc(ϕ) son las componentes (o divisores)
excepcionales de ϕ. Por esta razón, si pensamos en X como una variedad analítica real
de dimensión 2n, las componentes excepcionales de ϕ son subconjuntos analíticos de
dimensión real 2n− 2 y es intuitivamente evidente que

ρ(X) := dimH2n−2(X,Q) > dimH2n−2(X
′,Q) =: ρ(X ′),

lo que es un fuerte argumento para pensar que la primera variedad es más complicada
que la segunda.
Por lo tanto, si podemos identi�car las subvariedades de codimensión 1 que son

excepcionales para algún mor�smo birracional, teniendo en cuenta las que dimensiones
de los grupos de homología son invariantes (por isomor�smos) y tienen dimensión
�nita, uno puede soñar con encontrar un elemento distinguido X0 ∈ B(X) tal que
ρ(X0) sea minimal, en algún sentido, y esto podría indicarnos que el objeto obtenido
es el que buscamos. Luego precisamos preguntarnos si hay alguna relación entre dos
tales objetos minimales en la misma clase de equivalencia birracional; si éstos fueran
isomorfos podríamos decir, además, que el objeto encontrado es �canónico�.
Por ejemplo, en el caso de super�cies no singulares, es sabido que todo mor�smo

birracional φ : X → X ′ es composición de un número �nito de explosiones de puntos,
digamos φ = ϕℓ ◦ · · · ◦ϕ1, con ϕi : Xi → Xi+1 y X1 = X ([Sh, Chap. IV, �3.4, Thm. 4]).
En particular, para que una curva irreducible E ⊂ X sea contraída por φ, tiene que
existir i tal que Ei := ϕi−1 ◦ · · · ◦ ϕ1(E) sea la curva excepcional de la explosión de un
punto de Xi+1, o sea, Ei ≃ P1 y E2

i = −1; decimos por esto que Ei es una (−1)-curva.
El razonamiento anterior nos muestra el camino para alcanzar el objetivo de nuestro

sueño. En otras palabras, en este caso (de super�cies), para encontrar un elemento
distinguido en B(X), como el que procuramos, lo que hay que hacer es buscar una
(−1)-curva en X1 = X; si existe la contraemos y obtenemos ϕ1 : X1 → X2, que es
la explosión de X2 en un punto; luego recomenzamos con X2. Encontramos así una
sucesión �nita de mor�smos birracionales

X = X1

ϕ1 // X2

ϕ2 // · · · // Xm−1

ϕm−1// Xm =: X0 ,

con m ≥ ℓ, de forma que X0 ∈ B(X) no tiene más curvas excepcionales. Se dice que
X0 es una super�cie mínima. En general estas super�cies mínimas son canónicas en el
sentido de arriba, salvo cuando X0 es racional; observar que P2 y P1×P1 son super�cies
sin (−1)-curvas, birracionalmente equivalentes y no isomorfas.
Supongamos ahora que dimX ≥ 3. Si pretendemos generalizar lo que hicimos en el

caso de super�cies, el primer obstáculo que encontramos es que la noción de (−1)-curva
no tiene más sentido (al interceptar una curva con otra en una variedad de dimensión
≥ 3 no podemos esperar encontrar un número no nulo).
Por otro lado, la fórmula de adjunción para una super�cie Z, nos dice que si C ⊂ Z

es una curva lisa y racional (C ≃ P1), entonces

KZ · C + C2 = 2g(C)− 2,

donde KZ es el divisor canónico y g(C) es el género de C (o sea g(C) = 0). Por lo
tanto KZ · C ≥ −2 siendo este número negativo apenas en dos situaciones: cuando
KZ ·C = −1 y entonces C es una (−1)-curva, o cuando KZ ·C = −2 entonces C2 = 0;
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si Z = P1×P1 uno puede constatar que es exactamente la segunda opción la que ocurre,
siendo C cualquier �bra de la �bración P1×P1 → P1. Es precisamente esta la llave para
tratar el caso de dimensión superior; o sea, uno se pregunta por curvas que interceptan
negativamente el divisor canónico, lo que además es una noción naturalmente canónica.

Cuando KX · C ≥ 0 para toda curva irreducible C ⊂ X se dice que X es un modelo
minimal (para su clase de equivalencia birracional).

Retomemos el caso bidimensional bajo esta nueva óptica. Si X es un super�cie no
singular que es un modelo minimal, entonces la super�cie es mínima en el sentido de
antes. Sin embargo, hay super�cies mínimas que no son minimales: es el caso, en general,
de las super�cies regladas (ver �3.3.1), o sea, cuando existe un mor�smo sobreyectivo
φ : X → B sobre una curva lisa B, tal que cada �bra es isomorfa a P1 (ya habíamos
considerado el caso X = P1 × P1). En esta situación, si b ∈ B, la fórmula de adjunción
de arriba implica

F = φ−1(b) =⇒ KX · F = −2.

Como veremos, una super�cie mínima X0 asociada a X, o es un modelo minimal, o es
una super�cie reglada. Es precisamente este resultado que se quiere generalizar en el
caso de dimensión > 2.
Desafortunadamente, las cosas no se resuelven de manera simple. De hecho, ya en di-

mensión 3, para obtener lo que queremos es necesario debilitar algunas de las hipótesis.
Más concretamente, debemos permitir que algunos de los mor�smos ϕi : Xi → Xi−1

puedan no estar bien de�nidos y que las variedades Xj puedan ser singulares si j > 1.
De todas formas, como fue probado por Mori en su trabajo fundamental [Mo82], cuan-
do estas excepciones ocurren, las aplicaciones birracionales ϕi : Xi

//___ Xi+1 y las
singularidades de las variedades Xj, j > 1, son de tipos bien particulares.

El resultado que se obtiene al �nal del procedimiento propuesto por Mori (y desarrol-
lado por él en el caso tridimensional: [Mo82] y [Mo88]) es una variedad X0 cuyas singu-
laridades, si las hay, son del tipo llamado terminal. Más concretamente, si dimX = 3,
en cuyo caso el número de singularidades que puedan aparecer en el proceso, es �nito,
se presenta una de las siguientes situaciones:

a) X0 es un modelo minimal.
b) Existe un mor�smo sobreyectivo con �bras conexas φ : X0 → Y , donde dimY <

dimX0 y ρ(X0) = ρ(Y ) + 1, tal que:
i) si dimY = 2, la �bra genérica de φ es isomorfa a P1;
ii) si dimY = 1, la �bra genérica de φ es una super�cie de del Pezzo (o sea,

una super�cie proyectiva no singular tal que el opuesto del divisor canónico
es amplio);

iii) si dimY = 0, entonces φ : X → Y = {pt.} es el mor�smo de estructura y X
es una variedad de Fano (o sea, −KX es amplio).

Observación 0.1. 1) En el caso b) arriba, si C es una curva contenida en una �bra
genérica de ϕ, como veremos KX0 · C < 0. Por lo tanto a) y b) no pueden
presentarse al mismo tiempo.

2) Una super�cie de del Pezzo es P2 o es P1×P1 o es la explosión de P2 en r puntos
en posición general con r ≤ 8.

3) Las variedades de Fano no singulares con número de Picard 1 fueron clasi�cadas
por Iskovskih en [Is77] y [Is78].
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1. Preliminares

En toda esta sección X designará una variedad casi-proyectiva irreducible y normal
sobre el cuerpo C de los números complejos; C(X) designará el cuerpo de funciones
racionales de X. Recordemos que cuando X es normal y V ⊂ X es una subvariedad
de codimensión 1, entonces el anillo local OV,X de X en V es un anillo de valuación
discreta.
El objetivo de esta sección es �jar notaciones e introducir los conceptos necesarios

para el desarrollo de los capítulos subsecuentes; con algunas pocas excepciones, los
resultados evocados en esta sección serán enunciados sin demostración; también reser-
vamos una parte de éstos para ser formulados como ejercicios, con el �n de motivar e
introducir en el tema a los lectores con menos experiencia. Las referencias consultadas
son, fundamentalmente [Sh], [Ii], [Ha] y [De]. Siempre que sea posible haremos uso del
abordaje más elemental que es el de [Sh] y en el momento introducir conceptos o de
utilizar notaciones trataremos de seguir [Ha] que es la referencia más generalmente
aceptada y utilizada por la comunidad.

Por otro lado, sobreentendemos que el lector tenga nociones elementales de haces
y, aunque no es absolutamente imprescindible, será de ayuda un conocimiento mínimo
sobre cohomología de haces; en este sentido, si F es un haz sobre X, F(X) = H0(X;F)
es el conjunto de secciones globales de F , que también denotaremos H0(F) cuando no
haya lugar a confusión.

1.1. Divisores y ciclos.

1.1.1. Divisores de Cartier. Designamos OX el haz estructural de X, que es un
haz de dominios de integridad; sea K = KX el haz de fracciones asociado a O = OX , o
sea, el haz constante K(U) = C(X) para todo abierto no vacío U ⊂ X. Claramente el
sub-haz O∗ de los invertibles de O es un subhaz de grupos multiplicativos del subhaz
de los invertibles K∗ de K por lo que tiene sentido considerar el haz cociente K∗/O∗.
Un divisor de Cartier de X se de�ne de manera abstracta como siendo una sección

global del haz K∗/O∗. Denotamos Div(X) := H0(X,K∗/O∗) el conjunto de divisores
de Cartier, que es naturalmente un grupo abeliano cuya operación será designada con
notación aditiva. Más concretamente, un divisor de Cartier está representado por una
familia {(Ui, fi)} donde {Ui} es un cubrimiento por abiertos (no vacíos) de X con
fi ∈ K(Ui) = C(X), ∀ i, tales que

Ui ∩ Uj ̸= ∅ =⇒ fi
fj

∈ O∗(Ui ∩ Uj).

Otra familia {(U ′
j, f

′
j)} representa el mismo divisor si existe un re�namiento {Vk} de

ambos cubrimientos tal que f ′
k/fk ∈ O∗(Vk), donde fk y f ′

k son inducidas de fi y las f ′
j

por restricción.
Si D,D′ ∈ Div(X) están representados por {(Ui, fi)} y {(Ui, f

′
i)} respectivamente

(donde siempre es posible utilizar el mismo cubrimiento, a menos de re�namiento), la
suma D +D′ está representada por {(Ui, fif

′
i)}.

Convención Un divisor de Cartier será simplemente llamado divisor. Además, come-
tiendo un pequeño abuso de notación, si {(Ui, fi)} representa un divisorD, escribiremos
D = {(Ui, fi)}, en otras palabras, identi�caremos D con cualquiera de las familias que
lo representa. Queda como ejercicio veri�car que las nociones introducidas en términos
de éstas son de hecho independientes de la representación particular del divisor.
Sea D = {(Ui, fi)} ∈ Div(X). Introducimos los siguientes conceptos:
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El soporte de D es el subconjunto Sop(D) de los puntos x ∈ X tales que

x ∈ Ui, =⇒ fi no es regular en x o f−1
i no es regular en x.

Decimos que D es efectivo si fi ∈ O(Ui),∀ i; en este caso escribimos D ≥ 0.
Decimos que D es principal si existe f ∈ C(X) tal que D = {(Ui, f)}; equivalen-
temente, si D está en la imagen de la aplicación canónica H0(K∗) → H0(K∗/O∗).
Escribimos div(f) = {(Ui, f)} el divisor principal asociado a f e denotamos
PDiv(X) ⊂ Div(X) al subconjunto de divisores principales; evidentemente PDiv(X)
es un subgrupo.
Decimos que dos divisores D,D ∈ Div(X) son linealmente equivalentes si D −
D′ ∈ PDiv(X), lo que indicaremos escribiendo D ∼ D′.
Por último, la familia de submódulos O(Ui)f

−1
i ⊂ K(Ui) de�ne un subhaz in-

vertible O(D) de K (i.e. localmente generado por un elemento de C(X)). Recíp-
rocamente, todo subhaz invertible de K de�ne un divisor de X.

El ejercicio a continuación no es imprescindible para entender lo esencial de lo de-
sarrollado en las notas, pero es importante si uno pretende entender la demostración
de la proposición 1.17 (que dicho sea de paso, no es en absoluto esencial para entender
el resto de estas notas).

Ejercicio 1.1. Sea D = {(Ui, fi)} un divisor. Si Ui∩Uj ̸= ∅, denotamos Uij := Ui∩Uj

y fij := fi/fj ∈ O∗(Uij).

a) Observar que fijfjkfki = 1 en Ui∩Uj∩Uk ̸= ∅ y deducir que la familia {(Uij, fij)}
de�ne un 1-cociclo de Check en relación al cubrimiento {Ui} (ver de�nición en
[Ha, Chap. III, �4] y tener en cuenta que O∗ está pensado como un haz de grupos
donde la operación de grupo es la multiplicación).

b) Probar que existe un epimor�smo canónico Div(X) → H1(X,O∗) cuyo núcleo es
precisamente PDiv(X).

c) SiD′ ∈ Div(X), probar que los subhacesO(D),O(D′) ⊂ K son (abstractamente)
isomorfos si y sólo si D ∼ D′.

El grupo de Picard de X es el grupo cociente

Pic(X) :=
Div(X)

PDiv(X)
.

Comportamiento bajo mor�smos. Sea π : X → Y un mor�smo dominante (i.e.
π(X) es denso en Y ) entre variedades. Si D = {(Ui, fi)} es un divisor (de Cartier)
en Y , la imagen inversa de D o, (con su denominación anglosajona), el pullback de
D, es π∗(D) = {(π−1(Ui), fi ◦ π)}. Evidentemente π∗(PDiv(Y )) ⊂ PDiv(X), entonces
tenemos un homomor�smo de pullback a nivel de los grupos de Picard

π∗ : Pic(Y ) → Pic(X).

Sistemas lineales. Sea D un divisor en X. El conjunto de secciones globales del haz
O(D) ⊂ K es

H0(X,O(D)) = H0(X,D) = {f ∈ C(X)∗; div(f) +D ≥ 0} ∪ {0}.

Ejercicio 1.2. Probar que todo elemento 0 ̸= s ∈ H0(X,D) de�ne un divisor efectivo
Ds que es linealmente equivalente a D. Además, dos tales divisores Ds, Ds′ satisfacen

Ds ∼ Ds′ ⇐⇒ ∃ λ ∈ C∗ : s′ = λs.
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Un sistema lineal de D es el proyectivizado |W | = P(W ) de un subespacio vectorial
W de H0(X,D); por el ejercicio arriba los elementos de |W | corresponden a divisores
efectivos que son linealmente equivalentes a D. Si dimW = 0, el sistema lineal es vacío
y si dimW > 0, toda base ordenada g0, . . . , gn de W de�ne una aplicación racional
ϕ|W | : X //___ Pn, dada por

ϕ|W |(x) = (g0(x) : · · · : gn(x));

evidentemente ϕ|W | depende de la elección de la base ordenada de W : para dos elec-
ciones posibles obtenemos dos aplicaciones racionales que se corresponden vía composi-
ción por un automor�smo (lineal) de Pn.

Ejercicio 1.3. Sea |W | un sistema lineal de D y sea x ∈ X. Suponiendo que dimW >
1, demostrar:

a) Existe un abierto de Zariski U de X tal que, si x ∈ U , el conjunto

{f ∈ W ; f regular en x, f(x) = 0}

de�ne un hiperplano en el espacio proyectivo |W |.
b) Deducir que existe una aplicación racional X //___ |W |∨, donde |W |∨ = P(W∨)

es el espacio proyectivo dual de |W |; esta es la manera intrínseca de de�nir ϕ|W |.

Un sistema lineal también es llamado de serie lineal. El sistema lineal completo es
el sistema lineal |H0(X,D)|, que denotaremos |D| y que corresponde al conjuntos de
(todos) los divisores efectivos que son linealmente equivalentes a D (ejercicio 1.2).
Decimos que D es libre si su sistema lineal completo no tiene puntos base, o sea,

si la aplicación racional asociada ϕ|D| está de�nida en todo punto de X. Denotamos
Base(D) al conjunto de puntos de indeterminación, o puntos base, de la aplicación ϕ|D|.
Entonces D es libre si y sólo si Base(D) = ∅.
Un divisor D ∈ Div(X) es muy amplio si es libre y el mor�smo ϕ|D| : X → Pdim |D| es

una inmersión cerrada (i.e. induce un isomor�smo entreX y una subvariedad proyectiva
de Pdim |D|); en particular X es una variedad proyectiva.
Finalmente, D ∈ Div(X) es amplio, si existe un entero positivo m tal que mD es

muy amplio.

Ejercicio 1.4. Probar que una variedad X (arbitraria) es proyectiva si y solamente si
admite un divisor amplio.

1.1.2. Ciclos. Sea k ≤ dimX. Un k-ciclo en X es una combinación lineal (�nita)
formal

∑
i aiVi, donde ai ∈ Z y Vi ⊂ X es una subvariedad (cerrada en X) irreducible

de dimensión k, ∀ i; denotamos Zk(X) el Z-módulo generado por los k-ciclos.
Sea Z =

∑ℓ
i=1 aiVi un k-ciclo. Introducimos los siguientes conceptos:

El soporte de Z es el conjunto Sop(Z) := ∪ai ̸=0Vi.
Decimos que Z es efectivo si ai ≥ 0 para i = 1, . . . , ℓ; en este caso escribimos
Z ≥ 0.

1.1.3. Divisores de Weil. Un divisor de Weil es un (n−1)-ciclo, donde n = dimX.
Denotamos WDiv(X) = Zn−1(X).
Tenemos un homomor�smo canónico de grupos

Div(X) → WDiv(X), D 7→ [D] :=
∑
V

ordV (D)V
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donde ordV (D) se de�ne así: si D = {(Ui, fi)} y V ∩ Ui ̸= ∅, entonces ordV (D) es el
valor de fi en relación a la valuación discreta ν

V
: C(X)∗ → Z del anillo local OV de

O en V .

Ejercicio 1.5. Probar que el conjunto de subvariedades irreducibles

{V ⊂ X; codim (V,X) = 1, ordV (D) ̸= 0}
es �nito.

Si f ∈ C(X)∗, tenemos un divisor de Weil

(f) =
∑
V

ordV (D)V,

donde D es el divisor principal {(Ui, f)} (se puede incluso poner Ui = X). En este
caso ordV (D) ̸= 0 si y sólo si V es una componente irreducible del conjunto de ceros
o de polos de la función racional f ; a veces se escribe (f) = (f)0 − (f)∞, donde las
notaciones son auto-explicativas.
Un divisor de Weil es principal si es de la forma (f) para f ∈ C(X)∗. Más general-

mente, un divisor de Weil D =
∑

i aiVi es localmente principal si para todo x ∈ X
existe un entorno abierto U ∋ x tal que la restricción de D|U =

∑
i ai(Vi ∩ U) de D a

U es principal.
Vale el siguiente resultado (recordemos que X es normal), cuya demostración puede

ser encontrada, por ejemplo, en [].

Proposición 1.6. El homomor�smo canónico D 7→ [D] es inyectivo y su imagen es el
conjunto de los divisores de Weil que son localmente principales. En particular, si X
es no singular, tenemos un isomor�smo canónico Div(X) ≃ WDiv(X).

Ejercicio 1.7. Probar que el homomor�smo de la proposición induce un isomor�smo
entre PDiv(X) y el subgrupo de los divisores de Weil que son principales; en otras
palabras, podemos identi�car div(f) con (f).

Justi�cados por el ejercicio precedente, también denotaremos PDiv(X) al conjunto
de los divisores de Weil principales. Análogamente, si f ∈ C(X)∗, denotamos div(f) el
divisor principal asociado a f , sea como divisor de Cartier, sea como divisor de Weil.
Para dos divisores de D,D′ ∈ WDiv(X) también decimos que son linealmente equiv-

alentes cuando D −D′ ∈ PDiv(X).
Si X es no singular, de la proposición 1.6 y el ejercicio 1.7 concluimos

Pic(X) ≃ WDiv(X)

PDiv(X)

Comportamiento bajo mor�smos. Sea π : X → Y un mor�smo entre variedades.
Supongamos además, que X es proyectiva; entonces π(X) es cerrado en Y . Si Z =∑

i aiVi un k-ciclo de en X, la restricción de π a cada subvariedad irreducible Vi induce
un mor�smo Vi → π(Vi), donde dimVi ≥ dim π(Vi), para todo i; denotemos I el
conjunto de índices i tales que dimVi = dimπ(Vi). La imagen directa de Z es el k-ciclo
de Weil

π∗(Z) =
∑
i∈I

aiπ(Vi).

Se puede demostrar que π∗(PDiv(X)) ⊂ PDiv(Y ) lo que induce un homomor�smo

π∗ :
WDiv(X)

PDiv(X)
→ WDiv(Y )

PDiv(X)
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1.1.4. Clase canónica. Comenzamos proponiendo el ejercicio siguiente que tiene
como objetivo introducir los llamados divisores canónicos.

Ejercicio 1.8. Sea n := dimX. Denotemos X0 ⊂ X el conjunto de puntos no sin-
gulares de X. Si x ∈ X0, �jamos un sistema de parámetros locales ux,1, . . . , ux,n (i.e.
ux,1, . . . , ux,n son funciones racionales en X, regulares en x, tales que generan el ideal
maximal mx,X del anillo local Ox,X de X en x.

a) Probar que para todo x ∈ X0 existe un entorno (abierto) Ux de x en X, tal que
ux,1, . . . , ux,n ∈ OX(Ux) y las funciones regulares

vy,i := ux,i − ux,i(y), i = 1, . . . , n

de�nen un sistema de parámetros locales de X en y ∈ Ux (sugerencia: u1, . . . , un
es un sistema de parámetros locales en x si y solo si están de�nidos en x y las
diferenciales dxu1, . . . , dxun son linealmente independientes sobre C en el espacio
vectorial TxX∨ = Hom(TxX,C).

b) Deducir que existe un cubrimiento {Ui} por abiertos de X0 y, para cada i, n
funciones regulares u(i)1 , . . . , u

(i)
n ∈ O(Ui), tales que dxu

(i)
1 , . . . , dxu

(i)
n es una base

de TxX∨, para todo x ∈ Ui.
c) Si Ui ∩ Uj ̸= ∅, probar que existen hrs ∈ O(Ui ∩ Uj) tales que

du(i)r =
∑
s

hrsdu
(j)
s , det(hrs)(z) ̸= 0 ∀ z ∈ Ui ∩ Uj;

deducir
du

(i)
1 ∧ · · · ∧ du(i)n = det(hrs)du

(j)
1 ∧ · · · ∧ du(j)n

d) Sea f1, . . . , fn ∈ C(X) una base de trascendencia de C(X) sobre C. Considere la
n-forma diferencial racional ω := df1∧ · · · ∧dfn. Probar que, para todo Ui, existe
gi ∈ C(X)∗, tal que

ω = gidu
(i)
1 ∧ · · · ∧ du(i)n .

e) Concluir que {(Ui, gi)} de�ne un divisor en X0.

Un divisor canónico de X se de�ne de la forma siguiente: sean n = dimX y X0 el
conjunto de puntos no singulares de X, que es un abierto de codimensión ≥ 2 puesto
que X es normal. El divisor en X0 de�nido en el ejercicio precedente corresponde a un
divisor de Weil

∑
i aiVi en X0 (1.6). Si Vi denota la adherencia de Vi en X, el divisor

de Weil
∑

i aiVi es, por de�nición, un divisor canónico en X.

Ejercicio 1.9. Probar que dos divisores canónicos en X di�eren por un elemento de
PDiv(X), o sea, son divisores linealmente equivalentes.

Sea π : X → Y un mor�smo dominante entre variedades no singulares de la misma
dimensión. Si KY = {(Vi, gi)}, como sabemos, π∗(KY ) = {(π−1(Vi), gi ◦ π)}. Por otro
lado, con las notaciones del ejercicio 1.8, si v1−v1(y), . . . , vn−vn(y) de�nen parámetros
locales en todo punto y de un abierto de Y , entonces, para cada i existe un cubrimiento
por abiertos de π−1(Vi) de forma que en cada uno de estos abiertos, digamos Uℓ's,
podemos elegir parámetros locales u1 − u1(x), . . . , un − un(x) de todo punto x ∈ Uℓ y
funciones gij regulares en Uℓ, tales que

d(vi ◦ π) =
∑
j

gijduj.

Por lo tanto
d(v1 ◦ π) ∧ · · · ∧ d(vn ◦ π) = det(gij)du1 ∧ · · · ∧ dun.
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Si fℓ := (gi ◦ π)gij|Uℓ
, de lo hecho en el ejercicio 1.8 se deduce que KX puede ser

representado por la familia {(Uℓ, fℓ)}. El divisor {(Uℓ, fℓ)} es de hecho la suma de dos
divisores, uno de ellos, corresponde a π∗(KY ) y otro está de�nido por las funciones
regulares det(gij), razón por la cual es efectivo; este divisor depende únicamente de π
y se llama el divisor de rami�cación de π, que denotaremos Rπ.

Ejercicio 1.10. Probar que el soporte de Rπ es el conjunto de los puntos de X donde
π no induce un isomor�smo local.

En la situación de arriba, obtenemos la siguiente Fórmula de Rami�cación ([Ii, Thm.
5.5]):

(1.1) π∗(KX) +Rπ −KX ∈ PDiv(X)

La clase canónica de X es la clase en WDiv(X)/PDiv(X) de�nida por KX . Por
abuso de notación, y como es habitual, designaremos también KX tanto a la clase
canónica como a cualquier divisor canónico en X.
En términos de clases canónicas, la fórmula de rami�cación se escribe:

KX = π∗(KX) +Rπ

Ejercicio 1.11. Probar que la clase canónica de una variedad irreducible normal es
invariante por isomor�smos.

Por último, si X es no singular, el divisor canónico de�ne un haz invertible O(KX).
La dimensión pg(X) del espacio vectorial de secciones globales H0(X,O(KX)) es el
género geométrico o simplemente género de X.

Ejercicio 1.12. Sean X1, X2 variedades proyectivas lisas. Si pi : X1 × X2 → Xi es
la proyección canónica sobre Xi, i = 1, 2, probar que p∗1(KX1) + p∗2(KX2) −KX1×X2 ∈
PDiv(X1 ×X2).

1.2. Números de intersección y cono de curvas. En esta sección, X es una
variedad (irreducible y normal) proyectiva.
Sea D = {(Ui, fi)} un divisor (de Cartier) en X y C ⊂ X una curva irreducible

con normalización σ : C0 → C (o sea, σ es la desingularización de C). Supongamos
C ̸⊂ Sop(D). Por restricción, D de�ne un divisor DC en C. La imagen inversa σ∗(DC)
es un divisor D0(C) en C0, cuyo divisor de Weil asociado es de la forma

[D0(C)] =
ℓ∑

i=1

aipi

para ciertos enteros ai = ai(D) y puntos pi ∈ C0, i = 1, . . . , ℓ. El número de intersección
de D y C es

D · C =
ℓ∑

i=1

ai.

La suma
∑ℓ

i=1 ai es el grado del divisor de Weil
∑ℓ

i=1 aipi; este grado es invariante por
equivalencia lineal de divisores en la curva lisa C0.
Si C ⊂ Sop(D), podemos substituir {(Ui, fi)} por {(Ui, ffi)} para alguna función

f ∈ C(X)∗ adecuada (ver como se hace esto en [Sh, Chap. III, �1.3, Thm. 1]), de forma
que el soporte de D′ := {(Ui, ffi)} no contenga C; así D′ ·C estará bien de�nido. Por lo
tanto el número de intersección de divisores y curvas irreducibles queda bien de�nido
a menos de equivalencia lineal en los divisores.
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Ejercicio 1.13. Usando la idea de arriba, de�nir la noción de grado de un haz invertible
sobre una curva proyectiva C ⊂ X, de forma que si D es un divisor de Cartier en X
entonces degOC(D) = D · C, donde OC(D) = OX(D) ⊗ OC es la restricción del haz
OX(D) a C.

El ejercicio permite de�nir D ·C pata cualquier divisor D, incluso cuando su soporte
contiene C, como siendo

D · C := degOC(D).

Ahora, si Z =
∑

i biCi es un 1-ciclo arbitrario, Ci curva irreducible para todo i,
de�nimos el número de intersección de D y Z como

D · Z =
∑
i

bi(D · Ci).

De esta forma, tenemos una forma bilineal · : Div(X)×Z1(X) → Z, que llamamos la
forma de intersección en X. Si no queremos usar el ejercicio 1.13 para de�nir D ·C en
el caso C ⊂ Sop(D), podemos igualmente de�nir la forma de intersección directamente
en Pic(X)× Z1(X), por lo dicho antes de ese ejercicio. Tenemos además:

Ejercicio 1.14. Si D = div(f) es un divisor principal en X, f ∈ C(X)∗, y Z ∈ Z1(X)
probar que D ·Z = 0 (sugerencia: si f ̸∈ C y B es una curva irreducible y no singular,
B ̸⊂ Sop(div(f)), la aplicación racional inducida por restricción de f a B induce un
mor�smo sobreyectivo ν : B → P1; se muestra que D · B es la diferencia de puntos de
dos �bras genéricas de ν; el caso en que B es singular se trata como en el ejemplo 1.15
abajo).

Sea π : X → Y un mor�smo sobreyectivo entre variedades proyectivas. Tenemos dos
fórmulas muy útiles:
Fórmula de proyección. Si D ∈ Div(Y ) y Z ∈ Z1(X), entonces ([Ii, Lem. 2.29] o
[Fu2, Prop. 2.3(c)])

(1.2) π∗(D) · Z = D · π∗(Z).
Pullback de intersección. Si D ∈ Div(Y ), Z ∈ Z1(Y ) y π es �nito, entonces ([Ii,
Lem. 2.29] o [Fu2, Prop.2.3(d)])

(1.3) π∗(D) · π∗(Z) = π∗(D · Z).

Ejemplo 1.15. Consideramos la super�cie X = C × C ′ donde C y C ′ son curvas
proyectivas lisas no racionales; denotemos π : X → C la proyección sobre el primer
factor. Si p, q ∈ C, el divisor DC := p − q ∈ Div(C) no es principal, puesto que C no
es una curva racional, por de�nición. Denotamos D := π∗(DC) ∈ Div(X).
Sea B ⊂ X una curva irreducible, arbitraria. Si π contrae B en un punto (i.e. si B

es una �bra de π), la formula de proyección nos dice que D ·B = 0.
Supongamos ahora que B no es una �bra de π, entonces π(B) = C; la restricción de

π a B induce un mor�smo �nito ν : B → C. Si B es no singular, D ·B es el grado del
divisor ν∗(DC) = ν∗(p) − ν∗(q) = 0. Si B es singular, consideramos la normalización
σ : B̃ → B de B y utilizamos la fórmula (1.2), obteniendo nuevamente D ·B = 0.
Juntando todo, concluimos D · Z = 0 para todo 1-ciclo Z ∈ Z1(X).

Sean D,D′ ∈ Div(X), Z, Z ′ ∈ Z1(X). Introducimos los siguientes conceptos:

Decimos que D y D′ son numéricamente equivalentes si D · Z ′′ = D′ · Z ′′ para
todo 1-ciclo Z ′′; en este caso escribimos D ≡ D′. Denotamos N1(X) el grupo
cociente Div(X)/ ≡.
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Decimos que Z y Z ′ son numéricamente equivalentes si D′′ ·Z = D′′ ·Z para todo
divisor D′′; en este caso escribimos Z ≡ Z ′ Denotamos N1(X) el grupo cociente
Z1(X)/ ≡.
Decimos que D (respectivamente Z) es numéricamente trivial, si D ≡ 0 (respec-
tivamente Z ≡ 0).

Por de�nición, la forma de intersección pasa al cociente de�niendo una forma bilineal
no degenerada

· : N1(X)×N1(X) → Z,
que continuamos llamando forma de intersección.

Observación 1.16.

a) La forma de intersección Div(X) × Z1(X) → Z induce una una forma bilineal
Pic(X)× Z1(X) → Z que puede ser degenerada como muestra el ejemplo 1.15.

b) Si D,D′ ∈ Div(X), D ∼ D′ implica D ≡ D′ (ejercicio 1.14). Deducimos
que la relación de equivalencia numérica induce una relación de equivalencia
en Pic(X), que continuamos denotando ≡. Tenemos entonces un isomor�smo
canónico N1(X) ≃ Pic(X)/ ≡.

Proposición 1.17. El grupo de N1(X) es un grupo abeliano libre �nitamente generado.

Demostración. Haremos la demostración en el caso en que X es no singular.
La sucesión exacta exponencial (de haces sobre X)

0 // Z // O
exp // O∗ // 1 ,

donde la aplicación exp es la aplicación f 7→ e2πıf , induce una sucesión exacta larga de
cohomología y, en particular, un homomor�smo de conexión δ : H1(O∗) → H2(X,Z).
Como X es una variedad analítica compacta se sabe que H2(X,Z) es �nitamente gen-
erado, por lo tanto también lo es el cociente H1(O∗)/ ker(δ).
Por otro lado, identi�cando H1(O∗) con Pic(X) (ver ejercicio 1.1) y observando que

δ(D) = 0 implica D ≡ 0, concluimos que existe un monomor�smo canónico

Pic(X)

≡
→ Pic(X)

ker(δ)
.

De la observación 1.16b) deducimos la a�rmación relativa a la �nitud de N1(X). La
ausencia de torsión es consecuencia directa de la de�nición de equivalencia numérica.

�
Corolario 1.18. N1(X) es un grupo abeliano libre �nitamente generado.

El número de Picard de X es el rango ρ(X) de N1(X); por lo tanto ρ(X) también
es el rango de N1(X).
Denotamos N1(X)Q = N1(X) ⊗Z Q, N1(X)R = N1(X) ⊗Z R y, análogamente

N1(X)Q = N1(X)⊗Z Q y N1(X)R = N1(X)⊗Z R. Todos espacios vectoriales, sobre Q
y R respectivamente, de dimensión ρ(X).
Recordemos que un subconjunto C ⊂ Rn que contiene el origen es un cono convexo

si u+ v ∈ C para todos u, v ∈ C. Las caras de un cono C son los subconjuntos F de C
tales que existe un funcional lineal h : Rn → R satisfaciendo:

C ⊂ {h ≥ 0}, F = C ∩ {h = 0};
en particular F es un cono convexo.
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Figura 1. Caras de un cono convexo

Ejercicio 1.19. Probar que F es cara de un cono C ⊂ Rn si y solamente si

u, v ∈ C, u+ v ∈ F =⇒ u, v ∈ F.

Es fácil ver que el conjunto de combinaciones lineales con coe�cientes reales no
negativos de (clases de equivalencia numérica de) ciclos efectivos en N1(X), es un cono
convexo en N1(X)R, que denotaremos NE(X) y llamaremos cono de curvas de X. Una
construcción análoga puede ser hecha en N1(X)R, usando divisores afectivos, pero no
estaremos interesados en ella en estas notas.
El cono cerrado de curvas es la adherencia NE(X) de NE(X) en N1(X)R ≃ Rρ(X).
La primera observación importante que tenemos para hacer sobre NE(X) es la sigu-

iente:

Lema 1.20. Sea π : X → Y un mor�smo sobreyectivo entre variedades proyectivas.
Denotemos NE(π) el conjunto de combinaciones lineales con coe�cientes reales no neg-
ativos de elementos [C] ∈ N1(X)R, con C ⊂ X curva irreducible tal que π(C) es un
punto. Entonces NE(π) es una cara de NE(X).

Demostración. Comencemos observando queNE(π) está bien de�nido: en efecto, supong-
amos que C ′ ∈ [C] es una curva irreducible numéricamente equivalente a C; si π(C ′)
no es un punto, entonces una sección hiperplana de Y intercepta este conjunto (que
es un curva). Por otro lado, si π(C) es un punto, existe una sección hiperplana de Y
que no intercepta π(C). Como dos secciones hiperplanas son numéricamente equiva-
lentes, obtenemos una contradicción. Así π(C ′) es un punto para toda curva irreducible
C ′ ∈ [C].
Ahora utilizaremos el ejercicio 1.19. Sean

∑
i ai[Ci],

∑
j a

′
j[C

′
j] dos elementos deNE(X),

con Ci, Cj curvas irreducibles. Como los coe�cientes son no negativos, que la suma de
ambos esté en NE(π) implica que π contrae todas las curvas en puntos, de donde sigue
el resultado. �

El cono de curvas de π : X → Y es el cono NE(π). Se puede demostrar que si π tiene
�bras conexas, entonces su cono de curvas lo determina a menos de isomor�smos del
codominio ([De, Prop.1.14]).
Una de las piedras fundamentales de la teoría de Mori reposa sobre la posibilidad de

determinar que ciertas caras de NE(X) son de hecho conos de curvas de mor�smos de
un tipo relativamente simple.
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1.3. Revisión de super�cies. Supongamos ahora queX es una variedad proyectiva
no singular de dimensión 2. En este caso, Div(X) ≃ WDiv(X) = Z1(X) y por lo tanto
la forma de intersección es simétrica.
El género aritmético de una variedad completa arbitraria Z se de�ne en general como

pa(Z) = (−1)dimZ(χ(OZ)− 1),

donde OZ es el haz estructural y χ(OZ) =
∑

i(−1)ihi(Z,OZ) es la característica de
Euler de OZ ; análogamente, se de�ne la característica de Euler de cualquier otro haz.
En el caso de la super�cie X obtenemos

pa(X) = h2(OX)− h1(OX).

Pasamos ahora a enunciar una serie de importantes resultados de la teoría de super-
�cies proyectivas (no singulares).
Teorema de Riemann-Roch. Si D ∈ Div(X), entonces

χ(O(D)) =
1

2
D · (D −K) + 1 + pa(X).

SeaD =
∑

i aiCi un divisor efectivo, con Ci irreducible; si Ii ⊂ OX es el haz de ideales
asociado a la curva Ci, entonces el haz de ideales ID = ΠiIai

i de�ne una estructura de
�esquema� en el soporte Sop(D) de D. El divisor D puede de esta forma ser pensado
como un �esquema� de dimensión 1 con haz estructural OD = OX/ID (si somos muy
quisquillosos, sería más correcto decirlo de la forma siguiente: si ȷ : Sop(D) → X es el
mor�smo de inclusión, entonces OD := ȷ∗(OX/ID), donde ȷ∗ indica imagen inversa en
el sentido de haces, que es compatible con el pullback de divisores de Cartier).
En particular, y aunque no esté muy claro lo que se entiende por la palabra �esque-

ma�, podemos dar una de�nición de género aritmético que incluya divisores efectivos:
pa(D) = h1(Sop(D),OD). Como aplicación del teorema de Riemann-Roch se puede
demostrar:
Fórmula de adjunción. Si K = KX es la clase canónica de X y D es un divisor
efectivo, entonces

2pa(D)− 2 = D · (D +K).

En efecto, para el lector que tiene un poco más de destreza en argumentos de coho-
mología de haces, se ve que ID = OX(−D), de donde se obtiene una sucesión exacta
de haces en X

0 // OX(−D) // OX
// OD

// 0;

entonces χ(OX) = χ(OX(−D))+χ(OD) y la a�rmación sigue de aplicar el teorema de
Riemann-Roch a −D.
También precisaremos de dos resultados profundos sobre la cohomología de haces en

super�cies proyectivas no singulares, que dicho sea de paso, valen en toda dimensión.
El primero es la llamada dualidad de Serre que nos dice:
Dualidad de Serre. Si D ∈ Div(X), existe un isomor�smo canónico

Hi(X,O(D)) ≃ HdimX−i(X,O(K −D)),∀ i = 0, . . . , dimX.

Una consecuencia inmediata es h0(O(K)) = hdimX(O); en el caso en que X es una
curva no singular esto nos dice que el género aritmético es igual al género geométrico.
El segundo es un resultado de anulación debido a Kodaira que se utiliza mucho en

conjunto con la dualidad de Serre:
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Teorema de anulación de Kodaira. Si A ∈ Div(X) es un divisor amplio, entonces

Hi(X,O(K + A)) = 0, ∀ i > 0.

La condición para un divisor A en X ser amplio puede ser caracterizada en términos
de cohomología, pero no precisaremos de esto. Tendremos sin embargo necesidad de
conocer la caracterización de este concepto en términos del comportamiento del divisor
en relación a la forma de intersección.
Si m ∈ N es tal que mA es muy amplio, entonces es fácil probar que mA · C > 0

para toda curva irreducible, de donde se deduce A · C > 0 para tales curvas. Por lo
tanto A ·D > 0 para todo divisor efectivo no trivial; en particular A2 = A ·A > 0. Este
comportamiento es el que caracteriza el concepto de amplitud:
Criterio de Nakai-Moishezon. Un divisor D en X es amplio si y sólo si D2 > 0 y
D · C > 0 para toda curva irreducible C en X.
Para terminar, precisaremos del famoso criterio de contractibilidad de Castelnuovo.

Antes de enunciarlo correctamente, recordemos que si σ : Blx(X) → X es la explosión
de X en un punto x ∈ X, entonces el conjunto E := σ−1(x) es una curva isomorfa a
P1, llamada divisor excepcional de σ, tal que

E · E = −1.

Una (−1) curva en X es una curva C ⊂ X que es isomorfa a P1 y tal que C2 = −1.
Criterio de contractibilidad de Castelnuovo. Sea X una super�cie proyectiva no
singular. Si E ⊂ X es una (−1)-curva, existe una super�cie no singular Y , un punto
y ∈ Y y un mor�smo σ : X → Y tal que σ es explosión de Y en y con divisor
excepcional E.

Observación 1.21. Si E es una (−1)-curva en X, como en el criterio de contractibilidad,
la fórmula de adjunción implica que KX · E = −1. Recíprocamente, si C ≃ P1 es tal
que KX ·C = −1, la fórmula de adjunción implica C2 = −1 (i.e., C es una (−1)-curva).

Si σ : X → Y es la explosión de Y en un punto y ∈ Y , es fácil ver que Div(X) ≃
Div(Y )⊕ZE, donde ZE es el subgrupo de Div(X) generado por el divisor excepcional
E. De esto se deduce sin di�cultad que N1(X) = N1(Y ) ⊕ Z[E]. Como el rango de
N1(X) es �nito, el criterio de contractibilidad implica inmediatamente el siguiente
corolario:

Corolario 1.22. Existe una sucesión �nita de explosiones de puntos en super�cies no
singulares

X = Xn

ϕn // Xn−1
ϕn // · · · ϕ2 // X1

ϕ1 // X0

tal que X0 no contiene (−1)-curvas.

De�nición 1.23. Una super�cie mínima es una super�cie proyectiva no singular que
no contiene (−1)-curvas.

2. Programa de Mori em dimensión 2

En esta sección seguiremos fundamentalmente [Re] y [Ma]; también consultamos [De]
y [KoMo] para los ejemplos. Instamos al lector a recurrir al apéndice para las nociones
básicas de divisores, ciclos, forma de intersección y los resultados básicos de la teoría
de super�cies proyectivas no singulares.
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2.1. Criterio de amplitud de Kleiman. Denotemos K = KX la clase (de equiv-
alencia lineal) canónica y pongamos O = OX . El teorema de Riemann-Roch (RR)
dice

χ(O(D)) = χ(OX) +
1

2
(D −K) ·D.

Por otro lado, la dualidad de Serre implica

χ(O(D)) = h0(D)− h1(K −D) + h2(K −D).

Recordemos que todo divisor en X puede ser pensado como un divisor de Weil o de
Cartier, indistintamente. Además, en el caso de super�cies Div(X) = Z1(X), entonces
tiene sentido considerar D2 para D ∈ Div(X).
En el ejercicio siguiente y de ahí en más, será útil recordar el ejercicio 1.2.

Ejercicio 2.1. Sean D1, D2 divisores en X y s0 ∈ H0(D2) ⊂ C(X) una sección no
nula. La aplicación H0(D1) → H0(D1 +D2), s 7→ ss0, es inyectiva.

Proposición 2.2. Sea D un divisor tal que D2 > 0. Entonces existe n ∈ N tal que
h0(nD) ̸= 0 o h0(−nD) ̸= 0; en particular ĺımn→∞ h0(nD) = ∞ o ĺımn→∞ h0(−nD) =
∞.

Demostración. Supongamos h0(nD) = h0(−nD) = 0, para todo n ∈ N. Entonces
χ(±nD) = h0(±nD)− h1(K ∓ nD) + h2(K ∓ nD)

≤ h2(K ∓ nD)

Por otro lado, como D2 > 0, RR implica que el crecimiento de χ(±nD) en n está
gobernado por el término D2n2/2. Como h0(2K) < ∞, la desigualdad de arriba junto
con el ejercicio 2.1 conllevan a una contradicción. Por lo tanto, existe n0 ∈ N , tal que
h0(n0D) ̸= 0 o h0(−n0D) ̸= 0. La última a�rmación es otra consecuencia del ejercicio
2.1. �
Ejercicio 2.3 (Teorema del índice de Hodge). Sean A,D divisores en X con A amplio.
Probar las siguientes a�rmaciones:

a) A ·D = 0 ⇒ D2 ≤ 0.
b) A ·D = D2 = 0 ⇒ D ≡ 0 (sugerencia: considere una curva irreducible C y de�na

D0 = xC− yA donde x = A2, y = A ·C. Entonces A ·D0 = 0 y para C adecuada
D ·D0 ̸= 0; existe n ∈ Z tal que nD +D0 contradice a).

Sea A un divisor amplio en X. Como N1(X) = N1(X) en el caso de super�cies,
podemos elegir una base de N1(X)R constituida por (la clase d)el propio A y (clases
de) divisores linealmente independientes E1, . . . , Eρ−1, ρ = dimRN1(X)R, contenidos
en A⊥ := {z ∈ N1(X)R;A · z = 0}. El Teorema del Índice de Hodge (TIH) nos dice
entonces que podemos elegir los E ′

is de tal forma que Ei · Ej = 0, si i ̸= j y E2
i < 0

para todo i. La matriz asociada a la forma (cuadrática) de intersección en esa base
es diagonal con un autovalor positivo y los restantes negativos, o sea, es una forma
cuadrática con signatura (1, ρ − 1). Una consecuencia de esto es lo que se pide para
demostrar en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.4. SeanD1, D2 divisores tales que (a1D1+a2D2)
2 > 0 para ciertos números

reales a1, a2.
a) Probar D2

1D
2
2 − (D1D2)

2 ≤ 0, con igualdad si y sólo si D1 y D2 son linealmente
independientes sobre Q.
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b) Deducir que si D2
1 > 0 y D1 ·D2 = 0, entonces D2

2 < 0.

De�nición 2.5. Un divisor D ∈ Div(X) en numéricamente efectivo, lo que abreviare-
mos �nef� si D · C ≥ 0 para toda curva irreducible C ⊂ X.

Evidentemente el concepto de divisor nef puede ser extendido al de clase (de equiv-
alencia numérica) nef.
Un Q-divisor es un elemento de Div(X)⊗ZQ, que corresponde, vía tensorización del

homomor�smo canónico de la proposición 1.6, a un elemento de WDiv(X)⊗Z Q de la
forma

∑
i aiVi con ai ∈ Q. Diremos que un Q-divisor H es amplio si existe m ∈ N tal

que mH ∈ Div(X) es un divisor amplio. Teniendo en cuenta el concepto de Q-divisor,
se dice a veces que los elementos de Div(X) son divisores enteros, lo que responde a la
inclusión natural Div(X) ⊂ Div(X)⊗Z Q.

Corolario 2.6. Sean D,A divisores en X. Si D es nef y A es amplio, entonces:

a) D2 ≥ 0.
b) D + ϵA es amplio ∀ϵ ∈ Q>0.

Demostración. Consideremos el polinomio cuadrático p(t) = (D+ tA)2 ∈ Z[t]. Eviden-
temente p′(t) = 0 si y sólo si t = −D · A/A2 ≤ 0. Como p(0) ≥ 0, entonces p(t) > 0 si
t > 0.
Por otro lado A · (D+ tA) > 0, de donde sigue h0(−n(D+ tA)) = 0 si n >> 0. De la

Proposición 2.2 deducimos que n(D + tA) > 0 es linealmente equivalente a un divisor
efectivo; por lo tanto n(D + tA) ·D ≥ 0, o sea,

(D + tA) ·D = D2 + tA ·D ≥ 0, ∀t > 0,

lo que prueba a).

Ejercicio 2.7. Probar b) utilizando el criterio de Nakai-Moishezon.

�

Observación 2.8. La parte b) del corolario se evoca diciendo que todo divisor nef es
límite de divisores amplios.

Teorema 2.9 (Criterio de Kleiman). Sea D un divisor en X. Entonces

D es amplio ⇔ D · z > 0, ∀z ∈ NE(X)− {0}.

Demostración. Fijamos un divisor amplio A en X.
(⇐) Sean fD, fA : N1(X)R = Rρ → R los funcionales lineales asociados a D y A vía

la forma de intersección; o sea, fD(z) = D · z, fA(z) = A · z, z ∈ N1(X)R.
El conjunto S := {z ∈ NE(X); fD(z) = 1} es compacto, pues es homeomorfo al

proyectivizado real P(NE(X)) ⊂ P(N1(X)R) ≃ Pρ−1
R . Por un lado fD es positiva en S

por hipótesis; por otro lado, fA es acotada en S por continuidad. Por lo tanto existe
s ∈ R, s > 0, tal que fD − ϵfA es no negativa en D, si ϵ ∈ (0, s) ∩Q; luego D − ϵA es
nef si ϵ ∈ (0, s) ∩Q. Para un tal ϵ, el divisor

D = D − ϵA+ ϵA

es amplio, por el corolario 2.6.
(⇒) Para comenzar, consideremos el siguiente:
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Figura 2. Cono estrictamente convexo

Ejercicio 2.10. Si E es un divisor en X, entonces A + tE es amplio para t ∈ Q
su�cientemente pequeño (sugerencia: inspirarse de la parte de la proposición que ya
fue demostrada).

Supongamos que D es amplio y que existe z ∈ NE(X) − {0} tal que D · z ≤ 0;
entonces D · z = 0. Como la forma de intersección es no degenerada, existe un divisor
E tal que E ·z ̸= 0; sin pérdida de generalidad podemos suponer E ·z < 0. Por lo tanto
(D + tE) · z < 0, ∀t > 0, lo que implica que D + tE no es amplio para ningún t > 0,
contradiciendo el ejercicio 2.10.

�
Observación 2.11.

a) El criterio (de amplitud) de Kleiman implica que NE(X) es un cono (cerrado y
convexo) estrictamente convexo, i.e., que no contiene rectas por el origen.

b) Podemos interpretar geométricamente el criterio de Kleiman así: A es amplio si
y sólo si NE(X) − {0} está estrictamente contenido en el semi-espacio abierto
{z ∈ N1(X)R; fA(z) > 0}.

El Teorema de Kleiman permite extender la noción de amplitud para elementos en
N1(X)R (o Div(X)⊗Z R si preferimos): basta con decir que A ∈ N1(X)R es amplio si
A · z > 0 para todo z ∈ NE(X)− {0}. Análogamente, diremos que D ∈ N1(X)R es nef
si D ·z ≥ 0 para todo z ∈ NE(X) (en este caso podemos substituir NE(X) por NE(X)).

Nota 2.12. Es un resultado no trivial probar que la noción de R-divisor amplio puede
ser caracterizada como en el criterio de Nakai-Moishonzon.

2.2. Límite nef de un divisor amplio. Sea A un divisor amplio enX. Supongamos
queKX no sea nef. De�nimos el límite nef de A (nef threshold en inglés) como el número
real

t0(A) := sup{t;A+ tKX es nef};
entonces t0 = t0(A) > 0 (ejercicio 2.10).

Ejercicio 2.13. Sea A un divisor amplio en X cuyo límite nef es t0.
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3n+ 1 3n+ 2 3n+ 33n

•

3mt0

Figura 3. Eligiendo m y n.

a) Probar que A+ toKX no es amplio.
b) Probar que A+ (to − ϵ)KX es amplio si 0 < ϵ < to (sugerencia: el proyectivizado

de NE(X)∩ (A+ toKX)
⊥ es un conjunto compacto, no vacío, donde A es positivo

y A+ toKX se anula).

Observación 2.14. Supongamos que D1 := n(A + t1KX) sea efectivo para ciertos t1 >
t0(A), t1 ∈ Q, y n ∈ N; por de�nición D1 no es nef y por lo tanto existe una curva
C, componente irreducible del soporte Sop(D1) de D1 tal que KX · C < 0. Si t ∈ Q,
0 < t < t1, el divisor

A+ tKX =

(
1− t

t1

)
A+

t

nt1
D1,

que es combinación linear positiva de A y D1, no es nef si y sólo si existe componente
irreducible C de Sop(D1) tal que KX · C < 0. Concluimos que t0(A) es entonces el
menor de los cocientes −A · C/KX · C, donde C varía en el conjunto de componentes
irreducibles del soporte de D1. En particular, t0(A) es un número racional en este caso.

Lema 2.15 (de Racionalidad). El límite nef de un divisor amplio es un número
racional.

Demostración. Supongamos, por absurdo, que t0 ̸∈ Q. Entonces existen in�nitos números
naturales n y m tales que (ver �gura 3)

n

m
< t0 <

n+ 1

m
,
n+ 1

m
− t0 <

1

3
.

Por el ejercicio 2.13, sabemos que mA + nKX es amplio y por construcción que
mA + (n + 1)KX no es nef. Aplicando el Teorema de Anulación de Kodaira (TAK de
aquí en más) junto con RR al divisor amplio mA+ nKX deducimos

h0(mA+ (n+ 1)KX) = χ(OX) +
1

2
(mA+ (n+ 1)KX) · (mA+ nKX)

= χ(OX) +
1

2

[
m2A2 +m(2n+ 1)A ·KX + n(n+ 1)K2

X

]
.

Escribiendo D0 = A + t0KX , mt0 = n + α y ℓ0 = ℓ0(m,n) := h0(mA + (n + 1)KX),
obtenemos

ℓ0 = χ(OX) +
1

2

[
m2D2

0 +m(1− 2α)D0 ·KX − α(1− α)K2
X

]
.

Gracias a la observación 2.14, para obtener una contradicción es su�ciente probar
que ℓ0 es positivo para ciertos m y n, lo que haremos en tres etapas:

Si D2
0 > 0, evidentemente ℓ0 > 0 si m >> 0.
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Si D2
0 = 0 y D0 ̸≡ 0, entonces D0 · KX < 0 puesto que D0 · (A + t0KX) = 0 y

D0 ·A > 0 por el Teorema del índice de Hodge (TIH de aquí en más). Entonces
ℓ0 > 0 si m >> 0 y 1− 2α tiene cota superior negativa.
Si D2

0 = 0 y D0 ≡ 0, entonces −KX es amplio y

mA+ nKX = m

(
n+ 1

m
− to

)
KX ,

luego ℓ > 0.
�

Decimos que un divisor D es libre si es efectivo y el sistema lineal |D| = P(H0(D))
no tiene puntos base; en otras palabras, si no existe p ∈ X que pertenece al soporte
de todo divisor efectivo linealmente equivalente con D. En el caso en que D es libre,
tenemos entonces un mor�smo ϕD : X → P(H0(D)∨) de�nido de la siguiente manera:
si p ∈ X, entonces ϕD(p) es el punto de P(H0(D)∨) que corresponde al hiperplano
{s ∈ H0(D); s(p) = 0}.
Si A es un divisor amplio, entonces mA es muy amplio para m >> 0, lo que signi�ca

que existe una inmersión cerrada φ : X → PN , con N = h0(mA) − 1, tal que mA
es linealmente equivalente a φ∗(H) para un hiperplano H ⊂ PN ; en particular mA es
libre.

Ejercicio 2.16 (Lema de Zariski). Sea ϕ : X → V un mor�smo sobreyectivo con �bras
conexas, donde V es una curva lisa. Sea D un divisor cuyo soporte es unión de �bras.

a) Probar que D2 ≤ 0 (sugerencia: Si H es muy amplio en V , entonces ϕ∗H ·D = 0
y (ϕ∗H)2 = 0; aplicar el ejercicio 2.4).

b) Probar queD2 = 0 implica ∃ p1, . . . , pr ∈ V , ∃ a1, . . . , ar ∈ Q>0:D ≡ ϕ∗(
∑r

i=1 aipi).

Sea ϕ : X → Y un mor�smo sobreyectivo entre variedades proyectivas irreducibles,
donde asumiremos que X es lisa; consideremos la extensión de cuerpos ϕ∗ : C(Y ) →
C(X) asociada, que sin pérdida de generalidad supondremos como siendo una inclusión.
Si C(X)/C(Y ) es �nita, el grado de trascendencia de esta extensión es d = 0 y sigue
del teorema de la dimensión de las �bras ([Sh, Chap. I, �6.3]) que una �bra genérica
Xy := ϕ−1(y) de ϕ, y ∈ Y , es �nita con tantos puntos como dimC(Y )C(X). En caso
contrario, tenemos d > 0 y el teorema de la dimensión de las �bras nos dice en este
caso que toda componente irreducible Xy, con y genérico, es una subvariedad de X de
dimensión d; supongamos de ahora en más que estamos en esta situación y denotemos
Xy una �bra genérica de ϕ.
El segundo teorema de Bertini [Sh, Chap. II, �6.2, Thm. 2] implica que Xy es no

singular; en particular,Xy es conexa si y sólo si es irreducible. En este caso, si u ∈ C(X)
es algebraico sobre C(Y ), digamos que satisface una ecuación de dependencia

uℓ + a1u
ℓ−1 + · · ·+ aℓ = 0, ai ∈ C(Y ) ∀ i,

para x ∈ Xy tenemos

u(x)ℓ + a1(y)u(x)
ℓ−1 + · · ·+ aℓ(x) = 0,

lo que implica que existe un conjunto �nito B ⊂ C tal que u(x) ∈ B para todo x ∈ Xy.
Como Xy es una variedad proyectiva conexa deducimos que u es constante en Xy, luego
que u = ϕ∗(v) para cierta función racional v ∈ C(Y ), puesto que y es un punto genérico
de Y . En otras palabras, si ϕ tiene �bras conexas (genéricamente) entonces el cuerpo
C(Y ) es algebraicamente cerrado en C(X). La recíproca de esta a�rmación también es
verdadera (ver [Sh, Chap. II, �6.1]).
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Cuando C(Y ) no es algebraicamente cerrado en C(X), consideramos su clausura
algebraica, digamos C(Y ) ( K ⊆ C(X) (recordar que d > 0). Entonces ϕ se factoriza
como composición de aplicaciones racionales

X //___ Y ′ //___ Y,

donde Y ′ es alguna variedad no singular con cuerpo de fracciones K. Aquí la aplicación
racional X //___ Y ′ tiene �bras genéricas conexas mientras en Y ′ //___ Y estas son
�nitas.
Esperamos que las ideas desarrolladas más arriba sirvan de motivación para in-

troducir el resultado siguiente que caracteriza el hecho de un mor�smo tener �bras
conexas:
Factorización de Stein. Todo mor�smo sobreyectivo ϕ : X → Y entre variedades
proyectivas admite una factorización ϕ = g ◦ϕ′, donde ϕ′ : X → Y ′ tiene �bras conexas
y g : Y ′ → Y es �nito ([Ha, Cor. 11.5] o [Ii, Thm. 2.26]).

Proposición 2.17 (Ausencia de puntos base). Sea D un divisor nef que no es amplio
y tal que D−ϵKX es amplio para algún ϵ > 0, ϵ ∈ Q. Entonces mD es libre si m >> 0;
en otras palabras, el sistema lineal completo |mD| no tiene punto base.

Demostración. Dividimos la prueba en tres etapas, de acuerdo a los siguientes tres
casos:

Caso D2 > 0. Por el criterio de Nakai-Moishezon, existe una curva irreducible L tal
que D · L = 0; en particular Base(mD) ∩ Sop(L) = ∅ para todo m > 0. Como además
D− ϵKX es amplio, KX ·L < 0. Por otro lado, una aplicación del TIH implica L2 < 0
(ejercicio 2.4b)).
De la formula de adjunción concluimos que L tiene género aritmético nulo; en par-

ticular, L es no singular, pues en caso contrario su género geométrico sería < pa(L).
Por lo tanto L es una (−1)-curva. El criterio de contractibilidad de Castelnuovo nos
dice que existe una super�cie lisa X ′, un punto p ∈ X ′ y un mor�smo σ : X → X ′ tal
que σ es la explosión de X ′ en p con σ−1(p) = L.
Por la Proposición 2.2 existe n ∈ Z tal que nD es efectivo. Substituyendo D por nD

obtenemos Sop(D)∩L = ∅; en particular, los puntos base de |D| están fuera de L. Por
lo tanto, si D′ := σ∗(D), tenemos D = σ∗(D′) y D′ es un divisor nef tal que (D′)2 > 0
y D′ − ϵKX es amplio para algún ϵ > 0.
Si D′ no es amplio, repetimos el procedimiento precedente. Como ρ(X ′) = ρ(X)− 1,

después de, si fuera necesario, aplicar ese procedimiento un número �nito de veces,
terminaremos con un divisor amplio; entonces el resultado vale para D′ y por lo tanto
vale para D.

Caso D2 = 0 y D ̸≡ 0. Existe curva irreducible C tal que D · C > 0. Como D es nef,
el TIH aplicado al divisor amplio D − ϵKX proporciona

(D − ϵKX) ·D > 0;

luego KX ·D < 0. Por el criterio de amplitud de Kleiman el divisor

nD −KX =
1

ϵ
(D − ϵKX) +

nϵ− 1

ϵ
D

es amplio para todo n ∈ N con nϵ− 1 > 0. El Teorema de RR implica

χ(OX(nD)) = χ(OX) +
n

2
(nD −K) ·D.
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Además, como nD − KX es amplio, del TAK sigue hi(nD) = 0 si i > 0. Entonces
h0(nD) crece linealmente puesto que D ·KX < 0.
Sea n >> 0. Entonces |nD| = |M | +∆, donde M denota la parte móvil del divisor

y ∆ la parte �ja; en particular M es nef. Así

0 ≤M2 ≤M · (M +∆) =M · (nD) ≤ (M +∆) · (nD) = D2 = 0,

de donde sigue M2 =M ·∆ = ∆2 = 0.
La anulación de M2 implica que el divisor M es libre; sea ϕM : X → X ′ el mor�smo

sobreyectivo asociado; por construcción la imagen de ϕM tiene dimensión 1, pues las
curvas del sistema lineal |M | son contraídas en puntos y M ̸≡ 0. El Teorema de la
factorización de Stein dice que ϕM se factoriza como X → V → X ′ donde ϕ : X → V
tiene �bras conexas y ψ : V → X ′ es �nita.
Si M ·∆ = 0, entonces ∆ esta contenido en una unión �nita de �bras de ϕ. Por el

Lema de Zariski (ejercicio 2.16) ∆2 = 0 implica que existem p1, . . . , pr ∈ V tales que

∆ ≡ ϕ∗(
∑
i

aipi), ai ∈ Q>0.

Por lo tanto, si H es una sección hiperplana en X ′ el sistema lineal

|ℓnD)| = |ℓϕ∗(ψ∗(H) +
∑
i

aipi)|

es libre para ℓ su�cientemente divisible, ya que ψ∗(H) +
∑

i aipi es amplio en V .

CasoD2 = 0 yD ≡ 0. Por lo hecho en el caso precedente, basta con probar h0(nD) ̸= 0
para n >> 0.
Como nD − KX ≡ −K ≡ (1/ϵ)(D − ϵKX) es amplio, el TAK implica h0(nD) =

χ(OX(nD)) y χ(OX) = 1. El resultado sigue de RR.
�

Corolario 2.18 (Acotación de denominadores). Supongamos que KX no es nef. Si A
es amplio, t0(A) = p/q ∈ Q con 1 ≤ q ≤ 3.

Demostración. Escribimos t0 = t0(A), como antes y K = KX . El divisor D := A+ t0K
es nef, no es amplio y D − ϵK es amplio si ϵ > 0 es su�cientemente pequeño (ejercicio
2.13). Consideramos los mismos tres casos de la demostración de la proposición.

Caso D2 > 0. Si L es la (−1)-curva tal que D · L = 0, tenemos t0 = A · L.

Caso D2 = 0 y D ̸≡ 0. Sea ϕ : X → V la factorización de Stein de |nD|, n >> 0.
Denotemos F una �bra genérica de ϕ; entonces D ·F = 0. Por la fórmula de adjunción

2pa(F )− 2 = (K + F ) · F
= K · F
≥ −2,

puesto que pa(F ) = h1(OF ) ≥ 0. Por lo tanto −K · F ≤ 2. Además, D · F = 0 implica

t0 = −A · F
K · F

.
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Caso D2 = 0 y D ≡ 0. En este caso −K es amplio y, en particular, el TAK implica

hi(K −K) = hi(OX) = 0,∀ i > 0,

luego χ(OX) = 1.
Dado que A + t0K ≡ 0, si t0 = p/q con (p, q) = 1, obtenemos que q divide K en

N1(X).
Supongamos ahora que −K = dH con H amplio (podríamos terminar la prueba

por aquí: ver nota 2.20 más abajo) y consideremos la aplicación racional ϕ = ϕ|H| :

X //___ Y ⊂ Ph0(H)−1, siendo Y la adherencia de Im(ϕ).

Ejercicio 2.19. Si h0(H) ≥ 4, entonces dimY = 2 (sugerencia: si m ∈ N es tal que
mH es muy amplio, entonces ϕ|mH| : X → Ph0(mH)−1 es una inmersión; luego Y es
proyección de la super�cie no singular X ′ := ϕ|mH|(X) desde un centro de dimensión
h0(mH)− h0(H)− 1 que corta X ′ en un número �nito de puntos).

Supongamos que h0(H) ≥ 4. Si W ⊂ Ph0(H)−1 es un subespacio proyectivo genérico
de codimensión 2, por el ejercicio de arriba W ∩ Y ̸= ∅ y ϕ−1(W ) está contenido en la
intersección de dos elementos genéricos de |H|, por lo tanto

0 < #ϕ−1(W ) ≤ H2 <∞.

Utilizando la cota inferior para el grado de una variedad proyectiva no degenerada
(ver por ejemplo [Hr, Cor. 18.12]), obtenemos

H2 ≥ deg(Y )

≥ h0(H)− 1− (dim(Y )− 1)

≥ h0(H)− dim(Y ).

Así h0(H) ≤ H2+2; además esta condición es automáticamente válida cuando h0(H) <
4.
Por otro lado, RR y TAK implican

h0(H) = 1 +
d+ 1

2
H2.

Deducimos
(d− 1)H2 ≤ 2,

luego d ≤ 3, lo que termina la demostración.
�

Nota 2.20. Que −KX sea amplio equivale a que X sea isomorfa a una super�cie de del
Pezzo (ver observación 0.1). De la descripción de tales super�cies sigue fácilmente que
las únicas para las cuales −KX = dH es divisible son P2 y P1 × P1, siendo d = 3 en el
primer caso y d = 2 en el segundo.

2.3. Los teoremas del cono y de la contracción. Las caras de dimensión uno
de un cono convexo en Rn se llaman los rayos extremales del cono; todo cono es suma
de sus rayos extremales. En el caso del cono cerrado de curvas NE(X) de una variedad
X, un rayo R se dice que es KX-negativo, si para todo z ∈ R−{0} se tiene KX · z < 0.

Antes de enunciar y demostrar el teorema del cono, introducimos dos ingredientes
necesarios para ese �n. Sean A un divisor amplio y M un divisor nef; entonces νM +A



128 IVÁN PAN

M + 1
ν (A+ rKX) = 0

M = 0

NE(X)

Figura 4. Perturbando M por una parte pequeña de un divisor amplio

es amplio para todo ν ≥ 0. De�nimos

rM(ν, A) := t0(νM + A), ν ≥ 0

o sea, el límite nef del divisor amplio νM + A. Como M es nef, si ν1 < ν2, entonces
rM(ν1, A) ≤ rM(ν2, A), o sea rM no decrece como función de ν.
Para z ∈ NE(X)K<0 ∩M⊥ �jo,

rM(ν,A) ≤ − A · z
KX · z

,

esto es, rM(ν, A) queda acotado superiormente cuando un tal z existe; dado que los
denominadores de rM(ν, A) están acotados concluimos lo siguiente:
A�rmación 1. Si NE(X)K<0 ∩M⊥ ̸= ∅, existen rM(A) y νA tales que

rM(ν, A) = rM(A),∀ ν ≥ νA.

Un rayo extremal de NE(X) es una cara de dimensión 1 de este cono, esto es, una
semirecta R = R≥0v generada por un elemento no nulo v ∈ NE(X). Un rayo extremal
R ⊂ NE(X) se dice que es KX-negativo si KX · z < 0 para todo z ∈ R− {0}.

Teorema 2.21 (Teorema del Cono). Sea X una super�cie proyectiva no singular;
denotemos K = KX . Entonces

NE(X) = NE(X)K≥0 +
∑
ℓ∈R

Rℓ,

donde R es la familia de rayos extremales en NE(X) que son K-negativos. Además, el
conjunto R es discreto en NE(X)K<0.

Demostración. Si K es nef entonces R = ∅ y no hay nada para demostrar. Supongamos
entonces que existe z ∈ NE(X) tal que K ·z < 0; en particular K ̸≡ 0 y podemos incluir
la clase de este divisor en una base de N1(X)Q.
Fijemos divisores amplios A1, . . . , Aρ−1 de forma que

K,A1, . . . , Aρ−1

induzcan una base de N1(X)Q.
A�rmación 2. Si M es un divisor nef tal que NE(X)K<0 ∩M⊥ ̸= ∅, existe una rayo

extremal K-negativo R tal que R ⊂ NE(X) ∩M⊥.
En efecto, denotemos νi = νAi

y ri = rM(Ai) donde i = 1, . . . , ρ − 1. Elegimos
ν0 ≥ νi + 1 ∀ i, tal que los divisores
(2.1) D1 := νoM + A1 + r1K, . . . , Dρ−1 := νoM + Aρ−1 + rρ−1K,
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A = 0
M = 0

D = 0

NE(X)

KX = 0

C

•
R

Figura 5. Comparando C con NE(X)

que son numéricamente efectivos por la a�rmación 1, sean además linealmente inde-
pendientes sobre R. Observemos que si z ∈ NE(X),

Di · z = [(ν0 − νi)M + νiM + Ai + riK] · z = 0 =⇒ M · z = 0;

o sea,
NE(X) ∩D⊥

i ⊂ NE(X) ∩M⊥, ∀ i.

Ejercicio 2.22. Si M es como en la a�rmación 2, probar que existe i tal que

∅ ̸= NE(X)K<0 ∩D⊥
i ( NE(X) ∩M⊥

(sugerencia: Di es nef pero no amplio; además ν0M + A es amplio).

La a�rmación 2 sigue entonces por inducción en la dimensión de la cara NE(X)∩M⊥,
gracias al ejercicio 2.22.

Ahora demostremos que el conjunto de rayos extremales es discreto en NE(X)K<0.
En efecto, sea R ∈ R. Existe un divisor nef L tal que R = NE(X)∩L⊥, por de�nición de
cara de un cono convexo. TomandoM = L en lo que hicimos anteriormente, obtenemos

0 ̸= NE(X) ∩ (ν0M + Ai + riK)⊥ = NE(X) ∩M⊥ = R, ∀ i,

puesto que todo divisor en (2.1) es nef pero no amplio.
Tenemos un isomor�smo lineal φ : N1(X)Q → Qρ,

z 7→ (K · z, A1 · z, . . . , Aρ−1 · z).

La intersección de R con el hiperplano K = −1 en N1(X)Q corresponde por ese iso-
mor�smo al punto

(−1, r1, . . . , rρ−1).

Como los denominadores de los ri's son ≤ 3, deducimos

6φ({K = −1} ∩R) ⊂ Zρ

de donde concluimos lo que queríamos; de esta parte de la prueba sigue el ejercicio
siguiente:

Ejercicio 2.23. El cono C := NE(X)K≥0 +
∑

ℓ∈RRℓ es un cono convexo cerrado.

Para terminar, supongamos, por absurdo, que C ( NE(X). Entonces existe un divisor
D tal que C − {0} ⊂ {D > 0} y D · z < 0 para un z ∈ NE(X) (ver �gura 5).
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Ejercicio 2.24. Existe a ∈ Q>0 tal que A = m(D − aK) es entero y amplio para m
su�cientemente divisible en N (sugerencia: �jar una norma en N1(X) = Rρ; sea B(0; 1)
la bola de centro 0 y radio 1. En el compacto {z ∈ B(0; 1) : D · z ≤ 0} el divisor K es
negativo).

Por el lema de racionalidad, existe un divisor nef M := ℓ(A + rK) para ciertos
r ∈ Q>0, ℓ ∈ N, tales que

NE(X)K<0 ∩M⊥ ̸= {0}, C ∩M⊥ = {0},

lo que contradice la a�rmación 1 y termina la demostración.
�

Observación 2.25. Geométricamente, el teorema del cono signi�ca que la parte de
NE(X) que yace en el abierto de N1(X)R de�nido por la condición KX · z < 0 es
poliedral. Puede ocurrir sin embargo que el conjunto R se acumule en puntos del
conjunto cerrado {z ∈ N1(X)R;KX · z = 0}: es lo que pasa en el caso en que X es la
explosión de P2 en nueve puntos que están en posición general (ver [De, Chap. 6, �6.6]).

Como sabemos (ver capítulo 1, �3), si ϕ : X → Y es un mor�smo con �bras conexas,
el cono NE(ϕ) ⊂ N1(X) de�ne una cara del cono NE(X). El Teorema de la contracción
a�rma que la recíproca de esta a�rmación también es verdadera si la cara en cuestión
yace en la parte KX-negativa del cono. Demostraremos esta a�rmación en el caso en
que una tal cara es un rayo extremal, lo que constituye el caso más importante.

Teorema 2.26 (Teorema de la Contracción). Para cada rayo extremal R en NE(X)K<0

existe un mor�smo sobreyectivo ϕ = contR : X → Y con �bras conexas, Y una variedad
(proyectiva) normal, tal que si C ⊂ X es una curva irreducible, entonces ϕ contrae C
si y solamente si [C] ∈ R.

Demostración. Para cada rayo extremal R existe un divisor nef L tal que

R = NE(X) ∩ L⊥.

Entonces A := L − rKX es amplio para algún r ∈ Q>0 su�cientemente pequeño, por
el Criterio de amplitud de Kleiman. Por lo tanto L = A + rKX tiene la propiedad
que si m es su�cientemente (grande y) divisible, el divisor mL es entero y el sistema
lineal |mL| es libre de puntos base por la proposición 2.17. Denotemos ϕ : X → Y la
factorización de Stein del mor�smo (sobreyectivo) ϕ|mL| : X → Y0 asociado a |mL|;
entonces Y → Y0 s un mor�smo �nito.
Para probar la normalidad de Y , consideremos un abierto afín no vacío V ⊂ Y y

demostremos que V es normal. Si C[V ] es el anillo de funciones regulares de V , entonces
A := ϕ∗(C[V ]) es subanillo del anillo B := C[ϕ−1(V )] de las funciones racionales en
C(X) que son regulares en todo punto de ϕ−1(V ). Tenemos

A ⊂ B ⊂ C(X).

Supongamos que sabemos demostrar que ϕ−1(V ) es un abierto afín (lo que es parte
de los ingredientes en la demostración del teorema de factorización de Stein). Entonces
este conjunto es una subvariedad (abierta) de X y por lo tanto es normal, ya que X lo
es; luego B es integralmente cerrado en C(X). Por otro lado, un razonamiento análogo
al que desarrollamos a continuación del ejercicio 2.16 muestra que el hecho de ϕ tener
�bras conexas implica que A es integralmente cerrado en B. Deducimos entonces que
A es integralmente cerrado en C(X), lo que implica V normal.
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Ahora, si [C] ∈ R, entonces L · [C] = 0. Por lo tanto, la restricción de |mL| a C de�ne
un sistema lineal (sin puntos base) de dimensión (proyectiva) cero, o sea, ϕ|mL|(C) es
un punto y entonces C está contenida en una �bra de ϕ|mL|, luego en una �bra de ϕ.
Recíprocamente, supongamos que ϕ(C) = {p}, con p ∈ Y . Luego ϕ|mL|(C) es un

punto, por lo tanto mL · [C] = 0, luego [C] ∈ R.
�

Observación 2.27. Sigue del teorema de la contracción que NE(contR) = R. Esto,
conjuntamente con el hecho de poseer �bras conexas implica implica que contR es
única ([De, Prop. 1.14]).

Analizando los detalles de la prueba de la proposición 2.17 se concluye también que
existen, grosso modo, dos tipos de mor�smo contR, en acuerdo con dimX = dimY
o dimX > dimY . En el primer caso contR es la explosión de un punto de Y y en el
segundo contR puede ser una �bración sobre una curva lisa o el mismísimo mor�smo de
estructura X → Y = {pt} (que también es considerado una �bración), como veremos
en los ejemplos 2.32.

De�nición 2.28. El mor�smo contR : X → Y es la contracción del rayo extremal
KX-negativo R. Decimos que la contracción es divisorial si dimX = dimY y que es
un espacio �brado de Mori (o �bración de Mori) si dimX > dimY

Antes de proporcionar ejemplos de conos cerrados de curvas, damos dos resultados
que brindan alguna información adicional sobre el cono cerrado de curvas.

Lema 2.29. Sea A un divisor amplio en X. El conjunto Q := {z ∈ N1(X); z2 > 0}
tiene dos componentes conexas

Q+ := {z ∈ Q;A · z > 0} y Q− := {z ∈ Q;A · z < 0}.

Además, Q+ ⊂ NE(X)

Demostración. Por el teorema del índice de Hodge, podemos elegir una base deN1(X)R =

Rρ de forma que [A] = (
√
A · A, 0, . . . , 0) y que la forma de intersección se escriba

x21 −
ρ∑

i=2

x2i .

Entonces

Q+ = {x1 >

(
ρ∑

i=2

x2i

) 1
2

}, Q− = {x1 <

(
ρ∑

i=2

x2i

) 1
2

}

Si [D] ∈ Q, la proposición 2.2 implica que nD o −nD es efectivo si n >> 0. Como
A intercepta positivamente toda curva efectiva, entonces los elementos de Q efectivos
son precisamente los de Q+. Como m[D] = [mD] ∈ Q+, m ∈ Z, implica [D] ∈ Q+,
concluimos Q+ ⊂ NE(X)− {0} de donde sigue el resultado.

�

Lema 2.30. Para una curva irreducible C ⊂ X valen las siguientes a�rmaciones:

a) Si C2 ≤ 0, entonces [C] está en el borde de NE(X).
b) Si C2 < 0, entonces [C] genera un rayo extremal (no necesariamente KX-

negativo).
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Demostración. Para probar b) observemos que NE(X) = R≥0[C] + NE(X)C≥0. Si C2 <
0, entonces [C] ̸∈ NE(X)C≥0, de donde deducimos que [C] genera un rayo extremal; en
particular [C] está en la frontera de NE(X).
Si C2 = 0, el funcional lineal de N1(X)R que consiste en multiplicar por C es no

negativo en NE(X) y vale 0 en [C], entonces[C] está en la frontera de NE(X), de donde
deducimos a).

�

De�nición 2.31. Una super�cie proyectiva no singular es un modelo minimal si KX

es nef.

Ejemplos 2.32.

a) (Ver 3) Si ϕn : Fn → P1 es la �bración asociada a la super�cie de Hirzebruch-
Nagata Fn, n ≥ 2, entonces N1(Fn) = R[Cn] ⊕ R[F ], donde Cn es la sección
especial, C2

n = −n, y F es una �bra. Se sabe que KFn ∼ −2Cn − (n + 2)F de
donde se constata que ϕn es la contracción extremal del rayo (KFn-negativo) R
generado por [F ]. Además F · Cn = 1 implica que Cn ̸∈ [F ], de donde sigue que
NE(X) no es un cono de dimensión 1 (o sea, una semi-recta).
Como todo cono convexo (cerrado) en N1(X)R = R2, que no es de dimensión 1,

es generado por sus dos rayos extremales, entonces NE(Fn) = ⟨[F ], a[Cn] + b[F ]⟩,
para ciertos a, b ∈ R.
Por otro lado, sea C ⊂ Fn una curva irreducible; C ≡ aCn + bF para ciertos

a, b ∈ Z. Entonces a = C ·F ≥ 0 y −an+ b = C ·Cn ≥ 0; en otras palabras, toda
curva irreducible es numéricamente equivalente a un 1-ciclo de la forma aCn+bF
con a ≥ 0 y b ≥ an. Deducimos

NE(Fn) = NE(Fn) = R≥0[F ] + R≥0[Cn]

b) Consideremos la super�cie X = P2. Entonces KP2 ∼ −3L, donde L ⊂ P2 es una
recta. Luego N1(P2)R = R[L] y NE(P2) = NE(P2) = R≥0[L]. En este caso P2 → pt
es la única contracción de rayo extremal KP2-negativo.

c) SeaX ⊂ P3 una super�cie cúbica no singular. Como se sabe,X es explosión de P2

en seis puntos p1, . . . , p6 que están en posición general; más aun, si σ : X → P2

es la explosión de p1, . . . , p6, la aplicación birracional σ−1 : P2 //___ X viene
de�nida por el sistema lineal de las curvas cúbicas (planas) que pasan por estos
seis puntos. Si Ei = σ−1(pi), i = 1, . . . , 6, la fórmula de rami�cación implica
KX = σ∗(KP2) +

∑
iEi.

Ejercicio 2.33. Probar que toda recta de P3 que está contenida en X es una
(−1)-curva. Deducir que X contiene exactamente 27 rectas, entre las cuales se
encuentran E1, . . . , E6.

Del criterio de amplitud de Nakai-Moishezon sigue que −KX es un divisor
amplio y de esto, que N1(X)R tiene una base dada por las clases de los divisores
E1, . . . , E6 y −KX .
Utilizando el ejercicio 2.33 y un poco de trabajo se demuestra que si Li, i =

1, . . . , 27, designan las 27 rectas de X mencionadas en ese ejercicio, entonces

NE(X) = NE(X) =
27∑
i=1

R≥0[Li].
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d) Sea X = C×C donde C es una curva elíptica. En este caso KX ∼ 0, entonces no
hay rayos extremalesKX-negativos yX es un modelo minimal. Más aun, comoX
tiene una estructura de grupo algebraico (i.e., es una variedad abeliana), entonces
z2 ≥ 0 para todo z ∈ NE(X). Por lo tanto NE(X) = Q+, donde Q+ es como en
el lema 2.29. En este caso ρ(X) = dimN1(X)R ≥ 3, ya que entre los tres 1-ciclos

C × {pt.}, {pt.} × C, {(t, t); t ∈ C}
no hay dos que sean numéricamente equivalentes; entonces el cono cerrado de
curvas es �redondo�, donde todo punto no nulo de la frontera de�ne un rayo
extremal (KX-nulo).

Nota 2.34. Existen ejemplos de super�cies donde NE(X) no es cerrado y entonces
NE(X) ̸= NE(X) (ver [De, Exa. 1.35]).

2.4. Programa de Mori en dimensión 2. El programa del modelo minimal con-
siste en el siguiente algoritmo: partimos de una super�cie lisa X. Nos preguntamos si
KX es nef. Caso a�rmativo, tenemos um modelo minimal y el programa terminó. Caso
negativo, por el teorema del cono existe un rayo extremal R que es KX-negativo. El
teorema de la contracción nos da un mor�smo ϕ = contR : X → Y , con Y no singular.
Si dimX > dimY , el mor�smo ϕ es un espacio �brado de Mori y consideramos el pro-
grama terminado: estas �braciones se pueden clasi�car; si dimX = dimY , entonces ϕ
es la explosión de un punto de Y , entonces recomenzamos el programa con Y en lugar
de X: como el número de Picard de Y es ρ(X)− 1, esta etapa no se puede repetir más
que un número �nito de veces.
La conclusión es que siempre, a la salida del programa, o encontramos un modelo

minimal, o encontramos un espacio �brado de Mori.
Observamos que los modelos minimales no tienen ninguna (−1)-curvas, razón por la

cual son super�cies mínimas en el sentido clásico (de�nición 1.23). No obstante, hay
super�cies mínimas cuyo divisor canónico no es nef, como es el caso de las super�cies
de Hirzebruch-Nagata del ejemplo 2.32a)
El programa del Modelo minimal para super�cies puede resumirse en el diagrama de

la página siguiente.
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INICIO

X super�cie lisa

SI

NO

NOSI

X es un modelo

minimal

FIN
ϕ : X → Y es

FIN
¾ KX es un divisor

nef ?

�bración de Mori

¾ ϕ es contracción

de una (−1)-curva ?

X := Y

de rayo extremal KX-negativo

∃ ϕ : X → Y , contracción

Figura 6. Esquema del Programa de Mori para super�cies
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3. Dimensión superior

Los teoremas del cono y de la existencia de contracción pueden ser generalizados
en el caso de variedades proyectivas no singulares de dimensión arbitraria (y mismo
para variedades con cierto tipo de singularidades). Las demostraciones correspondi-
entes, aunque siguen las mismas ideas, precisan de tecnicismos bastante so�sticados
y no entraremos en detalles; en [De] el lector podrá encontrar las demostraciones con
una exposición muy clara y detallada para el caso no singular. En [KoMo] y [Ma] se
encuentra el abordaje general, siendo la primera referencia la más técnica y la segunda,
más reciente, que hace un esfuerzo considerable para presentar un texto elemental y
auto-contenido.
Como vimos, en el caso de super�cies hay dos tipos de contracciones de rayos ex-

tremales K-negativos: las birracionales que contraen un divisor, que son (inversas de)
explosiones de puntos y las que contraen toda la super�cie, sea en una curva, sea en un
punto; del segundo tipo encontramos �braciones con �bras racionales (de hecho isomor-
fas a P1) y el propio mor�smo de estructura, que por abuso también consideraremos
como una �bración. No obstante, en dimensión superior, aparece un nuevo tipo de con-
tracción y es precisamente en este punto que radica una de las principales di�cultades
de la teoría. En efecto, existen contracciones de rayos extremales ϕ : X → Y que son
mor�smos birracionales (no isomor�smos) cuyo conjunto excepcional (i.e. donde ϕ deja
de ser un isomor�smo local) tiene codimensión > 1; esto implica que Y no puede ser
una variedad lisa, mismo que X lo sea: en efecto, si Y fuera lisa, KX = ϕ∗KY , ya que
no hay divisor de rami�cación en este caso. Si R ∈ NE(X) es el rayo extremal asociado
a la contracción ϕ y z ∈ R, la fórmula de proyección implica

(3.1) 0 < KX · z = KY · ϕ(z) = 0.

De hecho, se puede probar que Y es normal, pero sus singularidades la hacen inmane-
jable en términos de teoría de intersección: el divisor (de Weil) canónico KY tiene la
�mala� propiedad que ninguna de sus potencias positivas mKY es de Cartier, como se
deduce fácilmente de la igualdad (3.1), que continuaría valiendo al substituir KX por
mKX . En este punto, el proceso en la dirección de obtener un modelo minimal o una �-
bración, queda bloqueado. La solución encontrada por Mori, fue construir una variedad
normalX+ y un mor�smo birracional ϕ+ : X+ → Y cuyo conjunto excepcional también
tiene codimensión > 1 y que corresponde a un rayo extremal R+ ∈ NE(X+), ahora con
KX+ · z > 0 para todo z ∈ R+ − {0}. Esta propiedad de positividad del rayo extremal
implica que las singularidades de X+ quedan controladas y que la teoría de intersección
para X+ es manejable. La contracción ϕ se dice que es pequeña y ϕ+ es el �ip asociado a
ϕ; también se llama �ip a la aplicación birracional φ = ϕ+◦ϕ−1 : X //___ X+ que tiene
la siguiente propiedad: existen conjuntos cerrados V ⊂ X,V + ⊂ X+ de codimensión
> 1 tales que φ : X\V → X+\V + es un isomor�smo. Los mor�smos birracionales que
poseen esta última propiedad son llamados, genéricamente, de contracciones pequeñas;
los �ips son entonces ejemplos de contracciones pequeñas.
En esta sección, no contentaremos con enunciar los teoremas del cono y de la con-

tracción para variedades proyectivas no singulares de cualquier dimensión, explicar
como funciona el programa de Mori y dar ejemplos de contracciones en el contexto de
variedades lisas.

3.1. Teoremas del cono y de la contracción. Ahora vamos a enunciar, sin de-
mostración, los teoremas más importantes de la teoría en el caso de dimensión superior,
siempre en el contexto de variedades proyectivas no singulares. Seguiremos [De].
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Figura 7. Cono cerrado de curvas

Teorema 3.1 (Teorema del Cono). Sea X una variedad proyectiva no singular. Existe
una familia numerable de curvas racionales {Γi}i∈I en X tal que

0 < −KX · Γi ≤ 1 + dimX

y

NE(X) = NE(X)KX≥0 +
∑
i∈I

R+[Γi]

donde R+[Γi] son todos los (distintos) rayos extremales de NE(X) que encuentran
NE(X)KX<0. El conjunto {Γi}i∈I es localmente discreto en ese semi-espacio.

Supongamos ahora que KX no sea nef. Por el teorema del cono existe un rayo ex-
tremal R de NE(X) tal que KX · z < 0 para todo z ∈ R − {0}. Por el criterio de
amplitud de Kleiman existe un divisor nef L tal que

R = NE(X) ∩ L⊥.

De la misma forma que lo hicimos en la sección 2, se demuestre que L− rKX es amplio
si r ∈ Q>0 es su�cientemente pequeño.
Para poder contraer el rayo R mediante un mor�smo con �bras conexas, siguiendo

las ideas que desarrollamos en la sección 2, hay que demostrar primero que mL es libre
si m es su�cientemente grande. Si ϕ|mL| : X → Y es el mor�smo de�nido por |mL|, la
contracción requerida será el mor�smo asociado a ϕ|mL| vía la factorización de Stein,
para algún m >> 0.

Teorema 3.2 (Teorema de la contracción). Sea X una variedad proyectiva no singu-
lar. Si R es un rayo extremal KX-negativo de NE(X), entonces, existe un mor�smo
sobreyectivo con �bras conexas contR : X → Y , donde Y es normal y ρ(Y ) = ρ(X)−1,
tal que contR contrae una curva irreducible C ⊂ X, si y solamente si [C] ∈ R.

Existen esencialmente tres tipos de contracción si dimX > 2. Las contracciones
divisoriales, las �braciones de Mori (o contracción tipo �bradas) y lsd contracciones
pequeñas (que aceptan �ips) ([De, �6.12]). Cada tipo queda determinado en función
de la dimensión del conjunto excepcional de ϕ, como lo dijimos antes. Como también
dijimos, se puede demostrar que si dimX = 3, con X no singular, entonces no existen
contracciones pequeñas ([De, Prop. 6.10(c)]). Sin embargo, la noción de contracción
pequeña en dimensión 3 continúa siendo relevante aún cuando comencemos con X no
singular; veamos porqué:
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3.2. Descripción del programa en dimensión superior. Sea X una variedad
proyectiva no singular. Si KX es nef , entonces X es un modelo minimal y el progra-
ma terminó antes de comenzar. Sino, el teorema del cono implica que existe un rayo
extremal KX-negativo R. Por el teorema de la contracción, existe contR : X → Y con
�bras conexas tal que NE(contR) = R. Si dimX > 2, la variedad Y puede ser singular
aún cuando la contracción sea divisorial o tipo �brada.
Si contR es una �bración de Mori, el programa se considera terminado. Supongamos

que esto no ocurra. Tenemos dos opciones:
a) contR es divisorial. En este caso, uno demuestra que las singularidades que,

eventualmente, puedan aparecer, son de un tipo muy especial. En efecto, primera-
mente se prueba que para todo divisor de Weil D ∈ WDiv(Y ) existe m ∈ N tal que
mD ∈ Div(X) es de Cartier; decimos por esto que Y es Q-factorial. Si σ : Z → Y es
una resolución de las singularidades de Y y r ∈ N es tal que rKY es de Cartier, se ve
sin mucha di�cultad que tenemos una fórmula de rami�cación �generalizada� que nos
dice

rKZ = σ∗(rKY ) +
ℓ∑

i=1

biEi

donde bi ∈ Z y Ei es componente irreducible del divisor de rami�cación de σ, para
todo i = 1, . . . , ℓ, o sea, divisores contraídos por σ; en términos de divisores de Weil (o
clases de equivalencia numérica) tenemos

KZ = σ∗(KY ) +
ℓ∑

i=1

aiEi,

donde ai = bi/r, i = 1, . . . , ℓ. Los números racionales a1, . . . , aℓ se llaman las discrep-
ancias de Y y no dependen de la resolución de singularidades σ elegida, o sea, son
invariantes del conjunto singular de Y . Se dice que Y tiene singularidades terminales
si ai > 0 para todo i; es importante resaltar que Y puede efectivamente ser singular
([De, �6.6, example 6.18])
Después de haber obtenido Y mediante la contracción de R, se demuestra que Y tiene

singularidades terminales. Entonces nos preguntamos si KY es nef. Si la respuesta es sí,
entonces Y es un modelo minimal de X y el programa está terminado. Si la respuesta
es no, entonces nos gustaría recomenzar. Bueno, para esto hay que demostrar primero
que los teoremas del cono y de la contracción son válidos para variedades proyectivas
normales que son Q-factoriales y cuyas singularidades son terminales, lo que es verdad
(ver por ejemplo [Ma, Thm 7-2-1 y Thm. 8-1-3]).

b) Ahora supongamos que el mor�smo ϕ− := contR es una contracción pequeña;
pongamos X− := X. Como vimos al inicio de esta sección, en este caso Y no es Q-
factorial, razón por la cual no tenemos ninguna posibilidad de generalizar los teoremas
del cono y de la contracción, ya que no tenemos mucho control de la teoría de intersec-
ción en relación a divisores que no son de Cartier. La idea de Mori fue la de construir el
llamado �ip de ϕ−, esto es, un mor�smo sobreyectivo con �bras conexas ϕ+ : X+ → Y
(único a menos de isomor�smos de Y ) tal que X+ es una variedad normal, proyecti-
va, Q-factorial y con singularidades terminales, de forma que satisface las siguientes
propiedades ([Mo88] y [Ma, Prop.9-1-2]):

i) ϕ+ es una contracción pequeña, o sea, es birracional y codim (Exc(ϕ+), X+) > 1.
ii) toda curva contraída por ϕ+ es KX+-positiva;
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iii) existe una curva irreducible C ⊂ X+ tal que NE(ϕ+) = R≥0[C]; en particular
R+ := NE(ϕ+) es un rayo extremal de NE(X+).

Tenemos así una aplicación birracional ϕ+ ◦ (ϕ−)−1 : X− //___ X+ que induce un
isomor�smo

X−\Exc(ϕ−) → X+\Exc(ϕ+),

y que substituye, en cierto sentido, el rayo KX−-negativo R = NE(ϕ−) por otro que
el rayo extremal R+ := NE(ϕ+) que ahora es KX+-positivo; como ya dijimos esta
aplicación también es llamada de �ip. Entonces recomenzamos el programa con la
variedad X+.
Para demostrar que el programa de Mori termina, hay que probar que el proced-

imiento descripto no admite más que un número �nito de �ips, lo que fue demostrado
por Mori en el caso de dimensión 3 y que ahora se conoce en toda dimensión.

3.3. Ejemplos de contracciones extremales. Una contracción extremal o con-
tracción de Mori de X es un mor�smo sobreyectivo ϕ : X → Y tal que NE(ϕ) es un
rayo extremal R ⊂ NE(X) que es KX-negativo, o sea, KX ·z < 0 para todo z ∈ R−{0}.
El conjunto excepcional Exc(ϕ) de una contracción extremal ϕ : X → Y es el

subconjunto de los puntos x ∈ X tal que la aplicación (lineal sobre C) diferencial
dxϕ : TxX → Tϕ(x)Y de ϕ en x no es un isomor�smo; TxX y Tϕ(x)Y son los espacios
tangentes de Zariski de X e Y en x e ϕ(x) respectivamente. Es un ejercicio demostrar
que Exc(ϕ) es un cerrado de X y que dimϕ(Exc(ϕ)) < dimExc(ϕ). Decimos que la
contracción ϕ es una �bración de Mori o espacio �brado de Mori si Exc(ϕ) = X. Si
codimExc(ϕ) = 1 (i.e. Exc(ϕ) es el soporte de un divisor), decimos que ϕ es divisorial.
Finalmente, si codimExc(ϕ) > 1, decimos que ϕ es una contracción pequeña.

3.3.1. Ejemplos de �braciones de Mori.

Fibrados proyectivos: caso general. Sea X una variedad proyectiva no singular,
como en todo esta sección; denotemos O = OX el haz estructural. Sea E un haz sobre
X que es localmente libre de rango r + 1, o sea, existe un cubrimiento por abiertos
X = ∪Ui, tal que para todo índice i tenemos un isomor�smo φi : E|Ui

→ Or+1|Ui
.

En este parágrafo asumiremos que el lector posee alguna idea de la de�nición de
esquema proyectivo de�nido a partir de haces de álgebras graduadas; en el caso que
esto no sea así, esperamos que el desarrollo que haremos proporcione al menos una
noción intuitiva del contexto en que estamos trabajando.
El álgebra simétrica Sym(E) asociada a E es el haz de álgebras graduadas de�nido

de la siguiente forma: si

TE := E ⊕ (E ⊗ E)⊕ (E ⊗ E ⊗ E)⊕ · · ·

es el álgebra tensorial de E , consideramos el haz de ideales bilaterales IE ⊂ TE de�nido
localmente por elementos de la forma u ⊗ v − v ⊗ u, con u, v secciones locales de E .
Entonces

Sym(E) = TE

IE
.

El álgebra simétrica Sym(E) de�ne un esquema proyectivo que se denota P(E): del
isomor�smo canónico

Sym(Or+1|Ui
) ≃ OUi

[T0, . . . , Tr]
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obtenemos isomor�smos P(Or+1|Ui
) ≃ Ui×Pr; el esquema P(E) puede entonces ser con-

struido pegando los esquemas proyectivos Ui×Pr vía los isomor�smos �de trivialización�
Sym(E)|Ui

≃ Sym(Or+1|Ui
) inducidos por los φ′

is.
Las proyecciones canónicas Ui × Pr → Ui inducen un mor�smo sobreyectivo π :

P(E) → X tal que para todo x ∈ X tenemos que π−1(x) es el espacio proyectivo
asociado al anillo de polinomios Sym(Ex) ≃ Sym(Ox[T0, . . . , Tr]) = {x} × Pr.
Por construcción, la variedad proyectiva Z = P(E) es no singular de dimensión

r + dimX. Decimos que π : Z → X es un �brado proyectivo sobre X.
Por otro lado, consideremos el cubrimiento estándar Pr = ∩r

j0
Vj donde Vj = {Tj ̸= 0}.

Para cada i de�nimos un divisor en Ui × Pr vía la familia {(Ui × Vj, Tj/Ti)}0≤j≤r,
donde la función racional Ti/Tj en Vj es considerada como función racional en Ui ×Vj.
Estos divisores se pegan para de�nir un divisor en P(E) cuyo haz asociado denotamos
OP(E)(1): claramente el divisor de Weil correspondiente, cuando restringido a la �bra
π−1(x) de un punto x ∈ Ui, corresponde al �hiperplano� {x} × {Ti = 0} de {x} × Pr.
Observemos que el producto exterior máximo del haz E determina un haz invertible

det(E). Si ξ designa la clase de equivalencia numérica del divisor de�nido arriba y η la
del divisor asociado al haz det(E), del ejercicio 1.12 deducimos

[KZ ] = (r + 1)ξ + π∗([KX ] + η).

Ahora, si ℓ es la clase de una recta en una �bra de π, entonces KZ · ℓ = −(r + 1),
gracias a la fórmula de proyección. Además, una curva en Z es contraída por π en un
punto x ∈ X si y solamente si corresponde a una curva {x}×C ⊂ {x}×Pr, luego, si y
solamente si la curva es numéricamente equivalente a un múltiplo entero de ℓ. Entonces,
la clase ℓ genera un rayo extremal de NE(Z) que es KZ-negativo y cuya contracción
asociada es π.

Super�cies regladas. Si E es un haz localmente libre de rango 2 sobre una curva lisa
proyectiva C, entonces toda �bra del mor�smo π : Z = P(E) → C es isomorfa a P1 y
Z es una super�cie reglada.
Si C es racional, entonces C ≃ P1 (como en el ejemplo 2.32a). Es un hecho cono-

cido (que es un teorema de Grothendieck) que todo haz localmente libre sobre P1 se
descompone como suma directa de haces localmente libres de rango 1. Por lo tan-
to E = OP1(a1) ⊕ OP1(a2), para ciertos enteros a1, a2. Tensorizando por OP1(a) para
un a adecuado, obtenemos E ⊗ OP1(a) =: E ′ ≃ OP1(n) ⊕ OP1 , con n ≥ 0. Dado
que P(E) ≃ P(E ′), concluimos que Z ≃ Fn para cierto n ≥ 0, donde denotamos
Fn = P(OP1(n)⊕OP1): esta es la n-ésima super�cie de Hirzebruch-Nagata.

Separando rectas por un punto. Aquí vamos a utilizar la noción de explosión de
un punto en un espacio proyectivo arbitrario; en el próximo parágrafo incluimos la
de�nición de este concepto así como la generalización del mismo.
Sean p ∈ PN+1 un punto y H ⊂ PN+1 un hiperplano tal que p ̸∈ H. Designemos

φp : PN+1 //___ H = PN la proyección sobre H de centro p, que es una aplicación
racional no de�nida en p. Si σ : Z = Blp(PN+1) → PN+1 es la explosión de PN+1 en
p, entonces π := φp ◦ σ es una aplicación bien de�nida en todo punto de Z, o sea,
π : Z → PN es un mor�smo. Por construcción, la �bra de π en un punto q ∈ PN es la
transformada estricta (inversa) en Z, vía σ, de la recta pq ⊂ PN ; todas las �bras de π
son entonces isomorfas a P1, lo que nos hace pensar que π es un �brado proyectivo.
En efecto, interceptando las transformadas estrictas de rectas por p con el divisor

excepcional E = σ−1(p) ≃ PN , obtenemos una identi�cación de H con este divisor y
Z = P(OE(−1)⊕OE), siendo que OE(−1) = OE(E), por de�nición de explosión.
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3.3.2. Ejemplos de contracciones divisoriales. El prototipo de contracción ex-
tremal divisorial es la explosión de centro una subvariedad no singular. Veamos algunos
casos simples.

Explosión de un punto. Si x ∈ X, la explosión Blx(X) de X en x se puede de�nir
de manera elemental de la forma siguiente:
Si n = dimX, elegimos un sistema de parámetros locales u1, . . . , un ∈ OX,x ⊂ C(X)

de X en x, o sea, un conjunto de generadores del ideal maximal mx del punto x.
Existe un abierto U ⊂ X, x ∈ U , tal que u1, . . . , un están bien de�nidas en U y para
todo x′ ∈ U las funciones ui − ui(x

′) de�nen parámetros locales en x′ (ver ejercicio
1.8a)). Consideramos el mor�smo φ : U → Pn−1 de�nido por φ = (u1 : . . . : un). La
explosión Blx(U) de U en x es la adherencia en U×Pn−1 del grá�co de φ; esta variedad
(irreducible) viene junto con el mor�smo birracional σU : Blx(U) → U obtenido por
restricción de la primera proyección del producto cartesiano U × Pn−1.
Por de�nición Blx(U) es el conjunto de ceros de las funciones regulares en U × Pn−1

siguientes
uiyj − ujyi, i, j = 1, . . . , n− 1

siendo y1, . . . , yn−1 coordenadas homogéneas en Pn−1 (aunque no sea absolutamente
trivial mostrar que ese conjunto de ceros está contenido en Blx(U)). Luego σ

−1
U (x) =

{x} × Pn−1 es un divisor de Cartier, que es el llamando divisor excepcional EU de σU :
por ejemplo en el abierto U ×{y1 = 1}, EU está de�nido por la única ecuación u1 = 0.

Esta construcción puede ser extendida a X de la forma que explicamos a contin-
uación.
Podemos suponerX ⊂ PN para algúnN . Elegimos coordenadas homogéneas x0, . . . , xN

en PN de forma que x = (1 : 0 : · · · : 0); entonces, las funciones xi/x0 de�nen parámet-
ros locales de PN en x, como arriba, de�nidas en el abierto x0 ̸= 0.
De�nimos la explosión Blx(PN) de Pn en x como la adherencia en PN × PN−1 del

grá�co de la proyección

(x0 : x1 : · · · : xN) 7→ (x1 : · · · : xN) = (x1/x0 : · · · : xN/x0),

junto con el mor�smo birracional σ = σPN : Blx(PN) → PN que proviene de la primera
proyección del producto cartesiano PN × PN−1. Sea X̃ la transformada estricta de X
en relación a σ, o sea, X̃ es la adherencia del conjunto abierto σ−1(X −{x}). Tenemos
el mor�smo σ̃X : X̃ → X obtenido por restricción de σ a X̃.
Si Ũ es la transformada estricta de U vía σ, es un ejercicio constatar que existe un

isomor�smo ρ : Blx(U) → Ũ tal que σU = σ̃X ◦ ρ. Ahora el divisor excepcional es

EX := σ−1
X (x) = σ−1(x) ∩ X̃; por construcción EX ≃ Pn−1, es la transformada estricta

en relación a σ del espacio tangente (proyectivo, digamos) TxX ⊂ PN . Utilizando la
de�nición de divisor canónico dada en el ejercicio 1.8, uno muestra sin mucha di�cultad
que σ∗

XKX +(n− 1)E es un divisor canónico para X̃; esto corresponde a la fórmula de
proyección relativa al mor�smo σX (fórmula 1.1 de �1.2).
Sea Y ⊂ X una subvariedad irreducible proyectiva y lisa de codimensión c; denote-

mos IY el haz de ideales deOX que de�ne Y como subvariedad. Dado que Y es lisa, en el
entorno de cada uno de sus puntos, uno puede encontrar parámetros locales u1, . . . , un
de X en ese punto de forma u1, . . . , uc generen IY localmente y se puede hacer una
de�nición de explosión local de X en Y , pero es difícil de globalizar la construcción, y
las cosas se tornan arti�ciales, me parece. Lo que uno hace en estos casos es servirse de
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la de�nición general de explosión, en la cuál las propiedades cohomológicas y su com-
portamiento en relación a la teoría de intersección son bastante transparentes. Ésta es
más o menos como sigue (no daremos muchos detalles):
Consideremos el haz de OX-álgebras graduadas ⊕∞

r=0Ir
Y . La explosión de X en Y

es la variedad (esquema) BlY (X) := Proj(⊕∞
r=0Ir

Y ), que viene junto con el mor�smo
σ : BlY (X) → X inducido por el homomor�smo canónico OX → ⊕∞

r=0Ir
Y .

En este contexto general, si E = σ−1(Y ) es el divisor excepcional, podemos demostrar
que E es la subvariedad (subesquema) de codimensión 1 de�nida por IY en BlY (X),
o sea, de�nida por el ideal localmente principal asociado a la extensión (en el sentido
del álgebra conmutativa) del este ideal en relación al homomor�smo canónico OX →
⊕∞

r=0Ir
Y : en efecto, sea U un abierto afín de X tal que a1, . . . , ac ∈ OX(U) generan

IY ∩U ; si t es una indeterminada tenemos

BY ∩U(U) := ⊕∞
r=0Ir

Y ∩U ≃ OU [ta1, . . . tac],

donde los coe�cientes de términos de grado r en t de elementos en OU [ta1, . . . tac]
corresponden a elementos de Ir

Y ∩U ; entonces BlY ∩U(U) = Proj(OU [ta1, . . . tac]) y la
extensión de IY en BY ∩U(U) es el ideal generado por a1, . . . , ac ∈ OU en esa álgebra.
Ahora consideremos, por ejemplo, el abierto {ta1 ̸= 0} ⊂ σ−1(U) de esta explosión
local; en este abierto, la funciones racionales taj/ta1 = aj/a1, están bien de�nidas para
todo j = 2, . . . , c, por lo tanto

taj =
aj
a1
ta1.

Como Proj(OU [ta1, . . . tac]) es unión de los abiertos {tai ̸= 0}, concluimos que IY ∩U es
localmente principal.

Observación 3.3. No utilizamos todavía que el conjunto de generadores tenga exacta-
mente codim (Y,X) elementos, esto es, no estamos usando aun que Y sea una subvar-
iedad lisa.

Que Y sea no singular, implica que BlY (X) también lo es; en efecto, como σ induce un
isomor�smo BlY (X)\E ≃ X\Y , basta con mostrar que los puntos E son no singulares,
lo que se puede hacer localmente. Para mostrar esto, comencemos observando que el
homomor�smo graduado (de grado 0) canónico

OU [t1, . . . , tc] → OU [ta1, . . . , tac], ti 7→ ai ∀ i,
es sobreyectivo y entonces induce una inmersión cerrada σ−1(U) ⊂ U × Pc; más pre-
cisamente, si x1, . . . , xn son parámetros locales en un entorno en X de un punto x ∈ Y ,
de forma que xi = ai si i = 1, . . . , c, entonces σ−1(U) queda de�nido en un entorno de
σ−1(x) por las ecuaciones

(3.2) xitj = xjti, i, j = 1, . . . , c.

Entonces, por ejemplo, en el abierto t1 ̸= 0, las funciones

x1,
t2
t1
x2, . . . ,

tc
t1
x1, xc+1, . . . , xn

de�nen parámetros locales en un entorno de σ−1(x) ∩ {t1 ̸= 0}.
Observemos que, por construcción de Z := BlY (X) como un �esquema proyectivo� ,

el haz de ideales IE de E es precisamente OZ(1): en el abierto σ−1(U) de más arriba,
IE es localmente generado por taj, para algún j. Como ta1, . . . , tac son las secciones
globales del haz OZ(1) en ese abierto, concluimos IE = OZ(1). De esto se deduce que

OZ(E) = OZ(−1),
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ya que para todo abierto V ⊂ Z se tiene

H0(V,OZ(−E)) = {f ∈ C(Z)∗; div(f)− E ≥ 0} ∪ {0}

que coincide con H0(V, IE), o sea, IE = OZ(−E).
Observemos además que, utilizando la descripción de la explosión dada por las ecua-

ciones (3.2), obtenemos σ−1(x) ≃ {x} × Pc para todo x ∈ Y .
Por lo tanto, a nivel de haces, tenemos OZ(E) = OZ(−1); en otras palabras, la

restricción de OZ(E) a una curva L ⊂ E de la forma L ≃ {x} × ℓ ⊂ U × Pc, donde
ℓ ⊂ Pc es una recta, es isomorfa a Oℓ(−1) = OP1(−1); deducimos E · L = −1.
Por otro lado, trabajando en cartas locales se demuestra que KBlY (X) = σ∗(KX) +

(c − 1)E, que es la fórmula de rami�cación para el mor�smo de explosión σ, con
c = codim (Y,X). Como las curvas C ⊂ E que son contraídas por σ en un punto x ∈ Y ,
digamos con x en el abierto U de antes, son de la forma C ≃ {x}×Cx ⊂ U × Pc, para
alguna curva Cx ⊂ Pc, obtenemos

KBlY (X) · C = deg(Cx)(1− c);

por lo tanto,
codim (Y,X) > 1 =⇒ KBlY (X) · C < 0.

Así, σ es la contracción extremal asociada al rayo extremal R≥0ℓ.

Ejercicio 3.4. Probar que si Y es no singular de codimensión c = 1, entonces BlY (X)
es canónicamente isomorfo a X (sugerencia: Y es un divisor (de Cartier) efectivo).

Para terminar esta sección sobre explosiones, nos gustaría comentar que la de�nición
más general de explosión que dimos, continúa valiendo para una variedad proyectiva
X que es singular e Y ⊂ X un subesquema arbitrario con haz de ideales I ⊂ OX .
Obtenemos un esquema BlY (X) proyectivo, siendo el divisor excepcional E todavía un
divisor de Cartier. Para que la fórmula de rami�cación que exhibimos continúe válida,
precisamos sin embargo que X sea por lo menos normal y que el haz de ideales I
satisfaga la siguiente propiedad: para todo x ∈ Y existe un abierto afín U ∋ x de
X tal que I|U está generado por una sucesión regular de elementos en OU (se dice
que Y es localmente intersección completa en X). En particular, si Y es un divisor
de Cartier efectivo, o sea, un subesquema de codimensión 1, obtenemos BlY (X) ≃ X,
donde dejamos las veri�caciones para el lector interesado.
Una referencia interesante para estudiar las construcciones relativas a �brados proyec-

tivos, explosiones, etc, aparte de la referencia estándar [Ha], es [Fu2, Appendix B, �'s
B.3, B.4, B.5 y B.6], donde no hay muchas demostraciones pero se encuentra un buen
resumen de �todo lo que uno debería saber acerca de�.

3.3.3. Ejemplo de contracciones pequeñas. Una contracción pequeña (no nece-
sariamente extremal y K-negativa) es un mor�smo birracional ϕ : X → Y tal que
Exc(ϕ) tiene codimensión > 1. Cuando el cono NE(ϕ) es un rayo extremalKX-negativo,
como dijimos antes existe el �ip de ϕ. Si X es no singular, la existencia de una contrac-
ción pequeña de un rayo extremal KX-negativo sólo es posible a partir de dimX > 3
(ver [De, Prop. 6.10(c)]).
El ejemplo tal vez más conocido de contracción pequeña es el siguiente:
Consideremos P4 con coordenadas homogéneas x0, . . . , x4. Sea X ⊂ P4 un cono

cuadrático de ecuación
x1x2 − x3x4 = 0,
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que es un cono de vértice O = (1 : 0 : 0 : 0 : 0) sobre la cuádrica lisa Q de ecuaciones

x0 = x1x2 − x3x4 = 0,

Q ⊂ {x0 = 0} ⊂ P4. Denotemos Π1,Π2 ⊂ P4, respectivamente, los planos

{x1 = x4 = 0} y {x1 = x3 = 0},
que pasan por O e interceptan Q en rectas transversales; tenemos Πi ⊂ X, i = 1, 2.
La variedad X tiene entonces un único punto singular en O que es un punto doble

ordinario. Denotemos π : BlO(P4) → P4 es la explosión de P4 en O, cuyo divisor
excepcional es EO ≃ P3, es fácil ver que la transformada estricta X̃ ⊂ BlO(P4) de X es
no singular; denotemos σ : X̃ → X el mor�smo obtenido por restricción; evidentemente
X̃ = BlO(X) en el sentido más general de explosión de variedades no necesariamente
lisas. Por construcción, el divisor excepcional E = σ−1(O) ⊂ P3 es canónicamente
isomorfo a Q, siendo P3 = π−1(O); más precisamente:

Ejercicio 3.5. Probar que la transformada estricta X̃ es no singular y que X̃∩EO ≃ Q
(sugerencia: en una carta local C4, con coordenadas t, x, y, z, podemos suponer X =
{tx − yz = 0} y O = (0, 0, 0, 0); podemos describir la explosión π con cuatro cartas
locales (t, x, y, z) 7→ (t, tx, ty, tz), (t, x, y, z) 7→ (xt, x, xy, xz), etc).

Análogamente, denotemos πi : BlΠi
(P4) → P4 la explosión de P4 en Πi, i = 1, 2;

entonces la explosión de X en Πi es el mor�smo σi : Xi = BlΠi
(X) → X obtenido por

restricción de πi a la transformada estricta Xi de X en relación a πi, i = 1, 2. Tenemos
isomor�smos inducidos Xi\σ−1

i (O) → X\{O}, i = 1, 2.
Cuidado: Aquí Πi no es un divisor de Cartier en X ya que no es posible de�nirlo

mediante una única ecuación en el entorno del punto singular de X. Por lo tanto σi no
tiene por que ser un isomor�smo. De hecho, Xi es no singular:

Ejercicio 3.6. a) Probar que Xi es no singular (sugerencia: con las notaciones co-
mo en el ejercicio de arriba, podemos suponer Π1 = {t−z = 0} y describir la ex-
plosión π1 con las dos cartas (t, x, y, z) 7→ (t, x, y, tz) y (t, x, y, z) 7→ (zt, x, y, z)).

b) Probar que el mor�smo σ−1
i (Πi) → Πi, inducido por σi, es la explosión de un

punto de Πi (sugerencia: trabajar de nuevo en cartas locales).

Como el ideal de de�nición de O contiene los ideales de de�nición de Πi, i = 1, 2,
obtenemos un diagrama conmutativo

X̃
ϕ1

~~~~
~~

~~
~~ ϕ2

  @
@@

@@
@@

@

X1

σ1   B
BB

BB
BB

B

φ //_______ X2

σ2~~||
||

||
||

X

de aplicaciones birracionales, donde π = σi ◦ ϕi, i = 1, 2.
Ahora, la transformada estricta Π̃1 del plano Π1 en relación a σ, es por de�nición la

explosión de ese plano en O, cuyo divisor excepcional es L1 := EO∩Π̃1 ≃ P1. Utilizando
el ejercicio 3.6b), deducimos que ϕ1 induce un isomor�smo de Π̃1 en σ

−1
i (Πi) y entonces

que ϕ1 no contrae L1; pongamos C1 := ϕ1(L1) ≃ P1.
Por otro lado, del ejercicio 3.5 sigue que P1 × P1 ≃ E ⊂ X̃ tiene dos familias de

rectas, las curvas del tipo {pt.}×P1 y P1×{pt.}. Como cada familia varía en el conjunto
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de �bras de un mor�smo, uno puede mostrar que todas las curvas en cada familia son
numéricamente equivalentes. Dado que L1 pertenece, por construcción, a una de estas
dos familias, deducimos que ϕ1 no contrae ninguna de las curvas de esa familia.
Finalmente, puesto que π contrae las curvas de ambas familias, en particular las que

interceptan L1, necesariamente estas últimas son contraídas por ϕ1 en los puntos de
C1. A posteriori ϕ1 contrae el divisor E en la curva C1 y σ1(C1) = {O} (dejamos los
detalles para el lector).
Un razonamiento completamente análogo implica que ϕ2 contrae las curvas de la

familia de rectas de E que contiene L1 en un los puntos de una curva racional y lisa
C2 ⊂ X2 y que σ2(C2) = {O}.
Por lo tanto σ1 y σ2 son contracciones pequeñas y la aplicación birracional φ establece

un isomor�smo
X1\C1 → X2\C2.

Sin embargo, las contracciones σi no son KXi
-negativas, o sea, ninguna de ellas es un

�ip. De hecho, se puede ver que KXi
·Ci = 0 para i = 1, 2. En efecto, si uno asume que

KX es un divisor de Cartier (bastaría con que mKX lo sea; ambas cosas son verdaderas
aunque X no sea Q-factorial) entonces la fórmula de rami�cación implica

KXi
= σ∗(KX), i = 1, 2

pues, como σi no contrae ningún divisor, el divisor de rami�cación Rσi
es nulo para

i = 1, 2. La a�rmación sigue entonces del hecho que σi contrae Ci.

Para construir un ejemplo de �ip hay que trabajar bastante todavía. No vamos a
hacer eso, pero la idea es la siguiente (ver [KoMo, Exa. 2.7]): se considera la acción del
grupo cíclico µn (multiplicativo) en P4, n ≥ 2, donde η ∈ µn opera por

(x0 : ηx1 : x2 : ηx3 : x4).

Entonces µn opera en X, dejando O �jo y estabilizando los planos Πi. Por lo tanto la
acción de µn se levanta a una acción en X̃,X1 y X2 de forma que los mor�smos del
diagrama son equivariantes (esto se puede veri�car �a mano�, trabajando localmente).
Haciendo los cocientes respectivos, la aplicación σ1 da lugar a una contracción pequeña
de rayo extremal K-negativo cuyo �ip asociado corresponde a σ2. Más concretamente,
pasando al cociente el diagrama de arriba obtenemos otro diagrama conmutativo

X̃n
ϕn,1

}}{{
{{

{{
{{ ϕn,2

!!C
CC

CC
CC

C

Xn,1

σn,1 ""D
DD

DD
DD

D

φ //________ Xn,2

σn,2||zz
zz

zz
zz

Xn

donde el subíndice n indica que hicimos el cociente por el grupo �nito µn. Se puede
entonces demostrar que Xn,1 es (normal pero) singular, Xn,2 es lisa y se tiene

KXn,1 · Cn,1 = −n− 1

n
, KXn,2 · Cn,2 = n− 1.

Cabe resaltar que en la presente situación ninguna potencia del divisor canónico de
Xn será de Cartier, razón por la cual no tenemos más la fórmula de rami�cación para
relacionar la clase canónica de esta variedad con las clases canónicas de Xn,1 o Xn,2.
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El mor�smo σn,2 es entonces el �ip asociado a σn,1. Los mor�smos σ1, σ2, que presen-
tan simetría en relación a la intersección de la clase canónica con las curvas contraídas,
se dice que son �ops ; tanto σ1 como σ2 son llamados de �op de Atiyah ([At]).

Observación 3.7. Para quién conoce la teoría de variedades tóricas, las construcción
del �op de Atiyah, junto con la demostración de sus propiedades, se pueden hacer de
manera bastante elemental (ver [Fu1, pag. 49 y segundo ejercicio en pag. 61]).

3.3.4. Otras contracciones divisoriales y �braciones de Mori. En este pará-
grafo seguimos de cerca [De, �6.16].

Sea C una curva proyectiva lisa de género g y d un entero positivo. Denotemos Jd(C)
el conjunto de divisores D =

∑
aipi ∈ Div(C), pi ∈ C, tales que deg(D) =

∑
ai = d.

Se puede demostrar que este conjunto tiene una estructura de variedad proyectiva no
singular.
Por otro lado, el grupo simétrico de d elementos actúa de manera natural y sin puntos

�jos sobre el producto cartesiano Cd = C×· · ·×C, cuyo espacio de órbitas es entonces
una variedad proyectiva lisa que designaremos por Cd, llamada el producto simétrico
de d copias de C. Tenemos un mor�smo canónico ϕ : Cd → Jd(C). Si D ∈ Div(C) tiene
grado d, entonces la �bra ϕ−1(D) es isomorfa al sistema lineal completo |D|, que es un
espacio proyectivo.
Si d > 2g − 2, todo divisor de grado d es no especial ([Ha, Chap. IV, Example

1.3.4]) y el teorema de Riemann-Roch (para curvas lisas) implica |D| ≃ Pd−g; luego ϕ
es un �brado proyectivo como en 3.3.1 y entonces una contracción KCd

-negativa; en
particular, si ℓd es una recta dentro de una �bra, entonces

(3.3) KCd
· ℓd = g − d− 1.

La fórmula 3.3 continúa valiendo para d arbitrario. En efecto, si d es su�cientemente
grande ya sabemos que es válida. Supongamos que sea verdadera para un cierto d y
demostremos que vale para d − 1: �jando un punto de C construimos una inmersión
cerrada ı : Cd−1 → Cd, donde Yd := ı(Cd−1) es una subvariedad lisa de codimensión 1
de Cd tal que Yd · ℓd = 1. La fórmula de adjunción general ([Ha, Chap. II, Prop. 8.20])
implica KCd−1

= ı∗(KCd
+ Yd). Por lo tanto

KCd−1
· ℓd−1 = ı∗(KCd

+ Yd) · ℓd−1

= (KCd
+ Yd) · ı∗(ℓd−1)

= (KCd
+ Yd) · ℓd

= (g − d− 1) + 1,

de donde sigue la a�rmación.
Si 2g−1 ≥ d ≥ g, el mor�smo ϕ continúa siendo una contracción KCd

-negativa. Es la
contracción del rayo extremal R≥0[ℓd]. Pero ahora existen �bras ϕ−1(D) de dimensión
> g− d cuando h0(C,KC −D) > 0; esto pasa cuando el divisor D es especial (ver [Ha,
Chap. IV, Example 6.4.2] para ejemplos de curvas C donde OC(1) es especial). En este
caso, cuando g > d tendremos un ejemplo de �bración de Mori que no es un �brado
proyectivo.
Por otro lado, si además g = d, las �bras genéricas tendrán dimensión 0 y por lo

tanto ϕ es una contracción divisorial. El conjunto de puntos de Jd(C) que pertenecen
al divisor contraído es

{D ∈ Jd(C); h0(C,KC −D) > 0}.
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Nuevamente, la ocurrencia de divisores no especiales de grado d implica que esta con-
tracción divisorial no es una explosión.

Referencias

[At] M. Atiyah, On analytic surfaces with double points,Proc. Roy. Soc. London A-247 (1958),
237-244.

[De] O. Debarre, Higher-Dimensional Algebraic Geometry, Universitext, Springer, (2001).
[Fu1] W. Fulton, Introduction to Toric Varieties, Annals of Mathematics Studies, Number 131,

1993.
[Fu2] W. Fulton, Intersection Theory, Springer, 1998.
[Ha] R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer-Verlag, Sixth edition (1993).
[Hr] J. Harris, Algebraic Geometry, A First Course, GTM 133, Springer-Verlag, (1992).
[Ii] S. Iitaka, Algebraic Geometry, An introducción of Birational Geometry of Algebraic Varieries,

Springer,
[Is77] V. Iskovskih, Fano 3-folds I, Math. USSR Izvestija, Vol. 11, No 3 (1977), pp. 485-527.
[Is78] V. Iskovskih, Fano 3-folds II, Math. USSR Izvestija, Vol. 12, No 3 (1978), pp. 469-503.
[KoMo] J. Kollar and S. Mori, Birational Geometry of Algebraic Varieties, Cambridge University

Press, 1998. 1982.
[Ma] K. Matsuki, Intoduction to the Mori Program, Springer-Verlag, New York, 2002.
[Mo82] S. Mori, Threefolds whose canonical bundles are not numerically e�ective, Ann. of Math.

116 (1982), pp. 133-176.
[Mo88] S. Mori, Flips Theorem and the existence of Minimal Models for Threfolds, Jour. of

Amer.Math.Soc. 1 (1988), pp. 117-253.
[Re] M. Reid, Chapters on algebraic surfaces, arXiv:alg-geom/9602006v1, 2006.
[Sh] I. Shafarevich, Basil Algebraic Geometry 1, Springer, 1988.

Centro de Matemáticas, Universidad de la República, Uruguay

E-mail address : ivan@cmat.edu.uy



FUNCIONES ZETA DE GRUPOS

DIEGO SULCA Y PAULO TIRAO

Resumen. Un grupo �nitamente generado G tiene para cada n ∈ N sólo un número
�nito de subgrupos de índice n, denotado aG(n). La función zeta de subgrupos de G
es la serie de Dirichlet

ζG(s) =

∞∑
n=1

aG(n)

ns
, s ∈ C.

Si la sucesión {aG(n)} es de crecimiento polinomial, entonces ζG(s) converge en un
semiplano del plano complejo y de�ne en éste una función analítica.

En el curso mostraremos algunos resultados fundamentales para grupos nilpotentes
�nitamente generados y libres de torsión, llamados τ -grupos.

Probaremos que el crecimiento de subgrupos de un τ -grupo es polinomial y por lo
tanto su función zeta es un objeto analítico y no sólo formal. Además probaremos que
la función zeta de un τ -grupo admite una descomposición como producto de Euler

ζG(s) =
∏

p primo

ζG,p(s), donde ζG,p(s) =
∞∑
k=0

aG(p
k)

pks
.

Luego introduciremos los grupos pro-�nitos y pro-p y las completaciones pro-�nita
y pro-p de un grupo para relacionar la función zeta de un τ -grupo G y la de su

completación pro-p, Ĝp. Esto permite representar a la función zeta de G como una
integral p-ádica. Mostraremos cómo a partir de esta representación se deduce uno
de los resultados más relevantes para éstas funciones zeta: las funciones zeta locales
de un τ -grupo, ζG,p(s), son funciones racionales de p−s. Es decir, para cada primo p
existen polinomios racionales P y Q tales que

ζG,p(s) =
P (p−s)

Q(p−s)
.
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Introducción

Un grupo abstracto �nitamente generado tiene para cada natural n sólo un número
�nito de subgrupos de índice n y en particular sólo un número �nito de subgrupos
normales de índice n. La idea de entender a un grupo a través de sus imágenes (�nitas)
es un problema típico de la teoría asintótica de grupos. Entender cuántos subgrupos o
cuántos subgrupos normales de índice n tiene un grupo �nitamente generado y cómo
crecen estas cantidades son preguntas naturales.
Muchas veces en matemática, para entender una sucesión de números enteros no

negativos una buena idea es la de incorporarla como coe�cientes de series de potencias,
de series de Dirichlet o de formas automorfas.
El estudio del crecimiento de la cantidad de subgrupos de grupos in�nitos es una área

de investigación que ha crecido y se ha desarrollado rápidamente desde que se instaló
cómo tema en la conferencia �Groups St. Andrews� en 1985. Un área con un desarrollo
espectacular en los últimos años es el estudio de las funciones zeta de grupos con
crecimiento polinomial de subgrupos. Éstas fueron introducidas por Grunewald, Segal
y Smith en 1988 en un trabajo fundacional [3] en el que prueban propiedades analíticas
fundamentales de las funciones zeta de grupos nilpotentes �nitamente generados y
libres de torsión.
La clase de grupos con crecimiento polinomial de subgrupos fue caracterizada por

Lubotzky, Mann y Segal [11, 12]. Las pruebas usan la teoría de grupos analíticos p-
ádicos, la teoría de grupos algebraicos y el Teorema del Número Primo. Los grupos
solubles de rango �nito son de crecimiento polinomial de subgrupos y esta clase con-
tiene a la clase de los grupos nilpotentes �nitamente generados y libres de torsión.
Ahora mientras que para los últimos existen una gran cantidad de resultados y el
conocimiento de sus funciones zeta es profundo, para los primeros sus funciones zeta
son casi desconocidas.
Una descripción del estado del área, de su desarrollo, los progresos alcanzados y los

problemas abiertos pueden verse en los libros �Subgroup growth� de Alex Lubotzky
y Dan Segal [13] y �Zeta functions of groups and ring� de Marcus du Sautoy y Luke
Woodward [10]. Además los libros [4] y [15] son también muy relevantes en el desarrollo
del área y [5, 7, 8, 9, 6] son algunos otros trabajos fundamentales en la teoría de
funciones zeta de grupos.

1. Series de Dirichlet

Una serie de Dirichlet es una serie de la forma
∞∑
n=1

an
ns
,

donde los coe�cientes an ∈ C y s ∈ C. Estas series son más relevantes como objetos
analíticos que como objetos formales. Algunos de los resultados básicos son sobre series
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de Dirichlet son los que siguen. Para una exposición más amplia incluyendo las pruebas
se pueden consultar por ejemplo [14] y [1].

Proposición 1.1. Sea
∞∑
n=1

an
ns

una serie de Dirichlet.

Si la serie converge en el punto s = s0, entonces converge en el semiplano Re(s) >
Re(s0) y la convergencia es uniforme sobre compactos.
Si la serie converge absolutamente en el punto s = s0, entonces converge absoluta-

mente en el semiplano Re(s) > Re(s0) y la convergencia es uniforme sobre compactos.

Esta proposición permite de�nir las abscisas de convergencia σc y de convergencia
absoluta σa de una serie de Dirichlet.

De�nición 1.2.

σc = ı́nf{α ∈ R : la serie converge en α}.
σa = ı́nf{α ∈ R : la serie converge absolutamente en α}.

Si la serie converge (absolutamente) en todo el plano de�nimos σc = −∞ (σa = −∞).
Si la serie no converge (absolutamente) en ningún punto de�nimos σc =∞ (σa =∞).

Observación 1.3. Si σc es la abscisa de convergencia de una serie de Dirichlet dada,
entonces tal serie converge en cualquier punto s con Re(s) > σc y no converge en
ningún punto s con Re(s) < σc. Como la convergencia de la serie es uniforme sobre
compactos, entonces ésta de�ne una función analítica en la región Re(s) > σc.
Análogamente si σa es la abscisa de convergencia absoluta de una serie de Dirichlet

dada, entonces tal serie converge absolutamente en cualquier punto s con Re(s) > σa
y no converge absolutamente en ningún punto s con Re(s) < σa.

Proposición 1.4. Sean σc y σa respectivamente las abscisas de convergencia y con-
vergencia absoluta de una serie de Dirichlet. Entonces

0 ≤ σa − σc ≤ 1.

1.1. Funciones aritméticas y series de Dirichlet.

Una función aritmética es una función f : N −→ C. A cada función aritmética f le
podemos asociar una serie de Dirichlet, aquella con coe�cientes f(n). Ésta es

∞∑
n=1

f(n)

ns
.

Una función aritmética f se dice multiplicativa si no es idénticamente nula y satis-
face f(mn) = f(m)f(n) para todo m,n con (m,n) = 1 y se dice completamente
multiplicativa si no es idénticamente nula y f(mn) = f(m)f(n) para todo m,n ∈ N.

Proposición 1.5. Sea f una función aritmética y σa la abscisa de convergencia abso-
luta de la serie de Dirichlet asociada.

Si f es multiplicativa, entonces

(1.1)
∞∑
n=1

f(n)

ns
=

∏
p primo

(
∞∑
k=0

f(pk)

pks

)
, para Re(s) > σa.

Si f es completamente multiplicativa, entonces
∞∑
n=1

f(n)

ns
=

∏
p primo

(
1− f(p)

ps

)−1

, para Re(s) > σa.
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Todos las series y productos son absolutamente convergentes.

La factorización (1.1) se conoce como producto de Euler y los factores que aparecen
en dicha descomposición son los factores locales de la serie.

Proposición 1.6. Sea f una función aritmética. Entonces la serie de Dirichlet asocia-
da tiene abscisa de convergencia �nita si y sólo si f tiene crecimiento polinomial, es
decir si existe un c ∈ R tal que |f(n)| ≤ nc, para todo n ∈ N.

Ejemplo 1.7. El ejemplo más famoso de series de Dirichlet es la función zeta de
Riemann

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
.

Esta es la serie de Dirichlet asociada a la función aritmética f ≡ 1. Para esta serie se
tiene que σa = σc = 1 y además

ζ(s) =
∏

p primo

(1− p−s)−1

es su descomposición como producto de Euler.

2. Funciones zeta de grupos

Teorema 2.1. Si G es un grupo �nitamente generado, entonces para cada natural n
hay a lo sumo una cantidad �nita de subgrupos de índice n.

Demostración. Dado H un subgrupo de G de índice n identi�quemos al conjunto de
coclases a izquierda de H en G con el conjunto {1, . . . , n} de modo que a H le cor-
responda el 1. Hay (n − 1)! formas distintas de hacer esta identi�cación y para cada
una de éstas el grupo G actúa en {1, . . . , n} por g · xH = gxH. Por lo tanto cada
subgrupo H de índice n de�ne (n− 1)! homomor�smos ϕ : G→ Sn con las siguientes
propiedades:

Cada ϕ es transitivo en {1, . . . , n}, es decir, para cada par i, j en {1, . . . , n} existe
g ∈ G tal que ϕ(g)(i) = j;
StabG,ϕ(1) = {g ∈ G : ϕ(g)(1) = 1} = H.

Recíprocamente para cada homomor�smo transitivo ϕ : G → Sn, el subgrupo H =
StabG,ϕ(1) es de índice n en G. En efecto si para cada i elegimos un gi ∈ G tal que
ϕ(gi)(1) = i, entonces G = g1H∪̇g2H∪̇ . . . ∪̇gnH.
Luego si G es generado por m elementos, entonces el número de homomor�smos de

G en Sn es a lo sumo (n!)m y la cantidad de subgrupos de G de índice n es menor o
igual que (n!)m/(n− 1)!. �

De�nición 2.2. Si G es un grupo �nitamente generado, sea aG(n) la cantidad de
subgrupos de G de índice n. La función zeta del grupo G es la serie de Dirichlet

ζG(s) =
∞∑
n=1

aG(n)

ns
.

Otras series de Dirichlet asociadas a un grupo G �nitamente generado son

ζCG(s) =
∞∑
n=1

aCG(n)

ns
y ζG,p(s) =

∞∑
k=0

aG(pk)

pks
,
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donde aCG(n) denota la cantidad de subgrupos normales de índice n y p es un número
primo. La serie ζCG es la función zeta de subgrupos normales de G y ζG,p es la función
zeta local de G en p.

Ejemplo 2.3. Si G = Z, entonces aG(n) ≡ 1. Luego la función zeta de Z es la función
zeta de Riemann.

Las funciones zeta de grupos �nitamente generados son series formales que no nece-
sariamente convergen en algún semiplano, es decir no necesariamente de�nen una fun-
ción analítica. Como los coe�cientes de las funciones zeta de grupos son números natu-
rales, las abscisas de convergencia y de convergencia absoluta coinciden. Ésta abscisa
es denotada αG. En natural preguntarse para qué grupos �nitamente generados G es
αG <∞. Antes de contestar esta pregunta cabe una consideración previa.

De�nición 2.4. Un grupo G se dice residualmente �nito si la intersección de todos
los subgrupos normales de G de índice �nito es la identidad.

Observación 2.5. Dado un grupo G, si H es la intersección de todos los subgrupos
normales de G de índice �nito, entonces G/H es residualmente �nito y la proyección
G −→ G/H induce una biyección entre los subgrupos de G de índice �nito y los
subgrupos de G/H de índice �nito. Esto se sigue del hecho que todo subgrupo de índice
�nito contiene un subgrupo normal de índice �nito. En efecto para todo subgrupo K
de G de índice �nito, si {e, g1, . . . , gs} es un conjunto de representantes de todas las
coclases de K, el subgrupo

K ∩ g1Kg
−1
1 ∩ · · · ∩ gsKg−1

s

está contenido en K, es normal y de índice �nito en G.
Luego si G es �nitamente generado, para estudiar la función aritmética aG(n) pode-

mos suponer que G es residualmente �nito.

2.1. Grupos con crecimiento polinomial de subgrupos.

Dado un grupo G su función zeta de�ne una función analítica en algún semiplano
del plano complejo si tiene abscisa de convergencia αG �nita y αG < ∞ si y sólo si G
tiene crecimiento polinomial de subgrupos, es decir, si existe un número real c tal que
aG(n) ≤ nc para todo n. Estos grupos fueron caracterizados en una serie de trabajos
que culminó con [11, 12].

Teorema 2.6 (Lubotzky-Mann-Segal). Sea G un grupo �nitamente generado y resi-
dualmente �nito. Entonces G tiene crecimiento polinomial de subgrupos si y sólo si G
tiene un subgrupo soluble de índice �nito y de rango �nito.

Recordamos que un grupo G se dice de rango �nito si existe un entero positivo r tal
que todo subgrupo de G puede ser generado por r elementos.
Una familia importante de grupos con crecimiento polinomial de subgrupos son los

τ -grupos.

De�nición 2.7. Un grupo G es un τ -grupo si es nilpotente, �nitamente generado y
libre de torsión.

Muchos de los resultados más importantes sobre la teoría de funciones zeta de grupos
se re�eren exclusivamente a esta familia. Los primeros resultados aparecieron en [3],
un trabajo fundacional en el area.
En lo que resta describiremos algunos de los primeros resultados sobre funciones zeta

de τ -grupos.
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3. Funciones zeta de τ -grupos

En esta sección presentamos los primeros resultados fundamentales sobre funciones
zeta de grupos. Mostraremos que las funciones zeta de τ -grupos tienen las siguientes
propiedades generales:

tienen abscisa de convergencia �nita,
tienen descomposición como producto de Euler y
los factores locales son funciones racionales de p−s.

Hacemos notar que el primer resultado se sigue del Teorema 2.6, sin embargo este
resultado fue probado con anterioridad en [3] y la prueba que daremos permite calcular
explícitamente la función zeta en algunos casos particulares.

3.1. Abscisa de convergencia �nita.

De�nición 3.1. La longitud de Hirsch, h(G), de un grupo soluble �nitamente gene-
rado G, es el número de factores cíclicos in�nitos que aparece en cualquier serie de
composición de G.

Tal número resulta bien de�nido por el Teorema de Schreirer sobre re�namientos
equivalentes de series subnormales de un grupo. En efecto, cualquier re�namiento de
una serie subnormal con factores cíclicos tiene la misma cantidad de factores cíclicos
in�nitos que la original.

Proposición 3.2. Sea G un τ -grupo con centro Z. Entonces G/Z es libre de torsión.
Además existe una serie central 1 = C0 ≤ C1 ≤ . . . ≤ Ch = G, donde h = h(G) es la
longitud de Hirsch de G, tal que Ci/Ci+1

∼= Z. En particular, un τ -grupo con longitud
de Hirsch igual a 1 es isomorfo a Z.

Teorema 3.3. Si G es un τ -grupo, entonces αG <∞. Más aún αG ≤ h(G).

La prueba de este resultado, aunque no es inmediata, sólo requiere herramientas
de la teoría elemental de grupos. Comenzamos con algunos resultados preliminares
que permiten reescribir a la función zeta de G de manera adecuada para probar este
teorema.
Sea G un grupo arbitrario y N C G. Para cada par de subgrupos A y B tales que

B ≤ N ≤ A ≤ G, sea

UN(A,B) = {H ≤ G : H ∩N = B, HN = A}.

Lema 3.4. Si G es un grupo y N CG, entonces

(3.1) {H : H ≤f G} =
.⋃

N≤A≤fG
B≤fN

UN(A,B).

Además [G : H] = [G : A][N : B] para todo H ∈ UN(A,B).

Demostración. Si H ≤f G, entonces H∩N ≤f N ≤ HN ≤f G y H ∈ UN(HN,H∩N).
Si H ∈ UN(A,B) con B ≤f N ≤ A ≤f G, entonces H ≤ G y

[G : H] = [G : HN ][HN : H] = [G : HN ][N : H ∩N ] = [G : A][N : B] <∞.

Por último es claro que los conjuntos UN(A,B) son disjuntos dos a dos. �
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Usando la descomposión (3.1) se sigue que la función zeta de subgrupos de G en el
semiplano de convergencia tiene las siguientes expresiones:

ζG(s) =
∑
H≤fG

[G : H]−s

=
∑

N≤A≤fG
B≤fN

 ∑
H∈UN (A,B)

[G : H]−s



=
∑

N≤A≤fG
B≤fN

|UN(A,B)|[G : A]−s[N : B]−s

=
∑

N≤A≤fG

[G : A]−s
∑
B≤fN

|UN(A,B)|[N : B]−s

=
∑

A/N≤fG/N

[G/N : A/N ]−s
∑
B≤fN

|UN(A,B)|[N : B]−s.

Es decir,

(3.2) ζG(s) =
∑

A/N≤fG/N

[G/N : A/N ]−s
∑
B≤fN

|UN(A,B)|[N : B]−s.

Tomamos ahora un subgrupo Z del centro deG, consideramos los conjuntos UZ(A,B)
con B ≤f Z ≤ A ≤f G y los grupos P = Z/B y Q = A/B. Notamos que P está
contenido en el centro de Q.
Consideramos además el conjunto CQ(P ) de complementos de P en Q, esto es

CQ(P ) = {C ≤ Q : Q = PC y P ∩ C = 1}.

Puesto que H ∈ UZ(A,B) si y sólo si B ≤ H, H/B ∩Z/B = 1 y (H/Z)(Z/B) = A/B,
entonces el mapa H 7→ H/B es una biyección entre UZ(A,B) y CQ(P ).
Asumamos que CQ(P ) es no vacío y sea C = H/B ∈ CQ(P ). Como PC = Q y

P ∩ C = 1, entonces para cada x ∈ Q existe un único πC(x) ∈ C tal que x = πC(x)p,
para algún p ∈ P . Además πC : Q 7→ C es un epimor�smo de grupos cuyo núcleo es P .
Luego πC induce un isomor�smo π̃C : Q/P → C.
Ahora para cada δ ∈ Hom(Q/P, P ), sea δ∗ : Q → Q el mapa de�nido por δ∗(x) =

πC(x)δ(xP ) y sea
Φ : Hom(Q/P, P )→ CQ(P )

el mapa de�nido por Φ(δ) = Im(δ∗).

Lema 3.5. El mapa Φ es una biyección.

Demostración. Para cada δ, δ∗ es un homomor�smo pues πC y δ son homomor�smos y
Im(δ) ⊆ P ⊆ centro(Q). Luego δ∗(Q) ≤ Q. Veamos que es un complemento de P en Q.
Si x ∈ Im(δ∗) ∩ P , existe y ∈ Q tal que x = πC(y)δ(yP ) y por lo tanto πC(y) ∈ P . Se
sigue que πC(y) = 1, es decir, y ∈ P y x = δ(yP ) = δ(P ) = 1. Si x ∈ Q y p ∈ P es tal
que x = πC(x)p, entonces x = δ∗(x)δ(x−1P )p ∈ Im(δ∗)P . Se sigue que Q = Im(δ∗)P y
por lo tanto Im(δ∗) es un complemento de P en Q. Además se sigue que πIm(δ∗) = δ∗(x).



154 DIEGO SULCA Y PAULO TIRAO

Para ver que Φ es biyectiva de�nimos una inversa Ψ : CQ(P )→ Hom(Q/P, P ). Para
cada K ∈ CQ(P ) sea Ψ(K) : Q/P → P el mapa de�nido por

Ψ(K)(xP ) = π̃C(xP )−1π̃K(xP ) = πC(x−1)πK(x).

Notamos que Ψ(K)(xP ) ∈ P pues existen elementos p, p′ ∈ P tales que πC(x)p = x =
πK(x)p′. Además Ψ(K) es un homomor�smo pues

Ψ(K)(xyP ) = πC(y−1)πC(x−1)πK(x)πK(y)

= πC(y−1)Ψ(K)(xP )πK(y)

= Ψ(K)(xP )πC(y−1)πK(y)

= Ψ(K)(xP )Ψ(K)(yP )

para todo x, y ∈ Q (recordar que P ⊆ centro(Q)).
Ahora por un lado tenemos que

Ψ(K)∗(x) = πC(x)Ψ(K)(xP ) = πC(x)πC(x−1)πK(x) = πK(x)

y por lo tanto Φ(Ψ(K)) = K, para todo K ∈ CQ(P ).
Por otro lado

Ψ(Im(δ∗))(xP ) = πC(x−1)πIm(δ∗)(x) = πC(x−1)δ∗(x) = δ(xP )

y por lo tanto Ψ(Φ(δ)) = δ, para todo δ ∈ Hom(Q/P, P ). Luego Φ es biyectiva. �

De la discusión previa al lema resultó que entre UZ(A,B) y CQ(P ) hay una corre-
spondencia biyectiva y el lema a�rma que éste último a su vez está en correspondencia
biyectiva con Hom(Q/P, P ). Por lo tanto |UZ(A,B)| = |Hom(Q/P, P )|. Así si en la
expresión (3.2) ponemos N = Z, resulta que

(3.3) ζG(s) =
∑

A/Z≤fG/Z

[G/Z : A/Z]−s
∑
B≤fZ

|Hom(A/Z,Z/B)|[Z : B]−sδA,B

donde δA,B es 0 o 1 de acuerdo a si UZ(A,B) es vacío o no.

Demostración del Teorema 3.3. Hacemos inducción en la longitud de Hirsch de G.
Si h(G) = 1, entonces G = Z y ζG(s) = ζ(s), la función zeta de Riemann, que tiene

abscisa de convergencia igual a 1.
Si d = h(G) > 1, sea Z un subgrupo cíclico in�nito del centro de G tal que G/Z es

libre de torsión. El grupo A/Z es nilpotente, libre de torsión y de longitud de Hirsch
igual a d − 1, por lo tanto generado por d − 1 elementos. Como un homomor�smo
δ : A/Z → Z/B está completamente determinado por sus valores en un conjunto de
generadores de A/Z, entonces

|Hom(A/Z,Z/B)| ≤ [Z : B]d−1.

Luego de la expresión (3.3) resulta que

ζG(s) ≤
∑

A/Z≤fG/Z

[G/Z : A/Z]−s
∑
B≤fZ

[Z : B]d−1−s = ζG/Z(s)ζ(s− d+ 1).

Por hipótesis inductiva, ζG/Z(s) converge si Re(s)s > d− 1 y ζ(s− d + 1) converge si
Re(s) > d. Luego ζG(s) converge si Re(s) > d y αG ≤ d = h(G). �

Como aplicación de la fórmula (3.3) calculamos la función zeta del grupo abeliano
libre Zd.
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Proposición 3.6. La función zeta del grupo abeliano libre Zd, ζZd(s), tiene abscisa de
convergencia αZd = d y

ζZd(s) =
d∏
i=1

ζ(s− i+ 1).

Demostración. Como el resultado es claro si d = 1, supongamos que d > 1 y tomemos
Z = Z×0×. . .×0. SiB ≤f≤ Z ≤ A ≤f Zd, entoncesB es de la formaB = B1×0×. . .×0
con B1 ≤ Z y A es de la forma Z×A1 con A1 ≤ Zd−1. El subgrupo B1×A1 es claramente
un elemento de UZ(A,B) y por lo tanto δA,B ≡ 1 en la expresión (3.3). Además A/Z
es libre de rango d− 1 y por lo tanto |Hom(A/Z,Z/B)| = [Z : B]d−1. Luego

ζZd(s) =
∑

A/Z≤fZd/Z

[Zd/Z : A/Z]−s
∑
B≤fZ

[Z : B]d−1−s = ζZd/Z(s)ζ(s− d+ 1)

y el resultado se sigue por inducción pues Zd/Z ∼= Zd−1. �

3.2. Producto de Euler.

Nuestro próximo objetivo es demostrar que las funciones zeta de τ -grupos admiten
producto de Euler. Según la Proposición 1.5, basta probar que la función que cuenta
la cantidad de subgrupos de índice n, aG(n), es multiplicativa.

Teorema 3.7. Sea G un τ -grupo. Entonces aG(nm) = aG(m)aG(n), si (m,n) = 1.

Para demostrar este teorema necesitamos algunos resultados de la teoría elemental
de grupos.

Lema 3.8. Sea G = S1× . . .×Sk un grupo nilpotente �nito expresado como el producto
de sus pi-subgrupos de Sylow, Spi = 1 × . . . × Si × . . . × 1. Entonces todo subgrupo H
de G es de la forma H = S ′1 × . . .× S ′k, con S ′i ≤ Si. Si |G| = pα1

1 . . . pαk
k , con αi ≥ 1 y

|H| = pβ11 . . . pβkk , con βi ≥ 0, entonces |Si| = pαi
i y |S ′i| = pβii .

Demostración. Si H ≤ G, entonces H es nilpotente y por lo tanto es el producto de
sus pi-subgrupos de Sylow. Para cada i, los teoremas de Sylow implican que el pi-
subgrupo de Sylow S ′pi de H es un subgrupo de Spi y por lo tanto es de la forma
S ′pi = 1× . . .×S ′i× . . .× 1 con S ′i ≤ Si. Luego H = S ′1× . . .×S ′k. La última a�rmación
es una consecuencia inmediata de los teoremas de Sylow. �

Lema 3.9. Sea G un grupo nilpotente �nito de orden a = pα1
1 . . . pαk

k , con αi ≥ 1 y los
primos pi distintos entre sí y sea H un subgrupo de índice n = pγ11 . . . pγkk , con γi ≥ 0.
Entonces H se escribe de modo único como la intersección de subgrupos P1, . . . , Pk, con
Pi de índice una potencia de pi. Tal potencia resulta ser pγii para cada Pi. En particular,
para cada i existe un único subgrupo de G de índice pγi que contiene a H.

Demostración. Sean G = S1 × . . .× Sk y H = S ′1 × . . .× S ′k como en el lema anterior
y sea βi = αi − γi. Entonces |H| = pβ11 . . . pβkk y |S ′i| = pβii . Sea Pi = S1 × . . . ×
Si−1 × S ′i × Si+1 × . . . × Sk. Se tiene |Pi| = pα1

1 . . . p
αi−1

i−1 p
βi
i p

αi+1

i+1 . . . pαk
k y por lo tanto

[G : Pi] = pαi−βi
i = pγii . Claramente H =

⋂k
i=1 Pi.

Sean ahora Qi = S
(i)
1 × . . . × S

(i)
k subgrupos de G de índices una potencia de pi,

digamos pδii , tales que H =
⋂k
i=1Qi. Entonces S ′j ≤ S

(i)
j ≤ Sj, para todo j. Además

|Qi| = a/pδii = pα1
1 . . . p

αi−1

i−1 p
αi−δi
i p

αi+1

i+1 . . . pαk
k y por lo tanto |S(i)

j | = p
αj

j = |Sj|, si j 6= i

y luego S(i)
j = Sj, si j 6= i. También H =

⋂k
i=1 Qi = S

(1)
1 × . . . × S

(k)
k y por lo tanto

S
(i)
i = S ′i, para todo i. Luego Qi = Pi, para todo i. �
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Lema 3.10. Si G es un grupo nilpotente y H es un subgrupo de índice mn, con (m,n) =
1, entonces existe un único subgrupo K de G de índice m que contiene a H.

Demostración. Sea N un subgrupo normal de G de índice �nito contenido en H. En-
tonces G/N es nilpotente �nito y por lo tanto, cambiando G por G/N si es necesario,
podemos suponer que G es un grupo �nito. Seam = pγ11 . . . pγrr la descomposición prima
de m y sean P1, . . . , Pr los únicos subgrupos de G de índices pγii respectivamente que
contienen a H. Entonces K = P1∩ . . .∩Pr tiene índice m y contiene a H. Si K ′ es otro
subgrupo de G de índice m que contiene a H, entonces por el lema anterior existen
únicos subgrupos P ′1, . . . , P

′
k de índices p

γi
i respectivamente tales que K ′ = P ′1∩ . . .∩P ′k.

Como todo subgrupo que contiene a K ′ contiene a H, la unicidad del lema anterior
referida ahora a H nos dice que Pi = P ′i para todo i y por lo tanto K = K ′. �

Demostración del Teorema 3.7. Sean m y n enteros positivos coprimos entre sí. La
intersección de un subgrupo de índice m y uno de índice n es claramente un subgrupo
de índice mn. Por otro lado, todo subgrupo de índice mn está contenido en un único
subgrupo de índicem y en un único subgrupo de índice n. Luego la aplicación (A,B) 7→
A ∩ B es una biyección entre el producto cartesiano de la familia de subgrupos de
índice m y la familia de subgrupos de índice n, y la familia de subgrupos de índice mn.
Igualando cardinales se obtiene aG(mn) = aG(m)aG(n). �

Como aplicación de la Proposición 1.5 y los Teoremas 3.3 y 3.7 se obtiene el siguiente
teorema.

Teorema 3.11. Sea G un τ -grupo con longitud de Hirsch h(G). Entonces la función
zeta de G converge absolutamente en el semiplano Re(s) > h(G) y satisface

ζG(s) =
∏

p primo

ζG,p(s).

3.3. Racionalidad de los factores locales.

La descomposición como producto de Euler de la función zeta de Riemann, para
Re(s) > 1, es

ζ(s) =
∏

p primo

(1− p−s)−1.

En este caso los factores locales ζp(s) =
1

1− p−s
son funciones racionales de p−s. En

efecto ζp(s) =
P (p−s)

Q(p−s)
donde P (x) = 1 y Q(x) = 1− x.

Esta propiedad de la función zeta de Riemann es compartida por las funciones zeta
de τ -grupos.

Teorema 3.12. Sea G un τ -grupo y p un primo. Entonces existen polinomios P y Q
con coe�cientes enteros tales que

ζG,p(s) =
P (p−s)

Q(p−s)
.

Corolario 3.13. Si G es un τ -grupo y p es un número primo, entonces la suseción
{aG(pk)}∞k=1 satisface una relación de recurrencia lineal con coe�cientes enteros, es
decir, existen un entero positivo r y enteros z1, . . . , zr tales que

aG(pk) = z1aG(pk−1) + . . .+ zraG(pk−r),

para todo k ≥ r.
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La demostración del Teorema 3.12 es so�sticada y requiere nuevas herramientas que
presentamos en las secciones que siguen.

4. Grupos profinitos, pro-p y completaciones

Si G es un grupo topológico y X es un subconjunto de G, denotamos por X a la
clausura de X y por 〈X〉 al subgrupo de G generado como grupo abstracto por X.
Un grupo topológico G se dice �nitamente generado si existe un subconjunto �nito
X tal que G = 〈X〉. Se escribe X ≤o G, X Co G, X ≤c G y X Cc G para indicar
respectivamente queX es subgrupo abierto, subgrupo normal abierto, subgrupo cerrado
y subgrupo normal cerrado.
En toda la sección p denota un número primo.

4.1. Grupos pro�nitos y pro-p.

De�nición 4.1. Un grupo G se dice pro�nito si es un grupo topológico compacto
Hausdor� tal que los subgrupos abiertos forman una base de entornos de la identidad.
Un grupo pro-p es un grupo pro�nito en el cual los subgrupos abiertos tienen índice

alguna potencia de p.

Proposición 4.2. Si G es un grupo pro�nito, entonces:

1. Todo subgrupo abierto de G es cerrado, tiene índice �nito en G y contiene un
subgrupo abierto normal de G. Un subgrupo cerrado de G es abierto si y sólo si
es de índice �nito. La familia de todos los subgrupos abiertos de G se interseca
en {1}.

2. Un subconjunto de G es abierto si y sólo si es la unión de coclases de subgrupos
normales abiertos.

3. Para cualquier conjunto X de G,

(4.1) X =
⋂

NCoG

XN.

Si X es un subgrupo de G, entonces

(4.2) X =
⋂
{K : X ≤ K ≤o G}.

4. Si X e Y son subconjuntos cerrados de G, entonces también lo es el conjunto
XY . Si X es un cerrado y n es un entero, entonces el conjunto {xn : x ∈ X} es
cerrado.

5. Sea H un subgrupo cerrado de G. Entonces H con la topología inducida es un
grupo pro�nito. Todo subgrupo abierto de H es de la forma H ∩K con K ≤o G.

6. Sea N un subgrupo normal de G. Entonces G/N con la topología cociente es un
grupo pro�nito y el mapa cociente G→ G/N es continuo, abierto y cerrado.

7. Una sucesión {gi}i∈N en G converge si y sólo si es una sucesión de Cauchy, es
decir, para cada NCoG existe un n = n(N) tal que g−1

i gj ∈ N para todo i, j ≥ n.

Proposición 4.3. Sea G un grupo pro�nito y sean H ≤c G y K Cc G.

Si G es pro-p, entonces H es pro-p.
G es pro-p si y sólo si K y G/K son pro-p.

Demostración. La primera a�rmación es consecuencia inmediata del item 5. de la
proposición anterior.
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La condición necesaria de la segunda a�rmación es inmediata. Supongamos entonces
que K y G/K son grupos pro-p y sea H un subgrupo abierto de G. Entonces

[G : H] = [G : KH][KH : H] = [G/K : KH/K][K : K ∩H].

Como HK/K es la imagen de H en el cociente G/K, entonces HK/K ≤o G/K y por
lo tanto [G/K : KH/K] es una potencia de p. Como H ≤o G, entonces K ∩H ≤o K
y por lo tanto [K : K ∩H] es una potencia de p. �

Proposición 4.4. Sea {Gi}i∈I una familia de grupos pro�nitos. Entonces el producto∏
i∈I Gi, con la topología producto, es un grupo pro�nito que es pro-p si cada uno de

sus factores es pro-p.

Demostración. Sabemos que el producto G =
∏

i∈I Gi es un grupo topológico compacto
y Hausdor�. Por de�nición de la topología producto, una subbase de entornos de la
identidad está formada por los abiertos de la formaW (k, V ) = {(gi)i∈I : gk ∈ V } donde
k ∈ I y V es un subgrupo abierto de Gk, y como todos estos conjuntos son subgrupos,
entonces una base de entornos de la identidad de G es la familia de subgrupos abiertos
de G. Luego G es pro�nito. Si cada Gi es pro-p, entonces una base de entornos de
la identidad es la formada por los subgrupos de la forma

⋂
k∈F W (k, Vk) donde F es

un subconjunto �nito de I y éste es un subgrupo de índice
∏

k∈F [Gk : Vk] que es una
potencia de p. Luego G es pro-p. �

4.2. Límite inverso.

Sea I un conjunto dirigido, esto es un conjunto con un orden parcial ≤ tal que para
cada par i, j ∈ I existe un k ∈ I con i ≤ k y j ≤ k. Sea {Gi}i∈I una familia de grupos
y supongamos que para todo i ≤ j se tiene un mor�smo ϕij : Gj → Gi tales que:

ϕii es la identidad de Gi, para todo i ∈ I,
ϕij = ϕik ◦ ϕkj, si i ≤ k ≤ j.

El par ({Gi}, {ϕij : i ≤ j}) es un sistema inverso de grupos y mor�smos sobre I.
Un límite inverso de este sistema es un grupo G con mor�smos πi : G → Gi, de-

nominados proyecciones, tales que πi = ϕij ◦ πj, si i ≤ j y que satisface la siguiente
propiedad universal. Si H es otro grupo con una familia de mor�smos π′i : H → Gi

tales que π′i = ϕij ◦ π′j, para todo i ≤ j, entonces existe un único mor�smo ψ : H → G
tal que πi ◦ ψ = π′i, para todo i ∈ I.

Proposición 4.5. Un límite inverso del sistema ({Gi}, {ϕij : i ≤ j}) sobre I es el
siguiente subgrupo del producto de la familia {Gi}i∈I :

(4.3) ĺım←−Gi =

{
(gi)i∈I ∈

∏
i∈I

Gi : gi = ϕij(gj), para todo i ≤ j

}
,

donde las proyecciones son las restricciones de las proyecciones del producto a ĺım←−Gi.

Si (G, {πi}) y (G′, {π′i}) son dos límites inversos del sistema inverso anterior, en-
tonces existe un isomor�smo α : G→ G′ tal que π′i ◦ α = πi.

Proposición 4.6. Si cada Gi es un grupo compacto Hausdor� y los mor�smos ϕij son
continuos, entonces ĺım←−Gi es un subgrupo cerrado, y por lo tanto compacto, de

∏
iGi.

Demostración. Si (gi)i∈I ∈
∏

i∈I Gi \ ĺım←−Gi, entonces para algún par r ≤ s se tiene que
gr 6= ϕrsgs. Por ser Gr un espacio Hausdor� existen abiertos disjuntos U y V en Gr

tales que gr ∈ U y ϕrsgs ∈ V . Para i 6= r, s sea Ti = Gi, y pongamos Ts = ϕ−1
rs (U) ⊆ Gs

y Tr = V ⊆ Gr. Entonces el conjunto
∏

i∈I Ti es abierto en
∏

i∈I Gi, contiene a (gi)i∈I
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y su intersección con ĺım←−Gi es vacía. Luego el complemento de ĺım←−Gi es abierto en∏
i∈I Gi. �

4.3. Completación pro�nita.

Si N1 y N2 son dos subgrupos de índice �nito de un grupo G, entonces el subgrupo
N1 ∩N2 es también de índice �nito. En efecto [G : N1 ∩N2] = [G : N1][N1 : N1 ∩N2]
y [N1 : N1 ∩N2] ≤ [G : N2] pues el mapa g(N1 ∩N2) 7→ gN2, g ∈ N1, del conjunto de
coclases de N1 ∩N2 en N1 en el conjunto de coclases de N2 en G está bien de�nido y
es inyectivo.
Entonces si G un grupo residualmente �nito y N es la familia de subgrupos normales

de G de índice �nito, se tiene que:
Si N1, N2 ∈ N , entonces N1 ∩N2 ∈ N .⋂
N∈N N = 1.

Consideremos ahora la familiaN dirigida por inclusión inversa, la familia de todos los
cocientes �nitos de G, {G/N : N ∈ N}, y para cada N1 ⊆ N2 sea ϕN2,N1 : G/N1 −→
G/N2 el epimor�smo natural. Así ({G/N : N ∈ N}, {ϕN2,N1 : N1 ⊆ N2, N1, N2 ∈ N})
es un sistema inverso de grupos y mor�smos sobreN cuyo límite inverso como subgrupo
de
∏

N∈N G/N se denota ĜN .
Ahora dando a cada G/N la topología discreta resulta que

∏
N∈N G/N es pro�nito

(Proposición 4.4) y como ĜN es cerrado (Proposición 4.6), entonces ĜN es pro�nito.

De�nición 4.7. El grupo ĜN es la completación pro�nita de G.

El mapa ι : G −→
∏

N∈N G/N , de�nido por ι(g) = (gN)N∈N es un homomor�smo

y su imagen está contenida en ĜN .

Proposición 4.8. ι es un monomor�smo y su imagen es densa en ĜN .

Demostración. Si (gN)N∈N = (N)N∈N , entonces g ∈ N para todo N ∈ N y por lo
tanto g ∈

⋂
N∈N N = 1, lo cual implica que g = 1. Luego ι es monomor�smo. Un

entorno básico de (gNN)N∈N en el producto es de la forma V = {(hNN)N∈N : hNi
Ni =

gNi
Ni, i = 1, ..., k}. Si (gNN)N∈N ∈ ĜN , sea M ∈ N tal que M ⊆ N1 ∩ . . . Nk y

consideremos ι(gM) = (gMN)N∈N . Entonces ι(gM) ∈ V , pues gMNi = gNi
Ni para

i = 1, . . . , k por ser M ⊆ Ni. Esto dice que ι(G) es denso en ĜN . �

4.4. Completación pro-p.
En todo lo que sigue p es un número primo.

De�nición 4.9. Un grupo G se dice residualmente p-�nito si la intersección de todos
los subgrupos normales de índice una potencia de p es la identidad.

Observación 4.10. La de�nición de la completación pro-p de un grupo residualmente
p-�nito es enteramente análoga a la de�nición de la completación pro�nita de un grupo
residualmente �nito. De todos modos la desarrollamos acá para a�anzar ambas de�ni-
ciones.

Si N1 y N2 son dos subgrupos normales de índice una potencia de p de un grupo
G, entonces el subgrupo N1 ∩ N2 es también de índice una potencia de p. En efecto
[G : N1 ∩ N2] = [G : N1][N1 : N1 ∩ N2] y [N1 : N1 ∩ N2] es �nito, pero más aún es
el orden del subgrupo N1/(N1 ∩ N2) de G/N1, cuyo orden es una potencia de p. Así
[G : N1 ∩N2] es producto de dos potencias de p.
Entonces si G es un grupo residualmente p-�nito y N es la familia de subgrupos

normales de G de índice una potencia de p, se tiene que:
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Si N1, N2 ∈ N , entonces N1 ∩N2 ∈ N .⋂
N∈N N = 1.

Consideremos ahora la familia N dirigida por inclusión inversa, la familia de todos
los cocientes �nitos de G que son p-grupos, {G/N : N ∈ N}, y para cada N1 ⊆ N2

sea ϕN2,N1 : G/N1 −→ G/N2 el epimor�smo natural. Así ({G/N : N ∈ N}, {ϕN2,N1 :
N1 ⊆ N2, N1, N2 ∈ N}) es un sistema inverso de grupos y mor�smos sobre N cuyo
límite inverso como subgrupo de

∏
N∈N G/N se denota Ĝp.

Ahora dando a cada G/N la topología discreta resulta que
∏

N∈N G/N es pro-p

(Proposición 4.4) y como Ĝp es cerrado (Proposición 4.6), entonces Ĝp es pro-p.

De�nición 4.11. El grupo Ĝp es la completación pro-p de G.

El mapa ι : G −→
∏

N∈N G/N , de�nido por ι(g) = (gN)N∈N es un homomor�smo

y su imagen está contenida en Ĝp.

Proposición 4.12. ι es un monomor�smo y su imagen es densa en Ĝp.

Demostración. Si (gN)N∈N = (N)N∈N , entonces g ∈ N para todo N ∈ N y por
lo tanto g ∈

⋂
N∈N N = 1, lo cual implica que g = 1. Luego ι es monomor�smo.

Un entorno básico de (gNN)N∈N en el producto es de la forma V = {(hNN)N∈N :

hNi
Ni = gNi

Ni, i = 1, ..., k}. Si (gNN)N∈N ∈ Ĝp, sea M ∈ N tal que M ⊆ N1 ∩ . . . Nk

y consideremos ι(gM) = (gMN)N∈N . Entonces ι(gM) ∈ V , pues gMNi = gNi
Ni para

i = 1, . . . , k por ser M ⊆ Ni. Esto dice que ι(G) es denso en Ĝp. �

4.5. Completación pro-p de τ-grupos.

Proposición 4.13. Sea G un τ -grupo. Entonces todo subgrupo de índice una potencia
de p contiene un subgrupo normal de índice una potencia de p. Además G es residual-
mente p-�nito.

Demostración. Sea H un subgrupo de G de índice una potencia de p y sea N C G de
índice �nito contenido en H. Entonces G/N es nilpotente y �nito. Si q1, . . . , qr son los
primos distintos que dividen al orden de G/N , los qi-subgrupos de Sylow de G/N , que
resultan normales por ser G/N nilpotente, están contenidos en H y el producto directo
de ellos es un subgrupo normal contenido en H/N que tiene índice una potencia de
p. La preimagen de este subgrupo normal por el mapa cociente G −→ G/N es un
subgrupo normal de G contenido en H y de índice una potencia de p.
Veamos ahora que G es residualmente p-�nito en tres pasos.
Primera paso: Todo grupo nilpotente in�nito �nitamente generado, contiene un

subgrupo normal de índice �nito que es τ -grupo.
Hacemos inducción en la longitud de Hirsch. Si h(G) = 1, existe g ∈ G de orden

in�nito. Entonces si C1 = 〈g〉 y Cj+1 = NG(Cj), la serie 1 C C1 C C2 C . . . debe
ser estacionaria, pues G es nilpotente �nitamente generado. (Recordamos que en un
grupo nilpotente, todo subgrupo propio es subgrupo propio de su normalizador.) Luego
Cr = G para algún r y por lo tanto C1 forma parte de una serie subnormal de G. Como
h(G) = 1, entonces C1 debe ser de índice �nito. Sea C ≤ C1 tal que C es normal de
índice �nito en G. Claramente C es cíclico in�nito y por lo tanto un τ grupo.
Supongamos ahora que h(G) > 1. Dada una serie subnormal cíclica de G, existen

subgrupos G1 C G2 ≤f G tales que G2/G1
∼= Z. Como G2 contiene un subgrupo

N C G y de índice �nito, entonces con A = G1 ∩ N resulta A C N Cf G y N/A ∼= Z.
Por hipótesis inductiva, existe un τ -grupo H tal que H Cf A C N Cf G. Como A es
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�nitamente generado y todos los subgrupos nHn−1 con n ∈ N son subgrupos de A del
mismo índice, entonces {nHn−1 : n ∈ N} es �nito y por lo tanto su intersección H1

es un subgrupo normal de N que es τ -grupo de índice �nito en A. El normalizador de
H1 en G contiene a N y por lo tanto es de índice �nito. Luego la intersección de todos
los conjugados de H1 es un τ -grupo H2 que es normal en G y de índice �nito en A.
Es claro que G/H2 tiene longitud de Hirsch igual a 1 y por lo tanto existe B tal que
H2 CBCf y B/H2

∼= Z. Entonces B es un τ -grupo normal en G de índice �nito.
Segundo paso: Todo grupo nilpotente �nitamente generado es residualmente �nito.
Sea G un grupo nilpotente �nitamente generado. Si h(G) = 0 no hay nada que

probar. Sea h(G) > 0 y sea G1 un τ -grupo normal en G de índice �nito. Sea Z el centro
de G. Z es normal en G y como h(G) = h(G1), entonces Z es abeliano libre �nitamente
generado de rango ≥ 1 y h(G/Z) < h(G). Sim ≥ 1, entonces Zm es característico y por
lo tanto normal en G y además de índice �nito en Z. Luego h(G/Zm) = h(G/Z) < h(G)
y por hipótesis inductiva, la intersección de todos los subgrupos normales de G de índice
�nito está contenida en Zm. Como

⋂
{Zm : m ∈ Z} = 1, entonces la intersección de

todos los subgrupos normales de G de índice �nito es 1.
Tercer paso: Un τ -grupo es p-�nito.
Sea G un τ -grupo y Z = Z(G) el centro de G. Entonces G/Z es libre de torsión

y tiene clase de nilpotencia menor que la de G. Por lo tanto procediendo por induc-
ción, podemos suponer que G/Z es residualmente p-�nito. Para ver que G tiene esta
propiedad basta ver que para cualquier z ∈ Z, con z 6= 1, hay un N CG tal que G/N
es un p-grupo �nito y z /∈ N . Como Z es abeliano libre, entonces z /∈ Zpm para algún
m. Como Zpm CG, se puede elegir un subgrupo normal N de G conteniendo Zpm , que
no contiene a z y maximal con respecto a esta condición (estamos usando que G/Zpm

es residualmente �nito por ser nilpotente �nitamente generado). Sea¯ : G → G/N la
proyección natural. Luego todo subgrupo normal de Ḡ 6= 1 contiene el elemento z̄,
y como Ḡ es residualmente �nito, entonces Ḡ debe ser �nito. Por lo tanto Ḡ, que es
nilpotente, es el producto directo de un p-grupo P y un grupo Q de orden coprimo con
p. Si Q 6= 1, entonces z̄ ∈ Q pues QC Ḡ, pero z̄p

m
= 1 pues zp

m ∈ Zpm ≤ N y z̄ 6= 1,
por lo tanto z̄ no puede estar en Q. Luego Q = 1 y G/N = Ḡ = P es un p-grupo
�nito. �

De esta proposición y la Proposición 4.12 se sigue que todo τ -grupo G puede iden-
ti�carse con un subgrupo denso de su completación pro-p vía la identi�cación g 7→
(gN)N∈N ∈ Ĝp.

Ejemplo 4.14. Si G = Z, entonces N = {pkZ : k = 0, 1, 2, . . .} y Ĝp visto como
subgrupo del anillo

∏∞
k=0 Z/pkZ resulta también un anillo que es isomorfo como anillo

y como grupo topológico al anillo de los enteros p-ádicos Zp.

A continuación enunciamos una serie de propiedades de la completación pro-p de
un τ -grupo, mostramos que tomar la completación pro-p de un τ -grupo es funtorial y
estudiamos la completación pro-p de un producto de τ -grupos.

Proposición 4.15. Se veri�ca lo siguiente:

1. Si H CG, entonces H C Ĝp.

2. AG = Ĝp, para todo A ≤o Ĝp.

3. Si H ≤f G, entonces H ≤f Ĝp y por lo tanto H es un subgrupo abierto de Ĝp.

Si además H es de índice una potencia de p, entonces H ∩G = H y [Ĝp : H] =
[G : H].
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4. Si A ≤o ĜN , entonces [G : A ∩G] = [Ĝp : A] y A = A ∩G.
5. Si H CG y K ≤ G, entonces HK = H K.

Demostración.
1. Para cada h ∈ H, el mapa g → ghg−1 es continuo en Ĝp y la imagen de G por este

mapa está contenida en H. Como G es denso en Ĝp y H cerrado, entonces la imagen de
Ĝp por este mapa está contenida en H. Por otro lado, para g ∈ Ĝp, el mapa x→ gxg−1

es continuo y la imagen de H por este mapa está contenida en H. Como H es denso
en H, entonces gHg−1 ⊆ H. Luego H es normal en Ĝp.
2. AG es unión �nita de cerrados pues A es cerrado de índice �nito. Luego AG es

cerrado, contiene a G y por lo tanto AG = Ĝp.
3. Existen g1, . . . gr ∈ G tales que G = g1H ∪ . . . ∪ grH y por lo tanto

(4.4) Ĝp = G = g1H ∪ . . . ∪ grH = g1H ∪ . . . ∪ grH.

Esto prueba que [Ĝp : H] ≤ [G : H]. Supongamos ahora que H es de índice una
potencia de p. Sea (gN)N∈N ∈ G ⊆ Ĝp tal que (gN)N∈N ∈ H. Se sabe que existe
K ≤ H tal que K ∈ N . Sea (hN)N∈N ∈ H tal que hK = gK (este existe pues el
conjunto {(gNN)N∈N ∈ Ĝp : gKK = gK} es un entorno de (gN)N∈N y que interseca
a H pues (gNN)N∈N está en la clausura de H). Esta última igualdad dice que g ∈ H
pues K ⊆ H. Luego G ∩ H = H. Vimos en (5.20) que existen xi ∈ G tales que
Ĝp = x1H ∪ . . . ∪ xpkH con pk = [Ĝp : H]. Luego G = x1(H ∩G) ∪ . . . ∪ xpk(H ∩G) y

como H ∩G = H, entonces tenemos [G : H] ≤ [Ĝp : H]. Así [G : H] = [Ĝp : H].
4. Existe K ∈ N tal que A contiene a VK = {(gNN)N∈N ∈ Ĝp : gK = K}. Como K

está contenido en VK , entonces K ⊆ A ∩ G. Esto implica que A ∩ G tiene índice una
potencia de p. Usando que AG = Ĝp se puede veri�car como en 3 que [G : G∩A] ≤ [Ĝp :

A]. Tenemos también [G : G∩A] = [Ĝp : G ∩ A] y por lo tanto [Ĝp : G ∩ A] ≤ [Ĝp : A].
Pero G ∩ A ⊆ A, luego A = G ∩ A.
5. Es inmediato. Solo hay que observar que H K es cerrado según la Proposición

4.2. �

Corolario 4.16. Existe una correspondencia 1-1 entre los subgrupos de G de índice una

potencia de p y los subgrupos abiertos de Ĝp dada por H 7→ H. Esta correspondencia

satisface [Ĝ : H] = [G : H] para todo H y además H ∈ N si y sólo si H Co Ĝp.

Demostración. Se sigue inmediatamente de 3 y 4 de la proposición anterior. Obsérvese
que la inversa de esta correspondencia es la aplicación A 7→ A ∩G. �

Consideramos ahora el problema de extensión de homomor�smos a las completa-
ciones pro�nitas. Denotamos por P a la categoría de grupos pro�nitos, es decir la
categoría cuyos objetos son los grupos pro�nitos y los mor�smos son los homomor�s-
mos continuos.

Proposición 4.17. Sea P un grupo pro-p y sea θ : G→ P un homomor�smo de grupos.

Entonces θ se extiende de modo único a un homomor�smo continuo θ̂ : Ĝp → P .

Demostración. Sea (gNN)N∈N ∈ Ĝp. Veamos que existe el límite de la red {θ(gN) : N ∈
N}. En efecto, como P es compacto, basta ver que {θ(gN) : N ∈ N} es de Cauchy. Sea
A Co P , entonces K = θ−1(A) ∈ N . Si N1, N2 ∈ N y Ni ≤ K para i = 1, 2, entonces
gNi

K = gKK por de�nición de Ĝp y por lo tanto g−1
N1
gK y g−1

K gN2 son elementos de
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K. Luego el producto g−1
N1
gN2 es un elemento de K y �nalmente θ(gN1)

−1θ(gN2) es un
elemento de A. Esto dice que {θ(gN) : N ∈ N} es de Cauchy, como queríamos ver.
De�namos θ̂((gNN)N∈N ) = ĺım{θ(gN) : N ∈ N}. Veamos que θ̂ está bien de�nida.

Sean (gNN)N∈N = (g′NN)N∈N ∈ Ĝp, ACoP y K = θ−1(A). Entonces (g′N)−1gN ∈ N ≤
K para todo N ∈ N y N ≤ K, luego θ(g′N)−1θ(gN) ∈ A para todo N ∈ N y N ≤ K.
Veamos que θ̂ es un homomor�smo de grupos. En efecto si (gNN)N∈N , (hNN)N∈N ∈

Ĝp, entonces θ̂ ((gNhNN)N∈N ) = ĺım{θ(gNhN) : N ∈ N} = ĺım{θ(gN)θ(hN) : N ∈
N} = ĺım{θ(gN) : N ∈ N} ĺım{θ(hN) : N ∈ N}, donde la última igualdad es por la
continuidad del producto en P .
Veamos que θ̂ es continuo. Sean A Co G, K = θ−1(A) y VK = {(gNN)N∈N ∈ Ĝp :

gKK = K}. Si (gNN)N∈N ∈ VK , entonces gN ∈ K si N ≤ K y por lo tanto θ(gN) ∈ A.
Luego ĺım θ(gN) ∈ A pues A es cerrado y por lo tanto θ̂−1(A) contiene a VK . Luego θ̂
es continua.
Claramente θ̂ extiende a θ y la unicidad de θ̂ se sigue por la densidad de G en Ĝp. �

Corolario 4.18. Sean H y G τ -grupos y ϕ : H → G un homomor�smo de grupos.

Entonces ϕ se extiende a un único homomor�smo continuo ϕ̂ : Ĥp → Ĝp. En particular

si H = G y ϕ = idG, entonces îdG = idĜp
. Si K es otro τ -grupo y ψ : G → K es un

homomor�smo, entonces ψ̂ ◦ ϕ = ψ̂ ◦ ϕ̂.

Demostración. Sea ι : G → Ĝp la inclusión natural. Se de�ne ϕ̂ = ι̂ ◦ ϕ. Claramente
ϕ̂ extiende a ϕ y la unicidad se sigue pues H es denso en Ĥp. Si K es otro τ -grupo
y ψ : G → K es un homomor�smo, entonces ψ̂ ◦ ϕ̂ : Ĥp → K̂p es un homomor�smo

continuo que extiende a ψ ◦ ϕ y por la unicidad debe ser igual a ψ̂ ◦ ϕ. �

Este corolario dice que la aplicación G → Ĝp junto con ϕ → ϕ̂ es un funtor de la
categoría de τ -grupos en la categoría de grupos pro-p.
Estudiemos ahora la completación pro-p de un producto de τ -grupos.

Lema 4.19. Sean H y G τ -grupos y sean ϕ, ψ : H → G homomor�smos tales que

ϕ(h)ψ(h) = ψ(h)ϕ(h) para todo h ∈ H. Entonces ϕψ es un homomor�smo y ϕ̂ψ = ϕ̂ψ̂.

Demostración. Es claro que ϕψ es un homomor�smo de grupos. Además ϕ̂ψ̂ y ψ̂ϕ̂ son
mapas continuos que satisfacen ϕ̂ψ̂(h) = ψ̂ϕ̂(h) para todo h ∈ H. Como H es denso en
Ĥp, ϕ̂ψ̂(h) = ψ̂ϕ̂(h) para todo h ∈ Ĥp. Luego ϕ̂ψ̂ y ϕ̂ψ son homomor�smos continuos
que extienden a ϕψ. Luego son iguales. �

Proposición 4.20. Si G1 y G2 son τ -grupos, entonces G1 × G2 es un τ -grupo y
̂(G1 ×G2)p es isomorfo, como grupo topológico, a Ĝ1p × Ĝ2p.

Demostración. Es claro que el producto de τ -grupos es un τ -grupo. Sean ιi : Gi →
G1×G2 las inclusiones y pi : G1×G2 → Gi las proyecciones canónicas. Las igualdades:

pi ◦ ιi = idGi
, i = 1, 2,

pi ◦ ιj = 0 si i 6= j y
(ι1 ◦ π1)(ι2 ◦ π2) = (ι2 ◦ π2)(ι1 ◦ π1) = idG1×G2 ,

implican las siguientes:
p̂i ◦ ι̂i = idĜip

, i = 1, 2;
p̂i ◦ ι̂j = 0 si i 6= j; y
(ι̂1 ◦ π̂1)(ι̂2 ◦ π̂2) = (ι̂2 ◦ π̂2)(ι̂1 ◦ π̂1) = id ̂(G1×G2)p

.
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Si πi : Ĝ1p × Ĝ2p → Ĝip son las proyecciones y ki : Ĝip → Ĝ1p × Ĝ2p las inclusiones

naturales, entonces (ι̂1◦π1)(ι̂2◦π2) es un isomor�smo de grupos topológicos entre Ĝ1p×
Ĝ2p y ̂(G1 ×G2)p. En efecto, las igualdades anteriores muestran que (k1 ◦ p̂1)(k2 ◦ p̂2)
es la inversa. �

Ejemplo 4.21. Se tiene que (̂Zn)p = Znp .

5. Fórmula integral para las funciones zeta locales de τ -grupos

El siguiente es un resultado fundamental sobre grupos pro-p �nitamente generados
cuya demostración que omitimos puede verse en [4].

Teorema 5.1. Si G es un grupo pro-p �nitamente generado, entonces todo subgrupo
de G de índice �nito es abierto.

Si G es un τ -grupo, entonces Ĝp es un grupo pro-p �nitamente generado. Luego de
este teorema y el Corolario 4.16 se sigue el siguiente corolario.

Corolario 5.2. Si G un τ -grupo, entonces la aplicación H → H es una biyección entre

los subgrupos de G de índice una potencia de p y los subgrupos de Ĝp de índice �nito.

Esta correspondencia satisface [Ĝp : H] = [G : H] y además H es normal en G si y

sólo si H es normal en Ĝp. Por lo tanto

(5.1) ζG,p(s) = ζĜp
(s).

Este teorema sugiere calcular la función zeta de Ĝp en lugar de la función zeta local
de G en p. La ventaja de esto es la existencia de bases de Mal'cev para τ -grupos y la
de�nición análoga de la mismas en las completaciones pro-p de éstos.

5.1. Bases de Mal'cev para τ-grupos.
De ahora en más �jamos un τ -grupo Γ con longitud de Hirsch d ≥ 1.

De�nición 5.3. Una d-upla (x1, . . . , xd) de elementos de Γ se dice base de Mal'cev de
Γ, si existe una serie central Γ = Γ1 ≥ Γ2 ≥ . . . ≥ Γd ≥ Γd+1 = 1 con factores cíclicos
in�nitos tal que xi genera Γi módulo Γi+1, para 1 ≤ i ≤ d.

Proposición 5.4. Sea (x1, . . . , xd) una base de Mal'cev de Γ. Entonces todo elemento
x de Γ puede escribirse de manera única como x = xa11 . . . xadd con ai ∈ Z. Además,
si Γ = Γ1 ≥ Γ2 ≥ . . . ≥ Γd ≥ Γd+1 = 1 es una serie central asociada a dicha base,
entonces Γi = {xaii . . . x

ad
d : ak ∈ Z}.

Demostración. Sea x ∈ Γ. Como x1 genera Γ módulo Γ2, entonces existen a1 ∈ Z y
r2 ∈ Γ2 tales que x = xa11 r2. Haciendo esto sucesivamente se concluye que x = xa11 . . . xadd
para algunos ai ∈ Z. Por otro lado es claro que Γd = {xadd : ad ∈ Z}. Supongamos
que Γi = {xaii . . . x

ad
d : ak ∈ Z}. Como xi−1 genera Γi−1 módulo Γi, entonces todo

elemento de Γi−1 se escribe de la forma x
ai−1

i−1 x
ai
i . . . x

ad
d con ak ∈ Z. Luego Γi−1 =

{xai−1

i−1 x
ai
i . . . x

ad
d : ak ∈ Z}. Esto dice que Γi = {xaii . . . x

ad
d : ak ∈ Z}, para todo i, y en

particular Γi = 〈xi, . . . , xd〉 para todo i. Finalmente si xa11 . . . xadd = xb11 . . . xbdd , entonces
xa1−b11 ∈ Γ2 y por lo tanto a1 − b1 = 0, es decir a1 = b1. Si suponemos ak = bk para
k < i, entonces xaii . . . x

ad
d = xbii . . . x

bd
d y luego xai−bii ∈ Γi+1, es decir ai = bi. Luego

ai = bi para todo i. �

Proposición 5.5. Todo τ -grupo Γ de longitud de Hirsch d tiene una base de Mal'cev
de longitud d.
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Demostración. El caso d = 1 es trivial.
Si d > 1, sea xd un elemento del centro de Γ tal que Γ/〈xd〉 es libre de torsión y

de�namos Γd = 〈x〉. El grupo Γ/Γd es un τ -grupo de longitud de Hirsch d − 1 y por
hipótesis inductiva existe una base de Mal'cev (x1Γd, . . . , xd−1Γd) de Γ/Γd. Veamos que
(x1, . . . , xd) es base de Mal'cev de Γ. Si Γi = 〈xi, . . . , xd〉, es claro que Γ/Γd = Γ1/Γd ≥
. . . ≥ Γd−1/Γd ≥ Γd/Γd = 1 es la cadena de subgrupos asociada a (x1Γd, . . . , xd−1Γd).
De esto se sigue que Γ = Γ1 ≥ . . . ≥ Γd es una cadena central tal que xi genera
Γi módulo Γi+1 para i < d. Luego como Γd está en el centro de Γ y xd genera Γd,
(x1, . . . , xd) es base de Mal'cev de Γ. �

Observación 5.6. En la de�nición de base de Mal'cev no es necesario pedir que Γ sea
un τ -grupo ni que d sea su longitud de Hirsch. Si un grupo Γ tiene una base de Mal'cev
de longitud d, éste resulta un τ -grupo de longitud de Hirsch igual a d.

Nos interesa extender la de�nición de base de Mal'cev para algunos grupos pro-p.
Si G es un grupo pro-p y x ∈ G, entonces el mapa

ϕ : Z→ G

dado por ϕ(n) = xn, es un homomor�smo de grupos que por la Proposición 4.17 se
extiende a un único homomor�smo continuo

ϕ̂ : Zp → G.

Para λ ∈ Zp, se de�ne xλ = ϕ̂(λ). Esta de�nición extiende la de�nición de xn para n
entero.

Lema 5.7. Sea G un grupo pro-p, x ∈ G y λ, δ ∈ Zp. Entonces
xλ+δ = xλxδ,
xλδ = (xλ)δ,
(xλ)−1 = x−λ = (x−1)λ.

Demostración. La primera propiedad sigue por ser ϕ̂ es un homomor�smo.
Para probar la segunda, �jamos λ ∈ Zp. El mapa n → (xλ)n se extiende al mapa

δ → (xλ)δ. Por otro lado (xλ)n = (ϕ̂(λ))n = ϕ̂(nλ) = xλn, y el mapa δ → xλδ es un
homomor�smo continuo que extiende a n→ xλn. Por unicidad se sigue que (xλ)δ = xλδ.
La tercera se prueba con argumentos análogos a las dos anteriores. �

Corolario 5.8. Si G un grupo pro-p y x ∈ G, entonces la clausura del grupo generado
por x es xZp = {xλ : λ ∈ Zp}.

Demostración. xZp es un subgrupo cerrado pues es la imagen por ϕ̂ del grupo compacto
Zp y como Z es denso en Zp, entonces xZ = ϕ̂(Z) es denso en xZp . �

Corolario 5.9. Sea G un grupo pro-p y N Cc G tal que G/N ∼= Zp como grupos
abstractos. Entonces G/N ∼= Zp como grupos topológicos y además existe x ∈ G tal que
G = xZpN .

Demostración. Si ψ : Zp → G/N es un isomor�smo, la preimagen de un subgrupo
abierto, y por lo tanto de índice �nito, de G/N es un subgrupo de índice �nito en Zp y
por lo tanto abierto, pues Zp es �nitamente generado (generado topológicamente por
un elemento). Luego ψ es continua y biyectiva y como Zp y G/N son grupos compactos
Hausdor�, entonces ψ es un homeomor�smo. �
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De�nición 5.10. Sea G un grupo pro-p. Una d-upla (x1, . . . , xd) de elementos de
G se dice base de Mal'cev de G, si existe una serie central de subgrupos cerrados
G = G1 ≥ G2 ≥ . . . ≥ Gd ≥ Gd+1 = 1 tales que Gi/Gi+1

∼= Zp para 1 ≤ i ≤ d y
Gi = 〈xi〉Gi+1.

Según la Proposición 4.15 y el Corolario 5.8, se tiene que 〈xi〉Gi+1 = x
Zp

i Gi+1. Luego
es fácil ver que la serie G = G1 ≥ G2 ≥ . . . ≥ Gd ≥ Gd+1 = 1 de la de�nición está
completamente determinada por la base.

Proposición 5.11. Sea (x1, . . . , xd) una base de Mal'cev de un grupo pro-p G. Entonces
todo elemento x ∈ G se escribe de manera única como

(5.2) x = xλ11 . . . xλdd , λi ∈ Zp.
Además, si G = G1 ≥ G2 ≥ . . . ≥ Gd ≥ Gd+1 = 1 es la serie asociada a dicha base,
según la De�nición 5.10, entonces

(5.3) Gi = {xλii . . . x
λd
d : λk ∈ Zp}.

Demostración. La demostración es esencialmente la misma que la de la Proposición
5.4. Para ver la unicidad de la expresión (5.2), basta observar que xλi /∈ Gi+1 si λ 6= 0.
Si esto no es cierto, entonces el conjunto {λ : xλi ∈ Gi+1} es un subgrupo cerrado
no trivial de Zp, pues es el núcleo de la composición λ 7→ xλiGi+1 y por lo tanto es
de la forma λ0Zp para algún λ0 6= 0. Pero λ0Z tiene índice |λ0|−1

p y esto implica que
Gi/Gi+1 tiene un subgrupo de índice �nito, lo cual es absurdo pues Gi/Gi+1 es isomorfo
a Zp. �

Corolario 5.12. Sea G un grupo pro-p con base de Mal'cev (x1, . . . , xd). Entonces el

mapa ϕ : Zdp → G dado por (λ1, . . . , λd) 7→ xλ11 . . . xλdd es un homeomor�smo.

Demostración. Sabemos que este mapa es biyectivo. Como Zdp y G son compactos,
entonces basta ver que este mapa es continuo. Esto es así pues ϕ = ϕ1 . . . ϕd, donde
ϕi((λ1, . . . , λd)) = xλii y los mapas ϕi son continuos. �

De�nición 5.13. La d-upla de coordenadas de un elemento x ∈ G respecto de la base
(x1, . . . , xd) es la d-upla (λ1(x), . . . , λd(x)) tal que x = x

λ1(x)
1 . . . x

λd(x)
d .

Proposición 5.14. Sea Γ un τ -grupo de longitud de Hirsch d y sea (x1, . . . , xd) una
base de Mal'cev de Γ con serie asociada Γ = Γ1 ≥ Γ2 ≥ . . . ≥ Γd ≥ Γd+1 = 1. Sean

G = Γ̂p y Gi = Γi. Entonces (x1, . . . , xd) es base de Mal'cev del grupo pro-p G y
G = G1 ≥ . . . ≥ Gd ≥ Gd+1 = 1 es la serie central asociada.

Demostración. Es claro que Gi es un subgrupo normal cerrado de G, y usando argu-
mentos de densidad y continuidad se obtiene que [G,Gi] ⊆ Gi+1. Además, para cada i
tenemos Gi = Γi = xZi Γi+1 = x

Zp

i Γi+1 = x
Zp

i Gi+1. Luego (x1, . . . , xd) es base de Mal'cev
de G y G = G1 ≥ G2 ≥ . . . ≥ Gd ≥ Gd+1 = 1 es la serie central asociada. �

De ahora en más, G es un grupo pro-p con base de Mal'cev (x1, . . . , xd) y con serie
central asociada G = G1 ≥ G2 ≥ . . . ≥ Gd ≥ Gd+1 = 1.

De�nición 5.15. Sea H un subgrupo de G de índice �nito. Una d-upla (h1, . . . , hd)
de elementos de H se dice base buena de H si para todo i = 1, . . . , d se tiene H ∩Gi =

h
Zp

i (H ∩Gi+1).

Proposición 5.16. Sea H un subgrupo de G con base buena (h1, . . . , hd). Entonces:



NOTAS DE CURSOS � ELENA V, 2010 167

hi ∈ Gi \ Gi+1 y H ∩ Gi = 〈hi, . . . , hd〉 para 1 ≤ i ≤ d. En particular H es un
subgrupo cerrado.
(h1, . . . , hd) es una base de Mal'cev de H y por lo tanto todo elemento x ∈ H

puede escribirse de manera única como x = hλ11 . . . hλdd con λi ∈ Zp.
Demostración. Para la primera parte la prueba es por inducción. Por de�nición se tiene
que hi ∈ Gi para todo i. Además, para cada i tenemos que [Gi : Gi∩H] ≤ [G : H] <∞.
Si para algún i tenemos que hi ∈ Gi+1, entonces H ∩Gi = H ∩Gi+1 y por lo tanto [Gi :
H∩Gi+1] = [Gi : H∩Gi] <∞, pero [Gi : H∩Gi+1] = [Gi : Gi+1][Gi+1 : H∩Gi+1] =∞.
Por otro lado, H ∩ Gd = 〈hd〉 y si asumimos que H ∩ Gi+1 = 〈hi+1, . . . , hd〉, entonces
H ∩Gi = h

Zp

i 〈hi+1, . . . , hd〉 = 〈hi, . . . , hd〉.
Para probar la segunda parte de�nimos Hi = H ∩ Gi. e Entonces H = H1 ≥ H2 ≥

. . . ≥ Hd ≥ Hd+1 es una serie central de subgrupos cerrados de H. Además

Hi/Hi+1 = (H ∩Gi)/(H ∩Gi+1) = (H ∩Gi)/((H ∩Gi) ∩Gi+1) ∼=
∼= (H ∩Gi)Gi+1/Gi+1 = h

Zp

i Gi+1/Gi+1
∼= h

Zp

i
∼= Zp

Finalmente, por de�nición se tiene Hi = h
Zp

i Hi+1. Luego (h1, . . . , hd) es base de Mal'cev
de H. �

Proposición 5.17. Todo subgrupo abierto H de G tiene una base buena (h1, . . . , hd).
Además (h′1, . . . , h

′
d) es base buena de H si y sólo si existen wi ∈ H ∩ Gi+1 y λi ∈ Z∗p

tales que h′i = hλii wi para todo i.

Demostración. Para la primera parte observemos que por ser H un subgrupo cerrado
de índice �nito, entonces [Gi : H ∩ Gi] ≤ [G : H] < ∞. Además para cada i tenemos
(H∩Gi)/(H∩Gi+1) ∼= (H∩Gi)Gi+1/Gi+1 que es subgrupo cerrado de Gi/Gi+1 de índice
�nito, pues (H∩Gi)Gi+1 es cerrado y por lo anterior tenemos que [Gi : (H∩Gi)Gi+1] <
∞. Luego (H ∩ Gi)/(H ∩ Gi+1) ∼= Zp, y por lo tanto existe hi ∈ H ∩ Gi tal que
(H ∩Gi)/(H ∩Gi+1) = h

Zp

i (H ∩Gi+1) (Corolario 5.9). Luego H ∩Gi = h
Zp

i (H ∩Gi+1).
Finalmente la d-upla (h1, . . . , hd) es una base buena de H.
Supongamos que (h′1, . . . , h

′
d) es otra base buena de H. Al ser h′i

Zp(H ∩ Gi+1) =

hi
Zp(H ∩ Gi+1), entonces existen λi ∈ Zp y wi ∈ H ∩ Gi+1 tales que h′i = hλii wi.

Intercambiando los roles de hi y h′i se obtienen δi ∈ Zp y ki ∈ H ∩ Gi+1 tales que
hi = h′i

δiki. Así hi = hδiλii ri para algún ri ∈ H ∩ Gi+1. Luego h
1−δiλi
i ∈ H ∩ Gi+1, lo

cual ocurre sólo cuando 1 = δiλi, por lo tanto λi ∈ Z∗p.
Recíprocamente, si (h′1, . . . , h

′
d) es una d-upla en las condiciones de la proposición,

entonces h′i
ZpH ∩ Gi+1 = h

Zp

i H ∩ Gi+1 y por lo tanto H ∩ Gi = h′i
ZpH ∩ Gi+1. Luego

(h′1, . . . , h
′
d) es base buena de H. �

Proposición 5.18. Una d-upla (h1, . . . , hd) de elementos de G es base buena para
algún subgrupo de G de índice �nito si y sólo si

hi ∈ Gi \Gi+1 y [hi, hj] ∈ 〈hj+1, . . . , hd〉 si i ≤ j ≤ d.

Demostración. La condición necesaria se sigue de la Proposición 5.16.
El subgrupo H = 〈h1, . . . , hd〉 es cerrado y de índice �nito. En efecto, [Gi : H∩Gi] =

[Gi : (H ∩ Gi)Gi+1][(H ∩ Gi)Gi+1 : H ∩ Gi] = [Gi : (H ∩ Gi)Gi+1][Gi+1 : H ∩ Gi+1].
Por ser hi ∈ Gi \ Gi+1, entonces [Gi : (H ∩ Gi)Gi+1] < ∞. Luego iterando la fórmula
anterior se tiene que [G : H] <∞.
Veamos que H ∩ Gi = 〈hi, . . . , hd〉. La condición hi ∈ Gi \ Gi+1 y el hecho de que

Gi es cerrado para todo i implican que 〈hi, . . . , hd〉 ≤ H ∩ Gi. Por otro lado, como
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[hi, hj] ∈ 〈hj+1, . . . , hd〉 si i ≤ j ≤ d, se sigue que todo h ∈ H puede escribirse
como h = hλ11 . . . hλdd con λi ∈ Zp. Si además h ∈ Gi, entonces λk = 0 si k < i,
pues hk ∈ Gk \ Gk+1 para todo k. Luego H ∩ Gi = 〈hi, . . . , hd〉 = h

Zp

i 〈hi+1, . . . , hd〉 =

h
Zp

i H ∩ Gi+1, donde en la segunda igualdad hemos usado nuevamente que [hi, hj] ∈
〈hj+1, . . . , hd〉 si i ≤ j ≤ d. �

Ahora a un elemento x ∈ G le asociamos sus coordenadas (λ1(x), . . . , λd(x)) respecto
de la base (x1, . . . , xd). Así, por ejemplo, a xi le corresponde (0, . . . , 1︸︷︷︸

i

, . . . , 0). Si

(h1, . . . , hd) es un base buena de algún subgrupo de G, entonces las coordenadas de hi
son de la forma (0, . . . , 0, λii︸︷︷︸

i

, λi(i+1), . . . , λid). Luego a cada base buena (h1, . . . , hd) se

le puede asociar una matriz triangular superior

(5.4)


λ11 λ12 λ13 . . . λ1d

0 λ22 λ23 . . . λ2d

0 0 λ33 . . . λ3d
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . λdd


con λij ∈ Zp y tal que

∏d
i=1 λii 6= 0 según la Proposición 5.16.

De ahora en más denotaremos por Tr(d,Zp) al conjunto de matrices triangulares
superiores de tamaño d con entradas en Zp.

Proposición 5.19. Si H es un subgrupo cerrado de G de índice �nito, es decir abierto,
con base buena (h1, . . . , hd) y matriz asociada (5.4), entonces [G : H] =

∏d
i=1 |λii|−1

p .

Demostración. En efecto,

[Gi : Hi] = [Gi : HiGi+1][HiGi+1 : Hi] = [Gi : xλiii Gi+1][Gi+1 : Hi+1] = |λii|−1
p [Gi+1 : Hi+1],

y por lo tanto [G : H] = [G1 : H1] =
∏d

i=1 |λii|−1
p . �

5.2. Integrales p-ádicas y las funciones zeta locales.

Recordemos que la medida de Haar en el grupo compacto Zp es la única medida
boreliana positiva µ con las siguientes propiedades:

µ es invariante por traslaciones, es decir, µ(x + S) = µ(S) para todo x ∈ Zp y
para todo S boreliano.
µ(Zp) = 1.

En particular, µ(pkZp) = p−k pues Zp es la unión de las pk coclases distintas de pkZp
que son traslaciones de pkZp.
La medida de Haar en Tr(d,Zp) es la medida producto identi�cando a Tr(d,Zp) como

Zd(d+1)/2
p .

Proposición 5.20. Para cada subgrupo cerrado H de G de índice �nito, seaM(H) ⊆
Tr(d,Zp) el conjunto de todas las matrices triangulares superiores sobre Zp que se
obtienen de bases buenas para H como en (5.4). Entonces M(H) es un subconjunto

abierto de Tr(d,Zp) con medida de Haar µ(M(H)) = (1− p−1)d
∏d

i=1 |λii|i.

Para la demostración de la Proposición 5.20 necesitamos el siguiente lema.
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Lema 5.21. Sea G un grupo pro-p con base de Mal'cev (x1, . . . , xd) y sea ϕ : Zdp → G el

mapa dado por (λ1, . . . , λd) 7→ xλ11 . . . xλdd y sea H un subgrupo abierto de G. Entonces
ϕ−1(H) y ϕ−1(gH) tienen igual medida en Zdp, para todo g ∈ G, y el valor de esta
medida es [G : H].

Demostración. Si d = 1 la a�rmación es claramente cierta.
Para d > 1 sea (h1, . . . , hd) una base buena de H y denotemos Hi = Gi∩H. Entonces

ϕ−1(gH) = {(λ1, . . . , λd) : xλ11 . . . xλdd ∈ gh
Zp

1 H2},

y si g = xδ11 . . . xλdd y hi = xλiii . . . xλddd es fácil ver que para cada λ ∈ Zp existe un
gλ ∈ G2 tal que ghλ1 = xδ1+λ11λ

1 gλ y que la aplicación λ 7→ gλ es continua. En efecto,
gλ = x−δ−λ11λ1 ghλ1 . Luego

ϕ−1(gH) = {(λ1, . . . , λd) : λ1 = δ1 + λ11λ, x
λ2 . . . xλdd ∈ gλH2, λ ∈ Zp}.

Por hipótesis inductiva los conjuntos {(λ2, . . . , λd) : xλ22 . . . xλdd ∈ gλH2} tienen todos
igual medida independientemente de λ y gλ. Sean a1H2, . . . , arH2 las distintas coclases
de H2 y sea Ai = {λ ∈ Zp : gλ ∈ aiH}. Como λ 7→ gλ es continua, entonces los
conjuntos Ai son abiertos, disjuntos dos a dos, y

ϕ−1(gH) =
r⋃
i=1

(δ1 + λ11Ai)× aiH2.

Más aún, los r conjuntos de esta unión son disjuntos dos a dos y tienen medida
|λii|µ(Ai)[G2 : H2]−1, por lo tanto

µ(ϕ−1(gH)) =
r∑
i=1

|λ11|pµ(Ai)[G2 : H2]−1 = |λ11|p[G2 : H2]−1,

y este valor no depende de g. Luego µ(ϕ−1(gH)) = [G : H] para todo g ∈ G. �

Demostración de la Proposición 5.20. Sea (g1, . . . , gd) una base buena de H. Según la

Proposición 5.17 se tiene que (h1, . . . , hd) es base buena de H si y sólo si hi ∈ g
Z∗
p

i Hi+1.
Por el Corolario 5.12 aplicado a Hi con base de Mal'cev (gi, . . . , gd) se obtiene que

g
Z∗
p

i Hi+1 es un subconjunto abierto de Hi y por lo tanto es también subconjunto abierto
de Gi. Nuevamente por el Corolario 5.12 aplicado a Gi con base de Mal'cev (xi, . . . , xd)

resulta que el conjunto {(λi, . . . , λd) : xλii . . . x
λd
d ∈ g

Z∗
p

i Hi+1} es abierto en Zd−i+1
p .

Puesto que M(H) es un producto de conjuntos de este tipo, entonces es abierto en
Tr(d,Zp). La medida deM(H) está dada entonces por

µ(M(H)) =
d∏
i=1

µ({(λi, . . . , λd) : xλii . . . x
λd
d ∈ g

Z∗
p

i Hi+1}).

Consideremos ahora el mapa λ 7→ gλ del lema anterior usando Gi en vez de G y Gi+1

en vez de G2. Entonces procediendo como en la demostración del lema se obtiene que

µ({(λi, . . . , λd) : xλii . . . x
λd
d ∈ g

Z∗
p

i Hi+1}) = |λii|pµ(Z∗p)[Gi+1 : Hi+1]

= (1− p−1)|λii|p[Gi+1 : Hi+1].

Luego

µ(M(H)) = (1− p−1)d
d∏
i=1

|λii|p[Gi+1 : Hi+1],
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y usando que [Gi : Hi] =
∏d

j=i |λjj|p obtenemos �nalmente que

µ(M(H)) = (1− p−1)d
d∏
i=1

|λii|ip.

�

Proposición 5.22. Sea Γ un τ -grupo con longitud de Hirsch igual a d y sea G su
completación por-p. Entonces

(5.5) ζΓ,p(s) = ζG(s) = (1− p−1)−d
∫
M

d∏
i=1

|λii|s−ip ,

dondeM es la unión de todos losM(H) con H subgrupo de G de índice �nito.

Demostración. Usando las Proposiciones 5.19 y 5.20 se tiene

[G : H]−s =
d∏
i=1

|λii|sp

=

(
d∏
i=1

|λii|s−ip

)(
d∏
i=1

|λii|ip

)

=

(
d∏
i=1

|λii|s−ip

)
µ(M(H))(1− p−1)−d

=
1

(1− p−1)d

∫
M(H)

|λ11|s−1
p . . . |λdd|s−dp dµ.

Luego, por el Corolario 5.2 se tiene que

ζΓ,p(s) = ζG(s) =
∑
H≤fG

[G : H]−s =
1

(1− p−1)d

∫
M
|λ11|s−1

p . . . |λdd|s−dp dµ.

�

5.3. Un teorema de Denef y la racionalidad de los factores locales.

A partir de la representación integral (5.5), la racionalidad de los factores locales
de la función zeta de un τ -grupo se sigue de un teorema de Denef [2]. En esta última
sección sólo presentamos este resultado.
Consideremos ahora la medida de Haar en Znp y denotemos por νp a la valuación

p-ádica de Zp. Para una función f : Znp → Zp tal que νp(f(X)) toma constantemente
el valor k en el conjunto medible S ⊂ Znp se tiene∫

S

|f(X)|spdµ = µ(S)p−ks.

Si νp(f(X)) no es constante, dividiendo el dominio como unión disjunta de los conjuntos
Vf (k) = {X ∈ Znp : νp(f(X)) = k}, resulta que∫

Zn
p

|f(X)|spdµ =
∞∑
k=0

µ(Vf (k))p−ks.

Para enunciar el Teorema de Denef necesitamos algunas de�niciones de la lógica y la
teoría de conjuntos.



NOTAS DE CURSOS � ELENA V, 2010 171

El lenguaje de primer orden L de Qp consiste de los símbolos lógicos usuales, in-
cluyendo los cuanti�cadores ∀,∃, símbolos para variables, un símbolo constante para
cada elemento de Qp, símbolos de relación binaria “ + ” y “ · ”, y símbolos de relación
“ = ” y “|” (donde x|y se interpreta como νp(x) ≤ νp(y)). Una fórmula de L es una
expresión con sentido construida usando sólo estos símbolos. Un subconjunto V ⊆ Qm

p

se dice de�nible si existe una fórmula ϕ(x1, . . . , xm) de L, que consiste en exactamente
m variables xi, tal que

V = {X ∈ Qm
p : ϕ(X) es verdad}.

Teorema 5.23 (Denef). Sea V ⊆ Zmp un subconjunto de�nible de Qm
p y sean h y k

polinomios en m variables sobre Zp. Entonces existen polinomios P y Q sobre Q tales
que ∫

V

|h(X)|p|k(X)|spdµ =
P (p−s)

Q(p−s)
,

para todo s ∈ R positivo su�cientemente grande.

Para aplicar el Teorema de Denef observamos que la expresión (5.5) puede ree-
scribirse:

ζΓ,p(s) = (1− p−1)−d
∫
M

d∏
i=1

|λii|s−ip dµ

= (1− p−1)−d
∫
M
|
d∏
i=1

λd−iii |p|
d∏
i=1

λii|s−dp dµ.

El integrando de la última expresión es del tipo que aparece en el Teorema de Denef
(cambiando s por s−d). Por lo tanto sólo hay que probar que el conjuntoM es de�nible
para probar el Teorema 3.12, que reenunciamos a continuación.

Teorema 5.24. Sea Γ es un τ -grupo y p un número primo. Entonces existen polinomios
P y Q con coe�cientes enteros tales que

ζΓ,p(s) =
P (p−s)

Q(p−s)
.

Para probar queM es un conjunto de�nible necesitamos el siguiente resultado.

Teorema 5.25 (P. Hall). Sea Γ un τ -grupo con base de Mal'cev (x1, . . . , xd) e identi-
�quemos Γ con Zd usando esta base. Entonces:

El mapa ϕ : Γ × Z = Zd × Z → Γ = Zd dado por ϕ(γ, k) = γk para γ ∈ Γ y
k ∈ Z es polinomial de Zr+1 a Zr con coe�cientes racionales.
El mapa ψ : Γ× Γ = Zd × Zd → Γ = Zd dado por ψ(γ, δ) = γδ para γ, δ ∈ Γ es
polinomial de Zd × Zd en Zd con coe�cientes racionales.

Estos mismos polinomios extienden los mapas anteriores a ϕ : Γ̂p×Zp = Zdp×Zp → Zdp
y ψ : Γ̂p × Γ̂p = Zdp × Zdp → Γ̂p = Zdp.
Según la Proposición 5.18 se tiene que una matriz triangular superior M de �las

Mi = (0, . . . , 0, λii, λi(i+1), . . . , λid) está enM si y sólo si∏d
i=1 λii 6= 0,

[hi, hj] ∈ 〈hj+1, . . . , hd〉 si i ≤ j, donde hi = xλiii . . . xλidd .
La primera condición está claramente escrita en el lenguaje de primer orden de Qp. La
segunda condición equivale a la siguiente:
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∃βj+1, . . . , βd ∈ Zp : [hi, hj] = ϕ(hj+1, βj+1) . . . ϕ(hr, βr).
Pero [hi, hj] = ψ(ψ(hi, hj), ψ(ϕ(hi,−1), ϕ(hj,−1)) es polinomial. Por lo tanto esta
última condición también puede escribirse en el lenguaje de primer orden de Qp. Luego
M es de�nible, como queríamos demostrar.
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