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Prefacio

Los Encuentros Nacionales de Algebra vienen realizandose en las Sierras de Cordoba,
periddicamente y con gran éxito, desde que en 2003 tuvo lugar el primero. El segundo
Encuentro elENA IT se realiz6 en 2004 y a partir de éste se hicieron en forma bianual:
elENA TIT (2006) y elENA IV (2008).

El Quinto Encuentro Nacional de Algebra elENA V, se llevard a cabo durante los
dias 9 al 14 de agosto de 2010, en el Hotel del Lago, la Falda, Sierras de Cordoba, con
la presencia de numerosos matematicos del pais y también del extranjero. Por ejemplo,
esperamos contar con la grata presencia de representantes de universidades y centros
de Uruguay, Chile, Paraguay, Brasil, Espana, Francia y los Estados Unidos.

Asimismo, se prevé la asistencia de muchos alumnos de Licenciatura, Maestria y
Doctorado en Matematicas de todo el pais y también del Uruguay.

En nombre del Comité Académico y del Comité Organizador, respectivamente, nos es
grato poner aqui a disposicion de los asistentes a dichos cursos, y del ocasional lector, las
notas de 7 de los 9 cursos dictados en dicho encuentro. Aprovechamos esta oportunidad
para agradecer a todos los cursistas por preparar sus cursos y muy especialmente a
aquellos que se han tomado el enorme trabajo de escribir estas notas con antelacion,
para que estén disponibles al momento del encuentro. Estas representan sin duda una
gran ayuda para el seguimiento y mejor aprovechamiento de los cursos por parte de los
asistentes.

Nicolas Andruskiewitsch Ricardo Podesta

Cordoba, 2 de agosto de 2010.
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ALGEBRA DIFERENCIAL

LISI D’ALFONSO

RESUMEN. En estas notas introducimos nociones basicas de algebra diferencial. En
particular presentamos el Teorema del Elemento Primitivo Diferencial y lo aplicamos
para dar una descripcion alternativa de ciertos sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias polinomiales.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales han demostrado ser una herramienta de gran utilidad en
una amplia variedad de areas como la ingenieria, la biologia o la quimica. Un tratamien-
to frecuente para la resolucion numeérica (o no) de sistemas de ecuaciones diferenciales
consiste en transformar el sistema en otro equivalente pero de manejo mas sencillo para
luego encontrar las soluciones de este nuevo sistema.

Es natural pensar en modificar el sistema de ecuaciones diferenciales por medio de
manipulaciones puramente algebraicas y derivaciones de las ecuaciones involucradas.
El conjunto de todas las ecuaciones que pueden ser obtenidas de este modo (y que van
a ser verificadas por todas las soluciones del sistema) forman un ideal que se llama
el ideal diferencial asociado al sistema y el punto clave es encontrar una descripciéon
“simple” de este ideal. Esta idea fue una de las motivaciones del desarrollo del algebra
diferencial iniciada por J.F. Ritt [10] y continuada por E.R. Kolchin [4].

En este contexto una nocién importante es la de representacion resolvente de un ide-
al diferencial primo en un anillo de polinomios diferenciales. Tal nociéon fue introducida

Financiacién: UBACyT X211 (2008-2010) y ANPCyT PICT2007-816.
Agradecimientos: a Gabriela Jeronimo y a Pablo Solern6 por su colaboracién para escribir estas
notas.
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por Ritt (ver [10, 9]) como una herramienta dirigida hacia una teoria de eliminacion al-
gebraica en el marco de las ecuaciones diferenciales, aunque sus inicios (desde el punto
de vista de la geometria algebraica) pueden encontrarse ya en los trabajos de Kronecker
(ver [5]). A grandes rasgos, una representacion resolvente de un ideal diferencial primo
provee una parametrizacion de los ceros del ideal por medio de los ceros de un tinico
polinomio diferencial irreducible. Este fenémeno es bastante general y puede ser inter-
pretado en varios contextos, a priori diversos: la existencia del elemento primitivo de
extensiones de cuerpos separables o de un vector ciclico en sistemas diferenciales line-
ales de primer orden, asi también como el “shape lemma” en el ambito de la geometria
algebraica o analitica son ejemplos de “representaciones resolventes”.

En estas notas daremos los principales resultados basicos del algebra diferencial (Sec-
cién 1). En la Seccion 2 presentamos la existencia del Elemento Primitivo siguiendo
Seidenberg. Finalmente, en la Seccion 3 se utiliza la construccion del elemento prim-
itivo para deducir la existencia de una representacion resolvente "a la Ritt” con las
caracteristicas descriptas arriba.

Las notas se complementan con ejercicios adicionales presentados con el objeto de
ayudar al lector la comprension de las distintas nociones presentadas y la resolucion de
los mismos es independiente de la lectura de las mismas.

1. PRELIMINARES

El objetivo de este curso es el estudio, desde un punto de vista algebraico, de cier-
to tipo de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias en las que las ecuaciones
estan dadas por polinomios en las variables incognitas y sus derivadas (a las que con-
sideraremos como variables independientes) y con coeficientes en un cuerpo diferencial
arbitrario que contenga a Q. A estas ecuaciones las llamaremos ecuaciones diferenciales
algebraicas o, brevemente, DAE.

Ejemplo 1.1. Si z es una variable compleja, la ecuaciéon en X y sus derivada dada por
22(62X)? —sen(2)X? +¢e* =0

es una DAE dada por un polinomio en las variables X, 60X, 62X y con coeficientes en
el cuerpo de funciones meromorfas en la variable z.

Ejemplo 1.2. Por otro lado, en el mismo contexto del Ejemplo 1.1, la ecuacion
22(62X)% — 2%sen(X) +e* =0

no es una DAE.

Sin embargo, agregando una nueva variable Y = sen(X), derivando dos veces, vemos
que Y satisface la ecuacion 6X6?Y + Y (6X)? — Y 6%X = 0. Tenemos entonces que las
soluciones de la ecuacion original son algunas de las soluciones del sistema de DAEs:

22(0%2X)3 — 22Y + €7 =0
0X0*Y +Y(6X)? —0Y8X = 0

Este ultimo ejemplo muestra que el tipo de ecuaciones que estamos considerando no
es tan restrictivo como parece.

En este curso nos concentraremos en algunos resultados sobre extensiones de cuerpos
diferenciales, que pueden considerarse como versiones diferenciales de resultados clasi-
cos del dlgebra conmutativa y de la teoria de extensiones de cuerpos, que nos permitiran
manipular y simplificar los sitemas DAEs dados.
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Aunque en este curso solo consideraremos sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narios (es decir, con derivada respecto de una tinica variable), muchas de las nociones
y propiedades introducidas pueden extenderse a sistemas de ecuaciones en derivadas
parciales.

1.1. Definiciones basicas.
Sea R un anillo conmutativo. Una derivacion sobre R es una aplicaciéon 6 : R — R
tal que para cada a,b € R se verifica
» §(a+0b) =0d(a) + (D)
» §(a-b)=0(a)-b+a-i(b)
Nos referiremos al par (R, ) como un anillo diferencial ordinario.
El anillo (R, J) es un dominio diferencial (respectivamente, un cuerpo diferencial) si
es un dominio integro, es decir si a-b = 0 implica que a = 0 6 b = 0 (resp. un cuerpo).
Si (K, ) es un cuerpo diferencial y a,b € K, a # 0, tenemos que

5(6)25(%17) :a-6<g>+5(a).g

5 (g) _ ad(b) = d(a)p.

a a?

y, por lo tanto

Asi, si K es el cuerpo de fracciones de un dominio diferencial (R,d), K resulta un
cuerpo diferencial con la derivacion usual del cociente. Mas atin, como §(1) =4§(1-1) =
1-6(1)+6(1)-1, tenemos que §(1) = 0 y que la derivada en R coincide con la derivada
en K para todos los elementos de R.

Ejemplo 1.3. Ejemplos de anillos diferenciales

1. Cualquier anillo R puede ser considerado un anillo diferencial con la derivacion
trivial 6 : R — R dada por 6(r) = 0 para todo r € R.

2. El anillo de todas las funciones C* en una variable ¢ sobre R es un anillo dife-
rencial ordinario con § = 4 pero no es un dominio. (Ver Ejercicio 1).

3. El anillo de todas las funciones enteras en la variable compleja z, es decir, holo-
morfas en C, es un dominio diferencial con § = d%. Su cuerpo de fracciones es el
cuerpo diferencial de todas las funciones meromorfas. (Ver Ejercicio 1).

4. El anillo de polinomios diferenciales.

Sea (K, 0) un cuerpo diferencial ordinario que contiene a los nimeros racionales.
Por ejemplo K = Q,R6 Ccon 6 :=0,6 K = Q(t), R(t) 6 C(t) con la derivacion
usual 6(t) = 1, etc.

Si Xi,...,X, es un conjunto arbitrario de indeterminadas diferenciales sobre

K (es decir, X1,...,X,,0Xq,...,0X,,... son algebraicamente independientes

sobre K) por comodidad, denotamos XJ(»p ) a la p-ésima derivada sucesiva de

X; (j = 1,...,n) y escribimos Xj para designar a la derivada primera, o sea
Xj =0(Xj),y X]@ = X;. Ademas, usaremos las notaciones X := {X,..., X},
X0 .= {xP XPyy X = (XD 0<i<p).

El anillo de polinomios en infinitas variables K[X®), p € N, se llama el anillo
de polinomios diferenciales en las variables X y se lo denota por K{Xj,..., X,,}
(o simplemente K{X}).

Dado H € K{X}, la siguiente formula recursiva define una derivacion en
K{X} que lo hace un anillo diferencial ordinario:
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HO .= H,

OHw-» .
H® = §|(HPD)| + Z TX;H), para p > 1,
i€Np,1<j<a aX]

donde 6|(H®~Y)] es el polinomio que se obtiene de H®~Y aplicando la derivacion
0 a todos sus coeficientes. Si  restringido a K es cero este término es siempre
cero.

Dado un polinomio diferencial H € K{X}, diremos que H tiene orden e si
alguna de las variables X](e) aparece en H y ninguna de las variables X;S) con
s > e aparece, es decir, e es el maximo orden de derivacion al que aparece en H

cualquiera de las variables.

Definicién 1.4. Los elementos de un anillo diferencial (R,0) que satisfacen §(r) = 0
se llaman constantes. (Ver Ejercicio 2)

1.2. Ideales diferenciales.

Un subconjunto no vacio I de un anillo conmutativo R es un ideal si para todo
a,belytodor e Rba+belyr-ac€l. Si(R,0)esun anillo diferencial, I C R
es un tdeal diferencial si es un ideal que ademas es cerrado por 9, es decir, para todo
acl, o(a)el

Si A es un subconjunto de elementos del anillo R, notamos por (A) al menor ideal
de R que contiene a A. Asi, un elemento a € (A) si, y solo si, existen ay,...a, € Ay
bi,...,b, € Rtalque a = by-a;+- - -+b,-a,. Si (R, ) es un anillo diferencial, denotamos
[A] al menor ideal diferencial que contiene al conjunto A. Es claro que los ideales (A) y
[A] pueden ser distintos ya que el segundo debe ser cerrado por derivaciones mientras
que el primero no, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5. Consideremos el anillo de polinomios diferenciales en una sola variable
C{X}. El ideal (X2 — X) es el conjunto de todos los miltiplos H(X)(X? - X) con
H(X) e C{X}. Por otro lado, el polinomio 2X X — X pertenence al ideal [X? — X]
pues 2X X®) — X = §(X? — X). (Ver Ejercicio 3).

Sea R un anillo e I C R un ideal. Consideremos la relacion de equivalencia entre los
elementos de R dada por a ~ b si, y solo si, a —b € [ y para cada a € R, notemos
por a a su clase de equivalencia. El conjunto de estas clases de equivalencia, al que
notaremos R/I, resulta ser un anillo con las operaciones a +b=a+bya-b=a-b.

Si (R, 6) es un anillo diferencial e I C R es un ideal diferencial, entonces R/ resulta

también un anillo diferencial definiendo la derivacion 6(a) = d(a) (ver Ejercicio 5).
Diremos que I C R es un ideal primo si cada vez que a-b € [ y a ¢ I entonces

b € I. Observar que el ideal I C R es primo si, y solo si, el anillo R/I es un dominio

integro. Un ideal diferencial que ademas es primo se llama un ideal primo diferencial.

2. POLINOMIOS DIFERENCIALES Y ELEMENTO PRIMITIVO DIFERENCIAL
Comenzamos esta seccion considerando dos ejemplos de sistemas de ecuaciones line-
ales que nos sirven para ilustrar los resultados que estamos buscando.
Ejemplo 2.1. Consideremos el siguiente sistema
X, = X
Xy = X3
X3 = —4X;+43X;5
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X 0 10

que puede escribirse de la forma X =M -Xcon X = | Xy | y M = 0O 0 1 ].
X3 —4 0 3

Si llamamos Y = X7, tenemos que Y = X5, Y® = X5 y el sistema se transforma en

una dnica ecuacién diferencial
Y® —3Y® 44y =0

y cuyas soluciones se obtienen encontrando las raices del polinomio Z2 — 322 44 = 0.
Es decir, como Z3 —3Z% + 4 = (Z — 2)*(Z + 1), todas las soluciones de la ecuacion
diferencial se obtienen como combinacion lineal de e, te? y e,

Recordando que Y = X;, Y = X, v Y® = X3, a partir de las soluciones de la
ecuacion se obtienen las del sistema.

Observemos que M es la matriz compaifiera del polinomio Z2 — 322 + 4.

-4 2 =2
Ejemplo 2.2. Ahora consideramos la matriz A = —7 4 —4 | y el sistema
3 -1 3
X=A-X.
v 1 0 0
Siv=(1,0,0)yC=| vA | =| -4 2 -2 |, podemos escribir
vA? —4 2 -6
A=Ct'.M.C
donde M es la matriz del ejemplo anterior, y, mediante el cambio de variables
Y
Y, | =C-X
Ys

obtenemos el mismo sistema que antes, al que podemos transformar en una tnica
ecuacion de la cual sabemos calcular las soluciones.

En general, mediante un cambio de base obtenido a partir de una descomposicion
apropiada del espacio como suma directa de subespacios ciclicos, toda matriz puede ser
llevada a una matriz con bloques en la diagonal donde cada bloque es una matriz com-
panera de un polinomio. Asi, todo sistema lineal de primer orden puede desacoplarse
en ecuaciones de orden mayor pero en una sola incégnita.

En lo que sigue mostraremos algunos resultados sobre extensiones de cuerpos diferen-
ciales. Estos resultados y en particular la version diferencial del Teorema del Elemento
Primitivo (ver |11, Theorem 1]) nos permitiran cambiar las ecuaciones que definen cier-
tos sistemas particulares por una tnica ecuacién en una nueva variable junto con las
parametrizaciones que nos permiten recuperar las variables originales.

2.1. Extensiones de cuerpos diferenciales.

Si (L, ) es un cuerpo diferencial ordinario y K es un subcuerpo de L con la derivada
restringida, diremos que L es una extension diferencial de K. Si uq, ..., u, son elemen-
tos de L, indicaremos por Kluy,...,u,|y por K{us,...,u,} al menor anillo algebraico
y diferencial respectivamente que contiene a K y a wuq,...,u, y por K(uj,...,u,) y
K ({uy,...,u,) al menor cuerpo algebraico y diferencial respectivamente que contiene a
Kyauy,...,u,.
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Como hacemos con las variables del anillo de polinomios diferenciales, si v es un
elemento de un cuerpo diferencial (K, d), notaremos por u := d(u) y por u¥ := §(u).

Definicion 2.3. Diremos que un elemento u € L es diferencialmente algebraico so-

bre un subcuerpo K si, para algin i € N, el conjunto {u,u,...,u®} es algebraica-
mente dependiente sobre K, es decir si existe una relaciéon polinomial no trivial, con
coeficientes en K, H(u,1,...,u”) = 0 satisfecha por u y sus primeras i derivadas.

Maés precisamente, si Z es una indeterminada diferencial debe existir un polinomio
H(Z) € K{Z} no nulo tal que H(u) = 0. Analogamente diremos que un conjunto
{uy,...,u,} de elementos de L es diferencialmente algebraico si existe un polinomio
H(Zy,...,Z,) € K{Z,...,Z,} no nulo tal que H(uy,...,u,) =0.

Ejemplo 2.4. El elemento t € Q(t) es diferencialmente algebraico sobre Q ya que
anula al polinomio Z — 1 € Q{Z}.

Demostramos ahora algunas propiedades bésicas de las extensiones de cuerpos dife-
renciales.

Proposicion 2.5. St u es un elemento diferencialmente algebraico sobre K entonces
existe un r € N tal que K{u) = K(u,...,u"), es decir, los elementos u") con j > r
pueden escribirse como un cociente de dos elementos de Klu, ..., u™)].

Demostracion. Como u es diferencialmente algebraico sobre K, existe un r > 0 tal que
los elementos u, i, . . ., u("”) son algebraicamente dependientes sobre K pero u, , ..., u"™
son independientes. Sea H(Z) € K{Z} un polinomio de orden r y de grado minimo en
Z" tal que H(u) = 0. Sea Sy := %. Como H tiene grado minimo en Z™) entre to-
dos los polinomios que se anulan en u, 1, ...,u"), sabemos que Sg(u,1,...,u") # 0.
Por otro lado, si consideramos el polinomio H € K[Z,...,Z"tY] ¢ K{Z}, H =
Sy - Z0+H) 4+ Recon R € K[Z,...,Z™] un polinomio que no involucra a Z"+Y  como
H(u, 4, ..., u™ u*D) =0, resulta que v+ € K(u,1,...,u"). De la misma forma,
w9 € K(u, 1, ...,u™) para todo j > 0. O

De la Proposicion 2.5 se deduce que el grado de trascendencia algebraico de K (u)
sobre K es menor que r (ver Ejercicio 6).

Corolario 2.6. Si u y v son elementos diferencialmente algebraicos sobre K, entonces
también lo son u+v, u-v y = siv# 0.

Demostracion. Ejercicio 7. O

El Teorema del Elemento Primitivo Diferencial es un paralelo del mismo teorema
algebraico (|7, Th. 4.6, Ch. V]). Afirmamos que si u y v son elementos de L diferen-
cialmente algebraicos sobre K entonces, bajo ciertas hipdtesis, existe 8 € L tal que
K({u,v) = K(0).

La demostracion en el caso algebraico se basa en el hecho de que si G(Z4,...,2Z,)
es un polinomio no nulo y K es un cuerpo infinito, existen z1,...,z, € K tal que
G(z1,...,2,) # 0. En el caso diferencial este resultado no es valido sin pedir alguna
condiciéon adicional; por ejemplo, si K es un cuerpo de constantes, el polinomio 7 se
anula sobre todo K. De hecho, el Teorema del Elemento Primitivo Diferencial no es
valido para extensiones de un cuerpo de constantes K: si X; y X5 son dos variables
algebraicas y se considera el cuerpo K (X3, X3) como un cuerpo diferencial con X, =0
vy X, = 0, se tiene que K(X;,Xy) = K(Xi,X3) vy, como para cualquier 6, K(f) =
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K(0), resulta imposible que K(X;,X,) = K(0) ya que tienen distintos grados de
trascendencia.

Para demostrar el teorema en el caso diferencial necesitamos un resultado que nos
asegure que si K es un cuerpo diferencial que contiene un elemento no constante y
G(Zy,...,Z,) es un polinomio diferencial no nulo, entonces existen z1, ..., z, € K tal
que G(z1,...,2,) # 0. En la proximos seccion nos concentraremos en la demostracion
de este resultado.

2.2. Polinomios diferenciales.
Comenzamos con el siguiente:

Lema 2.7. Sean K un cuerpo diferencial y ny,...,ns elementos de K. Eristen elemen-
tos ci, ..., cs constantes no todos nulos de K tal que cymy + ...+ csms = 0 st, y solo si,
m RN Ns
‘ . m ... Ms
el determinante de la matriz A = : . : es Cero.
7]58_1) o ngs—l)
Demostracion. Supongamos que ¢y, ..., cs son constantes de K que satisfacen cim; +
-+ 4 csns = 0. Si derivamos esta igualdad s — 1 veces obtenemos que cy,...,cs €s una
solucion no trivial del sistema de s ecuaciones con s incognitas
T Ns X1
m 775 Xz
X =0
77gsfl) gsfl) Xs

y, por lo tanto, det(A) = 0.

La otra implicacién la probaremos por induccién en s. El resultado es claro para
s = 1, supongamos entonces que es valido para todo r < s.

Tenemos entonces que det(A) = 0y, sin pérdida de generalidad, podemos suponer

Uil cee Ns—1
771 ce. 775—1
que det : ) =% 0 ya que si este determinante es 0, por hipotesis
Y
inductiva, existen constantes cy, ..., cs_1 no todas nulas que satisfacen 0 = ¢1n; +- - - +
Cs—1Ms—1 = 1M1 + - - - + 0ns, y el resultado estaria probado.
En estas condiciones, existen aq,...,as_ 1 € K tal que
U Ns—1 Ns
(03] + ot + =0.
> ey e
Tenemos entonces que a1m; + -+ + as_1ms—1 + s = 0 y derivando esta igualdad
obtenemos ayn; + ... + Qs 1Ms—1 + oy + - + as_1Ms-1 + Ns = 0. Por lo tanto,
a1 +- -+ as_1ms_1 = 0y, por hipotesis inductiva se deduce, que &y = ... = a1 =0,
es decir, los «; resultan constantes. O

Lema 2.8. Sea K un cuerpo diferencial que contiene a Q y un elemento no constante
€. St G € K{Z} es un polinomio diferencial no nulo de orden r, exriste un elemento
v=co+ci&+ -+ &, conc,c,. .., cp constantes de K, tal que G(v) # 0.
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Demostracion. Supongamos que el resultado es falso. Entre todos los polinomios que
se anulan para todos los valores v = cg+c1£+- - - +¢,.£" con ¢, ¢y, . . ., ¢, constantes de
K, consideremos H(Z, Z, cee Z(S)) un polinomio de orden minimo s y de grado minimo
en Z©). Como K es infinito y G cumple esta condicién, 0 < s < r.

Entonces H(v,7,...,v®) es idénticamente 0 visto como polinomio en las variables
o, C1, - .., Cs ¥, por lo tanto, sus derivadas parciales respecto de estas variables son todas
0.

Si llamamos v = v v, ... vy Plcy,cq,...,c) i= Hv,v,...,v®)) = HWE) y
consideramos las derivadas de P, obtenemos:

g_g — g_g(y[s])§+g_g( vENE 4 BZ(S)<V[S )e(®) S
e = e+ S e + + ZLH)(E = 0
o= BOMe+ FEME) o+ ZEEE) = 0
Como 8Z(S> tiene grado en Z() menor que H, no se anula en todos los valores de v

posibles, por lo tanto

O ()0 .. ()
y, por el lema anterior, existen aq,...,a, constantes, no todos nulas, de K tales que
i€+ as(E2) + .. 4 as(6) =0y ar1€ + as® + ... + a,£8 = ag con ag constante. Por lo
tanto, & cumple una ecuacion algebraica no nula sobre K. Sea f € K[Z] un polinomio
de grado minimo entre los que tlenen a & como raiz. Si derivamos la ecuacion f(§) = 0,
resulta que 3 97 Z(&) - £=0y, como 3 tlene grado menor que f, resulta que & = 0 lo que
contradice la ele(:(;lon de & O

Observacion 2.9. De la misma forma que en el caso puramente algebraico, este resultado
permite demostrar que si K es un cuerpo diferencial que contiene un elemento no
constante y G(Z,...,Zy,) € K{Z\,...,Z,} entonces existe v € K" tal que G(v) # 0.

2.3. Elemento primitivo diferencial.
Estamos ahora en condiciones de probar el Teorema del Elemento Primitivo.

Teorema 2.10. (|11, Theorem 1]) Sea K un cuerpo que contiene a Q y un elemento
no constante. Si u y v son diferencialmente algebraicos sobre K, entonces existe A € K
tal que K (u,v) = K{u+ \v).

Demostracion. Consideremos el cuerpo K (u,v)(A) = K(u,v,A) donde A es una inde-
terminada diferencial. Como u, v, y A son diferencialmente algebraicos sobre K(A),
tenemos que u + Av es diferencialmente algebraico sobre K(A) y por lo tanto, existe
un polinomio no nulo G(A,..., AW, Z, Z ..., Z®)) e K(A){Z} tal que

GMA, . AY w+ Av, (u+Av), .. (u+ Av)®) =0

y supongamos que s es minimo y que G tiene grado minimo en (u + Av)(®),
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Consideremos la derivada parcial respecto de A® de la relacién anterior. Teniendo
A(u+Av)® A(u+Av) )

A GAG) — = U, resulta

=0sii<sy
oG oG
SA 570 (u+Av) v=0.

Por las hipétesis de minimalidad sobre G, se tiene que MT(U + Av) # 0y, por lo
tanto

en cuenta que

g (u+Av) +

aA< )(u+Av)

az(s s(u+ Av)

Por la hipotesis de que el cuerpo K contiene un elemento no constante, podemos
aplicar el Lema 2.8, y evaluar A en un elemento A € K tal que aZ< 09 (u+ M) # 0y asi,
v € K{(u+ A\v) y, por lo tanto, K {u+ \v) = K{(u,v). O

€ K(A)(u+ Av).

Hemos probado entonces el Teorema del Elemento Primitivo Diferencial para una
extension diferencial de cuerpos que se obtiene adjuntando dos elementos diferencial-
mente algebraicos. Por inducciéon tenemos el siguiente

Corolario 2.11. Sea K un cuerpo diferencial que contiene a Q y un elemento no
constante. St uq,...,us son diferencialmente algebraicos sobre K, entonces existen
A,y As € K tales que K(uq, ... us) = K(Muj + -+ + Agug).

En la proxima seccién aplicaremos estos resultados para simplificar las ecuaciones
que definen ciertos sistemas DAE particulares.

Bibliografia complementaria: Demostraciones elementales de resultados sobre
extensiones de cuerpos diferenciales pueden encontrarse en [8] y en [11].

3. EL SISTEMA F' =0 Y SU REPRESENTACION RESOLVENTE

En esta seccion consideraremos sistemas DAE del tipo:

fUX, X, ..., X)) = 0

(3.1) :

fuX, X, X))y = 0
donde, para cada 1 < j7 < n, f; es un polinomio en las variables X = X;,..., X,
(que representan las incognitas) y sus derivadas X@ := XV ... x{P 1 <i< ej, con

coeficientes en el cuerpo diferencial K que contiene a Q(t). Cada entero no negativo
e; denota el maximo orden de derivacién de las variables que aparece en el polinomio
f;. Decimos que el sistema tiene orden e si e := méx{e;} y supondremos siempre que
e>1.

Denotaremos por F = fi,..., fo, F© = fi), Dy Fll = g RO RO
usaremos la notacion abreviada F' = 0 para referirnos al sistema anterior.

Nuestro objetivo serd conseguir una sola ecuacion diferencial y parametrizaciones
que nos permitan obtener las soluciones del sistema original a partir de las soluciones
de esta nueva ecuacion. (Comparar con los Ejemplos 2.1 y 2.2)

Vamos a suponer que el ideal diferencial [F] C K{X} es un ideal primo. Sea L :=
Frac(K{X}/[F]) el cuerpo de fracciones del dominio K{X}/[F]. Por simplicidad y
para poder aplicar directamente el Teorema del Elemento Primitivo Diferencial, vamos
a considerar sistemas que satisfagan que cada una de las clases de las variables en L,
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Xi,...,X,, es diferencialmente algebraica sobre K. Con estas hipotesis, el Teorema
2.10 en este contexto nos permite dar la siguiente

Definicién 3.1. Con las notaciones e hipdtesis anteriores, existe un elemento v € LL tal
que L = K (). Méas aun, por el Ejercicio 8, v puede ser elegido como una combinacion
lineal v = M X7 + -+ + A\, X, con \; € Q[t] para i = 1,...,n. Un elemento 7 que
satisface estas condiciones se llama un elemento primitivo de la extension K — L.

Si fijamos el elemento primitivo v, podemos escribir a todos los elementos de I en
funcion de ~, mas precisamente, como cociente de polinomios en . En la siguiente
Proposicién mostraremos que estos polinomios pueden tomarse de orden acotado para
todos los elementos de L.

Proposiciéon 3.2. Sea v un elemento primitivo de la extension K — L. Sea s €
N el mdzimo entero positivo tal que {7,...,v* "V} es algebraicamente independiente
sobre K. Sea T una nueva variable diferencial. Entonces para cadan € K{X} existen

P (~ls]
polinomios P, y Q, en K[T¥] tales que ij = (1)

Qn(yH1)”
Demostracion. Notemos primero que el entero s existe ya que estamos suponiendo que
Xi,...,X, son diferencialmente algebraicas sobre K y, por lo tanto, también lo son
todos los elementos de L.
Sean € K{X}. Como 77 € Ly« es un elemento primitivo de la extension K < L,

P(v)

exiten polinomios Py @ en K{T} tales que i = m € L. Estos polinomios Py Q
Y

pueden tener orden mayor que s y nuestro objetivo es encontrar polinomios de orden
menor o igual que s.

La hipotesis sobre s nos asegura la existencia de un polinomio M € K[T!)] tal que
M (4} = 0 en LL. M4s atin, podemos suponer que M tiene grado minimo en la variable
T,

Llamemos I, € K[T! ] al coeficiente principal de M en la variable T y Sy, €

K[T"]] al polinomio . La hipotesis de grado minimo sobre M nos permite asegurar

oT(s)
que Ins(7E=) £ 0y Sa(7) # 0 en L.

Usando una version simplificada del proceso de derivacion y division descripto en [4,
Ch. I, Sec.9, Proposition 1| (ver Ejercicio 9), se sigue que existen enteros no negativos
a1,b1,as,by y polinomios Rp y Rg en K[T[S]] tales que los polinomios IX}S?\}P —Rpy
1$25%@Q — R pertenecen al ideal diferencial [M] ¢ K{T'}.

Como MW (y[5%31) = 0 para todo j > 0, tenemos las siguientes identidades en L:

Rp(+¥) = I (N SH (VY P(y) v Ro(h1) = I (47 SE (1 EhQ ().
Asi, podemos definir
P, :=12S2Rp e K[T¥] y Q,:=I4S%R, € K[T¥)]

P (~ls]
y otenemos la identidad n = M OJ

Qn(YH1)
Observacion 3.3. De la Proposicién 3.2 deducimos que, si v es un elemento primitivo de
la extension de cuerpos K < L, entonces los elementos 7,7, ..., 7*~ Y forman una base
de trascendencia (algebraica) de dicha extension, es decir, un conjunto algebraicamente
independiente tal que la extension K (7, ...,v*™Y) < L es algebraica. Como todas las
bases de trascendencia tienen el mismo cardinal (|7, Theorem 1.1, Ch. VIII] o Ejercicio
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6), podemos afirmar que el entero s so6lo depende de la extension y que cualquier otro
elemento primitivo w cumplira que el conjunto {w,w,...,w Y} es trascendente sobre
K mientras que w® es algebraico sobre K (w,w,...,wt™Y),

3.1. Representacién Resolvente.

Fijemos por ahora un elemento primitivo 7 de la extension K < L. Consider-
emos un polinomio moénico minimal de 7 en la extension de cuerpos algebraica
K(v,...,7®™V) < L. Multiplicando a este polinomio por un elemento no nulo de
K(v,...,7*™Y) y renombrando las variables v,...,v*™ por T,..., T~ obtenemos
un polinomio irreducible M € K[T,...,T¢=Y T®)] tal que M(vy,...,v*) =0 en L.
En otras palabras, si ' = M X, + ... + A\, X,,, es decir ' = v, M(T,...,T®) ¢ [F].
Diremos que M € KI[T,...,T®™] es un polinomio minimal de ~ si M es irreducible y
M(y,...,7*)) =0en L.

Observemos quesi P € K|[T,...,T®™Y T®)] es un polinomio tal que P(y,...,7y®) =
0 en L, entonces cualquier polinomio M, minimal de v, divide a P en K (T, ..., T¢=D)[T)]
y, como M es primitivo, también lo divide en K[T,...,T)]. Por lo tanto, el ideal
{P € K[T¥]] : P(y#) = 0} esta generado por cualquier polinomio minimal de 7. Asf,
un polinomio minimal de v en la extension K < L esta univocamente determinado
salvo un factor escalar en K \ {0}.

Por otro lado, de la Proposicién 3.2 tenemos que para cada variable X;, con ¢ =

> P;
1,...,n, existen polinomios P; y Q; € K[T¥], con Q;(+) # 0 tales que X; = ((7
_ i\
en L, es decir I' = v, Q;(I"X; — P,(") € [F], para todoi =1,...,n.

O

Definicién 3.4. Fijado un elemento primitivo v y con las notaciones e hipotesis ante-
riores, el conjunto

{M(T),QuT)X: = Pi(T), .., Qu(T) X, — Pu(T)},
donde M(T) es un polinomio minimal de v en K — L, se llama una representacion
resolvente del ideal primo [F] o del sistema F' = 0 con respecto al elemento primitivo
.

3.2. Ejemplo.

En esta seccién presentamos un ejemplo del célculo de la representacion resolvente
para un sistema DAE.

Ejemplo 3.5. Consideremos el siguiente sistema diferencial sobre K = Q(t):

X, - X?=0
X, — X?=0
X, — X2=0

con f; = X; — X2 y L. = Frac(K{X}/[F]).

Por simplicidad, de ahora en mas, usaremos la misma notacion, X = X;,..., X,
para representar a las variables del anillo diferencial K{X} y sus clases en el cuerpo
diferencial L.

Observemos que X7, ..., X, € L son algebraicamente independientes sobre K y que
X1,..., X, son algebraicas sobre K (X7, ..., X,), por lo tanto el grado de trascendencia
algebraico de la extension K < LL es n (ver Ejercicio 10). Mas aun, L = K (X, ..., X,)
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y asi, el ideal [F] € K{Xi,...,X,} es un primo diferencial. Estamos entonces en las
hipotesis del Corolario 2.11.
Vamos a mostrar ahora un elemento primitivo de la extension K — L:

Afirmacion 3.1. Sin > 2 entonces el elemento v := Xy +tX5+--- + 172X, € L es
un elemento primitivo de la extension diferencial K = Q(t) — L.

Demostracion. En esta demostracion usaremos la siguiente notacion: dado un vector
v = (v1,...,0,) de m coordenadas y un polinomio H := a; + ast + + -+ + apt™ 1,
escribiremos
(H,v) := a1vy + aguat + - - + apvpt™ L.
Con esta notacion, tenemos que si Q := 1+ ¢+ -+ "2 v =(Q, (X2, X3,..., X,)).
Para cada [ € N, en el anillo K{X}/[F], se verifican las siguientes igualdades:

-1
n . »
(3.2) YO ={(QW, (Xija, ..., X0)) + ZFQ(J)Xi+1 j
j=0""
y, en particular, como Q"~Y = Q™ =,
3 (n—1)! o
n— H . n—ij n ! . ntl—i
fy( 1) _ Z i Q(J)X1 iy 7( ) ZﬁQ(J)X1+ J
3=0 j=0
7(71)

men L.

de donde podemos deducir que nX;7™ 1) =~ y entonces X; =

Reemplazando X; en (3.2) para | = n — 2, tenemos que

n—2) -2 o A\

n—2) _ _ 9] O '

ol (n 2).Xn—|—z i Q (ny(”—l)) :
=0

Entonces, X,, se puede escribir en IL. como el cociente de dos polinomios que involucran

solamente a v y sus derivadas:

n—3 n—1—j
1 N (n—2)! . (")
- - (n—2) _ E (4)
An = (n —2)! (7 g! @ (n’y(”—l) '

§=0
Aplicando sucesivamente las identidades en (3.2) para | = n — 3,...,1, todas las
variables pueden escribirse como cociente de polinomios en 7, ...,7™. Con esto de-
mostramos que v es un elemento primitivo de la extension diferencial K — L. O

De esta tltima demostracion tenemos que, en K{X}/[F],

ety _ S =D Gy g
7 = Z ]' Q X1 y Xl - 7’}/}/(”71).

Jj=0
Reemplazando X; en la primera formula, obtenemos el polinomio

X(n—1)!

M :=—-n" (T(T“l))wrl + Z

. QU (nTn=Y (7()yn=i
=0 7

tal que M(y) € [F]. Como sabemos que el grado de trascendencia de la extension
K — L es n, para demostrar que M es un polinomio minimal de v, alcanza con ver
que:
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Afirmacién 3.2. M € Q[t][T™] es un polinomio irreducible.

Demostracion. Supongamos que no es asi, entonces M se puede factorizar como pro-
ducto de dos polinomios en el anillo Q[¢, 7™ V][T™)] ambos de grado positivo en la
varible 7. Lo mismo debe suceder si evaluamos t = 0, y asi, el polinomio
o2 (n—1)! ;
n n—1)\" ) n—1)\J n)\n—j
-n (T( )) + ZT (nT( )) ERN
5=0

puede escribirse como producto de dos polinomios en Q[T(”_l), T(”)].

n—2
Pero Z# (nT("_I))J (TC)=i y —pn (T(n=D) ™ son polinomios homogéneos
- J:
7=0
con grados consecutivos y sin factores comunes y, por lo tanto, su suma es irreducible
(Ejercicio 11). O

Bibliografia complementaria: Otros ejemplos de representaciones resolventes pueden
encontrarse en [1|. En [2] y [3] se describen procedimientos efectivos para el calculo de
estas representaciones.

Ejercicios.

1. a) Probar que el las funciones C* en la variable ¢ sobre R, con ¢ = % forman
un anillo diferencial que no es un dominio.

b) Probar que las funciones enteras en la variable compleja z con § = diz forman
un dominio diferencial.

a) Probar quesi (R, d) es un anillo diferencial, el conjunto de todos los elementos
constantes forman un subanillo.

b) Probar que si (K, ) es un cuerpo diferencial que contiene a Q, los elementos
constantes forman subcuerpo infinito.

3. Sea (K, ) un cuerpo diferencial y K{X} el anillo de polinomios diferenciales en
la indeterminada X con coeficientes en K.

a) Probar que los ideales (X? — X) y [X? — X] son distintos.
b) Probar que el ideal (X2 — X) es primo mientras que [X? — X] no lo es.

4. Un anillo se dice noetheriano si todo ideal estd generado por un ntimero finito
de elementos. Un resultado clasico del algebra conmutativa dice que si el anillo
R es noetheriano, el anillo de polinomios con coeficientes en R también lo es
(ver, por ejemplo, [6, Chapter I, Proposition 2.3|). Este ejercicio muestra que
este resultado no es cierto si se considera el anillo de polinomios diferenciales.

En el anillo de polinomios diferenciales en una variable X con coeficientes en
7, Z{X} consideremos el ideal diferencial I = [X2 (X)2, ..., (X®)2 .. ]. Probar
que I no puede ser generado por un numero finito de polinomios.

5. Probar que si (R,0) es un anillo diferencial e I es un ideal diferencial de R,
el conjunto de clases de equivalencias R/I resulta un anillo diferencial con la
derivacion 8(a) = d(a).

6. Sea £ — F una extension de cuerpos y sea {zy,...,z,} un conjunto de ele-
mentos de F' algebraicamente independientes sobre £ y tal que la extension
E(zy,...,2,) < F es algebraica. Probar que cualquier otro conjunto de ele-
mentos de F' con la misma propiedad tiene m elementos. Un tal conjunto se
llama una base de trascendencia de la extension E — F' y m es el grado de
trascendencia de dicha extension.

7. Demostrar el Corolario 2.6.

&
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8. Sea K un cuerpo diferencial que contiene a Q y a un elemento tal que 5 = 1.
Sea G(Z1,...,7Z,) € K{Zy,...,Z,} un polinomio diferencial no nulo de orden
r. Probar que existen elementos v; = cjo +cj1é+ ...+ ¢ (j =1,...n), con
Cjo, - - - Cir € Q, tal que G(vy,...,v,) # 0.

9. Sea K un cuerpo diferencial y 7" una indeterminada diferencial sobre K. Sea
P € K{T} un polinomio diferencial de orden e y grado d en T'®). Definimos
Sp = % (el polinomio separante de P) e Ip el coeficiente de (T®)? en P (el
polinomio inicial de P). Si @ € K{T} es un polinomio cualquiera, probar que
existen enteros no negativos @ y b y un polinomio Rg que o bien tiene orden

menor que e o bien tiene orden e pero grado menor que d tal que
1%-5%.-Q — Rg € [P].

10. Probar que en el Ejemplo 3.5 los elementos X, ..., X,, € L son algebraicamente
independientes sobre K.

11. Probar que la suma de dos polinomios homogéneos de grados consecutivos y sin
factores comunes es irreducible.

12. Consideremos el siguiente sistema diferencial de cuatro ecuaciones con cuatro
iIlC()gIlit&S Xl, XQ, Xg, X4Z

Xl = OéXl
X2 = Ong
X = BXs+XuX;

ft) = Xo+ X3

donde o, 8 € Q, f(t) € Q(t) y el cuerpo diferencial base del sistema es Q(¢)
provisto de la derivacién usual, ¢’ = 1.

a) Probar que v = X;+tX5 es un elemento primitivo de la extension Q(¢) — L.
b) Encontrar un polinomio minimal para ~.
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FORMAS CUADRATICAS
FERNANDO FANTINO

RESUMEN. En este curso veremos las nociones basicas de formas cuadraticas sobre
cuerpos, mostraremos criterios de representaciéon y diagonalizacién y daremos algunos
resultados de clasificacion. Ademaés, se discutiran y resolveran ejercicios.
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INTRODUCCION

Notacién. Denotaremos por N = {1,2,...} al conjunto de los ntimeros naturales,
por F a un cuerpo, por F al grupo multlphcatlvo F — {0} del cuerpo F, por F? al
conjunto de los cuadrados de F y por IF/IE‘2 al grupo de clases de cuadrados de F. Para
m, n € N, F™*" denotara las matrices de tamano m x n con coeficientes en F. El
conjunto de los vectores filas con coeficientes en ' se escribira F™.

En este curso asumiremos, salvo expresa mencién de lo contrario, que el cuerpo I es
de caracteristica distinta de 2.

1. FORMAS CUADRATICAS Y ESPACIOS CUADRATICOS

1.1. Definiciones y generalidades.

2010 Mathematics Subject Classification. 11E04, 11E10, 11E81.
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Definicion 1.1. Una forma cuadrdtica (o F-forma) de dimension n sobre un cuerpo
[F es un polinomio homogéneo de grado 2 en n indeterminadas.

Una forma cuadratica de dimensién n se escribe
(1.1) fX0, X)) = Y ayXiX;,  ay €F.
1<i,j<n
Tomando b;; = %(aij + aj;) se tiene que b;; = bj;, para todo i, j, y
1<i,j<n

Para n = 1, 2 y 3, la forma cuadratica se dice unaria, binaria y ternaria, respectiva-
mente. Una forma cuadratica de dimension n f escrita como en (1.2) da lugar a una
matriz simétrica my = (b;;);;. Reciprocamente, una matriz simétrica (b;;);; de tamano
n X n con coeficientes en F, da lugar a una forma cuadrética de dimensiéon n mediante
(1.2).

X1
Denotemos por X = : el vector columna de las indeterminadas Xy,..., X, y
Xy
X' su vector tranpuesto. Luego, la expresion (1.2) escrita en notacion matricial es
(1.3) f(X)=X"m;-X.

Definiciéon 1.2. Una F-forma f se dice diagonal si es de la forma f(X;,...,X,) =
a X7+ +a, X2

Definicién 1.3. Sean f y g formas cuadraticas de dimension n sobre F. Se dice que fy
g son equivalentes si existe una matriz inversible A € F**™ tal que g(A-X) = f(X), es
decir si f se obtiene de g por una transformacion lineal no singular de las indeterminadas
Xi,...,X,. Seescribe f ~go f~ug.

Es facil ver que la relaciéon >~ es de equivalencia. Mas atin, f ~ g si y s6lo si m; =
A'mgyA. Denotaremos por (f) a la clase de equivalencia de una F-forma f.

Ejemplo 1.4. Sean f(X;,X,) = X? — X2, (X1, X2) = X1 Xo ¥ (i _11) Luego,

9(X1, Xs) = (X1, Xo) (192 162) (i;) 7

9(AX) = (X1, X>) G _11) (192 1(/)2) G _11> (é)

Veremos otra manera de presentar formas cuadraticas.

yf~g

Definicién 1.5. Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita. Una forma bilineal
sobre V' es una aplicacion B : V x V — [ lineal en ambos argumentos; si ademas B
satisface B(x,y) = B(y,x), para todo z,y € V, B se dice simétrica.

Si B es una forma bilineal simétrica se tiene que

(1.4) Bz +y,x +vy) = B(x,z) + B(y,y) + 2B(z,y).
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Si la caracteristica de F es distinta de 2, se obtiene la identidad polar
(1.5) B(z,y) = 1/2(B(x +y,z +y) — B(z,2) — B(y,y)) .

Esta identidad dice que una forma bilineal simétrica esta totalmente determinada por
las valores que toma en la “diagonal” de V' x V.

Veremos que dada una forma bilineal B sobre un F-espacio vectorial V' y fijada una
base de V, se tiene asociada de manera natural una forma cuadratica y, reciprocamente,
toda forma cuadratica da lugar a una forma bilineal.

Sea B una forma bilineal simétrica sobre un espacio vectorial V. Definimos ¢ : V' —
F por gg(z) = B(x,x). Se verifican las siguientes propiedades:

(1) qg(azx) = a*qp(z), para todo a € F, z € V.

(1) 2B(z,y) = qp(z +y) — q5(x) — q5(y), para todo =,y € V.

Luego, la aplicacion (x,y) — qp(x +y) — qg(z) — qu(y) es bilineal como aplicacion de
VxVencT.

Definicién 1.6. Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita. Una aplicacion
q:V — F se dice cuadrdtica sobre V si verifica

(1) q(ax) = a*qp(z), para todoa € F, z €V, y
(1) (z,y) — qs(z+vy) — q(x) — qp(y) es una aplicacion bilineal V' x V en TF.

Se observd anteriormente que toda aplicacion bilineal simétrica B : V x V — F
define una aplicacion cuadratica gp tal que gg(z) = B(x,x). Reciprocamente, si la
caracteristica de [F es distinta de 2, entonces toda aplicaciéon cuadratica g : V' — [ define
una forma bilineal simétrica B : V' x V — F por B(z,y) = 1/2(q(z +y) — q(x) — q(v));
es inmediato comprobar que B(z,z) = gq(z).

Asi, si F es un cuerpo de caracteristica distinta de 2, entonces toda forma bilineal B
sobre un F-espacio vectorial de dimensién finita define una tinica aplicacion cuadratica
q:V — Fy, reciprocamente, toda aplicacion cuadratica define una tinica forma bilineal.

Definiciéon 1.7. Un espacio cuadrdtico es un F-espacio vectorial de dimension finita
munido de una aplicacion cuadrética ¢ : V' — F.

Lo denotaremos por (V,q) o (V, B), donde B es la forma bilineal asociada a q.

Sea (V, q) un espacio cuadratico y {vy,...,v,} una base de V. La matriz de la forma
bilineal asociada B respecto de esta base es (b;;) € ™", donde b;; = B(v;,v;). Si
veV,conv=> " xu, x; €F, entonces

n n n
(16) q(U) = B(’U, U) = B(Z T;Uq, ijvj) = Z bijl’l’x]‘.

i=1 i=j ij=1
Luego, la matriz (b;;) define una forma cuadrética fp(Xi,..., X,) = > o, o, 0 X X
Asi, especializando las indeterminadas X; por z; se obtiene que fg(z1,...,x,) = q(v).
Es decir, fijada una base de V' la aplicaciéon cuadratica ¢ es la especializacién de una

forma cuadratica fg en las coordenadas de cada v € V. Por esta razén se suele definir
forma cuadratica como lo que aqui llamamos aplicacion cuadratica.

Ejemplo 1.8. Sea f una F-forma de dimension n y sea m; = (b;;) la matriz (simétrica)
de los coeficientes b;; de f, ver (1.2). Consideremos " el F-espacio vectorial de las n-
uplas ordenadas de elementos de F y By : F* x F* — F definida por By(e;, €;) = b;j, con
ei,...,e la base canonica de F". By da lugar a la aplicacion cuadrética ¢ : F* — I
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dada por qf(z) = By(z,z), v € F". Luego, (F", By) es un espacio cuadratico y se tiene
la siguiente relacion

(1.7) fx)=f(z1,...,2,) =2" - my -2 = By(z,z) = qs(z), Vel
Ademas, de (1.3) y la identidad polar se tiene que
(1.8) By(z,y) =a'-mg-y,  Va,yeF"

Sean (V, B) un espacio cuadratico, vy, ..., v, una base de V'y fp la forma cuadratica
asociada cuya matriz es my, = (B(v;,v;)), la matriz de la forma bilineal B respecto de
esa base. Si wy, ..., w, es otra base de V' y f5 es la forma cuadratica definida respecto
de esta base, entonces fp ~ f. En efecto, si para cada j tenemos w; = > .| ¢;v;,
entonces

(mpy)i = Blws,w;) = BO_ cxivn, Y cojve) = > criB(ug, ve)egg = (CF-myy, - O)y,
k=1 (=1 k0

donde C' = (ci;). Luego, my, = C"-my, - C.

Definiciéon 1.9. Sean (Vi, By), (V4, Bs) dos espacios cuadraticos sobre F. Se dice que
son isométricos y se denotan V) ~ V; si existe un F-isomorfismo lineal ¢ : V} — V5 tal
que By ((v), p(w)) = Bi(v,w), para todo v,w € V1.

Es facil ver que la isometria es una relacion de equivalencia. Denotaremos por [(V, B)]
a la clase de espacios cuadréticos isométricos a (V, B).

Ejemplo 1.10. El mapa ¢(v) = —v, v € V, es una isometria de cualquier espacio
cuadratico (V, B) en si mismo.

Ejemplo 1.11. Si f y g son F-formas equivalentes de dimension n, entonces los espacios
cuadréticos (F", By) y (F", B,) definidos en el Ejemplo 1.8 son isométricos. En efecto,
tomar ¢ : F" — F" por p(z) = A -z, donde A es la matriz inversible que da la
equivalencia entre f v g.

Ejemplo 1.12. Sea (V| B) un espacio cuadratico, vy, ..., v, una base de V'y fp la F-
forma correspondiente. Consideremos el espacio cuadratico (F", By,) como en el Ejem-
plo 1.8. Sea ¢ : V. — F™ tal que ¢(v;) = e;, 1 < i < n. Luego, ¢ es un isomorfismo
lineal y se tiene que

By (0(vi), 9(v;)) = Byg (€, €5) = coef (4, ) de fp = B(uvi, v;).
Por lo tanto, ¢ es una isometria entre (V, B) y (F", By,).

Proposicion 1.13. Eziste una correspondencia biyectiva entre las clases de equivalen-
cias de formas cuadrdticas de dimension n sobre F y las clases de isometria de espacios
cuadrdticos sobre F de dimension n.

Demostracion. Se deja para el lector. 0

Esta proposicion nos permite identificar a las clases de isometria de espacios cuadrati-
cos con las correspondientes clases de equivalencias de - formas, lo que constituye una
linealizacion del problema de estudiar las clases de equivalencias de formas cuadraticas
sobre cuerpos.

En lo sucesivo nos referiremos indistintamente a las formas cuadrdticas o a los es-
pacios cuadrdticos. La correspondencia de la Proposicion 1.13 sera considerada como

(f) = [(Vy, Be)l y [(V, B)] = (fB).
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1.2. Representacion de escalares por una forma cuadratica. Un problema
importante en la teoria de formas cuadraticas es determinar las condiciones para que
una F-forma f de dimension n represente de manera no trivial al cero.

Definicién 1.14. Sea f una F-forma de dimension n y d € F. Se dice que f representa
a d siexiste x = (z1,...,2,) € F", x # 0, tal que f(z) = d. Diremos que f es isdtropa
si representa al cero y todo = € F", x # 0, tal que f(z) = 0 se llama wvector isdtropo
para f. Si f es no isétropa se dice anisdtropa.

Sea f una F-forma y (V,B) su correspondiente espacio cuadratico. Denotaremos
por Dg(f) o Dg(V) al conjunto de los elementos de F representados por f. Notar que
Dy(f) ={d € F: B(v,v) =d, para algin v € V}.

Es facil verificar que si f y g son F-formas isométricas, entonces Dp(f) = Dg(g). La
reciproca no es cierta.

Observacion 1.15. (a) Si f y g son F-formas equivalentes, entonces f es isotropa si y
s6lo g es is6tropa.

(b) Sea (V, B) un espacio cuadratico y f su correspondiente F-forma. En el caso que
f es isotropa decimos que (V, B) es un espacio is6tropo. En este caso, existe v € V|
v # 0, tal que B(v,v) = 0.

De (a) deducimos que la isotropia es un invariante de las clases de equivalencias de F-
formas. Para estudiar éste y otros invarantes nos interesara encontrar representantes de
las clases de equivalencias de F-formas que sean lo més sencillos posible. Demostraremos
que toda F-forma es equivalente a una [F-forma diagonal. Previo a ello haremos algunas
consideraciones.

Definicién 1.16. Sean (V, B) un espacio cuadratico y z,y € V. Se dice que z es
ortogonal a y si B(x,y) = 0. Si U es un F-subespacio de V', se define el complemento
ortogonal de U como U+ = {y € V| B(x,y) =0,Vz € U}.

Es facil verificar que U~ es un subespacio de V. A V+ se lo llama el radical de V' y
se lo denota por r(V, B) o r(V) si el contexto es claro. Diremos que (V, B) es regular o
que B es no degenerada si (V) = 0.

Observacion 1.17. (a) La regularidad es propiedad de la clase de isometria.
(b) Si (V, B) tiene una base ortogonal (es decir, los vectores de la base son ortogonales
tomados de a dos) que contiene un vector isétropo, entonces no es regular.

Espacios cuadraticos regulares (resp. no regulares) pueden contener subespacios no
regulares (resp. regulares) como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.18. Sea (F?, B), donde B((x1,%2), (y1,¥y2)) = x2y2. B es una forma bilineal

0 0

0 1) y fB(XlaXQ) = X22
El espacio cuadratico (F?, B) no es regular pues r(F?) = {(2,0) : x € F}, pero U =
{(0,x) : x € F} es un subespacio regular.

simétrica cuya matriz asociada en la base candnica es

Ejemplo 1.19. Sea (F?, B), donde B((x1,2), (y1,¥2)) = T1y2+T2y1. Se puede ver que
(F2, B) es regular, pero W = {(z,0) : € F} no es regular. Notar que W+ = V.

Teorema 1.20. Todo espacio cuadrdatico (V, B) admite una base ortogonal.

Demostracion. Sea W un complemento de r(V'), o sea, V = r(V) & W. El espacio
cuadratico (W, B'), donde B’ es la resticcion de B a W, es regular. En efecto, si x €
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rW)ey=u+veV,conu € r(V),veW,entonces B(x,y) = B(z,u)+ B'(x,v) = 0;
esto implica que x € (V)N W = 0. Por esta razon basta demostrar el teorema para el
caso en que V es regular.

Asumamos que V' es regular. Procederemos por induccién en dim V. Para dimV =
0,1 la conclusiéon es trivial. Supongamos que el teorema es valido para todo espacio
regular de dimensiéon n y sea V' de dimensiéon n + 1. De la regularidad y la identidad
polar se tiene que existe v € V tal que B(v,v) # 0. Es claro que FoN(Fv)* = 0; ademas,
como B(x — ggf:zgv,v) = 0, para todo x € V, se tiene que V = Fv + (Fv)*. Luego,
V =TFv ® (Fv)t. Ahora bien si w € (Fv)* y B(w, (Fv)*) = 0, entonces w € r(V) = 0,
lo que dice que (Fv)* es regular. Por hipotesis inductiva, existe una base ortogonal
wy, ..., w, de (Fv)*. Por lo tanto, v,wy, ..., w, es una base ortogonal de V. O]

Observacion 1.21. Dado un vector no is6tropo v de un espacio cuadratico (V, B), se
puede construir una base de V' que contenga a v.

Sean f una F-forma de dimension ny a; € Dg(f), con a; # 0. Para cualquier espacio
cuadratico (V, B) correspondiente a (f) existe un vector v tal que B(v,v) = ay. Por
la Observacion 1.21, existe una base ortogonal vy = v, vs,...,v, de V que contiene a
v. Consideremos la F-forma fp asociada a esta base, cuya matriz asociada es my, =
(B(vi,vj))i - Se tiene que f =~ fp. Luego, f es equivalente a una F-forma diagonal cuya
matriz asociada es

a ... 0
(1.9) :

0 ... ap
lo que se denota por f ~ (ay,...,a,) y se llama una representacion diagonal de f. En
términos de polinomios (1.9) significa que, bajo isometria, f(Xi,...,X,) = a1 X? +
N + a/nXg

Ejemplo 1.22. Una representacion diagonal de la forma g(X;, X5) = X1 X5 dada en
el Ejemplo 1.4 es (1, —1).

Observacion 1.23. Es facil mostrar que f es regular si y sélo si cualquier representacion
diagonal de f tiene todos sus términos no nulos.

Definicion 1.24. Se define el determinante de una F-forma f como det(f) = det(my),
el determinante de su matriz asociada.

Notar que si f ~, g, entonces det(f) = det(m;) = det(A'myA) = det(A)*det(g),
lo cual implica que det(f) = det(g) méd F2. Llamaremos también determinante de f
a d(f) = det(f) méd F2. Luego, d es un invariante de las clases de equivalencias de
F-formas.

Proposicion 1.25. Sea f una F-forma. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es reqular,

() d(f) # 0,

(111) my es no singular.

Demostracion. (1) y (11) resultan equivalentes por la Observacion 1.23 y porque el
determinante de una forma diagonal (ay,...,a,) es a - - - a,. La equivalencia entre (I1)
y (II1) es obvia. O
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Proposicion 1.26. Si (V, B) es un espacio cuadrdtico regular, entonces h : V- — V*,
definida por h,(u) = B(u,v), u,v € V, es un isomorfismo lineal.

Demostracion. Sea B = {vy,...,v,} una base de V' y consideremos su base dual B* =
{vi,..., v} }. Lamatriz de h relativa a las bases B y B* coincide con la matriz (B(v;, v;))
que es no singular por hipotesis, lo que muestra que h es un isomorfismo lineal. O

1.3. Diagonalizacién de formas cuadraticas: algoritmo de Lagrange. Sea
f(Xy,..., X,) = Zlgmgn a;;X;X; una forma cuadratica de dimension n, con (a;;) ma-
triz simétrica. Se quiere encontrar una forma cuadratica g(Yi,...,Y,) = > .., biY?
con f =~ g. Consideremos dos casos:

(a) aH:---:a,m:O.

(b) a; # 0, para algan i, 1 <i <n.

En el caso (a) se puede suponer que a3 # 0y escribir
f( X1, X)) = 2X0 (a1 Xo + - 4 a1, X1n) + p(Xo, .., X)),

donde p(Xo,. .., X,) es independiente de X;. Se define Y5 := a1 Xo+ -+ -+ a1, X1, — X3
eY; = X; sii# 2. Luego, fi(Y1,...,Y,) =2Y1 (Y1 + Ys) + p(Ya, ..., Y,) es una forma
cuadratica equivalente a f ya que la matriz que define el cambio de indeterminadas de
X a Y tiene determinante a2 # 0. En consecuencia el caso (a) se reduce al caso (b).

Supongamos que existe ¢ tal que a; # 0. Podemos suponer que ¢ = 1 y escribir
f(X) = a11X2 + 2@12X1X2 + -+ 2a1nX1Xn + Zi,j>1 CLinin. Luego,

f(Xq,.. ., X)) = CL1_11(CL11X1 +apXe+ -+ alan)2 +p(Xo, ..., Xp).

Si definimos Y] = a1 Xy + a2 Xo + -+ - + a1,X,, e Y; = X, © > 1, entonces la forma
cuadratica f1(Y1,...,Y,) = a Y2 + p(Ya,...,Y,) es equivalente a f pues el determi-
nante de la matriz que define el cambio de indeterminadas de X a Y es ay; # 0.

Aplicando de manera iterada el mismo procedimiento a las formas p’s se obtiene una
forma diagonal equivalente a f, donde la matriz de cambio de indeterminadas es el
producto de las matrices de cambio de indeterminadas utilizadas.

Ejemplo 1.27. Diagonalizar sobre F, con F cuerpo de caracteristica distinta de 2, la
F-forma f(X;,X2) = X;X,5. Aplicaremos (a) del algoritmo de Lagrange para reducir
al caso (b). Escribimos f(X1, X5) = 2X,(5X5) y definimos Z; = X, e Zy = 5X5 — X3;
luego, fi(Z1,Zs) = 2Z,(Zy + Zy) = 2Z% + 27, Z,. Aplicamos ahora el procedimiento
descripto en el caso (b) del algoritmo a la F forma f;. Se puede ver que f,(Z;,7;) =
$(22,+ Z5)* — 5 Z; si definimos Yy = 27, + Zy ¢ Ya = Zs, entonces se tiene fo(Y1,Ys) =
2Y? — 1V7. Los cambios de indeterminadas estén dados por las matrices

1 0 21
() o)
(L) -]

respectivamente. Por lo tanto, la forma f(X;, X5) = X1 X5 es equivalente a la forma
diagonal f(Y1,Ys) = 1V — 1Y} mediante la matriz

1 1
P:PQ-P1:<_1 i)
2

Se recomienda al lector verificar que se cumplen P} -my, - Py = my, Pi-my, - Py = my,
y Pt -mg, - P =mg.
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Ejemplo 1.28. Apliquemos el algoritmo de Lagrange a la R-forma f(X) = X7 — X2 +
3X? + X, X3. Reescribimos:
11

1 1
F(X) = XT+2(5X0Xs) = X5+ 3X5 = (X + 5 Xa)° = XF+ — X5,

Si definimos Y; = X; + %Xg, Yo=XyeY; = ng, entonces se obtiene que g(Y) =
Y? — Y + Y2, La matriz de cambio de coordenadas es

10 3
P=(01 0
) 1
y se tiene que g(Y) = g(P - X) =X"- (P'-m, - P) - X. Ademas,
10 0 1 0 0 10 3 104
P'm,-P=[0 1 0 0 -1 0 01 0 |=101 0|=my,
Lo/ \o o 1) \o1 & 113

2. SUMA ORTOGONAL DE ESPACIOS CUADRATICOS

Sean (V1, By) y (Va, By) espacios cuadraticos de dimension n y m, respectivamente.
Se define la suma ortogonal Vi L V, de (Vi, By) y (Va, B2) como el espacio cuadratico
(V,B)donde V.=V @ Vo y B:V xV — F, B((v1,v9), (w1,wz)) = By(vy,wy) +
By (vg, w3), vy, wy € Vi, £ = 1,2. Claramente, B es bilineal y B |y.xy,= B;, i = 1, 2. Si
f v g son F-formas de dimensién n y m, respectivamente, entonces f L ¢ denota la
[F-forma correspondiente a la clase de isometria del espacio suma ortogonal de (F", By)
y (F™, B,). Explicitamente, si f = f(X1,...,X,) v g =9(Xi,...,X,,), entonces f L g
es la forma

(f L 9)(X1se s Xnpm) = F(X1e s X0) + 9Kt s X,

Es claro que si f ~ f'y g >~ ¢/, entonces f L g ~ ' L ¢'. Para k € N, denotaremos
por f1* a la suma ortogonal de f consigo misma k veces.

Ejemplo 2.1. Sean f(X;, X3) = X7 +2X7 y g(X;, Xo) = 2X7 + X; X, + 3X2. Luego,
la suma ortogonal de fy ges (f L g)(X1, Xo, X3, Xy) = XF+2X2+2X2+ X3X,+3X2.

Observacion 2.2. Una F-forma diagonal es suma ortogonal de F-formas unarias. En
efecto, (ay,...,a,) = (a1) L - L (an).

Proposicion 2.3. Si (V, B) es un espacio cuadrdtico y U es un subespacio reqular de
V, entonces V =U L U*.

Demostracion. Claramente, U N U+ = 0. Sea vy, ..., v; una base ortogonal de U. Por
la regularidad de U se tiene que B(v;,v;) # 0y se puede mostrar que para cualquier

veV, B(yy,vj)=0,j=1,....k donde y, =v — Zk Bowi) .. luego, B(y,,U) = 0.

i=1 B(v;,v;)
Esto permite encontrar vgyi,...,v, € UL tales que v1,...,v, es base de V. Es claro
verificar que se cumplen las condiciones sobre la formas bilineales. O

Corolario 2.4. Sea (V,B) un espacio cuadrdtico y U un subespacio reqular de V. Si
V=U LW, entonces W = U+, O
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La siguiente aplicacion del corolario se deja como ejercicio para el lector (ver Ejercicio
5): dos formas binarias f = (a,b) y g = (¢, d) son isométricas si y solo si representan
un elemento en comin y tienen el mismo determinante modulo F2, o sea d(f) = d(g).

Con esta afirmacion se puede mostrar que (1,—1) ~ (a,—a), para todo a € F.
En efect(g, tieneHQel mismo determinante modulo F2 y ambas F-formas representan a

(a+1) (a—1)

= 1~ — ~— Es claro que la forma cuadrética

(2.1) b= (1,—1)

es isotropa. Méas atn, representa a todo elemento de . El espacio cuadratico correspon-
diente se llama plano hiperbolico sobre F y se lo denota H o Hy. Un espacio cuadratico
que es suma ortogonal de planos hiperboélicos recibe el nombre de espacio hiperbélico.
Notar que H es espacio regular.

Proposicion 2.5. Sea f una forma cuadrdtica reqular. Entonces f es isdtropa st y
solo si contiene un plano hiperbolico.

Demostracion. Como f es regular existe una representacion diagonal (a4, ..., a,) de f,
con a; # 0, para todo 7. Si f contiene un plano hiperbélico, es decirsi f ~ h | g para al-
guna F-forma g, entonces es claro que f es isotropa. Reciprocamente, si x = (z1,...,2,)
es vector isétropo para f, entonces a;z? + - - - + a,x2 = 0. Asumamos que z, # 0, divi-
diendo por x? se tiene que la forma (ai,...,ap_1,as41 ..., ay,) representa a —ay. Luego,
existen by,...,b,_o € F tal que (ay,...,ap-1,a011...,a,) =~ (—ag,by...,b,_2). Por
Observacion 2.2, sumando (a,) se tiene que f =~ (ag, —ap) L (b1 ...,b,_2). O

Definicién 2.6. Una forma cuadrética sobre F que representa a todo elemento de I
se llama universal.

Por la Proposicion 2.5, toda forma regular isétropa es universal. La reciproca no es
cierta: la Q-forma (1,2,5, —10) es universal y anisotropa. Mas ain, si F es un cuerpo
que satisface

(1) toda forma cuadratica de dimension mayor o igual a 5 es iso6tropa, y
(11) existen formas anisotropas de dimension 4,

entonces toda forma anisétropa de dimension 4 es universal.

3. TEOREMA DE CANCELACION DE WITT

Uno de los resultados mas importantes en la teoria de formas cuadraticas sobre
cuerpos es el teorema de Cancelacion de Witt. Dado que en este curso nos interesa
el estudio de las clases de equivalencia de formas regulares, la demostracion del teo-
rema que daremos aqui supone regularidad, pero no es necesaria. Comenzamos con el
siguiente resultado.

Proposicion 3.1. Sean f, g y h F-formas. St g >~ h, entonces f L g~ f L h.
Demostracion. Si g ~4 h'y f es de dimension n, entonces f L g ~g f L h, donde
B= (Ig 2) 0

Lo que el teorema de Cancelacion de Witt afirma es que para formas regulares vale
la reciproca. Veamos antes un lema.
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Sean (V, B) un espacio cuadratico regular e y € V tal que B(y,y) # 0. Consideremos
py V. — V definida por

B(z,y)
B(y,y)”

Luego, p, es F-endomorfismo de V, p,(x) = z, para todo = € (Fy)* y B(p,(z), p,(z')) =
B(z,2'), para todo x,2" € V. Ahora, si p,(x) = 0, entonces z € r(V) = 0, por la
regularidad de (V, B). Esto implica que p, es F-automorfismo de V. Por lo tanto, p, es
isometria del espacio (V, B) que deja invariante el subespacio (Fy)* y que aplica y en
—y. Por esta razon se dice que p, es una reflezion.

py(z) =2 —2

Lema 3.2. Sean (V, B) un espacio cuadrdtico reqular y x,y € V tales que B(x,z) =
B(y,y) # 0. Entonces existe una isometria p de V' en si mismo tal que p(x) = y.

Demostracion. Ya que B(x + y,z +y) + B(x — y,x —y) = 4B(x,x) # 0, se tiene
que B(x +y,x +vy) y B(x —y,z — y) no pueden ser ambos nulos. Supongamos que
B(z —y,x —y) # 0, en caso contrario reemplazar y por —y (el cual es una isometria
por Ejemplo 1.10). La reflexiéon p,_, es una isometria de V' en si mismo y

B(z,x —y)

pr—y(T) =7 =2 (z—y) =y

pues B(x —y,x —y) = 2B(z,x — y). O

Teorema 3.3. (Teorema de Cancelacion de Witt). Sean f, g y h F-formas requlares.
St f Lg~f L h, entonces g >~ h.

Demostracion. Sea f ~ (ay,...,a,) una representacion diagonal de f, con a; # 0,
para todo i. Procederemos por induccion en n. Supongamos que n = 1. Sea (V, B) un
espacio cuadratico correspondiente a la clase de equivalencia de (a1) L g >~ (a1) L h.
Entonces existen z,y € V tales que B(z,x) = B(y,y) = a; tales que g se identifica
con (Fz)* y h con (Fy)*, respectivamente, por el Corolario 2.4. Por el Lema 3.2, existe
una isometria p de V en sf mismo que aplica x en y; luego, p aplica (Fz)* en (Fy)*, lo
que implica g ~ h. Verificar el paso inductivo es facil y se deja para el lector. O

Corolario 3.4. (Teorema de Descomposicion de Witt). Toda forma cuadrdtica sobre
F regular se descompone como una suma ortogonal

fefalbhLl---Lh=f, Lp,

donde f, es una subforma anisdtropa de f que estd univocamente determinada (sal-
vo isometria), r es entero no negativo y b es la forma cuadrdtica asociada al plano
hiperbolico H.

La subforma f, se llama la parte anisétropa de f, o la forma nicleo de f |y r recibe
el nombre de indice de Witt de f.

Demostracion. Si f es anisotropa, entonces tomamos f, = f y r = 0. Supongamos que
f es isotropa. Por la Proposiciéon 2.5, se puede escribir f ~h L f;. Si f; es anisétropa,
entonces el teorema queda demostrado; en caso contrario, aplicamos el procedimiento
a f1. Despues de un nimero finito de pasos se llega a la descomposicion buscada. La
unicidad (salvo isometria) de f, es consecuencia del Teorema 3.3. UJ
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4. ANILLO DE WITT

El objetivo de esta seccion es munir al conjunto de las clases de isometria de F-formas
con una estructura de anillo. La suma seréd la suma ortogonal vista anteriormente y el
producto estara dado por el producto tensorial de formas cuadrdticas que describiremos
a continuacion.

4.1. Producto tensorial de formas cuadraticas y anillo de Witt.

Definicién 4.1. Sean (V1, By), (Va, Bs) F-espacios cuadraticos. El producto tensorial
de los F-espacios cuadraticos dados es (V, B), donde V =V, @V, y B: VxV — Fesla
tnica forma bilineal simétrica que satisface B(z1 ® y1, 11 ® y1) = Bi(x1, y1)Ba(2, y2).

Asi, si f v g son dos formas cuadraticas de dimension n y m, respectivamente, donde
f={a,...,a,)y g=(by,...,by), entonces el producto tensorial de f y g es la forma

f®g = (albl,...,albm,agbl,...,agbm,,...,anbl,...7anbm>.

Es inmediato comprobar que el producto tensorial definido es asociativo, conmutati-
vo, distributivo respecto de la suma ortogonal de formas diagonales y tiene elemento
identidad la F-forma unaria (1). Ademds, f ® h = h+4m/ Por otro lado, se verifica
facilmente que si f ~ 'y g ~ ¢/, entonces f ® g ~ f' ® ¢'. Esto permite definir el
producto tensorial entre clases de isometria de F-formas como (f) ® (9) = (f ® g).

Como senalamos anteriormente nuestro interés es estudiar las clases de isometria de
F-formas, por lo que, para simplificar la notacion identificaremos las clases de isometria
con sus representantes, y algunas veces escribiremos = en lugar de ~.

Definiciéon 4.2. Se dice que dos F-formas f y g son Witt-equivalentes y se denota por
f ~ g, si fo= ga, es decir si f y ¢ tienen la misma parte anisétropa.

Por ejemplo, la forma cuadrética cero 0 tiene la misma parte anisdtropa que b; asi,
0 ~ h. La Witt-equivalencia ~ es relacion de equivalencia sobre el conjunto de la clase
de isometria de F-formas. Al conjunto cociente lo denotamos por WT. Las operaciones
de suma ortogonal y producto tensorial se extienden naturalmente al conjunto de clases
de Witt-equivalencia el cual resulta un anillo conmutativo con identidad la clase de (1).

Definicién 4.3. Llamaremos a WF = (WT, L, ®) el anillo de Witt de formas cuadrati-
cas sobre .

Notar que (a) L (—a) = (a,—a) = 0 en WTF; luego, (—a) = —(a). Méas atn, si
f = {ay,...,a,), entonces —f = (—ay,...,—a,). Ademas, puede verse que dos F-
formas f y g son isométricas si y sélo si tienen la misma dimension y representan el
mismo elemento en WTF.

Por construccion W esta en correspondencia biyectiva con el conjunto de formas
cuadraticas regulares y anisdtropas sobre [F; por esta razon se suele referir a WIF como el
anillo de formas anisétropas sobre F. Notar que la suma ortogonal de formas anisétropas
puede ser isotropas, por ejemplo (a) L (—a) = (a, —a) = h. Por lo tanto, la anterior es
s6lo una manera de referirse a W'F.

Observacion 4.4. Sea F un cuerpo cuadrdticamente cerrado, es decir, que todo elemento
de F es un cuadrado. Si a € F, entonces (a) ~ (1). Esto implica que f ~ g si y solo si
dim f = dim g. Si dim f es par, entonces f es hiperbdlica y si dim f es impar, entonces
f = (1), por lo que WT es isomorfo a Zs.
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4.2. Anillo de Witt sobre cuerpos finitos F,, con ¢ impar. El siguiente resul-
tado muestra una aplicaciéon cuando [ es un cuerpo finito de caracteristica distinta de
2.

Proposicién 4.5. Sea p primo, conp # 2 y F =F,, donde ¢ = p". Entonces:

(a) IE‘q/]Fg tiene exactamente dos elementos;

b) en IF, todo elemento es suma de cuadrados;

(c) —161@‘2 sty solosig=1 méd4y—1€s]1:7‘§ sty solo siqg=3 mod 4;
)
)

—~

toda F,-forma ternaria es isotropa;

WE, ~ Z,[Fq/F?], sz:qzl m(?d 4,
Ly st g =3 mod 4.

Demostracion. (a). Consideremos la sucesion de grupos
12— F, 5 {£1} — 1,

donde 7(x) = %7 Asi, x € kerm si y solo si 2% = 1. Tomamos y en la clausura
algebraica de F, tal que y* = x; luego, y?~! = 1. Esto implica que y € F,, pues F, es el
cuerpo de descomposicion del polinomio X? — X sobre su cuerpo primo. Por lo tanto,
x es un cuadrado en Fy y kerm = IF‘Z.

(b). Denotemos por 1y s los representantes de las dos clases cuadradas de F,. Luego
Fq = Fg U ng; lo que nos dice que basta demostrar que s es la suma de dos cuadrados
en F,. Si —1 € ]Fg, entonces (1,1) ~ (1,—1), lo que implica que (1,1) es universal y
representa en particular a s. Si —1 ¢ ]Fg, entonces 1 + Fg no contiene al cero, y como
card(1 + F2) = card F? se tiene que 1 + F2 no estd contenido en F?; en consecuencia
1+u? ¢ Fg. Por lo tanto, 1 + u* ¢ ng, y s resulta suma de cuadrados.

(c). Es clara. (d). Las formas binarias sobre F, son (1,1), (s,s) y (1,s). Las dos
primeras son universales por (b), mientras que la tercera lo es puesto que Fq = FEUSIF%.
Sea (a,b,c) una F,-forma ternaria; (b, c) representa a —a. Luego, (b,c) =~ (—a, z); esto
implica que (a,b,c) ~ (—a,a,z) y por lo tanto (a,b,c) es isotropa.

(e). Si ¢ =1 mdd 4, entonces las formas anisotropas sobre I son 0, (1), (s), (1,s),
por (c¢) y (d). Luego identificando el grupo de unidades de WF,, esto es (1), (s) con
F,/IF2, concluimos lo afirmado.

Por otro lado, si ¢ = 3 mdd 4, entonces las formas anisétropas sobre F son 0, (1),
(—1), (1,1). Como (—1) es la parte anisotropa de (1,1, 1), las clases de WF, pueden
representarse por 0, (1), (1,1) y (1,1, 1) de donde resulta que WF, es isomorfo a Z,. O

4.3. Cuerpo euclidiano. Signatura de una forma cuadratica.

Definicién 4.6. Un cuerpo se dice euclidiano si tiene exactamente dos clases moédulo
cuadrados y satisface que la forma (1)2" = (1,...,1) es anisétropa para todo n € N.

Observacion 4.7. El cuerpo de nimeros reales R es euclidiano.

Sea F un cuerpo euclidiano. Como F/F? = {£1}, toda forma cuadratica (regular)

f sobre F tiene una diagonalizacion f ~ (ay,...,a,), donde a1 = -+- = a, = 1
y Qg1 = -+ = a, = —1.Sir = 0 or = n, entonces f es anisdétropa, en caso
contrario, f es isotropa. Definamos s := n — r. Veamos que r y s no dependen de

la diagonalizacion empleada. Consideremos dos diagonalizaciones de f y escribamos
fo (D) L (=1)tsr ~ (1) L (—1)4%2, Sis; > sy, entonces (1)1 1 (—1)+61752) ~
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(1)*72, por el Teorema de Cancelacion de Witt; si s; — s, > 0, entonces la forma
(1)L L (—1)+(1752) eg isotropa, por lo que <1>“2 también, lo cual no es posible en F
(recordar que la forma 0 es anisotropa). Luego, s; = sq y, por el Teorema de Cancelacion
de Witt, (1)+" ~ (=1)1"2. Con el mismo argumento se concluye que r, = rs.

Esto nos permite dar la siguiente definicion.

Definicién 4.8. Sea f una forma cuadratica sobre un cuerpo euclidiano F. Se define
la signatura de f como sgn f := (1, s).

Lo hecho en el parrafo anterior prueba el siguiente resultado.

Teorema 4.9. (Ley de Inercia de Sylvester). Sobre un cuerpo euclidiano dos formas
cuadrdticas f y g son isométricas y st solo si tienen las misma dimension y la misma
stgnatura. 0

El rango de una forma cuadratica f es el rango de su matriz asociada m; y se denota
rg f. Se ve inmediatamente que si F euclidiano, entonces rg f = r + s.

La signatura sgn puede extenderse al anillo W F'. Definimos la signatura en WTF
como la aplicacion Sgn : WF — Z dada por Sgn(q) € Z. Esta definicion es consistente
pues Sgnh = 0. Es fécil verificar que Sgn es un homomorfismo de anillos; méas atn,
si Sgn(q) = 0, entonces ¢ es hiperbolica. Luego, Sgn : WF — Z es un isomorfismo de
anillos.

5. FORMAS DE PFISTER

5.1. Ideal fundamental de WTF. Consideremos el anillo de Witt WT de formas
cuadréaticas anisotropas sobre un cuerpo F. Denotaremos por IF al subconjunto de
WT formado por todas las formas de dimension par sobre F. Es claro que [F es un
ideal de WTF; se lo llama ideal fundamental de WF.

Proposicion 5.1. El ideal IF es mazimal en WF y estd generado aditivamente por
formas binarias del tipo (1,a), a € F. Ademds, IF es el inico ideal primo de WF que
contiene a (1,1).

Demostracion. Como WEF/IF ~ Z,, IF es ideal maximal. Por otro lado, toda forma
(a,b) en WTF puede escribirse como (a,b) = (1,a) + (—1,b) = (1,a) — (1, —b); en
consecuencia [T esta generado aditivamente por formas (1,a), a € F.

Veamos la tltima afirmacion. Sea P un ideal primo de W tal que (1,1) € P. Luego,
(1)*2 = 0 en WF/P, por lo que WF/P es un dominio de integridad de caracteristica
2. Como ((a) + (1)) — ({a) — (1)) = 0 en WT, se tiene que (a) = (1) o (a) = —(1). Esto
implica que si ¢ = (a1, ...,a,) € IF, entonces ¢ = 0 en WIF/P. Por lo tanto, IF C P,
y por la maximalidad [T = P. O

Sea P un ideal primo de WTF. Definiremos la caracteristica de P en W como la
caracteristica del dominio de integridad WF/P y la denotamos por car P. Por ejemplo,
como vimos, la caracteristica de IFF en WTF es 2.

Proposicién 5.2. 5i P es un ideal primo de W y car P = p, con p primo, entonces
WF/P ~ Z,.

Demostracion. Como WT esta generado aditivamente por formas (a), a € F, y en
WEF/P es (a) = (1) o (a) = (—1), se tiene que la imagen de WF en WF/P esta
generada aditivamente por (1). Luego, WF/P es isomorfo a Z, pues car P = p. O
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5.2. Formas de Pfister sobre F. Como [T esta generado aditivamente por las for-
mas (1,a), a € I, se tiene que para n > 1, (IF)" = I"F esta generado aditivamente por
las formas (1,a1)® (1, a3)® (1, a,), a € F. Denotaremos a estas formas por ((as, ..., a,))
y las llamaremos n-formas de Pfister sobre F. Es inmediato observar que

1. toda n-forma de Pfister es de dimension 27;
2. toda n-forma de Pfister representa a 1;

3. (L az,.. an)) = (a2, .. )
4. {(=1,a9,...,a,) ~ b+ .

Convenimos en considerar como 0-forma de Pfister la forma unidimensional (1). Antes
de probar algunas propiedades importantes de las formas de Pfister veamos algunos
resultados.

Lema 5.3. (a) Si b€ Dp({(a1))), entonces (a1, as)) ~ (a1, asb)).
(b) Si ¢ € Dr({a,as)), entonces (a1, as)) ~ (¢, a1as)).

Demostracion. (a). Puesto que b € Dg({(a1))), (1, a1), resulta que (b, a1b) son isométri-
cas pues tienen el mismo determinante y representan un elemento en comun. Luego,

(a1, a2)) = (1,a1) ® (1, a2) >~ (1, a1) L ({a2) ® (1,a1)) =
~ (1,a) L (<a2> ® (b, alb)) ~ (1, a1, asd, ajasb) ~ (a1, ab)).
(b). Se tiene que ((ay,as) ~ (1) L (a1, as) L (a1az). Luego,
(a1, a2) ~ (1,¢, carag, aras) ~ (¢, a1as)),

pues (aj,as) ~ (¢, cajaz). O

Dada una n-forma de Pfister f existe una tnica (salvo isometria) forma f’ tal que
f~ (1) L f. A f selallama la subforma pura de f.

Teorema 5.4. (Tporema de la subforma pura). Sean f ~ (ai,...,a,) una n-forma
de Pfister y b € F. Entonces b € Dg(f') si y sdlo si existen by, ..., b, € F tales que
f={bby,....;0,).

Demostracion. Si existen b, ..., b, € F tales que f ~ (b, bs,...,b,), entonces
(1) L ff~ f~{(1,b) @ (1,by) @ -+ @ (1,b,) = (1,b,by,...) = (1) L (b, by,...),

y, por el Teorema de Cancelacion de Witt, resulta que b € Dg(f").

Probaremos la reciproca por induccion en n. Sin = 1, entonces f ~ ((a1)) y f' ~ (a1);
luego, b € Drg({ay)) implica que (a;) ~ (b), y entonces f ~ ((b)). Veamos el paso
inductivo. Definimos g ~ (a1, ...,a,_1)). Se tiene que f ~ g ® (1,a,) ~ g L {(a,) ® g;
luego, f' ~ ¢ L (a,) ® g. Como b € Dg(f’), se tiene que b = u' + a,v, donde
u € Dgp(¢') U{0} y v € Dg(g) U{0}. Puesto que v € Dg(g) U {0}, podemos escribir
v=1t*+, con v € Dp(g') U{0}. Por hipotesis inductiva,

~ <<U,, Coy . 7Cn—1>>, siu/ 7é 0’
9= <<v/7d27"'7dn—1>>7 si v 7é 0.

Siv=0,entonces ! =beFy fr~g®(a) ~ (bca... ca1,a,), con lo que el
teorema quedaria demostrado. Supongamos que v # 0; vamos a probar que

(5.1) f~{ay,... an-1,va,).
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Podemos asumir que v’ # 0, pues en caso contrario v = t? y (5.1) es obvio. Luego,

Lema 5.3 (a)
~Y

f=g® (a,) ~ (v, dy, ... ,dy_1,0,) = {doy...,dp 1)) @V a,) =
~ ((dy, ... ,dp 1)) @ (V' a,0)) = (V' da, ... dy1,0,0) = (a1, ..., a0 1,a,0).

Ahora, si v/ = 0, entonces b = a,v, y (5.1) nos terminaria la prueba. Por otro lado, si
u’ # 0, entonces

[ e ena1, anv) = (U, a,0) @ (coy ooy Cpo1))
~ (U + apv,u'a,v) @ (o, ... cn1) = (b, coy ... Cuoy, U anv)),

lo que finaliza la demostracion. O

5.3. Grupo de isotropia de una forma cuadratica. Dada una forma cuadritica
f sobre F, es facil ver que Gg(f) :={a € F: (a) ® f ~ f} es un subgrupo de F.

Definicién 5.5. Llamaremos a Gr(f) el grupo de isotropia de f.

Teorema 5.6. Sea f una n-forma de Pfister sobre F.

(a) Si f es isdtropa, entonces es hiperbolica.
(b) Dg(f) es subgrupo del grupo multiplicativo F.

Demostracion. (a). Si f isotropa, entonces contiene un plano hiperbolico y se puede
escribir como (1) L f' ~ f ~ (1,—1) L g. Cancelando —1 € Dg(f’) y aplicando el
teorema anterior se tiene que f ~ ((—1,--- ~ hL2" ).

(b). Es inmediato que Gg(f) € Dg(f). Si a € Dg(f), entonces (—1,a) ® f ~ f L
(—a) @ f ~ f L (—a,...), y en consecuencia (—1,a) ® f es isétropa y, por lo tanto,
hiperbolica. Asi, f = (a) - f en WTF; luego, por dimension, se tiene que f ~ (a) ® f y
a € Gy(f). Por lo tanto, Gp(f) = Dg(f) v, en particular, Dg(f) es subgrupo de F. [

Observamos que (1)*2" es una n-forma de Pfister sobre F y que a € Dg((1)*?") siy

solo si a es suma de 2" cuadrados en F. Por el Teorema 5.6, las sumas de 2" cuadrados
forman un grupo multiplicativo en F. Este resultado estd vinculado a un problema
de gran interés en la teoria de ntimeros: si en un cuerpo F la suma de m cuadrados
multiplicada por la suma de m cuadrados es siempre una suma de m cuadrados, en-
tonces m es potencia de 2 y reciprocamente. Los casos m = 1, 2, 4, 8, son resultados
conocidos desde hace tiempo, en particular, el caso m = 4 se conoce como la identidad
de Fuler-Lagrange y el caso m = 8 se conoce como la identidad de Cayley. A. Hurwitz
demostré que si el producto de la suma de m cuadrados por la suma de m cuadrados es
siempre una suma de m cuadrados donde ademas estos tltimos dependen linealmente
de los primeros, entonces m = 1, 2, 4 u 8. En 1965, A. Pfister prob6 que si no se pide
la condicion de linealidad mencionada, entonces para todo n y sobre cualquier cuerpo
las sumas de 2" cuadrados forman un grupo.

6. FORMAS CUADRATICAS REALES

En esta secciéon damos brevemente la clasificacion de las formas cuadraticas sobre
el cuerpo de los nimeros reales R. Mencionaremos dos maneras de clasificar formas
cuadréticas f sobre R: una segin la signatura de f y otra segiin los menores principales
de la matriz asociada my.

Primero recordamos que una matriz simétrica A € R™*" se dice:

(a) definida positiva siy solo si xt - A -z > 0, para todo x € R™*! — {0} si y solo si

todos los autovalores de A son estrictamente positivos;
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(b) definida negativa si y solo si z* - A -z < 0, para todo x € R™*! — {0} si y solo si
todos los autovalores de A son estrictamente negativos;

(¢) semidefinida positiva siy solo si z'- A-x > 0, para todo x € R™! — {0}, y existe
r € R — {0} tal que 2'- A- 2 = 0 si y s6lo si A tiene autovalores positivos, no
tiene autovalores negativos y el 0 es autovalor de A;

(d) semidefinida negativa siy sélo si x'- A-x < 0, para todo z € R"*! — {0}, y existe
r € R — {0} tal que - A~z = 0 si y solo si A tiene autovalores negativos,
no tiene autovalores positivos y el 0 es autovalor de A;

(e) indefinida siy solo si existen z,y € R™*1 —{0} tales que 2*-A-x > 0ey'- Ay <0
si y sblo si A tiene al menos un autovalor positivo y al menos uno negativo.

Definiciéon 6.1. Sea f una forma cuadratica sobre R y m; su matriz asociada (ver
(1.3)). Se dice que f es definida positiva (resp. negativa), semidefinida positiva (resp.
negativa), indefinida si my es definida positiva (resp. negativa), semidefinida positiva
(resp. negativa), indefinida, respectivamente.

Recordamos que f se dice nula cuando z* - m; -z = 0, para todo z € R™*!,

En la Observacion 4.7, se mencioné que R es un cuerpo euclidiano. Luego, si f es una
forma cuadratica de dimensién n sobre R, entonces f tiene una diagonalizacién f ~
(ay,...,a,), donde ay, ..., a, son todos positivos, a,,1, ..., a, s son todos negativos y
Urysi1 = -+ = a, = 0. El rango y la signatura de f son rg f =r+ sy sgnf = (r,s),
respectivamente. Asi, podemos dar la clasificacién de las formas cuadraticas sobre R
mediante su signatura de la siguiente manera.

Teorema 6.2. Sea f una forma cuadrdtica de dimension n sobre R. Entonces [ es:
(a) definida positiva si y sdlo sisgn f = (n,0);

) definida negativa si y sdlo si sgn f = (0,n);

) semidefinida positiva si y sdlo si sgn f = (r,0), con 0 <r <n;

(d) semidefinida negativa si y solo si sgn f = (0,s), con 0 < s <n;

) indefinida si y solo si sgn f = (r,s) con 0 <r,s;
) nula si y sdlo sisgn f = (0,0). O

Si bien se puede obtener siempre una diagonalizacién de f, resulta tutil clasificar
las formas cuadréaticas sobre R de acuerdo a los menores principales de my. Para una
aiy ... Qin ayy ... Qig
matriz A= | : .. v k,con 1 <k <mn,definimos A, =| : .  |,¥y
Apl1 .- Qpp ap1 ... Qg
denotamos por A, = det Ay al k-ésimo menor principal de A.
Proposicion 6.3. (Criterio de Sylvester o de los menores principales). Sea f una forma
cuadrdtica de dimension n sobre R. Entonces f es
(i) definida positiva si y sélo si Ax > 0, para todo k, 1 < k < n;
) definida negativa si y sélo si (—1)*A, > 0, para todo k, 1 <k < n;
) semidefinida positiva si Ay > 0, para todo k, 1 <k <n—-1yA,=0;
v) semidefinida negativa si (—1)*A, >0, para todo k, 1 <k <n—1y A, =0;
)

v) indefinida si o bien Ay # 0, 1 < k <n, y no se cumple (i) ni (ii), o bien Ay # 0,
1<k<n-—1,A,=0yno se cumple (iii) ni (iv). O
EJERCICIOS

1. Sean f(Xl,XQ,X3> = X12 + Xg — 2X1X2 — 2X1X3 + ].0X2X3 y g(Xl,XQ,Xg) =
X? — X2 + 8X,X3. Mostrar que f ~ g.
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14.

15.

16.
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. Sean (V, B) un espacio cuadratico regular y U un subespacio de V. Probar que

a) dmV =dimU + dim U~.
b) (ULt =U.

. Sea (V, B) un espacio cuadratico regular. Demostrar que un subespacio U de V/

es regular si y solo si existe un subespacio W de V tal que V=U 1L W.

. Sea (V, B) un espacio cuadratico de dimensén 2. Probar que son equivalentes

a) V es regular e isotropo (es decir, plano hiperbdlico).
b) V es regular con d(V) = —1.

. Dos formas binarias f = (a,b) y g = (c, d) son isométricas si y solo si representan

un elemento en comin y tienen el mismo determinante modulo F?, o sea d(f) =

d(g) méd F2,

. Sean (V,B) un espacio cuadrético regular y U un subespacio no nulo de V

totalmente isdtropo, o sea B(u,u) = 0, para todo u € U. Demostrar que existe
un subespacio W de V', con dim W = 2dim U tal que U esta contenido en WW.

. Para un cuerpo F demostrar que son equivalentes:

a) toda F-forma de dimension 4 y determinante —1 es isotropa;

b) toda F-forma de dimension par y determinante —1 es isétropa;
¢) toda F-forma de dimension 3 representa a su determinante;

d) toda F-forma de dimensiéon impar representa a su determinante.

. Mostrar que para cada n € N la forma f(Xy,..., X2,) = X5 Xo + Xs X4+ -+ +

X251 Xo, es hiperbolica y que es equivalente a la forma diagonal g(Y3, ..., Ya2,)
YPYP Y=Y+ Y5, Y

. Si f ~ g sobre F, entonces f L (—g) es equivalente a una forma hiperbodlica.
. Sean a, b € F tales que ¢ = a® + b* # 0. Probar que el espacio (1,1, —c, —c) es

hiperbdlico.
Probar que I°F esta formado por las formas f de dimension par 2k tales que

a(f) = (-5

(Ayuda: definir dy : WF — F/F? como di(f) = d(f)(—l)w. Mostrar que
estd bien definida y que la restriccion a IF es un epimorfismo de grupos cuyo
nticleo es I°F.)

Demostrar que W es noetheriano si y solo si F tiene un ntimero finito de clases
modulo cuadrados. _
Demostrar que en WT se tiene (a) L (b) = (a+b) @ ((1) + (ab)), a,b,a+b € F.
Sea f una forma cuadratica sobre un cuerpo F. Demostrar que

a) Gp(f) es un subgrupo de F tal que 2 C Gp(f).

b) si f es hiperbdlica, entonces Gr(f) = F.

¢) si f es de dimension impar, entonces Gg(f) = F2.

d) Si a € Dp(f), entonces aGr(f) C Dr(f).

e) —1 € Gg(f) siysolosi f L f eshiperbolica.

Probar que dos formas ternarias isdtropas que tienen el mismo determinante son
isométricas.

Sean f = (ay,...,a,)y g = (by,...,b,) dos formas diagonales de dimension n.
Se dice que f es equivalente-simple a g si existen 7, j, 1 < 4,5 < n, tales que
(a;,a;) =~ (b;,b;) y a = by para todo k # i,j. Se dice que f es equivalente en
cadena a g si existe una sucesion de formas fy, ..., fi,, talesque fo=f, fn =9
v fi_1 es equivalente-simple a f; para todo ¢, 1 <7 < m. Probar

a) La «equivalencia en cadena» es una relacion de equivalencia en el conjunto

de formas diagonales de la misma dimension.
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17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.
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b) Dos formas diagonales de la misma dimension son equivalentes si y sélo si
son equivalentes en cadena.

Probar que si (aj,...,a,) = (by,...,b,), entonces ({a;) — 1)---((a,) — 1) =
((br) — 1)+ ({ba) — 1) en WF.
Probar que ITF es el tinico ideal maximal de WF que contiene al 2.
Probar que W es finito si y so6lo si —1 es una suma de cuadrados en F y ]F'/IF2
es finito.
Toda forma cuadratica de dimensiéon n > 3 sobre un cuerpo finito de caracteris-
tica distinta de 2 es isotropa.
Sean F cuerpo, con |F| > 5,y f = (a,...,a,). Si f es isotropa, entonces existen
T1,..., %, € F tales que f(x1,...,2,) =0.
Diagonalizar las siguientes formas sobre R y calcular sus rangos y signaturas.
CL) f(Xl, XQ, Xg) = X12 + X22 + X% + Xng + X1X3 + X2X3.

b) f( Xy, Xo, X3) = X2 +2X2 +4X, X5 + 2X, X3.

C) f(Xl, XQ, Xg) = X12 + 2X22 + 2X1X2 + 3X§

d) f(X1, ..., X0) =200 XX

Clasificar las formas del Ejercicio 22 segtn el criterio de Sylvester y segin sus
signaturas.
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1. EL GRUPO DE HEISENBERG

Denotaremos por gl(n, R) el espacio vectorial de las matrices n x n. Si A, B €
gl(n, R), definimos el corchete de Lie por

[A, B] = AB — BA.

Este corchete da una estructura de algebra de Lie a gl (n, R).

En efecto, un algebra de Lie es un espacio vectorial (real 6 complejo) munido de un
producto [,]| que satisface las siguientes propiedades:

i)[A, Bl = — [B, A], (antisimetria)

it) [A,[B,C]] + [C,[A, B]] + [B, [C, A]] = 0 (identidad de Jacobi).

Sea Gl (n,R) = {A € gl(n, R) : A es invertible}. Entonces la aplicacién exponencial
exp : gl(n,R) = Gl (n, R),
esta definida por exp (A4) =Y °° A%

n=0 n!
No es ni inyectiva ni suryectiva, pero si es un difeo local pues dexpl(t )(O) =X

dt
(probarlo).

Definicién 1.1. El algebra de Heisenberg b, es la subélgebra de Lie de gl(n, R),
consistente de las matrices de la forma

0z, . . . x, t

Yo
0 Yn
0 0

37
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y que denotamos por (z,y,t). Observamos que

|:('I7y7t) ) (l',,y/,t/>:| = (O’ 07513-?/ - 93/?/) )

’ ..
donde z.y es el producto escalar canénico en R".

Una computacion sencilla muestra que

0 ¢ . . . x, t 1 =z . . . z, t+%x.y
exp | - ) =
0 0 yn 0 YUn
o . ... 0 0 0 1
y que toda matriz del tipo
1 = T, a
0 1 0
Y
(1.1)
0 Yn
0 1

es la exponencial de un elemento en b,,.

Definicién 1.2. El grupo de Heisenberg H,, es el subgrupo de Gl (n, R) consistente de
las matrices (1.1).

Como exp : b, — H, es un difeomorfismo, H, admite un sistema de coordenadas
globales.
Ademaés,

/ / / / !/ / 1 ! !
exp (z,y,t) . exp (ac,y,t) = exp <x+a:,y~|—y,t+t —1—5 <:1:.y —x.y)),

y por lo tanto es un grupo de Lie.
Sien R*™! = R"x R"™ x R definimos el producto

/ ! / / / / 1 / /
(z,y,t). <x Y ,t) = (3:—1—1‘ YFy,t+t +§ (:U.y —x.y)) ,
obtenemos un grupo isomorfo al grupo de Heisenberg, donde el isomorfismo viene dado
por la exp.

El centro de H, es Z = {(0,0,¢) : t € R} y H,/Z ~ R*" (ejercicio).

Proposicion 1.3. El grupo de Heisenberg es unimodular y la medida de Haar es la
medida de Lebesque en R?" 1,
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Demostracion. En efecto, como la medida de Lebesgue en R?*"*! es invariante por
traslaciones, tenemos que

/n f ((x,y,t) (x/,y/,t/>) dedydt = . f((z,y,t)) dedydt =

= / f ((x/,y/,tl) (w,y,t)) dx dy dt.

n

y la proposicion sigue. 0

Podemos definir al grupo de Heisenberg de un modo intrinseco.

Definicién 1.4. Una forma bilineal U sobre un espacio vectorial V' se dice no dege-
nerada si ¥ (u,v) = 0 para todo v € V implica v = 0. Una forma simpléctica es una
forma bilineal, antisimétrica, no degenerada, sobre V.

Teorema 1.5. S1 ¥ : V x V — R es una forma simpléctica, entonces dimV es
par y existe una base {e1 ey, fi,..., fn,} de V tal que VU (e;j,ex) = V(f;, fr) = 0,
W (ej, fr) = 0k

Demostracion. Sea w € V. Entonces A, : v — ¥ (v, w) es un funcional lineal y A\, =
0 = w =0, pues ¥ es no degenerada.

Por lo tanto A : V' — V' es inyectiva Sea e; # 0y sea fi tal que U (eq, f1) = 1.
Luego por antisimetria W (e1,e;) = W (f1, f1) = 0. En particular, e; y f; son linealmente
independientes. Si dim V' > 3, existe ey tal que W (eg,e1) = U (eq, f1) = 0 .En efecto, si
v es linealmente independiente con e; y con fi, tomar e = v—V (e, v) f1—V (v, f1) €1.
Sea fo tal que ¥ (e, fo) = 1. Iterando este proceso, probamos el teorema. O

La matriz de U en esta base, es de la forma [¥] = ((} *OI), donde I denota la matriz

identidad n x n. Por lo tanto si (z1, ..., y1, ...y, ) son las coordenadas de v con respecto
a dicha base y, (2}, ...20, vy}, ...y,) las de v/, entonces ¥ (v,v') = z.y/ — 2".y.

Dada una forma simpléctica W sobre V', podemos definir un 4lgebra de Lie en V &R
por

[(U7 t) ) (Ulﬂ t/>] = (07 v (U, Ul)) :
Por la antisimetria de U, el corchete [,] es antisimétrico y la igualdad de Jacobi se
satisface automéaticamente pues [, [,]] = 0.
Mas atn, por el teorema anterior, V & R es isomorfa al &lgebra de Heisenberg.
Anélogamente, si en V @& R definimos el producto por

1
(v, t) (V' ") = (U +o' t+t + 5\11 (v,v’)) ,

obtenemos un grupo de Lie isomorfo a H,,,
En particular se puede mirar el grupo de Heisenberg como C" x R con el producto
dado por

(2,1) . (w0, ) = (z Fwt 4t — %Im (m)) |
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2. CAMPOS VECTORIALES INVARIANTES A IZQUIERDA

En R"™, los operadores diferenciales que conmutan con traslaciones, son los oper-
adores diferenciales a coeficientes constantes, y constituyen un &lgebra generada por

{a%j,j =1,...,n.p. En el grupo de Heisenberg, un conjunto de generadores del 4lgebra

de operadores diferenciales que conmutan con las traslaciones del grupo, estan dados
por

d d 1
Xjf <$7y,t) = %/S:Of (($7y7t) (86]',0,0» = %/s:(}f (Sej + x,y,t - §Syj)
_ of 1 90f
oz,  2"0t
d d 1
Y;f (z,y,t) = %/s:of ((z,y,t) (0,s€e;,0)) = %/s:of (x,y + sej, t+ 58:13]-)
_ of 1 9f
(9yj 2 ! ot’
d of

Tf(x,y,t) f((0,0,5) (,9,1)) Fl@yt+s)) =

B d_S/s:O - d_S/s:O

(Aqui e; denota el vector en R que tiene un 1 en la coordenada j-ésima y todas las
otras coordenadas nulas.)

Identificamos una base del algebra de Lie {(e;,0,0),(0,e;,0),(0,0,1),j =1,...,n.},
con la correspondiente base de campos invariantes a izquierda {X;,Y;, 7.} . Entonces

[X;,Y;] =T y todos los otros corchetes son nulos.

3. EL GrUPO Aut (h,) DE AUTOMORFISMOS DE b,

Pongamos b, =V @R y sea [(v,t), (v, )] = (0, (v,0))

Definicién 3.1. Un automorfismo de b, es una transformacion lineal g : b, — b, tal
que

(3.1) g[X. Y] =[g(X),g(Y)]

para todo X,Y € b,.

Es inmediato ver que basta comprobar (3.1) para vectores de la forma X = (v,0),
Y = (v,0), y, por abuso de notacion, que

glv,v'] = [gv, g'].
Observemos, ademas, que un automorfismo preserva el centro (ejercicio). Descri-
bamos primero Auty (h,) = {g € Aut (h,) tal que g : V' — V'}. Si g acttia en el centro
por 1, entonces (3.1) es equivalente a

[v,0'] = W (gv, gv").
Esto es, Jv.v' = Jgu.gv', o sea ¢'Jg = J. Precisamente, el grupo simpléctico es
Sp(n,R) ={g € GL(2n,R) : g'Jg = J}.
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Ademas, para s positivo, es facil ver que 0, (v,t) = (s%v, st) define un automorfismo.

Luego si g actiia por s en el centro de b,,, podemos escribir g = d,¢’, siendo entonces
¢’ un automorfismo que actiia en el centro por la identidad, o sea ¢’ € Sp (n,R).

También 6 definido por 6 (z,y,t) = (z, —y, —t) si v = (x,y), define un automorfismo,
y por lo tanto si g actiia por —s en el centro, entonces g = 00,9’, con ¢’ € Sp(n,R).

Dejamos como ejercicio probar que Aut (h,) ~ Auty (h,) x R?" (producto semidi-
recto), donde R?" est4 inmerso como un subgrupo normal, abeliano de Aut (b,,).

4. EBELEMENTOS DE LA TEORIA DE REPRESENTACIONES

Sea G un grupo topologico. Sea H un espacio de Hilbert y denotemos por U (H) el
algebra de los operadores unitarios sobre H. Una representacion unitaria de G sobre H,
es un homomorfismo 7 : G — U (H) , tal que la aplicacion Gx H — H, (g,v) — 7 (g) v,
es continua.

La denotamos por (m, H.) Se puede probar que esta condicion es equivalente a la
continuidad de 7 : G — U (H) , donde la topologia en U (H) es la fuerte.

Dadas dos representaciones unitarias (m; Hy), (7o, Hs), un operador de entrelazamien-
to entre ambas, es un operador continuo A : H; — Hs tal que m (g) 0o A = Ao m1(g).

Una representacion (m, H) se dice irreducible si los tinicos subespacios de H invari-
antes por la accion de m son el nulo y el total. En otras palabras, H no contiene
subspacios propios, no nulos, invariantes por .

Lema 4.1. Lema de Schur. Sea (7, H) una representacion irreducible de G, y sea A
un operador de entrelazamiento de la representacion. Entonces A = ul.

Demostracion. La demostracién requiere del teorema espectral para operadores au-
toadjuntos y, por lo tanto, solo daremos una idea.

Observemos, en primer lugar que, si A es de entrelazamiento, también lo es su ope-
rador adjunto A*pues 7 (g) es unitario, y luego lo es AA*. Por lo tanto podemos suponer
que A es autoadjunto. En este caso, vale que

o(A)={A € C:A— )\l es no invertible } C R.

El teorema espectral para operadores autoadjuntos afirma que existe una familia de
proyecciones { Py} sobre H tal que si A < p, Im Py, C ImP,,, y tal que

(4.1) A=Y xn (- p)

Ponemos

‘ — 0 s7 (/\z_)\z—l) — 0.
B(H)

A= / Ad P
o(A)

Ademas el teorema espectral asegura que las proyecciones P, conmutan con todo
operador que conmute con A. En nuestro caso esto dice que Py es también de entre-
lazamiento. Luego el nicleo y la imagen de P, son subespacios invariantes. Como la
representacion es irreducible, esto dice que Py, = 0, 6 Py, = I. Por la monotonia de la
familia {P\} y la (4.1, tenemos que A = \oI. O
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A+A*) A-AT)

21

Finalmente si A es arbitrario, escribimos A = +
Ejercicio. Sea A : L* ([0, 1]) — L*([0,1]) definido | por (Af)
la familia {P\} dada por el teorema espectral.

CL’f (). Hallar o (A) y

Corolario 4.2. Corolario. Las representaciones unitarias, irreducibles de un grupo
conmutativo G, son de dimension 1 y por lo tanto estdn en correspondencia con los
homomorfismos continuos de G en S*.

Demostracion. En efecto, sea(m, H) una representacion unitaria, irreducible. Entonces
7 (g) conmuta con 7 (h) para todo h € G. Luego 7w (g) = x (¢) I. Luego todo subespacio
de H es invariante por 7, y como 7 es irreducible, dim H = 1. Como 7 es continuo y
unitario, x : G — S es continuo. O

Ejemplo 4.3. Determinemos los caracteres del grupo R : un tal x satisface que

(4.2) X(z+y) =x()x ),

y que x (0) = 1. Luego por continuidad, X( ) es positivo para = en un intervalo
(0,9). Sea c= fo r) dz. Entonces cx (y) = fo y)dx = fo (z4+y)de =
f y+6 t)dt. Esto dlce que Y es una func'lon derlvable y derlvando (4.2) en y = 0,

obtenemos que \' () = x () X' (0) Luego x (z) = eX'©% y como |y (z)| = 1,x' (0) €
1R.

El analisis armonico en R esta asociado, al estudio de la transformada de Fourier.
Por lo anterior, los homomorfismos del grupo R estan dados por xy (z) = e y son
precisamente los homomorfismos del &lgebra L' (R), ( via integracion). La transformada

de Fourier est& definida sobre L' (R) por

:/f(x) e-mda::/f(w) X (=

El teorema de Plancherel asegura que la transformada de Fourier se extiende a una
2 ~
isometria de L2 (R) , es decir || f|* = H]?H ,para f € L? (R). Ademassi fy f € L' (R),

vale la formula de inversiéon
= /f()\) eAd\, ppr € R.

El analisis armoénico en un grupo de Lie G, consiste, en principio, en determinar las
representaciones unitarias, ireducibles de G. Si (w, H) es una tal representacion, y
f € L' (G), se define la transformada de Fourier de f por

:/f(x)ﬂ(x)dx

donde dx denota la medida de Haar de G. Aqui, la transformada de Fourier de f
toma valores en el espacio de operadores continuos sobre H, que denotamos por B (H) .
Ademas, en cada caso, se pretende probar una versién anéloga al teorema de Plancherel
y una correspondiente formula de inversion. Esto es lo que desarrollaremos para el caso

G =H,.
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5. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DE H,,

Denotemos por Z el centro de H,,.Entonces Z = {(0,0,t),t € R}

Observemos que si (7, H) es una representacion, unitaria e irreducible, entonces por
el lema de Schur, 7 (0,0,t) = ¢** para algtin A real. Si A = 0, entonces 7 induce una
representacion irreducible sobre H,,/Z ~ R?*". Luego 7 (z,y,t) = e/&=+19),

Supongamos A # 0, y sea (7, H) una representacion unitaria tal que 7 (0,0,t) = ¢’

Supongamos que dim H es finita. Para v € H, podemos definir una representacion
de b, lamada la diferencial de © por

At

d
dr (X)v = dS/s:Oﬂ- (sX)w.

Como 7 (sX) es un operador unitario, dr (X) es antisimétrico. En efecto, derivan-
do en s = 0 la identidad (7 (sX)v, 7 (sX)w) = (v,w), obtenemos (dm (X)v,w) +
(v,dm (X)w) =0.

(Ejercicio. Probar que si B : H x H — R es una aplicacion bilineal , entonces
dBap) (u,v) = B(a,v) + B (u,b). )

Como H es de dimension finita, y dm (X) es lineal, dr (X) es un operador continuo.

Ademas

Proposicion 5.1. Si X, Y € b, entonces
(5.1) dr [ X, Y] =dn(X)dr (V) —dr (V) dr(X),
En particular drn(X;)dn (Y;) — dr (Y;) dnX;) = dn (T) = iAl.

Demostracion. Sea A € GI(2n+ 1), y sea 14 : GI(2n + 1) — Gl(2n + 1) definida por
I4(B) = ABA™'.Como I4 es lineal, su derivada en cualquier punto es ella misma . Sea
¢ : H, — U (H) un homomorfismo. Entonces, si A € H,, X € b,

d(La (exptX) = Iya) (¢ (exptX)).

. Derivando en t = 0, obtenemos
dpry (AXATY) = ¢ (A) dg (X) ¢ (A) "
Ahora poniendo A = exptY, y derivando de nuevo en t = 0 , obtenemos
dp (YX = XY) =do (V) dp (X) — do (X)de (V).
En efecto, la tltima igualdad resulta de observar que t — (exptY) X (exp —tY) es
bilineal y por lo tanto su derivadaen ¢t =0es Y.X — XY. U

Proposicion 5.2. No existen operadores acotados, antisimétricos P,(Q), satisfaciendo

PQ — QP =), con A # 0.

Demostracion. Por induccion se ve que PQ — QP = Al implica PQ" — Q"P =
niAQ" ! Luego tendriamos n|A[ Q" < 2{|P[[|Q"] < 2[IP[IQIQ"'], o sea
2||P|| ||Q]] = n|A|, para todo n, lo cual es un absurdo. O

Por lo tanto si (7, H) es una representacion unitaria tal que 7 (0,0,t) = eI, nece-
sariamente dim H = oco. Por otra parte como
(x,y,t) = (x,0,0)(0,y,0) (0,0,t — %x.y), uno estd tentado de definir una repre-

sentacion 7 (z,y,t) = eM(t_%x‘y)a(x)T(y), donde o (z) y 7 (y) son representaciones
unitarias de R™ sobre cierto espacio de Hilbert H.
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Lema 5.3. Lema. Si o (z)7 (y) = e?*¥7 (y) o (), entonces
m(2.y.1) = X500 ()7 (y)

define una representacion (univocamente determinada) de H,, tal que my (z,0,0) =
o (ZE), T (07 Y, 0) =T (y) » T (Oa 07 t) = ei)\t'

Demostracion. Queda como ejercicio. 0
Nada més natural que tomar H = L? (R"). Sean
o(x)p(u)=¢@+u),y

T (y) @ (u) = V"o (u).

Entonces o y 7 satisfacen las hipotesis del lema con A = 1 y se tiene que
(t—Lg i(t—Lix.
@yt = o (@) (7 (1)) () = () o) (@ + )

Esto es,
™ (. 8) @ (u) = () (4 40y,
Para A # 0, la aplicacion (z,y,t) — (x, Ay, A\t) es un automorfismo y por lo tanto
™ (z,y,t) = m1 (2, Ay, At)

define una representacion de H,,, llamada representacion de Schrodinger.
Sea ¢ € S (R™). Entonces

() el) = 4 (M)W = el = 52 W),
I (V) f) = L (V) e) =2 M) = idugp(u),

~ ds/s=o
dmy (T) ¢ (u) = iAp(u).

6. FUNCIONES DE HERMITE

Para comenzar, supongamos n = 1, A = 1. Pongamos

Z:%(X—iY), 7:%(X+ZY).
Entonces dmy (Z) = 1 (L +u) y dmy (Z) = 5 (£ —w).

— w2
Sea D = § (&L +u) ysea D=3 (L —u). Sea o (u) =e 7, entonces Dy = 0.

Teorema 6.1. Las funciones ¢, = D' ¢y forman una base ortonormal de L (R), tal
que

n
(61) Dgon = ©n+1, D@n = —ESanL

Ademds DDy,, = —"T“gon y DDy, = —5n.
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Demostracion. La primera de (6.1) sigue de la definicion de ¢,,. Para la segunda ob-
servamos que [D, D] = —%I . Entonces usando induccién tenemos

n—1— 1 n
D _DDSDn I—DDSOn 1+ [D D] Pn— 1—_TD90n 2 2§0 — :_§(pn71

Es evidente por el decaimiento exponencial de ¢y, v por la definicion de D, que
o, € L2

Probemos la ortogonalidad: tenemos (g, v,) = <g00,§gpn_1> = — (Do, pn_1) = 0,
Vn # 0. Entonces, por induccion,
m

. <90m—1a Qpn—1> =0

(Pms @n) = (P> Dpn1) = = (Dpms Pn1) = 5

si m # n.
Probemos la completitud: Si f € L2, tenemos que

(fe™ "”2 /f ﬂze*i&dx = Z —(—i?f'x)” /f(x) e
n=0 '

Luego si [ f (z) e~ 2"dx = 0 para todo n, entonces (f/e—?) =0y por lo tanto f = 0.
Como ¢, (u) = p, (u) e, donde p, es un polinomio de grado n, queda probada la
completitud de la {p,}. O

Las matrices de dr (Z) y dr (Z) estan dadas por

0 -3
0 -1
dr (Z) = 0
0 =3
0
y
0
0
dr (Z) = L0

0
Vi 0

Ejercicio. Probar que p, = (—i)" ¢,, siguiendo las siguientes observaciones
i) Po=o.
ii) Como £6(¢) = i€0(€), ¥ (u0)(€) =i (£0) (€), tenemos que

—

= Do (6) = oo (€) — (o) (€) = 1655 () — i (&7 (©) = (~) Do = (=) 1.

Si A # 1, no es dificil ver que podemos imitar el proceso anterior considerando como
base de L? (R") las funciones de Hermite convenientemente dilatadas.

Sin#1,dnmy(Z;) = % (% + /\uj> y dm) (Zj) = % (% — )\uj> y la correspondiente

base viene dada por las funciones de Hermite @) (u) = ¢, (w1) ...¢), (un) si a =
1 1
(a1, ) , donde @ (u5) = N|* g, (N 1)
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7. LA TRANSFORMADA DE FOURIER EN L' (H,).

Para f € L' (H,), definimos la transformada de Fourier de f por

m(f)= [ [f(z,yt)m(2,y,t)dedydt,

Hy

esto es, para o, € L2 (R"), (my (£) 9. 0) = [ f (2,y,8) (ma (2,9, 8) 9, ) da dy di.
Se tiene que 7y (f) es un operador acotado en L? (R") y [|mx (), < IIfll1gny -
Veamos que 7, (f) es un operador integral del tipo

i () ] (u) = / K (u,0) ¢ (v) do,

con Ky € L*(R" x R").
En efecto,

m (el = | f (z,y, t) e T2EVT0Y) o (0 40y d dy dt

—

_ /]R ., (x,y,_A) eMG240)9) o (2 4 ) dae dy
= /nf<x,—)\gx.\+u>,:\)\>g0(x+u)dx
- /nf<u—v,_7)\(v+u),:\)\>g0(v)dv,

donde hicimos el cambio de variable v = = + .

Por lo tanto,

Kiy(u,v)=f (u—v,%/\(v—i—u),:\)\).

Queda como ejercicio probar que si K € L? (R" x R"™), el operador

T (u) = K (u,v) ¢ (v)dv
R™
es acotado en L* (R") y que ||T|,, < K[| 12 (gn sy - ( Usar la desigualdad de Schwartz
en L?(R").)
Finalmente, comentamos que un operador 71" asi definido, es un operador de Hilbert
Schmidt, es decir, dada cualquier base ortonormal {p;}de L? (R"), 3" || T'w; || es finita.
En efecto,

Toned = [ Kwoe)p e = (K.e0%)

siendo p; ® P; una base ortonormal de L? (R™ x R").
Luego, si f € L' (H,) N L' (H,), por la formula de Plancherel para funciones en
L* (R™ x R" x R), obtenemos que
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i = 8 = [ |Fenn]| aana

~ )\
f (u—v,—(v+u),—)\>
R xR"™ xR 2

JALZIRE
R

2

1
A" du dv dX

on
1
2n
Asi, hemos obtenido la formula de Plancherel para funciones en L' (H,,) N L' (H,)

1
1° = 55 [ I (Dl A" an
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TEORIA DE CODIGOS Y CURVAS ALGEBRAICAS

ANTONIO BEHN

RESUMEN. Haremos una introduccién a la teoria de cddigos lineales para la deteccion
y correcién de errores. Mencionaremos algunas aplicaciones y mostraremos ejemplos
clasicos, como codigos de Hamming, Reed-Solomon, BCH. Estudiaremos los c6digos
de Goppa clasicos y luego de introducir las curvas algebraicas sobre cuerpos finitos,
veremos codigos de Goppa geométricos. También mostraremos cotas y cotas asintéti-
cas para los parametros de los codigos.
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PRERREQUISITOS

El curso esté dirigido a alumnos de magister, doctorado o que estén finalizando una
licenciatura. Se requiere conocimiento de algebra lineal, cuerpos finitos y anillos de
polinomios. No supondremos conocimientos especificos de la teoria de codigos.

1. ;QUE ES UN CODIGO?

Hay varias razones por las cuéles se podria querer codificar un mensaje.

» Compresion de datos: Para hacer mas eficiente su transmision o almace-
namiento.

= Criptografia: Para ocultar su contenido a terceras personas.

= Deteccién y correccién de errores: Para aumentar la confiabilidad de su
transmision o almacenamiento.

Es solamente este dltimo tipo de codigos el que estudiaremos en este curso.

Queremos transmitir un mensaje y sabemos que el medio por el cual se transmitira
no es completamente confiable de manera que necesitamos agregar cierta redundancia
al mensaje de manera de poder detectar y ojala corregir eventuales errores en la trans-
mision. Notemos que esta transmision puede ser espacial (fotos de una sonda espacial,
conversaciones de telefonia celular, transmision de archivos por internet, etc) o tempo-
ral (Almacenamiento de datos en un disco duro, CD de misica, c6digo de barras de un
producto, etc).

Quizas la forma mas sencilla de agregar redundancia a un mensaje sea repetirlo
dos 0 méas veces de manera que el receptor pueda comparar las versiones recibidas.
Como veremos, ésta no es en general una forma eficiente pues el esfuerzo requerido
es demasiado grande. Otra forma béasica de cédigo, es agregar lo que se conoce como
cddigo verificador. Por ejemplo el nimero de RUT utilizado en Chile tiene un codigo
verificador después del guién que permite detectar un buen nimero de errores que se
podrian producir al dictar o tipear el nimero. Lo mismo sucede con el CUIT (clave
tinica de identificacion tributaria) en Argentina Otro ejemplo del mismo tipo es el de los
codigos utilizados para clasificar los libros (ISBN). Estos digitos verificadores permiten
detectar pero no corregir errores pues si el digito verificador no corresponde, no hay
manera de saber donde se produjo el error.

En general buscamos una regla que a cada mensaje (sucesion de letras o simbolos en
el abecedario fuente) le asigna un codigo (sucesion de letras en el alfabeto codificado) de
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manera tnica. Consideraremos el caso especial donde los codigos son todos del mismo
largo (llamados codigos de bloque) y el alfabeto codificado es un cuerpo finito. En el
caso donde este cuerpo tiene dos elementos, es decir las palabras del coédigo consisten
en sucesiones de ceros y unos diremos que se trata de un cédigo binario.

1.1. Ejemplos.

Ejemplo 1.1 (ISBN (international standard book number)). Los libros tienen un
codigo que los identifica que consiste de diez digitos (recientemente ha sido alargado a

13) que satisfacen
10

Z 10, =0 mod 11
i=1
donde el ultimo digito es una X si le corresponderia ser 10.

Ejercicio 1.1. Verifique el ISBN 0-201-39825-7. Los guiones sirven para facilitar la
lectura pero no participan en la codificacion.

Ejercicio 1.2. Este codigo permite detectar cualquier error en un digito y cualquier
error de transposicion de dos digitos.

Ejemplo 1.2 (Codigos de repeticion). Supongamos ahora que queremos enviar un
mensaje simple (si/no) donde 1 significa “si” y 0 significa “no”. Si lo que hacemos es
enviar un so6lo bit, cualquier error en el canal de transmisién pasaria inadvertido y el
mensaje recibido seria erréneo. Una estrategia simple de codificacion es enviar 11111
cuando queremos decir “si” y 00000 cuando queremos decir “no”. El receptor determina
cudl es el digito que mas se repite en el mensaje que ha recibido y decide que ese debe
haber sido el mensaje enviado. Hemos tenido que enviar un mensaje 5 veces més largo,

pero la probabilidad de que el mensaje recibido sea erréneo es mucho menor.

2. CONCEPTOS BASICOS

Para poder comparar distintos codigos introduciremos algunos parametros impor-
tantes. En primer lugar esté el largo del codigo que se define como el niimero de digitos
en cada palabra del codigo (recordemos que consideraremos codigos cuyas palabras
sean todas del mismo largo). En el caso del codigo de repeticion del ejemplo 1.2 el
largo es 5.

En segundo lugar, nos interesa conocer el ntimero total de palabras que contiene el
codigo. En el ejemplo 1.2 tenemos 2 palabras (00000 y 11111).

En tercer lugar queremos caracterizar la distancia entre las palabras del codigo para
lo que definiremos:

Definicién 2.1 (Peso de Hamming y distancia de Hamming). La distancia de Ham-
ming entre dos palabras d(a,b) de un cddigo es el nimero de digitos en que las pal-
abras difieren. El peso de Hamming de una palabra w(a) es el nimero de coordenadas

distintas de 0 de la palabra (pensada ésta como vector fila). Podemos observar que
d(a,b) = w(a —b).
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La distancia minima del cédigo, definida como el minimo de todas las distancias
entre palabras distintas del codigo, es el tercer pardmetro que buscamos. En el caso
del ejemplo 1.2, esta distancia minima es 5. Ya veremos como la distancia minima
determina cuéntos errores nos permitira detectar/corregir el codigo.

Ejercicio 2.1. La distancia de Hamming define una métrica en el espacio de las n-
tuplas sobre el cuerpo [y, es decir:

dz,z) = 0
d(z,y) = d(y,z)
dz,y) < d(z,z)+d(z,y)

..Se puede interpretar el peso de Hamming como una norma cuya métrica asociada es
la distancia de Hamming?

Ejercicio 2.2. ;Cual es la distancia minima del c6digo ISBN?

Teorema 2.2. Un cddigo con distancia minima d nos permite detectar s errores si
d > s+ 1 y nos permite corregirt errores si d > 2t +1. Debemos notar que no podemos
lograr ambas cosas simultdneamente.

Demostracion. 1. Supongamos que d > s + 1 y que el niimero de errores en la trans-
mision de una palabra ¢ es menor o igual a s. Entonces es imposible que la palabra
recibida esté en el codigo y sea diferente de la enviada pues la distancia minima entre
palabras del codigo es d. Por lo tanto, los errores son detectados.

2. Supongamos ahora que d > 2t + 1 y que el nimero de errores en la transmision
de una palabra ¢ es menor o igual a t recibiéndose una palabra ¢. Entonces la tnica
palabra del codigo a distancia menor o igual a t de ¢’ es la palabra enviada ¢ pues
si d(c, ") <t entonces d(c, ") < d(c,d) +d(d, ") < 2t lo que contradeciria que la
distancia minima entre dos palabras del codigo es mayor o igual a 2t + 1. 0

Vemos entonces que los mejores c6digos tendran una distancia minima lo mas grande
posible. Ademas es natural querer que el largo del cédigo sea lo menor posible y que el
numero de palabras sea lo més grande posible. Lamentablemente esta condiciones se
contraponen y como veremos a continuacion, d, M y n no son independientes.

Definicién 2.3. Hablaremos de un (n, M,d)-cédigo para referirnos a un cdédigo de
dimension n con M palabras y distancia minima d.

Ejercicio 2.3. El codigo C' = {0000, 1100,0011,1111} es un (4, 4, 2)-codigo.

3. CODIGOS LINEALES

Diremos que un codigo C' es un codigo lineal, si el conjunto de las palabras del codigo
forma un subespacio vectorial de Fy. Hablaremos de un [n, k] codigo si tenemos un
codigo de largo n y dimension k. Si ademas conocemos su distancia minima, hablaremos
de un [n, k,d] codigo. De ahora en adelante todos los codigos de los que hablaremos
seran lineales. Notemos que los vectores son vectores fila.
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Teorema 3.1. La distancia minima de un codigo lineal C' es igual al minimo peso de
los vectores no nulos de C'. Notemos que esto nos permite simplificar significativamente
el cdalculo de la distancia minima.

Demostracion. Ejercicio. 0

3.1. Matriz generadora y matriz de control. Dada una base {vy,vs,...,v;} de
un codigo C' podemos definir una matriz generadora G para el codigo cuyas filas seran
los vectores vy, vs, ..., V. G no estd inicamente determinada por C sino que depende
de la eleccion de una base. Reciprocamente, dada una matriz de k X n cuyas filas son
linealmente independientes, existe un [n, k| codigo para el que esta matriz es una matriz
generadora.

Dada una matriz generadora GG, podemos definir una forma de codificar mensajes.
Los mensajes son vectores arbitrarios en IF’; y la matriz generadora define una inyecciéon
IE"; — [y que lleva un mensaje u en la palabra del codigo uG. La imagen de esta funcion
es precisamente C'.

Nota: Si G = (I B) donde [ es la matriz identidad de k x k, diremos que G es una
matriz generadora sistematica (o estandar). La ventaja de usar una matriz generadora
sistematica, es que permite identificar facilmente el mensaje original si conocemos la
palabra codificada.

Observacion 3.2. Si A y B son matrices equivalentes por filas (squé quiere decir
esto?), entonces ambas definen el mismo cddigo. ;Por qué?

Ejercicio 3.1. Describa un algoritmo para obtener una matriz generadora para un
cddigo si se conoce un conjunto generador para éste. ;Cuando se puede obtener una
matriz generadora sisteméatica?

Definicion 3.3. El producto interno u - v de vectores u = (uy,Usg,...Up) Yy UV =
(v1,v9,...0,) en IFZ se define como u - v = uyvy + UV + - -+ + UpUy,.

Definiciéon 3.4. Diremos que dos vectores u y v son ortogonales st u-v = 0.

Notemos que, a diferencia de lo que pasa en espacios vectoriales reales, es posible
que u - v = 0 sin que u sea el vector 0.

Definicion 3.5. Dado un subespacio V. C Fy, el complemento ortogonal de V es el
conjunto de los vectores ortogonales a todos los elementos de V y se denota por V=*.
Vi={ueF|u-v=00eV}

Debemos notar que el complemento ortogonal no es un complemento de V' como
subespacio de Fy en el sentido usual pues ni siquiera se tiene V' N V+ ={0}.

Definicion 3.6. Dado un cédigo C' podemos definir su cédigo dual C*+ como el com-
plemento ortogonal de C'.

OBS: En el caso especial que C' = C* diremos que C es un coédigo auto-dual. Ademaés,
si C' C C* diremos que C' es auto-ortogonal.
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Dado un [n, k] codigo C, el dual C*+ es un [n,n — k] codigo (demuéstrelo) que tiene
una matriz generadora H con la propiedad que v € C si y solo si vHT = 0 o equiva-
lentemente Hv? = 0 de manera que C corresponde al espacio nulo de la matriz H.
Podemos entonces usar la matriz H para verificar si una palabra recibida esti en el
cddigo C' y es por esto que a la matriz H la llamaremos matriz de control del codigo

C.

Ejercicio 3.2. Describa un algoritmo para obtener una matriz generadora para C-.
Esto es lo mismo que encontrar un algoritmo para obtener una matriz de control para
el codigo C.

Teorema 3.7. Sea C' un codigo lineal de largo n sobre F,. Entonces,

1) |C] = g™
11) C* es un codigo lineal y dim(C) + dim(C*t) = n.
) (CH)L =C.

Demostracion. ejercicio 0

Corolario 3.8. La dimension de un cddigo auto-ortogonal de largo n debe ser < n/2
y la dimension de un cddigo auto-dual debe ser n/2.

Lema 3.9. Sea C un [n, k|-cidigo lineal sobre F, con matriz generadora G. Entonces
v es ortogonal a C si vy sélo si es ortogonal a todas las filas de G, es decir v € C*+ &
vGT = 0.

En particular, si H es una matriz de (n — k) X n, entonces es matriz de control para
C si y sdlo si sus filas son linealmente independientes y HGT = 0.

Lema 3.10. Un resultado equivalente al lema anterior es el siguiente:

Sea C un [n, k]-cddigo lineal sobre F, con matriz de control H. Entonces v pertenece
a C siy solo si es ortogonal a todas las filas de H, es decir v € C < vHT = 0.
En particular, si G es una matriz de k X n, entonces es matriz generadora para C si y
s6lo si sus filas son linealmente independientes y GHT = 0.

Teorema 3.11. Sea C' un cidigo lineal y sea H una matriz de control para C'. Entonces

1) C tiene distancia minima > d si y solo si cualquiera d — 1 columnas de H son
linealmente independientes

11) C tiene distancia minima < d si y sélo si H tiene d columnas linealmente depen-
dientes.

Ejercicio 3.3. Considere el codigo cuya matriz de control es

H =

— = O
— O

11
10
0 0

o = O
_— o O

Encuentre una matriz generadora para el codigo y determine sus pardmetros.
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3.2. Decodificaciéon y sindromes. Con la matriz generadora ya sabemos como
codificar un mensaje, ahora nos interesa conocer métodos para decodificar, es decir
recuperar el mensaje original a partir de la palabra recibida. Con la matriz de control
podemos determinar si esta palabra estd en el codigo. Si no lo estd, debemos elegir
la palabra del codigo més cercana (distancia de Hamming) pues siempre supondremos
que el nimero de erores es minimo. La principal dificultad radica en diseniar algoritmos
para determinar esta palabra més cercana.

Consideremos el conjunto de las clases laterales de C' en Fy. La clase que corresponde
a un vector v € ' es el conjunto {v + x|z € C'}. Recordemos un resultado de algebra
lineal:

Teorema 3.12. Si C' es un [n, k|-cddigo sobre Fy entonces cada vector de Fy pertenece

a una clase lateral de C. Cada clase contiene exactamente q* vectores. Hay ¢" % clases
disjuntas.

En cada clase elegiremos un “lider” de peso minimal. (si hay mas de un vector con
el mismo peso minimal, elegiremos cualquiera de ellos). Para decodificar una palabra
recibida, debemos determinar en cual de las clases laterales se encuentra, para luego
restarle el lider de su clase, obteniéndose asi una palabra del codigo a distancia minima
de la palabra recibida. Para implementar este algoritmo es necesario almacenar ¢"
palabras ordenadas segiin la clase a la que corresponden, distinguiendo al lider en cada
clase. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.1. Sea C' es [4,2] codigo binario de matriz generadora
1 011
¢= ( 0101 )
Entonces C' = {(0000,1011,0101, 1110} y las clases laterales de C' son

0000 +C = {(0000,1011,0101,1110}
1000 +C = {(1000,0011,1101,0110}
01004+ C = {(0100,1111,0001, 1010}
0010 +C = {(0010,1001,0111,1100}

Podemos observar que este codigo tiene distancia minima 2 y que, usando el algoritmo
descrito, permite corregir un error si este es cometido en una de las primeras 3 posiciones
(no en la cuarta).

El método descrito para decodificar es un método completamente general pero sélo
es realizable para codigos de tamarnos relativamente pequenos pues de lo contrario la
tabla que se debe almacenar es demasiado grande y la tarea de encontrar la palabra
recibida en la tabla se hace dificil.

Otro método general para decodificar codigos lineales es el que usa lo que se conoce
como sindrome. La idea es aprovechar la matriz de control H que para cada clase lateral
del co6digo produce un tnico vector en IF;L/FZ' = ]Fg_k. Mas concretamente, si v € Fy,
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entonces vHT € FZ"“ solo depende de la clase a la que pertenece v y le llamaremos el
sindrome de v. Ahora el algoritmo de decodificacion funciona como sigue. Hacemos una
tabla que contiene los sindromes de cada clase y el lider correspondiente (2¢"* vectores
en lugar de ¢"). Dada una palabra recibida, calculamos su sindrome y lo encontramos
en la lista. La palabra corregida sera entonces v — e donde e es el lider correspondiente
(e es el error que se corregird).

Ejercicio 3.4. Hacer una tabla de sindromes y lideres para el cdédigo binario cuya
matriz generadora es

1 0101
G=101011
00111

., Cuales son los parametros de este codigo?
3.3. Equivalencia de cédigos lineales.

Definicion 3.13. Dos (n, M)-cddigos sobre F, son equivalentes si se puede obtener
uno a partir del otro con una combinacion de operaciones de los siguientes tipos:

1) una permutacion de las n coordenadas de las palabras (la misma permutacion para
todas las palabras).

11) multiplicacion de los simbolos que aparecen en un posicion fija por un escalar no
nulo.

Teorema 3.14. Todo codigo lineal es equivalente a uno cuyo malriz generadora se
puede elegir sistemdtica.

Demostracion. Ejercicio. O

4. COTAS BASICAS PARA LOS PARAMETROS DE UN CODIGO

Como uno de los objetivos principales de los c6digos es transmitir la mayor cantidad
de informaciéon posible, minimizando los costos de transmision (largo del codigo) y
maximizando la posibilidad de corregir errores (distancia minima), resulta importante
conocer las limitaciones que tenemos en cuanto a la relaciéon entre estos parametros. Las
siguientes son algunas de las cotas que se pueden establecer. (En la secciéon 6 veremos
otras cotas.)

Lema 4.1. Cota de Singleton Podemos establecer la siguiente cota para el nimero de
palabras M de un codigo de largo n y distancia minima d:

Demostracion. Consideremos las palabras obtenidas al borrar las primeras d — 1 coor-
denadas de cada palabra del codigo. Como la distancia entre dos palabras del codigo
es al menos d, las palabras obtenidas son todas distintas y es claro que no hay més que
¢" 1 de ellas pues tienen largo n — d + 1. O
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Definicion 4.2. Diremos que un cidigo es MDS (mazimum distance separable) si
alcanza la cota de Singleton.

Podemos obtener otra cota para la relacion entre los parametros de un codigo si
conocemos su longitud y su distancia minima en el caso que esta tltima sea impar. Para
ello usaremos un argumento geométrico. Supongamos que tenemos un (n, M, 2r + 1)-
codigo sobre IF,. Consideremos las esferas de radio r centradas en las palabras del
codigo (jqué es una esfera?). Es facil ver que estas M esferas no se intersectan (jpor
qué?) y podemos contar el niimero de palabras que contiene cada una como sigue:

~(n ; n n .
> ()= =ten-1+ (5)a- 124 (N

i=0
donde el i-ésimo término de la suma corresponde al niimero de palabras a distancia ¢
del centro de la esfera. De esta manera, como el nimero total de palabras posibles es
q", tenemos lo que se conoce como cota de Hamming:

Lema 4.3 (Cota de Hamming). Si C' es un (n, M, d),-cddigo, entonces

M;) (?) (¢—1)"<q"

Diremos que un codigo es un cddigo perfecto si esta iltima desigualdad es una igual-
dad, es decir que el conjunto de las M esferas cubre completamente el espacio Fy.

5. ALGUNAS CLASES DE CODIGOS ESPECIALES

5.1. Cobdigos de Hamming. Estudiaremos ahora una clase especial de codigos
perfectos llamados c6digos de Hamming binarios.

Empezaremos con una relaciéon entre la distancia minima de un cédigo y su matriz
de control. Recordemos que un co6digo lineal C' tiene distancia minima d si y sélo si
existe una palabra v € C con exactamente d coordenadas no nulas y ninguna palabra
(no nula) de C' tiene menos coordenadas no nulas. Como Hv® = 0 esto quiere decir que
H tiene d columnas que son linealmente dependientes. Por otro lado si H tuviese un
conjunto menor de columnas l.d. entonces la relaciéon de dependencia lineal nos daria
una palabra de peso menor a d en el codigo.

En resumen, la distancia minima d es el menor nimero para el que existen d columnas
de H que son linealmente dependientes.

En particular, si buscamos codigos con distancia minima 3 (el minimo necesario para
corregir un error), la matriz de control correspondiente tendra columnas que satisfacen
que cualquiera dos de ellas son Li. y que hay 3 de ellas que son l.d. Si nos restringimos
a codigos binarios, esto quiere decir que las columnas de H son todas distintas y que
existen 3 cuya suma es 0.

Definicién 5.1 (Codigo de Hamming). Un cddigo de Hamming H, de largo n =
2" —1, se define por su matriz de control cuyas columnas consisten en todos los vectores
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binarios no nulos de largo r. Esto nos da un [n,k,d]-cddigo lineal sobre Fy con n =
2 —1,k=2"—r—1yd=3.

Observemos que el codigo de Hamming H, definido de esta manera es perfecto pues
1
n i T _pr— r T__ n
> (Z.)<q—1> =27 (14 (20— 1) = 2P =2
i=0

Ejemplo 5.1. Una matriz de control para el [7,4, 3]-codigo Hj es:

0001111
H={01100T11
1010101

donde podemos reconocer las columnas de H como las expresiones binarias de los
ntimeros de 1 a 7.
Una matriz generadora para este codigo es

000
0 01
1 01
011

—_—= O =
_ O ==

La decodificacion para este codigo es particularmente facil. Observemos que los
lideres de las clases son todos los vectores de peso menor o igual a 1 (el vector 0
corresponde a la clase del codigo) y el sindrome correspondiente se puede interpre-
tar como un nimero binario que nos indica la columna en la que ocurrié el error de
transmision sin necesidad de almacenar una tabla especial.

A modo de ejemplo, consideremos el mensaje 0110. Después de codificar tenemos
0110011. Si la palabra recibida es 0100011, la multiplicamos por H” obteniendo (011)
que corresponde al ntmero 3. Corregimos la tercera posicién recuperando 0110011 y
decodificamos 0110 pues la matriz generadora es sistematica.

5.2. Cobdigos de Reed-Solomon. Una clase de codigos que alcanzan la cota de
Singleton es la que describiremos a continuacion. Consideremos el cuerpo F, y numere-
mos sus elementos no nulos de manera que F, = {oy, g, ..., a,—1}. Definimos ademaés
el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a r con coeficientes en F:

Ly = {f € Fola][ deg(f) <}
Entonces para cada k € Z con 1 < k < ¢ — 1, se define el codigo de Reed-Solomon:

RSk, q) == {(flan), ..., flag1))|f € Li-1}.

Notemos que RS(k,q) C Fg_l de manera que es un codigo sobre F,. Ademés, la funciéon
e: Ly, € Fg’l dada por €(f) = (f(aq),..., f(ags—1)) es una transformacion lineal cuya
imagen es RS(k,q) de manera que se trata de un coédigo lineal.

., Cuales son sus parametros? Su largo es claramente n = ¢ — 1 y su dimension
es a lo sumo dim L;_; = k. Veamos ahora que el niicleo de € es trivial. Si e(f) = 0,
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entonces f tiene al menos ¢ — 1 raices, pero f tiene grado menor a k < ¢ —1 de manera
que f = 0. Esto demuestra que la dimension de C' es exactamente k. Para calcular la
distancia minima, supongamos que f # 0y que €(f) tiene peso d = dy,;,- Entonces f
tiene al menos n — d ceros de manera que su grado debe ser también al menos n — d.
Como f € Lj_q esto implica que n —d < k — 1, o equivalentemente, que d > n — k + 1.
Pero ya sabemos por la cota de Singleton (lema 4.1) que d < n — k + 1 de manera que
d=n—k+1y C esun codigo MDS.

5.3. Cobdigos ciclicos. Una clase especial de codigos usados con frecuencia es la de
los codigos ciclicos que definimos a continuacion:

Definicién 5.2. Un subconjunto S C Iy es ciclico si (an-1,a0,a1,...,a,_2) € S cada
vez que (ag, a1, ..., Gn_2,a,_1) € S. Un cddigo lineal C' se dice cddigo ciclico si C es un
conjunto ciclico.

Ejercicio 5.1. Verificar que el dual de un cédigo ciclico es también un coédigo ciclico.

Ejemplo 5.2. Los siguientes son ejemplos de codigos ciclicos:
1. tres codigos triviales {0}, {\- 1A € F } y F7;
2. el [3,2,2]-codigo binario {000,110, 101,011};
3. el codigo simplice
S(3,2) = {0000000,1011100,0101110,0010111,
1110010,0111001, 1001011, 1100101}
Para facilitar el trabajo con cédigos ciclicos, consideremos la siguiente corresponden-
cia:

T Fy = Fola]/(2" — 1), (ao,a1,...,an-1) — ao + a1& + - -+ + ap_yz" !

Como 7 es un isomorfismo de espacios vectoriales sobre F,, de ahora en adelante iden-
tificaremos I} con Fy[z]/(2™ — 1) sin necesariamente mencionar 7 de forma explicita.

Ejemplo 5.3. Si C = {000, 110, 101,011}, entonces 7(C) = {0,1+x,1+ 2% x + 22} C
Fo[z]/(x® — 1). Notemos que 7(C) es un ideal en Fy[z]/(z® — 1) y que de hecho es el
ideal generado por x + 1.

Teorema 5.3. El anillo F,[z]/(z" — 1) es un anillo de ideales principales.
Demostracion. Ejercicio. 0

Teorema 5.4. Un subconjunto C de F es un cddigo ciclico si y sdlo si w(C) es un
ideal de F[z]/(z™ — 1).

Teorema 5.5. Sea I un idea en Fylx]/(z" — 1) y sea g(x) un polinomio monico de
grado minimal en 1. Entonces g(x) es un generador de I y divide a ™ — 1 en F,[z].
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5.4. Cobdigos BCH.

Definicién 5.6. Sea o un elemento primitivo de Fym y denotemos por MY (z) al poli-
nomio minimal de o' respecto a F,. Un cidigo BCH (primitivo) sobre F, de largo
n = ¢qm — 1 con distancia de diserio § es un cddigo ciclico generado por g(x) =
mem(M D (x), M@ (z), ... M@H=2)(2)) para algin entero a. Frecuentemente nos
restringiremos al caso a = 1.

Ejercicio 5.2. Sea o un elemento primitivo de Fom y sea g(x) € Fy[x] el polinomio
minimal de a. Demuestre que el codigo ciclico de largo 2™ —1 cuyo polinomio generador
es g(z) es de hecho el [2™ — 1,2™ — 1 — m, 3]-co6digo de Hamming binario.

Note que este codigo BCH tiene distacia de disefio 6 = 2 y que basta probar que es
un codigo con dimension 27 — 1 —m y distancia minima 3 para concluir que se trata
de un coédigo de Hamming (revisar la definicion).

Ejemplo 5.4. Otro caso especial se da si consideramos codigos BCH con m = 1 de
manera que n = ¢ — 1. Como antes, sea a un elemento primitivo de F,. Sea C el
[n, k]-codigo ciclico g-ario generado por

g(x) = (z —a)(z —a?)...(x —a"")
Mostraremos que C' es equivalente a RS(k,q) definido en 5.2. Para ello consideremos
un polinomio p(z) de grado menor a k. Podemos escribir p(z) = vo+viz+. .. vp_12% L.
Definimos a continuacion el polinomio ¢(z) = fo + fix + ... f_12" ' donde

k—1

fn=p(") = Zvjajh-
=0
Notemos que si 1 # 3 € Fy
n—1 n
-1
> 8= 55 —7 =Y
h=0
Calculemos ¢(a') para 1 < i < n:
n—1 n—1 n—1
q(az) — fhazh — UjOéJhOélh
h=0 h=0 j=0
n—1 n—1 n—1
= v Y (@) =0, (0"
j=0  h=0 h=0
= —Up—

En particular g(o’) =0 V 1 <i <n — k de manera que ¢ pertenece al codigo ciclico
generado por g.
En resumen, si elegimos a; = o, entonces

e(p) = (fo, f1,- - Jno1) € RS(k,q) < q € (g)
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Teorema 5.7. La distancia minima de un codigo BCH con distancia de diseno § es
d> 6.
Demostracion. Sea « un elemento primitivo de Fy» y sea C' un cédigo BCH generado
por

g(x) = mem (M@ (), M@ (2), ..., M (z)).
Es claro que los elementos a?, %! ... a2 son raices de g(z). Supongamos que
d < — 1y que existe una palabra ¢ € C que se puede escribir como:

c(x) = cpx™ + e + - ¢ at?

Sabemos que c(a’) =0 para i =a,a+a,...,a+ d — 1 de manera que:
(aa)il (aa)i2 ... (Oﬂ)id Ciy
(aa—l—l)il (aa+1)i2 . (aa+1)id Ciy
. —0
(aa+(5—2>i1 (aa+6—2)i2 .. (aa+6—2)id i,

Como d < 6 — 1 podemos borrar las tltimas filas si fuera necesario para obtener:

@) (e ey G
(aa+1)i1 (&a+1)i2 . (aa+1)id Ciz
. -0
(artd=1)it  (qotd=1)iz ... (qe+d-1yia .
Podemos calcular ahora el determinante de la matriz de la izquierda:
(1 1 e 1
Oéil aiQ e aid
det = (a)(a®)...(a%4det [ (@) (@)= - (a?)4
(ad;ly‘l (adi1)z‘2 . (ad;l)id
d
= [T [Te* —a" #0
Jj=1 k>l
Concluimos que (¢, ¢y, - - -, ¢;,) = 0 por lo que el peso minimo de C es al menos 6 [

Ejemplo 5.5. Consideremos a un elemento primitivo de Fig con o* +a+1 =0y
tomemos 0 = 5. Construiremos el cédigo BCH binario correspondiente. Para encontrar
el polinomio generador del codigo debemos calcular MM (x), M@ (2), M®) (z), M (z)
pero como se trata de un codigo binario, sabemos que M (z) = M®) (2) = MV (z).
Ademas MY (z) = 2* + z + 1. Falta calcular M®)(x).
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Sea 3 = o®. Para encontrar el polinomio minimal de 3 podemos calcular sus potencias
y buscar una relacion de dependencia lineal.

g =1

B = B=a

3 = ab=ad*(a+1)=a®+a?
B = al@®+1)=ac’+a

gt = (a+1)P =+’ +a+1

Por inspecciéon podemos ver que M®) (z) = 2% 4+ 2 + 22 + x + 1. Por lo tanto

gz) = @*+z+DE* 2P+ 2+ 1)
= 2+’ +2%+ 2+ 1

Este polinomio genera un [15, 7, 5]-codigo ciclico binario.

Ejemplo 5.6. Consideremos o un elemento primitivo de Fgy con a8 +a+1 =0y
tomemos d = 7. Construiremos el cédigo BCH binario correspondiente. Para encontrar
el polinomio generador del c6digo debemos calcular MM (z), M) (z),..., M© (z) pero
como se trata de un coédigo binario, sabemos que M@ (z) = M@ (z) = MW(z) y
MO () = M®) (z). Ademas MMV (z) = 25 + 2 + 1. Falta calcular M® (z) y M®)(z).

Sea 3 = a3. Para encontrar el polinomio minimal de 3 podemos calcular sus potencias
y buscar una relacion de dependencia lineal.

=1
pgto=p
52 = a6 =a+1
o= a
pto= |

B = a*a*+1)=a’+a’

B = (a+r1)P=a+a*+a+1
Por inspeccion podemos ver que M®)(x) = 20 + 2% + 22 + 2 + 1 De similar forma,
poniendo v = a® podemos encontrar M®) (z) = 2% + 2° + 2% +  + 1. Por lo tanto

g@) = @ +z+1)@@+a'+2l+a+ 1) +2° +27 + 2 +1)
= 42T+ 42+ + T+ a4 L

Este polinomio genera un [63, 45, d]-codigo ciclico binario con d > 7. Es ilustrativo y
se deja como ejercicio para el lector calcular lo que nos dirian las cotas conocidas para
los parametros de este codigo. Cabe también mencionar que existe un [63, 45, 8]-codigo
binario.
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5.5. Decodificacion de coédigos BCH. En esta seccion discutiremos la decodifi-
cacion de codigos BCH binarios con a = 1. Para fijar la notacion, sea C' un codigo
BCH con n = 2™ — 1, 6 = 2t + 1 (;Por qué no es necesario considerar § par?), o un
elemento primitivo de Fom y g(z) = mem((MW(z), M@ (z),..., M®)(z)). Usaremos
la matriz

1 «o a? an!

1 062 (a2>2 . (a2)n—1
H— 1 a3 (a3)2 o (a3)n—1

i a'Qt (046;1)2 <045—i)”—1

Notemos que esta no es la matriz de control estandar pues sus coeficiente no estan
en [Fy y sus dimensiones no son n — k X n.

Observando que ¢ € C' < cHT = 0 (ejercicio), podemos definir el sindrome de
una palabra w € Fj como Sy(w) = wH?T. Supongamos que la palabra recibida es
w(r) = wo + wir + - +w,_12" ' y que el error en la transmision esta dado por e(x)
con w(e(x)) < t. Asi ¢(x) = w(x) — e(x) es la palabra enviada.

Sindrome: El sindrome de w(z) es

T
(So, S1..., 55_2) = (w07w1, ce ,wn_l)H .
Es claro que s; = w(a') = e(a'™)Vi = 0,1,...,6 — 2, pues los o' son raices de
9(@).
Supongamos entonces que los errores ocurren en las posiciones ig, iy, ...,4_; con

[ <'t, es decir
e(z) =2 + 2" + .- 4 i
Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

e(a) = a4 aft 4o 4 alt = s = w(a),
e(a?) = (a®)+ (a")2 4.+ (a1)?2 = s = w(a?),

e(a2t> — (ai0>2t + (Oéil)Qt + - + (ai[,1)2t = S5_9 = w(OZZt),

y cualquier método para resolver este sistema constituye un algoritmo de decodificacion
para el codigo BCH.

Polinomio localizador de errores: Para el polinomio e(z) = 2% +x" +- . .+ 241
definimos el polinomzio localizador de errores

-1

o(z) := H(l —abiz).

J=0

Es claro que para conocer las posiciones 7; de los errores basta con encontrar las raices
de o(z) para lo que necesitamos conocer o(z).
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Teorema 5.8. Supongamos que el sindrome s(z) = Zj;g sjzd # 0.

Entonces eziste un polinomio r(z) € Fom[z] de grado <t —1 tal que
med(r(), 0(z)) = 1 y
(1) r(z) = s(2)o(z) méd (22).

Ademds, siu(z) yv(z) son polinomios relativamente primos en Fom[z] que satisfagan
grado(u(z)) <t —1, grado(v(z)) <ty

u(z) = s(2)v(z) méd (z*),
tenemos que existe f € Fom tal que
o(z) = pu(z),  r(z) = Pu(2).

Demostracion. (Existencia.) Sea

-1

“M

1—oﬂﬂz

Es claro que 7(z) tiene grado [ — 1 < ¢ — 1 y que es relativamente primo con o(z) pues
r(1/a%) # 0 para j =0,1,...,1 — 1.

0—2 1-1

s(z) = ZZ ik ]+1

0 k=0
(a'*z)
= a'
Z 11—z

T(z) méd (2%).

2t

0
A la luz de este teorema, basta con resolver la ecuacion (1) para obtener o(z).
A resolver la congruencia: Por el algoritmo de division, podemos definir r1,ry, ..., 7
Y o, q1, - - -, qs partiendo de r_(z) = 2% y 79(2) = s(z) de manera que se satisfagan las
relaciones:
Tho1(2) = qu(2)ra(2) +rrga(2),
grado(rpy1(2)) < grado(ry(2)), para h=0,1,...,s — 1
rs-1(2) = qs(2)rs(2)
Definimos recursivamente los polinomios z(z), y(z), partiendo de z_;(z) = 1,
y*l('z) = Oa l’o(Z) = 07 yO(’Z) =1 y

ZL'h+1<Z> - ZEh_1<Z> _Qh(z)xh(z) para h:071727"'787
Ynt1(2) = yn-1(2) —a@n(2)yn(z)  parah=0,1,2,... s.
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Las siguientes propiedades se demuestran por induccion:

r(z) = zp(2)2* +yn(z)s(z) para h=—1,0,...,s,
grado(yn(z)) = 2t —grado(r,—1(z)) parah=0,1,...,s,
Th-1Yn — Yh—1Th = <_1)h para h = 07 17 cee S

La dltima identidad demuestra en particular que x,, y, son relativamente primos.
Supongamos ahora que b es el menor indice tal que grado(r,(z)) < t y definamos

r(z) = y(0)"'re(2)

a(2) = w(0) " y(2)
Ejemplo 5.7. Retomemos el ejemplo 5.5 y supongamos que recibimos la palabra
110110011100110, es decir w(z) = 1 +z + 23 + 2 + 27 + 2% + 2% + 2'2 + 2'3. Para cal-

cular el sindrome debemos evaluar w en o, o, o, o*. Antes de proceder a los calculos,
podemos establecer las siguientes identidades en Fyg4:

at+l=a" a®+1=0a° a*+1=a" o+ 1=a"
A+1=a" a"+1=0a" o +1=0a"
Procedemos a calcular, detalles solamente en el primer calculo:
so = w@)=1l+a+ao’+a*+a”"+a®+a’+a"? +a"
= l+a+a*(l+a)+a’(l+a)+a+a?(1+a)
= a'+ad"+a'l+a’+a=a'(1+a®) +a’(1+a?) +a

= o’+a’+a=a’+a°=a"

51 = w(a?®)=a’
sy = w(a®)=a*
s3 = w(a?)=a™
s(z) = ala’z +a's? +alts?,

Debemos resolver ahora la ecuaciéon de congruencia
r(z) = s(2)o(z) moéd (2)
con grado(r(z)) < 1y grado(o(z)) < 2. Usando el algoritmo de division, tenemos
2t = s(2)(az +a) + (a2® + az + a?)
s(2) = (2®+az+a?) (a2 +a®) +a™
Debemos ahora calcular los polinomios p
p(z) = —qz)=az+a°
po(2) = 1—q@(2)pi(2) =1+ (az +a®) (a2 + a®)
14_2

= a2+ a2+ a8

Solamente falta dividir por a® para obtener que o(2) = 1+ a'lz + a'12?%
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Probando tenemos que a® y o'® son raices de o(z) por lo que se factoriza
o(z) = (14 a’2)(1 + a?2)
La palabra decodificada es entonces

cx)=w)+2°+ 2 =14+a+22 +2° + 2 + 2"+ 2% + 212 + 2P

6. COTAS PARA LOS PARAMETROS DE UN CODIGO

En la seccion 4 ya vimos la cota de Singleton y la cota de Hamming, ahora agre-
garemos algunas méas a nuestro repertorio. Pero antes de eso, la siguiente definicién nos
ayudara a enunciar més claramente las cotas.

Definiciéon 6.1. Sea ¢ una potencia de primo y sean n,d enteros positivos con d < n.
Entonces definimos Ay(n,d) como el mayor valor de M para el que existe un cddigo
sobre ¥, de largo n con M palabras y distancia minima d. Por la cota de Singleton
tenemos Ay(n,d) < ¢"~%* pero esta cota no parece ser optimal para cddigos largos.

La demostracion del siguiente resultado usa la desigualdad de Cauchy-Schwarz que
enunciaremos a modo de referencia.

Lema 6.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sia=(a,as,...,a,) yb=(b1,bs,...,b,)
son vectores con coeficientes reales, entonces

(£ < (£ (E9)

En particular, sib = (1,1,...,1) tenemos

£ (59

Teorema 6.3 (Cota de Plotkin). Sea § =1 — %. Entonces
d
A <
(I(n7 d) — d o gn

Notemos que esta cota solamente se puede usar si d es relativamente grande respecto
an.

st1d>60n

Demostracion. Sea C' un codigo de largo n con M palabras y distancia minima d so-
bre Fy. Sea S =3 o> ccd(x,y). Como d es la distancia minima entre palabras y
tenemos M (M — 1) pares ordenados de palabras diferentes en C', obtenemos inmedi-
atamente que S > M (M — 1)d.

A continuacion obtendremos una cota superior para S. Formemos una matriz de
M xn donde las filas son las palabras de C'. Sea m, , el nimero de veces que el elemento
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a de F, aparece en la columna i-ésima. (Notese que >, m; o = M.) Podemos ahora
calcular nuevamente S como

i=1 zeC yeC

n

= Z Z Mio(M —m; )

i=1 ack,

= nMQ—iZmza

=1 a€clFy

< n]\/[2—Zq_1 me =nM? —ng ' M? = noM>
i=1

a€lFy
En resumen tenemos
M(M —1)d < S < noM?
Reordenando M(d — 6n) < d, de manera que si d — 6n > 0 obtenemos

d
M <
~—d—0n

O

Cuando d < n# podemos usar el teorema después de recortar el codigo de manera
apropiada.

Corolario 6.4. Sin > g, definimos n' = L%J yk=mn—n'. Entonces

Aqg(n,d) < Qkﬁ <q"d

Demostracion. Sea C' un codigo de largo n con M palabras y distancia minima d sobre
IF,. Por el principio de las casillas, al menos M /q de estas palabras deben tener el mismo
simbolo en la tltima posicion. Consideremos el codigo C' que se forma al considerar
esta seleccion de palabras de C' borrandoles el ultimo digito. Claramente C’” es un
codigo de largo n — 1 con al menos M /q palabras y su distancia minima es al menos d.

Repitiendo este proceso k veces, obtenemos un c¢odigo Cy con M > qu palabra, largo
n' = n — k y distancia minima d’ > d. Como d’ > d > 6n’, podemos usar la cota de
Plotkin para este nuevo cédigo:

d d d
M < = <
—d—-0n d—29n — d—06n'

d/

La siguiente es una cota inferior para A,(n,d).
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Teorema 6.5 (Cota de Gilbert-Varshamov). Si

o =3 (1) -1y

i=0
es el niumero de puntos en una bola de radio r, entonces

qTL
Afnyd) > —L
ol d) 2 T

OBS: Con esta notacion, la cota de Hamming dice que
Ag(n,d) < %
Va(n, [%])
Demostracion. Sea C un codigo de largo n sobre [, con distancia minima d y M =
Ay(n,d) palabras. Sea y € F} arbitrario. Si y no pertenece a By 1(x) para ningin
x € C, entonces d(x,y) > d para todo x € C. Por lo tanto C' U {y} es un codigo de
largo n con distancia minima d y M + 1 palabras lo que contradice la maximalidad de
M. Concluimos entonces que y pertenece a By_1(x) para algin x € C. Como y era
arbitrario, esto quiere decir que la uniéon de todas las bolas de radio d — 1 centradas en
palabras de C' debe ser todo F y tenemos

¢ < MVy(n,d—1)
]

6.1. Cotas asintoticas. Para entender los parametros de codigos para valores gran-
des de n tiene sentido normalizar k vy d dividiendo por n. En ese sentido definimos la
tasa de informacion de un codigo C' como R := k/n y la distancia minima relativa
como 0 := d/n. Recordemos que si C' no es lineal, k = log, M donde M es el niimero
de palabras de | codigo.

Como Ry ¢ estan entre 0 y 1, un buen cédigo tendra ambos valores lo mas cercanos
a 1 que se pueda.

El problema se transforma entonces en determinar dado 9, cuél es el mayor valor de
R que se puede lograr.

Definicién 6.6. Dado q una potencia de primo y 0 € R con 0 < < 1 se define

ay(6) == limsup ! log, Aq(n, [0n])
n—oo 1
Después de pensarlo un poco, se pueder ver que a,(d) es el mayor valor de R tal
que existe una sucesiéon de cédigos cada vez mas largo sobre IF; cuya distancia minima
converge a 0 y cuya tasa de informacién converge a R. Tenemos las siguientes cotas
asintoticas.
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Teorema 6.7 (Cota asintotica de Plotkin). Con 6§ =1 — %, tenemos

aq(é)gl—g, si0<9<46
a,(0) =0, sifd<d<l1

Demostracion. Si @ < § < 1, podemos usar la cota de Plotkin (6.3) para ver que

a,(d) = limsup— loqu( n, [on])

n—oo
[on]

< hgl_)solipnlogq (L(STLJ——Qn)
= limsupllog< on )

nsoo M1\ dn —0On
= limsupllog (L)

nooo M 1\0—0
=0

Si 0 < ¢ <6 podemos usar el corolario 6.4 para ver que

aq(d) = limsup— logq q¢(n, [6n])

n—00

< limsup — logq (q”ﬂ%J Lénj)

R AN
= hin_)s;ip - (n — LTJ + log, (Lén]))
o
= 1-3

O

Definicién 6.8. Como ya es usual, tomamos 0 = 1 — %, y definimos la funcion de
entropia de Hilbert en el intervalo 0 < x < 6 como

H,(x) 0, stx =20
x) =
I rlog,(¢—1) —wlog, v — (1 —x)log,(1 —z), si0<x<0

Lema 6.9. SZO<)\<1—— tenemos

lim — logq Vy(n, | An]) = Hy(N)

n—oo M,

donde H,(x) es la funcion de entropia de Hilbert definida en el intervalo [0,1 — é] por

H,(z) 0, stx =10
T) =
I rlog,(q —1) —wlog,z — (1 —x)log,(1 — ), si0<x§1—%
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Demostracion. Sea t = | An]. Debemos estimar el valor de

o, Vy(n.1) = g, <Z (1) 1>k>

k=0
En primer lugar demostraremos que los términos en la suma son crecientes. Para ello
calculemos el cuociente de dos consecutivos de ellos:
M@=1%  (—k+1(g-1) _ (m—nl=1)+1)(g—1) g

e ; - ni-1) =y

Podemos entonces acotar la suma por ambos lados de la siguiente manera:

(3) (?) (q—1)" < i (Z) (q—1F < t(?) (¢ — 1)

k=0

Ahora estimemos el término de la izquierda

log, ((2) (q — 1)t> = Zt: (log,(n — k +1) —log,(k)) + tlog,(q — 1)

k=1

De calculo sabemos (o podemos deducir) que

blnb—(a—1)In(a—1) = (b+1—a) <> Ink < (b+1)In(b+1)—alna— (b+1—a)

k=a

en particular, (dividiendo por In(g) para tener log,),

t
nlog,n — (n —t)log,(n —t) — g

n

< Z log,(n —k +1)

k=n—t+1
< (n+1)log,(n+1)—(n—t+1)log,(n—t+1) " g
t—1 :
tlog,t = T < > log, (k)
k=2
t—1

IN

(t+1)log,(t +1) —2log,2 — g
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Reemplazando en la sumatoria tenemos

n n—t 1
| tl | t+1)— — +21 2
g, () + tog, (37) — log (1 + 1) — -+ 2log,

t

< Z (log,(n — k + 1) — log,(k))

k=1

n—t+1 1
< (n—i—l)logq( _—

t ) " Tng

t1
) +tlog,( g

n+1
n—t+1

Poniendo ¢t = n\ y dividiendo por n:

1—\ log,(nA +1) 1 N 2log, 2

1
log, (=) + Aog, (;—) - -

A+ L = n nlng n
t
< (log,(n — k + 1) — log,(k))
k=1
1 1+4 1-A+1 1
< 1+ -)log, (——2— 1 ) —
S (4 gy (g )+ Mgy )
Haciendo tender n a infinito,
1—
nh—glo " Z log,(n+ k — 1) —log,(k)) = 1ogq(1 )\) + Alog, (—— S )

= —Alog, A — (1 —A)log,(1—X)

De lo que concluimos:

lfim ~ 1%%<(?)@—Jﬁ):aﬂm%@—l)—Ab%A—%l—Aﬂwdl—A)

n—oo N,

Ahora para el lado derecho de (3)

1m1lb&(%ﬁ)@—lY):Ab%@—i)—Ab%A—(L—ngAI—M

n—oo N,
Esto termina la demostracion. O

Teorema 6.10 (Cota asintotica de Gilbert-Varshamov). Para cualquier 6 con 0 < § <
0, tenemos

ag(6) = 1= Hy(9)
Demostracion. Ejercicio para el lector. O

A modo de ilustraciéon incluimos una grafica con las cotas asintoticas de Plotkin y
de Gilbert-Varshamov para g = 5.
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7. CODIGOS DE GOPPA

7.1. Cobdigos de Goppa clasicos. Volvamos sobre los sindromes definidos para
codigos BCH reescribiendo la congruencia (1) de la pagina 66 como una ecuacion
explicita. Después de reordenar:

r(z)  x(z)z*
(4) s(z) = -

o(z)  o(z)

Goppa (1980) propone reemplazar z?' por un polinomio arbitrario g(z), definiendo el

codigo como el conjunto de aquellas palabras en F" cuyo sindrome s(z) sea congruente
a 0 modulo g(z). Para comenzar a entender esto, recordemos la definicion de s(z) en

términos de la palabra recibida w(x):

2—1 21 n—1
s(z) = E Si12" = 5 5 w DI
i=0 i=0 j=0

n—1 21
= E w;a’ E (o’2)
=0 i=0
— ;1= (adz)*
= E "LUjOé -
: 1—aiz
Jj=0
n—1 : n—1 .
Z U)jOé] wja(2t+1)jz2t
L <1 — iz 4 1—aiz
= 7=0
n—1 W
= E I~ méd 2
1 —adz
j=0

Esta tltima congruencia debemos entenderla como una igualdad en el anillo cuociente
F[z]/(2%). Escribiendo v = a~! tenemos
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Hasta acé solamente hemos reinterpretado los codigos BCH. Ahora redefiniremos s(z)
para introducir los codigos de Goppa clasicos.

Definicién 7.1. Consideremos F C E cuerpos finitos y P = {f1, ..., 8.} elementos de
E tales que g(B;) # 0 parai = 1,...,n. Definimos el cddigo de Goppa GC(P,g) como
el conjunto de las palabras w € F" tales que

s(z) = Z Y =0 moéd g(2)

i=1 =0

S1 E = F hablaremos de codigo de Goppa completo y en caso contrario de cidigo de
Goppa de subcuerpo.

Observemos que los codigos RS son codigos de Goppa completos y los BCH son
codigos de Goppa de subcuerpo para g(z) = 2%.

Ejercicio 7.1. Explique esta observacion en detalle.

Definicién 7.2 (Congruencia para funciones racionales). En términos puramente poli-
n(z)
u(z)

g(z) divide a n(z). Ademds diremos que s(z) = t(z) mdd g(z) si s(z) —t(z) = 0
mod g(z).

nomiales, si s(z) = con med(n(z),u(z)) = 1, diremos que s(z) =0 mdd g(z) si

Otra manera de desarrollar los codigos de Goppa serfa encontrar polinomios h;(2)
tales que h;(z)(z — ;) = 1 mdd g(z) con h;(z) de grado menor al grado de g(z) y
reemplazar estos por los (z — 3;)7! en la definicion de s(z). Los podemos encontrar
explicitamente como:

9(z) — 9(8;)

") = B a8,

Definimos entonces el sindrome polinomial
n

() = 3wyl ()
j=1

Observaciéon 7.3.
s(z) =0 mdd g(z) & s,(2) =0

Ejemplo 7.1 (Dos codigos de Goppa completos). Usaremos el cuerpo F = Fig = Fy[a]
con o' +a+1=0, (E=TF)y los polinomios g(z) = 2>+ 2 + 1y ¢?(2) = 25 + 22 + 1.
Como g(z) no tiene raices en Fig (demostrarlo), podemos elegir P como el conjunto de
todos los elementos del cuerpo. Si a € Fy4 es un elemento primitivo, las palabras en
GC(P, g) son los (wy, ... w4, Wy ) que satisfacen

14

Wy Weo /
s(z):ZZ_Jaj+7EO méd 2° 4+ 2 + 1
=0
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Para g(z) estas son 3 ecuaciones y para g?(z) son 5. Calcularemos primero los valores
de g(a?):

_ 7 2y _ 14 3\ _ 4 4\ _ 13
g(1) =1 g(a) = g@®) =at g(a’)=a" g(a')=a
5\ _ 5 6y _ .8 N _ 5 8y _ 11 9y _ 2
gle’)=a> g(a®)=a® g(a')=a> g(a®)=a" g(a’)=a
10\ _ 10 11\ _ .10 12\ _ 13\ _ 5 14\ _ 10
g(@?) =a® gla') =a® g(a®)=a g(a”)=a" gla")=a
Podemos calcular los h; correspondientes, obteniendo
g(z)—g(l)_23+z+1—1_ 5
ho(z) = =2"+z
(1—2)g(1) 1—z
3 7
Z24+z+ 14«
hi(z) = — = P2 +az+a
(z + a)a
2
heo(z) = 2z2+1
La matriz de control para el codigo es:
1 068 a Oéll a2 0610 Oé7 O[10 a4 0513 Oé5 065 0614 0610 065 1
1 Clg a3 CY14 a(i 1 a13 aQ a12 a? 1 a all aS CZ4
0 a o? a® ot 1 o al? a® al? 1 ot a® o o'l 1
. Cudl es la distancia minima del c6digo?
La forma estandar de esta matriz de control es
a® b af ot o a? o'l a® af « « a o8 1 0 0
1 1 ot a ol a o a o ol ot % 01 0
al? 1 a o oY% a2 o ot o« 1 a® a” a® 0 0 1
para g?(z), la matriz de control es
1 a 062 (17 a4 065 a14 a5 (18 Oéll alO alO Oé13 OéS alO 1
1 CM2 064 al() o al() a’ O(l2 a a5 O(S CMG alO a% a9 0
1 a3 056 13 0612 1 all Ot4 a9 0614 1 Oé2 a7 o aS 0
1 0[4 aS a a 045 0[2 Oéll a2 a8 alO 0[13 Ol4 Oé14 a7 O
0 o ot a? a® 1 a® ot « o’ 1 o a'?2 o™ |
0 a3 056 Oé6 0612 055 al? Ot3 a9 a3 0510 a9 ag 12 Oé6 0
y en forma estandar obtenemos
a® aB o o a® ot b a a®* a2 1 00000
b a® a® ab a? a o " a a® 01 0000
o' a o aa a® a? a®a* 1001000
a2 a2 o o ot a® ab al® a® a® 00 0100
a2 ot a o o a2 a9 ot oM a 00 0 010
al a2 a* a2 1 o' ot a? a* o 00 0 0 0 1

Como ejemplo verificaremos que la siguiente es una palabra del cédigo GCy:

(1000000000045a6a7a12a12a7)
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Para ello debemos calcular su sindrome:
1 i of o ol al? o
+ + + + + +—

z—1 z—al® z—-0a!' z—-0a'2 z—a¥® 2z—-—al* =z
Q"+ a2+ a”

o228 + o225 + azt + al223 + %22 + 2

0 méd 20+ 22 +1

8. CURVAS ALGEBRAICAS SOBRE CUERPOS FINITOS

Seria necesario un curso mucho mas extenso y un libro completo para empezar a
hacerle justicia al titulo de esta seccion, pero intentaremos mostrar los conceptos bésicos
para poder usarlos en la construccion de codigos. En particular nos restringiremos a
curvas proyectiva planas y no singulares.

Definicién 8.1. Dado un cuerpo k y un polinomio f(x,y) € kl[z,y| se define la curva
afin C¢(K) como el conjunto de soluciones de la ecuacion f(x,y) =0 en K*. Notemos
que acd K denota una extension del cuerpo k donde estd definido el polinomio f.

Definicién 8.2. Dado un cuerpo k se define el plano proyectivo
P(k) := (k*\ (0,0,0)) / ~

donde (Xo, Yo, Zoy) ~ (X1,Y1,Z1) si y sélo si existe a € k™, con X7 = aXy, Y1 = aY)
Yy Zl = O./Zo.
Denotaremos por (Xo : Yo : Zy) a la clase de (Xo, Yo, Zo).

Definicién 8.3. Dado un polinomio f(x,y) € klz,y] de grado d se define su homoge-
nizacion F(X,Y,Z) € k[ X,Y, Z] como

F(X,Y,2)=2(X/2,Y]Z)
Notemos que f(z,y) = F(z,y,1).
Definicién 8.4. Definimos la clausura proyectiva de una curva Cy como
C;:={(X,Y,Z) e P*|F(X,Y, Z) = 0}

donde F es la homogenizacion de f
A los puntos cuya tercera coordenada es cero, los llamaremos puntos en el infinito
de la curva. A los demds los llamaremos puntos afines.

Ejemplo 8.1. Consideremos el polinomio f(z,y) =y — 2 € Rz, y|.
Cr={(tt*)|t e R}
Cro={(t:2: 1)t eR}U{(0:1:0)}
Ejercicio 8.1. Sea f(z,y) = ® + 2%y — 3xy® — 3y + 222 — 2 + 5. Encuentre todos los

—

puntos en infinito de C¢(C).

Definicién 8.5. Denotaremos por k a la clausura algebraica de un cuerpo k.
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Teorema 8.6 (Teorema de Bezout). Si f y g son polinomios de grado d y e respecti-
vamente que no tienen factor comin no constante, entonces Cy y Qg se intersectan en

a lo mds d - e puntos. Mds aiin, sus clausuras proyectivas en P2(k) se intersectan en
exactamente d - e puntos st los contamos con multiplicidad.

Ejercicio 8.2. Encuentre los puntos de C'(F5) donde C' es la clausura proyectiva de la
curva definida por 3% = 23 + 1

Singularidades. Para definir lo que es un punto singular, necesitamos extender el
concepto de derivadas a cuerpos finitos. La definiciéon usando limites deja de tener
sentido si la caracteristica del cuerpo es finita, por lo que definimos formalmente las
derivadas parciales de f de manera que satisfagan las reglas conocidas de derivacion
de polinomios.

Ejemplo 8.2. Si f(z,y) = 2% + y® + xy € k[x,y], entonces f.(z,y) = 22 +y, y
fy(z,y) = 3y* + x. En particular, si k = Fy, tenemos f,(z,y) = y.

Definicion 8.7. Un punto (ro,yo) € k* es un punto singular de la curva C; si
f(xo,%0) = 0 y fu(xo,y0) = fy(xo,y0) = 0. Diremos que la curva Cy es no-singular
st no tiene puntos singulares.

De manera similar se define punto singular y curva no-singular en el caso proyectivo.

Género. Un resultado clasico de topologia dice que toda curva no singular sobre C
se puede incrustar topologicamente como una superficie en R®. Por ejemplo una curva
eliptica tiene una ecuacion de la forma y* = f(x) donde f(z) es un polinomio ciibico
que no tiene raices repetidas y se puede ver como un toro (rosquilla) en R*. En general

resulta que si f(x,y) es un polinomio de grado d tal que la curva C} es no-singular,
entonces el género topologico de Cy estd dado por la féormula de Pliicker

_ [d-1)(d-2)

i —
En lo que sigue usaremos esta formula como definicion para el género de una curva
proyectiva no-singular sobre un cuerpo arbitrario.

Ejercicio 8.3. Para cada uno de los siguientes polinomios, verifique que la curva
proyectiva plana correspondiente es no-singular y encuentre su género.

1. f(z,y) = y* — p(x), donde p(x) € k[z] es de grado 3 sin raices repetidas, y la
caracteristica de k no es 2.

2. f(z,y) = v* +y — p(x), donde p(z) € k[z] es de grado 3 sin raices repetidas, y
la caracteristica de k es 2.

3. flw,y) =29 +yi*!t —1 € F 2z, y] donde g es una potencia de primo.

Puntos racionales de una curva. El titulo de esta secién estd motivado por la idea
de encontrar puntos de coordenadas en QQ que satisfacen una cierta ecuaciéon polinémica.
Estas ecuaciones diofanticas son muy estudiadas. En el contexto de estas notas, nos
interesa encontrar puntos de una curva definida sobre un cuerpo finito que tengan
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coordenadas en el mismo cuerpo de definicién del polinomio o en una extension finita
de este cuerpo.

Definicién 8.8. Sea k un cuerpo y sea F(X,Y,Z) € k[X,Y, Z] un polinomio homogé-
neo. Dada una extension K DO k, definimos unn punto K-racional en C' como un punto
en (Xo: Yo : Zo) € P(K) que satisface F(Xo, Yy, Zo) = 0. Denotaremos por C(K) el
conjunto de todos los puntos K-racionales de la curva.

Notemos que si k = F, y K = Fin, tenemos el automorfismo de Frobenius o, en K
que envia a cada elemento a su ¢-ésima potencia. Consideremos ahora un polinomio
f(z,y) € k[z,y] y la curva afin C asociada. Si (zg,y0) € C(K), entonces la imagen
bajo la acciéon de o, también estd en la curva.

Definicion 8.9. Si (zo,y0) € C(Fyn), diremos que el conjunto
P = {o"(x0,y0)|k =0,1,...n — 1}
es un punto de grado n de la curva C sobre Fy.

Ejemplo 8.3. Para ilustrar, sea k = [F5 y consideremos la curva eliptica definida por
y? = x*+2. La curva es no-singular C(IF5) posee 5 puntos afines y su clausura proyectiva
tiene ademas 1 punto en infinito. Los puntos de la curva proyectiva (zy? = x + 223)
son:

{(2:0:1),3:2:1),(3:3:1),(4:1:1),(4:4:1),P,=(0:1:0)}
Consideremos la extension Fo5 = F5[a] donde « es raiz del polinomio irreducible z2 +

4x + 2 € F;[z]. Los nuevos puntos de la curva que encontramos son puntos de grado 2
sobre [F's.

20+3:20+2:1),Ba:3a+4:1)}
204+3:3a+3:1),Ba:2a+1:1)}

P = {0:a+2:1),0:4a+3:1)}
P, = {(0:2a4+4:1),(0:3a+1:1)}
Py = {(a+1:0:1),(4da+2:0:1)}
P, = {(a+2:2a+2:1),(4a+3:3a+4:1)}
Py = {(@+2:3a+3:1),(da+3:2a+1:1)}
Po = {(a+3:2:1),(da+4:2:1)}
P, = {(a+3:3:1),(4da+4:3:1))}
Py = {2a0:20+2:1),83a+2:3a+4:1)}
Py = {(2a:3a+3:1),(3a+2:2a+1:1)}
Py = {2a+1:2a+4:1),3a+3:3a+1:1)}
Py = {2a+1:3a+1:1),3a+3:2a+4:1)}
Py = {2a+2:1:1),3a+4:1:1)}
Py = {2a+2:4:1),3a+4:4:1)}

{(

{(
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Definiciéon 8.10. Sea C una curva definida sobre Fy. Un divisor D de en C sobre F, es
un elemento del grupo abeliano libre en el conjunto de puntos de C (de distintos grados)
sobre F,. Asi cada divisor es de la forma D = Y ngQ (nimero finito de sumandos)
donde los ng son enteros y cada @) es un punto de C'. Sing > 0 para todo Q, diremos
que D es un divisor efectivo y anotaremos D > 0.

Definimos ademds el grado de un divisor deg(Q) = > ngdeg@ y el soporte de D
como el conjunto supp(D) de puntos Q) tales que ng # 0.

Un caso particular de la definicion precedente lo tenemos si consideramos la inter-
seccion de dos curvas C'y C’ de grados d y e respectivamente. Podemos escribir su
interseccion como un divisor de interseccion CNC" = Py + ... P, (con multiplicidades).
Este divisor es claramente efectivo y tiene grado de.

8.1. Cuerpo de funciones racionales.

Definicion 8.11 (Cuerpo de funciones racionales). Consideremos una curva proyectiva
no-singular C' definida por el polinomio homogéneo F(X,Y, Z) sobre el cuerpo F,. El
cuerpo de funciones racionales en C' se define como

(9 X,Y,Z)|g,h € F[X,Y,Z]son pol. hom.
Fy(C) = ({ h(Z,Y,7) | del mismo grado y g,h & (F) U0} )/~

donde g/h ~ ¢' /I siy sdélo si gh' — g'h € (F).

Ejercicio 8.4. Demuestre que efectivamente F,(C) es un cuerpo y que contiene F,

como subcuerpo.

Definicién 8.12 (Divisor de una funcién racional). Dada una funcion racional f =
definida en una curva C, definimos su divisor:

div(f) == P-> Q

donde Y P es el divisor de interseccion C N C, y > Q es el divisor de interseccion
C' N Cy. Podemos entonces pensar div(f) como ceros - polos de f en la curva C.

Esta definicion requiere una demostracion de que no depende del representante de la
funcion f que se elija. La demostracion es engorrosa y no la incluiremos en estas notas.

Definicién 8.13 (Espacio de funciones racionales asociado a un divisor). Dado un
divisor D en una curva C, le asociamos un espacio de funciones racionales:

L(D) = {f € F,(C)|div(f) + D > 0} U {0}

Vale la pena hacer notar que L(D) es un espacio vectorial (facil) de dimension finita
(més dificil). En muchos casos, su dimension se puede calcular usando el teorema de
Riemann-Roch que enunciamos a continuacion.

Teorema 8.14 (Riemann-Roch). Sea C' una curva proyectiva no-singular de género g
definida sobre el cuerpo IF, y sea D un divisor en C. Entonces dim L(D) > deg D+1—g.
Mads atn, si deg D > 2g — 2, entonces

dimL(D)=degD+1—g
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La demostracion de este teorema esta por lejos fuera del alcance de estas notas y se
puede encontrar en algin libro de geometria algebraica.

9. (CODIGOS SOBRE CURVAS ALGEBRAICAS

Volveremos a usar la definicion de cédigos RS dada en la seccion 5.2 para motivar
la generalizacidon de estos a curvas algebraicas. El espacio L;_; de polinomios de grado
menor a k tiene dimension k y definimos:

RS(k,q) == {(f(on),.... flag-1))|f € Li-1}.
Veremos ahora como interpretar esto con los valores de funciones en puntos de una
curva proyectiva. Para ello recordemos la definicion del plano proyectivo (ver 8.2)
P*(k) == (k*\ (0,0,0))/ ~

De forma anéloga podemos definir la recta proyectiva

P! (k) == (k*\ (0,0))/ ~
Podemos pensar P! (k) como la curva en P?(k) definida por la ecuacion Z = 0. Resulta
ser una curva de género 0.

Ejercicio 9.1. Si denotamos Py, = (1 : 0), y definimos el divisor D = (k—1) Py, pode-
mos demostrar que L(D) = Lj_;. En esta igualdad hemos identificado cada polinomio
f(x) de grado d con su homogenizacion Y f(X/Y).

Si definimos los puntos P, = («; : 1), tenemos la siguiente definicion alternativa de
un codigo de Reed-Solomon:

RS(k,q) :==A{(f(P1),..., [(P-))|f € L((k = 1)Px)}.

La idea de Goppa fue de generalizar esta construccion, reemplazando la recta proyec-
tiva por una curva. Sea X una curva proyectiva plana no singular y sea D un divisor
en X. Sea P ={P,...,P,} C X(F,) un conjunto de n puntos F -racionales en X y
supongamos que PNsupp(D) = de manera que los puntos P; no sean polos de funciones

f € L(D).
Definiciéon 9.1. Sean X, P y D como arriba. Definimos el codigo geométrico-algebraico
asociado:
C(X,P,D) = {(f(P),..., f(P))|f € L(D)} CF"
es decir, es la imagen de la funcion de evaluacion
e: L(D) — Ty

Podemos observar que el codigo que hemos obtenido es un codigo lineal (imagen
por una transformacion lineal de un espacio vectorial). El largo del codigo es n y su
dimension es dim(L(D)) — dim(ker(e)).

Veamos que epsilon es inyectiva y que por lo tanto la dimensiéon del codigo es
dim(L(D)). Si e(f) = 0 esto quiere decir f(FP;) = 0 para i = 1,...n de manera que el
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coeficiente de cada P; en el divisor de f es al menos 1. Como los P; no estan en D, esto

quiere decir que div(f)+D— P, —... P, > 0. En particular f € L(D—P,—---—F,). Si
anadimos la hipotesis que el grado de D sea menor a n, tenemos L(D— P, —---—P,) =
{0}y f=0.

Teorema 9.2. Sea X wuna curva proyectiva plana, no-singular de género g definida
sobre F,. Sea P C X(F,) un conjunto de n puntos F,-racionales de X y sea D un
divisor en X cuyo soporte no intersecta P y que satisface 29—2 < deg D < n. Entonces
el codigo C = C(X, P, D) es un cidigo lineal de largo n, dimension k :=degD +1—g
y distancia minima d > n — deg D.

Demostracion. El valor de k se desprende directamente del teorema de Riemann-Roch.
Para encontrar la cota inferior para la distancia minima procederemos de manera simi-
lar a como demostramos la inyectividad de e. Supongamos que €(f) = (f(P1,..., P,) es
una palabra de peso d. En particular exactamente d de sus coordenadas son diferentes
de 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que son las primeras d coordenadas,
de manera que

f(Pd+1):f(PdJrQ):"':f(Pn):0
Como antes, esto quiere decir que
div(f)+D — Pyy1 — Pygra— - = P, >0
Esto demuestra que el divisor D — Py, 1 — Py 9 — - - - — P, tiene grado no negativo, por
lo que deg D — (n —d) > 0. O

9.1. Parametros asintdticos de cédigos algebraico-geométricos. Considere-
mos el codigo C' = C(X, P, D), donde X es una curva de género g definida sobre F,
P es un conjunto de n puntos F,-racionales de X y D es un divisor en X cuyo soporte
no intersecta P y que satisface 2g — 2 < deg D < n. Por el teorema 9.2 sabemos que
C' es un codigo lineal de largo n, de dimension £ = deg D + 1 — g y distancia minima
d>n—degD.

Podemos calcular entonces la tasa de transmision de C'y estimar su distancia minima
relativa:

k- degD+1—
R - r_debltl-g
n n
5 — 4,n—deD
n n
Como queremos R y ¢ lo més grandes posible, trataremos de maximizar su suma.
degD+1— —deg D 1— 1
R+6> 5 i A _nt g _14-_9
n n n o n

Considerando codigos cada vez mas largos, lograremos buenos parametros en la medida
que podamos tener £ lo més pequefio posible. Buscamos entonces curvas de género
pequeno con muchos puntos F -racionales.
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Definicion 9.3. Sea q una potencia de primo y g un entero no negativo. Definimos

Ny(g) == max{#X(F,)|X es una curva de género g sobre F }

N,
A(q) := limsup Nol9)
g—o0 9
Ejercicio 9.2. Para entender la relevancia de conocer A(q), considere una sucesion de
curvas X; sobre F, que tengan género g; y que satisfagan

lim M A(q)
71— 00 gl
Usando estas curvas, defina c6digos que tengan tasas de transmision R; y distancias
minimas relativas d; que satisfagan
Y
N,—1 N;—1
Considere R = lim R; y 6 = lim¢; y deduzca una cota inferior para «,(¢)

Ri+6; > 1+

9.2. Cotas para el niimero de puntos de una curva. Para curvas planas, como
las que hemos considerado, el nimero de puntos esté claramente acotado superiormente
por el nimero de puntos del plano proyectivo, es decir

X(F) <¢*+q+1

Si nos liberamos de esta restriccion, considerando curva proyectivas arbitrarias, tenemos
un resultado fundamental en el drea que determina una cota para el nimero de puntos
de la curva.

Teorema 9.4 (Hasse-Weil). Sea X una curva proyectiva no-singular de género g sobre
F, y N =#X(F,). Entonces

IN — (¢ +1)] <2g9/q

Una curva que alcanza esta cota se llama maximal. Lamentablemente no siempre
existen curvas que alcancen la cota y de hecho se puede demostrar que no existen

cuando g > (¢ — /q)/2.
Volviendo a la pregunta sobre el valor de A(q), tenemos la siguiente cota superior.

Teorema 9.5 (Drinfeld-Vladut|16]). Para toda potencia de primo q, tenemos
Alg) <vg-1

Por otro lado, el siguiente resultado de Tsfasman-Vladut-Zink para m = 1,2 y de
Thara en general, nos permite calcular A(q) cuando ¢ es un cuadrado perfecto.

Teorema 9.6 (|13, 6]). Sea ¢ una potencia par de un primo. Entonces existe una
sucesion de curvas X; definidas sobre IFy de género g; y con N; puntos racionales, tales
que

lim — = q— 1.
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Teorema 9.7 (Cota de Tsfasman, Vladut y Zink [13]). Sea q un cuadrado perfecto.
Entonces

aq(§)2—5+1—\/a_1
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APENDICE A. CUERPOS FINITOS

Este apéndice pretende revisar algunos conceptos bésicos sobre cuerpos finitos. Un
buen libro para aprender sobre cuerpos finitos y su relaciéon con codigos es “Coding
theory: a First Course” ([8]) Recordemos que un cuerpo es una estructura algebraica
que consta de un conjunto y dos operaciones binarias (suma y producto) que satisfacen
ciertos axiomas (asociatividad y conmutatividad de la suma y del producto, existencia
de 0 y de opuesto aditivo para cada elemento del cuerpo, existencia de 1 y de inverso
multiplicativo para cada elemento distinto de cero en el cuerpo, distributividad). Los
primeros ejemplos de cuerpo que uno suele conocer son los nimeros racionales, los
reales y los complejos.

Todos estos tienen una propiedad adicional que no es consecuencia de los axiomas
y es que la suma de un nimero arbitrario de unos nunca es cero (Salvo que sumemos
cero unos). Se dice que estos cuerpos tienen caracteristica 0. Si por el contrario existe
una suma de unos que resulte 0 diremos que el cuerpo tiene caracteristica positiva.
El menor nimero positivo de unos que sumados da cero se llama la caracteristica del
cuerpo.

A.1. Ejemplos basicos. La siguiente clase de ejemplos se basa en la aritmética
modular (de reloj). Si consideramos los enteros modulo n, estos forman un cuerpo cada
vez que n es un nimero primo. Para cada p primo, el conjunto Z/pZ que frecuente-
mente se escribe simplemente como 7Z, forma un cuerpo que contiene exactamente p
elementos. Las operaciones en estos cuerpos se definen de forma relativamente sencilla
pues se derivan de las respectivas operaciones para nimeros enteros aplicadas a las
clases de equivalencia modulo p. Consideremos los casos mas pequenos como ejemplos
para clarificar esto.

Ejemplo A.1 (p=2). Z, tiene dos elementos, la clase de los enteros pares (clase del
0) y la de los enteros impares (clase del 1) a las que por simplicidad denotaremos por
0 v 1 o simplemente por 0 y 1 cuando es claro el contexto. Observemos que la suma de
numeros pares es par, la suma de un impar mas un par es impar y que la suma de dos
impares es par. Resumimos esto diciendo que 0+0=0,1+0=1,0+1=1,1+1=0.
De manera anéloga, obtenemos para el producto 0-0=0,1-0=0,0-1=0,1-1=1.

El conjunto Zy = {0,1} con estas operacioes, forma un cuerpo. Dejamos como ejer-
cicio verificar de forma directa que satisface todos los axiomas.

Ejemplo A.2 (p=3). El segundo cuerpo finito es Zz = {0,1,2} con operaciones
definidas en las siguientes tablas:

NI =1 O DI
O DN DI

0
0
0
0

DO =1 Ol I
=N O DI

1
1
2
0
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Ejemplo A.3 (Z,). Si proseguimos de forma analoga con la esperanza de obtener un
cuerpo con cuatro elementos, nos topamos con problemas. Z, dotado con las operaciones
de suma y producto de clases no es un cuerpo. Por ejemplo la clase 2 no tiene inverso
multiplicativo.

Si bien el ejemplo anterior no dio resultado, si existe un cuerpo con 4 elementos y en
general se demuestra en un curso de algebra que existe un cuerpo con ¢ elementos si y
s6lo si ¢ = p™ para algun primo p y algtin entero positivo n. El caso particular ¢ =4 lo
podemos mostrar indicando sus tablas de suma y producto.

Ejemplo A.4 (F,). El cuerpo finito es Fy = {0,1,4,7 4+ 1} con operaciones definidas
en las siguientes tablas:

+ [0 1 i i1 - o 1 i i1
0] 0 1 i i+l 00 0 0 0
1|1 0 i+l i 1|0 1 ii+l
i i i+l 0 1 i |0 i i1 1
i+1)i+1 10 i+1]0 i+1 1

Ejercicio A.1. Z /pZ es un cuerpo si y solo si p es primo.

Ejercicio A.2. Si la caracteristica de un cuerpo no es 0, entonces es p para algin
primo p.

Ejercicio A.3. SiF, es un cuerpo y f(z) € F,[z] es un polinomio irreducible de grado
d, entonces F,[z]/(f(x)) es un cuerpo con p? elementos.

Ejercicio A.4. Existe un tinico cuerpo con ¢ elementos si y s6lo si ¢ = p” para algin
primo p y algin entero positivo n. Este cuerpo se denota por F,. NOTA: Este ejercicio
requiere teoria de Galois.

Ejercicio A.5. Encontrar un polinomio irreducible r(z) de grado 2 sobre F, (p =
2,3,5) y usarlo para escribir las tablas de multiplicacion de

Fpe = Fylz]/(r(z))

Ejercicio A.6. Verificar explicitamente en los cuerpos del ejercicio anterior que el
grupo multiplicativo es ciclico. Este es un hecho general sobre todos los cuerpos finitos,
que se demuestra en un curso de teoria de Galois.

Ejercicio A.7. Si F es un cuerpo, entonces F[z] es un dominio de ideales principales.
Ayuda: Usar algoritmo de Euclides.

Ejercicio A.8. Si F es un cuerpo, entonces F[z]/(z™ — 1) es un dominio de ideales
principales y cada ideal es generado por un divisor de (z" — 1).



NOTAS DE CURSOS - ELENA V, 2010 87

A.2. Operatoria en [F,. Si ¢ = p" con p un nimero primo, queremos representar
los elementos de F;, de manera que podamos operar con ellos. Quizas la forma maés
natural de hacerlo es encontrando un polinomio irreducible f(z) € F,[z] de grado n.
Una vez que conocemos f, tenemos

Fplz]/(f(2)) ~F,
y podemos considerar a € F,, la imagen de = + (f(z)) de manera que
F, = {ao+ aja+ -+ a,_10" ag,a1,...,a,_1 € F,}

La adicion resulta facil de realizar con esta notacion, en cambio para multiplicar hay
que trabajar mas duro, pues debemos reducir las potencias de o mayores que n — 1
usando la identidad f(a) = 0.

Otra forma de representar los elementos de I, es aprovechando que sabemos que ]F;
es un grupo ciclico. Si elegimos a como un elemento primitivo de F,, entonces todos
los elementos del cuerpo, salvo 0, se pueden escribir como potencias de . Usando el
exponente para representar a cada elemento(oo para 0), la multiplicacion ahora resulta
trivial. Ahora en cambio la suma requiere mas trabajo. Podemos observar que basta
con saber sumar 1 pues " + a™ = o™ (o™ + 1). Para ello podemos construir una
tabla de logaritmos discretos z(k) conocidos como logaritmos de Zech que cumplen que
ok +1 =2,

A.3. Polinomios en F [z].

Definicion A.1. Si f(x) = ap+ a1z + - - - + a,a™ € F[z] definimos su derivada como
(@) = a1+2a0x+- - -+na,x" € Fylx]. No es dificil verificar que con esta definicion,
la derivada satisface una regla del producto como la conocida de cdlculo.

Teorema A.2. Un polinomio f(x) € Fy[z] tiene a b € F, como raiz miltiple si y sélo
si b es raiz tanto de f(x) como de f'(x).

Lema A.3. Sea f(x) € F,[x] un polinomio irreducible de grado m. Entonces f(z)
divide a g(x) = 29" — x si y sélo si m divide a n.

Demostracion. Si f(x) divide a g(z), sea a una raiz de f su cuerpo de descomposicion.
Como f divide a g, tenemos que a?" — o = 0, de manera que o € Fn. Se sigue que
F,[a] es un subcuerpo de Fyn. Como |F,la] : F,|=my |an : F, | = n se tiene m|n.
Si m|n, entonces Fla] = Fym C F,n de manera que a? — a = 0 y porlo tanto el
polinomio minimal de « (f(x)) divide a g(z). O

Teorema A.4. Para cada cuerpo finito F, y para cada n € N, el productos de todos
los polinomios mdnicos irreducibles cuyo grado divide a n es igual a z9" — x

Demostracion. De acuerdo al lema A.3, los polinomios moénicos irreducibles sobre F,
que aparecen en la factorizacion canonica de g(x) = 29" — z en F,[z] son precisamente
los que tienen grado divisor de n. Como ¢'(x) = —1, el teorema A.2 implica que
g(x) no tiene raices multiples en su cuerpo de descomposicion de manera que cada
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polinomio monico irreducible sobre F, aparece exactamente una vez en la factorizacion
de canonica de g(z) en F[z]. O

Corolario A.5. Si N,(d) es el nimero de polinomios mdnicos irreducibles en F[z]| de
grado d, entonces:

q" = Z dN,(d) para todo n € N.
dl

Como nos interesa conocer los valores de N,(d), estudiaremos una herramienta de
teoria de nimeros, la féormula de inversion de Moebius.

Definicién A.6. La funcion de Moebius estd definida en N como:

1 sin=1
p(n) =4 (=1 sin es el producto de k primos diferentes
0 st n es divisible por el cuadrado de un primo

Lema A.7. Para cada n € N, la funcion de Moebius satisface:

1 sin=1
d pu—
Z,u( ) {O sin>1
dn
Teorema A.8 (Formula de Inversion de Moebius). Sean h y H dos funciones de N a
Z. Entonces:
H(n) = Z h(d) para todo n € N
dn
sty solo st
h(n) = dZ,u(d)H (g) para todo n € N
Corolario A.9.
nN,(n) = Zu(d)q% para todo n € N

dln

Ejemplo A.5. El nimero de polinomios ménicos irreducibles de grado 20 en F[z] esta
dado por:

1
N,(20) = %(u(l)qzo + 11(2)¢") 4+ u(4)g® + u(5)g* + p(10)g* + w(20)q)
1
— %(QQO _q10 . q4+q2)‘
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