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Prefacio

Los Encuentros Nacionales de Álgebra vienen realizándose en las Sierras de Córdoba,
periódicamente y con gran éxito, desde que en 2003 tuvo lugar el primero. El segundo
Encuentro elENA II se realizó en 2004 y a partir de éste se hicieron en forma bianual:
elENA III (2006) y elENA IV (2008).

El Quinto Encuentro Nacional de Algebra elENA V, se llevará a cabo durante los
días 9 al 14 de agosto de 2010, en el Hotel del Lago, la Falda, Sierras de Córdoba, con
la presencia de numerosos matemáticos del país y también del extranjero. Por ejemplo,
esperamos contar con la grata presencia de representantes de universidades y centros
de Uruguay, Chile, Paraguay, Brasil, España, Francia y los Estados Unidos.
Asimismo, se prevé la asistencia de muchos alumnos de Licenciatura, Maestría y

Doctorado en Matemáticas de todo el país y también del Uruguay.

En nombre del Comité Académico y del Comité Organizador, respectivamente, nos es
grato poner aquí a disposición de los asistentes a dichos cursos, y del ocasional lector, las
notas de 7 de los 9 cursos dictados en dicho encuentro. Aprovechamos esta oportunidad
para agradecer a todos los cursistas por preparar sus cursos y muy especialmente a
aquellos que se han tomado el enorme trabajo de escribir estas notas con antelación,
para que estén disponibles al momento del encuentro. Éstas representan sin duda una
gran ayuda para el seguimiento y mejor aprovechamiento de los cursos por parte de los
asistentes.

Nicolás Andruskiewitsch Ricardo Podestá

Córdoba, 2 de agosto de 2010.
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ÁLGEBRA DIFERENCIAL

LISI D'ALFONSO

Resumen. En estas notas introducimos nociones básicas de algebra diferencial. En
particular presentamos el Teorema del Elemento Primitivo Diferencial y lo aplicamos
para dar una descripción alternativa de ciertos sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias polinomiales.
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Introducción

Las ecuaciones diferenciales han demostrado ser una herramienta de gran utilidad en
una amplia variedad de áreas como la ingeniería, la biología o la química. Un tratamien-
to frecuente para la resolución numérica (o no) de sistemas de ecuaciones diferenciales
consiste en transformar el sistema en otro equivalente pero de manejo más sencillo para
luego encontrar las soluciones de este nuevo sistema.
Es natural pensar en modi�car el sistema de ecuaciones diferenciales por medio de

manipulaciones puramente algebraicas y derivaciones de las ecuaciones involucradas.
El conjunto de todas las ecuaciones que pueden ser obtenidas de este modo (y que van
a ser veri�cadas por todas las soluciones del sistema) forman un ideal que se llama
el ideal diferencial asociado al sistema y el punto clave es encontrar una descripción
�simple� de este ideal. Esta idea fue una de las motivaciones del desarrollo del álgebra
diferencial iniciada por J.F. Ritt [10] y continuada por E.R. Kolchin [4].
En este contexto una noción importante es la de representación resolvente de un ide-

al diferencial primo en un anillo de polinomios diferenciales. Tal noción fue introducida

Financiación: UBACyT X211 (2008-2010) y ANPCyT PICT2007-816.
Agradecimientos: a Gabriela Jeronimo y a Pablo Solernó por su colaboración para escribir estas

notas.
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4 LISI D'ALFONSO

por Ritt (ver [10, 9]) como una herramienta dirigida hacia una teoría de eliminación al-
gebraica en el marco de las ecuaciones diferenciales, aunque sus inicios (desde el punto
de vista de la geometría algebraica) pueden encontrarse ya en los trabajos de Kronecker
(ver [5]). A grandes rasgos, una representación resolvente de un ideal diferencial primo
provee una parametrización de los ceros del ideal por medio de los ceros de un único
polinomio diferencial irreducible. Este fenómeno es bastante general y puede ser inter-
pretado en varios contextos, a priori diversos: la existencia del elemento primitivo de
extensiones de cuerpos separables o de un vector cíclico en sistemas diferenciales line-
ales de primer orden, así también como el �shape lemma� en el ámbito de la geometría
algebraica o analítica son ejemplos de �representaciones resolventes�.
En estas notas daremos los principales resultados básicos del álgebra diferencial (Sec-

ción 1). En la Sección 2 presentamos la existencia del Elemento Primitivo siguiendo
Seidenberg. Finalmente, en la Sección 3 se utiliza la construcción del elemento prim-
itivo para deducir la existencia de una representación resolvente �a la Ritt� con las
características descriptas arriba.
Las notas se complementan con ejercicios adicionales presentados con el objeto de

ayudar al lector la comprensión de las distintas nociones presentadas y la resolución de
los mismos es independiente de la lectura de las mismas.

1. Preliminares

El objetivo de este curso es el estudio, desde un punto de vista algebraico, de cier-
to tipo de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias en las que las ecuaciones
están dadas por polinomios en las variables incógnitas y sus derivadas (a las que con-
sideraremos como variables independientes) y con coe�cientes en un cuerpo diferencial
arbitrario que contenga a Q. A estas ecuaciones las llamaremos ecuaciones diferenciales
algebraicas o, brevemente, DAE.

Ejemplo 1.1. Si z es una variable compleja, la ecuación en X y sus derivada dada por

z2(δ2X)3 − sen(z)X2 + ez = 0

es una DAE dada por un polinomio en las variables X, δX, δ2X y con coe�cientes en
el cuerpo de funciones meromorfas en la variable z.

Ejemplo 1.2. Por otro lado, en el mismo contexto del Ejemplo 1.1, la ecuación

z2(δ2X)3 − z2 sen(X) + ez = 0

no es una DAE.
Sin embargo, agregando una nueva variable Y = sen(X), derivando dos veces, vemos

que Y satisface la ecuación δXδ2Y + Y (δX)3− δY δ2X = 0. Tenemos entonces que las
soluciones de la ecuación original son algunas de las soluciones del sistema de DAEs:{

z2(δ2X)3 − z2Y + ez = 0
δXδ2Y + Y (δX)3 − δY δ2X = 0

Este último ejemplo muestra que el tipo de ecuaciones que estamos considerando no
es tan restrictivo como parece.
En este curso nos concentraremos en algunos resultados sobre extensiones de cuerpos

diferenciales, que pueden considerarse como versiones diferenciales de resultados clási-
cos del álgebra conmutativa y de la teoría de extensiones de cuerpos, que nos permitirán
manipular y simpli�car los sitemas DAEs dados.
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Aunque en este curso solo consideraremos sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narios (es decir, con derivada respecto de una única variable), muchas de las nociones
y propiedades introducidas pueden extenderse a sistemas de ecuaciones en derivadas
parciales.

1.1. De�niciones básicas.
Sea R un anillo conmutativo. Una derivación sobre R es una aplicación δ : R → R

tal que para cada a, b ∈ R se veri�ca

δ(a+ b) = δ(a) + δ(b)
δ(a · b) = δ(a) · b+ a · δ(b)

Nos referiremos al par (R, δ) como un anillo diferencial ordinario.
El anillo (R, δ) es un dominio diferencial (respectivamente, un cuerpo diferencial) si

es un dominio íntegro, es decir si a · b = 0 implica que a = 0 ó b = 0 (resp. un cuerpo).
Si (K, δ) es un cuerpo diferencial y a, b ∈ K, a 6= 0, tenemos que

δ(b) = δ

(
a · b
a

)
= a · δ

(
b

a

)
+ δ(a) · b

a

y, por lo tanto

δ

(
b

a

)
=
aδ(b)− δ(a)b

a2
.

Así, si K es el cuerpo de fracciones de un dominio diferencial (R, δ), K resulta un
cuerpo diferencial con la derivación usual del cociente. Más aún, como δ(1) = δ(1 ·1) =
1 · δ(1) + δ(1) · 1, tenemos que δ(1) = 0 y que la derivada en R coincide con la derivada
en K para todos los elementos de R.

Ejemplo 1.3. Ejemplos de anillos diferenciales

1. Cualquier anillo R puede ser considerado un anillo diferencial con la derivación
trivial δ : R→ R dada por δ(r) = 0 para todo r ∈ R.

2. El anillo de todas las funciones C∞ en una variable t sobre R es un anillo dife-
rencial ordinario con δ = d

dt
pero no es un dominio. (Ver Ejercicio 1).

3. El anillo de todas las funciones enteras en la variable compleja z, es decir, holo-
morfas en C, es un dominio diferencial con δ = d

dz
. Su cuerpo de fracciones es el

cuerpo diferencial de todas las funciones meromorfas. (Ver Ejercicio 1).
4. El anillo de polinomios diferenciales.

Sea (K, δ) un cuerpo diferencial ordinario que contiene a los números racionales.
Por ejemplo K = Q, R ó C con δ := 0, ó K = Q(t), R(t) ó C(t) con la derivación
usual δ(t) = 1, etc.
Si X1, . . . , Xn es un conjunto arbitrario de indeterminadas diferenciales sobre

K (es decir, X1, . . . , Xn, δX1, . . . , δXn, . . . son algebraicamente independientes

sobre K) por comodidad, denotamos X
(p)
j a la p-ésima derivada sucesiva de

Xj (j = 1, . . . , n) y escribimos Ẋj para designar a la derivada primera, o sea

Ẋj = δ(Xj), y X
(0)
j = Xj. Además, usaremos las notaciones X := {X1, . . . , Xn},

X(p) := {X(p)
1 , . . . , X

(p)
n } y X [p] := {X(i), 0 ≤ i ≤ p}.

El anillo de polinomios en in�nitas variablesK[X(p), p ∈ N0], se llama el anillo
de polinomios diferenciales en las variables X y se lo denota por K{X1, . . . , Xn}
(o simplemente K{X}).
Dado H ∈ K{X}, la siguiente fórmula recursiva de�ne una derivación en

K{X} que lo hace un anillo diferencial ordinario:
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H(0) := H,

H(p) := δ|(H(p−1))|+
∑

i∈N0,1≤j≤α

∂H(p−1)

∂X
(i)
j

X
(i+1)
j , para p ≥ 1,

donde δ|(H(p−1))| es el polinomio que se obtiene de H(p−1) aplicando la derivación
δ a todos sus coe�cientes. Si δ restringido a K es cero este término es siempre
cero.
Dado un polinomio diferencial H ∈ K{X}, diremos que H tiene orden e si

alguna de las variables X
(e)
j aparece en H y ninguna de las variables X

(s)
j con

s > e aparece, es decir, e es el máximo orden de derivación al que aparece en H
cualquiera de las variables.

De�nición 1.4. Los elementos de un anillo diferencial (R, δ) que satisfacen δ(r) = 0
se llaman constantes. (Ver Ejercicio 2)

1.2. Ideales diferenciales.
Un subconjunto no vacío I de un anillo conmutativo R es un ideal si para todo

a, b ∈ I y todo r ∈ R, a + b ∈ I y r · a ∈ I. Si (R, δ) es un anillo diferencial, I ⊂ R
es un ideal diferencial si es un ideal que además es cerrado por δ, es decir, para todo
a ∈ I, δ(a) ∈ I.
Si A es un subconjunto de elementos del anillo R, notamos por (A) al menor ideal

de R que contiene a A. Así, un elemento a ∈ (A) si, y solo si, existen a1, . . . an ∈ A y
b1, . . . , bn ∈ R tal que a = b1·a1+· · ·+bn·an. Si (R, δ) es un anillo diferencial, denotamos
[A] al menor ideal diferencial que contiene al conjunto A. Es claro que los ideales (A) y
[A] pueden ser distintos ya que el segundo debe ser cerrado por derivaciones mientras
que el primero no, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5. Consideremos el anillo de polinomios diferenciales en una sola variable
C{X}. El ideal (Ẋ2 − X) es el conjunto de todos los múltiplos H(X)(Ẋ2 − X) con
H(X) ∈ C{X}. Por otro lado, el polinomio 2ẊX(2) − Ẋ pertenence al ideal [Ẋ2 −X]
pues 2ẊX(2) − Ẋ = δ(Ẋ2 −X). (Ver Ejercicio 3).

Sea R un anillo e I ⊂ R un ideal. Consideremos la relación de equivalencia entre los
elementos de R dada por a ∼ b si, y solo si, a − b ∈ I y para cada a ∈ R, notemos
por ā a su clase de equivalencia. El conjunto de estas clases de equivalencia, al que
notaremos R/I, resulta ser un anillo con las operaciones ā+ b̄ = a+ b y ā · b̄ = a · b.
Si (R, δ) es un anillo diferencial e I ⊂ R es un ideal diferencial, entonces R/I resulta

también un anillo diferencial de�niendo la derivación δ̄(ā) = δ(a) (ver Ejercicio 5).
Diremos que I ⊂ R es un ideal primo si cada vez que a · b ∈ I y a /∈ I entonces

b ∈ I. Observar que el ideal I ⊂ R es primo si, y solo si, el anillo R/I es un dominio
íntegro. Un ideal diferencial que además es primo se llama un ideal primo diferencial.

2. Polinomios diferenciales y Elemento primitivo diferencial

Comenzamos esta sección considerando dos ejemplos de sistemas de ecuaciones line-
ales que nos sirven para ilustrar los resultados que estamos buscando.

Ejemplo 2.1. Consideremos el siguiente sistema
Ẋ1 = X2

Ẋ2 = X3

Ẋ3 = −4X1 + 3X3
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que puede escribirse de la forma Ẋ = M ·X con X =

 X1

X2

X3

 yM =

 0 1 0
0 0 1
−4 0 3

.

Si llamamos Y = X1, tenemos que Ẏ = X2, Y
(2) = X3 y el sistema se transforma en

una única ecuación diferencial

Y (3) − 3Y (2) + 4Y = 0

y cuyas soluciones se obtienen encontrando las raíces del polinomio Z3 − 3Z2 + 4 = 0.
Es decir, como Z3 − 3Z2 + 4 = (Z − 2)2(Z + 1), todas las soluciones de la ecuación
diferencial se obtienen como combinación lineal de e2t, te2t y e−t.
Recordando que Y = X1, Ẏ = X2 y Y (2) = X3, a partir de las soluciones de la

ecuación se obtienen las del sistema.
Observemos que M es la matriz compañera del polinomio Z3 − 3Z2 + 4.

Ejemplo 2.2. Ahora consideramos la matriz A =

 −4 2 −2
−7 4 −4
3 −1 3

 y el sistema

Ẋ = A ·X.

Si v = (1, 0, 0) y C =

 v
vA
vA2

 =

 1 0 0
−4 2 −2
−4 2 −6

, podemos escribir

A = C−1 ·M · C

donde M es la matriz del ejemplo anterior, y, mediante el cambio de variables Y1

Y2

Y3

 = C ·X

obtenemos el mismo sistema que antes, al que podemos transformar en una única
ecuación de la cual sabemos calcular las soluciones.

En general, mediante un cambio de base obtenido a partir de una descomposición
apropiada del espacio como suma directa de subespacios cíclicos, toda matriz puede ser
llevada a una matriz con bloques en la diagonal donde cada bloque es una matriz com-
pañera de un polinomio. Así, todo sistema lineal de primer orden puede desacoplarse
en ecuaciones de orden mayor pero en una sola incógnita.

En lo que sigue mostraremos algunos resultados sobre extensiones de cuerpos diferen-
ciales. Estos resultados y en particular la versión diferencial del Teorema del Elemento
Primitivo (ver [11, Theorem 1]) nos permitirán cambiar las ecuaciones que de�nen cier-
tos sistemas particulares por una única ecuación en una nueva variable junto con las
parametrizaciones que nos permiten recuperar las variables originales.

2.1. Extensiones de cuerpos diferenciales.
Si (L, δ) es un cuerpo diferencial ordinario y K es un subcuerpo de L con la derivada

restringida, diremos que L es una extensión diferencial de K. Si u1, . . . , un son elemen-
tos de L, indicaremos por K[u1, . . . , un] y por K{u1, . . . , un} al menor anillo algebraico
y diferencial respectivamente que contiene a K y a u1, . . . , un y por K(u1, . . . , un) y
K〈u1, . . . , un〉 al menor cuerpo algebraico y diferencial respectivamente que contiene a
K y a u1, . . . , un.
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Como hacemos con las variables del anillo de polinomios diferenciales, si u es un
elemento de un cuerpo diferencial (K, δ), notaremos por u̇ := δ(u) y por u(i) := δi(u).

De�nición 2.3. Diremos que un elemento u ∈ L es diferencialmente algebraico so-
bre un subcuerpo K si, para algún i ∈ N, el conjunto {u, u̇, . . . , u(i)} es algebraica-
mente dependiente sobre K, es decir si existe una relación polinomial no trivial, con
coe�cientes en K, H(u, u̇, . . . , u(i)) = 0 satisfecha por u y sus primeras i derivadas.
Más precisamente, si Z es una indeterminada diferencial debe existir un polinomio
H(Z) ∈ K{Z} no nulo tal que H(u) = 0. Análogamente diremos que un conjunto
{u1, . . . , un} de elementos de L es diferencialmente algebraico si existe un polinomio
H(Z1, . . . , Zn) ∈ K{Z1, . . . , Zn} no nulo tal que H(u1, . . . , un) = 0.

Ejemplo 2.4. El elemento t ∈ Q(t) es diferencialmente algebraico sobre Q ya que
anula al polinomio Ż − 1 ∈ Q{Z}.

Demostramos ahora algunas propiedades básicas de las extensiones de cuerpos dife-
renciales.

Proposición 2.5. Si u es un elemento diferencialmente algebraico sobre K entonces
existe un r ∈ N tal que K〈u〉 = K(u, . . . , u(r)), es decir, los elementos u(j) con j ≥ r
pueden escribirse como un cociente de dos elementos de K[u, . . . , u(r)].

Demostración. Como u es diferencialmente algebraico sobre K, existe un r ≥ 0 tal que
los elementos u, u̇, . . . , u(r) son algebraicamente dependientes sobreK pero u, u̇, . . . , u(r−1)

son independientes. Sea H(Z) ∈ K{Z} un polinomio de orden r y de grado mínimo en
Z(r) tal que H(u) = 0. Sea SH := ∂H

∂Z(r) . Como H tiene grado mínimo en Z(r) entre to-

dos los polinomios que se anulan en u, u̇, . . . , u(r), sabemos que SH(u, u̇, . . . , u(r)) 6= 0.
Por otro lado, si consideramos el polinomio Ḣ ∈ K[Z, . . . , Z(r+1)] ⊂ K{Z}, Ḣ =
SH · Z(r+1) + R con R ∈ K[Z, . . . , Z(r)] un polinomio que no involucra a Z(r+1), como
Ḣ(u, u̇, . . . , u(r), u(r+1)) = 0, resulta que u(r+1) ∈ K(u, u̇, . . . , u(r)). De la misma forma,
u(r+j) ∈ K(u, u̇, . . . , u(r)) para todo j ≥ 0. �

De la Proposición 2.5 se deduce que el grado de trascendencia algebraico de K〈u〉
sobre K es menor que r (ver Ejercicio 6).

Corolario 2.6. Si u y v son elementos diferencialmente algebraicos sobre K, entonces
también lo son u+ v, u · v y u

v
si v 6= 0.

Demostración. Ejercicio 7. �

El Teorema del Elemento Primitivo Diferencial es un paralelo del mismo teorema
algebraico ([7, Th. 4.6, Ch. V]). A�rmamos que si u y v son elementos de L diferen-
cialmente algebraicos sobre K entonces, bajo ciertas hipótesis, existe θ ∈ L tal que
K〈u, v〉 = K〈θ〉.
La demostración en el caso algebraico se basa en el hecho de que si G(Z1, . . . , Zn)

es un polinomio no nulo y K es un cuerpo in�nito, existen z1, . . . , zn ∈ K tal que
G(z1, . . . , zn) 6= 0. En el caso diferencial este resultado no es válido sin pedir alguna
condición adicional; por ejemplo, si K es un cuerpo de constantes, el polinomio Ż se
anula sobre todo K. De hecho, el Teorema del Elemento Primitivo Diferencial no es
válido para extensiones de un cuerpo de constantes K: si X1 y X2 son dos variables
algebraicas y se considera el cuerpo K(X1, X2) como un cuerpo diferencial con Ẋ1 = 0
y Ẋ2 = 0, se tiene que K〈X1, X2〉 = K(X1, X2) y, como para cualquier θ, K〈θ〉 =
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K(θ), resulta imposible que K(X1, X2) = K(θ) ya que tienen distintos grados de
trascendencia.
Para demostrar el teorema en el caso diferencial necesitamos un resultado que nos

asegure que si K es un cuerpo diferencial que contiene un elemento no constante y
G(Z1, . . . , Zn) es un polinomio diferencial no nulo, entonces existen z1, . . . , zn ∈ K tal
que G(z1, . . . , zn) 6= 0. En la próximos sección nos concentraremos en la demostración
de este resultado.

2.2. Polinomios diferenciales.
Comenzamos con el siguiente:

Lema 2.7. Sean K un cuerpo diferencial y η1, . . . , ηs elementos de K. Existen elemen-
tos c1, . . . , cs constantes no todos nulos de K tal que c1η1 + . . .+ csηs = 0 si, y solo si,

el determinante de la matriz A =


η1 . . . ηs
η̇1 . . . η̇s
...

. . .
...

η
(s−1)
1 . . . η

(s−1)
s

 es cero.

Demostración. Supongamos que c1, . . . , cs son constantes de K que satisfacen c1η1 +
· · ·+ csηs = 0. Si derivamos esta igualdad s− 1 veces obtenemos que c1, . . . , cs es una
solución no trivial del sistema de s ecuaciones con s incógnitas

η1 . . . ηs
η̇1 . . . η̇s
...

. . .
...

η
(s−1)
1 . . . η

(s−1)
s




X1

X2
...
Xs

 = 0

y, por lo tanto, det(A) = 0.
La otra implicación la probaremos por inducción en s. El resultado es claro para

s = 1, supongamos entonces que es válido para todo r < s.
Tenemos entonces que det(A) = 0 y, sin pérdida de generalidad, podemos suponer

que det


η1 . . . ηs−1

η̇1 . . . η̇s−1
...

. . .
...

η
(s−2)
1 . . . η

(s−2)
s−1

 6= 0 ya que si este determinante es 0, por hipótesis

inductiva, existen constantes c1, . . . , cs−1 no todas nulas que satisfacen 0 = c1η1 + · · ·+
cs−1ηs−1 = c1η1 + · · ·+ 0ηs, y el resultado estaría probado.
En estas condiciones, existen α1, . . . , αs−1 ∈ K tal que

α1

 η1
...

η
(s−1)
1

+ · · ·+ αs−1

 ηs−1
...

η
(s−1)
s−1

+

 ηs
...

η
(s−1)
s

 = 0.

Tenemos entonces que α1η1 + · · · + αs−1ηs−1 + ηs = 0 y derivando esta igualdad
obtenemos α̇1η1 + . . . + α̇s−1ηs−1 + α1η̇1 + · · · + αs−1η̇s−1 + η̇s = 0. Por lo tanto,
α̇1η1 + · · ·+ α̇s−1ηs−1 = 0 y, por hipótesis inductiva se deduce, que α̇1 = . . . = α̇s−1 = 0,
es decir, los αi resultan constantes. �

Lema 2.8. Sea K un cuerpo diferencial que contiene a Q y un elemento no constante
ξ. Si G ∈ K{Z} es un polinomio diferencial no nulo de orden r, existe un elemento
ν = c0 + c1ξ + · · ·+ crξ

r, con c0, c1, . . . , cn constantes de K, tal que G(ν) 6= 0.



10 LISI D'ALFONSO

Demostración. Supongamos que el resultado es falso. Entre todos los polinomios que
se anulan para todos los valores ν = c0 + c1ξ+ · · ·+ crξ

r con c0, c1, . . . , cr constantes de
K, consideremos H(Z, Ż, . . . , Z(s)) un polinomio de orden mínimo s y de grado mínimo
en Z(s). Como K es in�nito y G cumple esta condición, 0 < s ≤ r.
Entonces H(ν, ν̇, . . . , ν(s)) es idénticamente 0 visto como polinomio en las variables

c0, c1, . . . , cs y, por lo tanto, sus derivadas parciales respecto de estas variables son todas
0.
Si llamamos ν [s] := ν, ν̇, . . . , ν(s) y P (c0, c1, . . . , cs) := H(ν, ν̇, . . . , ν(s)) = H(ν [s]) y

consideramos las derivadas de P , obtenemos:

∂P
∂c0

= ∂H
∂Z

(ν [s]) = 0
∂P
∂c1

= ∂H
∂Z

(ν [s])ξ + ∂H
∂Ż

(ν [s])ξ̇ + . . .+ ∂H
∂Z(s) (ν

[s])ξ(s) = 0

∂P
∂c2

= ∂H
∂Z

(ν [s])ξ2 + ∂H
∂Ż

(ν [s]) ˙(ξ2) + . . .+ ∂H
∂Z(s) (ν

[s])(ξ2)(s) = 0
...

...
∂P
∂cs

= ∂H
∂Z

(ν [s])ξs + ∂H
∂Ż

(ν [s]) ˙(ξs) + . . .+ ∂H
∂Z(s) (ν

[s])(ξs)(s) = 0

Como ∂H
∂Z(s) tiene grado en Z(s) menor que H, no se anula en todos los valores de ν

posibles, por lo tanto

det


ξ̇ ˙(ξ2) . . . ˙(ξs)

(ξ)(2) (ξ2)(2) . . . (ξs)(2)

...
...

. . .
...

(ξ)(s) (ξ2)(s) . . . (ξs)(s)

 = 0

y, por el lema anterior, existen a1, . . . , as constantes, no todos nulas, de K tales que

a1ξ̇ + a2
˙(ξ2) + . . .+ as ˙(ξs) = 0 y a1ξ + a2ξ

2 + . . .+ asξ
s = a0 con a0 constante. Por lo

tanto, ξ cumple una ecuación algebraica no nula sobre K. Sea f ∈ K[Z] un polinomio
de grado mínimo entre los que tienen a ξ como raíz. Si derivamos la ecuación f(ξ) = 0,

resulta que ∂f
∂Z

(ξ) · ξ̇ = 0 y, como ∂f
∂Z

tiene grado menor que f , resulta que ξ̇ = 0 lo que
contradice la elección de ξ �

Observación 2.9. De la misma forma que en el caso puramente algebraico, este resultado
permite demostrar que si K es un cuerpo diferencial que contiene un elemento no
constante y G(Z1, . . . , Zn) ∈ K{Z1, . . . , Zn} entonces existe ν ∈ Kn tal que G(ν) 6= 0.

2.3. Elemento primitivo diferencial.
Estamos ahora en condiciones de probar el Teorema del Elemento Primitivo.

Teorema 2.10. ([11, Theorem 1]) Sea K un cuerpo que contiene a Q y un elemento
no constante. Si u y v son diferencialmente algebraicos sobre K, entonces existe λ ∈ K
tal que K〈u, v〉 = K〈u+ λv〉.

Demostración. Consideremos el cuerpo K〈u, v〉〈Λ〉 = K〈u, v,Λ〉 donde Λ es una inde-
terminada diferencial. Como u, v, y Λ son diferencialmente algebraicos sobre K〈Λ〉,
tenemos que u + Λv es diferencialmente algebraico sobre K〈Λ〉 y por lo tanto, existe
un polinomio no nulo G(Λ, . . . ,Λ(t), Z, Ż, . . . , Z(s)) ∈ K〈Λ〉{Z} tal que

G(Λ, Λ̇, . . . ,Λ(t), u+ Λv, (u+ Λv)·, . . . , (u+ Λv)(s)) = 0

y supongamos que s es mínimo y que G tiene grado mínimo en (u+ Λv)(s).
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Consideremos la derivada parcial respecto de Λ(s) de la relación anterior. Teniendo

en cuenta que ∂(u+Λv)(i)

∂Λ(s) = 0 si i < s y ∂(u+Λv)(s)

∂Λ(s) = v, resulta

∂G

∂Λ(s)
(u+ Λv) +

∂G

∂Z(s)
(u+ Λv) · v = 0.

Por las hipótesis de minimalidad sobre G, se tiene que ∂G
∂Z(s) (u + Λv) 6= 0 y, por lo

tanto

v = −
∂G
∂Λ(s) (u+ Λv)
∂G
∂Z(s) (u+ Λv)

∈ K〈Λ〉〈u+ Λv〉.

Por la hipótesis de que el cuerpo K contiene un elemento no constante, podemos
aplicar el Lema 2.8, y evaluar Λ en un elemento λ ∈ K tal que ∂G

∂Z(s) (u+ λv) 6= 0 y así,
v ∈ K〈u+ λv〉 y, por lo tanto, K〈u+ λv〉 = K〈u, v〉. �

Hemos probado entonces el Teorema del Elemento Primitivo Diferencial para una
extensión diferencial de cuerpos que se obtiene adjuntando dos elementos diferencial-
mente algebraicos. Por inducción tenemos el siguiente

Corolario 2.11. Sea K un cuerpo diferencial que contiene a Q y un elemento no
constante. Si u1, . . . , us son diferencialmente algebraicos sobre K, entonces existen
λ1, . . . , λs ∈ K tales que K〈u1, . . . , us〉 = K〈λ1u1 + · · ·+ λsus〉.

En la próxima sección aplicaremos estos resultados para simpli�car las ecuaciones
que de�nen ciertos sistemas DAE particulares.

Bibliografía complementaria: Demostraciones elementales de resultados sobre
extensiones de cuerpos diferenciales pueden encontrarse en [8] y en [11].

3. El sistema F = 0 y su Representación Resolvente

En esta sección consideraremos sistemas DAE del tipo:

(3.1)


f1(X, Ẋ, . . . , X(e1)) = 0

...

fn(X, Ẋ, . . . , X(en)) = 0

donde, para cada 1 ≤ j ≤ n, fj es un polinomio en las variables X := X1, . . . , Xn

(que representan las incógnitas) y sus derivadas X(i) := X
(i)
1 , . . . , X

(i)
n , 1 ≤ i ≤ ej, con

coe�cientes en el cuerpo diferencial K que contiene a Q(t). Cada entero no negativo
ej denota el máximo orden de derivación de las variables que aparece en el polinomio
fj. Decimos que el sistema tiene orden e si e := máx{ej} y supondremos siempre que
e ≥ 1.
Denotaremos por F := f1, . . . , fn, F

(i) := f
(i)
1 , . . . , f

(i)
n y F [i] := F, F (1), . . . , F (i) y

usaremos la notación abreviada F = 0 para referirnos al sistema anterior.
Nuestro objetivo será conseguir una sola ecuación diferencial y parametrizaciones

que nos permitan obtener las soluciones del sistema original a partir de las soluciones
de esta nueva ecuación. (Comparar con los Ejemplos 2.1 y 2.2)
Vamos a suponer que el ideal diferencial [F ] ⊂ K{X} es un ideal primo. Sea L :=

Frac(K{X}/[F ]) el cuerpo de fracciones del dominio K{X}/[F ]. Por simplicidad y
para poder aplicar directamente el Teorema del Elemento Primitivo Diferencial, vamos
a considerar sistemas que satisfagan que cada una de las clases de las variables en L,
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X̄1, . . . , X̄n, es diferencialmente algebraica sobre K. Con estas hipótesis, el Teorema
2.10 en este contexto nos permite dar la siguiente

De�nición 3.1. Con las notaciones e hipótesis anteriores, existe un elemento γ ∈ L tal
que L = K〈γ〉. Más aún, por el Ejercicio 8, γ puede ser elegido como una combinación
lineal γ = λ1X̄1 + · · · + λnX̄n con λi ∈ Q[t] para i = 1, . . . , n. Un elemento γ que
satisface estas condiciones se llama un elemento primitivo de la extensión K ↪→ L.

Si �jamos el elemento primitivo γ, podemos escribir a todos los elementos de L en
función de γ, más precisamente, como cociente de polinomios en γ. En la siguiente
Proposición mostraremos que estos polinomios pueden tomarse de orden acotado para
todos los elementos de L.

Proposición 3.2. Sea γ un elemento primitivo de la extensión K ↪→ L. Sea s ∈
N el máximo entero positivo tal que {γ, . . . , γ(s−1)} es algebraicamente independiente
sobre K. Sea T una nueva variable diferencial. Entonces para cada η ∈ K{X} existen

polinomios Pη y Qη en K[T [s]] tales que η̄ =
Pη(γ

[s])

Qη(γ[s])
.

Demostración. Notemos primero que el entero s existe ya que estamos suponiendo que
X̄1, . . . , X̄n son diferencialmente algebraicas sobre K y, por lo tanto, también lo son
todos los elementos de L.
Sea η ∈ K{X}. Como η̄ ∈ L y γ es un elemento primitivo de la extensión K ↪→ L,

exiten polinomios P y Q en K{T} tales que η̄ =
P (γ)

Q(γ)
∈ L. Estos polinomios P y Q

pueden tener orden mayor que s y nuestro objetivo es encontrar polinomios de orden
menor o igual que s.
La hipótesis sobre s nos asegura la existencia de un polinomio M ∈ K[T [s]] tal que

M(γ[s]) = 0 en L. Más aún, podemos suponer queM tiene grado mínimo en la variable
T (s).
Llamemos IM ∈ K[T [s−1]] al coe�ciente principal de M en la variable T (s) y SM ∈

K[T [s]] al polinomio
∂M

∂T (s)
. La hipótesis de grado mínimo sobreM nos permite asegurar

que IM(γ[s−1]) 6= 0 y SM(γ[s]) 6= 0 en L.
Usando una versión simpli�cada del proceso de derivación y división descripto en [4,

Ch. I, Sec.9, Proposition 1] (ver Ejercicio 9), se sigue que existen enteros no negativos
a1, b1, a2, b2 y polinomios RP y RQ en K[T [s]] tales que los polinomios Ia1MS

b1
MP −RP y

Ia2MS
b2
MQ−RQ pertenecen al ideal diferencial [M ] ⊂ K{T}.

Como M (j)(γ[s+j]) = 0 para todo j ≥ 0, tenemos las siguientes identidades en L:
RP (γ[s]) = Ia1M (γ[s−1])Sb1M(γ[s])P (γ) y RQ(γ[s]) = Ia2M (γ[s−1])Sb2M(γ[s])Q(γ).

Así, podemos de�nir

Pη := Ia2MS
b2
MRP ∈ K[T [s]] y Qη := Ia1MS

b1
MRQ ∈ K[T [s]]

y otenemos la identidad η =
Pη(γ

[s])

Qη(γ[s])
. �

Observación 3.3. De la Proposición 3.2 deducimos que, si γ es un elemento primitivo de
la extensión de cuerposK ↪→ L, entonces los elementos γ, γ̇, . . . , γ(s−1) forman una base
de trascendencia (algebraica) de dicha extensión, es decir, un conjunto algebraicamente
independiente tal que la extensión K(γ, . . . , γ(s−1)) ↪→ L es algebraica. Como todas las
bases de trascendencia tienen el mismo cardinal ([7, Theorem 1.1, Ch. VIII] o Ejercicio
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6), podemos a�rmar que el entero s sólo depende de la extensión y que cualquier otro
elemento primitivo ω cumplirá que el conjunto {ω, ω̇, . . . , ω(s−1)} es trascendente sobre
K mientras que ω(s) es algebraico sobre K(ω, ω̇, . . . , ω(s−1)).

3.1. Representación Resolvente.
Fijemos por ahora un elemento primitivo γ de la extensión K ↪→ L. Consider-

emos un polinomio mónico minimal de γ(s) en la extensión de cuerpos algebraica
K(γ, . . . , γ(s−1)) ↪→ L. Multiplicando a este polinomio por un elemento no nulo de
K(γ, . . . , γ(s−1)) y renombrando las variables γ, . . . , γ(s−1) por T, . . . , T (s−1) obtenemos
un polinomio irreducible M ∈ K[T, . . . , T (s−1), T (s)] tal que M(γ, . . . , γ(s)) = 0 en L.
En otras palabras, si Γ = λ1X1 + . . . + λnXn, es decir Γ̄ = γ, M(Γ, . . . ,Γ(s)) ∈ [F ].
Diremos que M ∈ K[T, . . . , T (s)] es un polinomio minimal de γ si M es irreducible y
M(γ, . . . , γ(s)) = 0 en L.
Observemos que si P ∈ K[T, . . . , T (s−1), T (s)] es un polinomio tal que P (γ, . . . , γ(s)) =

0 en L, entonces cualquier polinomioM , minimal de γ, divide a P enK(T, . . . , T (s−1))[T (s)]
y, como M es primitivo, también lo divide en K[T, . . . , T (s)]. Por lo tanto, el ideal
{P ∈ K[T [s]] : P (γ[s]) = 0} está generado por cualquier polinomio minimal de γ. Así,
un polinomio minimal de γ en la extensión K ↪→ L está univocamente determinado
salvo un factor escalar en K \ {0}.
Por otro lado, de la Proposición 3.2 tenemos que para cada variable Xi, con i =

1, . . . , n, existen polinomios Pi y Qi ∈ K[T [s]], con Qi(γ
[s]) 6= 0 tales que X̄i =

Pi(γ)

Qi(γ)
en L, es decir Γ̄ = γ, Qi(Γ)Xi − Pi(Γ) ∈ [F ], para todo i = 1, . . . , n.

De�nición 3.4. Fijado un elemento primitivo γ y con las notaciones e hipótesis ante-
riores, el conjunto

{M(T ), Q1(T )X1 − P1(T ), . . . , Qn(T )Xn − Pn(T )},
donde M(T ) es un polinomio minimal de γ en K ↪→ L, se llama una representación
resolvente del ideal primo [F ] o del sistema F = 0 con respecto al elemento primitivo
γ.

3.2. Ejemplo.
En esta sección presentamos un ejemplo del cálculo de la representación resolvente

para un sistema DAE.

Ejemplo 3.5. Consideremos el siguiente sistema diferencial sobre K = Q(t):
Ẋ1 − X2

1 = 0

Ẋ2 − X2
1 = 0

...

Ẋn − X2
1 = 0

.

con fi = Ẋi −X2
1 y L = Frac(K{X}/[F ]).

Por simplicidad, de ahora en más, usaremos la misma notación, X = X1, . . . , Xn

para representar a las variables del anillo diferencial K{X} y sus clases en el cuerpo
diferencial L.
Observemos que X1, . . . , Xn ∈ L son algebraicamente independientes sobre K y que

Ẋ1, . . . , Ẋn son algebraicas sobre K(X1, . . . , Xn), por lo tanto el grado de trascendencia
algebraico de la extensión K ↪→ L es n (ver Ejercicio 10). Más aún, L = K(X1, . . . , Xn)



14 LISI D'ALFONSO

y así, el ideal [F ] ⊂ K{X1, . . . , Xn} es un primo diferencial. Estamos entonces en las
hipótesis del Corolario 2.11.
Vamos a mostrar ahora un elemento primitivo de la extensión K ↪→ L:

A�rmación 3.1. Si n ≥ 2 entonces el elemento γ := X2 + tX3 + · · ·+ tn−2Xn ∈ L es
un elemento primitivo de la extensión diferencial K = Q(t) ↪→ L.

Demostración. En esta demostración usaremos la siguiente notación: dado un vector
v = (v1, . . . , vm) de m coordenadas y un polinomio H := a1 + a2t + · · · + amt

m−1,
escribiremos

〈H, v〉 := a1v1 + a2v2t+ · · ·+ amvmt
m−1.

Con esta notación, tenemos que si Q := 1 + t+ · · ·+ tn−2, γ = 〈Q, (X2, X3, . . . , Xn)〉.
Para cada l ∈ N, en el anillo K{X}/[F ], se veri�can las siguientes igualdades:

(3.2) γ(l) =
〈
Q(l), (Xl+2, . . . , Xn)

〉
+

l−1∑
j=0

l!

j!
Q(j)X l+1−j

1

y, en particular, como Q(n−1) = Q(n) = 0,

γ(n−1) =
n−2∑
j=0

(n− 1)!

j!
Q(j)Xn−j

1 y γ(n) =
n−1∑
j=0

n!

j!
Q(j)Xn+1−j

1

de donde podemos deducir que nX1γ
(n−1) = γ(n) y entonces X1 =

γ(n)

nγ(n−1)
en L.

Reemplazando X1 en (3.2) para l = n− 2, tenemos que

γ(n−2) = (n− 2)!Xn +
n−3∑
j=0

(n− 2)!

j!
Q(j)

(
γ(n)

nγ(n−1)

)n−1−j

.

Entonces, Xn se puede escribir en L como el cociente de dos polinomios que involucran
solamente a γ y sus derivadas:

Xn =
1

(n− 2)!

(
γ(n−2) −

n−3∑
j=0

(n− 2)!

j!
Q(j)

(
γ(n)

nγ(n−1)

)n−1−j)
.

Aplicando sucesivamente las identidades en (3.2) para l = n − 3, . . . , 1, todas las
variables pueden escribirse como cociente de polinomios en γ, . . . , γ(n). Con esto de-
mostramos que γ es un elemento primitivo de la extensión diferencial K ↪→ L. �

De esta última demostración tenemos que, en K{X}/[F ],

γ(n−1) =
n−2∑
j=0

(n− 1)!

j!
Q(j)Xn−j

1 y X1 =
γ(n)

nγ(n−1)
.

Reemplazando X1 en la primera fórmula, obtenemos el polinomio

M := −nn
(
T (n−1)

)n+1
+

n−2∑
j=0

(n− 1)!

j!
Q(j)

(
nT (n−1)

)j
(T (n))n−j

tal que M(γ[n]) ∈ [F ]. Como sabemos que el grado de trascendencia de la extensión
K ↪→ L es n, para demostrar que M es un polinomio minimal de γ, alcanza con ver
que:
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A�rmación 3.2. M ∈ Q[t][T [n]] es un polinomio irreducible.

Demostración. Supongamos que no es así, entonces M se puede factorizar como pro-
ducto de dos polinomios en el anillo Q[t, T (n−1)][T (n)] ambos de grado positivo en la
varible T (n). Lo mismo debe suceder si evaluamos t = 0, y así, el polinomio

−nn
(
T (n−1)

)n+1
+

n−2∑
j=0

(n− 1)!

j!

(
nT (n−1)

)j
(T (n))n−j

puede escribirse como producto de dos polinomios en Q[T (n−1), T (n)].

Pero
n−2∑
j=0

(n− 1)!

j!

(
nT (n−1)

)j
(T (n))n−j y −nn

(
T (n−1)

)n+1
son polinomios homogéneos

con grados consecutivos y sin factores comunes y, por lo tanto, su suma es irreducible
(Ejercicio 11). �

Bibliografía complementaria: Otros ejemplos de representaciones resolventes pueden
encontrarse en [1]. En [2] y [3] se describen procedimientos efectivos para el cálculo de
estas representaciones.

Ejercicios.

1. a) Probar que el las funciones C∞ en la variable t sobre R, con δ = d
dt

forman
un anillo diferencial que no es un dominio.

b) Probar que las funciones enteras en la variable compleja z con δ = d
dz

forman
un dominio diferencial.

2. a) Probar que si (R, δ) es un anillo diferencial, el conjunto de todos los elementos
constantes forman un subanillo.

b) Probar que si (K, δ) es un cuerpo diferencial que contiene a Q, los elementos
constantes forman subcuerpo in�nito.

3. Sea (K, δ) un cuerpo diferencial y K{X} el anillo de polinomios diferenciales en
la indeterminada X con coe�cientes en K.
a) Probar que los ideales (Ẋ2 −X) y [Ẋ2 −X] son distintos.
b) Probar que el ideal (Ẋ2 −X) es primo mientras que [Ẋ2 −X] no lo es.

4. Un anillo se dice noetheriano si todo ideal está generado por un número �nito
de elementos. Un resultado clásico del álgebra conmutativa dice que si el anillo
R es noetheriano, el anillo de polinomios con coe�cientes en R también lo es
(ver, por ejemplo, [6, Chapter I, Proposition 2.3]). Este ejercicio muestra que
este resultado no es cierto si se considera el anillo de polinomios diferenciales.
En el anillo de polinomios diferenciales en una variable X con coe�cientes en

Z, Z{X} consideremos el ideal diferencial I = [X2, (Ẋ)2, . . . , (X(i))2, . . .]. Probar
que I no puede ser generado por un número �nito de polinomios.

5. Probar que si (R, δ) es un anillo diferencial e I es un ideal diferencial de R,
el conjunto de clases de equivalencias R/I resulta un anillo diferencial con la

derivación δ̄(ā) = δ(a).
6. Sea E ↪→ F una extensión de cuerpos y sea {x1, . . . , xm} un conjunto de ele-

mentos de F algebraicamente independientes sobre E y tal que la extensión
E(x1, . . . , xm) ↪→ F es algebraica. Probar que cualquier otro conjunto de ele-
mentos de F con la misma propiedad tiene m elementos. Un tal conjunto se
llama una base de trascendencia de la extensión E ↪→ F y m es el grado de
trascendencia de dicha extensión.

7. Demostrar el Corolario 2.6.
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8. Sea K un cuerpo diferencial que contiene a Q y a un elemento tal que ξ̇ = 1.
Sea G(Z1, . . . , Zn) ∈ K{Z1, . . . , Zn} un polinomio diferencial no nulo de orden
r. Probar que existen elementos νj = cj0 + cj1ξ + . . . + cjrξ

r (j = 1, . . . n), con
cj0, . . . , cjr ∈ Q, tal que G(ν1, . . . , νn) 6= 0.

9. Sea K un cuerpo diferencial y T una indeterminada diferencial sobre K. Sea
P ∈ K{T} un polinomio diferencial de orden e y grado d en T (e). De�nimos
SP := ∂P

∂T (e) (el polinomio separante de P ) e IP el coe�ciente de (T (e))d en P (el
polinomio inicial de P ). Si Q ∈ K{T} es un polinomio cualquiera, probar que
existen enteros no negativos a y b y un polinomio RQ que o bien tiene orden
menor que e o bien tiene orden e pero grado menor que d tal que

IaP · SbP ·Q−RQ ∈ [P ].

10. Probar que en el Ejemplo 3.5 los elementos X1, . . . , Xn ∈ L son algebraicamente
independientes sobre K.

11. Probar que la suma de dos polinomios homogéneos de grados consecutivos y sin
factores comunes es irreducible.

12. Consideremos el siguiente sistema diferencial de cuatro ecuaciones con cuatro
incógnitas X1, X2, X3, X4:

Ẋ1 = αX1

Ẋ2 = αX2

Ẋ3 = βX3 +X4X1

f(t) = X2 +X3

,

donde α, β ∈ Q, f(t) ∈ Q(t) y el cuerpo diferencial base del sistema es Q(t)
provisto de la derivación usual, t′ = 1.
a) Probar que γ = X1 +tX2 es un elemento primitivo de la extensión Q(t) ↪→ L.
b) Encontrar un polinomio minimal para γ.
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FORMAS CUADRÁTICAS

FERNANDO FANTINO

Resumen. En este curso veremos las nociones básicas de formas cuadráticas sobre
cuerpos, mostraremos criterios de representación y diagonalización y daremos algunos
resultados de clasi�cación. Además, se discutirán y resolverán ejercicios.
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Introducción

Notación. Denotaremos por N = {1, 2, . . . } al conjunto de los números naturales,

por F a un cuerpo, por Ḟ al grupo multiplicativo F − {0} del cuerpo F, por Ḟ2 al

conjunto de los cuadrados de Ḟ y por Ḟ/Ḟ2 al grupo de clases de cuadrados de F. Para
m, n ∈ N, Fm×n denotará las matrices de tamaño m × n con coe�cientes en F. El
conjunto de los vectores �las con coe�cientes en F se escribirá Fn.
En este curso asumiremos, salvo expresa mención de lo contrario, que el cuerpo F es

de característica distinta de 2.

1. Formas cuadráticas y espacios cuadráticos

1.1. De�niciones y generalidades.

2010 Mathematics Subject Classi�cation. 11E04, 11E10, 11E81.
El autor agradece a los organizadores del V elENA y a sus auspiciantes.
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De�nición 1.1. Una forma cuadrática (o F-forma) de dimensión n sobre un cuerpo
F es un polinomio homogéneo de grado 2 en n indeterminadas.

Una forma cuadrática de dimensión n se escribe

f(X1, . . . , Xn) =
∑

1≤i,j≤n

aijXiXj, aij ∈ F.(1.1)

Tomando bij = 1
2
(aij + aji) se tiene que bij = bji, para todo i, j, y

f(X1, . . . , Xn) =
∑

1≤i,j≤n

bijXiXj.(1.2)

Para n = 1, 2 y 3, la forma cuadrática se dice unaria, binaria y ternaria, respectiva-
mente. Una forma cuadrática de dimensión n f escrita como en (1.2) da lugar a una
matriz simétrica mf = (bij)ij. Recíprocamente, una matriz simétrica (bij)ij de tamaño
n× n con coe�cientes en F, da lugar a una forma cuadrática de dimensión n mediante
(1.2).

Denotemos por X =

X1
...
Xn

 el vector columna de las indeterminadas X1, . . . , Xn y

Xt su vector tranpuesto. Luego, la expresión (1.2) escrita en notación matricial es

f(X) = Xt ·mf ·X.(1.3)

De�nición 1.2. Una F-forma f se dice diagonal si es de la forma f(X1, . . . , Xn) =
a1X

2
1 + · · ·+ anX

2
n.

De�nición 1.3. Sean f y g formas cuadráticas de dimensión n sobre F. Se dice que f y
g son equivalentes si existe una matriz inversible A ∈ Fn×n tal que g(A ·X) = f(X), es
decir si f se obtiene de g por una transformación lineal no singular de las indeterminadas
X1, . . . , Xn. Se escribe f ' g o f 'A g.

Es fácil ver que la relación ' es de equivalencia. Más aún, f ' g si y sólo si mf =
AtmgA. Denotaremos por (f) a la clase de equivalencia de una F-forma f .

Ejemplo 1.4. Sean f(X1, X2) = X2
1 −X2

2 , g(X1, X2) = X1X2 y

(
1 1
1 −1

)
. Luego,

g(X1, X2) = (X1, X2)

(
0 1/2

1/2 0

)(
X1

X2

)
,

g(AX) = (X1, X2)

(
1 1
1 −1

)(
0 1/2

1/2 0

)(
1 1
1 −1

)(
X1

X2

)
,

y f ' g.

Veremos otra manera de presentar formas cuadráticas.

De�nición 1.5. Sea V un F-espacio vectorial de dimensión �nita. Una forma bilineal
sobre V es una aplicación B : V × V → F lineal en ambos argumentos; si además B
satisface B(x, y) = B(y, x), para todo x, y ∈ V , B se dice simétrica.

Si B es una forma bilineal simétrica se tiene que

B(x+ y, x+ y) = B(x, x) +B(y, y) + 2B(x, y).(1.4)
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Si la característica de F es distinta de 2, se obtiene la identidad polar

B(x, y) = 1/2 (B(x+ y, x+ y)−B(x, x)−B(y, y)) .(1.5)

Esta identidad dice que una forma bilineal simétrica está totalmente determinada por
las valores que toma en la �diagonal� de V × V .

Veremos que dada una forma bilineal B sobre un F-espacio vectorial V y �jada una
base de V , se tiene asociada de manera natural una forma cuadrática y, recíprocamente,
toda forma cuadrática da lugar a una forma bilineal.
Sea B una forma bilineal simétrica sobre un espacio vectorial V . De�nimos qB : V →

F por qB(x) = B(x, x). Se veri�can las siguientes propiedades:

(i) qB(ax) = a2qB(x), para todo a ∈ F, x ∈ V .
(ii) 2B(x, y) = qB(x+ y)− qB(x)− qB(y), para todo x, y ∈ V .

Luego, la aplicación (x, y) 7→ qB(x+ y)− qB(x)− qB(y) es bilineal como aplicación de
V × V en F.

De�nición 1.6. Sea V un F-espacio vectorial de dimensión �nita. Una aplicación
q : V → F se dice cuadrática sobre V si veri�ca

(i) qB(ax) = a2qB(x), para todo a ∈ F, x ∈ V , y
(ii) (x, y) 7→ qB(x+ y)− qB(x)− qB(y) es una aplicación bilineal V × V en F.

Se observó anteriormente que toda aplicación bilineal simétrica B : V × V → F
de�ne una aplicación cuadrática qB tal que qB(x) = B(x, x). Recíprocamente, si la
característica de F es distinta de 2, entonces toda aplicación cuadrática q : V → F de�ne
una forma bilineal simétrica B : V ×V → F por B(x, y) = 1/2(q(x+ y)− q(x)− q(y));
es inmediato comprobar que B(x, x) = q(x).
Así, si F es un cuerpo de característica distinta de 2, entonces toda forma bilineal B

sobre un F-espacio vectorial de dimensión �nita de�ne una única aplicación cuadrática
q : V → F y, recíprocamente, toda aplicación cuadrática de�ne una única forma bilineal.

De�nición 1.7. Un espacio cuadrático es un F-espacio vectorial de dimensión �nita
munido de una aplicación cuadrática q : V → F.

Lo denotaremos por (V, q) o (V,B), donde B es la forma bilineal asociada a q.
Sea (V, q) un espacio cuadrático y {v1, . . . , vn} una base de V . La matriz de la forma

bilineal asociada B respecto de esta base es (bij) ∈ Fn×n, donde bij = B(vi, vj). Si
v ∈ V , con v =

∑n
i=1 xivi, xi ∈ F, entonces

q(v) = B(v, v) = B(
n∑
i=1

xivi,
n∑
i=j

xjvj) =
n∑

i,j=1

bijxixj.(1.6)

Luego, la matriz (bij) de�ne una forma cuadrática fB(X1, . . . , Xn) =
∑

1≤i,j≤n bijXiXj.
Así, especializando las indeterminadas Xi por xi se obtiene que fB(x1, . . . , xn) = q(v).
Es decir, �jada una base de V la aplicación cuadrática q es la especialización de una
forma cuadrática fB en las coordenadas de cada v ∈ V . Por esta razón se suele de�nir
forma cuadrática como lo que aquí llamamos aplicación cuadrática.

Ejemplo 1.8. Sea f una F-forma de dimensión n y seamf = (bij) la matriz (simétrica)
de los coe�cientes bij de f , ver (1.2). Consideremos Fn el F-espacio vectorial de las n-
uplas ordenadas de elementos de F y Bf : Fn×Fn → F de�nida por Bf (ei, ej) = bij, con
e1, . . . , e2 la base canónica de Fn. Bf da lugar a la aplicación cuadrática qf : Fn → F
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dada por qf (x) = Bf (x, x), x ∈ Fn. Luego, (Fn, Bf ) es un espacio cuadrático y se tiene
la siguiente relación

f(x) = f(x1, . . . , xn) = xt ·mf · x = Bf (x, x) = qf (x), ∀x ∈ Fn.(1.7)

Además, de (1.3) y la identidad polar se tiene que

Bf (x, y) = xt ·mf · y, ∀x, y ∈ Fn.(1.8)

Sean (V,B) un espacio cuadrático, v1, . . . , vn una base de V y fB la forma cuadrática
asociada cuya matriz es mfB = (B(vi, vj)), la matriz de la forma bilineal B respecto de
esa base. Si w1, . . . , wn es otra base de V y f ′B es la forma cuadrática de�nida respecto
de esta base, entonces fB ' f ′B. En efecto, si para cada j tenemos wj =

∑n
i=1 cijvi,

entonces

(mf ′B
)i,j = B(wi, wj) = B(

n∑
k=1

ckivk,
n∑
`=1

c`jv`) =
∑
k,`

ckiB(vk, v`)c`j = (Ct ·mfB · C)ij,

donde C = (cij). Luego, mf ′B
= Ct ·mfB · C.

De�nición 1.9. Sean (V1, B1), (V2, B2) dos espacios cuadráticos sobre F. Se dice que
son isométricos y se denotan V1 ' V2 si existe un F-isomor�smo lineal ϕ : V1 → V2 tal
que B2(ϕ(v), ϕ(w)) = B1(v, w), para todo v, w ∈ V1.

Es fácil ver que la isometría es una relación de equivalencia. Denotaremos por [(V,B)]
a la clase de espacios cuadráticos isométricos a (V,B).

Ejemplo 1.10. El mapa ϕ(v) = −v, v ∈ V , es una isometría de cualquier espacio
cuadrático (V,B) en sí mismo.

Ejemplo 1.11. Si f y g son F-formas equivalentes de dimensión n, entonces los espacios
cuadráticos (Fn, Bf ) y (Fn, Bg) de�nidos en el Ejemplo 1.8 son isométricos. En efecto,
tomar ϕ : Fn → Fn por ϕ(x) = A · x, donde A es la matriz inversible que da la
equivalencia entre f y g.

Ejemplo 1.12. Sea (V,B) un espacio cuadrático, v1, . . . , vn una base de V y fB la F-
forma correspondiente. Consideremos el espacio cuadrático (Fn, BfB) como en el Ejem-
plo 1.8. Sea ϕ : V → Fn tal que ϕ(vi) = ei, 1 ≤ i ≤ n. Luego, ϕ es un isomor�smo
lineal y se tiene que

BfB(ϕ(vi), ϕ(vj)) = BfB(ei, ej) = coef (i, j) de fB = B(vi, vj).

Por lo tanto, ϕ es una isometría entre (V,B) y (Fn, BfB).

Proposición 1.13. Existe una correspondencia biyectiva entre las clases de equivalen-
cias de formas cuadráticas de dimensión n sobre F y las clases de isometría de espacios
cuadráticos sobre F de dimensión n.

Demostración. Se deja para el lector. �

Esta proposición nos permite identi�car a las clases de isometría de espacios cuadráti-
cos con las correspondientes clases de equivalencias de F- formas, lo que constituye una
linealización del problema de estudiar las clases de equivalencias de formas cuadráticas
sobre cuerpos.

En lo sucesivo nos referiremos indistintamente a las formas cuadráticas o a los es-
pacios cuadráticos. La correspondencia de la Proposición 1.13 será considerada como
(f) 7→ [(Vf , Bf )] y [(V,B)] 7→ (fB).



NOTAS DE CURSOS � ELENA V, 2010 23

1.2. Representación de escalares por una forma cuadrática. Un problema
importante en la teoría de formas cuadráticas es determinar las condiciones para que
una F-forma f de dimensión n represente de manera no trivial al cero.

De�nición 1.14. Sea f una F -forma de dimensión n y d ∈ F. Se dice que f representa
a d si existe x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn, x 6= 0, tal que f(x) = d. Diremos que f es isótropa
si representa al cero y todo x ∈ Fn, x 6= 0, tal que f(x) = 0 se llama vector isótropo
para f . Si f es no isótropa se dice anisótropa.

Sea f una F -forma y (V,B) su correspondiente espacio cuadrático. Denotaremos
por DF(f) o DF(V ) al conjunto de los elementos de F representados por f . Notar que
DF(f) = {d ∈ F : B(v, v) = d, para algún v ∈ V }.
Es fácil veri�car que si f y g son F-formas isométricas, entonces DF(f) = DF(g). La

recíproca no es cierta.

Observación 1.15. (a) Si f y g son F -formas equivalentes, entonces f es isótropa si y
sólo g es isótropa.
(b) Sea (V,B) un espacio cuadrático y f su correspondiente F-forma. En el caso que

f es isótropa decimos que (V,B) es un espacio isótropo. En este caso, existe v ∈ V ,
v 6= 0, tal que B(v, v) = 0.

De (a) deducimos que la isotropía es un invariante de las clases de equivalencias de F-
formas. Para estudiar éste y otros invarantes nos interesará encontrar representantes de
las clases de equivalencias de F-formas que sean lo más sencillos posible. Demostraremos
que toda F -forma es equivalente a una F-forma diagonal. Previo a ello haremos algunas
consideraciones.

De�nición 1.16. Sean (V,B) un espacio cuadrático y x, y ∈ V . Se dice que x es
ortogonal a y si B(x, y) = 0. Si U es un F-subespacio de V , se de�ne el complemento
ortogonal de U como U⊥ = {y ∈ V |B(x, y) = 0,∀x ∈ U}.

Es fácil veri�car que U⊥ es un subespacio de V . A V ⊥ se lo llama el radical de V y
se lo denota por r(V,B) o r(V ) si el contexto es claro. Diremos que (V,B) es regular o
que B es no degenerada si r(V ) = 0.

Observación 1.17. (a) La regularidad es propiedad de la clase de isometría.
(b) Si (V,B) tiene una base ortogonal (es decir, los vectores de la base son ortogonales

tomados de a dos) que contiene un vector isótropo, entonces no es regular.

Espacios cuadráticos regulares (resp. no regulares) pueden contener subespacios no
regulares (resp. regulares) como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.18. Sea (F2, B), donde B((x1, x2), (y1, y2)) = x2y2. B es una forma bilineal

simétrica cuya matriz asociada en la base canónica es

(
0 0
0 1

)
y fB(X1, X2) = X2

2 .

El espacio cuadrático (F2, B) no es regular pues r(F2) = {(x, 0) : x ∈ F}, pero U =
{(0, x) : x ∈ F} es un subespacio regular.

Ejemplo 1.19. Sea (F2, B), donde B((x1, x2), (y1, y2)) = x1y2+x2y1. Se puede ver que
(F2, B) es regular, pero W = {(x, 0) : x ∈ F} no es regular. Notar que W⊥ = W .

Teorema 1.20. Todo espacio cuadrático (V,B) admite una base ortogonal.

Demostración. Sea W un complemento de r(V ), o sea, V = r(V ) ⊕ W . El espacio
cuadrático (W,B′), donde B′ es la resticción de B a W , es regular. En efecto, si x ∈
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r(W ) e y = u+v ∈ V , con u ∈ r(V ), v ∈ W , entonces B(x, y) = B(x, u)+B′(x, v) = 0;
esto implica que x ∈ r(V )∩W = 0. Por esta razón basta demostrar el teorema para el
caso en que V es regular.
Asumamos que V es regular. Procederemos por inducción en dimV . Para dimV =

0, 1 la conclusión es trivial. Supongamos que el teorema es válido para todo espacio
regular de dimensión n y sea V de dimensión n + 1. De la regularidad y la identidad
polar se tiene que existe v ∈ V tal que B(v, v) 6= 0. Es claro que Fv∩(Fv)⊥ = 0; además,

como B(x − B(x,v)
B(v,v)

v, v) = 0, para todo x ∈ V , se tiene que V = Fv + (Fv)⊥. Luego,

V = Fv ⊕ (Fv)⊥. Ahora bien si w ∈ (Fv)⊥ y B(w, (Fv)⊥) = 0, entonces w ∈ r(V ) = 0,
lo que dice que (Fv)⊥ es regular. Por hipótesis inductiva, existe una base ortogonal
w1, . . . , wn de (Fv)⊥. Por lo tanto, v, w1, . . . , wn es una base ortogonal de V . �

Observación 1.21. Dado un vector no isótropo v de un espacio cuadrático (V,B), se
puede construir una base de V que contenga a v.

Sean f una F-forma de dimensión n y a1 ∈ DF(f), con a1 6= 0. Para cualquier espacio
cuadrático (V,B) correspondiente a (f) existe un vector v tal que B(v, v) = a1. Por
la Observación 1.21, existe una base ortogonal v1 = v, v2, . . . , vn de V que contiene a
v. Consideremos la F-forma fB asociada a esta base, cuya matriz asociada es mfB =
(B(vi, vj))i,j. Se tiene que f ' fB. Luego, f es equivalente a una F-forma diagonal cuya
matriz asociada es a1 . . . 0

...
. . .

...
0 . . . an

(1.9)

lo que se denota por f ' 〈a1, . . . , an〉 y se llama una representación diagonal de f . En
términos de polinomios (1.9) signi�ca que, bajo isometría, f(X1, . . . , Xn) = a1X

2
1 +

· · ·+ anX
2
n.

Ejemplo 1.22. Una representación diagonal de la forma g(X1, X2) = X1X2 dada en
el Ejemplo 1.4 es 〈1,−1〉.

Observación 1.23. Es fácil mostrar que f es regular si y sólo si cualquier representación
diagonal de f tiene todos sus términos no nulos.

De�nición 1.24. Se de�ne el determinante de una F-forma f como det(f) = det(mf ),
el determinante de su matriz asociada.

Notar que si f 'A g, entonces det(f) = det(mf ) = det(AtmgA) = det(A)2 det(g),

lo cual implica que det(f) = det(g) mód Ḟ2. Llamaremos también determinante de f

a d(f) = det(f) mód Ḟ2. Luego, d es un invariante de las clases de equivalencias de
F-formas.

Proposición 1.25. Sea f una F-forma. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(i) f es regular,
(ii) d(f) 6= 0,
(iii) mf es no singular.

Demostración. (i) y (ii) resultan equivalentes por la Observación 1.23 y porque el
determinante de una forma diagonal 〈a1, . . . , an〉 es a1 · · · an. La equivalencia entre (ii)
y (iii) es obvia. �
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Proposición 1.26. Si (V,B) es un espacio cuadrático regular, entonces h : V → V ∗,
de�nida por hv(u) = B(u, v), u, v ∈ V , es un isomor�smo lineal.

Demostración. Sea B = {v1, . . . , vn} una base de V y consideremos su base dual B∗ =
{v∗1, . . . , v∗n}. La matriz de h relativa a las bases B y B∗ coincide con la matriz (B(vi, vj))
que es no singular por hipótesis, lo que muestra que h es un isomor�smo lineal. �

1.3. Diagonalización de formas cuadráticas: algoritmo de Lagrange. Sea
f(X1, . . . , Xn) =

∑
1≤i,j≤n aijXiXj una forma cuadrática de dimensión n, con (aij) ma-

triz simétrica. Se quiere encontrar una forma cuadrática g(Y1, . . . , Yn) =
∑

1≤i≤n biY
2
i

con f ' g. Consideremos dos casos:

(a) a11 = · · · = ann = 0.
(b) aii 6= 0, para algún i, 1 ≤ i ≤ n.

En el caso (a) se puede suponer que a12 6= 0 y escribir

f(X1, . . . , Xn) = 2X1(a12X2 + · · ·+ a1nX1n) + p(X2, . . . , Xn),

donde p(X2, . . . , Xn) es independiente de X1. Se de�ne Y2 := a12X2 + · · ·+a1nX1n−X1

e Yi = Xi si i 6= 2. Luego, f1(Y1, . . . , Yn) = 2Y1(Y1 + Y2) + p(Y2, . . . , Yn) es una forma
cuadrática equivalente a f ya que la matriz que de�ne el cambio de indeterminadas de
X a Y tiene determinante a12 6= 0. En consecuencia el caso (a) se reduce al caso (b).
Supongamos que existe i tal que aii 6= 0. Podemos suponer que i = 1 y escribir

f(X) = a11X
2 + 2a12X1X2 + · · ·+ 2a1nX1Xn +

∑
i,j>1 aijXiXj. Luego,

f(X1, . . . , Xn) = a−111 (a11X1 + a12X2 + · · ·+ a1nXn)2 + p(X2, . . . , Xn).

Si de�nimos Y1 = a11X1 + a12X2 + · · · + a1nXn e Yi = Xi, i > 1, entonces la forma
cuadrática f1(Y1, . . . , Yn) = a−111 Y

2
1 + p(Y2, . . . , Yn) es equivalente a f pues el determi-

nante de la matriz que de�ne el cambio de indeterminadas de X a Y es a11 6= 0.
Aplicando de manera iterada el mismo procedimiento a las formas p's se obtiene una

forma diagonal equivalente a f , donde la matriz de cambio de indeterminadas es el
producto de las matrices de cambio de indeterminadas utilizadas.

Ejemplo 1.27. Diagonalizar sobre F, con F cuerpo de característica distinta de 2, la
F-forma f(X1, X2) = X1X2. Aplicaremos (a) del algoritmo de Lagrange para reducir
al caso (b). Escribimos f(X1, X2) = 2X1(

1
2
X2) y de�nimos Z1 = X1 e Z2 = 1

2
X2 −X1;

luego, f1(Z1, Z2) = 2Z1(Z1 + Z2) = 2Z2
1 + 2Z1Z2. Aplicamos ahora el procedimiento

descripto en el caso (b) del algoritmo a la F forma f1. Se puede ver que f1(Z1, Z2) =
1
2
(2Z1+Z2)

2− 1
2
Z2; si de�nimos Y1 = 2Z1+Z2 e Y2 = Z2, entonces se tiene f2(Y1, Y2) =

1
2
Y 2
1 − 1

2
Y 2
2 . Los cambios de indeterminadas están dados por las matrices

P1 =

(
1 0
−1 1

2

)
y P2 =

(
2 1
0 1

)
,

respectivamente. Por lo tanto, la forma f(X1, X2) = X1X2 es equivalente a la forma
diagonal f(Y1, Y2) = 1

2
Y 2
1 − 1

2
Y 2
2 mediante la matriz

P = P2 · P1 =

(
1 1

2
−1 1

2

)
.

Se recomienda al lector veri�car que se cumplen P t
1 ·mf1 ·P1 = mf , P

t
2 ·mf2 ·P2 = mf1

y P t ·mf2 · P = mf .
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Ejemplo 1.28. Apliquemos el algoritmo de Lagrange a la R-forma f(X) = X2
1 −X2

2 +
3X2

3 +X1X3. Reescribimos:

f(X) = X2
1 + 2(

1

2
X1X3)−X2

2 + 3X2
3 = (X1 +

1

2
X3)

2 −X2
2 +

11

4
X2

3 .

Si de�nimos Y1 = X1 + 1
2
X3, Y2 = X2 e Y3 =

√
11
2
X3, entonces se obtiene que g(Y) =

Y 2
1 − Y 2

2 + Y 2
3 . La matriz de cambio de coordenadas es

P =

1 0 1
2

0 1 0

0 1
√
11
2


y se tiene que g(Y) = g(P ·X) = Xt · (P t ·mg · P ) ·X. Además,

P t ·mg · P =

1 0 0
0 1 0
1
2

0
√
11
2

 ·
1 0 0

0 −1 0
0 0 1

 ·
1 0 1

2
0 1 0

0 1
√
11
2

 =

1 0 1
2

0 1 0
1
2

1 3

 = mf ,

lo que muestra la relación g(P ·X) = f(X)

2. Suma ortogonal de espacios cuadráticos

Sean (V1, B1) y (V2, B2) espacios cuadráticos de dimensión n y m, respectivamente.
Se de�ne la suma ortogonal V1 ⊥ V2 de (V1, B1) y (V2, B2) como el espacio cuadrático
(V,B) donde V = V1 ⊕ V2 y B : V × V → F, B((v1, v2), (w1, w2)) = B1(v1, w1) +
B2(v2, w2), v`, w` ∈ V`, ` = 1, 2. Claramente, B es bilineal y B |Vi×Vi= Bi, i = 1, 2. Si
f y g son F-formas de dimensión n y m, respectivamente, entonces f ⊥ g denota la
F-forma correspondiente a la clase de isometría del espacio suma ortogonal de (Fn, Bf )
y (Fm, Bg). Explícitamente, si f = f(X1, . . . , Xn) y g = g(X1, . . . , Xm), entonces f ⊥ g
es la forma

(f ⊥ g)(X1, . . . , Xn+m) = f(X1, . . . , Xn) + g(Xn+1, . . . , Xn+m).

Es claro que si f ' f ′ y g ' g′, entonces f ⊥ g ' f ′ ⊥ g′. Para k ∈ N, denotaremos
por f⊥k a la suma ortogonal de f consigo misma k veces.

Ejemplo 2.1. Sean f(X1, X2) = X2
1 + 2X2

2 y g(X1, X2) = 2X2
1 +X1X2 + 3X2

2 . Luego,
la suma ortogonal de f y g es (f ⊥ g)(X1, X2, X3, X4) = X2

1 +2X2
2 +2X2

3 +X3X4+3X2
4 .

Observación 2.2. Una F-forma diagonal es suma ortogonal de F-formas unarias. En
efecto, 〈a1, . . . , an〉 = 〈a1〉 ⊥ · · · ⊥ 〈an〉.

Proposición 2.3. Si (V,B) es un espacio cuadrático y U es un subespacio regular de
V , entonces V = U ⊥ U⊥.

Demostración. Claramente, U ∩ U⊥ = 0. Sea v1, . . . , vk una base ortogonal de U . Por
la regularidad de U se tiene que B(vi, vi) 6= 0 y se puede mostrar que para cualquier

v ∈ V , B(yv, vj) = 0, j = 1, . . . , k, donde yv = v −
∑k

i=1
B(v,vi)
B(vi,vi)

vi; luego, B(yv, U) = 0.

Esto permite encontrar vk+1, . . . , vn ∈ U⊥ tales que v1, . . . , vn es base de V . Es claro
veri�car que se cumplen las condiciones sobre la formas bilineales. �

Corolario 2.4. Sea (V,B) un espacio cuadrático y U un subespacio regular de V . Si
V = U ⊥ W , entonces W = U⊥. �
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La siguiente aplicación del corolario se deja como ejercicio para el lector (ver Ejercicio
5): dos formas binarias f = 〈a, b〉 y g = 〈c, d〉 son isométricas si y sólo si representan

un elemento en común y tienen el mismo determinante módulo Ḟ2, o sea d(f) = d(g).

Con esta a�rmación se puede mostrar que 〈1,−1〉 ' 〈a,−a〉, para todo a ∈ Ḟ.
En efecto, tienen el mismo determinante módulo Ḟ2 y ambas F-formas representan a

a = (a+1)2

4
− (a−1)2

4
. Es claro que la forma cuadrática

h := 〈1,−1〉(2.1)

es isótropa. Más aún, representa a todo elemento de F. El espacio cuadrático correspon-
diente se llama plano hiperbólico sobre F y se lo denota H o HF. Un espacio cuadrático
que es suma ortogonal de planos hiperbólicos recibe el nombre de espacio hiperbólico.
Notar que H es espacio regular.

Proposición 2.5. Sea f una forma cuadrática regular. Entonces f es isótropa si y
sólo si contiene un plano hiperbólico.

Demostración. Como f es regular existe una representación diagonal 〈a1, . . . , an〉 de f ,
con ai 6= 0, para todo i. Si f contiene un plano hiperbólico, es decir si f ' h ⊥ g para al-
guna F-forma g, entonces es claro que f es isótropa. Recíprocamente, si x = (x1, . . . , xn)
es vector isótropo para f , entonces a1x

2
1 + · · ·+ anx

2
n = 0. Asumamos que x` 6= 0, divi-

diendo por x2` se tiene que la forma 〈a1, . . . , a`−1, a`+1 . . . , an〉 representa a −a`. Luego,
existen b1, . . . , bn−2 ∈ F tal que 〈a1, . . . , a`−1, a`+1 . . . , an〉 ' 〈−a`, b1 . . . , bn−2〉. Por
Observación 2.2, sumando 〈a`〉 se tiene que f ' 〈a`,−a`〉 ⊥ 〈b1 . . . , bn−2〉. �

De�nición 2.6. Una forma cuadrática sobre F que representa a todo elemento de Ḟ
se llama universal.

Por la Proposición 2.5, toda forma regular isótropa es universal. La recíproca no es
cierta: la Q-forma 〈1, 2, 5,−10〉 es universal y anisótropa. Más aún, si F es un cuerpo
que satisface

(i) toda forma cuadrática de dimensión mayor o igual a 5 es isótropa, y
(ii) existen formas anisótropas de dimensión 4,

entonces toda forma anisótropa de dimensión 4 es universal.

3. Teorema de Cancelación de Witt

Uno de los resultados más importantes en la teoría de formas cuadráticas sobre
cuerpos es el teorema de Cancelación de Witt. Dado que en este curso nos interesa
el estudio de las clases de equivalencia de formas regulares, la demostración del teo-
rema que daremos aquí supone regularidad, pero no es necesaria. Comenzamos con el
siguiente resultado.

Proposición 3.1. Sean f , g y h F-formas. Si g ' h, entonces f ⊥ g ' f ⊥ h.

Demostración. Si g 'A h y f es de dimensión n, entonces f ⊥ g 'B f ⊥ h, donde

B =

(
In 0
0 A

)
. �

Lo que el teorema de Cancelación de Witt a�rma es que para formas regulares vale
la recíproca. Veamos antes un lema.
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Sean (V,B) un espacio cuadrático regular e y ∈ V tal que B(y, y) 6= 0. Consideremos
ρy : V → V de�nida por

ρy(x) = x− 2
B(x, y)

B(y, y)
y.

Luego, ρy es F-endomor�smo de V , ρy(x) = x, para todo x ∈ (Fy)⊥ y B(ρy(x), ρy(x
′)) =

B(x, x′), para todo x, x′ ∈ V . Ahora, si ρy(x) = 0, entonces x ∈ r(V ) = 0, por la
regularidad de (V,B). Esto implica que ρy es F-automor�smo de V . Por lo tanto, ρy es
isometría del espacio (V,B) que deja invariante el subespacio (Fy)⊥ y que aplica y en
−y. Por esta razón se dice que ρy es una re�exión.

Lema 3.2. Sean (V,B) un espacio cuadrático regular y x, y ∈ V tales que B(x, x) =
B(y, y) 6= 0. Entonces existe una isometría ρ de V en sí mismo tal que ρ(x) = y.

Demostración. Ya que B(x + y, x + y) + B(x − y, x − y) = 4B(x, x) 6= 0, se tiene
que B(x + y, x + y) y B(x − y, x − y) no pueden ser ambos nulos. Supongamos que
B(x − y, x − y) 6= 0, en caso contrario reemplazar y por −y (el cual es una isometría
por Ejemplo 1.10). La re�exión ρx−y es una isometría de V en sí mismo y

ρx−y(x) = x− 2
B(x, x− y)

B(x− y, x− y)
(x− y) = y

pues B(x− y, x− y) = 2B(x, x− y). �

Teorema 3.3. (Teorema de Cancelación de Witt). Sean f , g y h F-formas regulares.
Si f ⊥ g ' f ⊥ h, entonces g ' h.

Demostración. Sea f ' 〈a1, . . . , an〉 una representación diagonal de f , con ai 6= 0,
para todo i. Procederemos por inducción en n. Supongamos que n = 1. Sea (V,B) un
espacio cuadrático correspondiente a la clase de equivalencia de 〈a1〉 ⊥ g ' 〈a1〉 ⊥ h.
Entonces existen x, y ∈ V tales que B(x, x) = B(y, y) = a1 tales que g se identi�ca
con (Fx)⊥ y h con (Fy)⊥, respectivamente, por el Corolario 2.4. Por el Lema 3.2, existe
una isometría ρ de V en sí mismo que aplica x en y; luego, ρ aplica (Fx)⊥ en (Fy)⊥, lo
que implica g ' h. Veri�car el paso inductivo es fácil y se deja para el lector. �

Corolario 3.4. (Teorema de Descomposición de Witt). Toda forma cuadrática sobre
F regular se descompone como una suma ortogonal

f ' fa ⊥ h ⊥ · · · ⊥ h = fa ⊥ h⊥r,

donde fa es una subforma anisótropa de f que está unívocamente determinada (sal-
vo isometría), r es entero no negativo y h es la forma cuadrática asociada al plano
hiperbólico H.

La subforma fa se llama la parte anisótropa de f , o la forma núcleo de f , y r recibe
el nombre de índice de Witt de f .

Demostración. Si f es anisótropa, entonces tomamos fa = f y r = 0. Supongamos que
f es isótropa. Por la Proposición 2.5, se puede escribir f ' h ⊥ f1. Si f1 es anisótropa,
entonces el teorema queda demostrado; en caso contrario, aplicamos el procedimiento
a f1. Despues de un número �nito de pasos se llega a la descomposición buscada. La
unicidad (salvo isometría) de fa es consecuencia del Teorema 3.3. �
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4. Anillo de Witt

El objetivo de esta sección es munir al conjunto de las clases de isometría de F-formas
con una estructura de anillo. La suma será la suma ortogonal vista anteriormente y el
producto estará dado por el producto tensorial de formas cuadráticas que describiremos
a continuación.

4.1. Producto tensorial de formas cuadráticas y anillo de Witt.

De�nición 4.1. Sean (V1, B1), (V2, B2) F-espacios cuadráticos. El producto tensorial
de los F-espacios cuadráticos dados es (V,B), donde V = V1⊗V2 y B : V ×V → F es la
única forma bilineal simétrica que satisface B(x1 ⊗ y1, x1 ⊗ y1) = B1(x1, y1)B2(x2, y2).

Así, si f y g son dos formas cuadráticas de dimensión n y m, respectivamente, donde
f = 〈a1, . . . , an〉 y g = 〈b1, . . . , bm〉, entonces el producto tensorial de f y g es la forma

f ⊗ g = 〈a1b1, . . . , a1bm, a2b1, . . . , a2bm, , . . . , anb1, . . . , anbm〉.

Es inmediato comprobar que el producto tensorial de�nido es asociativo, conmutati-
vo, distributivo respecto de la suma ortogonal de formas diagonales y tiene elemento
identidad la F-forma unaria 〈1〉. Además, f ⊗ h = h⊥dim f . Por otro lado, se veri�ca
fácilmente que si f ' f ′ y g ' g′, entonces f ⊗ g ' f ′ ⊗ g′. Esto permite de�nir el
producto tensorial entre clases de isometría de F-formas como (f)⊗ (g) = (f ⊗ g).
Como señalamos anteriormente nuestro interés es estudiar las clases de isometría de

F-formas, por lo que, para simpli�car la notación identi�caremos las clases de isometría
con sus representantes, y algunas veces escribiremos = en lugar de '.

De�nición 4.2. Se dice que dos F-formas f y g son Witt-equivalentes y se denota por
f ∼ g, si fa = ga, es decir si f y g tienen la misma parte anisótropa.

Por ejemplo, la forma cuadrática cero 0 tiene la misma parte anisótropa que h; así,
0 ∼ h. La Witt-equivalencia ∼ es relacion de equivalencia sobre el conjunto de la clase
de isometría de F-formas. Al conjunto cociente lo denotamos por WF. Las operaciones
de suma ortogonal y producto tensorial se extienden naturalmente al conjunto de clases
de Witt-equivalencia el cual resulta un anillo conmutativo con identidad la clase de 〈1〉.

De�nición 4.3. Llamaremos aWF = (WF,⊥,⊗) el anillo de Witt de formas cuadráti-
cas sobre F.

Notar que 〈a〉 ⊥ 〈−a〉 = 〈a,−a〉 = 0 en WF; luego, 〈−a〉 = −〈a〉. Más aún, si
f = 〈a1, . . . , an〉, entonces −f = 〈−a1, . . . ,−an〉. Además, puede verse que dos F-
formas f y g son isométricas si y sólo si tienen la misma dimensión y representan el
mismo elemento en WF.
Por construcción WF está en correspondencia biyectiva con el conjunto de formas

cuadráticas regulares y anisótropas sobre F; por esta razón se suele referir aWF como el
anillo de formas anisótropas sobre F. Notar que la suma ortogonal de formas anisótropas
puede ser isótropas, por ejemplo 〈a〉 ⊥ 〈−a〉 = 〈a,−a〉 = h. Por lo tanto, la anterior es
sólo una manera de referirse a WF.

Observación 4.4. Sea F un cuerpo cuadráticamente cerrado, es decir, que todo elemento
de F es un cuadrado. Si a ∈ Ḟ, entonces 〈a〉 ' 〈1〉. Esto implica que f ' g si y sólo si
dim f = dim g. Si dim f es par, entonces f es hiperbólica y si dim f es impar, entonces
f = 〈1〉, por lo que WF es isomorfo a Z2.
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4.2. Anillo de Witt sobre cuerpos �nitos Fq, con q impar. El siguiente resul-
tado muestra una aplicación cuando F es un cuerpo �nito de característica distinta de
2.

Proposición 4.5. Sea p primo, con p 6= 2 y F = Fq, donde q = pn. Entonces:

(a) Fq/Ḟ2
q tiene exactamente dos elementos;

(b) en Fq todo elemento es suma de cuadrados;

(c) −1 ∈ Ḟ2
q si y sólo si q ≡ 1 mód 4 y −1 ∈ sḞ2

q si y sólo si q ≡ 3 mód 4;
(d) toda Fq-forma ternaria es isótropa;

(e) WFq '

{
Z2[Fq/Ḟ2

q], si q ≡ 1 mód 4,

Z4 si q ≡ 3 mód 4.

Demostración. (a). Consideremos la sucesión de grupos

1→ Ḟ2
q → Ḟq

π→ {±1} → 1,

donde π(x) = x
q−1
2 . Así, x ∈ kerπ si y sólo si x

q−1
2 = 1. Tomamos y en la clausura

algebraica de Fq tal que y2 = x; luego, yq−1 = 1. Esto implica que y ∈ Fq, pues Fq es el
cuerpo de descomposición del polinomio Xq −X sobre su cuerpo primo. Por lo tanto,
x es un cuadrado en Fq y kerπ = Ḟ2

q.
(b). Denotemos por 1 y s los representantes de las dos clases cuadradas de Fq. Luego

Ḟq = Ḟ2
q ∪ sḞ2

q; lo que nos dice que basta demostrar que s es la suma de dos cuadrados

en Fq. Si −1 ∈ Ḟ2
q, entonces 〈1, 1〉 ' 〈1,−1〉, lo que implica que 〈1, 1〉 es universal y

representa en particular a s. Si −1 6∈ Ḟ2
q, entonces 1 + Ḟ2

q no contiene al cero, y como

card(1 + Ḟ2
q) = card Ḟ2

q se tiene que 1 + Ḟ2
q no está contenido en Ḟ2

q; en consecuencia

1 + u2 6∈ Ḟ2
q. Por lo tanto, 1 + u2 6∈ sḞ2

q, y s resulta suma de cuadrados.
(c). Es clara. (d). Las formas binarias sobre Fq son 〈1, 1〉, 〈s, s〉 y 〈1, s〉. Las dos

primeras son universales por (b), mientras que la tercera lo es puesto que Ḟq = Ḟ2
q∪sḞ2

q.
Sea 〈a, b, c〉 una Fq-forma ternaria; 〈b, c〉 representa a −a. Luego, 〈b, c〉 ' 〈−a, x〉; esto
implica que 〈a, b, c〉 ' 〈−a, a, x〉 y por lo tanto 〈a, b, c〉 es isótropa.
(e). Si q ≡ 1 mód 4, entonces las formas anisótropas sobre F son 0, 〈1〉, 〈s〉, 〈1, s〉,

por (c) y (d). Luego identi�cando el grupo de unidades de WFq, esto es 〈1〉, 〈s〉 con
Fq/Ḟ2

q, concluimos lo a�rmado.
Por otro lado, si q ≡ 3 mód 4, entonces las formas anisótropas sobre F son 0, 〈1〉,
〈−1〉, 〈1, 1〉. Como 〈−1〉 es la parte anisótropa de 〈1, 1, 1〉, las clases de WFq pueden
representarse por 0, 〈1〉, 〈1, 1〉 y 〈1, 1, 1〉 de donde resulta queWFq es isomorfo a Z4. �

4.3. Cuerpo euclidiano. Signatura de una forma cuadrática.

De�nición 4.6. Un cuerpo se dice euclidiano si tiene exactamente dos clases módulo
cuadrados y satisface que la forma 〈1〉⊥n = 〈1, . . . , 1〉 es anisótropa para todo n ∈ N .

Observación 4.7. El cuerpo de números reales R es euclidiano.

Sea F un cuerpo euclidiano. Como Ḟ/Ḟ2 = {±1}, toda forma cuadrática (regular)
f sobre F tiene una diagonalización f ' 〈a1, . . . , an〉, donde a1 = · · · = ar = 1
y ar+1 = · · · = an = −1. Si r = 0 o r = n, entonces f es anisótropa, en caso
contrario, f es isótropa. De�namos s := n − r. Veamos que r y s no dependen de
la diagonalización empleada. Consideremos dos diagonalizaciones de f y escribamos
f ' 〈1〉⊥r1 ⊥ 〈−1〉⊥s1 ' 〈1〉⊥r2 ⊥ 〈−1〉⊥s2 . Si s1 ≥ s2, entonces 〈1〉⊥r1 ⊥ 〈−1〉⊥(s1−s2) '
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〈1〉⊥r2 , por el Teorema de Cancelación de Witt; si s1 − s2 > 0, entonces la forma
〈1〉⊥r1 ⊥ 〈−1〉⊥(s1−s2) es isótropa, por lo que 〈1〉⊥r2 también, lo cual no es posible en F
(recordar que la forma 0 es anisótropa). Luego, s1 = s2 y, por el Teorema de Cancelación
de Witt, 〈1〉⊥r1 ' 〈−1〉⊥r2 . Con el mismo argumento se concluye que r1 = r2.
Esto nos permite dar la siguiente de�nición.

De�nición 4.8. Sea f una forma cuadrática sobre un cuerpo euclidiano F. Se de�ne
la signatura de f como sgn f := (r, s).

Lo hecho en el párrafo anterior prueba el siguiente resultado.

Teorema 4.9. (Ley de Inercia de Sylvester). Sobre un cuerpo euclidiano dos formas
cuadráticas f y g son isométricas y si sólo si tienen las misma dimensión y la misma
signatura. �

El rango de una forma cuadrática f es el rango de su matriz asociada mf y se denota
rg f . Se ve inmediatamente que si F euclidiano, entonces rg f = r + s.
La signatura sgn puede extenderse al anillo WF . De�nimos la signatura en WF

como la aplicación Sgn : WF→ Z dada por Sgn(q) ∈ Z. Esta de�nición es consistente
pues Sgn h = 0. Es fácil veri�car que Sgn es un homomor�smo de anillos; más aún,
si Sgn(q) = 0, entonces q es hiperbólica. Luego, Sgn : WF → Z es un isomor�smo de
anillos.

5. Formas de Pfister

5.1. Ideal fundamental de WF. Consideremos el anillo de Witt WF de formas
cuadráticas anisótropas sobre un cuerpo F. Denotaremos por IF al subconjunto de
WF formado por todas las formas de dimensión par sobre F. Es claro que IF es un
ideal de WF; se lo llama ideal fundamental de WF.

Proposición 5.1. El ideal IF es maximal en WF y está generado aditivamente por
formas binarias del tipo 〈1, a〉, a ∈ Ḟ. Además, IF es el único ideal primo de WF que
contiene a 〈1, 1〉.

Demostración. Como WF/IF ' Z2, IF es ideal maximal. Por otro lado, toda forma
〈a, b〉 en WF puede escribirse como 〈a, b〉 = 〈1, a〉 + 〈−1, b〉 = 〈1, a〉 − 〈1,−b〉; en
consecuencia IF está generado aditivamente por formas 〈1, a〉, a ∈ Ḟ.
Veamos la última a�rmación. Sea P un ideal primo deWF tal que 〈1, 1〉 ∈ P . Luego,
〈1〉⊥2 = 0 en WF/P , por lo que WF/P es un dominio de integridad de característica
2. Como (〈a〉+ 〈1〉)− (〈a〉− 〈1〉) = 0 en WF, se tiene que 〈a〉 = 〈1〉 o 〈a〉 = −〈1〉. Esto
implica que si q = 〈a1, . . . , an〉 ∈ IF, entonces q = 0 en WF/P . Por lo tanto, IF ⊆ P ,
y por la maximalidad IF = P . �

Sea P un ideal primo de WF. De�niremos la característica de P en WF como la
característica del dominio de integridadWF/P y la denotamos por carP . Por ejemplo,
como vimos, la característica de IF en WF es 2.

Proposición 5.2. Si P es un ideal primo de WF y carP = p, con p primo, entonces
WF/P ' Zp.

Demostración. Como WF está generado aditivamente por formas 〈a〉, a ∈ F, y en
WF/P es 〈a〉 = 〈1〉 o 〈a〉 = 〈−1〉, se tiene que la imagen de WF en WF/P está
generada aditivamente por 〈1〉. Luego, WF/P es isomorfo a Zp pues carP = p. �
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5.2. Formas de P�ster sobre F. Como IF está generado aditivamente por las for-
mas 〈1, a〉, a ∈ Ḟ, se tiene que para n ≥ 1, (IF)n = InF está generado aditivamente por

las formas 〈1, a1〉⊗〈1, a2〉⊗〈1, an〉, a ∈ Ḟ. Denotaremos a estas formas por 〈〈a1, . . . , an〉〉
y las llamaremos n-formas de P�ster sobre F. Es inmediato observar que

1. toda n-forma de P�ster es de dimensión 2n;
2. toda n-forma de P�ster representa a 1;
3. 〈〈1, a2, . . . , an〉〉 ' 〈〈a2, . . . , an〉〉⊥2;
4. 〈〈 − 1, a2, . . . , an〉〉 ' h⊥2

n−1
.

Convenimos en considerar como 0-forma de P�ster la forma unidimensional 〈1〉. Antes
de probar algunas propiedades importantes de las formas de P�ster veamos algunos
resultados.

Lema 5.3. (a) Si b ∈ DF(〈〈a1〉〉), entonces 〈〈a1, a2〉〉 ' 〈〈a1, a2b〉〉.
(b) Si c ∈ DF(〈a1, a2〉), entonces 〈〈a1, a2〉〉 ' 〈〈c, a1a2〉〉.

Demostración. (a). Puesto que b ∈ DF(〈〈a1〉〉), 〈1, a1〉, resulta que 〈b, a1b〉 son isométri-
cas pues tienen el mismo determinante y representan un elemento en común. Luego,

〈〈a1, a2〉〉 ' 〈1, a1〉 ⊗ 〈1, a2〉 ' 〈1, a1〉 ⊥
(
〈a2〉 ⊗ 〈1, a1〉

)
'

' 〈1, a1〉 ⊥
(
〈a2〉 ⊗ 〈b, a1b〉

)
' 〈1, a1, a2b, a1a2b〉 ' 〈〈a1, a2b〉〉.

(b). Se tiene que 〈〈a1, a2〉〉 ' 〈1〉 ⊥ 〈a1, a2〉 ⊥ 〈a1a2〉. Luego,

〈〈a1, a2〉〉 ' 〈1, c, ca1a2, a1a2〉 ' 〈〈c, a1a2〉〉,

pues 〈a1, a2〉 ' 〈c, ca1a2〉. �

Dada una n-forma de P�ster f existe una única (salvo isometría) forma f ′ tal que
f ' 〈1〉 ⊥ f ′. A f ′ se la llama la subforma pura de f .

Teorema 5.4. (Teorema de la subforma pura). Sean f ' 〈〈a1, . . . , an〉〉 una n-forma

de P�ster y b ∈ Ḟ. Entonces b ∈ DF(f ′) si y sólo si existen b2, . . . , bn ∈ Ḟ tales que
f ' 〈〈b, b2, . . . , bn〉〉.

Demostración. Si existen b2, . . . , bn ∈ Ḟ tales que f ' 〈〈b, b2, . . . , bn〉〉, entonces

〈1〉 ⊥ f ′ ' f ' 〈1, b〉 ⊗ 〈1, b2〉 ⊗ · · · ⊗ 〈1, bn〉 ' 〈1, b, b2, . . . 〉 ' 〈1〉 ⊥ 〈b, b2, . . . 〉,

y, por el Teorema de Cancelación de Witt, resulta que b ∈ DF(f ′).
Probaremos la recíproca por inducción en n. Si n = 1, entonces f ' 〈〈a1〉〉 y f ′ ' 〈a1〉;

luego, b ∈ DF(〈a1〉) implica que 〈a1〉 ' 〈b〉, y entonces f ' 〈〈b〉〉. Veamos el paso
inductivo. De�nimos g ' 〈〈a1, . . . , an−1〉〉. Se tiene que f ' g ⊗ 〈1, an〉 ' g ⊥ 〈an〉 ⊗ g;
luego, f ′ ' g′ ⊥ 〈an〉 ⊗ g. Como b ∈ DF(f ′), se tiene que b = u′ + anv, donde
u′ ∈ DF(g′) ∪ {0} y v ∈ DF(g) ∪ {0}. Puesto que v ∈ DF(g) ∪ {0}, podemos escribir
v = t2 + v′, con v′ ∈ DF(g′) ∪ {0}. Por hipótesis inductiva,

g '

{
〈〈u′, c2, . . . , cn−1〉〉, si u′ 6= 0,

〈〈v′, d2, . . . , dn−1〉〉, si v′ 6= 0.

Si v = 0, entonces u′ = b ∈ Ḟ y f ' g ⊗ 〈〈an〉〉 ' 〈〈b, c2, . . . , cn−1, an〉〉, con lo que el
teorema quedaría demostrado. Supongamos que v 6= 0; vamos a probar que

f ' 〈〈a1, . . . , an−1, van〉〉.(5.1)
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Podemos asumir que v′ 6= 0, pues en caso contrario v = t2 y (5.1) es obvio. Luego,

f ' g ⊗ 〈〈an〉〉 ' 〈〈v′, d2, . . . , dn−1, an〉〉 ' 〈〈d2, . . . , dn−1〉〉 ⊗ 〈〈v′, an〉〉
Lema 5.3 (a)
'

' 〈〈d2, . . . , dn−1〉〉 ⊗ 〈〈v′, anv〉〉 ' 〈〈v′, d2, . . . , dn−1, anv〉〉 ' 〈〈a1, . . . , an−1, anv〉〉.
Ahora, si u′ = 0, entonces b = anv, y (5.1) nos terminaría la prueba. Por otro lado, si
u′ 6= 0, entonces

f ' 〈〈u′, c2, . . . , cn−1, anv〉〉 ' 〈〈u′, anv〉〉 ⊗ 〈〈c2, . . . , cn−1〉〉 '
' 〈〈u′ + anv, u

′anv〉〉 ⊗ 〈〈c2, . . . , cn−1〉〉 ' 〈〈b, c2, . . . , cn−1, u′anv〉〉,
lo que �naliza la demostración. �

5.3. Grupo de isotropía de una forma cuadrática. Dada una forma cuadrática
f sobre F, es fácil ver que GF(f) := {a ∈ Ḟ : 〈a〉 ⊗ f ' f} es un subgrupo de Ḟ.

De�nición 5.5. Llamaremos a GF(f) el grupo de isotropía de f .

Teorema 5.6. Sea f una n-forma de P�ster sobre F.
(a) Si f es isótropa, entonces es hiperbólica.

(b) DF(f) es subgrupo del grupo multiplicativo Ḟ.

Demostración. (a). Si f isótropa, entonces contiene un plano hiperbólico y se puede
escribir como 〈1〉 ⊥ f ′ ' f ' 〈1,−1〉 ⊥ g. Cancelando −1 ∈ DF(f ′) y aplicando el
teorema anterior se tiene que f ' 〈〈 − 1, · · · ' h⊥2

n−1〉〉.
(b). Es inmediato que GF(f) ⊆ DF(f). Si a ∈ DF(f), entonces 〈−1, a〉 ⊗ f ' f ⊥
〈−a〉 ⊗ f ' f ⊥ 〈−a, . . . 〉, y en consecuencia 〈−1, a〉 ⊗ f es isótropa y, por lo tanto,
hiperbólica. Así, f = 〈a〉 · f en WF; luego, por dimensión, se tiene que f ' 〈a〉 ⊗ f y

a ∈ GF(f). Por lo tanto, GF(f) = DF(f) y, en particular, DF(f) es subgrupo de Ḟ. �

Observamos que 〈1〉⊥2n es una n-forma de P�ster sobre F y que a ∈ DF(〈1〉⊥2n) si y

sólo si a es suma de 2n cuadrados en Ḟ. Por el Teorema 5.6, las sumas de 2n cuadrados
forman un grupo multiplicativo en Ḟ. Este resultado está vinculado a un problema
de gran interés en la teoría de números: si en un cuerpo F la suma de m cuadrados
multiplicada por la suma de m cuadrados es siempre una suma de m cuadrados, en-
tonces m es potencia de 2 y recíprocamente. Los casos m = 1, 2, 4, 8, son resultados
conocidos desde hace tiempo, en particular, el caso m = 4 se conoce como la identidad
de Euler-Lagrange y el caso m = 8 se conoce como la identidad de Cayley. A. Hurwitz
demostró que si el producto de la suma de m cuadrados por la suma de m cuadrados es
siempre una suma de m cuadrados donde además estos últimos dependen linealmente
de los primeros, entonces m = 1, 2, 4 u 8. En 1965, A. P�ster probó que si no se pide
la condición de linealidad mencionada, entonces para todo n y sobre cualquier cuerpo
las sumas de 2n cuadrados forman un grupo.

6. Formas cuadráticas reales

En esta sección damos brevemente la clasi�cación de las formas cuadráticas sobre
el cuerpo de los números reales R. Mencionaremos dos maneras de clasi�car formas
cuadráticas f sobre R: una según la signatura de f y otra según los menores principales
de la matriz asociada mf .
Primero recordamos que una matriz simétrica A ∈ Rn×n se dice:

(a) de�nida positiva si y sólo si xt · A · x > 0, para todo x ∈ Rn×1 − {0} si y sólo si
todos los autovalores de A son estrictamente positivos;
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(b) de�nida negativa si y sólo si xt ·A · x < 0, para todo x ∈ Rn×1 − {0} si y sólo si
todos los autovalores de A son estrictamente negativos;

(c) semide�nida positiva si y sólo si xt ·A ·x ≥ 0, para todo x ∈ Rn×1−{0}, y existe
x ∈ Rn×1−{0} tal que xt ·A · x = 0 si y sólo si A tiene autovalores positivos, no
tiene autovalores negativos y el 0 es autovalor de A;

(d) semide�nida negativa si y sólo si xt ·A ·x ≤ 0, para todo x ∈ Rn×1−{0}, y existe
x ∈ Rn×1 − {0} tal que xt · A · x = 0 si y sólo si A tiene autovalores negativos,
no tiene autovalores positivos y el 0 es autovalor de A;

(e) inde�nida si y sólo si existen x, y ∈ Rn×1−{0} tales que xt ·A·x > 0 e yt ·A·y < 0
si y sólo si A tiene al menos un autovalor positivo y al menos uno negativo.

De�nición 6.1. Sea f una forma cuadrática sobre R y mf su matriz asociada (ver
(1.3)). Se dice que f es de�nida positiva (resp. negativa), semide�nida positiva (resp.
negativa), inde�nida si mf es de�nida positiva (resp. negativa), semide�nida positiva
(resp. negativa), inde�nida, respectivamente.

Recordamos que f se dice nula cuando xt ·mf · x = 0, para todo x ∈ Rn×1.
En la Observación 4.7, se mencionó que R es un cuerpo euclidiano. Luego, si f es una

forma cuadrática de dimensión n sobre R, entonces f tiene una diagonalización f '
〈a1, . . . , an〉, donde a1, . . . , ar son todos positivos, ar+1, . . . , ar+s son todos negativos y
ar+s+1 = · · · = an = 0. El rango y la signatura de f son rg f = r + s y sgn f = (r, s),
respectivamente. Así, podemos dar la clasi�cación de las formas cuadráticas sobre R
mediante su signatura de la siguiente manera.

Teorema 6.2. Sea f una forma cuadrática de dimensión n sobre R. Entonces f es:

(a) de�nida positiva si y sólo si sgn f = (n, 0);
(b) de�nida negativa si y sólo si sgn f = (0, n);
(c) semide�nida positiva si y sólo si sgn f = (r, 0), con 0 < r < n;
(d) semide�nida negativa si y sólo si sgn f = (0, s), con 0 < s < n;
(e) inde�nida si y sólo si sgn f = (r, s) con 0 < r, s;
(f) nula si y sólo si sgn f = (0, 0). �

Si bien se puede obtener siempre una diagonalización de f , resulta útil clasi�car
las formas cuadráticas sobre R de acuerdo a los menores principales de mf . Para una

matriz A =

a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

 y k, con 1 ≤ k ≤ n, de�nimos Ak =

a11 . . . a1k
...

. . .
...

ak1 . . . akk

, y

denotamos por ∆k = detAk al k-ésimo menor principal de A.

Proposición 6.3. (Criterio de Sylvester o de los menores principales). Sea f una forma
cuadrática de dimensión n sobre R. Entonces f es

(i) de�nida positiva si y sólo si ∆k > 0, para todo k, 1 ≤ k ≤ n;
(ii) de�nida negativa si y sólo si (−1)k∆k > 0, para todo k, 1 ≤ k ≤ n;
(iii) semide�nida positiva si ∆k > 0, para todo k, 1 ≤ k ≤ n− 1 y ∆n = 0;
(iv) semide�nida negativa si (−1)k∆k > 0, para todo k, 1 ≤ k ≤ n− 1 y ∆n = 0;
(v) inde�nida si o bien ∆k 6= 0, 1 ≤ k ≤ n, y no se cumple (i) ni (ii), o bien ∆k 6= 0,

1 ≤ k ≤ n− 1, ∆n = 0 y no se cumple (iii) ni (iv). �

Ejercicios

1. Sean f(X1, X2, X3) = X2
1 +X2

3 − 2X1X2 − 2X1X3 + 10X2X3 y g(X1, X2, X3) =
X2

1 −X2
2 + 8X2X3. Mostrar que f ' g.
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2. Sean (V,B) un espacio cuadrático regular y U un subespacio de V . Probar que
a) dimV = dimU + dimU⊥.
b) (U⊥)⊥ = U.

3. Sea (V,B) un espacio cuadrático regular. Demostrar que un subespacio U de V
es regular si y sólo si existe un subespacio W de V tal que V = U ⊥ W .

4. Sea (V,B) un espacio cuadrático de dimensón 2. Probar que son equivalentes
a) V es regular e isótropo (es decir, plano hiperbólico).
b) V es regular con d(V ) = −1.

5. Dos formas binarias f = 〈a, b〉 y g = 〈c, d〉 son isométricas si y sólo si representan

un elemento en común y tienen el mismo determinante módulo Ḟ2, o sea d(f) =

d(g) mód Ḟ2.
6. Sean (V,B) un espacio cuadrático regular y U un subespacio no nulo de V

totalmente isótropo, o sea B(u, u) = 0, para todo u ∈ U . Demostrar que existe
un subespacio W de V , con dimW = 2 dimU tal que U esta contenido en W .

7. Para un cuerpo F demostrar que son equivalentes:
a) toda F-forma de dimensión 4 y determinante −1 es isótropa;
b) toda F-forma de dimensión par y determinante −1 es isótropa;
c) toda F-forma de dimensión 3 representa a su determinante;
d) toda F-forma de dimensión impar representa a su determinante.

8. Mostrar que para cada n ∈ N la forma f(X1, . . . , X2n) = X1X2 + X3X4 + · · · +
X2n−1X2n es hiperbólica y que es equivalente a la forma diagonal g(Y1, . . . , Y2n) =
Y 2
1 − Y 2

2 + Y 2
3 − Y 2

4 + · · ·+ Y 2
2n−1 − Y 2

2n.
9. Si f ' g sobre F, entonces f ⊥ (−g) es equivalente a una forma hiperbólica.
10. Sean a, b ∈ F tales que c = a2 + b2 6= 0. Probar que el espacio 〈1, 1,−c,−c〉 es

hiperbólico.
11. Probar que I2F está formado por las formas f de dimensión par 2k tales que

d(f) = (−1)
2k(2k−1)

2 .

(Ayuda: de�nir d± : WF → Ḟ/Ḟ2 como d±(f) = d(f)(−1)
2k(2k−1)

2 . Mostrar que
está bien de�nida y que la restricción a IF es un epimor�smo de grupos cuyo
núcleo es I2F.)

12. Demostrar que WF es noetheriano si y sólo si F tiene un número �nito de clases
módulo cuadrados.

13. Demostrar que en WF se tiene 〈a〉 ⊥ 〈b〉 = 〈a+ b〉 ⊗ (〈1〉+ 〈ab〉), a, b, a+ b ∈ Ḟ.
14. Sea f una forma cuadrática sobre un cuerpo F. Demostrar que

a) GF(f) es un subgrupo de Ḟ tal que Ḟ2 ⊆ GF(f).

b) si f es hiperbólica, entonces GF(f) = Ḟ.
c) si f es de dimensión impar, entonces GF(f) = Ḟ2.
d) Si a ∈ DF(f), entonces aGF(f) ⊆ DF(f).
e) −1 ∈ GF(f) si y sólo si f ⊥ f es hiperbólica.

15. Probar que dos formas ternarias isótropas que tienen el mismo determinante son
isométricas.

16. Sean f = 〈a1, . . . , an〉 y g = 〈b1, . . . , bn〉 dos formas diagonales de dimensión n.
Se dice que f es equivalente-simple a g si existen i, j, 1 ≤ i, j ≤ n, tales que
〈ai, aj〉 ' 〈bi, bj〉 y ak = bk para todo k 6= i, j. Se dice que f es equivalente en
cadena a g si existe una sucesión de formas f0, . . . , fm, tales que f0 = f , fm = g
y fi−1 es equivalente-simple a fi para todo i, 1 ≤ i ≤ m. Probar
a) La �equivalencia en cadena� es una relación de equivalencia en el conjunto

de formas diagonales de la misma dimensión.
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b) Dos formas diagonales de la misma dimensión son equivalentes si y sólo si
son equivalentes en cadena.

17. Probar que si 〈a1, . . . , an〉 = 〈b1, . . . , bn〉, entonces (〈a1〉 − 1) · · · (〈an〉 − 1) =
(〈b1〉 − 1) · · · (〈bn〉 − 1) en WF.

18. Probar que IF es el único ideal maximal de WF que contiene al 2.
19. Probar que WF es �nito si y sólo si −1 es una suma de cuadrados en F y Ḟ/Ḟ2

es �nito.
20. Toda forma cuadrática de dimensión n ≥ 3 sobre un cuerpo �nito de caracterís-

tica distinta de 2 es isótropa.
21. Sean F cuerpo, con |F| > 5, y f = 〈a1, . . . , an〉. Si f es isótropa, entonces existen

x1, . . . , xn ∈ Ḟ tales que f(x1, . . . , xn) = 0.
22. Diagonalizar las siguientes formas sobre R y calcular sus rangos y signaturas.

a) f(X1, X2, X3) = X2
1 +X2

2 +X2
3 +X1X2 +X1X3 +X2X3.

b) f(X1, X2, X3) = X2
2 + 2X2

3 + 4X1X2 + 2X1X3.
c) f(X1, X2, X3) = X2

1 + 2X2
2 + 2X1X2 + 3X2

3 .
d) f(X1, . . . , Xn) =

∑n−1
i=1 XiXi+1.

23. Clasi�car las formas del Ejercicio 22 según el criterio de Sylvester y según sus
signaturas.
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1. El grupo de Heisenberg

Denotaremos por gl (n,R) el espacio vectorial de las matrices n × n. Si A,B ∈
gl (n,R) , de�nimos el corchete de Lie por

[A,B] = AB −BA.

Este corchete da una estructura de álgebra de Lie a gl (n,R) .
En efecto, un álgebra de Lie es un espacio vectorial (real ó complejo) munido de un

producto [, ] que satisface las siguientes propiedades:
i) [A,B] = − [B,A] , (antisimetría)
ii) [A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B, [C,A]] = 0 (identidad de Jacobi).

Sea Gl (n,R) = {A ∈ gl (n,R) : A es invertible}. Entonces la aplicación exponencial

exp : gl (n,R)→ Gl (n,R) ,

está de�nida por exp (A) =
∑∞

n=0
An

n!
.

No es ni inyectiva ni suryectiva, pero sí es un difeo local pues d exp(tX)
dt

(0) = X
(probarlo).

De�nición 1.1. El álgebra de Heisenberg hn es la subálgebra de Lie de gl (n,R) ,
consistente de las matrices de la forma

0 x1 . . . xn t
0 . . . . 0 y1
. y2
. .
. .
0 yn
0 0


37
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y que denotamos por (x, y, t) . Observamos que[
(x, y, t) ,

(
x
′
, y
′
, t
′
)]

=
(

0, 0, x.y
′ − x′ .y

)
,

donde x.y
′
es el producto escalar canónico en Rn.

Una computación sencilla muestra que

exp



0 x1 . . . xn t
0 . . . . 0 y1
. .
. .
. .
0 0 yn
0 . . . . 0 0


=



1 x1 . . . xn t+ 1
2
x.y

0 1. . . . 0 y1
. .
. .
. .
0 yn
0 1


y que toda matriz del tipo

(1.1)



1 x1 . . . xn a
0 1. . . . 0 y1
. y
. .
. .
0 yn
0 1


es la exponencial de un elemento en hn.

De�nición 1.2. El grupo de Heisenberg Hn es el subgrupo de Gl (n,R) consistente de
las matrices (1.1).

Como exp : hn → Hn es un difeomor�smo, Hn admite un sistema de coordenadas
globales.
Además,

exp (x, y, t) . exp
(
x
′
, y
′
, t
′
)

= exp

(
x+ x

′
, y + y

′
, t+ t

′
+

1

2

(
x.y

′ − x′ .y
))

,

y por lo tanto es un grupo de Lie.
Si en R2n+1 = Rn× Rn ×R de�nimos el producto

(x, y, t) .
(
x
′
, y
′
, t
′
)

=

(
x+ x

′
, y + y

′
, t+ t

′
+

1

2

(
x.y

′ − x′ .y
))

,

obtenemos un grupo isomorfo al grupo de Heisenberg, donde el isomor�smo viene dado
por la exp.
El centro de Hn es Z = {(0, 0, t) : t ∈ R} y Hn/Z ' R2n (ejercicio).

Proposición 1.3. El grupo de Heisenberg es unimodular y la medida de Haar es la
medida de Lebesgue en R2n+1.
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Demostración. En efecto, como la medida de Lebesgue en R2n+1 es invariante por
traslaciones, tenemos que∫

Hn

f
(

(x, y, t)
(
x
′
, y
′
, t
′
))

dx dy dt =

∫
Hn

f ((x, y, t)) dxdydt =

=

∫
Hn

f
((
x
′
, y
′
, t
′
)

(x, y, t)
)
dx dy dt.

y la proposición sigue. �

Podemos de�nir al grupo de Heisenberg de un modo intrínseco.

De�nición 1.4. Una forma bilineal Ψ sobre un espacio vectorial V se dice no dege-
nerada si Ψ (u, v) = 0 para todo v ∈ V implica u = 0. Una forma simpléctica es una
forma bilineal, antisimétrica, no degenerada, sobre V.

Teorema 1.5. Si Ψ : V × V → R es una forma simpléctica, entonces dimV es
par y existe una base {e1,...en, f1, ..., fn, } de V tal que Ψ (ej, ek) = Ψ (fj, fk) = 0,
Ψ (ej, fk) = δj,k.

Demostración. Sea w ∈ V . Entonces λw : v → Ψ (v, w) es un funcional lineal y λw =
0⇒ w = 0, pues Ψ es no degenerada.
Por lo tanto λ : V → V ′ es inyectiva Sea e1 6= 0 y sea f1 tal que Ψ (e1, f1) = 1.

Luego por antisimetría Ψ (e1, e1) = Ψ (f1, f1) = 0. En particular, e1 y f1 son linealmente
independientes. Si dimV ≥ 3, existe e2 tal que Ψ (e2, e1) = Ψ (e2, f1) = 0 .En efecto, si
v es linealmente independiente con e1 y con f1, tomar e2 = v−Ψ (e1, v) f1−Ψ (v, f1) e1.
Sea f2 tal que Ψ (e2, f2) = 1. Iterando este proceso, probamos el teorema. �

La matriz de Ψ en esta base, es de la forma [Ψ] =
(
0 −I
I 0

)
, donde I denota la matriz

identidad n×n. Por lo tanto si (x1, ...xn, y1, ...yn) son las coordenadas de v con respecto
a dicha base y, (x′1, ...x

′
n, y

′
1, ...y

′
n) las de v′, entonces Ψ (v, v′) = x.y′ − x′.y.

Dada una forma simpléctica Ψ sobre V , podemos de�nir un álgebra de Lie en V ⊕R
por

[(v, t) , (v′, t′)] = (0,Ψ (v, v′)) .

Por la antisimetría de Ψ, el corchete [, ] es antisimétrico y la igualdad de Jacobi se
satisface automáticamente pues [, [, ]] = 0.
Más aún, por el teorema anterior, V ⊕ R es isomorfa al álgebra de Heisenberg.

Análogamente, si en V ⊕ R de�nimos el producto por

(v, t) (v′, t′) =

(
v + v′, t+ t′ +

1

2
Ψ (v, v′)

)
,

obtenemos un grupo de Lie isomorfo a Hn.

En particular se puede mirar el grupo de Heisenberg como Cn × R con el producto
dado por

(z, t) . (w, t′) =

(
z + w, t+ t′ − 1

2
Im (zw)

)
.
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2. Campos vectoriales invariantes a izquierda

En Rn, los operadores diferenciales que conmutan con traslaciones, son los oper-
adores diferenciales a coe�cientes constantes, y constituyen un álgebra generada por{

∂
∂xj
, j = 1, ..., n.

}
. En el grupo de Heisenberg, un conjunto de generadores del álgebra

de operadores diferenciales que conmutan con las traslaciones del grupo, están dados
por

Xjf (x, y, t) =
d

ds/s=0
f ((x, y, t) (sej, 0, 0)) =

d

ds/s=0
f

(
sej + x, y, t− 1

2
syj

)
=

∂f

∂xj
− 1

2
yj
∂f

∂t
,

Yjf (x, y, t) =
d

ds/s=0
f ((x, y, t) (0, sej, 0)) =

d

ds/s=0
f

(
x, y + sej, t+

1

2
sxj

)
=

∂f

∂yj
+

1

2
xj
∂f

∂t
,

Tf (x, y, t) =
d

ds/s=0
f ((0, 0, s) (x, y, t)) =

d

ds/s=0
f ((x, y, t+ s)) =

∂f

∂t
.

(Aquí ej denota el vector en Rn que tiene un 1 en la coordenada j-ésima y todas las
otras coordenadas nulas.)
Identi�camos una base del álgebra de Lie {(ej, 0, 0) , (0, ej, 0) , (0, 0, 1) , j = 1, ..., n.} ,

con la correspondiente base de campos invariantes a izquierda {Xj, Yj, T.} . Entonces
[Xj, Yj] = T y todos los otros corchetes son nulos.

3. El grupo Aut (hn) de automorfismos de hn

Pongamos hn = V ⊕ R y sea [(v, t) , (v′, t′)] = (0,Ψ (v, v′))

De�nición 3.1. Un automor�smo de hn es una transformación lineal g : hn → hn tal
que

(3.1) g [X, Y ] = [g (X) , g (Y )]

para todo X, Y ∈ hn.

Es inmediato ver que basta comprobar (3.1) para vectores de la forma X = (v, 0),
Y = (v′, 0), y, por abuso de notación, que

g [v, v′] = [gv, gv′] .

Observemos, además, que un automor�smo preserva el centro (ejercicio). Descri-
bamos primero AutV (hn) = {g ∈ Aut (hn) tal que g : V → V }. Si g actúa en el centro
por 1, entonces (3.1) es equivalente a

[v, v′] = Ψ (gv, gv′) .

Esto es, Jv.v′ = Jgv.gv′, o sea gtJg = J. Precisamente, el grupo simpléctico es
Sp (n,R) = {g ∈ Gl (2n,R) : gtJg = J}.
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Además, para s positivo, es fácil ver que δs (v, t) =
(
s

1
2v, st

)
de�ne un automor�smo.

Luego si g actúa por s en el centro de hn, podemos escribir g = δsg
′, siendo entonces

g′ un automor�smo que actúa en el centro por la identidad, o sea g′ ∈ Sp (n,R) .
También θ de�nido por θ (x, y, t) = (x,−y,−t) si v = (x, y), de�ne un automor�smo,

y por lo tanto si g actúa por −s en el centro, entonces g = θδsg
′, con g′ ∈ Sp (n,R) .

Dejamos como ejercicio probar que Aut (hn) ' AutV (hn) × R2n (producto semidi-
recto), donde R2n está inmerso como un subgrupo normal, abeliano de Aut (hn) .

4. Elementos de la teoría de representaciones

Sea G un grupo topológico. Sea H un espacio de Hilbert y denotemos por U (H) el
álgebra de los operadores unitarios sobre H. Una representación unitaria de G sobre H,
es un homomor�smo π : G→ U (H) , tal que la aplicación G×H → H, (g, v)→ π (g) v,
es continua.
La denotamos por (π,H.) Se puede probar que esta condición es equivalente a la

continuidad de π : G→ U (H) , donde la topología en U (H) es la fuerte.
Dadas dos representaciones unitarias (π1,H1), (π2,H2), un operador de entrelazamien-

to entre ambas, es un operador continuo A : H1 → H2 tal que π2 (g) ◦ A = A ◦ π1(g).

Una representación (π,H) se dice irreducible si los únicos subespacios de H invari-
antes por la acción de π son el nulo y el total. En otras palabras, H no contiene
subspacios propios, no nulos, invariantes por π.

Lema 4.1. Lema de Schur. Sea (π,H) una representación irreducible de G, y sea A
un operador de entrelazamiento de la representación. Entonces A = µI.

Demostración. La demostración requiere del teorema espectral para operadores au-
toadjuntos y, por lo tanto, solo daremos una idea.
Observemos, en primer lugar que, si A es de entrelazamiento, también lo es su ope-

rador adjunto A∗pues π (g) es unitario, y luego lo es AA∗. Por lo tanto podemos suponer
que A es autoadjunto. En este caso, vale que

σ (A) = {λ ∈ C : A− λI es no invertible } ⊂ R.

El teorema espectral para operadores autoadjuntos a�rma que existe una familia de
proyecciones {Pλ} sobre H tal que si λ ≤ µ, Im Pλ ⊂ ImPµ, y tal que

(4.1)
∥∥∥A−∑λi

(
Pλi − Pλi−1

)∥∥∥
B(H)

→ 0 si (λi − λi−1)→ 0.

Ponemos

A =

∫
σ(A)

λdPλ

Además el teorema espectral asegura que las proyecciones Pλ conmutan con todo
operador que conmute con A. En nuestro caso esto dice que Pλ es también de entre-
lazamiento. Luego el núcleo y la imagen de Pλ son subespacios invariantes. Como la
representación es irreducible, esto dice que Pλ = 0, ó Pλ = I. Por la monotonía de la
familia {Pλ} y la (4.1, tenemos que A = λ0I. �
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Finalmente si A es arbitrario, escribimos A = (A+A∗)
2

+ (A−A∗)
2i

.
Ejercicio. Sea A : L2 ([0, 1])→ L2 ([0, 1]) de�nido por (Af) = xf (x) . Hallar σ (A) y

la familia {Pλ} dada por el teorema espectral.

Corolario 4.2. Corolario. Las representaciones unitarias, irreducibles de un grupo
conmutativo G, son de dimensión 1 y por lo tanto están en correspondencia con los
homomor�smos continuos de G en S1.

Demostración. En efecto, sea(π,H) una representación unitaria, irreducible. Entonces
π (g) conmuta con π (h) para todo h ∈ G. Luego π (g) = χ (g) I. Luego todo subespacio
de H es invariante por π, y como π es irreducible, dimH = 1. Como π es continuo y
unitario, χ : G→ S1 es continuo. �

Ejemplo 4.3. Determinemos los caracteres del grupo R : un tal χ satisface que

(4.2) χ (x+ y) = χ (x)χ (y) ,

y que χ (0) = 1. Luego, por continuidad, χ (x) es positivo para x en un intervalo

(0, δ) . Sea c =
∫ δ
0
χ (x) dx. Entonces cχ (y) =

∫ δ
0
χ (x)χ (y) dx =

∫ δ
0
χ (x+ y) dx =∫ y+δ

y
χ (t) dt. Esto dice que χ es una función derivable y derivando (4.2) en y = 0,

obtenemos que χ′ (x) = χ (x)χ′ (0) Luego χ (x) = eχ
′(0)x y como |χ (x)| = 1, χ′ (0) ∈

iR.

El análisis armónico en R está asociado, al estudio de la transformada de Fourier.
Por lo anterior, los homomor�smos del grupo R están dados por χλ (x) = eiλx, y son
precisamente los homomor�smos del álgebra L1 (R), ( vía integración). La transformada
de Fourier está de�nida sobre L1 (R) por

f̂ (λ) =

∫
f (x) e−iλxdx =

∫
f (x)χλ (−x) dx.

El teorema de Plancherel asegura que la transformada de Fourier se extiende a una

isometría de L2 (R) , es decir ‖f‖2 =
∥∥∥f̂∥∥∥2 , para f ∈ L2 (R) . Además si f y f̂ ∈ L1 (R) ,

vale la fórmula de inversión

f (x) =

∫
f̂ (λ) eiλxdλ, ppx ∈ R.

El análisis armónico en un grupo de Lie G, consiste, en principio, en determinar las
representaciones unitarias, ireducibles de G. Si (π,H) es una tal representación, y
f ∈ L1 (G) , se de�ne la transformada de Fourier de f por

f̂ (π) =

∫
f (x) π (x) dx,

donde dx denota la medida de Haar de G. Aquí, la transformada de Fourier de f
toma valores en el espacio de operadores continuos sobre H, que denotamos por B (H) .
Además, en cada caso, se pretende probar una versión análoga al teorema de Plancherel
y una correspondiente formula de inversión. Esto es lo que desarrollaremos para el caso
G = Hn.
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5. Representaciones irreducibles de Hn

Denotemos por Z el centro de Hn.Entonces Z = {(0, 0, t) , t ∈ R}
Observemos que si (π,H) es una representacion, unitaria e irreducible, entonces por

el lema de Schur, π (0, 0, t) = eiλt para algún λ real. Si λ = 0, entonces π induce una
representacion irreducible sobre Hn/Z ' R2n. Luego π (x, y, t) = ei(ξ.x+η.y).
Supongamos λ 6= 0, y sea (π,H) una representación unitaria tal que π (0, 0, t) = eiλt.
Supongamos que dimH es �nita. Para v ∈ H, podemos de�nir una representación

de hn, llamada la diferencial de π por

dπ (X) v =
d

ds/s=0
π (sX) v.

Como π (sX) es un operador unitario, dπ (X) es antisimétrico. En efecto, derivan-
do en s = 0 la identidad 〈π (sX) v, π (sX)w〉 = 〈v, w〉 , obtenemos 〈dπ (X) v, w〉 +
〈v, dπ (X)w〉 = 0.
(Ejercicio. Probar que si B : H × H → R es una aplicación bilineal , entonces

dB(a,b) (u, v) = B (a, v) +B (u, b) . )
Como H es de dimensión �nita, y dπ (X) es lineal, dπ (X) es un operador continuo.
Además

Proposición 5.1. Si X, Y ∈ hn, entonces

(5.1) dπ [X, Y ] = dπ(X)dπ (Y )− dπ (Y ) dπ(X),

En particular dπ(Xj)dπ (Yj)− dπ (Yj) dπXj) = dπ (T ) = iλI.

Demostración. Sea A ∈ Gl(2n + 1), y sea IA : Gl(2n + 1) → Gl(2n + 1) de�nida por
IA (B) = ABA−1.Como IA es lineal, su derivada en cualquier punto es ella misma . Sea
φ : Hn → U (H) un homomor�smo. Entonces, si A ∈ Hn, X ∈ hn

φ(IA (exp tX) = Iφ(A) (φ (exp tX)) .

. Derivando en t = 0, obtenemos

dφId
(
AXA−1

)
= φ (A) dφ (X)φ (A)−1 .

Ahora poniendo A = exp tY , y derivando de nuevo en t = 0 , obtenemos

dφ (Y X −XY ) = dφ (Y ) dφ (X)− dφ (X) dφ (Y ) .

En efecto, la última igualdad resulta de observar que t → (exp tY )X (exp−tY ) es
bilineal y por lo tanto su derivada en t = 0 es Y X −XY . �

Proposición 5.2. No existen operadores acotados, antisimétricos P,Q, satisfaciendo
PQ−QP = iλI, con λ 6= 0.

Demostración. Por inducción se ve que PQ − QP = iλI implica PQn − QnP =
niλQn−1.Luego tendríamos n |λ| ‖Qn−1‖ ≤ 2 ‖P‖ ‖Qn‖ ≤ 2 ‖P‖ ‖Q‖ ‖Qn−1‖, o sea
2 ‖P‖ ‖Q‖ ≥ n |λ| , para todo n, lo cual es un absurdo. �

Por lo tanto si (π,H) es una representación unitaria tal que π (0, 0, t) = eiλtI, nece-
sariamente dimH =∞. Por otra parte como

(x, y, t) = (x, 0, 0) (0, y, 0)
(
0, 0, t− 1

2
x.y
)
, uno está tentado de de�nir una repre-

sentación π (x, y, t) = eiλ(t−
1
2
x.y)σ (x) τ (y) , donde σ (x) y τ (y) son representaciones

unitarias de Rn sobre cierto espacio de Hilbert H.
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Lema 5.3. Lema. Si σ (x) τ (y) = eiλx.yτ (y)σ (x) , entonces

π (x, y, t) = eiλ(t−
1
2
x.y)σ (x) τ (y)

de�ne una representación (unívocamente determinada) de Hn, tal que πλ (x, 0, 0) =
σ (x), πλ (0, y, 0) = τ (y) , πλ (0, 0, t) = eiλt.

Demostración. Queda como ejercicio. �

Nada más natural que tomar H = L2 (Rn) . Sean

σ (x)ϕ (u) = ϕ (x+ u) , y

τ (y)ϕ (u) = eiy.uϕ (u) .

Entonces σ y τ satisfacen las hipótesis del lema con λ = 1 y se tiene que

π1 (x, y, t)ϕ (u) = ei(t−
1
2
x.y)σ (x) (τ (y)ϕ) (u) = ei(t−

1
2
x.y)(τ (y)ϕ) (x+ u)

= ei(t−
1
2
x.y)ei(x+u).yϕ (x+ u) .

Esto es,

π1 (x, y, t)ϕ (u) = ei(t+
1
2
x.y+u.y)ϕ (x+ u) .

Para λ 6= 0, la aplicación (x, y, t)→ (x, λy, λt) es un automor�smo y por lo tanto

πλ (x, y, t) = π1 (x, λy, λt)

de�ne una representación de Hn, llamada representación de Schrödinger.
Sea ϕ ∈ S (Rn) . Entonces

dπλ (Xj)ϕ (u) =
d

ds/s=0
(πλ (sXj)ϕ) (u) =

d

ds/s=0
ϕ (sej + u) =

∂ϕ

∂uj
(u) ,

dπλ (Yj) f (u) =
d

ds/s=0
(πλ (sYj)ϕ) (u) =

d

ds/s=0
eiλsujϕ (u) = iλujϕ (u) ,

dπλ (T )ϕ (u) = iλϕ (u) .

6. Funciones de Hermite

Para comenzar, supongamos n = 1, λ = 1. Pongamos

Z =
1

2
(X − iY ) , Z =

1

2
(X + iY ) .

Entonces dπλ (Z) = 1
2

(
d
du

+ u
)
y dπλ

(
Z
)

= 1
2

(
d
du
− u
)
.

Sea D = 1
2

(
d
du

+ u
)
y sea D = 1

2

(
d
du
− u
)
. Sea ϕ0 (u) = e−

u2

2 , entonces Dϕ0 = 0.

Teorema 6.1. Las funciones ϕn = D
n
ϕ0 forman una base ortonormal de L2 (R) , tal

que

(6.1) Dϕn = ϕn+1, Dϕn = −n
2
ϕn−1.

Además DDϕn = −n+1
2
ϕn y DDϕn = −n

2
ϕn.
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Demostración. La primera de (6.1) sigue de la de�nición de ϕn. Para la segunda ob-
servamos que

[
D,D

]
= −1

2
I. Entonces usando inducción tenemos

Dϕn = DDϕn−1 = DDϕn−1 +
[
D,D

]
ϕn−1 = −n− 1

2
Dϕn−2 −

1

2
ϕn−1 = −n

2
ϕn−1

Es evidente por el decaimiento exponencial de ϕ0, y por la de�nición de D, que
ϕn ∈ L2.
Probemos la ortogonalidad: tenemos 〈ϕ0, ϕn〉 =

〈
ϕ0, Dϕn−1

〉
= −〈Dϕ0, ϕn−1〉 = 0,

∀n 6= 0. Entonces, por inducción,

〈ϕm, ϕn〉 =
〈
ϕm, Dϕn−1

〉
= −〈Dϕm, ϕn−1〉 =

m

2
〈ϕm−1, ϕn−1〉 = 0

si m 6= n.
Probemos la completitud: Si f ∈ L2, tenemos que

̂(fe−x2) (ξ) =

∫
f (x) e−x

2

e−iξxdx =
∞∑
n=0

(−iξx)n

n!

∫
f (x) e−x

2

xndx.

Luego si
∫
f (x) e−x

2
xndx = 0 para todo n, entonces ̂(fe−x2) = 0 y por lo tanto f = 0.

Como ϕn (u) = pn (u) e−u
2
, donde pn es un polinomio de grado n, queda probada la

completitud de la {ϕn}. �

Las matrices de dπ (Z) y dπ
(
Z
)
están dadas por

dπ (Z) =



0 −
√

1
2

0 −1
0

0 −
√

n
2

0 ...
...


y

dπ
(
Z
)

=



0√
1
2

0

1 0
... 0√

n
2

0 ...
.... ...


Ejercicio. Probar que ϕ̂n = (−i)n ϕn, siguiendo las siguientes observaciones
i) ϕ̂0 = ϕ0.

ii) Como d̂
du
φ (ξ) = iξφ̂ (ξ) , y (̂uφ) (ξ) = i

(
d
dξ
φ̂
)

(ξ) , tenemos que

= D̂ϕ0 (ξ) = d̂
du
ϕ0 (ξ)− (̂uϕ0) (ξ) = iξϕ̂0 (ξ)− i

(
d
dξ
ϕ̂0

)
(ξ) = (−i)Dϕ0 = (−i)ϕ1.

Si λ 6= 1, no es difícil ver que podemos imitar el proceso anterior considerando como
base de L2 (Rn) las funciones de Hermite convenientemente dilatadas.

Si n 6= 1, dπλ (Zj) = 1
2

(
∂
∂uj

+ λuj

)
y dπλ

(
Zj

)
= 1

2

(
∂
∂uj
− λuj

)
y la correspondiente

base viene dada por las funciones de Hermite ϕλα (u) = ϕλα1
(u1) ...ϕ

λ
αn

(un) si α =

(α1, ...αn) , donde ϕλαj
(uj) = |λ|

1
4 ϕαj

(
|λ|

1
2 uj

)
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7. La transformada de Fourier en L1 (Hn) .

Para f ∈ L1 (Hn) , de�nimos la transformada de Fourier de f por

πλ (f) =

∫
Hn

f (x, y, t) πλ (x, y, t) dx dy dt,

esto es, para ϕ, ψ ∈ L2 (Rn) , 〈πλ (f)ϕ, ψ〉 =
∫
Hn
f (x, y, t) 〈πλ (x, y, t)ϕ, ψ〉 dx dy dt.

Se tiene que πλ (f) es un operador acotado en L2 (Rn) y ‖πλ (f)‖op ≤ ‖f‖L1(Rn) .

Veamos que πλ (f) es un operador integral del tipo

[πλ (f)ϕ] (u) =

∫
Kf (u, v)ϕ (v) dv,

con Kf ∈ L2 (Rn × Rn) .
En efecto,

[πλ (f)ϕ] (u) =

∫
Hn

f (x, y, t) eiλ(t+
1
2
x.y+u.y)ϕ (x+ u) dx dy dt

=

∫
Rn×Rn

f
(
x, y, −̂λ

)
eiλ((

1
2
x.+u).y)ϕ (x+ u) dx dy

=

∫
Rn

f

(
x,

̂
−λ
(

1

2
x.+ u

)
, −̂λ

)
ϕ (x+ u) dx

=

∫
Rn

f

(
u− v,

̂−λ
2

(v + u), −̂λ

)
ϕ (v) dv,

donde hicimos el cambio de variable v = x+ u.

Por lo tanto,

Kf,λ (u, v) = f

(
u− v,

̂−λ
2

(v + u), −̂λ

)
.

Queda como ejercicio probar que si K ∈ L2 (Rn × Rn) , el operador

Tϕ (u) =

∫
Rn

K (u, v)ϕ (v) dv

es acotado en L2 (Rn) y que ‖T‖op ≤ ‖K‖L2(Rn×Rn) . ( Usar la desigualdad de Schwartz

en L2 (Rn) .)
Finalmente, comentamos que un operador T así de�nido, es un operador de Hilbert

Schmidt, es decir, dada cualquier base ortonormal {ϕj}de L2 (Rn) ,
∑
‖Tϕj‖2 es �nita.

En efecto,

〈Tϕi, ϕj〉 =

∫
Rn×Rn

K (u, v)ϕi (v)ϕj (u)dv = 〈K,ϕj ⊗ ϕi〉

siendo ϕj ⊗ ϕi una base ortonormal de L2 (Rn × Rn) .
Luego, si f ∈ L1 (Hn) ∩ L1 (Hn), por la fórmula de Plancherel para funciones en

L2 (Rn × Rn × R), obtenemos que
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‖f‖2 =
∥∥∥f̂∥∥∥2 =

∫
Rn×Rn×R

∣∣∣f̂ (ξ, η, λ)
∣∣∣2 dξ dη dλ

=
1

2n

∫
Rn×Rn×R

∣∣∣∣f̂ (u− v, −λ2 (v + u) ,−λ
)∣∣∣∣2 |λ|n du dv dλ

=
1

2n

∫
R
‖Kf‖2 |λ|n dλ.

Así, hemos obtenido la fórmula de Plancherel para funciones en L1 (Hn) ∩ L1 (Hn)

‖f‖2 =
1

2n

∫
R
‖πλ (f)‖2HS |λ|

n dλ.
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TEORÍA DE CÓDIGOS Y CURVAS ALGEBRAICAS

ANTONIO BEHN

Resumen. Haremos una introducción a la teoría de códigos lineales para la detección
y correción de errores. Mencionaremos algunas aplicaciones y mostraremos ejemplos
clásicos, como códigos de Hamming, Reed-Solomon, BCH. Estudiaremos los códigos
de Goppa clásicos y luego de introducir las curvas algebraicas sobre cuerpos �nitos,
veremos códigos de Goppa geométricos. También mostraremos cotas y cotas asintóti-
cas para los parámetros de los códigos.
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Prerrequisitos

El curso está dirigido a alumnos de magister, doctorado o que estén �nalizando una
licenciatura. Se requiere conocimiento de álgebra lineal, cuerpos �nitos y anillos de
polinomios. No supondremos conocimientos especí�cos de la teoría de códigos.

1. ¾Qué es un código?

Hay varias razones por las cuáles se podría querer codi�car un mensaje.

Compresión de datos: Para hacer más e�ciente su transmisión o almace-
namiento.
Criptografía: Para ocultar su contenido a terceras personas.
Detección y corrección de errores: Para aumentar la con�abilidad de su
transmisión o almacenamiento.

Es solamente este último tipo de códigos el que estudiaremos en este curso.
Queremos transmitir un mensaje y sabemos que el medio por el cual se transmitirá

no es completamente con�able de manera que necesitamos agregar cierta redundancia
al mensaje de manera de poder detectar y ojalá corregir eventuales errores en la trans-
misión. Notemos que esta transmisión puede ser espacial (fotos de una sonda espacial,
conversaciones de telefonía celular, transmisión de archivos por internet, etc) o tempo-
ral (Almacenamiento de datos en un disco duro, CD de música, código de barras de un
producto, etc).
Quizás la forma más sencilla de agregar redundancia a un mensaje sea repetirlo

dos o más veces de manera que el receptor pueda comparar las versiones recibidas.
Como veremos, ésta no es en general una forma e�ciente pues el esfuerzo requerido
es demasiado grande. Otra forma básica de código, es agregar lo que se conoce como
código veri�cador. Por ejemplo el número de RUT utilizado en Chile tiene un código
veri�cador después del guión que permite detectar un buen número de errores que se
podrían producir al dictar o tipear el número. Lo mismo sucede con el CUIT (clave
única de identi�cación tributaria) en Argentina Otro ejemplo del mismo tipo es el de los
códigos utilizados para clasi�car los libros (ISBN). Estos dígitos veri�cadores permiten
detectar pero no corregir errores pues si el dígito veri�cador no corresponde, no hay
manera de saber donde se produjo el error.
En general buscamos una regla que a cada mensaje (sucesión de letras o símbolos en

el abecedario fuente) le asigna un código (sucesión de letras en el alfabeto codi�cado) de
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manera única. Consideraremos el caso especial donde los códigos son todos del mismo
largo (llamados códigos de bloque) y el alfabeto codi�cado es un cuerpo �nito. En el
caso donde este cuerpo tiene dos elementos, es decir las palabras del código consisten
en sucesiones de ceros y unos diremos que se trata de un código binario.

1.1. Ejemplos.

Ejemplo 1.1 (ISBN (international standard book number)). Los libros tienen un
código que los identi�ca que consiste de diez dígitos (recientemente ha sido alargado a
13) que satisfacen

10∑
i=1

iai ≡ 0 mód 11

donde el último dígito es una X si le correspondería ser 10.

Ejercicio 1.1. Veri�que el ISBN 0-201-39825-7. Los guiones sirven para facilitar la
lectura pero no participan en la codi�cación.

Ejercicio 1.2. Este código permite detectar cualquier error en un dígito y cualquier
error de transposición de dos dígitos.

Ejemplo 1.2 (Códigos de repetición). Supongamos ahora que queremos enviar un
mensaje simple (sí/no) donde 1 signi�ca �sí� y 0 signi�ca �no�. Si lo que hacemos es
enviar un sólo bit, cualquier error en el canal de transmisión pasaría inadvertido y el
mensaje recibido sería erróneo. Una estrategia simple de codi�cación es enviar 11111
cuando queremos decir �sí� y 00000 cuando queremos decir �no�. El receptor determina
cuál es el dígito que más se repite en el mensaje que ha recibido y decide que ese debe
haber sido el mensaje enviado. Hemos tenido que enviar un mensaje 5 veces más largo,
pero la probabilidad de que el mensaje recibido sea erróneo es mucho menor.

2. Conceptos básicos

Para poder comparar distintos códigos introduciremos algunos parámetros impor-
tantes. En primer lugar está el largo del código que se de�ne como el número de dígitos
en cada palabra del código (recordemos que consideraremos códigos cuyas palabras
sean todas del mismo largo). En el caso del código de repetición del ejemplo 1.2 el
largo es 5.
En segundo lugar, nos interesa conocer el número total de palabras que contiene el

código. En el ejemplo 1.2 tenemos 2 palabras (00000 y 11111).
En tercer lugar queremos caracterizar la distancia entre las palabras del código para

lo que de�niremos:

De�nición 2.1 (Peso de Hamming y distancia de Hamming). La distancia de Ham-
ming entre dos palabras d(a, b) de un código es el número de dígitos en que las pal-
abras di�eren. El peso de Hamming de una palabra w(a) es el número de coordenadas
distintas de 0 de la palabra (pensada ésta como vector �la). Podemos observar que
d(a, b) = w(a− b).
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La distancia mínima del código, de�nida como el mínimo de todas las distancias
entre palabras distintas del código, es el tercer parámetro que buscamos. En el caso
del ejemplo 1.2, esta distancia mínima es 5. Ya veremos como la distancia mínima
determina cuántos errores nos permitirá detectar/corregir el código.

Ejercicio 2.1. La distancia de Hamming de�ne una métrica en el espacio de las n-
tuplas sobre el cuerpo Fq, es decir:

d(x, x) = 0

d(x, y) = d(y, x)

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

¾Se puede interpretar el peso de Hamming como una norma cuya métrica asociada es
la distancia de Hamming?

Ejercicio 2.2. ¾Cuál es la distancia mínima del código ISBN?

Teorema 2.2. Un código con distancia mínima d nos permite detectar s errores si
d ≥ s+1 y nos permite corregir t errores si d ≥ 2t+1. Debemos notar que no podemos
lograr ambas cosas simultáneamente.

Demostración. 1. Supongamos que d ≥ s + 1 y que el número de errores en la trans-
misión de una palabra c es menor o igual a s. Entonces es imposible que la palabra
recibida esté en el código y sea diferente de la enviada pues la distancia mínima entre
palabras del código es d. Por lo tanto, los errores son detectados.
2. Supongamos ahora que d ≥ 2t + 1 y que el número de errores en la transmisión

de una palabra c es menor o igual a t recibiéndose una palabra c′. Entonces la única
palabra del código a distancia menor o igual a t de c′ es la palabra enviada c pues
si d(c′, c′′) ≤ t entonces d(c, c′′) ≤ d(c, c′) + d(c′, c′′) ≤ 2t lo que contradeciría que la
distancia mínima entre dos palabras del código es mayor o igual a 2t+ 1. �

Vemos entonces que los mejores códigos tendrán una distancia mínima lo más grande
posible. Además es natural querer que el largo del código sea lo menor posible y que el
número de palabras sea lo más grande posible. Lamentablemente esta condiciones se
contraponen y como veremos a continuación, d, M y n no son independientes.

De�nición 2.3. Hablaremos de un (n,M, d)-código para referirnos a un código de
dimensión n con M palabras y distancia mínima d.

Ejercicio 2.3. El código C = {0000, 1100, 0011, 1111} es un (4, 4, 2)-código.

3. Códigos lineales

Diremos que un código C es un código lineal, si el conjunto de las palabras del código
forma un subespacio vectorial de Fnq . Hablaremos de un [n, k] código si tenemos un
código de largo n y dimensión k. Si además conocemos su distancia mínima, hablaremos
de un [n, k, d] código. De ahora en adelante todos los códigos de los que hablaremos
serán lineales. Notemos que los vectores son vectores �la.
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Teorema 3.1. La distancia mínima de un código lineal C es igual al mínimo peso de
los vectores no nulos de C. Notemos que esto nos permite simpli�car signi�cativamente
el cálculo de la distancia mínima.

Demostración. Ejercicio. �

3.1. Matriz generadora y matriz de control. Dada una base {v1, v2, . . . , vk} de
un código C podemos de�nir una matriz generadora G para el código cuyas �las serán
los vectores v1, v2, . . . , vk. G no está únicamente determinada por C sino que depende
de la elección de una base. Recíprocamente, dada una matriz de k × n cuyas �las son
linealmente independientes, existe un [n, k] código para el que esta matriz es una matriz
generadora.
Dada una matriz generadora G, podemos de�nir una forma de codi�car mensajes.

Los mensajes son vectores arbitrarios en Fkq y la matriz generadora de�ne una inyección

Fkq → Fnq que lleva un mensaje u en la palabra del código uG. La imagen de esta función
es precisamente C.
Nota: Si G = (I B) donde I es la matriz identidad de k × k, diremos que G es una

matriz generadora sistemática (o estándar). La ventaja de usar una matriz generadora
sistemática, es que permite identi�car fácilmente el mensaje original si conocemos la
palabra codi�cada.

Observación 3.2. Si A y B son matrices equivalentes por �las (¾qué quiere decir
esto?), entonces ambas de�nen el mismo código. ¾Por qué?

Ejercicio 3.1. Describa un algoritmo para obtener una matriz generadora para un
código si se conoce un conjunto generador para éste. ¾Cuándo se puede obtener una
matriz generadora sistemática?

De�nición 3.3. El producto interno u · v de vectores u = (u1, u2, . . . un) y v =
(v1, v2, . . . vn) en Fnq se de�ne como u · v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

De�nición 3.4. Diremos que dos vectores u y v son ortogonales si u · v = 0.

Notemos que, a diferencia de lo que pasa en espacios vectoriales reales, es posible
que u · u = 0 sin que u sea el vector 0.

De�nición 3.5. Dado un subespacio V ⊆ Fnq , el complemento ortogonal de V es el

conjunto de los vectores ortogonales a todos los elementos de V y se denota por V ⊥.

V ⊥ = {u ∈ Fnq |u · v = 0∀v ∈ V }

Debemos notar que el complemento ortogonal no es un complemento de V como
subespacio de Fnq en el sentido usual pues ni siquiera se tiene V ∩ V ⊥ = {0}.

De�nición 3.6. Dado un código C podemos de�nir su código dual C⊥ como el com-
plemento ortogonal de C.

OBS: En el caso especial que C = C⊥ diremos que C es un código auto-dual. Además,
si C ⊆ C⊥ diremos que C es auto-ortogonal.
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Dado un [n, k] código C, el dual C⊥ es un [n, n− k] código (demuéstrelo) que tiene
una matriz generadora H con la propiedad que v ∈ C si y sólo si vHT = 0 o equiva-
lentemente HvT = 0 de manera que C corresponde al espacio nulo de la matriz H.
Podemos entonces usar la matriz H para veri�car si una palabra recibida está en el
código C y es por esto que a la matriz H la llamaremos matriz de control del código
C.

Ejercicio 3.2. Describa un algoritmo para obtener una matriz generadora para C⊥.
Esto es lo mismo que encontrar un algoritmo para obtener una matriz de control para
el código C.

Teorema 3.7. Sea C un código lineal de largo n sobre Fq. Entonces,
i) |C| = qdim(C).
ii) C⊥ es un código lineal y dim(C) + dim(C⊥) = n.
iii) (C⊥)⊥ = C.

Demostración. ejercicio �

Corolario 3.8. La dimensión de un código auto-ortogonal de largo n debe ser ≤ n/2
y la dimensión de un código auto-dual debe ser n/2.

Lema 3.9. Sea C un [n, k]-código lineal sobre Fq con matriz generadora G. Entonces
v es ortogonal a C si y sólo si es ortogonal a todas las �las de G, es decir v ∈ C⊥ ⇔
vGT = 0.
En particular, si H es una matriz de (n − k) × n, entonces es matriz de control para
C si y sólo si sus �las son linealmente independientes y HGT = 0.

Lema 3.10. Un resultado equivalente al lema anterior es el siguiente:
Sea C un [n, k]-código lineal sobre Fq con matriz de control H. Entonces v pertenece

a C si y sólo si es ortogonal a todas las �las de H, es decir v ∈ C ⇔ vHT = 0.
En particular, si G es una matriz de k× n, entonces es matriz generadora para C si y
sólo si sus �las son linealmente independientes y GHT = 0.

Teorema 3.11. Sea C un código lineal y sea H una matriz de control para C. Entonces

i) C tiene distancia mínima ≥ d si y sólo si cualquiera d − 1 columnas de H son
linealmente independientes

ii) C tiene distancia mínima ≤ d si y sólo si H tiene d columnas linealmente depen-
dientes.

Ejercicio 3.3. Considere el código cuya matriz de control es

H =

0 1 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1


Encuentre una matriz generadora para el código y determine sus parámetros.
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3.2. Decodi�cación y síndromes. Con la matriz generadora ya sabemos como
codi�car un mensaje, ahora nos interesa conocer métodos para decodi�car, es decir
recuperar el mensaje original a partir de la palabra recibida. Con la matriz de control
podemos determinar si esta palabra está en el código. Si no lo está, debemos elegir
la palabra del código más cercana (distancia de Hamming) pues siempre supondremos
que el número de erores es mínimo. La principal di�cultad radica en diseñar algoritmos
para determinar esta palabra más cercana.
Consideremos el conjunto de las clases laterales de C en Fnq . La clase que corresponde

a un vector v ∈ Fnq es el conjunto {v + x|x ∈ C}. Recordemos un resultado de álgebra
lineal:

Teorema 3.12. Si C es un [n, k]-código sobre Fq entonces cada vector de Fnq pertenece

a una clase lateral de C. Cada clase contiene exactamente qk vectores. Hay qn−k clases
disjuntas.

En cada clase elegiremos un �líder� de peso minimal. (si hay más de un vector con
el mismo peso minimal, elegiremos cualquiera de ellos). Para decodi�car una palabra
recibida, debemos determinar en cual de las clases laterales se encuentra, para luego
restarle el líder de su clase, obteniéndose así una palabra del código a distancia mínima
de la palabra recibida. Para implementar este algoritmo es necesario almacenar qn

palabras ordenadas según la clase a la que corresponden, distinguiendo al líder en cada
clase. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.1. Sea C es [4, 2] código binario de matriz generadora

G =

(
1 0 1 1
0 1 0 1

)
Entonces C = {(0000, 1011, 0101, 1110} y las clases laterales de C son

0000 + C = {(0000, 1011, 0101, 1110}
1000 + C = {(1000, 0011, 1101, 0110}
0100 + C = {(0100, 1111, 0001, 1010}
0010 + C = {(0010, 1001, 0111, 1100}

Podemos observar que este código tiene distancia mínima 2 y que, usando el algoritmo
descrito, permite corregir un error si este es cometido en una de las primeras 3 posiciones
(no en la cuarta).

El método descrito para decodi�car es un método completamente general pero sólo
es realizable para códigos de tamaños relativamente pequeños pues de lo contrario la
tabla que se debe almacenar es demasiado grande y la tarea de encontrar la palabra
recibida en la tabla se hace difícil.
Otro método general para decodi�car códigos lineales es el que usa lo que se conoce

como síndrome. La idea es aprovechar la matriz de controlH que para cada clase lateral
del código produce un único vector en Fnq /Fkq = Fn−kq . Más concretamente, si v ∈ Fnq ,
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entonces vHT ∈ Fn−kq sólo depende de la clase a la que pertenece v y le llamaremos el
síndrome de v. Ahora el algoritmo de decodi�cación funciona como sigue. Hacemos una
tabla que contiene los síndromes de cada clase y el líder correspondiente (2qn−k vectores
en lugar de qn). Dada una palabra recibida, calculamos su síndrome y lo encontramos
en la lista. La palabra corregida será entonces v− e donde e es el líder correspondiente
(e es el error que se corregirá).

Ejercicio 3.4. Hacer una tabla de síndromes y líderes para el código binario cuya
matriz generadora es

G =

 1 0 1 0 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1


¾Cuáles son los parámetros de este código?

3.3. Equivalencia de códigos lineales.

De�nición 3.13. Dos (n,M)-códigos sobre Fq son equivalentes si se puede obtener
uno a partir del otro con una combinación de operaciones de los siguientes tipos:

i) una permutación de las n coordenadas de las palabras (la misma permutación para
todas las palabras).

ii) multiplicación de los símbolos que aparecen en un posición �ja por un escalar no
nulo.

Teorema 3.14. Todo código lineal es equivalente a uno cuyo matriz generadora se
puede elegir sistemática.

Demostración. Ejercicio. �

4. Cotas básicas para los parámetros de un código

Como uno de los objetivos principales de los códigos es transmitir la mayor cantidad
de información posible, minimizando los costos de transmisión (largo del código) y
maximizando la posibilidad de corregir errores (distancia mínima), resulta importante
conocer las limitaciones que tenemos en cuanto a la relación entre estos parámetros. Las
siguientes son algunas de las cotas que se pueden establecer. (En la sección 6 veremos
otras cotas.)

Lema 4.1. Cota de Singleton Podemos establecer la siguiente cota para el número de
palabras M de un código de largo n y distancia mínima d:

M ≤ qn−d+1

Demostración. Consideremos las palabras obtenidas al borrar las primeras d− 1 coor-
denadas de cada palabra del código. Como la distancia entre dos palabras del código
es al menos d, las palabras obtenidas son todas distintas y es claro que no hay más que
qn−d+1 de ellas pues tienen largo n− d+ 1. �
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De�nición 4.2. Diremos que un código es MDS (maximum distance separable) si
alcanza la cota de Singleton.

Podemos obtener otra cota para la relación entre los parámetros de un código si
conocemos su longitud y su distancia mínima en el caso que esta última sea impar. Para
ello usaremos un argumento geométrico. Supongamos que tenemos un (n,M, 2r + 1)-
código sobre Fq. Consideremos las esferas de radio r centradas en las palabras del
código (¾qué es una esfera?). Es fácil ver que estas M esferas no se intersectan (¾por
qué?) y podemos contar el número de palabras que contiene cada una como sigue:

r∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i = 1 + n(q − 1) +

(
n

2

)
(q − 1)2 + · · ·+

(
n

r

)
(q − 1)r

donde el i-ésimo término de la suma corresponde al número de palabras a distancia i
del centro de la esfera. De esta manera, como el número total de palabras posibles es
qn, tenemos lo que se conoce como cota de Hamming:

Lema 4.3 (Cota de Hamming). Si C es un (n,M, d)q-código, entonces

M
r∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i ≤ qn.

Diremos que un código es un código perfecto si esta última desigualdad es una igual-
dad, es decir que el conjunto de las M esferas cubre completamente el espacio Fnq .

5. Algunas clases de códigos especiales

5.1. Códigos de Hamming. Estudiaremos ahora una clase especial de códigos
perfectos llamados códigos de Hamming binarios.
Empezaremos con una relación entre la distancia mínima de un código y su matriz

de control. Recordemos que un código lineal C tiene distancia mínima d si y sólo si
existe una palabra v ∈ C con exactamente d coordenadas no nulas y ninguna palabra
(no nula) de C tiene menos coordenadas no nulas. Como HvT = 0 esto quiere decir que
H tiene d columnas que son linealmente dependientes. Por otro lado si H tuviese un
conjunto menor de columnas l.d. entonces la relación de dependencia lineal nos daría
una palabra de peso menor a d en el código.
En resumen, la distancia mínima d es el menor número para el que existen d columnas

de H que son linealmente dependientes.
En particular, si buscamos códigos con distancia mínima 3 (el mínimo necesario para

corregir un error), la matriz de control correspondiente tendrá columnas que satisfacen
que cualquiera dos de ellas son l.i. y que hay 3 de ellas que son l.d. Si nos restringimos
a códigos binarios, esto quiere decir que las columnas de H son todas distintas y que
existen 3 cuya suma es 0.

De�nición 5.1 (Código de Hamming). Un código de Hamming Hr de largo n =
2r−1, se de�ne por su matriz de control cuyas columnas consisten en todos los vectores
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binarios no nulos de largo r. Esto nos da un [n, k, d]-código lineal sobre F2 con n =
2r − 1, k = 2r − r − 1 y d = 3.

Observemos que el código de Hamming Hr de�nido de esta manera es perfecto pues

qk
1∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i = 22r−r−1(1 + (2r − 1)) = 22r−1 = 2n

Ejemplo 5.1. Una matriz de control para el [7, 4, 3]-código H3 es:

H =

 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


donde podemos reconocer las columnas de H como las expresiones binarias de los
números de 1 a 7.
Una matriz generadora para este código es

H =


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1


La decodi�cación para este código es particularmente fácil. Observemos que los

líderes de las clases son todos los vectores de peso menor o igual a 1 (el vector 0
corresponde a la clase del código) y el síndrome correspondiente se puede interpre-
tar como un número binario que nos indica la columna en la que ocurrió el error de
transmisión sin necesidad de almacenar una tabla especial.
A modo de ejemplo, consideremos el mensaje 0110. Después de codi�car tenemos

0110011. Si la palabra recibida es 0100011, la multiplicamos por HT obteniendo (011)
que corresponde al número 3. Corregimos la tercera posición recuperando 0110011 y
decodi�camos 0110 pues la matriz generadora es sistemática.

5.2. Códigos de Reed-Solomon. Una clase de códigos que alcanzan la cota de
Singleton es la que describiremos a continuación. Consideremos el cuerpo Fq y numere-
mos sus elementos no nulos de manera que Fq = {α1, α2, . . . , αq−1}. De�nimos además
el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a r con coe�cientes en Fq:

Lr = {f ∈ Fq[x]| deg(f) ≤ r}
Entonces para cada k ∈ Z con 1 ≤ k ≤ q − 1, se de�ne el código de Reed-Solomon:

RS(k, q) := {(f(α1), . . . , f(aq−1))|f ∈ Lk−1}.
Notemos que RS(k, q) ⊆ Fq−1q de manera que es un código sobre Fq. Además, la función

ε : Lk−1 ∈ Fq−1q dada por ε(f) = (f(α1), . . . , f(aq−1)) es una transformación lineal cuya
imagen es RS(k, q) de manera que se trata de un código lineal.

¾Cuáles son sus parámetros? Su largo es claramente n = q − 1 y su dimensión
es a lo sumo dimLk−1 = k. Veamos ahora que el núcleo de ε es trivial. Si ε(f) = 0,
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entonces f tiene al menos q−1 raíces, pero f tiene grado menor a k ≤ q−1 de manera
que f = 0. Esto demuestra que la dimensión de C es exactamente k. Para calcular la
distancia mínima, supongamos que f 6= 0 y que ε(f) tiene peso d = dmin. Entonces f
tiene al menos n − d ceros de manera que su grado debe ser también al menos n − d.
Como f ∈ Lk−1 esto implica que n− d ≤ k− 1, o equivalentemente, que d ≥ n− k+ 1.
Pero ya sabemos por la cota de Singleton (lema 4.1) que d ≤ n− k + 1 de manera que
d = n− k + 1 y C es un código MDS.

5.3. Códigos cíclicos. Una clase especial de códigos usados con frecuencia es la de
los códigos cíclicos que de�nimos a continuación:

De�nición 5.2. Un subconjunto S ⊆ Fnq es cíclico si (an−1, a0, a1, . . . , an−2) ∈ S cada
vez que (a0, a1, . . . , an−2, an−1) ∈ S. Un código lineal C se dice código cíclico si C es un
conjunto cíclico.

Ejercicio 5.1. Veri�car que el dual de un código cíclico es también un código cíclico.

Ejemplo 5.2. Los siguientes son ejemplos de códigos cíclicos:

1. tres códigos triviales {0}, {λ · 1|λ ∈ Fq} y Fnq ;
2. el [3,2,2]-código binario {000, 110, 101, 011};
3. el código símplice

S(3, 2) = {0000000, 1011100, 0101110, 0010111,

1110010, 0111001, 1001011, 1100101}

Para facilitar el trabajo con códigos cíclicos, consideremos la siguiente corresponden-
cia:

π : Fnq → Fq[x]/(xn − 1), (a0, a1, . . . , an−1) 7→ a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1

Como π es un isomor�smo de espacios vectoriales sobre Fq, de ahora en adelante iden-
ti�caremos Fnq con Fq[x]/(xn − 1) sin necesariamente mencionar π de forma explícita.

Ejemplo 5.3. Si C = {000, 110, 101, 011}, entonces π(C) = {0, 1 +x, 1 +x2, x+x2} ⊆
F2[x]/(x3 − 1). Notemos que π(C) es un ideal en F2[x]/(x3 − 1) y que de hecho es el
ideal generado por x+ 1.

Teorema 5.3. El anillo Fq[x]/(xn − 1) es un anillo de ideales principales.

Demostración. Ejercicio. �

Teorema 5.4. Un subconjunto C de Fnq es un código cíclico si y sólo si π(C) es un
ideal de Fq[x]/(xn − 1).

Teorema 5.5. Sea I un idea en Fq[x]/(xn − 1) y sea g(x) un polinomio mónico de
grado minimal en I. Entonces g(x) es un generador de I y divide a xn − 1 en Fq[x].
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5.4. Códigos BCH.

De�nición 5.6. Sea α un elemento primitivo de Fqm y denotemos por M (i)(x) al poli-
nomio minimal de αi respecto a Fq. Un código BCH (primitivo) sobre Fq de largo
n = qm − 1 con distancia de diseño δ es un código cíclico generado por g(x) =
mcm(M (a)(x),M (a+1)(x), . . . ,M (a+δ−2)(x)) para algún entero a. Frecuentemente nos
restringiremos al caso a = 1.

Ejercicio 5.2. Sea α un elemento primitivo de F2m y sea g(x) ∈ F2[x] el polinomio
minimal de α. Demuestre que el código cíclico de largo 2m−1 cuyo polinomio generador
es g(x) es de hecho el [2m − 1, 2m − 1−m, 3]-código de Hamming binario.
Note que este código BCH tiene distacia de diseño δ = 2 y que basta probar que es

un código con dimensión 2m − 1−m y distancia mínima 3 para concluir que se trata
de un código de Hamming (revisar la de�nición).

Ejemplo 5.4. Otro caso especial se da si consideramos códigos BCH con m = 1 de
manera que n = q − 1. Como antes, sea α un elemento primitivo de Fq. Sea C el
[n, k]-código cíclico q-ario generado por

g(x) = (x− α)(x− α2) . . . (x− αn−k)
Mostraremos que C es equivalente a RS(k, q) de�nido en 5.2. Para ello consideremos
un polinomio p(x) de grado menor a k. Podemos escribir p(x) = v0+v1x+ . . . vk−1x

k−1.
De�nimos a continuación el polinomio q(x) = f0 + f1x+ . . . fn−1x

n−1. donde

fh = p(αh) =
k−1∑
j=0

vjα
jh.

Notemos que si 1 6= β ∈ F×q
n−1∑
h=0

βh =
βn − 1

β − 1
= 0

Calculemos q(αi) para 1 ≤ i ≤ n:

q(αi) =
n−1∑
h=0

fhα
ih =

n−1∑
h=0

n−1∑
j=0

vjα
jhαih

=
n−1∑
j=0

vj

n−1∑
h=0

(αi+j)h = vn−i

n−1∑
h=0

(αn)h

= −vn−i
En particular q(αi) = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ n− k de manera que q pertenece al código cíclico
generado por g.
En resumen, si elegimos αi = αi, entonces

ε(p) = (f0, f1, . . . , fn−1) ∈ RS(k, q)⇔ q ∈ 〈g〉
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Teorema 5.7. La distancia mínima de un código BCH con distancia de diseño δ es
d ≥ δ.

Demostración. Sea α un elemento primitivo de Fqm y sea C un código BCH generado
por

g(x) = mcm
(
M (a)(x),M (a+1)(x), . . . ,M (a+δ−2)(x)

)
.

Es claro que los elementos αa, αa+1, . . . αa+δ−2, son raíces de g(x). Supongamos que
d ≤ δ − 1 y que existe una palabra c ∈ C que se puede escribir como:

c(x) = ci1x
i1 + ci2x

i2 + · · ·+ cidx
id

Sabemos que c(αi) = 0 para i = a, a+ a, . . . , a+ δ − 1 de manera que:
(αa)i1 (αa)i2 · · · (αa)id

(αa+1)i1 (αa+1)i2 · · · (αa+1)id
...

... · · · ...
(αa+δ−2)i1 (αa+δ−2)i2 · · · (αa+δ−2)id




ci1
ci2
·
·
cid

 = 0

Como d ≤ δ − 1 podemos borrar las últimas �las si fuera necesario para obtener:
(αa)i1 (αa)i2 · · · (αa)id

(αa+1)i1 (αa+1)i2 · · · (αa+1)id
...

... · · · ...
(αa+d−1)i1 (αa+d−1)i2 · · · (αa+d−1)id




ci1
ci2
·
·
cid

 = 0

Podemos calcular ahora el determinante de la matriz de la izquierda:

det = (αa)i1(αa)i2 . . . (αa)id det


(1 1 · · · 1
αi1 αi2 · · · αid

(α2)i1 (α2)i2 · · · (α2)id
...

... · · · ...
(αd−1)i1 (αd−1)i2 · · · (αd−1)id


=

d∏
j=1

(αa)ij
∏
k>l

(αik − αil) 6= 0.

Concluimos que (ci1 , ci2 , . . . , cid) = 0 por lo que el peso mínimo de C es al menos δ �

Ejemplo 5.5. Consideremos α un elemento primitivo de F16 con α4 + α + 1 = 0 y
tomemos δ = 5. Construiremos el código BCH binario correspondiente. Para encontrar
el polinomio generador del código debemos calcular M (1)(x),M (2)(x),M (3)(x),M (4)(x)
pero como se trata de un código binario, sabemos que M (4)(x) = M (2)(x) = M (1)(x).
Además M (1)(x) = x4 + x+ 1. Falta calcular M (3)(x).
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Sea β = α3. Para encontrar el polinomio minimal de β podemos calcular sus potencias
y buscar una relación de dependencia lineal.

β0 = 1

β1 = β = α3

β2 = α6 = α2(α + 1) = α3 + α2

β3 = α(α2 + 1) = α3 + α

β4 = (α + 1)3 = α3 + α2 + α + 1

Por inspección podemos ver que M (3)(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1. Por lo tanto

g(x) = (x4 + x+ 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)

= x8 + x7 + x6 + x4 + 1.

Este polinomio genera un [15, 7, 5]-código cíclico binario.

Ejemplo 5.6. Consideremos α un elemento primitivo de F64 con α6 + α + 1 = 0 y
tomemos δ = 7. Construiremos el código BCH binario correspondiente. Para encontrar
el polinomio generador del código debemos calcularM (1)(x),M (2)(x), . . . ,M (6)(x) pero
como se trata de un código binario, sabemos que M (4)(x) = M (2)(x) = M (1)(x) y
M (6)(x) = M (3)(x). Además M (1)(x) = x6 + x+ 1. Falta calcular M (3)(x) y M (5)(x).
Sea β = α3. Para encontrar el polinomio minimal de β podemos calcular sus potencias

y buscar una relación de dependencia lineal.

β0 = 1

β1 = β = α3

β2 = α6 = α + 1

β3 = α3(α + 1) = α4 + α3

β4 = (α + 1)2 = α2 + 1

β5 = α3(α2 + 1) = α5 + α3

β6 = (α + 1)3 = α3 + α2 + α + 1

Por inspección podemos ver que M (3)(x) = x6 + x4 + x2 + x + 1 De similar forma,
poniendo γ = α5 podemos encontrar M (5)(x) = x6 + x5 + x2 + x+ 1. Por lo tanto

g(x) = (x6 + x+ 1)(x6 + x4 + x2 + x+ 1)(x6 + x5 + x2 + x+ 1)

= x18 + x17 + x16 + x15 + x9 + x7 + x6 + x3 + x2 + x+ 1.

Este polinomio genera un [63, 45, d]-código cíclico binario con d ≥ 7. Es ilustrativo y
se deja como ejercicio para el lector calcular lo que nos dirían las cotas conocidas para
los parámetros de este código. Cabe también mencionar que existe un [63, 45, 8]-código
binario.
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5.5. Decodi�cación de códigos BCH. En esta sección discutiremos la decodi�-
cación de códigos BCH binarios con a = 1. Para �jar la notación, sea C un código
BCH con n = 2m − 1, δ = 2t + 1 (¾Por qué no es necesario considerar δ par?), α un
elemento primitivo de F2m y g(x) = mcm(

(
M (1)(x),M (2)(x), . . . ,M (2t)(x)

)
. Usaremos

la matriz

H =


1 α α2 · · · αn−1

1 α2 (α2)2 · · · (α2)n−1

1 α3 (α3)2 · · · (α3)n−1

...
...

... · · · ...
1 α2t (αδ−1)2 · · · (αδ−1)n−1


Notemos que esta no es la matriz de control estándar pues sus coe�ciente no están

en F2 y sus dimensiones no son n− k × n.
Observando que c ∈ C ⇔ cHT = 0 (ejercicio), podemos de�nir el síndrome de

una palabra w ∈ Fn2 como SH(w) = wHT . Supongamos que la palabra recibida es
w(x) = w0 +w1x+ · · ·+wn−1x

n−1 y que el error en la transmisión está dado por e(x)
con w(e(x)) ≤ t. Así c(x) = w(x)− e(x) es la palabra enviada.
Síndrome: El síndrome de w(x) es

(s0, s1 . . . , sδ−2) = (w0, w1, . . . , wn−1)H
T .

Es claro que si = w(αi+1) = e(αi+1)∀i = 0, 1, . . . , δ − 2, pues los αi+1 son raíces de
g(x).
Supongamos entonces que los errores ocurren en las posiciones i0, i1, . . . , il−1 con

l ≤ t, es decir

e(x) = xi0 + xi1 + · · ·+ xil−1

Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

e(α) = αi0 + αi1 + · · ·+ αil−1 = s0 = w(α),
e(α2) = (αi0)2 + (αi1)2 + · · ·+ (αil−1)2 = s1 = w(α2),

...
...

...
...

e(α2t) = (αi0)2t + (αi1)2t + · · ·+ (αil−1)2t = sδ−2 = w(α2t),

y cualquier método para resolver este sistema constituye un algoritmo de decodi�cación
para el código BCH.

Polinomio localizador de errores: Para el polinomio e(x) = xi0 +xi1 + · · ·+xil−1 ,
de�nimos el polinomio localizador de errores

σ(z) :=
l−1∏
j=0

(1− αijz).

Es claro que para conocer las posiciones ij de los errores basta con encontrar las raíces
de σ(z) para lo que necesitamos conocer σ(z).
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Teorema 5.8. Supongamos que el síndrome s(z) =
∑δ−2

j=0 sjz
j 6= 0.

Entonces existe un polinomio r(z) ∈ F2m [x] de grado ≤ t− 1 tal que
mcd(r(z), σ(z)) = 1 y

r(z) ≡ s(z)σ(z) mód (z2t).(1)

Además, si u(z) y v(z) son polinomios relativamente primos en F2m [x] que satisfagan
grado(u(z)) ≤ t− 1, grado(v(z)) ≤ t y

u(z) ≡ s(z)v(z) mód (z2t),

tenemos que existe β ∈ F2m tal que

σ(z) = βv(z), r(z) = βu(z).

Demostración. (Existencia.) Sea

r(z) = σ(z)
l−1∑
j=0

αij

(1− αijz)
.

Es claro que r(z) tiene grado l− 1 ≤ t− 1 y que es relativamente primo con σ(z) pues
r(1/αij) 6= 0 para j = 0, 1, . . . , l − 1.

s(z) =
δ−2∑
j=0

l−1∑
k=0

(αik)j+1zj

=
l−1∑
k=0

αik
1− (αikz)2t

1− αikz

≡ r(z) mód (z2t).

�

A la luz de este teorema, basta con resolver la ecuación (1) para obtener σ(z).

A resolver la congruencia: Por el algoritmo de división, podemos de�nir r1, r2, . . . , rs
y q0, q1, . . . , qs partiendo de r−1(z) = z2t y r0(z) = s(z) de manera que se satisfagan las
relaciones:

rh−1(z) = qh(z)rh(z) + rh+1(z),

grado(rh+1(z)) < grado(rh(z)), para h = 0, 1, . . . , s− 1

rs−1(z) = qs(z)rs(z)

De�nimos recursivamente los polinomios x(z), y(z), partiendo de x−1(z) = 1,
y−1(z) = 0, x0(z) = 0, y0(z) = 1 y

xh+1(z) = xh−1(z)− qh(z)xh(z) para h = 0, 1, 2, . . . , s,

yh+1(z) = yh−1(z)− qh(z)yh(z) para h = 0, 1, 2, . . . , s.
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Las siguientes propiedades se demuestran por inducción:

rh(z) = xh(z)z2t + yh(z)s(z) para h = −1, 0, . . . , s,
grado(yh(z)) = 2t− grado(rh−1(z)) para h = 0, 1, . . . , s,

xh−1yh − yh−1xh = (−1)h para h = 0, 1, . . . , s.

La última identidad demuestra en particular que xh, yh son relativamente primos.
Supongamos ahora que b es el menor índice tal que grado(rb(z)) < t y de�namos

r(z) = yb(0)−1rb(z)

σ(z) = yb(0)−1yb(z)

Ejemplo 5.7. Retomemos el ejemplo 5.5 y supongamos que recibimos la palabra
110110011100110, es decir w(x) = 1 + x+ x3 + x4 + x7 + x8 + x9 + x12 + x13. Para cal-
cular el síndrome debemos evaluar w en α, α2, α3, α4. Antes de proceder a los cálculos,
podemos establecer las siguientes identidades en F16:

α + 1 = α4, α2 + 1 = α8, α3 + 1 = α14, α5 + 1 = α10

α6 + 1 = α13, α7 + 1 = α9, α11 + 1 = α12

Procedemos a calcular, detalles solamente en el primer cálculo:

s0 = w(α) = 1 + α + α3 + α4 + α7 + α8 + α9 + α12 + α13

= 1 + α + α3(1 + α) + α7(1 + α) + α9 + α12(1 + α)

= α4 + α7 + α11 + α9 + α = α4(1 + α3) + α9(1 + α2) + α

= α3 + α2 + α = α3 + α5 = α11

s1 = w(α2) = α7

s2 = w(α3) = α4

s3 = w(α4) = α14

s(z) = α11α7z + α4z2 + α14z3.

Debemos resolver ahora la ecuación de congruencia

r(z) ≡ s(z)σ(z) mód (z4)

con grado(r(z)) ≤ 1 y grado(σ(z)) ≤ 2. Usando el algoritmo de división, tenemos

z4 = s(z)(αz + α6) + (αz2 + αz + α2)

s(z) = (αz2 + αz + α2)(α13z + α8) + α14

Debemos ahora calcular los polinomios p

p1(z) = −q1(z) = αz + α6

p2(z) = 1− q2(z)p1(z) = 1 + (αz + α6)(α13z + α8)

= α14z2 + α14z + α3

Solamente falta dividir por α3 para obtener que σ(z) = 1 + α11z + α11z2.
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Probando tenemos que α6 y α13 son raíces de σ(z) por lo que se factoriza

σ(z) = (1 + α9z)(1 + α2z)

La palabra decodi�cada es entonces

c(x) = w(x) + x9 + x2 = 1 + x+ x2 + x3 + x4 + x7 + x8 + x12 + x13

6. Cotas para los parámetros de un código

En la sección 4 ya vimos la cota de Singleton y la cota de Hamming, ahora agre-
garemos algunas más a nuestro repertorio. Pero antes de eso, la siguiente de�nición nos
ayudará a enunciar más claramente las cotas.

De�nición 6.1. Sea q una potencia de primo y sean n, d enteros positivos con d ≤ n.
Entonces de�nimos Aq(n, d) como el mayor valor de M para el que existe un código
sobre Fq de largo n con M palabras y distancia mínima d. Por la cota de Singleton
tenemos Aq(n, d) ≤ qn−d+1 pero esta cota no parece ser optimal para códigos largos.

La demostración del siguiente resultado usa la desigualdad de Cauchy-Schwarz que
enunciaremos a modo de referencia.

Lema 6.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si a=(a1, a2, . . . , ar) y b=(b1, b2, . . . , br)
son vectores con coe�cientes reales, entonces(

r∑
k=1

akbk

)2

≤

(
r∑

k=1

a2k

)(
r∑

k=1

b2k

)
.

En particular, si b = (1, 1, . . . , 1) tenemos

(2)

(
r∑

k=1

ak

)2

≤ r

(
r∑

k=1

a2k

)
Teorema 6.3 (Cota de Plotkin). Sea θ = 1− 1

q
. Entonces

Aq(n, d) ≤ d

d− θn
si d > θn

Notemos que esta cota solamente se puede usar si d es relativamente grande respecto
a n.

Demostración. Sea C un código de largo n con M palabras y distancia mínima d so-
bre Fq. Sea S =

∑
x∈C

∑
y∈C d(x,y). Como d es la distancia mínima entre palabras y

tenemos M(M − 1) pares ordenados de palabras diferentes en C, obtenemos inmedi-
atamente que S ≥M(M − 1)d.
A continuación obtendremos una cota superior para S. Formemos una matriz de

M×n donde las �las son las palabras de C. Seami,α el número de veces que el elemento
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α de Fq aparece en la columna i-ésima. (Nótese que
∑n

i=1mi,α = M .) Podemos ahora
calcular nuevamente S como

S =
n∑
i=1

∑
x∈C

∑
y∈C

d(xi, yi)

=
n∑
i=1

∑
α∈Fq

mi,α(M −mi,α)

= nM2 −
n∑
i=1

∑
α∈Fq

m2
i,α

≤ nM2 −
n∑
i=1

q−1

∑
α∈Fq

mi,α

2

= nM2 − nq−1M2 = nθM2

En resumen tenemos

M(M − 1)d ≤ S ≤ nθM2

Reordenando M(d− θn) ≤ d, de manera que si d− θn > 0 obtenemos

M ≤ d

d− θn
�

Cuando d ≤ nθ podemos usar el teorema después de recortar el código de manera
apropiada.

Corolario 6.4. Si n ≥ d
θ
, de�nimos n′ = bd−1

θ
c y k = n− n′. Entonces

Aq(n, d) ≤ qk
d

d− θn′
≤ qkd

Demostración. Sea C un código de largo n con M palabras y distancia mínima d sobre
Fq. Por el principio de las casillas, al menosM/q de estas palabras deben tener el mismo
símbolo en la última posición. Consideremos el código C ′ que se forma al considerar
esta selección de palabras de C borrándoles el último dígito. Claramente C ′ es un
código de largo n− 1 con al menos M/q palabras y su distancia mínima es al menos d.
Repitiendo este proceso k veces, obtenemos un código Ck conM

′ ≥ M
qk

palabra, largo

n′ = n − k y distancia mínima d′ ≥ d. Como d′ ≥ d > θn′, podemos usar la cota de
Plotkin para este nuevo código:

M ′ ≤ d′

d′ − θn′
=

d

d− d
d′
θn′
≤ d

d− θn′

�

La siguiente es una cota inferior para Aq(n, d).
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Teorema 6.5 (Cota de Gilbert-Varshamov). Si

Vq(n, r) =
r∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i

es el número de puntos en una bola de radio r, entonces

Aq(n, d) ≥ qn

Vq(n, d− 1)

OBS: Con esta notación, la cota de Hamming dice que

Aq(n, d) ≤ qn

Vq(n, bd−12 c)

Demostración. Sea C un código de largo n sobre Fq con distancia mínima d y M =
Aq(n, d) palabras. Sea y ∈ Fnq arbitrario. Si y no pertenece a Bd−1(x) para ningún
x ∈ C, entonces d(x,y) ≥ d para todo x ∈ C. Por lo tanto C ∪ {y} es un código de
largo n con distancia mínima d y M + 1 palabras lo que contradice la maximalidad de
M . Concluimos entonces que y pertenece a Bd−1(x) para algún x ∈ C. Como y era
arbitrario, esto quiere decir que la unión de todas las bolas de radio d− 1 centradas en
palabras de C debe ser todo Fnq y tenemos

qn ≤MVq(n, d− 1)

�

6.1. Cotas asintóticas. Para entender los parámetros de códigos para valores gran-
des de n tiene sentido normalizar k y d dividiendo por n. En ese sentido de�nimos la
tasa de información de un código C como R := k/n y la distancia mínima relativa
como δ := d/n. Recordemos que si C no es lineal, k = logqM donde M es el número
de palabras de l código.
Como R y δ están entre 0 y 1, un buen código tendrá ambos valores lo más cercanos

a 1 que se pueda.
El problema se transforma entonces en determinar dado δ, cuál es el mayor valor de

R que se puede lograr.

De�nición 6.6. Dado q una potencia de primo y δ ∈ R con 0 ≤ δ ≤ 1 se de�ne

αq(δ) := ĺım sup
n→∞

1

n
logq Aq(n, bδnc)

Después de pensarlo un poco, se pueder ver que αq(δ) es el mayor valor de R tal
que existe una sucesión de códigos cada vez más largo sobre Fq cuya distancia mínima
converge a δ y cuya tasa de información converge a R. Tenemos las siguientes cotas
asintóticas.
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Teorema 6.7 (Cota asintótica de Plotkin). Con θ = 1− 1
q
, tenemos

αq(δ) ≤ 1− δ

θ
, si 0 ≤ δ ≤ θ

αq(δ) = 0, si θ < δ ≤ 1

Demostración. Si θ < δ ≤ 1, podemos usar la cota de Plotkin (6.3) para ver que

αq(δ) = ĺım sup
n→∞

1

n
logq Aq(n, bδnc)

≤ ĺım sup
n→∞

1

n
logq

(
bδnc

bδnc − θn

)
= ĺım sup

n→∞

1

n
logq

(
δn

δn− θn

)
= ĺım sup

n→∞

1

n
logq

(
δ

δ − θ

)
= 0

Si 0 ≤ δ ≤ θ podemos usar el corolario 6.4 para ver que

αq(δ) = ĺım sup
n→∞

1

n
logq Aq(n, bδnc)

≤ ĺım sup
n→∞

1

n
logq

(
qn−b

bδnc−1
θ
cbδnc

)
= ĺım sup

n→∞

1

n

(
n− bbδnc − 1

θ
c+ logq (bδnc)

)
= 1− δ

θ
�

De�nición 6.8. Como ya es usual, tomamos θ = 1 − 1
q
, y de�nimos la función de

entropía de Hilbert en el intervalo 0 ≤ x ≤ θ como

Hq(x) :=

{
0, si x = 0

x logq(q − 1)− x logq x− (1− x) logq(1− x), si 0 < x ≤ θ

Lema 6.9. Si 0 ≤ λ ≤ 1− 1
q
, tenemos

ĺım
n→∞

1

n
logq Vq(n, bλnc) = Hq(λ)

donde Hq(x) es la función de entropía de Hilbert de�nida en el intervalo [0, 1− 1
q
] por

Hq(x) :=

{
0, si x = 0

x logq(q − 1)− x logq x− (1− x) logq(1− x), si 0 < x ≤ 1− 1
q
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Demostración. Sea t = bλnc. Debemos estimar el valor de

logq Vq(n, t) = logq

(
t∑

k=0

(
n

k

)
(q − 1)k

)

En primer lugar demostraremos que los términos en la suma son crecientes. Para ello
calculemos el cuociente de dos consecutivos de ellos:(

n
k

)
(q − 1)k(

n
k−1

)
(q − 1)k−1

=
(n− k + 1)(q − 1)

k
≥

(n− n(1− 1
q
) + 1)(q − 1)

n(1− 1
q
)

= 1 +
q

n

Podemos entonces acotar la suma por ambos lados de la siguiente manera:

(3)

(
n

t

)
(q − 1)t ≤

t∑
k=0

(
n

k

)
(q − 1)k ≤ t

(
n

t

)
(q − 1)t

Ahora estimemos el término de la izquierda

logq

((
n

t

)
(q − 1)t

)
=

t∑
k=1

(
logq(n− k + 1)− logq(k)

)
+ t logq(q − 1)

De cálculo sabemos (o podemos deducir) que

b ln b− (a− 1) ln(a− 1)− (b+ 1− a) ≤
b∑

k=a

ln k ≤ (b+ 1) ln(b+ 1)− a ln a− (b+ 1− a)

en particular, (dividiendo por ln(q) para tener logq),

n logq n− (n− t) logq(n− t)−
t

ln q

≤
n∑

k=n−t+1

logq(n− k + 1)

≤ (n+ 1) logq(n+ 1)− (n− t+ 1) logq(n− t+ 1)− t

ln q

t logq t−
t− 1

ln q
≤

t∑
k=2

logq(k)

≤ (t+ 1) logq(t+ 1)− 2 logq 2− t− 1

ln q
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Reemplazando en la sumatoria tenemos

n logq(
n

n− t
) + t logq(

n− t
t+ 1

)− logq(t+ 1)− 1

ln q
+ 2 logq 2

≤
t∑

k=1

(
logq(n− k + 1)− logq(k)

)
≤ (n+ 1) logq(

n+ 1

n− t+ 1
) + t logq(

n− t+ 1

t
)− 1

ln q

Poniendo t = nλ y dividiendo por n:

logq(
1

1− λ
) + λ logq(

1− λ
λ+ 1

n

)−
logq(nλ+ 1)

n
− 1

n ln q
+

2 logq 2

n

≤ 1

n

t∑
k=1

(
logq(n− k + 1)− logq(k)

)
≤ (1 +

1

n
) logq(

1 + 1
n

1− λ+ 1
n

) + λ logq(
1− λ+ 1

n

λ
)− 1

n ln q

Haciendo tender n a in�nito,

ĺım
n→∞

1

n

t∑
k=1

(
logq(n+ k − 1)− logq(k)

)
= logq(

1

1− λ
) + λ logq(

1− λ
λ

)

= −λ logq λ− (1− λ) logq(1− λ)

De lo que concluimos:

ĺım
n→∞

1

n
logq

((
n

t

)
(q − 1)t

)
= λ logq(q − 1)− λ logq λ− (1− λ) logq(1− λ)

Ahora para el lado derecho de (3)

ĺım
n→∞

1

n
logq

(
t

(
n

t

)
(q − 1)t

)
= λ logq(q − 1)− λ logq λ− (1− λ) logq(1− λ)

Esto termina la demostración. �

Teorema 6.10 (Cota asintótica de Gilbert-Varshamov). Para cualquier δ con 0 ≤ δ ≤
θ, tenemos

αq(δ) ≥ 1−Hq(δ)

Demostración. Ejercicio para el lector. �

A modo de ilustración incluimos una grá�ca con las cotas asintóticas de Plotkin y
de Gilbert-Varshamov para q = 5.
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7. Códigos de Goppa

7.1. Códigos de Goppa clásicos. Volvamos sobre los síndromes de�nidos para
códigos BCH reescribiendo la congruencia (1) de la página 66 como una ecuación
explícita. Después de reordenar:

(4) s(z) =
r(z)

σ(z)
− x(z)z2t

σ(z)

Goppa (1980) propone reemplazar z2t por un polinomio arbitrario g(z), de�niendo el
código como el conjunto de aquellas palabras en Fn cuyo síndrome s(z) sea congruente
a 0 módulo g(z). Para comenzar a entender esto, recordemos la de�nición de s(z) en
términos de la palabra recibida w(x):

s(z) =
2t−1∑
i=0

si+1z
i =

2t−1∑
i=0

n−1∑
j=0

wjα
(i+1)jzi

=
n−1∑
j=0

wjα
j

2t−1∑
i=0

(αjz)i

=
n−1∑
j=0

wjα
j 1− (αjz)2t

1− αjz

=
n−1∑
j=0

wjα
j

1− αjz
−

n−1∑
j=0

wjα
(2t+1)jz2t

1− αjz

≡
n−1∑
j=0

wjα
j

1− αjz
mód z2t

Esta última congruencia debemos entenderla como una igualdad en el anillo cuociente
F[z]/(z2t). Escribiendo γ = α−1 tenemos

−s(z) ≡
n−1∑
j=0

wj
z − γj

mód z2t
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Hasta acá solamente hemos reinterpretado los códigos BCH. Ahora rede�niremos s(z)
para introducir los códigos de Goppa clásicos.

De�nición 7.1. Consideremos F ⊆ E cuerpos �nitos y P = {β1, . . . , βn} elementos de
E tales que g(βi) 6= 0 para i = 1, . . . , n. De�nimos el código de Goppa GC(P, g) como
el conjunto de las palabras w ∈ Fn tales que

s(z) =
n∑
i=1

wj
z − βj

≡ 0 mód g(z)

Si E = F hablaremos de código de Goppa completo y en caso contrario de código de
Goppa de subcuerpo.

Observemos que los códigos RS son códigos de Goppa completos y los BCH son
códigos de Goppa de subcuerpo para g(z) = z2t.

Ejercicio 7.1. Explique esta observación en detalle.

De�nición 7.2 (Congruencia para funciones racionales). En términos puramente poli-

nomiales, si s(z) =
n(z)

u(z)
con mcd(n(z), u(z)) = 1, diremos que s(z) ≡ 0 mód g(z) si

g(z) divide a n(z). Además diremos que s(z) ≡ t(z) mód g(z) si s(z) − t(z) ≡ 0
mód g(z).

Otra manera de desarrollar los códigos de Goppa sería encontrar polinomios hj(z)
tales que hj(z)(z − βj) ≡ 1 mód g(z) con hj(z) de grado menor al grado de g(z) y
reemplazar estos por los (z − βj)

−1 en la de�nición de s(z). Los podemos encontrar
explícitamente como:

hj(z) =
g(z)− g(βj)

(βj − z)g(βj)

De�nimos entonces el síndrome polinomial

sp(z) =
n∑
j=1

wjhj(z)

Observación 7.3.
s(z) ≡ 0 mód g(z)⇔ sp(z) = 0

Ejemplo 7.1 (Dos códigos de Goppa completos). Usaremos el cuerpo F = F16 = F2[α]
con α4 + α + 1 = 0, (E = F) y los polinomios g(z) = z3 + z + 1 y g2(z) = z6 + z2 + 1.
Como g(z) no tiene raíces en F16 (demostrarlo), podemos elegir P como el conjunto de
todos los elementos del cuerpo. Si α ∈ F16 es un elemento primitivo, las palabras en
GC(P, g) son los (w0, . . . w14, w∞) que satisfacen

s(z) =
14∑
j=0

wj
z − αj

+
w∞
z
≡ 0 mód z3 + z + 1
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Para g(z) estas son 3 ecuaciones y para g2(z) son 5. Calcularemos primero los valores
de g(αj):

g(1) = 1 g(α) = α7 g(α2) = α14 g(α3) = α4 g(α4) = α13

g(α5) = α5 g(α6) = α8 g(α7) = α5 g(α8) = α11 g(α9) = α2

g(α10) = α10 g(α11) = α10 g(α12) = α g(α13) = α5 g(α14) = α10

Podemos calcular los hj correspondientes, obteniendo

h0(z) =
g(z)− g(1)

(1− z)g(1)
=
z3 + z + 1− 1

1− z
= z2 + z

h1(z) =
z3 + z + 1 + α7

(z + α)α7
= α8z2 + α9z + α

...

h∞(z) = z2 + 1

La matriz de control para el código es: 1 α8 α α11 α2 α10 α7 α10 α4 α13 α5 α5 α14 α10 α5 1
1 α9 α3 α14 α6 1 α13 α2 α12 α7 1 α α11 α8 α4 0
0 α α2 α9 α4 1 α3 α13 α8 α12 1 α14 α6 α7 α11 1


¾Cuál es la distancia mínima del código?
La forma estándar de esta matriz de control es α8 α6 α6 α4 α5 α2 α11 α8 α8 α α α α6 1 0 0

1 1 α11 α α11 α α7 α α9 α11 α3 α14 α6 0 1 0
α12 1 α α7 α10 α2 α3 α4 α 1 α13 α7 α8 0 0 1


para g2(z), la matriz de control es

1 α α2 α7 α4 α5 α14 α5 α8 α11 α10 α10 α13 α5 α10 1
1 α2 α4 α10 α8 α10 α5 α12 α α5 α5 α6 α10 α3 α9 0
1 α3 α6 α13 α12 1 α11 α4 α9 α14 1 α2 α7 α α8 0
1 α4 α8 α α α5 α2 α11 α2 α8 α10 α13 α4 α14 α7 0
0 α2 α4 α3 α8 1 α6 α11 α α9 1 α13 α12 α14 α7 1
0 α3 α6 α6 α12 α5 α12 α3 α9 α3 α10 α9 α9 α12 α6 0


y en forma estándar obtenemos:

α5 α13 α5 α6 α5 α4 α6 α α14 α2 1 0 0 0 0 0
α6 α8 α8 α6 α2 α9 α5 α7 α α6 0 1 0 0 0 0
α7 α α10 α α9 α13 α2 α13 α14 1 0 0 1 0 0 0
α12 α2 α3 α3 α4 α5 α6 α10 α5 α13 0 0 0 1 0 0
α12 α4 α α8 α3 α12 α10 α11 α14 α 0 0 0 0 1 0
α7 α2 α4 α12 1 α11 α4 α12 α4 α3 0 0 0 0 0 1


Como ejemplo veri�caremos que la siguiente es una palabra del código GC2:(

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α5 α6 α7 α12 α12 α7
)
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Para ello debemos calcular su síndrome:

1

z − 1
+

α5

z − α10
+

α6

z − α11
+

α7

z − α12
+

α12

z − α13
+

α12

z − α14
+
α7

z

=
α7z6 + α7z2 + α7

α4z6 + α2z5 + αz4 + α12z3 + α9z2 + z

≡ 0 mód z6 + z2 + 1

8. Curvas algebraicas sobre cuerpos finitos

Sería necesario un curso mucho más extenso y un libro completo para empezar a
hacerle justicia al título de esta sección, pero intentaremos mostrar los conceptos básicos
para poder usarlos en la construcción de códigos. En particular nos restringiremos a
curvas proyectiva planas y no singulares.

De�nición 8.1. Dado un cuerpo k y un polinomio f(x, y) ∈ k[x, y] se de�ne la curva
afín Cf (K) como el conjunto de soluciones de la ecuación f(x, y) = 0 en K2. Notemos
que acá K denota una extensión del cuerpo k donde está de�nido el polinomio f .

De�nición 8.2. Dado un cuerpo k se de�ne el plano proyectivo

P2(k) :=
(
k3 \ (0, 0, 0)

)
/ ∼

donde (X0, Y0, Z0) ∼ (X1, Y1, Z1) si y sólo si existe α ∈ k×, con X1 = αX0, Y1 = αY0
y Z1 = αZ0.
Denotaremos por (X0 : Y0 : Z0) a la clase de (X0, Y0, Z0).

De�nición 8.3. Dado un polinomio f(x, y) ∈ k[x, y] de grado d se de�ne su homoge-
nización F (X, Y, Z) ∈ k[X, Y, Z] como

F (X, Y, Z) = Zdf(X/Z, Y/Z)

Notemos que f(x, y) = F (x, y, 1).

De�nición 8.4. De�nimos la clausura proyectiva de una curva Cf como

Ĉf := {(X, Y, Z) ∈ P2|F (X, Y, Z) = 0}
donde F es la homogenización de f
A los puntos cuya tercera coordenada es cero, los llamaremos puntos en el in�nito

de la curva. A los demás los llamaremos puntos a�nes.

Ejemplo 8.1. Consideremos el polinomio f(x, y) = y − x2 ∈ R[x, y].

Cf = {(t, t2)|t ∈ R}

Ĉf := {(t : t2 : 1)|t ∈ R} ∪ {(0 : 1 : 0)}

Ejercicio 8.1. Sea f(x, y) = x3 + x2y− 3xy2− 3y3 + 2x2− x+ 5. Encuentre todos los

puntos en in�nito de Ĉf (C).

De�nición 8.5. Denotaremos por k̄ a la clausura algebraica de un cuerpo k.
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Teorema 8.6 (Teorema de Bezout). Si f y g son polinomios de grado d y e respecti-
vamente que no tienen factor común no constante, entonces Cf y Cg se intersectan en
a lo más d · e puntos. Más aún, sus clausuras proyectivas en P2(k̄) se intersectan en
exactamente d · e puntos si los contamos con multiplicidad.

Ejercicio 8.2. Encuentre los puntos de C(F5) donde C es la clausura proyectiva de la
curva de�nida por y2 = x3 + 1

Singularidades. Para de�nir lo que es un punto singular, necesitamos extender el
concepto de derivadas a cuerpos �nitos. La de�nición usando límites deja de tener
sentido si la característica del cuerpo es �nita, por lo que de�nimos formalmente las
derivadas parciales de f de manera que satisfagan las reglas conocidas de derivación
de polinomios.

Ejemplo 8.2. Si f(x, y) = x2 + y3 + xy ∈ k[x, y], entonces fx(x, y) = 2x + y, y
fy(x, y) = 3y2 + x. En particular, si k = F2, tenemos fx(x, y) = y.

De�nición 8.7. Un punto (x0, y0) ∈ k̄2 es un punto singular de la curva Cf si
f(x0, y0) = 0 y fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0. Diremos que la curva Cf es no-singular
si no tiene puntos singulares.
De manera similar se de�ne punto singular y curva no-singular en el caso proyectivo.

Género. Un resultado clásico de topología dice que toda curva no singular sobre C
se puede incrustar topológicamente como una super�cie en R3. Por ejemplo una curva
elíptica tiene una ecuación de la forma y2 = f(x) donde f(x) es un polinomio cúbico
que no tiene raíces repetidas y se puede ver como un toro (rosquilla) en R3. En general

resulta que si f(x, y) es un polinomio de grado d tal que la curva Ĉf es no-singular,
entonces el género topológico de Cf está dado por la fórmula de Plücker

g =
(d− 1)(d− 2)

2

En lo que sigue usaremos esta fórmula como de�nición para el género de una curva
proyectiva no-singular sobre un cuerpo arbitrario.

Ejercicio 8.3. Para cada uno de los siguientes polinomios, veri�que que la curva
proyectiva plana correspondiente es no-singular y encuentre su género.

1. f(x, y) = y2 − p(x), donde p(x) ∈ k[x] es de grado 3 sin raíces repetidas, y la
característica de k no es 2.

2. f(x, y) = y2 + y − p(x), donde p(x) ∈ k[x] es de grado 3 sin raíces repetidas, y
la característica de k es 2.

3. f(x, y) = xq+1 + yq+1 − 1 ∈ Fq2 [x, y] donde q es una potencia de primo.

Puntos racionales de una curva. El título de esta seción está motivado por la idea
de encontrar puntos de coordenadas enQ que satisfacen una cierta ecuación polinómica.
Estas ecuaciones diofánticas son muy estudiadas. En el contexto de estas notas, nos
interesa encontrar puntos de una curva de�nida sobre un cuerpo �nito que tengan
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coordenadas en el mismo cuerpo de de�nición del polinomio o en una extensión �nita
de este cuerpo.

De�nición 8.8. Sea k un cuerpo y sea F (X, Y, Z) ∈ k[X, Y, Z] un polinomio homogé-
neo. Dada una extensión K ⊇ k, de�nimos unn punto K-racional en C como un punto
en (X0 : Y0 : Z0) ∈ P2(K) que satisface F (X0, Y0, Z0) = 0. Denotaremos por C(K) el
conjunto de todos los puntos K-racionales de la curva.

Notemos que si k = Fq y K = Fqn , tenemos el automor�smo de Frobenius σq en K
que envía a cada elemento a su q-ésima potencia. Consideremos ahora un polinomio
f(x, y) ∈ k[x, y] y la curva afín C asociada. Si (x0, y0) ∈ C(K), entonces la imagen
bajo la acción de σq también está en la curva.

De�nición 8.9. Si (x0, y0) ∈ C(Fqn), diremos que el conjunto

P = {σkn(x0, y0)|k = 0, 1, . . . n− 1}
es un punto de grado n de la curva C sobre Fq.
Ejemplo 8.3. Para ilustrar, sea k = F5 y consideremos la curva elíptica de�nida por
y2 = x3+2. La curva es no-singular C(F5) posee 5 puntos a�nes y su clausura proyectiva
tiene además 1 punto en in�nito. Los puntos de la curva proyectiva (zy2 = x3 + 2z3)
son:

{(2 : 0 : 1) , (3 : 2 : 1) , (3 : 3 : 1) , (4 : 1 : 1) , (4 : 4 : 1) , P∞ = (0 : 1 : 0)}
Consideremos la extensión F25 = F5[α] donde α es raiz del polinomio irreducible x2 +
4x+ 2 ∈ F5[x]. Los nuevos puntos de la curva que encontramos son puntos de grado 2
sobre F5.

P1 = {(0 : α + 2 : 1), (0 : 4α + 3 : 1)}
P2 = {(0 : 2α + 4 : 1), (0 : 3α + 1 : 1)}
P3 = {(α + 1 : 0 : 1), (4α + 2 : 0 : 1)}
P4 = {(α + 2 : 2α + 2 : 1), (4α + 3 : 3α + 4 : 1)}
P5 = {(α + 2 : 3α + 3 : 1), (4α + 3 : 2α + 1 : 1)}
P6 = {(α + 3 : 2 : 1), (4α + 4 : 2 : 1)}
P7 = {(α + 3 : 3 : 1), (4α + 4 : 3 : 1))}
P8 = {(2α : 2α + 2 : 1), (3α + 2 : 3α + 4 : 1)}
P9 = {(2α : 3α + 3 : 1), (3α + 2 : 2α + 1 : 1)}
P10 = {(2α + 1 : 2α + 4 : 1), (3α + 3 : 3α + 1 : 1)}
P11 = {(2α + 1 : 3α + 1 : 1), (3α + 3 : 2α + 4 : 1)}
P12 = {(2α + 2 : 1 : 1), (3α + 4 : 1 : 1)}
P13 = {(2α + 2 : 4 : 1), (3α + 4 : 4 : 1)}
P14 = {(2α + 3 : 2α + 2 : 1), (3α : 3α + 4 : 1)}
P15 = {(2α + 3 : 3α + 3 : 1), (3α : 2α + 1 : 1)}
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De�nición 8.10. Sea C una curva de�nida sobre Fq. Un divisor D de en C sobre Fq es
un elemento del grupo abeliano libre en el conjunto de puntos de C (de distintos grados)
sobre Fq. Así cada divisor es de la forma D =

∑
nQQ (número �nito de sumandos)

donde los nQ son enteros y cada Q es un punto de C. Si nQ ≥ 0 para todo Q, diremos
que D es un divisor efectivo y anotaremos D ≥ 0.
De�nimos además el grado de un divisor deg(Q) =

∑
nQ degQ y el soporte de D

como el conjunto supp(D) de puntos Q tales que nQ 6= 0.

Un caso particular de la de�nición precedente lo tenemos si consideramos la inter-
sección de dos curvas C y C ′ de grados d y e respectivamente. Podemos escribir su
intersección como un divisor de intersección C ∩C ′ = P1 + . . . Pl (con multiplicidades).
Este divisor es claramente efectivo y tiene grado de.

8.1. Cuerpo de funciones racionales.

De�nición 8.11 (Cuerpo de funciones racionales). Consideremos una curva proyectiva
no-singular C de�nida por el polinomio homogéneo F (X, Y, Z) sobre el cuerpo Fq. El
cuerpo de funciones racionales en C se de�ne como

Fq(C) :=

({
g(X, Y, Z)

h(Z, Y, Z)

∣∣∣∣ g, h ∈ Fq[X, Y, Z]son pol. hom.
del mismo grado y g, h 6∈ 〈F 〉

}
∪ {0}

)
/ ∼

donde g/h ∼ g′/h′ si y sólo si gh′ − g′h ∈ 〈F 〉.
Ejercicio 8.4. Demuestre que efectivamente Fq(C) es un cuerpo y que contiene Fq
como subcuerpo.

De�nición 8.12 (Divisor de una función racional). Dada una función racional f = g
h

de�nida en una curva C, de�nimos su divisor:

div(f) :=
∑

P −
∑

Q

donde
∑
P es el divisor de intersección C ∩ Cg y

∑
Q es el divisor de intersección

C ∩ Ch. Podemos entonces pensar div(f) como ceros - polos de f en la curva C.

Esta de�nición requiere una demostración de que no depende del representante de la
función f que se elija. La demostración es engorrosa y no la incluiremos en estas notas.

De�nición 8.13 (Espacio de funciones racionales asociado a un divisor). Dado un
divisor D en una curva C, le asociamos un espacio de funciones racionales:

L(D) := {f ∈ Fq(C)|div(f) +D ≥ 0} ∪ {0}
Vale la pena hacer notar que L(D) es un espacio vectorial (fácil) de dimensión �nita

(más difícil). En muchos casos, su dimensión se puede calcular usando el teorema de
Riemann-Roch que enunciamos a continuación.

Teorema 8.14 (Riemann-Roch). Sea C una curva proyectiva no-singular de género g
de�nida sobre el cuerpo Fq y sea D un divisor en C. Entonces dim L(D) ≥ degD+1−g.
Más aún, si degD > 2g − 2, entonces

dimL(D) = degD + 1− g
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La demostración de este teorema está por lejos fuera del alcance de estas notas y se
puede encontrar en algún libro de geometría algebraica.

9. Códigos sobre curvas algebraicas

Volveremos a usar la de�nición de códigos RS dada en la sección 5.2 para motivar
la generalización de estos a curvas algebraicas. El espacio Lk−1 de polinomios de grado
menor a k tiene dimensión k y de�nimos:

RS(k, q) := {(f(α1), . . . , f(aq−1))|f ∈ Lk−1}.
Veremos ahora como interpretar esto con los valores de funciones en puntos de una

curva proyectiva. Para ello recordemos la de�nición del plano proyectivo (ver 8.2)

P2(k) := (k3 \ (0, 0, 0))/ ∼
De forma análoga podemos de�nir la recta proyectiva

P1(k) := (k2 \ (0, 0))/ ∼
Podemos pensar P1(k) como la curva en P2(k) de�nida por la ecuación Z = 0. Resulta
ser una curva de género 0.

Ejercicio 9.1. Si denotamos P∞ = (1 : 0), y de�nimos el divisor D = (k−1)P∞, pode-
mos demostrar que L(D) = Lk−1. En esta igualdad hemos identi�cado cada polinomio
f(x) de grado d con su homogenización Y df(X/Y ).

Si de�nimos los puntos Pi = (αi : 1), tenemos la siguiente de�nición alternativa de
un código de Reed-Solomon:

RS(k, q) := {(f(P1), . . . , f(Pq−1))|f ∈ L((k − 1)P∞)}.
La idea de Goppa fue de generalizar esta construcción, reemplazando la recta proyec-

tiva por una curva. Sea X una curva proyectiva plana no singular y sea D un divisor
en X. Sea P = {P1, . . . , Pn} ⊂ X(Fq) un conjunto de n puntos Fq-racionales en X y
supongamos que P∩supp(D) = de manera que los puntos Pi no sean polos de funciones
f ∈ L(D).

De�nición 9.1. Sean X, P y D como arriba. De�nimos el código geométrico-algebraico
asociado:

C(X,P , D) := {(f(P1), . . . , f(Pn))|f ∈ L(D)} ⊆ Fnq
es decir, es la imagen de la función de evaluación

ε : L(D) → Fnq
f 7→ (f(P1), . . . , f(Pn))

Podemos observar que el código que hemos obtenido es un código lineal (imagen
por una transformación lineal de un espacio vectorial). El largo del código es n y su
dimensión es dim(L(D))− dim(ker(ε)).
Veamos que epsilon es inyectiva y que por lo tanto la dimensión del código es

dim(L(D)). Si ε(f) = 0 esto quiere decir f(Pi) = 0 para i = 1, . . . n de manera que el
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coe�ciente de cada Pi en el divisor de f es al menos 1. Como los Pi no están en D, esto
quiere decir que div(f)+D−P1− . . . Pn ≥ 0. En particular f ∈ L(D−P1−· · ·−Pn). Si
añadimos la hipótesis que el grado de D sea menor a n, tenemos L(D−P1−· · ·−Pn) =
{0} y f = 0.

Teorema 9.2. Sea X una curva proyectiva plana, no-singular de género g de�nida
sobre Fq. Sea P ⊂ X(Fq) un conjunto de n puntos Fq-racionales de X y sea D un
divisor en X cuyo soporte no intersecta P y que satisface 2g−2 < degD < n. Entonces
el código C = C(X,P , D) es un código lineal de largo n, dimensión k := degD+ 1− g
y distancia mínima d ≥ n− degD.

Demostración. El valor de k se desprende directamente del teorema de Riemann-Roch.
Para encontrar la cota inferior para la distancia mínima procederemos de manera simi-
lar a como demostramos la inyectividad de ε. Supongamos que ε(f) = (f(P1, . . . , Pn) es
una palabra de peso d. En particular exactamente d de sus coordenadas son diferentes
de 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que son las primeras d coordenadas,
de manera que

f(Pd+1) = f(Pd+2) = · · · = f(Pn) = 0

Como antes, esto quiere decir que

div(f) +D − Pd+1 − Pd+2 − · · · − Pn ≥ 0

Esto demuestra que el divisor D−Pd+1−Pd+2− · · · −Pn tiene grado no negativo, por
lo que degD − (n− d) ≥ 0. �

9.1. Parámetros asintóticos de códigos algebraico-geométricos. Considere-
mos el código C = C(X,P , D), donde X es una curva de género g de�nida sobre Fq,
P es un conjunto de n puntos Fq-racionales de X y D es un divisor en X cuyo soporte
no intersecta P y que satisface 2g − 2 < degD < n. Por el teorema 9.2 sabemos que
C es un código lineal de largo n, de dimensión k = degD + 1− g y distancia mínima
d ≥ n− degD.
Podemos calcular entonces la tasa de transmisión de C y estimar su distancia mínima

relativa:

R =
k

n
=

degD + 1− g
n

δ =
d

n
≥ n− degD

n

Como queremos R y δ lo más grandes posible, trataremos de maximizar su suma.

R + δ ≥ degD + 1− g
n

+
n− degD

n
=
n+ 1− g

n
= 1 +

1

n
− g

n

Considerando códigos cada vez más largos, lograremos buenos parámetros en la medida
que podamos tener g

n
lo más pequeño posible. Buscamos entonces curvas de género

pequeño con muchos puntos Fq-racionales.
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De�nición 9.3. Sea q una potencia de primo y g un entero no negativo. De�nimos

Nq(g) := máx{#X(Fq)|X es una curva de género g sobre Fq}
y

A(q) := ĺım sup
g→∞

Nq(g)

g

Ejercicio 9.2. Para entender la relevancia de conocer A(q), considere una sucesión de
curvas Xi sobre Fq que tengan género gi y que satisfagan

ĺım
i→∞

Ni

gi
= A(q)

Usando estas curvas, de�na códigos que tengan tasas de transmisión Ri y distancias
mínimas relativas δi que satisfagan

Ri + δi ≥ 1 +
1

Ni − 1
− gi
Ni − 1

Considere R = ĺımRi y δ = ĺım δi y deduzca una cota inferior para αq(δ)

9.2. Cotas para el número de puntos de una curva. Para curvas planas, como
las que hemos considerado, el número de puntos está claramente acotado superiormente
por el número de puntos del plano proyectivo, es decir

X(Fq) ≤ q2 + q + 1

Si nos liberamos de esta restricción, considerando curva proyectivas arbitrarias, tenemos
un resultado fundamental en el área que determina una cota para el número de puntos
de la curva.

Teorema 9.4 (Hasse-Weil). Sea X una curva proyectiva no-singular de género g sobre
Fq y N = #X(Fq). Entonces

|N − (q + 1)| ≤ 2g
√
q

Una curva que alcanza esta cota se llama maximal. Lamentablemente no siempre
existen curvas que alcancen la cota y de hecho se puede demostrar que no existen
cuando g > (q −√q)/2.
Volviendo a la pregunta sobre el valor de A(q), tenemos la siguiente cota superior.

Teorema 9.5 (Drinfeld-Vladut[16]). Para toda potencia de primo q, tenemos

A(q) ≤ √q − 1

Por otro lado, el siguiente resultado de Tsfasman-Vladut-Zink para m = 1, 2 y de
Ihara en general, nos permite calcular A(q) cuando q es un cuadrado perfecto.

Teorema 9.6 ([13, 6]). Sea q una potencia par de un primo. Entonces existe una
sucesión de curvas Xi de�nidas sobre Fq de género gi y con Ni puntos racionales, tales
que

ĺım
i→∞

Ni

gi
=
√
q − 1.
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Teorema 9.7 (Cota de Tsfasman, Vladut y Zink [13]). Sea q un cuadrado perfecto.
Entonces

αq(δ) ≥ −δ + 1− 1
√
q − 1
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Apéndice A. Cuerpos Finitos

Este apéndice pretende revisar algunos conceptos básicos sobre cuerpos �nitos. Un
buen libro para aprender sobre cuerpos �nitos y su relación con códigos es �Coding
theory: a First Course� ([8]) Recordemos que un cuerpo es una estructura algebraica
que consta de un conjunto y dos operaciones binarias (suma y producto) que satisfacen
ciertos axiomas (asociatividad y conmutatividad de la suma y del producto, existencia
de 0 y de opuesto aditivo para cada elemento del cuerpo, existencia de 1 y de inverso
multiplicativo para cada elemento distinto de cero en el cuerpo, distributividad). Los
primeros ejemplos de cuerpo que uno suele conocer son los números racionales, los
reales y los complejos.
Todos estos tienen una propiedad adicional que no es consecuencia de los axiomas

y es que la suma de un número arbitrario de unos nunca es cero (Salvo que sumemos
cero unos). Se dice que estos cuerpos tienen característica 0. Si por el contrario existe
una suma de unos que resulte 0 diremos que el cuerpo tiene característica positiva.
El menor número positivo de unos que sumados da cero se llama la característica del
cuerpo.

A.1. Ejemplos básicos. La siguiente clase de ejemplos se basa en la aritmética
modular (de reloj). Si consideramos los enteros módulo n, estos forman un cuerpo cada
vez que n es un número primo. Para cada p primo, el conjunto Z/pZ que frecuente-
mente se escribe simplemente como Zp forma un cuerpo que contiene exactamente p
elementos. Las operaciones en estos cuerpos se de�nen de forma relativamente sencilla
pues se derivan de las respectivas operaciones para números enteros aplicadas a las
clases de equivalencia módulo p. Consideremos los casos más pequeños como ejemplos
para clari�car esto.

Ejemplo A.1 (p=2). Z2 tiene dos elementos, la clase de los enteros pares (clase del
0) y la de los enteros impares (clase del 1) a las que por simplicidad denotaremos por
0̄ y 1̄ o simplemente por 0 y 1 cuando es claro el contexto. Observemos que la suma de
números pares es par, la suma de un impar más un par es impar y que la suma de dos
impares es par. Resumimos esto diciendo que 0̄ + 0̄ = 0̄, 1̄ + 0̄ = 1̄, 0̄ + 1̄ = 1̄, 1̄ + 1̄ = 0̄.
De manera análoga, obtenemos para el producto 0̄ · 0̄ = 0̄, 1̄ · 0̄ = 0̄, 0̄ · 1̄ = 0̄, 1̄ · 1̄ = 1̄.
El conjunto Z2 = {0̄, 1̄} con estas operacioes, forma un cuerpo. Dejamos como ejer-

cicio veri�car de forma directa que satisface todos los axiomas.

Ejemplo A.2 (p=3). El segundo cuerpo �nito es Z3 = {0̄, 1̄, 2̄} con operaciones
de�nidas en las siguientes tablas:

+ 0̄ 1̄ 2̄
0̄ 0̄ 1̄ 2̄
1̄ 1̄ 2̄ 0̄
2̄ 2̄ 0̄ 1̄

· 0̄ 1̄ 2̄
0̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 0̄ 1̄ 2̄
2̄ 0̄ 2̄ 1̄
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Ejemplo A.3 (Z4). Si proseguimos de forma análoga con la esperanza de obtener un
cuerpo con cuatro elementos, nos topamos con problemas. Z4 dotado con las operaciones
de suma y producto de clases no es un cuerpo. Por ejemplo la clase 2̄ no tiene inverso
multiplicativo.

Si bien el ejemplo anterior no dio resultado, sí existe un cuerpo con 4 elementos y en
general se demuestra en un curso de álgebra que existe un cuerpo con q elementos si y
sólo si q = pn para algún primo p y algún entero positivo n. El caso particular q = 4 lo
podemos mostrar indicando sus tablas de suma y producto.

Ejemplo A.4 (F4). El cuerpo �nito es F4 = {0, 1, i, i + 1} con operaciones de�nidas
en las siguientes tablas:

+ 0 1 i i+ 1
0 0 1 i i+ 1
1 1 0 i+ 1 i
i i i+ 1 0 1

i+ 1 i+ 1 i 1 0

· 0 1 i i+ 1
0 0 0 0 0
1 0 1 i i+ 1
i 0 i i+ 1 1

i+ 1 0 i+ 1 1 i

Ejercicio A.1. Z /pZ es un cuerpo si y sólo si p es primo.

Ejercicio A.2. Si la característica de un cuerpo no es 0, entonces es p para algún
primo p.

Ejercicio A.3. Si Fp es un cuerpo y f(x) ∈ Fp[x] es un polinomio irreducible de grado
d, entonces Fp[x]/(f(x)) es un cuerpo con pd elementos.

Ejercicio A.4. Existe un único cuerpo con q elementos si y sólo si q = pn para algún
primo p y algún entero positivo n. Este cuerpo se denota por Fq. NOTA: Este ejercicio
requiere teoría de Galois.

Ejercicio A.5. Encontrar un polinomio irreducible r(x) de grado 2 sobre Fp (p =
2, 3, 5) y usarlo para escribir las tablas de multiplicación de

Fp2 ∼= Fp[x]/(r(x))

Ejercicio A.6. Veri�car explícitamente en los cuerpos del ejercicio anterior que el
grupo multiplicativo es cíclico. Este es un hecho general sobre todos los cuerpos �nitos,
que se demuestra en un curso de teoría de Galois.

Ejercicio A.7. Si F es un cuerpo, entonces F[x] es un dominio de ideales principales.
Ayuda: Usar algoritmo de Euclides.

Ejercicio A.8. Si F es un cuerpo, entonces F[x]/(xn − 1) es un dominio de ideales
principales y cada ideal es generado por un divisor de (xn − 1).
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A.2. Operatoria en Fq. Si q = pn con p un número primo, queremos representar
los elementos de Fq de manera que podamos operar con ellos. Quizás la forma más
natural de hacerlo es encontrando un polinomio irreducible f(x) ∈ Fp[x] de grado n.
Una vez que conocemos f , tenemos

Fp[x]/(f(x)) ' Fq
y podemos considerar α ∈ Fq, la imágen de x+ (f(x)) de manera que

Fq = {a0 + a1α + · · ·+ an−1α
n−1|a0, a1, . . . , an−1 ∈ Fp}

La adición resulta fácil de realizar con esta notación, en cambio para multiplicar hay
que trabajar más duro, pues debemos reducir las potencias de α mayores que n − 1
usando la identidad f(α) = 0.
Otra forma de representar los elementos de Fq es aprovechando que sabemos que F×q

es un grupo cíclico. Si elegimos α como un elemento primitivo de Fq, entonces todos
los elementos del cuerpo, salvo 0, se pueden escribir como potencias de α. Usando el
exponente para representar a cada elemento(∞ para 0), la multiplicación ahora resulta
trivial. Ahora en cambio la suma requiere más trabajo. Podemos observar que basta
con saber sumar 1 pues αn + αm = αm(αn−m + 1). Para ello podemos construir una
tabla de logaritmos discretos z(k) conocidos como logaritmos de Zech que cumplen que
αk + 1 = αz(k).

A.3. Polinomios en Fq[x].

De�nición A.1. Si f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ Fq[x] de�nimos su derivada como

f ′(x) = a1+2a2x+ · · ·+nanxn−1 ∈ Fq[x]. No es difícil veri�car que con esta de�nición,
la derivada satisface una regla del producto como la conocida de cálculo.

Teorema A.2. Un polinomio f(x) ∈ Fq[x] tiene a b ∈ Fq como raiz múltiple si y sólo
si b es raiz tanto de f(x) como de f ′(x).

Lema A.3. Sea f(x) ∈ Fq[x] un polinomio irreducible de grado m. Entonces f(x)
divide a g(x) = xq

n − x si y sólo si m divide a n.

Demostración. Si f(x) divide a g(x), sea α una raiz de f su cuerpo de descomposición.
Como f divide a g, tenemos que αq

n − α = 0, de manera que α ∈ Fqn . Se sigue que
Fq[α] es un subcuerpo de Fqn . Como |Fq[α] : Fq | = m y |Fqn : Fq | = n se tiene m|n.
Si m|n, entonces Fq[α] = Fqm ⊆ Fqn de manera que αq

n − α = 0 y porlo tanto el
polinomio minimal de α (f(x)) divide a g(x). �

Teorema A.4. Para cada cuerpo �nito Fq y para cada n ∈ N, el productos de todos
los polinomios mónicos irreducibles cuyo grado divide a n es igual a xq

n − x

Demostración. De acuerdo al lema A.3, los polinomios mónicos irreducibles sobre Fq
que aparecen en la factorización canónica de g(x) = xq

n − x en Fq[x] son precisamente
los que tienen grado divisor de n. Como g′(x) = −1, el teorema A.2 implica que
g(x) no tiene raíces múltiples en su cuerpo de descomposición de manera que cada
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polinomio mónico irreducible sobre Fq aparece exactamente una vez en la factorización
de canónica de g(x) en Fq[x]. �

Corolario A.5. Si Nq(d) es el número de polinomios mónicos irreducibles en Fq[x] de
grado d, entonces:

qn =
∑
d|n

dNq(d) para todo n ∈ N.

Como nos interesa conocer los valores de Nq(d), estudiaremos una herramienta de
teoría de números, la fórmula de inversión de Moebius.

De�nición A.6. La función de Moebius está de�nida en N como:

µ(n) =


1 si n = 1

(−1)k si n es el producto de k primos diferentes

0 si n es divisible por el cuadrado de un primo

Lema A.7. Para cada n ∈ N, la función de Moebius satisface:∑
d|n

µ(d) =

{
1 si n = 1

0 si n > 1

Teorema A.8 (Fórmula de Inversión de Moebius). Sean h y H dos funciones de N a
Z. Entonces:

H(n) =
∑
d|n

h(d) para todo n ∈ N

si y sólo si

h(n) =
∑
d|n

µ(d)H
(n
d

)
para todo n ∈ N

Corolario A.9.
nNq(n) =

∑
d|n

µ(d)q
n
d para todo n ∈ N

Ejemplo A.5. El número de polinomios mónicos irreducibles de grado 20 en Fq[x] está
dado por:

Nq(20) =
1

20
(µ(1)q20 + µ(2)q10) + µ(4)q5 + µ(5)q4 + µ(10)q2 + µ(20)q)

=
1

20
(q20 − q10 − q4 + q2).
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