ARITMETICA EN CUERPOS DE NUMEROS
INES PACHARONI

RESUMEN. Un cuerpo de numeros algebraico es un subcuerpo de C que contiene a Q y que
como Q-espacio vectorial es de dimension finita. El objetivo general de este curso es estudiar
aritmética en el anillo de enteros de estos cuerpos, o sea estudiar niimeros primos, divisibilidad
de enteros, unidades, etc.

Nos concentraremos en particular en los cuerpos cuadraticos Q(v/m) y veremos cudles de
ellos admiten un algoritmo de Euclides en el anillo de enteros y en cuales es valido el Teo-
rema Fundamental de la Aritmética, que dice que todo entero (no nulo y no una unidad) se
descompone como producto de primos de manera esencialmente tinica.

Como consecuencia del estudio de la aritmética en los enteros de Gauss, probaremos un
clésico teorema que caracteriza los niimeros naturales que se pueden escribir como suma de dos
cuadrados. Este teorema fue enunciado por Fermat alrededor del ano 1640 y probado por Euler
en 1793.
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1. CUERPOS DE NUMEROS ALGEBRAICOS

1.1. Numeros algebraicos.

Definicién 1.1. Un numero complejo « se dice algebraico si es raiz de un polinomio

anxn_i_..._'_ao

donde los coeficientes ag, ay, . .., a, son numeros racionales no todos nulos.
Un numero complejo « se dice trascendente si no es algebraico.
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Dado a un nimero algebraico consideramos el conjunto

A={f €Qlal: f(a) = O}.

Claramente A es un ideal en Q[z] y por lo tanto estd generado por un polinomio p no constante,
que podemos suponer monico. Este polinomio es irreducible pues si p = gr con 0 < degq < degp
y 0 < degr < degp, a partir de 0 = p(a) = g(a)r(a) obtenemos que ¢ o r estan en A lo que
contradice el hecho que p genera A. El polinomio p se denomina el polinomio minimal de a. Si
p es de grado n decimos que el nimero algebraico a es de grado n.

Ejemplo 1.2.

1. Todo nimero racional ¢ es un nimero algebraico de grado 1 y su polinomio minimal es

x—q.

El nimero v/2 es algebraico de grado 2 y su polinomio minimal es 2 — 2.

El ntimero /=5 es algebraico de grado 2 y su polinomio minimal es 22 + 5.

4. Si «a es una raiz n-ésima primitiva de la unidad entonces a es un ntimero algebraico de
grado n, cuyo polinomio minimal es 2™ — 1.

w N

Dado o un nimero algebraico, sea Q(a) el menor subcuerpo de C que contiene a Q y a a. Es
facil ver que Q(«) consiste de todos los elementos de la forma f(«)/g(«), con f, g polinomios
con coeficientes en Q y g(«) # 0.

Proposicién 1.3. Dado a un nimero algebraico consideramos el siguiente subanillo de C:
Qla] = {ao + s+ -+ ana™: a; € Q} .
Entonces Q[a] es un cuerpo. Mas ain Q[a] = Q(«).

Demostracion. La aplicacién Q[z] — Q[a] dada por >/ a;a" — > a;a es un homomor-
fismo de anillos, cuyo niicleo estd generado por f, el polinomio minimal de a. Entonces Q[q]
es isomorfo a Q[z]/(f).

Sea g € Q[z] tal que g(a) # 0, o lo que es lo mismo tal que f no divide a g. El ideal generado
por fy g en Q[x] es un ideal principal (h). Luego f = ch, para algin ¢ € Q|z], como f es
irreducible entonces ¢ € Q* o h € Q*. El primer caso es imposible porque h divide a g y f no.
Entonces h € Q* o sea (h) = Q[z] y por lo tanto existen k,¢ € Q|x] tales que kf + g = 1.
Luego g es inversible médulo f lo que prueba que Q[z]/(f) = Q[a] es un cuerpo.

0

Definicién 1.4. Un subcuerpo K C C se dice un cuerpo de nimeros algebraico si su dimension,
como Q espacio vectorial, es finita. La dimension de K sobre QQ se llama el grado del cuerpo K
y se denota [K : Q).

Ejemplo 1.5. Q y Q(v/2) son cuerpos algebraicos de ntimeros de grado 1 y 2 respectivamente.

Es facil ver que si «v es algebraico de grado n entonces Q(«) es un cuerpo algebraico de grado
n. Ademas todo elemento de un cuerpo de nimeros algebraico es un nimero algebraico, pues
si [K : Q] = n entonces 1,a, a?,...a" son necesariamente linealmente dependientes sobre Q.

Todo polinomio ménico irreducible en Q[z] es el polinomio minimal de sus raices.

Proposicion 1.6. Sea K un cuerpo de niumeros algebraico de grado n. Entonces existe un
nidmero algebraico 6 € K tal que K = QI[f)].

Demostracién. Ver por ejemplo [3], pag. 33. O
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Lema 1.7. Sean « y [ dos nimeros algebraicos con el mismo polinomio minimal. Entonces la
aplicacion ¢ : Qo] — Q[B] definida por ¢(> a;a’) = > a;3" es un isomorfismo de cuerpos,
que es la identidad en Q y ¢(a) = .

Reciprocamente si ¢ es cualquier morfismo inyectivo de Qla] en C tal que ¢ es la identidad
en Q entonces ¢(a) es raiz del polinomio minimal de cv.

Definicién 1.8. Dos ntmeros algebraicos o y 8 se dicen conjugados si tienen el mismo poli-
nomio minimal.

Proposicion 1.9. Sea K un cuerpo algebraico de grado n. Entonces, existen eractamente n
morfismos inyectivos o1, og,...,0, de K en C que son la identidad en Q.

Demostracion. Si K = Qla] v ag(= «a),as,...,a, son las raices (distintas) del polinomio
minimal de «, entonces, por Lema 1.7, para cada j = 1,...,n existe un isomorfismo o; de Q(«)
sobre Q(a;) definido por 0;(3- a;’) = 3~ a;a}. Por definicién oj(a) = a para todo a € Q y
oy es la identidad de K. Como «; # «a; para @ # j los isomorfismos o1, 09, ..., 0, son todos
distintos. Por otra parte si o es un morfismo inyectivo de K = Q(«) en C que es la identidad
en Q entonces, por Lema 1.7, o(a1) = «; para algin j. Por lo tanto tenemos que o =0;. O

Sea K un cuerpo de nimeros algebraico de grado n y sean o, 09,...,0, los n isomorfismos
distintos de K en C. Denotaremos K a la imagen o;(K). De manera similar si @ € K
denotamos a” = o;(a).

Como cada o; es un isomorfismo que es la identidad en Q resulta que KM K® . K®
son cuerpos de numeros algebraicos de grado n. Mas atn si K = Q(a) y aq(= a),aa,...,ap
son las raices del polinomio minimal de «, entonces K = Q(o;).

Los cuerpos K@ son llamados los conjugados de K. Si K C R decimos que es un conjugado
real de K y si K& ¢ R decimos que es un conjugado complejo. Como los coeficientes del
polinomio minimal de « son racionales, si una raiz «; no es real entonces el conjugado complejo
&; también es raiz del polinomio minimal.

Si 1 es el nimero de conjugados reales de K y s es el niumero de conjugados complejos de K
entonces s = 2ry para algun r, € N. Por lo tanto tenemos que n = r; + 2rs.

1.2. Norma y traza. Sea K un cuerpo de nimeros algebraico de grado n. Para a € K|, la
aplicacién multiplicar por a:  — ax, es Q-lineal en K. Definimos la traza Tr(a) = Trg(«) y la
norma N(a) = Ni(a) del elemento a como la traza y el determinante de esta aplicacién lineal.
Calculando la matriz A de esta transformacién lineal en la base {1, «, a?,...,a" '} vemos que

Trg(a) = a4 o4 o™,
Ng(a) =aW . oM.
Ademas es facil probar que si «, € K entonces
(1.2) Trg(a+ 0) = Trg(a) + Trg (8), Ng(af) = Ng(a)N Trg(5)

(1.1)

1.3. Enteros algebraicos.

Definicién 1.10. Un ntimero complejo « es dice un entero algebraico si « es raz de un polinomio
monico con coeficientes enteros.

Notemos las siguientes propiedades basicas de los enteros algebraicos:

1. Todo entero algebraico es un niimero algebraico.
2. Todo nimero entero (perteneciente a Z) es un entero algebraico.
3. Sia € Q es un entero algebraico entonces a € Z.
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4. Dado un numero algebraico a existe un m € Z, m # 0, tal que ma es un entero
algebraico.

Definicién 1.11. Un polinomio f = a,z" + - -+ ayx + ag € Z[z] se dice primitivo si el mximo
comun divisor de los coeficientes ag, a1, ..., a, es 1.

En particular todo polinomio ménico en Z|[x] es primitivo. Cualquier polinomio f € Z[x] se
puede escribir en la forma f = c¢g con ¢ € Z y ¢ primitivo. Ademds todo polinomio f € Q|x] es
de la forma f = £g, con g un polinomio primitivo y a,b enteros coprimos.

Lema 1.12. (Gauss) El producto de dos polinomios primitivos en Z[z| es primitivo.

Proposicién 1.13. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) v es un entero algebraico.
ii) El polinomio minimal de v es un polinomio (nénico) en Z[x].
iii) Z[a] es un Z-mddulo finitamente generado.
iv) Existe un Z-mddulo finitamente generado M # {0} de C tal que oM C M.

Demostracidn. i) = ii). Sea a"+a,_1a" '+ -+ag = 0,cona; € Zy ¢ = " +a, 12" '+ - +ap.
Sea f el polinomio minimal de o en Q[z]. Por definicién ¢ = fi, con ¢ € Q[z]. Podemos
escribir f = (a/b)f1 y ¥ = (¢/d)y con fi y 11 polinomios primitivos y a, b, ¢,d € Z tales que
(a,b) = 1, (¢,d) = 1. Entonces bd¢ = acfi1;. El polinomios ¢ es primitivo por ser ménico y
f111 es primitivo, por el lema de Gauss. Entonces comparando el maximo comun divisor de
los coeficientes en ambos miembros obtenemos que ac = +bd. Luego ¢ = £ fi1;. Comparando
ahora los coeficientes directores vemos que el coeficiente director de f; es £1. Como fi(a) =0
y f es el polinomio minimal de «, se sigue que f = +f;. Por lo tanto f € Z[z].

ii) = iii). Sea ¢ = 2" + a,_12"' + -+ + ag € Z[z] un polinomio tal que ¢(a) = 0. Es claro
que Z[a] estd generado, sobre Z por 1,a,...,a" L.

iii) = iv). Es obvio que aZ[a| C Z|a], por lo tanto tomamos M = Z|a/.

iv) = i). Sea M = Zv, + - - - + Zv,, C C un Z-mébdulo finitamente generado tal que aM C M.
Entonces av; = 37, a;v; (i = 1,...n), con aj; € Z. Sean A = (a;;), B = al, — A = (b;), en
particular 2?21 a;;v; = 0. Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre C y sea {ei, ..., e,}
una base de V. La aplicacién lineal de ¢ : V. — V', ¢; = 37 bije; (j = 1,...n) manda el
elemento no nulo 377, v;e; a 0. Entonces 0 = det ¢ = det B = det(al, — A). Expandiendo el
determinante vemos que a” + a,_1a™ ' 4 --- 4+ a9 = 0 con ag, a,...a, € Z, es decir o es un
entero algebraico. O

Definicién 1.14. Dado K un cuerpo de nimeros algebraico definimos
O = Oy = {enteros algebraicos en K}.

Proposicién 1.15. Sea K un cuerpo de nimeros entonces Qg es un anillo y K es el cuerpo
cociente de Ok .

Demostracion. Sica, § € O entonces Z[a] y Z[5] son Z-mddulos finitamente generados. Entonces
el anillo M = Z[a, f] también es un Z-mddulo finitamente generado. Siyes a+ (3, a — o aff
entonces YM C M. Luego, por Proposicion 1.13 tenemos que o + 3, o — 3 v a3 son enteros
algebraicos. Por lo tanto 9 es un anillo.

La ultima afirmacion sigue del hecho que si « es algebraico existe un entero m € 7Z tal que ma
es entero algebraico. [

Teorema 1.16. Sean K un cuerpo de numeros de grado n y O el anillo de enteros algebraicos
en K. Entonces existe una Q-base {wq,ws, ..., w,} de K tal que w; € O y

9 =Zwy + -+ - + Zw,.
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Definicién 1.17. Una base {wy,ws, ..., w,} de K como en el Teorema 1.16 se llama una base
entera de K.

1.4. Unidades y primos.

Definicién 1.18. Sea K un cuerpo cuadratico.

1. Decimos que € € O es una unidad si € es inversible en O, es decir si e7! € O.

2. Dos enteros «, 3 € O se dicen asociados si existe una unidad € € O tal que o = €f3.

3. Un entero v € O, v # 0, se dice primo si no es una unidad y cualquier factorizaciéon de
la forma v = a8 en O implica que « o 3 son unidades.

4. Dados o, 3 € O, 8 # 0, decimos que « es divisible por 5 ( o que [ divide a «) si existe
un entero v € O tal que a = (.

Notemos que si € es una unidad entonces N(¢) = 41, en efecto € y ¢! son enteros algebraicos
por lo que N(¢), N(e7') € Z, ademas 1 = N(ee ') = N(e)N(e™!). Reciprocamente si € € O es
un entero cuya norma es £1 entonces € es una unidad, pues £1 = €€’ implica que e ' = +€’ € O.
Por lo tanto tenemos

Lema 1.19. Un entero € en K es una unidad si y solo si Ni(€) = 1.

Una raiz de la unidad es un nimero complejo « tal que o™ = 1, para algin m € Z, m # 0.
Toda raiz de la unidad en K es una unidad, pero no reciprocamente. Por ejemplo en K = Q(v/2),
1+ v/2 es una unidad y no es una raiz de la unidad.

El conjunto de las unidades del anillo de enteros O es un grupo abeliano, pues si a y 3 son
unidades entonces también lo son a3 y a~!. La estructura de este grupo serd descripta en la
Subseccin 1.5.

Proposicién 1.20. Sia € O satisface que N(«) es un primo en Z entonces « es un elemento
primo en 9.

Demostracion. Supongamos que o« = 3y y N(«a) = p primo en Z. Entonces tomando norma
tenemos que

p=N(a)=N(B)N (7).
Entonces N(f) = £1 o N(v) = £1, de donde obtenemos que 3 o 7 es una unidad y por lo
tanto a es un primo en 9. ([l

Por ejemplo, en Z[i| el nimero 2 + i es primo pues N (2 + i) = 5.

Observacion 1.21. La reciproca de la Proposicion 1.20 no es cierta: En Z[i] el ntimero 3 es primo
y tiene norma N(3) = 9: En efecto si 3 = (a + ib)(c + id) entonces tomando norma a ambos
miembros tenemos que

9 = (a® + b*)(c* + d?),
entonces tenemos que, o bien a? +b? = 3 y ¢ +d? = 3 lo que es imposible porque 3 no es suma
de dos cuadrados, o bien que a? +b*> =1 0 ¢® + d* = 1, lo que nos dice que a + ib o ¢ + id son
unidades y por lo tanto 3 es primo.

Proposicién 1.22. Todo entero en O, distinto de cero y de las unidades, es divisible por un
PTEMo.

Demostracion. Si vy es un entero que no es primo entonces v = ay13; con |N(aq)|, |N(G)| > 1.
Adems, como N(v) = N(aj)N(5), tenemos que 1 < |N(ay)| < |[N(7)|. Si a; no es primo,
podemos escribir a; = asfz con 1 < |N(az)| < |N(az)|. Siguiendo con este proceso, obtenemos
una sucesion decreciente de nimeros naturales, |[N(7)|, |N(a1)|, |N(asg)l,... , por lo tanto en
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algiin momento |N ()| deberd ser un nimero primo y por la Proposicién 1.20 obtenemos que
a, es un primo en 9. Ademads

v =prog = Bifhas = BB . Bray,
lo cual implica que «,. divide a 7. 0]

Teorema 1.23. Todo entero en O, distinto de cero y de un unidad, puede ser factorizado
como producto de primos en .

Observacion 1.24. Notar que no hacemos ninguna afirmacién respecto a la unicidad de tal
descomposion.

Demostracion. Si~y no es cero ni es una unidad, entonces es divisible por un primo «;. Entonces

y=am, con [N(y)| <|N(7)].

Luego, o 1 es una unidad o

M= agy,  con [N(y2)| < [N(m)l.

Siguiendo con este proceso obtenemos que |N(7)|,|N(71)],|N(72)], ... es una sucesién decre-
ciente de nimeros naturales. Entonces N(v,) = 1 para algun r y 7, es una unidad. Por lo tanto

tenemos que
/
Y=l QY = g L (O,

donde o/, = a7, también es un primo. Esto completa la demostracién del teorema. [l

1.5. El grupo de unidades. Es claro que el conjunto de unidades del cuerpo K forman un
grupo abeliano (con la multiplicacién) y el conjunto de las raices de la unidad en K forman un
subgrupo.

Lema 1.25. Las raices de la unidad en un cuerpo K forman un grupo ciclico finito.
Denotamos el orden de este grupo por w.

Teorema 1.26. (Dirichlet) Sea K un cuerpo de nimeros. Sea ri el nimero de conjugados
reales de K y 2ry el numero de conjugados complejos. Sea r = r1 + ro — 1. Entonces existen
¢ una raiz de la unidad en K y €q,...€. unidades en K tales que toda unidad en K se puede
escribir de manera unica en la forma

e=Ch ek

cCry

donde ky, ..., k. € Z yke{0,1,...,w}.

El grupo de unidades es un grupo abeliano finitamente generado que tiene una parte de
torsién, que es exactamente el grupo de raices de la unidad que estan en K y una parte libre
con exactamente r = r; + ro — 1 generadores.

2. CUERPOS CUADRATICOS
2.1. Generalidades.

Definicién 2.1. Un cuerpo cuadrdtico es un cuerpo de numeros algebraico de grado 2.
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Notemos que si K es un cuerpo cuadratico podemos suponer que es de la forma K = Q(y/m)
con m un entero libre de cuadrados. En efecto como [K : Q] = 2 entonces para todo 0 # a € K
tenemos que 1, a, o son linealmente dependientes sobre Q. Es decir todo nimero a € K es
raiz de un polinomio en Q[z] de grado a lo mas 2. Pero K debe contener algiin elemento 3
cuyo polinomio minimal sea de grado 2, pues sino tendriamos que K = Q. Entonces {1, 3}
es una Q-base de K, es decir K = Q(f). Podemos suponer que as3* + a13 + ag = 0 con
ag, a1, ay € Z'y as # 0. Completando cuadrados obtenemos que v = 2as3+ a; satisface v2 = m,
con m = a? — 4agay. Por lo tanto K = Q(v). Ademds podemos suponer que m es libre de
cuadrados.

Definicién 2.2. Un cuerpo cuadratico se dice real si K C Ry complejo en caso contrario.

Un cuerpo cuadratico K es real si y sélo si K = Q(y/m) con m un niimero natural mayor que
1, libre de cuadrados. Notemos también que si un cuerpo K es cuadratico imaginario entonces

KNR=Q.

Todo elemento « en el cuerpo K es de la forma o = p + ¢/m con p,q € Q. Definimos
o' =p—gy/m. Como « es raiz del polinomio
(2.1) (r—a)(r—d) =2 (a+ )z +ad = 2> —2pr +p* — ¢ € Q]
tenemos que o' es el conjugado de a.

Consideremos en K la aplicacion dada por multiplicar por el elemento o € K, es decir
x — ax. Esta aplicacién es Q-lineal y su matriz en la base {1,1/m} es A = (g q;n) . Notemos

que el polinomio caracterisitico de A es justamente (z—a))(x—a’). Por lo tanto para o« = p+qg/m
tenemos que
Trg(a)=Tr(A)=2p=a+d €Q
Ni(a) = det(A4) = p* —mg® = ad’ € Q
Tenemos la siguiente caracterizacién de los enteros algebraicos en el cuerpo K.

Proposicién 2.3. Sea o« € K. Entonces a es un entero algebraico si y solo si Tri(a) y
NK<Oé) e 7.

Demostracion. Sea o = p + q/m € 9. Si el polinomio minimal de « es de grado uno entonces
es de la forma x — a con a € Z, por lo tanto p = a y ¢ = 0. Luego Trg(a) = 2a € Z y
Ng(a) = ad’ = a® € Z. Si el polinomio minimal de « es de grado 2, digamos z? + cx + d con
¢,d € Z. Como a y o son raices del polinomio minimal entonces —c = 2p = a + o/ = Trg ()
vy d = p* —mqg*> = ad’ = Ng(a).

Recicrocamente si un elemento o = p+ gy/m en K satisface que a+a’ € Z y ad’ € Z entonces
por (2.1) el polinomio minimal de a es ménico y de coeficientes enteros, luego « es un entero
algebraico. 0

Usaremos el resultado anterior para construir explicitamente una base entera de Q(y/m)
Teorema 2.4. Los enteros algebraicos de Q(y/m) son de la forma
a+bym sim = 2,3 (mod 4)
a+b% sim =1 (mod 4)
con a,b € 7.

Observacion 2.5. Notemos que como m es libre de cuadrados, el caso m = 0(mod 4) no es
posible.
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Demostracion. Sea o = p + ¢/m un entero algebraico en K, p,q € Q. Entonces a = 2p,
b = p? — ¢*m pertenecen a Z lo que implica que % € Z. En particular 4¢>m € Z. Como
m es libre de cuadrado se sigue que ¢ = f/2 para algin f € Z y que a®> — f*m = 0(mod 4).

Si m = 1(mod 4) entonces a®? = f? (mod 4), en particular a y f tienen la misma paridad (o

sea que (a — f)/2 € Z). Luego « es de la forma
a=pt+ag/m=2+Ly/m="5l 4 (O™

Notemos que si m = 1 (mod 4) entonces 1+§/ﬁ € 9.

Si m = 2,3(mod 4) entonces a®> — f>m = 0(mod 4) si y sélo si a y f son ambos pares.
Entonces p, ¢ € Z. Esto completa la demostracion del teorema. 0

Corolario 2.6. Si m = 2,3 (mod 4) entonces {1,v/m} es una base entera de Q(y/m).

Sim = 1(mod 4) entonces {1, 1+ﬁ} es una base entera de Q(y/m).

Si {wq,wy} es un base entera de K = Q(y/m) definimos el discriminante del cuerpo K como

el cuadrado del determinante de la matriz (3/1 5,2 . Si {v1,v2} es otra base entera de K
1 Wy

entonces vy = pwy + qwg y v; = 1wy + swy con p,q,r,s € Z. Si P = ]; z tenemos que

det P = +1. Por lo tanto la definicién de discriminante de un cuerpo es independiente de la

base elegida. Usando el Teorema 2.4 obtenemos que el discriminante de un cuerpo cuadratico

Q(v/m) es

(2.2) d:{m sim =1 (mod 4)

4m  sim =2,3(mod 4)

Notemos que el discriminante de un cuerpo cuadratico siempre es congruente a 0 o a 1 modulo
4.

Ademaés podemos que hemos probado lo siguiente:

Proposicién 2.7. Sea K un cuerpo cuadrdtico K con discriminante d. Entonces K = Q(\/d)
y {1, %&} es una base entera del anillo O de enteros algebraicos en K.

Ejemplo 2.8.

1. K = Q(i) es un cuerpo de discriminante d = —4. Su anillo de enteros es Z[i] = Z + iZ
y se denomina el anillo de enteros de Gauss.

2. Si K =Q(V—3), sea p = % entonces p € O v {1, p} es una base entera de K.
Notemos que p es una raiz cibica de la unidad y que K = Q(p). Su discriminante es
d=-3.

2.2. Ejemplo: Los enteros de Gauss. Repasemos algunos de los conceptos vistos hasta el
momento en el caso de cuerpo Q(3).

Su anillo de enteros es Z[i]| = {a +ib: a,b € Z} pues —1 = 3 (mod 4). Si a = a +ib € Q(7)
entonces el conjugado de « es o = a — ib (notar que coincide con el conjugado complejo del
nimero «). Adem4s la norma de a es N(a) = a® + b* > 0.

Las unidades de Q(i) son {1,i, —1, —i}, pues son las tnicas soluciones de a*> + b? = +1. O
sea en este caso el grupo de unidades es un grupo finito isomorfo a Z,. Se sigue de esto que si
a es un entero de Gauss, los asociados de a son «, ic, —ar, —ic.

Proposicién 2.9. Sean «, 5 € Z[i|, 3 # 0. Entonces existen ,~v € Z[i] tales que oo = By +0 y
N(5) < N(B).
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Demostracion. Como ( # 0 podemos escribir el niimero complejo

a
Bzx—i—iy, (z,y € R).
Sean m,n € Z tales que |t —m| < 1y |y —n| < 1. Definimos v = m+ni € Z[i] y § =

Bz —m+i(y —n)). Claramente § = v+ %, de donde vemos que 6 € Z[i]. Adems, como

NG =@=—mP+y-—n?<i+i=3

obtenemos que N(§) < 1N(3) < N(B). O

Definicién 2.10. Sean «, § € Z[i]. Decimos que § € Z[i] es el mdzimo comin divisor de ay 3
si 0 divide a o y a 3 y si cada vez que un elemento v divide a a y a ( entonces también divide
a 0. Denotamos § = («, ().

Es claro que el méximo comun divisor de o y a 3, si existe, es inico excepto por la ambigedad
entre elementos asociados. Si (o, 3) es una unidad, decimos que « y 3 son coprimos 'y tomamos

(a, B) = 1.
Proposicién 2.11. Si a, 3 € Z[i] son no nulos entonces existe el mdzimo comun divisor
(o, B) € Z[i]. Mas atin existen v,d € Z[i] tales que (o, f) = ary + 6.

Demostracion. Sea I = {ay + [0 : ~,6 € Z[i]}. Es facil ver que I es un ideal en el anillo Z[i].
Sea Ao = ayp + £y un elemento de norma minima en I. Por Proposicién 2.9 existen o, 7 € Z]i]
tales que o = o \g + 7, con N(7) < N()\g). Entonces 7 = a — g )\g € I y por la minimalidad de
N(Xo) obtenemos que 7 = 0, es decir que Ay divide a 5. Como A\g = a7y + [3dy, todo divisor
comun de a y 3 debe dividir a A\g. Por lo tanto A\ es el maximo comun divisor de v y J y se
cumple la relacién («, 3) = ayy + (. O

Proposicién 2.12. Sea o € Z[i| un nimero primo. Entonces si o divide al producto [~y
(o, B € Z[i]), implica que o divide a 3 0 a 7.

Demostracion. Si « divide a (7 entonces 3y = ao para algin o € Z[i]. Podemos asumir que
a no divide a [ y probar que a debe dividir a . El méximo comun divisor («a, 3) divide a «
que es primo, por lo tanto (a, 3) = 1. Por proposicién anterior tenemos que 1 = ap + (39, para
algin p, 0 € Z[i]. Luego

vy =ayp+ Byd = ayp+ acd = alyp + 0d),
lo que muestra que « divide a . ([l

Teorema 2.13. (Teorema fundamental de la aritmética para enteros de Gauss)

Todo elemento no nulo en Zi] se escribe como producto de primos en forma (esencialmente)
tnica. Mas precisamente si o € Z[i|, o # 0 entonces o = ... 7, para algunos primos
Ty, T € Z[i]. Ademds st a = w1y ... 7. = 01...0s son dos factorizaciones de o como pro-
ducto de primos entonces r = s y, despus de una permutacion de indices, m; es asociado a o;,
para 1 <1 <.

Demostracion. La existencia de tal descomposicion fue probada en general para cualquier cuer-
po en el Teorema 1.23. Para probar la unicidad supongamos que @ = my...m. = 01...0, son
dos factorizaciones de o como producto de primos. Podemos suponer r» < s. Como m; divide
al producto oy...0, y m es primo, por Proposicién 2.12, m; divide a algiin o;, digamos a
o1. Entonces o1 = €;my, con €; € Z[i]. Como oy es primo entonces €; es una unidad. Ahora
cancelamos 7, en ambas factorizaciones y nos queda my...m,. = €105...0,. Continuamos con
este proceso hasta que en el lado izquierdo nos quede un 1. Si tuviramos que r < s entonces
obtenemos 1 = €; ...€,0x41 ...0s y tomando normas llegamos a una contradiccién. Por lo tanto
concluimos que r = s y que cada 7; es asociado a ;. O
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2.3. Cuerpos en los cuales el teorema fundamental es falso. El teorema fundamental
de la aritmética, es verdadero en los cuerpos Q y Q(7), lo que dice que el anillo de enteros
de estos cuerpos son dominios de factorizacion unica. Pero esto no es cierto para todo cuerpo
de ntimeros. Los ejemplos mas simples son Q(y/m) con m = —5 (cuerpo complejo) y m = 10
(cuerpo real).

2.8.1.  FEl cuerpo Q(v/—5). Como —5 = 3 (mod 4) el anillo de enteros de Q(v/—5) es Z[v/—5] =
{a ++vV—5:a,€ Z}. Veamos que el entero 1 + y/—5 es un primo en Z[y/—5]: Si

1++vV-=5=(a+bv-=5)(c+dv-b),
entonces tomando norma a ambos miembros obtenemos que
6 = (a® + 5b*)(c* + 5d?).

Si ninguno de los factores en la descomposicién de 1+ y/—5 es una unidad entonces (a? + 5b°)
debe ser 2 0 3, lo cual es un absurdo, por lo tanto 1 + /=5 es primo.

Del mismo modo podemos ver que los nimeros 2,3, 1 — /=5 también son primos. Entonces
el nimero 6 tiene dos descomposiciones distintas en primos:

6=2-3=(1+v=5)(1 - V=5

La falsedad del teorema fundamental de la aritmética en estos cuerpos se debe a la falsedad
de otros teoremas centrales in la aritmética de Z. Por ejemplo si a y 3 son enteros en Z sin
factores comunes existen enteros A, p tales que

1 =a\+ (.
Este teorema es falso en Q(v/—5), por ejemplo 3 y 1+ 1/—5 son primos y si tuviramos que
1=3(a+bv—=5)+ (1+vV-5)(c+dv-5)

entonces
3a+c—bd=1 3b+c+d=0,

lo que implica que 3a — 3b — 6d = 1, lo cual es imposible.
2.3.2.  El cuerpo Q(+/10). Como 10 = 2 (mod 4) el anillo de enteros de Q(+/10) es Z[/10] =
{a+ /10 : a, € Z}. En este caso tenemos que
6=2-3=(4+10)(4 — V10).

Es sencillo ver que 2,3, (4 + v10) y (4 —+/10) son primos en Z[v/10]. Por ejemplo si 2 =

(a + bv/10)(c + dv/10) entonces tomando norma a ambos miembros tenemos que
4 = (a* — 106*)(c* — 10d?).

Si ninguno de los factores es una unidad entonces (a? —10b%) debe ser 2. Pero esto es imposible

porque ni 2 ni —2 son residuos cuadréticos médulo 10. Por lo tanto 2 es primo en Z[v/10].

2.4. Cuerpos Euclideos. La aritmética en aquellos cuerpos donde el teorema fundamental
es verdadero es muy similar a la aritmética de Z. El problema de determinar en cuales cuerpos es
valido este teorema no es sencillo. A continuacién daremos algunos resultados en esta direccién.

Para Z[i] probamos este teorema a partir de un analogo del algoritmo de Euclides. Supong-
amos que la siguiente afirmacién es cierta en K = Q(y/m):

(2.3)  Si0# 7,7y € Ok existen k, 7, € Ok tales que v = ky; + 72 con |N(7y)| < |N(m)l.

En este caso decimos que existe un algoritmo de Euclides en Q(y/m) o que el cuerpo es
FEuclideo. Siguiendo el mismo procedimiento que para Z[i], obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 2.14. FEl teorema fundamental de la aritmética es verdadero en todo cuerpo Euclideo.

Observacion 2.15. La reciproca no es cierta ya que Q(v/—19) y Q(1/—43) son cuerpos en los
que el anillo de enteros es un dominio de factorizacion tnica pero no admiten un algoritmo de
Euclides.

La condicién (2.3) es equivalente a
(2.4) Dados cualquier § en Q(v/m), existe k entero tal que |N(§ — k)| < 1.

En efecto veamos que (2.3) implica (2.4): dado § € K existe ¢ € Z tal que ¢d es un entero en
K, luego, por (2.3), existen x y 7y enteros tales que ¢d = ¢k +y con |N(v)| < |N(c)|. Entonces
IN(7)| = |[N(¢)N (6 — k)| < |N(c)|, lo cual implica que |N(§ — r)| < 1.

Reciprocamente veamos que (2.4) implica (2.3): Dados v,7; € O, 71 # 0, entonces existe
k€ O tal que [N(Z ) — k[ <1. Ahora vy = by + (v — k7) v [N(y = ky)| < [N ().

Tenemos la siguiente caracterizacion de los cuerpos cuadréaticos complejos que son Eucldeos.
Sim = —p < 0 es facil determinar los cuerpos en los cuales se cumple la condicién (2.4).

Teorema 2.16. Hay exactamente cinco cuerpos cuadrdticos Eucldeos complejos Q(v/m) y son
los que tienen

m=—1,-2,-3,—7,—11.

Demostracion. Vamos a separar dos casos:
i) Sea m # 1 (mod 4). La condicién en (2.4) para 6 = 1 + +1/m es

(0= 37+ uly — 3’ < 1.

para algin z,y € Zy m = —p < 0. Como (y —3)®> > 1y (x — 3)*> > 5 entonces  + 1p < 1
y por lo tanto p debe ser 4 = 1 o 2. En ambos casos la condicién (2.4) se cumple para todo
d =1+ sym € Q(/m), con k = x + yy/m, donde z e y son los enteros mas prximos a r y s
respectivamente.

ii) Si m = 1 (mod 4), los enteros de Q(y/m) son de la forma z + y@ con z,y € Z. Una

condicién necesaria para que se cumpla (2.4) para § = }1 + iﬁ es que % + 11—6u < 1. Como
ademds p = —m = 3 (mod 4) los tnicos posibles valores de u son 3,7,11.
Dado 6 = r + sy/m tomamos z,y € Z tales que [2s —y| < 1 y |r — 2 — 3y| < 1. Poniendo

K=x+ y@ obtenemos

IN@=r)=l(r—z—gy+us— gyl < j+ =1 <L
U

Incluimos los siguiente teoremas para completar el estudio de estos temas, pero las demostra-
ciones escapan al alcance de estas notas.

Teorema 2.17. Hay eractamente nueve cuerpos cuadrdticos complejos Q(y/m) en los que vale
el teorema fundamental de la aritmética. Son los que tienen

m=—1,—-2,-3,-7,—11,—-19, —43, —67, —163.
Los cuerpos cuadraticos reales que admite un algoritmo de Euclides son mas numerosos.
Teorema 2.18. Sim > 0 el cuerpo Q(y/m) es Euclideo si y sdlo si
m=2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21,29, 33,37,41,57,73.
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2.5. Suma de dos cuadrados. Como una aplicacién de la aritmética de Z[i] daremos una
caracterizacion de los nimeros naturales que son suma de dos cuadrados. Este resultado fue
enunciado por Fermat alrededor del ano 1640 y probado por Euler en 1793.

Denotaremos F, el cuerpo finito de g elementos y [F;* el grupo multiplicativo de los elementos
no nulos en F,.

Teorema 2.19. Sea p € N un primo impar. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1) p=1(mod4).
2) —1 es un cuadrado en F,, es decir la congruencia z* = —1(mod p) tiene una solucion
en 7.
3) p es suma de 2 cuadrados.

Demostracion. 1) < 2). Para cada y € F) definimos el conjunto

Py - {y7 -Y, y_17 _y_l}‘

Es fécil ver que estos conjuntos definen una particion en F. Genéricamente este conjunto tiene
4 elementos pero podria tener menos elementos. Por ejemplo, podrfamos tener que y = y~!:
esto sucede exactamente cuando y = £1, en cuyo caso P, = {1, —1}. Ademads podria suceder
que y = —y~!: esto ocurre exactamente cuando —1 es un cuadrado médulo p, en cuyo caso el
correspondiente conjunto P, tiene 2 elementos. La situacién y = —y nunca es posible porque y
es inversible y p es impar. Resumiendo, hemos construido una particiéon de F (que tiene p — 1
elementos) en clases de 4 elementos, con a lo més 2 excepciones, que tienen 2 elementos cada
una. Notemos que la clase excepcional P; siempre esta presente.

Entonces si p = 1(mod4) debe haber dos clases con 2 elementos, es decir que —1 es un
cuadrado médulo p. Si p = 3 (mod 4), hay una sola clase con dos elementos y por lo tanto —1
no es un cuadrado modulo p.

2) = 3). Supongamos que —1 es un cuadrado médulo p. Entonces existe = € Z tal que p
divide a 2% +1 = (x —i)(x +1i) en Z[i]. Si p fuese primo en Z[i| entonces deberia dividir a x +
0 a x — 1, pero esto no es cierto porque los niimeros %ﬂ no son enteros en Q(4). Por lo tanto p
no es primo en Z[i]. Entonces podemos factorizar p = a5 con N(a) > 1y N(f) > 1. Tomando
normas obtenemos que p? = N(p) = N(a)N(3). Esto implica que p = N(a) = N(3) y luego p
es suma de dos cuadrados.

3) = 2). Si p es suma de dos cuadrados, digamos p = a* + b? entonces a y b son inversibles
médulo p. Sea ¢ € Z tal que be = 1 (mod p). Entonces pc? = (ac)? + (be)?, de donde se sigue
que 0 = (ac)® + 1(mod p), o sea —1 es un cuadrado médulo p. O

Corolario 2.20. Un entero n > 2 es suma de 2 cuadrados si y solo si todo nimero primo
p = 3 (mod4) aparece con exponente par en la factorizacion en primos del nimero n.

Demostracién. Sea n = a®> + b*> y sea p un primo impar que divida a n. Sea p* la maxima
potencia de p que divide a a y a b, si denotamos x = ]%, Yy = z% tenemos que p%k = 22 + 9%
Supongamos que p divide a 2% 4+ 32, como p no divide a x o a y. Del mismo modo que en la
prueba de 3) = 2) del Teorema 2.19, podemos deducir que —1 es un cuadrado médulo p lo
que es equivalente a que p = 1 (mod 4). Por lo tanto tenemos que los primos p = 3 (mod 4)
aparecen con exponente par en la factorizacién de n.

La prueba de la reciproca se deja como ejercicio para el lector. O

2.6. Primos en Z[i]. Empezamos viendo un criterio para decidir cuando un entero de Gauss
es coprimo con un numero natural.

Lema 2.21. Sea m € Z y o € Z[i]. Entonces (m,a) =1 si y sélo si (m, N(«)) = 1.
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Demostracion. Si (m,«) = 1 entonces existen 7,0 € Z[i] tal que 1 = m~y + «d. Entonces
N(@)N(0) = N(1 = my) = (1 =m)(1 = m7) = 1 = (y +F)m + N(y)m?,

equivalentemente N(a)N(8) + (v +7¥)m — N(y)m? = 1. Notar que v+ 7 y N(v) pertenecen a
Z. Por lo tanto si § € Z[i] divide a m y a N(a) entonces divide a 1, lo que muestra que 3 es
una unidad.

Reciprocamente supongamos que (m, N(a)) = 1. Si 0 € Z[i] divide a m y a «, como N(«a) =
aa entonces ¢ divide a 1 y por lo tanto es una unidad. 0

Proposicién 2.22. Un entero de Gauss m € Z[i] es primo si y solo si se cumple una de las
siguientes condiciones:

1. N(m) =2 (en este caso w es asociado a 1 +1, es decir m € {1 £1i,—1+1i}).
2. N(m)=p, donde p es un primo en Z, p =1 (mod 4).
3. m es asociado a q, con q un primo en Z, ¢ = 3 (mod 4).

Demostracion. Supongamos que 7 es un primo en Z[i] y sea p un primo en Z que divida a
N(7). Sea 6 = (p,m). Por el Lema 2.21, § no es una unidad y como 7 es primo, § es asociado a
7, por lo que podemos asumir que § = 7. Luego p = 7y, para algtin v € Z[i|]. Tomando normas
tenemos que p> = N(m)N(v), o equivalentemente

Tenemos dos situaciones posibles:

a) %ﬂ) =1, dice que N(m) = p. Luego p es suma de dos cuadrados y por el Teorema 2.19

tenemos que p =2 o p =1 (mod4).
b) N(y) = 1, en tal caso 7 es asociado a p y p es un primo en Z[i]. Por lo tanto p no es
suma de dos cuadrados, es decir p = 3 (mod 4).

Veamos ahora la reciproca. Por Proposicién 1.20 sabemos que si N(7) es primo en Z entonces
7 es primo en Z[i]. Por lo tanto si N(m) =2 o0 N(7m) = p con p = 1 (mod 4) entonces 7 es primo
en Z[i]. Por otra parte, si ¢ es un primo en Z, ¢ = 3 (mod4) entonces ¢ sigue siendo primo
en Zli]: en efecto, si ¢ = aff para algin «, 3 € Z[i] entonces, tomando normas obtenemos que
q* = N(a)N (). Como ¢ no es suma de dos cuadrados no puede suceder que ¢ = N(a) = N(3),
por lo tanto v 0 3 es una unidad en Z[i]. O
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