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Una introducción a la teoŕıa de grupos



1. Introducción

La relación de congruencia módulo un entero positivon determina una relación de equiva-

lencia en el conjunto de los números enteros. Las operaciones de suma y multiplicación entera

inducen operaciones similares entre las clases de equivalencia. Cada una de estas clases se iden-

tifica con un elemento del conjunto{0, 1, . . . , n − 1}, al que denotaremosZn, y este conjunto

queda entonces dotado de dos operaciones: suma y multiplicación módulon.

Esto da lugar a la construcción de una familia de estructuras algebraicas,Zn, que reciben

el nombre degrupos de congruencia. Los grupos, en general, son conjuntos munidos de una

operación que es asociativa, con elemento neutro y en la quecada elemento tiene un inverso

con respecto a dicha operación. En este texto se desarrollafundamentalmente los grupos de

congruenciasZn y los grupos de permutacionesSn como ejemplos de grupos conmutativos y

no conmutativos, respectivamente. Se presenta además la teorı́a introductoria a la estructura

de grupo, definiendo además grupos cı́clicos, generadores, subgrupos, coclases y el clásico

Teorema de Lagrange.

Estas notas fueron escritas inicialmente como parte de los contenidos de un curso déAlge-

bra y Matemática Discreta, dictado en FAMAF en los años 2001 y 2002, para estudiantes de

primer año. Al final del texto se ha incluı́do una lista de ejercicios y referencia a bibliografı́a

complementaria para quien desee profundizar en estos temas.

Es mi mayor deseo que estas notas sean útiles, tanto al estudiante como parte de su for-

mación matemática, como al docente en su tarea de formar. Agradezco todas las sugerencias y

comentarios que permitan mejorar esta presente edición.

2. Congruencias

Denotaremos conN y Z a los números naturales y enteros, respectivamente. Sim y n son

números enteros, yn 6= 0 diremos quem divide a n o quen es un ḿultiplo dem si n = q · m

para algún enteroq. Equivalentemente, si el resto de la división den porm es0.
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Se dice que un número enterop esprimosi p es distinto de1 y de−1 y sus únicos divisores

sonp, −p, 1 y −1. Por ejemplo,2, 3, −11 y 53 son números primos. Se dice que dos números

enteros soncoprimosentre sı́ si no tienen ningún divisor común, excepto el1 y el −1. Por

ejemplo,10 y 21 son coprimos entre sı́, ya que2, 5 y 10 no son divisores de21. También

podemos decir que dos números enterosa y b son coprimos si los primos que aparecen en la

factorización dea no aparecen en la factorización deb.

DEFINICIÓN 2.1. Dado un número naturaln, decimos que dos números enterosa y b son

congruentes ḿodulon si (a − b) es divisible porn y se escribe

a ≡ b mod (n).

Por ejemplo,

27 ≡ 12 mod 5 y − 2 ≡ 16 mod 3

puesto que27 − 12 = 3 · 5, y −2 − 16 = −18 = (−6) · 3.

Notemos que sir es el resto de la división porn de un enteroa, entoncesa es congruente a

r módulon. Por lo tanto, podemos decir que dos enteros son congruentesmódulon si tienen el

mismo resto en la división porn.

Por ejemplo,27 y 12 tienen resto2 en la división por5, mientras que−2 y 16 tienen resto1

en la división por3 (notar que−2 = 3 · (−1) + 1).

LEMA 2.2. Sia ≡ b mod (n) y c ≡ d mod (n), entonces

a + c ≡ b + d mod (n) y a · c ≡ b · d mod (n).

PRUEBA. Según la Definición 2.1 debemos mostrar que(a + c)− (b + d) y (a · c)− (b · d)

son enteros divisibles porn. En efecto,

(a + c) − (b + d) = (a − b) + (c − d)

(a · c) − (b · d) = (a − b) · c + b · (c − d).

En ambos casos el miembro derecho es una suma de múltiplos den, y por lo tanto es divisible

porn. �
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Una consecuencia de este lema es que sia ≡ b mod (n), entonces podemos multiplicar

miembro a miembrok congruencias de éstas y obtener

ak ≡ bk mod (n),

dondeak y bk indican el producto repetidok veces dea y b respectivamente.

Dado que además todo número es congruente a sı́ mismo, es decir c ≡ c mod (n), tenemos

también que sia ≡ b mod (n) entonces

a · c ≡ b · c mod (n),

cualquiera sea el enteroc. Pero en general no es cierto que sia · c ≡ b · c mod (n) entonces

a ≡ b mod (n), es decir no siempre es posible “simplificar”. Veamos esto enun ejemplo:

6 · 5 ≡ 4 · 5 mod (10),

pero no es cierto que6 ≡ 4 mod (10). Precisamos esto en el siguiente lema:

LEMA 2.3. Seana, b, c ∈ Z, n ∈ N tales quea · c ≡ b · c mod (n). Sic y n son coprimos

entoncesa ≡ b mod (n).

En efecto, puesto quen divide aa · c− b · c = (a− b) · c, entonces los divisores primos den

deben dividir a(a − b) o ac. Al sern y c coprimos entre sı́ esto implica que todo divisor primo

den divide aa − c, y por lo tanton divide aa − c. Equivalentemente,a ≡ c mod (n).

Las propiedades que hemos visto en esta sección nos permitirá definir operaciones de suma

y multiplicación en el conjunto{0, 1, 2, . . . , n − 1}. Presentamos entonces nuestra próxima

sección.

3. Aritm ética Modular

ConsideremosZn el conjunto de los restos posibles de la división de un número entero por

n.

Zn = {0, 1, 2, . . . , n − 1}
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EnZn están definidas las operaciones⊕ y ⊙ del siguiente modo: Sia, b, c y d ∈ Zn, entonces

a ⊕ b = c si a + b ≡ c mod (n),

a ⊙ b = d si a.b ≡ d mod (n),

Notemos quea ⊕ b y a ⊙ b están bien definidas por la unicidad del resto en la división por

n. Veamos un ejemplo:

EJEMPLO 3.1. EnZ6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} tenemos

2 ⊕ 3 = 5 pues2 + 3 ≡ 5 (6),

2 ⊙ 3 = 0 pues2 · 3 ≡ 0 (6).

5 ⊕ 4 = 3 pues5 + 4 ≡ 3 (6),

5 ⊙ 4 = 2 pues5 · 4 ≡ 2 (6).

Las operaciones⊕ y ⊙ cumplen las siguientes propiedades:

a) Propiedad conmutativa para la suma y para el producto:

a ⊕ b = b ⊕ a, a ⊙ b = b ⊙ a, ∀a, b ∈ Zn.

b) Propiedad asociativa para la suma y para el producto:

(a ⊕ b) ⊕ c = a ⊕ (b ⊕ c), (a ⊙ b) ⊙ c = a ⊙ (b ⊙ c), ∀a, b, c ∈ Zn.

c) Existencia de un elemento neutro para la suma:

a ⊕ 0 = a, ∀a ∈ Zn,

d) Existencia de un elemento neutro para el producto:

a ⊙ 1 = a, ∀a ∈ Zn,

e) Propiedad distributiva del producto con respecto a la suma:

a ⊙ (b ⊕ c) = (a ⊙ b) ⊕ (a ⊙ c), ∀a, b, c ∈ Zn.



10

f) Existencia del opuesto con respecto a⊕:

Para cadaa ∈ Zn, existe un únicoa′ ∈ Zn tal quea ⊕ a′ = 0

PRUEBA. Los incisos (a) hasta (e) se deducen de las propiedades de lasuma y el producto

en los números enteros, y las propiedades de la congruencia.

Veamos f). Sia = 0, entoncesa′ = 0. Si a 6= 0 entoncesa′ = n − a ∈ Zn. Además

a + (n − a) = n ≡ 0 (n) por lo quea ⊕ a′ = a ⊕ (n − a) = 0. Por otro lado, sia ⊕ a′ = 0

y a ⊕ a′′ = 0, entoncesa ⊕ a′ = a ⊕ a′′. Sumando a ambos miembros un opuesto dea, por

ejemploa′, concluimos quea′ = a′′, es decir que el opuesto es único. �

Notemos que la suma⊕ es una operación enZn que satisface las siguientes propiedades:

(a) a ⊕ b ∈ Zn para todoa, b ∈ Zn,

(b) ⊕ es asociativa,

(c) existe un elemento neutro para la suma⊕, que denotamos con0, y

(d) cada elementoa ∈ Zn tiene un opuesto o inversoa′ enZn.

Un conjuntoG con una operación interna que satisface propiedades como las enunciadas

anteriormente es ungrupo. Precisamos este concepto en la próxima sección.

4. Grupos

DEFINICIÓN 4.1. Un grupo es un par(G, ∗) dondeG es un conjunto y∗ es una operación

binaria enG que satisface:

(a) x ∗ y ∈ G para todox, y ∈ G,

(b) x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z para todox, y, z ∈ G,

(c) existee ∈ G tal quee ∗ x = x = x ∗ e, para todox ∈ G,

(d) para todox ∈ G existex′ ∈ G tal quex ∗ x′ = x′ ∗ x = e.
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EJEMPLO 4.2.

(1) (Z, +) es un grupo, dondee = 0 y a′ = −a, para cadaa ∈ Z.

(2) (Zm,⊕) es un grupo, dondee = 0 y a′ = m − a para cadaa 6= 0

(3) (Z, ·) no es un grupo, pues sólo 1 y−1 tienen inverso.

(4) (Q − {0}, ·) es un grupo, dondee = 1 y a′ = 1
a
.

Notemos que(Zm,⊙) no es un grupo pues0 no tiene inverso respecto de⊙. Por otro lado0

no siempre es el único elemento deZm que no tiene inverso, por ejemplo enZ6

2 ⊙ 3 = 0

por lo que2 y 3 no pueden tener un inverso.

LEMA 4.3. r ∈ Zm tiene inverso respecto de⊙ si y śolo si (r, m) = 1.

PRUEBA. Si r tiene inverso entonces existes ∈ Zm tal quer ⊙ s = 1. Eso significa que

r.s ≡ 1 (m). Por lo tanto existeq ∈ Z tal que

s.r + q.m = 1.

Luegor y m son coprimos.

Recı́procamente, si(r, m) = 1 entonces existens y t enteros tales ques.r+ t.m = 1. Luego

s.r ≡ 1 (m). Por otro lado existes1 ∈ Zm tal ques ≡ s1 (m) y por lo tantos.r ≡ s1.r (n) o lo

que es lo mismos1 ⊙ r = 1. Luegor tiene un inverso. �

No es difı́cil ver que sia, b ∈ Zm son inversibles, entoncesa ⊙ b también lo es. SeaZ∗

m el

subconjunto formado por los elementos inversibles deZm:

Z∗

m = {k ∈ Zm | (k, m) = 1},

entonces(Z∗

m,⊙) es un grupo.
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EJEMPLO 4.4. En adelante, usaremos la notación abreviadaZm y Z∗

m para referirnos a los

grupos(Zm,⊕) y (Z∗

m,⊙), respectivamente.

(i) Z∗

2 = {1}, es el grupo trivial,

(ii) Z∗

3 = {1, 2}, y 2 ⊙ 2 = 1 ⊙ 1 = 1 y 2 ⊙ 1 = 1 ⊙ 2 = 2.

(iii) Z∗

12 = {1, 5, 7, 11}, aquı́a ⊙ a = 1, para todoa ∈ Z∗

12.

Si en un grupo(G, ∗), G tiene una cantidad finita de elementos, podemos hacer una tabla de

doble entrada para representar la operación del grupo.

EJEMPLO 4.5. Las operaciones⊕ y ⊙ enZ4 y Z∗

5 pueden ser resumidas en las siguientes

tablas, donde para calculara ∗ b debemos mirar en la fila correspondiente aa y la columna

correspondiente ab.

⊕ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

y

⊙ 1 2 3 4

1 1 2 3 4

2 2 4 1 3

3 3 1 4 2

4 4 3 2 1

EJEMPLO 4.6. Consideremos un triángulo equilátero△ en el plano, y sea

G el conjunto de todos los movimientos rı́gidos del plano que dejan estable al

triángulo. Este conjunto tiene 6 elementos, también llamados simetŕıas del triángulo:
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La transformaciónid es la identidad en el plano,r y s son rotaciones en el sentido horario

en un ángulo deπ
3

y2π
3

respectivamente, yx, y y z son reflexiones respecto del eje marcado en
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la figura. La composición de dos simetrı́as es una simetrı́a. Si llamamos

G∆ = {id, r, s, x, y, z}

y ∗ representa la composición dos transformaciones, entonces (G∆, ∗) es un grupo.

La tabla correspondiente a(G∆, ∗) es la siguiente:

* id r s x y z

id id r s x y z

r r s id y z x

s s id r z x y

x x z y id s r

y y x z r id s

z z y x s r id

Notemos quex ∗ y = s y y ∗ x = r, es decir que la operación∗ no es conmutativa. Los

inversos están dados por:

(id)′ = id, r′ = s x′ = x y′ = y z′ = z.

De ahora en más simplificaremos nuestra notación cuando sea posible. Si(G, ∗) es un grupo

nos referiremos algrupo Gy usaremos la notaciónxy en lugar dex∗y, 1 en lugar dee y x−1 en

lugar dex′. No debe confundirse esta notación de yuxtaposición con la multiplicación ordinaria

de números. Las únicas propiedades que supondremos ciertas son las que definen a un grupo.

Es decir, six, y, z ∈ G, entonces

(xy)z = x(yz), x 1 = 1 x = x, xx−1 = x−1x = 1.

En particular, no supondremos quexy = yx.

DEFINICIÓN 4.7. SeaG un grupo. Se dice queG esconmutativoo abelianosi xy = yx

para todox, y ∈ G.
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EJEMPLO 4.8. (Z, +), (Zn,⊕) y (Z∗

n,⊙) son grupos conmutativos. En cambio(G∆, ∗) no

es conmutativo, puesto que por ejemplox ∗ y 6= y ∗ x.

EJEMPLO 4.9. ConsideremosS3 el conjunto formado por las permutaciones de{1, 2, 3},

con la operación de composición. Luego(S3, ◦) es un grupo. Si tomamos los elementosπ y

τ ∈ S3 dados por

π(1) = 2 π(2) = 1 π(3) = 3,

τ(1) = 2 τ(2) = 3 τ(3) = 1,

entonces(π ◦ τ)(1) = 1 pero(τ ◦ π)(1) = 3, por lo cualπ ◦ τ 6= τ ◦ π. Por lo tantoS3 no es un

grupo conmutativo.

El hecho que un grupo no sea conmutativo no significa que para todo a, b ∈ G deba ser

ab 6= ba; notemos que por ejemplo enG∆, rs = sr. Lo que se debe cumplir para que un grupo

no sea conmutativo es que existaalgúnpar de elementosa y b tales queab 6= ba.

TEOREMA 4.10. Seanx, y, z, a, b elementos de un grupoG. Entonces

xy = xz ⇒ y = z (cancelacíon a izquierda),(1)

ax = bx ⇒ a = b (cancelacíon a derecha).(2)

PRUEBA. ComoG es grupo, para todox ∈ G existe el inversox−1, luego

xy = xz ⇒ x−1(xy) = x−1xz ⇒ (x−1x)y = (x−1x)z ⇒ 1.y = 1.z ⇒ y = z.

La cancelación a derecha se prueba de una manera análoga. �
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Hasta ahora hemos hablado del elemento neutro y del inverso de un elementox, pero no

hemos dicho que exista sólo uno. El siguiente teorema asegura que son únicos.

TEOREMA 4.11. SeaG un grupo. Entonces

(i) El elemento neutro1 esúnico,

(ii) El inverso dex ∈ G esúnico.

PRUEBA. (i) Si 1 x = x para todox ∈ G y 1̃x = x para todox ∈ G, entonces por la

ley de cancelación a derecha concluimos que1 = 1̃.

(ii) Si xx′ = 1 = xx′′, entonces por la ley de cancelación a izquierda,x′ = x′′. Por ello

es que podemos llamarx−1 al inverso dex.

�

DEFINICIÓN 4.12. SeaG un grupo. Si|G| es finito decimos queG es finito y que elorden

de G es|G|. Si |G| no es finito decimos queG es un grupo infinito.

EJEMPLO 4.13. Z es un grupo infinito.Zn, Z∗

n, G∆ y S3 son grupos finitos. Tenemos que el

orden deZn esn, el deZ∗

n es la cantidad de números positivos coprimos conn menores quen,

y el orden deG∆ y S3 es 6.

Si G es un grupo yx ∈ G, definimos las sucesivas potencias positivas y negativas dex

como:

x1 = x xr = xxr−1, (r ≥ 2),

x−1 = x−1 x−r = x−1x−(r−1) (r ≥ 2).

Convenimos en quex0 = 1.
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EJERCICIO4.1. Probar quexm+n = xmxn.

EJEMPLO 4.14.

(i) En Z6, 25 = 2 ⊕ 2 ⊕ 2 ⊕ 2 ⊕ 2 = 4.

(ii) En Z, 25 = 2 + 2 + 2 + 2 + 2 = 10.

(iii) En Z∗

5, 25 = 2 ⊙ 2 ⊙ 2 ⊙ 2 ⊙ 2 = 2.

(iv) En G∆, r5 = r ∗ r ∗ r ∗ r ∗ r = s.

Notemos que si un grupo es finito yx ∈ G, las sucesivas potencias dex son elementos de

G y en consecuencia no son todas distintas. Luego existenk y h naturales distintos tales que

xk = xh. Si k > h, multiplicando ambos miembros porx−h obtenemos quexk−h = 1. De

aquı́ que podemos asegurar que existe algúnn ∈ N tal quexn = 1, y por el Principio de Buena

Ordenación existe un natural mı́nimo con esa propiedad.

DEFINICIÓN 4.15. SeaG un grupo finito, y seax ∈ G. El menor naturaln tal quexn = 1

se llama el orden dex enG. Si G es infinito se define el orden dex del mismo modo si es que

tal n existe. De lo contrario se dice que el orden dex es infinito.

EJEMPLO 4.16. Puesto que6x ≡ 0 (6) para todox ∈ Z, tenemos que para todox ∈ Z6,

x6 = 0. Sin embargo6 no es el orden de cada elemento deZ6, pues

3 ⊕ 3 = 0 y 2 ⊕ 2 ⊕ 2 = 0.

Luego el orden de3 es 2 y el orden de2 es 3. También el orden de4 es 3.5 es el único elemento

de orden 6 y 0 tiene orden 1.

EJEMPLO 4.17. En el caso deG∆, el orden der y el orden des es 3, mientras que el orden

dex, y y z es 2.
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Notemos que para cualquier grupoG, el orden de1 es 1.

TEOREMA 4.18. Seax un elemento de ordenm en un grupo finitoG. Entoncesxs = 1 si y

sólo sis es un ḿultiplo dem.

PRUEBA. Si s = km entoncesxs = xkm = (xm)k = 1k = 1. Recı́procamente, sixs = 1

entonces por definición de ordens ≥ m. Luego existenq y r, 0 ≤ r < m tales que

s = q.m + r.

Entonces1 = xs = xmq+r = xmqxr = 1.xr. Luegoxr = 1, por lo tantor = 0 y esto implica

ques es múltiplo dem.

�

4.1. Isomorfismo de Grupos.Consideremos los grupos(Z4,⊕) y (Z∗

5,⊙). Tomemos la

funciónf : Z4 7→ Z∗

5 dada por

f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 4, f(3) = 3.

Notemos quef es una función biyectiva, y cumple quef(0) = 1 (la imagen del elemento neutro

es el elemento neutro) y ademásf(a ⊕ b) = f(a) ⊙ f(b) para todoa, b ∈ Z4. Se dice entonces

quef preserva la estructura de los grupos.

DEFINICIÓN 4.19. SeanG1 y G2 dos grupos cualesquiera. Una biyecciónf : G1 7→ G2

se dice unisomorfismo de grupossi f(gg′) = f(g)f(g′), para todog, g′ ∈ G1. Si existe tal

isomorfismo,G1 y G2 se dicen isomorfos.



18

5. Grupos ćıclicos

DEFINICIÓN 5.1. Un grupoG se dice cı́clico si existex ∈ G tal que todo elemento deG es

una potencia dex. El elementox se dice quegeneraaG y escribimosG = 〈x〉.

EJEMPLO 5.2. Z con la operación de suma usual es un grupo cı́clico infinito,más precisa-

mente,Z = 〈1〉. Efectivamente, sin ∈ N, entonces

n = 1 + 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

n términos

= 1n.

Si n ∈ −N entonces

−n = 1−n, por lo cualn = 1n.

EJERCICIO5.1. Probar que los únicos generadores deZ son 1 y−1.

EJEMPLO 5.3. Z6 con la operación⊕ es un grupo cı́clico finito, generado por1 y también

por5. En efecto:

1 = 5 ⊕ 5 ⊕ 5 ⊕ 5 ⊕ 5,

2 = 5 ⊕ 5 ⊕ 5 ⊕ 5,

3 = 5 ⊕ 5 ⊕ 5.

4 = 5 ⊕ 5,

5 = 5.

EJEMPLO5.4. Z∗

7 y Z6 son grupos cı́clicos isomorfos. Una biyecciónf : Z∗

7 7→ Z6 está dada

por

f(3) = 1, f(3k) = f(3 ⊙ · · · ⊙ 3
︸ ︷︷ ︸

k

) = f(3) ⊕ · · · ⊕ f(3)
︸ ︷︷ ︸

k

= (f(3))k, para1 ≤ k ≤ 6.
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De este modo resulta

f(3) = 1, f(2) = 2, f(6) = 3, f(4) = 4, f(5) = 5, f(1) = 0.

EJEMPLO 5.5. El grupoG∆ no es un grupo cı́clico, puesto que ningún elemento deG∆

tiene orden6.

6. Subgrupos

Si G es un grupo yH ⊆ G, entonces se dice queH es unsubgrupodeG si los elementos

deH forman un grupo con respecto a la operación deG.

EJEMPLO 6.1. EnG∆, H = {id, r, s} es subgrupo puesr r = s, s s = r y r s = id. En

cambioT = {id, r, x} no es subgrupo deG∆ puesr x = y e y 6∈ T , y también porquer y x no

tienen inverso enT .

El siguiente teorema establece una condición necesaria y suficiente para que un subconjunto

de un grupoG sea subgrupo:

TEOREMA 6.2. SeaG un grupo y seaH un subconjunto deG, no vaćıo, que satisface:

(i) xy ∈ H, para todox, y ∈ H,

(ii) si x ∈ H, entoncesx−1 ∈ H.

EntoncesH es un subgrupo deG. SiG es finito, basta que se cumpla (i).

PRUEBA. La condición (i) nos dice que la operación de grupo es cerrada enH. La aso-

ciatividad se obtiene de la asociatividad enG. La existencia del inverso está dada por (ii). La
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existencia del elemento neutro enH se debe a que six ∈ H, entoncesx−1 ∈ H y por (i),

1 = x.x−1 ∈ H.

Supongamos ahora queG es finito. Luego parax ∈ H, xm ∈ H, para todom ∈ N. Luego

existen ∈ N tal quexn+1 = 1, por lo tantoxn es el inverso dex. �

EJEMPLO6.3. SeaG un grupo y seax ∈ G un elemento de ordenm. Entonces las potencias

dex

1, x, x2, . . . , xm−1

forman un subgrupo deG, llamadosubgrupo ćıclico generado porx, y se denota〈x〉. El orden

del subgrupo〈x〉 es el orden del elementox.

Consideremos el grupoZ12. Entonces2 y 8 generan subgrupos de órdenes 6 y 3 respectiva-

mente. Estos son:

〈2〉 = {20, 21, 22, 23, 24, 25} = {0, 2, 4, 6, 8, 10},

〈8〉 = {80, 81, 82} = {0, 8, 4}.

Por otro lado, el subgrupo cı́clico generado por5 es el grupoZ12 pues5m = 0 en Z12 ocurre

sólo cuando5 · m ≡ 0 (12). Puesto que(5, 12) = 1 debe serm un múltiplo de12.

7. Grupos de Permutaciones

Una permutacíon de un conjunto finitoX es una biyección deX en X. Nuestro objetivo

será estudiar el conjunto de permutaciones de un conjuntoX de cardinaln. Sin pérdida de

generalidad podemos considerar aX como el intervalo natural[1, n], al que denotaremos por

Nn.

EJEMPLO 7.1. Por ejemplo, una permutación del conjuntoN4 es la funciónσ dada por

σ(1) = 3 σ(2) = 4 σ(3) = 2 σ(4) = 1.(3)
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LlamaremosSn al conjunto de permutaciones deNn. Puesto que la composición de funcio-

nes biyectivas es biyectiva, que la inversa de una función biyectiva es biyectiva tenemos que

(Sn, ◦) es un grupo finito. Recordemos que el orden deSn es|Sn| = n!.

EJEMPLO 7.2. En este ejemplo y en otros posteriores, usaremos una notación con flechas

para representar una permutaciónσ, indicando con

1 2 . . . n

↓ ↓ ↓ ↓

a1 a2 . . . an

si ai = σ(i), para1 ≤ i ≤ n.

(i) S3 contiene las siguientes permutaciones:

1 2 3 1 2 3 1 2 3

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

1 2 3 1 3 2 2 3 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

2 1 3 3 1 2 3 2 1.

(ii) S2 contiene las siguientes permutaciones:

1 2 1 2

↓ ↓ ↓ ↓

2 1 1 2.



22

Podemos interpretar una permutación como un reordenamiento de los elementos de

{1, 2, . . . , n}. Supongamos queβ es la permutación enS4 dada por

1 2 3 4

↓ ↓ ↓ ↓

2 4 1 3.

Si σ es como en el Ejemplo 7.1, entonces(σ ◦ β) y (β ◦ σ) vienen dadas por:

1 2 3 4 1 2 3 4

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

2 4 1 3 3 4 2 1

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

4 1 3 2 1 3 4 2

(σ ◦ β) (β ◦ σ).

De ahora en más usaremos la notaciónσβ para denotar la aplicación(σ ◦ β), esto quiere

decir,primero se aplicaβ y luego se aplicaσ.

Es conveniente tener una notación más compacta para denotar una determinada permuta-

ción. Notemos que la permutaciónσ de (7.1) aplica el 1 en el 3, el 3 en el 2, el 2 en el 4 y el 4

en el 1. Esto dice que los sı́mbolos 1, 2, 3 y 4 forman unciclo de longitud 4, y escribimos

σ = (1324).

EJEMPLO 7.3. Consideremos enS8 la permutaciónπ dada por

1 2 3 4 5 6 7 8

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

3 8 5 2 1 6 4 7.
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Entoncesπ aplica el 1 en el 3, el 3 en el 5 y el 5 nuevamente al 1. Aplica el 2 en el 8, el 8 en el

7, el 7 en el 4 y el 4 en el 2. Por último,π(6) = 6. Entonces 1, 3 y 5 forman un ciclo de longitud

3; 2, 8, 7 y 4 forman un ciclo de longitud 4 y 7 forma un ciclo de longitud 1. Es entonces que

podemos escribir

π = (135)(2874)(7) = (2874)(7)(135).

Esta es la llamadanotacíon ćıclica paraπ.

Precisamos este concepto en la siguiente definición:

DEFINICIÓN 7.4. Seani1, i2, ir, (r ≤ n) elementos distintos deNn. Entonces(i1i2 . . . ir)

denota la permutación que aplicai1 7→ i2, i2 7→ i3, . . . , ir 7→ i1 y los demás elementos deNn

los aplica en sı́ mismos.(i1i2 . . . ir) se llama unciclo de longitudr; un ciclo de longitud 2 se

llama unatrasposicíon.

Diremos que dos ciclos(i1i2 . . . ir) y (j1j2 . . . jk) sondisjuntossi ninguno de losit, 1 ≤ t ≤

r, aparece entre losjt, 1 ≤ t ≤ k.

EJEMPLO 7.5. EnS7, los ciclos(135) y (2476) son disjuntos, en cambio(135) y (2346) no

lo son, pues el 3 aparece en ambos ciclos.

Notemos que siσ1 y σ2 son ciclos disjuntos, entonces conmutan entre sı́, es decir, σ1σ2 =

σ2σ1, puesto que ningún sı́mbolo permutado porσ1 es permutado porσ2, y viceversa.

La notación para un determinado ciclo no es única, por ejemplo (123) = (231) = (312).

LEMA 7.6. Un ciclo de longitudr es un elemento de ordenr en Sn. El inverso del ciclo

(i1i2 . . . ir) es el ciclo de longitudr dado por(irir−1 . . . i2i1).
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PRUEBA. Seaσ = (i1i2 . . . ir). Entoncesσj es la permutación que aplicai1 7→ i[1+j],

i2 7→ i[2+j], . . . , ir 7→ i[r+j], donde con los corchetes hemos querido indicar que1 ≤ [t+ r] ≤ r

y quet+ r ≡ [t+ r] (r). Por ejemplo,σ3 aplicair−1 eni2, pues(r−1+3) ≡ 2 (r), y σ3 aplica

ir−3 enir, puesr − 3 + 3 ≡ r (r).

Luegoσj 6= id si j < r puesσj(i1) = i1+j 6= i1, peroσr(it) = i[t+r] = it, para todot,

1 ≤ t ≤ r. Luego el orden deσ esr.

Por otro lado, vemos que(i1i2 . . . ir)(ir . . . i2i1) es la permutación identidad, por lo que

queda probado el lema.

�

Ası́ por ejemplo, el inverso de una trasposición(ij) es(ji) = (ij), y el inverso de un ciclo

de longitud 3,(ijk) es(kji). Notemos que la permutación identidad puede ser escrita como un

ciclo de longitud 1, por ejemplo(1).

Cualquier permutaciónτ enSn puede ser escrita como producto de ciclos disjuntos de la

siguiente manera:

se comienza con cualquier sı́mbolo, por ejemplo el 1, y se lista la imagen del mismo y de

sus sucesores hasta llegar nuevamente al 1, de esta manera obtenemos un primer ciclo;

se elige ahora otro śımbolo al que no se haya llegado en el ciclo anterior y se construye

otro ciclo a partir deél;

se repite el procedimiento hasta que todos los sı́mbolos hayan sido listados.

En general, en la notación cı́clica se omiten los ciclos de longitud 1. Ası́, en el Ejemplo 7.3,

π = (135)(2874).

Obviamente el ciclo(123) y el ciclo(231) representan la misma permutación, como ası́ tam-

bién(135)(24) y (24)(135). Lo importante en la notación cı́clica es la longitud y el n´umero de

ciclos que componen a la permutación, ya que estos nos indican el orden de la permutación.
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PROPOSICÍON 7.7. El orden de una permutación es el ḿınimo coḿun ḿultiplo de losórde-

nes de los ciclos que la componen.

PRUEBA. Seaσ = σ1σ2 . . . σk, dondeσ1, σ2, . . . , σk son ciclos disjuntos entre sı́. Seam

el mı́nimo común múltiplo de los ordenes de estos ciclos. Como los ciclos conmutan entre

sı́ tenemos que

σm = σm
1 σm

2 . . . σm
k = (1).

Por otro lado, siσd = (1), entoncesσd
i = (1), para1 ≤ i ≤ k, luego el orden deσi divide ad

para todo1 ≤ i ≤ k. El menord con esa propiedad es precisamente el mı́nimo común múltiplo

de los órdenes de los ciclos.

�

EJEMPLO 7.8. Se tienen 12 cartas numeradas del 1 al 12, y se disponen sobre la mesa de

la manera que se muestra el la figura de abajo, a la izquierda. Si las cartas se sacan por fila

y se las reordena por columna, como se indica a la derecha, ¿cuántas veces debe hacerse este

procedimiento para que las cartas reaparezcan en su posici´on original?

1 2 3

4 5 6

7 8 9

10 11 12

,

1 5 9

2 6 10

3 7 11

4 8 12.

PRUEBA. Seaπ la permutación que produce dicha reordenación. Es decirπ(i) = j si la

carta numerada coni aparece en el lugar de la cartaj. Luego la notación cı́clica deπ es

π = (1)(2 4 10 6 5 )(3 7 8 11 9 )(12).

Los ciclos(1) y (12) indican que las cartas 1 y 12 siempre aparecen en el mismo lugar. Los

otros dos ciclos tienen longitud 5, y esto significa que aplicados 5 veces se vuelve a la posición

original.

Esto significa entonces que el orden de la permutaciónπ es 5.

�
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8. Clasificacíon de las permutaciones

El objetivo de esta sección es clasificar a las permutaciones según los ciclos que la com-

ponen. Una permutación se puede escribir de manera única como producto de ciclos disjuntos,

salvando el orden de los mismos y de los elementos que los componen, aunque no daremos

aquı́ una demostración de este hecho.

DEFINICIÓN 8.1. Siπ ∈ Sn tieneαi ciclos de longitudi entonces diremos queπ es del tipo

[1α12α2 . . . nαn ].

EJEMPLO 8.2. La permutaciónπ del Ejemplo?? es del tipo[134] pues está compuesta por

un ciclo de longitud 1, uno de longitud 3 y uno de longitud 4. Lapermutaciónπ del Ejemplo

7.8 es del tipo[1252] pues está compuesta por dos ciclos de longitud 1 y dos ciclosde longitud

5.

Es posible clasificar a los elementos deSn según su tipo. Contemos cuántas permutaciones

hay de un determinado tipo[1α1 . . . nαn ]. Hagamos primero un ejemplo. Consideremos enS14

las permutaciones del tipo[22324]. Una permutación de este tipo será de la forma

(. . )(. . )(. . . )(. . . )(. . . . ).

Existen
(

14

2

)(
12

2

)(
10

3

)(
7

3

)(
4

4

)

maneras de ubicar los sı́mbolos 1,2,. . . , 14 en una permutación de este tipo. Si además conside-

ramos que cada ciclo de longitudk se puede escribir dek formas distintas, entonces debemos

dividir esta cantidad por

2 · 2 · 3 · 3 · 4 = 22324.

Por otro lado, el orden en que se ubiquen los ciclos de igual longitud es irrelevante, por lo tanto

aún nos falta dividir por

2!2!.



8. CLASIFICACIÓN DE LAS PERMUTACIONES 27

Luego la cantidad total de permutaciones de este tipo es

14!

22324 2! 2!
.

En el caso general, se prueba que el número de permutacionesdel tipo[1α12α2 . . . nαn ] es

n!

1α12α2 . . . nαnα1!α2! . . . αn!
.

Diremos que dos permutacionesα y β en Sn son conjugadassi existe una permutación

σ ∈ Sn tal que

σασ−1 = β.

TEOREMA 8.3. Dos permutaciones son conjugadas si y sólo si son del mismo tipo.

PRUEBA. Supongamos queα y β son conjugadas. Lo que haremos es ver que por cada ciclo

(x1x2 . . . xk) en la descomposición deα hay un ciclo(y1y2 . . . yk) en la descomposición deβ.

Tomemosx1. Seax2 = α(x1) y seany1 = σ(x1), y2 = σ(x2). Entonces

β(y1) = σασ−1(y1) = σα(x1) = σ(x2) = y2.

Ahora, siα(x2) = x3 y σ(x3) = y3 entoncesβ(y2) = y3. Luego por cada ciclo(x1x2 . . . xk)

tenemos un correspondiente ciclo(y1y2 . . . yk). Se sigue entonces queα y β son del mismo tipo.

Recı́procamente, supongamos queα y β son del mismo tipo. Dado que están compuestas

por el mismo número de ciclos por cada longitud de ciclo, haremos una correspondencia entre

los ciclos de la misma longitud que componen aα y aβ. Dado un ciclo(x1x2 . . . xk) enα y un

ciclo (y1y2 . . . yr) enβ, definimosσ(xi) = yi, y usamos la misma regla para los demás ciclos.

Entonces tenemos que

σασ−1(y1) = σα(x1) = σ(x2) = y2 = β(y1),

y ası́ sucesivamente, luegoσασ−1 = β.. �
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EJEMPLO 8.4. Consideremos enS5 las siguientes permutaciones del tipo[2 3]:

τ = (12)(345), π = (13)(254).

Encontrarσ ∈ S5 tal queστσ−1 = π.

PRUEBA. Usando el argumento de la prueba del Teorema 8.3, tomamos primeramente los

ciclos (12) y (13). Definimosσ(1) = 1 y σ(2) = 3. Tomando ahora los ciclos de longitud 3,

definimosσ(3) = 2, σ(4) = 5 y σ(5) = 4. Entonces

σ = (1)(23)(45),

y

στσ−1 = (1)(23)(45) (12)(345) (45)(23)(1) = (13)(254) = π

como querı́amos ver. �

9. Permutaciones pares e impares

El principal resultado que veremos en esta sección es que elgrupo de permutacionesSn

posee un subgrupoAn de orden
n!

2
.

Primero veamos que toda permutación se puede escribir comoproducto de trasposiciones,

obviamente no serán disjuntas entre sı́. Es decir, toda permutación se puede lograr intercambian-

do sucesivamente 2 elementos de[[1, n]]. Por ejemplo, la permutación que transforma 123456

en 342165 es(56)(14)(21)(13). En general, el ciclo(x1x2 . . . xr) se expresa como producto de

trasposiciones de la siguiente manera:

(x1x2 . . . xr) = (x1xr) . . . (x1x3)(x1x2).

Es fácil probar este resultado por inducción, si se tiene en cuenta que el ciclo de longitudk + 1,

(x1x2 . . . xk+1) puede escribirse como(x1, xk+1)(x1x2 . . . xk).
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Luego como cada ciclo puede ser escrito como producto de trasposiciones y cada permu-

tación puede ser escrita como producto de ciclos, concluimos que toda permutación puede ser

escrita como producto de trasposiciones.

EJEMPLO 9.1. Escribir la permutación(1342)(5876) como producto de trasposiciones.

PRUEBA. Usando el argumento anterior, escribimos

(1342)(5876) = (12)(14)(13)(56)(57)(58).

�

Sin embargo, no hay una única manera de escribir una permutación como producto de tras-

posiciones, por ejemplo enS5, la permutación(245) puede ser escrita como(25)(24) o como

(13)(25)(31)(24). Lo que sı́ veremos es que todas las representaciones como producto de tras-

posiciones de una misma permutación tienen una caracterı́stica en común.

Si π es una permutación del tipo[1α12α2 . . . nαn ] llamaremosc(π) al número de ciclos que

componen aπ, luego

c(π) = α1 + α2 + · · · + αn.

¿Qué ocurre si componemos aπ con una trasposiciónτ? ¿Cuántos ciclos componen aτπ?

Supongamos queτ permutaa conb, es decirτ(a) = b, τ(b) = a y τ(k) = k parak 6= a, b.

Pueden ocurrir dos casos:

(i) a y b ocurren en un mismo ciclo deπ, esto es, existe un ciclo en la descomposición de

π de la forma(ax . . . yb . . . z). Entonces al hacerτπ este ciclo se desdobla en

(ax . . . y)(b . . . z).

En este caso,c(τπ) = c(π) + 1.
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(ii) Si a y b están en diferentes ciclos deπ, entonces en la descomposición deπ aparecen

ciclos de la forma(ax . . . y)(b . . . z). Luego al componer conτ obtendremos el ciclo

(b . . . zax . . . y),

y en este casoc(τπ) = c(π) − 1.

Luego en ambos casos el efecto de una trasposición luego de una permutación altera el número

de ciclos en uno. Este hecho nos ayuda a probar el siguiente teorema:

TEOREMA 9.2. Supongamos que una permutaciónπ enSn puede ser escrita como la com-

posicíon dek trasposiciones y también dek′ trasposiciones. Entoncesk y k′ son ambos pares o

ambos impares.

PRUEBA. Seaπ = τk−1τk−2 . . . τ2τ1, dondeτi, 1 ≤ i ≤ k son trasposiciones. Comoτ1 es

una permutación del tipo[1n−22], el número de ciclos deτ1 esc(τ1) = (n − 2) + 1 = n − 1.

Al hacer las sucesivas composiciones conτ2, τ3, . . . , el número de ciclos se va aumentando o

disminuyendo en 1. Supongamos que aumentag veces en1 y disminuyeh veces en 1. Luego

c(π) = (n − 1) + g − h.

Por otro lado,g + h es el número de composiciones sucesivas desdeτ2 hastaτk, luegog + h =

k − 1. Luego

k = 1 + g + h = 1 + g + (n − 1 + g − c(π)) = n − c(π) + 2g.

Por el mismo argumento, dado queπ se puede escribir como producto dek′ trasposiciones,

existirá un enterog′ tal que

k′ = n − c(π) + 2g′.

Pero entonces

k − k′ = 2(g − g′),

es decir quek y k′ tienen la misma paridad.

�
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Como consecuencia de este teorema podemos definir qué es unapermutación par y una

permutación impar.

DEFINICIÓN 9.3. Una permutación se dicepar (respectivamenteimpar) si puede escribirse

como producto de un número par (respectivamente impar) de permutaciones.

PROPOSICÍON 9.4. Para n ≥ 2, el conjuntoAn de todas las permutaciones pares es un

subgrupo deSn.

PRUEBA. Es suficiente con probar queAn 6= ∅ y que τσ ∈ An, para todoτ , σ ∈ An.

An 6= ∅, pues(12)(12) ∈ An. Además, siτ = τ1τ2 . . . τr y σ = σ1σ2 . . . σk, donde cadaτi

y cadaσj son trasposiciones y donder y k son pares, entonces su composiciónτσ se escribe

como

τ1τ2 . . . τrσ1σ2 . . . σk,

que es un producto de(k + r) trasposiciones, y(k + r) también es par.

�

PROPOSICÍON 9.5. An es un subgrupo de orden
n!

2
.

PRUEBA. Veamos queSn se puedepartir en dos subconjuntosAn y Bn de igual cardina-

lidad. En efecto, sabemos que toda permutaciónπ ∈ Sn es par o es impar. LlamemosAn al

conjunto de permutaciones pares, yBn al conjunto de permutaciones impares, y veamos que

existe una biyección entre ellos. Seaτ una trasposición cualquiera, por ejemplo,τ = (12).

Entonces la funciónΦ : An 7→ Bn dada por

Φ(π) = τπ
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es una biyección. Claramente,Φ aplica permutaciones pares en impares, ya que incrementa el

número de trasposiciones en 1. Veamos queΦ es inyectiva: siτπ = τσ, por la ley de cancela-

ción a izquierda resultaπ = σ. AdemásΦ es suryectiva, pues siπ es una permutación impar,

entoncesτπ es par, luego

π = τ(τπ) = Φ(τπ).

Luego |An| = |Bn| y Sn = An ∪ Bn. Dado que esta unión es disjunta, concluimos que

|Sn| = 2|An|, como querı́amos ver.

�

EJEMPLO 9.6. EnS2, A2 = {(1)}. EnS3,

A3 = {(1), (12)(13), (13)(12)} = {id, (132), (123)}.

EJEMPLO 9.7. Ocho bloques rotulados con las letras A, E, I, O, U, Q, L e Y, están ubicados

en un cuadrado como se muestra en el primer diagrama de la figura siguiente. Si los movimien-

tos que se pueden hacer consisten en desplazar un bloque hacia el espacio vacı́o, pruebe que es

imposible lograr el segundo diagrama de la figura con una sucesión de movimientos legales.

A E I

O U Q

L Y

A Y Q

U E L

I O

PRUEBA. Llamemos� a nuestro espacio vacı́o. La disposición inicial de las letras es

AEIOUQLY�, y la final es AYQUELIO�. Desplazar una letraX al espacio vacı́o corresponde

a una trasposición(X�). Ahora bien, para llegar a la disposición final, se deberánhacer tantos

corrimientos de� hacia arriba como hacia abajo, y tantos a la izquierda como a la derecha. Por
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lo tanto el número total de trasposiciones es par, es decir que la permutación que produce dicha

reordenación de las letras debe serpar.

Por otro lado, esta permutación se puede escribir como producto de ciclos de la manera

(A)(EUOY)(ILQ)(�),

pero esto corresponde a un producto de un número impar de trasposiciones, es decir que es una

permutación impar. Se sigue que es imposible lograr la disposición final con una sucesión de

movimientos legales. �

10. Coclases y el Teorema de Lagrange

En esta sección volvemos a la teorı́a general de grupos, para probar un importante resultado

acerca de los grupos finitos. El Teorema de Lagrange asegura que siG es un grupo finito yH

es un subgrupo deG entonces|H| divide al |G|. Ası́ por ejemplo, un grupo de orden 18 sólo

puede tener subgrupos de orden 1, 2, 3, 6, 9 y 18. La idea de la demostración de este teorema

esparticionar al grupoG en subconjuntos disjuntos de cardinal igual a|H|, luego si existenk

subconjuntos de estos tendremos que|G| = k|H|.

DEFINICIÓN 10.1. SeaH un subgrupo de un grupoG (no es necesario suponer queG es

finito). La coclase a izquierdagH deG con respecto a un elementog enG se define como el

conjunto obtenido por la multiplicación de cada elemento deH a izquierda porg, esto es

gH = {x ∈ G | x = gh para algúnh ∈ H}.

La coclase a derechadeH con respecto ag se define análogamente:

Hg = {x ∈ G | x = hg para algúnh ∈ H}.
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EJEMPLO 10.2. H = {0, 3, 6, 9} es un subgrupo del grupoZ12. La coclase a izquierda2H

es entonces:

2H = {x ∈ Z12 | x = 2 ⊕ h para algúnh ∈ H, }

esto es

2H = {2, 5, 8, 11}.

Notemos que2H no es un subgrupo deG, y también notemos que2H = 5H.

Si H es un subgrupo finito, digamosH = {h1, h2, . . . , hm}, entonces los elementos de la

coclase a izquierdagH songh1, gh2, . . . , ghm. Dado que se tiene una biyección entreH y gH

dada por

h 7→ gh, ∀h ∈ H,

se tiene que|H| = |gH|, para cualquierg ∈ G.

EJEMPLO10.3. Consideremos el grupoS3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}, y su sub-

grupoH = {(1), (12)}. Hemos denotado con(1) a la permutación identidad. Las coclases a

izquierda deH son las siguientes:

(1)H = {(1)(1), (1)(12)} = {(1), (12)},

(12)H = {(12)(1), (12)(12)} = {(12), (1)},

(13)H = {(13)(1), (13)(12)} = {(13), (123)},

(23)H = {(23)(1), (23)(12)} = {(23), (132)},

(123)H = {(123)(1), (123)(12)} = {(123), (13)},

(132)H = {(132)(1), (132)(12)} = {(132), (23)}.

Notemos que hay exactamente 3 subconjuntos deS3 que son coclases deH, y estos 3 subcon-

juntos son disjuntos. Ası́ es que tenemos la partición

S3 = {(1), (12)} ∪ {(13), (123)} ∪ {(23), (132)}.

Este es un hecho general que se deduce del siguiente resultado.
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TEOREMA 10.4. SeaH un subgrupo de un grupoG. Sig1 y g2 son elementos cualesquiera

deG entonces las coclasesg1H y g2H son id́enticas o son disjuntas.

PRUEBA. Probaremos que sig1H y g2H tienen un elemento en común, entoncesg1H =

g2H. En efecto, seax ∈ g1H ∩ g2H. Entonces existenh1, h2 ∈ H tales que

x = g1h1, y x = g2h2.

Veamos queg1H ⊆ g2H. Si y = g1h, para algúnh ∈ H, entonces

y = g1h = (xh−1
1 )h = x(h−1

1 h) = (g2h2)(h
−1
1 h) = g2(h2h

−1
1 h).

Dado queH es un subgrupo,(h2h
−1
1 h) es un elemento deH, y por lo tantoy ∈ g2H.. Luego

g1H ⊆ g2H.

Por un argumento similar podemos probar queg2H ⊆ g1H, y por lo tantog1H y g2H son

coclases idénticas. �

Notemos que siH es un subgrupo deG, la relación∼ dada por

x ∼ y si y sólo si x−1y ∈ H

es una relación de equivalencia enG. Las clases de equivalencia son precisamente las coclases

a izquierda deH. Esto demuestra nuevamente que las coclases son disjuntas oson idénticas, y

que el conjunto de las coclases forma una partición del grupo G.

TEOREMA DE LAGRANGE . Si G es un grupo finito de ordenn y H es un subgrupo de

ordenm, entoncesm es un divisor den.

PRUEBA. Hemos visto que cada coclase a izquierda tienen la misma cardinalidad queH,

y que el conjunto de todas las coclasesdistintasforman una partición deG en subconjuntos

disjuntos. Luego si hayk coclases a izquierda distintas debe ser quen = km. �
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DEFINICIÓN 10.5. SeaG un grupo finito, yH un subgrupo deG. El número de coclases a

izquierda deH se llama eĺındice deH enG y se denota|G : H|; luego

|G| = |G : H||H|.

EJEMPLO 10.6. An es un grupo de ı́ndice 2 enSn.

También el ı́ndice se puede definir como el número de coclases a derecha, y obtendrı́amos

los mismos resultados. Sin embargo, a pesar de que el númerode coclases a izquierda y a

derecha es el mismo, no necesariamente producen la misma partición deG.

EJEMPLO 10.7. Las coclases a derecha del grupoH en el Ejemplo 10.3 son

H(1) = {(1), (12)},

H(13) = {(1)(13), (12)(13)} = {(13), (132)},

H(23) = {(1)(23), (12)(23)} = {(23), (123)},

que son distintas a las coclases a izquierda. Las mismas producen la siguiente partición deS3:

S3 = {(1), (12)} ∪ {(13), (132)} ∪ {(23), (123)}.

COROLARIO 10.8. SiG es un grupo de ordenp, yp es primo, entonces losúnicos subgrupos

deG son{1} y G.

COROLARIO 10.9. Si g es un elemento de un grupo finitoG y |G| = n, entonces

(i) el orden deg divide an,

(ii) gn = 1.
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PRUEBA. Dado que〈g〉 es un subgrupo deG entoncesd = |〈g〉| divide an. Pero|〈g〉| es

igual al orden deg, de donde queda probado (i). Por otro lado, comodk = n, para algúnk ∈ N,

entonces

gn = gdk = (gd)k = 1k = 1.

�

EJERCICIO10.1. Probar que todo grupo de ordenp, p primo, es cı́clico.

11. Automorfismos de un grafo

Un subgrupo importante del grupo de permutacionesSn es el subgrupoAn de las permu-

taciones pares, llamado el grupo alternante. Otros subgrupos importantes deSn surgen como

grupos de simetrı́as de un polı́gono regular, por ejemplo,G∆ = S3.

En efecto, toda simetrı́a de un polı́gono regular den lados queda determinada por la acción

sobre los vértices. Enumerando los vértices del polı́gono, cada simetrı́a se identifica con una

permutación enSn . Dado que la composición de simetrı́as es una simetrı́a, sesigue que el

conjunto de simetrı́as de un polı́gono regular es isomorfo aun subgrupo deSn.

EJEMPLO 11.1. Calcular el grupoG� de simetrı́as de un cuadrado y encontrar un subgrupo

deS4 isomorfo aG�.

PRUEBA. Numeramos los vértices de1 a4. Las simetrı́as son:

(1): identidad.

(12)(34), (14)(23): simetrı́as axiales con respecto a ejes perpendiculares a los lados.

(13), (24), simetrı́as axiales con respecto a la diagonal.

(1234), (1432): rotaciones en un ángulo de 90 grados, en sentido horario y antihorario.

�
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1

43

2

FIGURA 1. Simetrı́as de un cuadrado

Consideremos ahora un grafoG = (V, E), dondeV es el conjunto de vértices yE el

conjunto de aristas. Unautomorfismode un grafo es una biyecciónσ : V 7→ V tal que para todo

{v, w} ∈ E se verifica que{σ(v), σ(w)} ∈ E. Es claro que la composición de automorfismos

es un automorfismo, y la inversa de un automorfismo también loes.

Por lo tanto, si|V | = n, se puede identificar el conjunto de automorfismos deG con un

subgrupo del grupo de permutacionesSn.

EJEMPLO 11.2. La permutación(15)(24) es un automorfismo del grafo de la Figura 2,

mientras que(12345) no es un automorfismo dado que la arista{2, 4} se transforma en{3, 5},

que no es una arista.

1 2

3

45

FIGURA 2

Notemos que siα es un automorfismo del grafo(V, E), y v ∈ V , entoncesα induce un

isomorfismo entre los vértices adyacentes av y los vértices adyacentes aα(v). Por lo tanto el
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grado dev es el mismo que el grado deα(v) (Ver Figura 3). Análogamente, puede verse queα

mapea ciclos de longitudk en ciclos de longitudk.

Q
Q

Q
Q

Q
Q

�
�

�
�

v

α(x)

α(w)

α(v)

w

z

x

α(z)

α

FIGURA 3

Finalizamos esta sección estas notas con el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 11.3. Encontrar el grupo de automorfismos del grafo siguiente:

�
�
�
�
T

T
T

T�
�

�
�
T
T
T
T

""""""

bbbbbb
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FIGURA 4

SOLUCIÓN: Tenemos que

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y

E = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 5}, {1, 6}, {2, 3}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}, {5, 6}}.

Los vértices 1, 3 y 5 tienen grado 4 y los vértices 2, 4 y 6 tienen grado 2. Ningún automorfismo

puede aplicar un vértice de grado 4 en un vértice de grado 2,y viceversa.



40

Probaremos que cada permutación del conjunto{1, 3, 5} está en correspondencia con un

automorfismo del grafo, y viceversa.

En efecto, cada automorfismoσ produce una permutación en el conjunto de vértices

{1, 3, 5}. Además, la acción deσ sobre los vértices1, 3 y 5 determina unı́vocamente la acción

sobre los vértices2, 4 y 6. Por ejemplo, si un automorfismo permuta los vértices 1 y 3, entonces

el vértice 2 permanece fijo, el vértice 6 debe aplicarse en 4y el vértice 4 debe aplicarse en 6.

Recı́procamente, cada permutación del conjunto{1, 3, 5} determina un único automorfismo

del grafo, que consiste en la misma permutación del los vértices rotulados con1, 3 y 5, con la

consecuente permutación de los vértices2, 4 y 6.

Enumeramos a continuación todas las permutaciones del grafo, y su correspondencia con

las permutaciones de{1, 3, 5}:

(1) id, determinada por la permutación(1)(3)(5) de{1, 3, 5},

(2) (13)(46), determinada por(13)(5),

(3) (15)(24), determinada por(15)(3),

(4) (35)(26), determinada por(35)(1),

(5) (135)(246), determinada por(135) y

(6) (153)(264), determinada por(153).

Concluimos entonces que el grupo de automorfismos del grafoG tiene orden 6, tiene 3

elementos de orden 2 y 2 elementos de orden 3.

Recordemos que|S6| = 6!, y podemos comprobar que el orden del grupo de automorfismos

deG divide al orden de|S6|. �

COROLARIO 11.4. Probar que el grupo de automorfismos del grafo del Ejemplo 11.3 es

isomorfo al grupoS3.
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12. Gúıa de ejercicios

En esta última sección presento una lista de ejercicios que complementan la teorı́a y ejem-

plos desarrollados en las secciones anteriores. Algunos ejercicios están señalados con un aste-

risco (*) indicando que los mismos son de una dificultad mayorque los demás.

1. Pruebe que las operaciones en los siguientes conjuntos definen una estructura de grupo:

a) Q − {0} con la operación del producto.

b) Z con la operación de la suma.

c) Zp − {0} con la operación⊙, conp un número primo.

2. Dar la tabla deZ4 y Z5 para las operaciones de⊕ y ⊙.

3. Encontrar los inversos de 2 enZ11, 7 enZ15, 7 enZ16 y de 5 enZ13.

4. Calcular el orden de 8 enZ12, de 15 enZ20 y de 14 enZ210.

5. Probar queG∆ es isomorfo al grupo de permutacionesS3.

6. a) Describir las cuatro simetrı́as de un rectángulo y construir la tabla de multiplicar.

b) SeaG el grupo con la tabla de multiplicar:

1 a b c

1 1 a b c

a a 1 c b

b b c 1 a

c c b a 1

Hallar un isomorfismo entreG y el grupo de simetrı́as del rectángulo. ¿EsG conmu-

tativo?, ¿es isomorfo aZ4?

7. (*) Analizando las posibles tablas de multiplicar, mostrar que (salvo por isomorfis-

mos), existe un solo grupo de orden 2 y un solo grupo de orden 3.

8. Decir cuáles de los siguientes son subgrupos deG∆.

K1 = {id, x}, K2 = {id, x, y}, K3 = {id, r, s, x, y}.
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9. ¿EsSn un grupo cı́clico?

10. Zn es un grupo cı́clico generado por〈1〉. Pruebe quex generaZn si y sólo six y n son

coprimos.

11. Encontrar todos los subgrupos cı́clicos enZ13 y Z45. Encontrar todos los subgrupos de

S4.

12. Escribir la siguiente permutación usando la notacióncı́clica:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

3 5 7 8 4 6 1 2 9.

13. Seanσ = (123)(456)(78) y τ = (1357)(26)(4)(8) permutaciones (en notación cı́clica)

de{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Escriba en notación cı́clicaστ , τσ, σ2, σ−1 y τ−1.

14. Muestre que existen sólo tres elementos enS4 que tienen 2 ciclos de longitud 2 disjun-

tos.

15. ¿Cuáles son todas las permutaciones deS4 de orden 2?

16. Escribir los siguientes elementos deS8 como producto de trasposiciones, y encuentre

el signo de cada uno:

α = (1357)(2468), β = (127)(356)(48), γ = (135)(678)(2)(4).

17. Probar quesgn(πσπ−1) = sgn(σ), para todoπ, σ ∈ Sn.

18. Seanα = (15)(27436) y β = (1372)(46)(5) permutaciones enS7. Calcular los órde-

nes deα, β, αβ y βα.

19. (*) Describir explı́citamente la partición deG∆ como coclases a derecha del subgrupo

H = {i, x}. Verficar que la partición no es la misma que se obtiene de lascoclases a

izquierda.
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20. (*) Supongamos queG es un grupo finito,quep es un número primo y queG tiene

exactamentem subgrupos de ordenp. Mostrar que el número de elementos de ordenp

enG esm(p − 1).

21. (*) Muestre que un grupo no cı́clico de orden 55 tiene por lo menos un subgrupo de

orden 5 y un subgrupo de orden 11.

22. ¿Cuáles de los siguientes son subgrupos deS5?

a) {(12345), (124)(35)}.

b) {id, (12345), (13524), (14253), (15432)}.

c) {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

d) {id, (12)(345), (135)(24), (15324), (12)(45), (134)(25), (143)(25)}.

23. (*) Un conjunto de 52 tarjetas se divide en dos partes iguales y se intercala, de tal

manera que si el orden original es 1, 2, 3, 4,. . . , el nuevo orden es 1, 27, 2, 28,

. . . . ¿Cuántas veces debe repetirse el procedimiento para que las tarjetas vuelvan a su

ubicación original?

24. (*) El orden de cualquier elemento enS8 es un divisor de|S8| = 8!. Sabiendo que

toda permutación puede ser escrita como producto de ciclos, ¿cuáles son los órdenes

realmente posibles? Dé ejemplos de divisores de8! tal que no haya ningún elemento

deS8 con ese orden.

25. (*)

a) Hallar las simetrı́as del cuadrado, consideradas como permutaciones de vértices

1, 2, 3 y 4, rotulados en orden cı́clico.

b) Liste todas las simetrı́as de un pentágono regular, consideradas como permutacio-

nes de los vértices 1, 2, 3, 4, 5, rotuladas en orden cı́clico.

26. Encuentre el grupo de automorfismos del grafo dado por la lista de adyacencia siguien-

te:
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1 2 3 4 5 6 7 8

2 1 1 1 2 3 4 4

3 3 2 7 7 7 5 5

4 5 6 8 8 8 6 6

27. Encuentre el grupo de automorfismos de cada uno de los grafos de la Figura 5:

�
�

�
�

�
@

@
@

@
@�

�
�

�
�
@

@
@

@
@

Q
Q

Q
Q

Q
Q
�

�
�

�
�

�

1

2

3

4

1 2

3

45

6

1

2

3

4
5 5

FIGURA 5



Bibliograf ı́a
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