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Una introduccion a la teoria de grupos



1. Introduccion

La relacion de congruencia modulo un entero positivitetermina una relacion de equiva-
lencia en el conjunto de los nUmeros enteros. Las operesida suma y multiplicacion entera
inducen operaciones similares entre las clases de equival€ada una de estas clases se iden-
tifica con un elemento del conjun{o, 1,...,n — 1}, al que denotaremdg,,, y este conjunto
gueda entonces dotado de dos operaciones: sumay multiphaaddulon.

Esto da lugar a la construccion de una familia de estrustalgebraicasz,,, que reciben
el nombre degrupos de congruencid.os grupos, en general, son conjuntos munidos de una
operacibn que es asociativa, con elemento neutro y en |zaypee elemento tiene un inverso
con respecto a dicha operacion. En este texto se desduoliamentalmente los grupos de
congruenciaZ,, y los grupos de permutacioné&§ como ejemplos de grupos conmutativos y
no conmutativos, respectivamente. Se presenta ademésrla tntroductoria a la estructura
de grupo, definiendo ademas grupos ciclicos, generadsuegrupos, coclases y el clasico
Teorema de Lagrange.

Estas notas fueron escritas inicialmente como parte deolatgicidos de un curso d3dge-
bra y Matematica Discreta, dictado en FAMAF en los afios12p@002, para estudiantes de
primer afio. Al final del texto se ha incluido una lista de@@os y referencia a bibliografia
complementaria para quien desee profundizar en estos.temas

Es mi mayor deseo que estas notas sean (tiles, tanto alasguidomo parte de su for-
macion matematica, como al docente en su tarea de forrgesid&zco todas las sugerencias y

comentarios que permitan mejorar esta presente edicion.

2. Congruencias

Denotaremos colY y Z a los nUmeros naturales y enteros, respectivamente.\si son
nameros enteros, ¥ # 0 diremos quen divide a n 0 quen es un naltiplo dem sin = ¢-m

para algln enterg. Equivalentemente, si el resto de la divisiondgor m eso0.
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Se dice que un niUmero enter@sprimosi p es distinto dd y de—1 y sus Unicos divisores
sonp, —p, 1y —1. Por ejemplo2, 3, —11 y 53 son nUmeros primos. Se dice que dos nimeros
enteros sorcoprimosentre si si no tienen ningln divisor coman, exceptad glel —1. Por
ejemplo,10 y 21 son coprimos entre si, ya q@e 5 y 10 no son divisores d&1. También
podemos decir que dos niUmeros entergsb son coprimos si los primos que aparecen en la

factorizacion de: no aparecen en la factorizacion ide

DEFINICION 2.1. Dado un niimero natural decimos que dos niUmeros enteog b son

congruentes dulon si (a — b) es divisible pom y se escribe
a=b mod (n).
Por ejemplo,
27=12 mod 5 y —2=16 mod 3

puesto qu&7 — 12=3-5,y -2 — 16 = —18 = (—6) - 3.

Notemos que st es el resto de la division parde un entera, entonces es congruente a
r moddulon. Por lo tanto, podemos decir que dos enteros son congrumiligision si tienen el
mismo resto en la division par.

Por ejemplo27y 12 tienen rest@ en la division po, mientras que-2 y 16 tienen restd

en la division poB (notar que-2 = 3 - (—1) + 1).
LEMA 2.2. Sia =b mod (n) yc=d mod (n), entonces
a+c=b+d mod (n) y a-c=b-d mod (n).

PRUEBA. Segln la Definicion 2.1 debemos mostrar que-¢) — (b+d)y (a-c¢) — (b-d)

son enteros divisibles par. En efecto,
(a+c)—(b+d)=(a—b)+ (c—d)
(a-c)—(b-d)y=(a—>b)-c+b-(c—d).

En ambos casos el miembro derecho es una suma de multiplgs/g®or lo tanto es divisible

porn. O



Una consecuencia de este lema es quesi b mod (n), entonces podemos multiplicar

miembro a miembr@ congruencias de éstas y obtener

a* =b" mod (n),

dondec® y b* indican el producto repetidboveces de: y b respectivamente.
Dado que ademas todo nimero es congruente a si mismaies gec mod (n), tenemos

también que si = b mod (n) entonces
a-c=b-c mod (n),

cualquiera sea el entero Pero en general no es cierto queiSic = b - ¢ mod (n) entonces

a =b mod (n), es decir no siempre es posible “simplificar’. Veamos estoreajemplo:
6-5=4-5 mod (10),
pero no es cierto qué= 4 mod (10). Precisamos esto en el siguiente lema:

LEMA 2.3. Seamu, b,c € Z,n € Ntalesquez - ¢ = b- ¢ mod (n). Sicyn son coprimos

entoncest = b mod (n).

En efecto, puesto quedivide aa-c —b-c = (a —b) - ¢, entonces los divisores primos de
deben dividir ala — b) 0 ac. Al sern y ¢ coprimos entre si esto implica que todo divisor primo
den divide aa — ¢, y por lo tanton divide aa — ¢. Equivalentemente, = ¢ mod (n).

Las propiedades que hemos visto en esta seccion nos pardatinir operaciones de suma
y multiplicacion en el conjuntd0, 1,2,...,n — 1}. Presentamos entonces nuestra proxima

seccion.

3. Aritm ética Modular

Consideremog.,, el conjunto de los restos posibles de la divisibn de un méraetero por

Z,=1{0,1,2,...,n—1}
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EnZ, estan definidas las operaciorey © del siguiente modo: Si, b, cy d € Z,, entonces

adb=c Sia+b=c¢ mod (n),

a®b=d sia.b=d mod (n),

Notemos que & by a ® b estan bien definidas por la unicidad del resto en la diripiér
n. Veamos un ejemplo:

EJEMPLO3.1. EnZ¢ = {0,1,2,3,4,5} tenemos

203=5 pues2 +3 =5 (6),
203=0 pues2 -3 =0 (6).
5@4=3 puess + 4 = 3 (6),
504=2 puess -4 =2 (6).

Las operaciones y ® cumplen las siguientes propiedades:

a) Propiedad conmutativa para la suma y para el producto:
a®b=bDa, a®b=b®a, Ya, b € Z,.
b) Propiedad asociativa para la sumay para el producto:
(a®b)Bec=a® (bdc), (@b ©c=a® (bOc), Ya, b, ¢ € Z,.

c) Existencia de un elemento neutro para la suma:

a®0=a, Ya € Zy,
d) Existencia de un elemento neutro para el producto:

a®1=a, Ya € Zy,
e) Propiedad distributiva del producto con respecto a laasum

a®bdc)=(0@ob) & (a0, Va,b,c € Zy.
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f) Existencia del opuesto con respect@a
Para cada € Z,, existe un Gnica’ € Z,, tal quea ® a’ =0

PRUEBA. Los incisos (a) hasta (e) se deducen de las propiedadesdméy el producto
en los nUmeros enteros, y las propiedades de la congruencia

Veamos f). Sia = 0, entonces’’ = 0. Sia # 0 entoncest’ = n — a € Z,. Ademas
a+(n—a)=n=0(n)porloques®a =a® (n—a)=0.Porotro lado, st ® a’ = 0
ya@ad =0, entonces @ a = a ® d”. Sumando a ambos miembros un opuesta,deor

ejemploa’, concluimos que’ = «”, es decir que el opuesto es Unico. O

Notemos que la suma es una operacion éf, que satisface las siguientes propiedades:
@ adbez,paratoda, b € Z,,
(b) ® es asociativa,
(c) existe un elemento neutro para la sumaue denotamos cdn y
(d) cada elemento € Z, tiene un opuesto o inversoenzZ,.
Un conjuntoG con una operacion interna que satisface propiedades casrenunciadas

anteriormente es ugrupa. Precisamos este concepto en la proxima seccion.

4. Grupos

DEFINICION 4.1. Un grupo es un pdr7, ) dondeG es un conjunto y es una operacion
binaria enGG que satisface:
(@) rxy € G paratodar, y € G,
(b) zx (y*xz) = (z xy) x z paratodar, y, z € G,
(c) existee € Gtalquee x x =z = x x ¢, paratodor € G,

(d) paratodor € G exister’ € G tal quez x 2’ = 2’ xz = e.



4. GRUPOS 11

EJEMPLO4.2.
1)
2)
3)
4)

Z,+) es un grupo, donde= 0y o« = —a, para cada € Z.
Zy,,®) €S un grupo, donde= 0y o' = m — a para cada # 0

Z,-) no es un grupo, pues solo 1y tienen inverso.

o~ o~ o~

Q — {0}, ) esun grupo, donde= 1y a’ = 1.

Notemos quéZ,,, ®) N0 es un grupo pudsno tiene inverso respecto de Por otro ladd)

no siempre es el Gnico elementodg que no tiene inverso, por ejemplo Ep
203=0

por lo que2 y 3 no pueden tener un inverso.

LEMA 4.3. r € Z,, tiene inverso respecto de siy Dlo si(r,m) = 1.

PRUEBA. Sir tiene inverso entonces existec 7Z,, tal quer ® s = 1. Eso significa que

r.s =1 (m). Por lo tanto existe € Z tal que
s.r+qgm=1.

Luegor y m son coprimos.
Reciprocamente, i, m) = 1 entonces existefly ¢ enteros tales quer +¢.m = 1. Luego
s.r =1 (m). Por otro lado existe; € Z,, tal ques = s; (m) y por lo tantos.r = s;.r (n) 0 lo

qgue es lo misme; ® r = 1. Luegor tiene un inverso. O

No es dificil ver que sk, b € Z,, son inversibles, entonces® b también lo es. SeZ’, el

subconjunto formado por los elementos inversibleZge
7, =Lk € Zp | (k,m) =1},

entoncesZ’, , ®) es un grupo.
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EJEMPLO4.4. En adelante, usaremos la notacion abreviagly Z;, para referirnos a los
grupos(Z,, ®) y (Z;,, ®), respectivamente.
(i) Z5 = {1}, es el grupo trivial,
(i) Zt={1,2},y202=101=1y201=102=2.
(i) Z;, ={1,5,7,11}, aquic ® a = 1, para toda: € Zj,.

Si en un grupd G, ), G tiene una cantidad finita de elementos, podemos hacer ulzadab

doble entrada para representar la operacion del grupo.

EJEMPLO4.5. Las operaciones y ® enZ, y Z; pueden ser resumidas en las siguientes
tablas, donde para calcularx b debemos mirar en la fila correspondiente & la columna

correspondiente &

®|{0 1 2 3 ®©|1 2 3 4
00123 111 2 3 4
1/1 2 30 y 212 41 3
2|12 3 01 3|3 14 2
3|3 01 2 414 3 21

EJemMpPLO 4.6. Consideremos un triangulo equilaterd en el plano, y sea
G el conjunto de todos los movimientos rigidos del plano quejamd estable al

triangulo. Este conjunto tiene 6 elementos, también dldos simetias del triangulo:

A C B A B C
C B B A A C B C C A A B
id r S X y z

La transformaciornid es la identidad en el plane,y s son rotaciones en el sentido horario

en un angulo dé y%’r respectivamente, y, y y z son reflexiones respecto del eje marcado en
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la figura. La composicion de dos simetrias es una sim@&rigamamos
Ga = {Zda T 8%, Y, Z}

y * representa la composicion dos transformaciones, ensgace, ) es un grupo.

La tabla correspondiente(é, *) es la siguiente:

*lid r s x y z
diid r s X z
rir s idy z x
s|s id r X Yy
X|x z y id s r
Yy X rid s
z|z y x s r id

Notemos quer x y = sy y * ¢ = r, €s decir que la operacionno es conmutativa. Los

inversos estan dados por:

(id) = id, r'=s =z Y=y =z

De ahora en mas simplificaremos nuestra notacion cuardoosible. S{G, *) €s un grupo
nos referiremos ajrupo Gy usaremos la notaciony en lugar der <y, 1 en lugardecy = en
lugar dez’. No debe confundirse esta notacion de yuxtaposicionaomultiplicacion ordinaria
de numeros. Las Unicas propiedades que supondremaascsem las que definen a un grupo.

Es decir, siz, y, z € G, entonces
(xy)z = x(yz2), rl=1x=ux, xx " =x x =1
En particular, no supondremos qug = yz.

DEFINICION 4.7. Sea’ un grupo. Se dice qué esconmutativoo abelianosi zy = yx

para todar, y € G.
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EJEMPLO4.8. (Z,+), (Z,,®) y (Z;,®) son grupos conmutativos. En camb@, , ) no

es conmutativo, puesto que por ejempley # y * x.

EJEMPLO 4.9. Consideremos; el conjunto formado por las permutaciones{de2, 3},
con la operacion de composicion. Luegsy, o) es un grupo. Si tomamos los elementog

T € S3 dados por

entoncegmo7)(1) = 1 pero(rox)(1) = 3, porlo cualr o 7 # 7o 7. Por lo tantaS; no es un

grupo conmutativo.

El hecho que un grupo no sea conmutativo no significa que pdmat b € G deba ser
ab # ba; notemos que por ejemplo ém, rs = sr. Lo que se debe cumplir para que un grupo

no sea conmutativo es que exiatglin par de elementasy b tales queib # ba.

TEOREMA 4.10. Sean, vy, z, a, b elementos de un grupg@. Entonces
(2) Ty = T2 = y =z (cancelacbn aizquierda),

(2) ar = bx = a =0b (cancelacbn a derecha).

PRUEBA. ComoG es grupo, para tode € G existe el inversa:—*, luego
zy=12z = v (zy)=2""zz = (@')y=(""2)z = ly=1z2 = y=1=z

La cancelacion a derecha se prueba de una manera analoga. O
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Hasta ahora hemos hablado del elemento neutro y del inversm @&lementa;, pero no

hemos dicho que exista so6lo uno. El siguiente teorema esegge son Unicos.

TEOREMA 4.11. Sea(: un grupo. Entonces

(i) El elemento neutrd estnico,

(i) Elinverso der € G esunico.

PRUEBA. () Silz =z paratodar € Gy 1z = x para todar € G, entonces por la
ley de cancelacion a derecha concluimos fee1.
(i) Siz2’ =1 = x2”, entonces por la ley de cancelacion a izquierdas =”. Por ello
es que podemos llamar! al inverso der.
O

DEFINICION 4.12. Seds un grupo. SiG| es finito decimos qué& es finito y que ebrden

de G es|G|. Si|G| no es finito decimos qué es un grupo infinito.

EJEMPLO4.13. Z es un grupo infinitoZ,,, Z, G 'y Ss son grupos finitos. Tenemos que el
orden d€Z,, esn, el deZ? es la cantidad de nUmeros positivos coprimosconenores que,
y el orden de=, y S; es 6.

Si G es un grupo yr € G, definimos las sucesivas potencias positivas y negativas de

como.

Convenimos en que’ = 1.
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EJERCICIO4.1. Probar que™t" = z™z".

EJEMPLO4.14.

() EnZs, 2°=202020202=4.
(i) EnZ, 2°=2+42+2+2+2=10.
(i) EnZ, 2°=202020202=2,

(iv) EnGA, "™ =rxr*xr*xrxr=s.

Notemos que si un grupo es finitarye G, las sucesivas potencias deson elementos de
GG y en consecuencia no son todas distintas. Luego existeh naturales distintos tales que
2% = z". Sik > h, multiplicando ambos miembros per” obtenemos que*~" = 1. De
aqui que podemos asegurar que existe algénN tal quez™ = 1, y por el Principio de Buena

Ordenacion existe un natural minimo con esa propiedad.

DEFINICION 4.15. Sed’ un grupo finito, y sea € G. El menor naturah tal quex™ = 1
se llama el orden de enG. Si G es infinito se define el orden dedel mismo modo si es que

tal n existe. De lo contrario se dice que el ordemdes infinito.

EJEMPLO 4.16. Puesto quér = 0 (6) para todar € Z, tenemos que para todoe Zg,

2% = 0. Sin embarg® no es el orden de cada elementdZiepues
3@3=0 y2®2®2=0.

Luego el orden d8 es 2 y el orden de es 3. También el orden dees 3.5 es el Unico elemento

de orden 6 y O tiene orden 1.

EJEMPLO4.17. En el caso d€'x, el orden de y el orden des es 3, mientras que el orden

dex,yyzes?2.
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Notemos que para cualquier grugo el orden dd es 1.

TEOREMA 4.18. Seax un elemento de orden en un grupo finitd7. Entonces:® = 1 siy

sblo sis es un naltiplo dem.

PRUEBA. Sis = km entonces® = 2™ = (z™)* = 1* = 1. Reciprocamente, st = 1

entonces por definicion de ordern> m. Luego existery y r, 0 < r < m tales que
S=qm-++r.

Entoncesl = 2® = ™" = ™" = 1.2". Luegoz” = 1, por lo tantor = 0 y esto implica
ques es multiplo dem.
O

4.1. Isomorfismo de Grupos.Consideremos los grupd€.,, ®) y (Z:, ®). Tomemos la

funcion f : Z, — Z; dada por

Notemos qu¢ es una funcion biyectiva, y cumple qii€0) = 1 (laimagen del elemento neutro
es el elemento neutro) y ademés ¢ b) = f(a) ® f(b) para toda:, b € Z,. Se dice entonces

gue f preserva la estructura de los grupos

DEFINICION 4.19. Sear(G; y G, dos grupos cualesquiera. Una biyeccibn G, — G,
se dice unisomorfismo de gruposi f(g9') = f(9)f(¢'), para todog, ¢ € G;. Si existe tal

isomorfismo(z; y GG, se dicen isomorfos.
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5. Grupos dclicos

DEFINICION 5.1. Un grupaG se dice ciclico si existe € G tal que todo elemento d& es

una potencia de. El elementor se dice qugeneraa G y escribimosz = (z).

EJEMPLO5.2. Z con la operacion de suma usual es un grupo ciclico infinms precisa-

menteZ = (1). Efectivamente, si € N, entonces

n=1+14---4+1=1"
n términos

Sin € —N entonces

—n =1"", porlo cualn = 1".

EJERCICIO5.1. Probar que los Unicos generadoreZ.dmn 1 y—1.

EJEMPLO5.3. Zg con la operaciom es un grupo ciclico finito, generado pby también
por5. En efecto:

1=505®5®5®5,

2=5B5®5®5,

3=5®5®5.
4=5®5,
d = 9.

EJEMPLOS5.4. Z% y Z¢ son grupos ciclicos isomorfos. Una biyeccipnZ:; — Zg esta dada

por

F@) =1 @) =/@0 03 =[B) e ©f(3)=(/(3)" paal<k<6.

J/
~—
k k




6. SUBGRUPOS 19

De este modo resulta

EJEMPLO 5.5. El grupoGa no es un grupo ciclico, puesto que ningln elementd-de

tiene orders.

6. Subgrupos

Si G es un grupo yH C G, entonces se dice qué es unsubgrupode GG si los elementos

de H forman un grupo con respecto a la operacior:de

EJEMPLO6.1. ENGA, H = {id,r,s} es subgrupo puesr = s, ss = ryrs = id. En
cambioT = {id,r, x} no es subgrupo dé'x puesrx =y ey ¢ T,y también porque y x no

tienen inverso efi’.

El siguiente teorema establece una condicion necesauiicyesite para que un subconjunto

de un grupd> sea subgrupo:

TEOREMA 6.2. Sea(G un grupo y sed? un subconjunto dé&7, no vago, que satisface:

() zy € H, paratodoz,y € H,

(i) siz € H, entonces ™! € H.

EntoncesH es un subgrupo d€'. SiG es finito, basta que se cumpla (i).

PRUEBA. La condicion (i) nos dice que la operacion de grupo esaderrenH. La aso-

ciatividad se obtiene de la asociatividad@nLa existencia del inverso esta dada por (ii). La
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existencia del elemento neutro &hse debe a que si € H, entoncesc™ € H y por (i),
l=xz2 '€ H.

Supongamos ahora quges finito. Luego para € H, ™ € H, para todan € N. Luego

existen € N tal quez™*! = 1, por lo tantoz™ es el inverso de:. O

EJEMPLO6.3. Sed- un grupoy sea € GG un elemento de orden. Entonces las potencias

dex

forman un subgrupo d&, llamadosubgrupo clico generado pot, y se denotdz). El orden
del subgrupdz) es el orden del elemento
Consideremos el grugh,,. Entonce® y 8 generan subgrupos de 6rdenes 6 y 3 respectiva-

mente. Estos son:
(2) = {20,21, 22,23 24 25} = {0,2,4,6,8, 10},
(8) = {8°,8',8*} ={0,8,4}.

Por otro lado, el subgrupo ciclico generado pas el grupdZ,, puess™ = 0 enZ;, ocurre

solo cuand® - m = 0 (12). Puesto québ, 12) = 1 debe sefn un maltiplo del2.

7. Grupos de Permutaciones

Unapermutacbn de un conjunto finitaX es una biyeccion d& en X. Nuestro objetivo
sera estudiar el conjunto de permutaciones de un conjiinte cardinaln. Sin pérdida de
generalidad podemos considerakacomo el intervalo naturdll, »n|, al que denotaremos por
N,,.

EJEMPLO7.1. Por ejemplo, una permutacion del conjuNtees la funciorno dada por

3) o(l)=3 o(2)=14 o(3) =2 o(4)=1.
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LlamaremosS,, al conjunto de permutaciones Ne. Puesto que la composicion de funcio-

nes biyectivas es biyectiva, que la inversa de una funcigechva es biyectiva tenemos que

(Sn, ) es un grupo finito. Recordemos que el orderbges|s,,| = n!.

EJEMPLO 7.2. En este ejemplo y en otros posteriores, usaremos unaiootcon flechas

para representar una permutacigrindicando con

1 2 n
L
a; s ... QAp

sia; = o(1), paral <i <n.

(i) S5 contiene las siguientes permutaciones:

1 2 3 1 2 3
Ll Ll
1 2 3 1 3 2
1 2 3 1 2 3
Ll Ll
2 1 3 3.1 2

(i) Sy contiene las siguientes permutaciones:

Lol

Lol
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Podemos interpretar una permutacibn como un reordenémniéd los elementos de

{1,2,...,n}. Supongamos que es la permutacion efi; dada por

1 2 3 4

bl
2 4 1 3.

Sio es como en el Ejemplo 7.1, entonges 3) y (3 o o) vienen dadas por:

1 2 3 4 1 2 3 4
oL A
2 4 1 3 3.4 21
oL A
41 3 2 1 3 4 2

(000) (Booa).

De ahora en méas usaremos la notaciéGhpara denotar la aplicaciof o 3), esto quiere
decir,primero se aplica? y luego se aplica.

Es conveniente tener una notacibn mas compacta paraadema determinada permuta-
cion. Notemos que la permutaciérde (7.1) aplicael 1 enel 3,el3enel 2,el2eneldyel4d

en el 1. Esto dice que los simbolos 1, 2, 3 y 4 formawialo de longitud 4, y escribimos
o = (1324).
EJeEMPLO 7.3. Consideremos efy la permutacionr dada por

1 2 3 4 5 6 7 8

L T T
385 216 4 T
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Entoncesr aplicael 1 enel 3, el 3enel 5y el 5 nuevamente al 1. Aplica &l @&, el 8 en el
7,el7eneldyel4denel2. Pordltimo(6) = 6. Entonces 1, 3y 5 forman un ciclo de longitud
3; 2,8, 7y 4 forman un ciclo de longitud 4 y 7 forma un ciclo deddud 1. Es entonces que
podemos escribir

7 = (135)(2874)(7) = (2874)(7)(135).

Esta es la llamadaotacbn dclica pararr.
Precisamos este concepto en la siguiente definicion:

DEFINICION 7.4. Seany, iy, i,, (r < n) elementos distintos d¥,,. Entonceiyi, . . . 4,)
denota la permutacion que aplica— iy, iy — i3, ..., i, — i1 Y los demas elementos @&,
los aplica en si mismosi;is . . .,.) se llama urciclo de longitudr; un ciclo de longitud 2 se

[lama unatrasposicon.

Diremos que dos ciclog;is . .. i) Y (jije - - - jx) Sondisjuntossi ninguno de log;, 1 <t <

r, aparece entrelog, 1 <t < k.

EJEMPLO7.5. EnSy, los ciclos(135) y (2476) son disjuntos, en cambid35) y (2346) no

lo son, pues el 3 aparece en ambos ciclos.

Notemos que s#; y o5 son ciclos disjuntos, entonces conmutan entre si, es, decir =

0901, puesto que ningln simbolo permutado ppes permutado par,, y viceversa.

La notacion para un determinado ciclo no es Unica, porgje23) = (231) = (312).

LEMA 7.6. Un ciclo de longitud-r es un elemento de ordenen S,,. El inverso del ciclo

(1112 .. .1,) es el ciclo de longitud dado por(i, i, .. .ii1).
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PRUEBA. Seac = (ijiy...i,). Entoncess’ es la permutacion que apliga — ip i,
ig = dfa4j]s - - -+ by = 1pr4), dONde con los corchetes hemos querido indicarloslet + 7] < r
y quet +r = [t +7] (r). Por ejemplog? aplicai,_; eni,, pues(r —1+3) =2 (r), y o aplica
ir_3 €Nni,, puesr —3+ 3 =r (r).

Luegoo’ # id sij < r pueso’(iy) = iyy; # i1, peroo’ (iy) = iy = iy, para todo,
1 <t <r.Luego el orden de esr.

Por otro lado, vemos qu@i, .. .4, )(i, ...i2i1) €S la permutacion identidad, por lo que
gueda probado el lema.

([l

Asi por ejemplo, el inverso de una trasposici@f) es(ji) = (ij), y el inverso de un ciclo
de longitud 3(ijk) es(kji). Notemos que la permutacion identidad puede ser escrit@ cm

ciclo de longitud 1, por ejempl(l).

Cualquier permutaciom en .S,, puede ser escrita como producto de ciclos disjuntos de la

siguiente manera:

se comienza con cualquieinsbolo, por ejemplo el 1, y se lista la imagen del mismo y de
sus sucesores hasta llegar nuevamente al 1, de esta marterseatos un primer ciclo;

se elige ahora otroisbolo al que no se haya llegado en el ciclo anterior y se cagst
otro ciclo a partir deél;

se repite el procedimiento hasta que todos liosi®los hayan sido listados.

En general, en la notacion ciclica se omiten los cicloodgitud 1. Asi, en el Ejemplo 7.3,
T = (135)(2874).

Obviamente el cicl@123) y el ciclo (231) representan la misma permutacion, como asi tam-
bién (135)(24) y (24)(135). Lo importante en la notacion ciclica es la longitud y efrero de

ciclos que componen a la permutacion, ya que estos nosimédimrden de la permutacion.
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PROPOSICDON 7.7. El orden de una permutan es el rmimo confin miltiplo de losorde-

nes de los ciclos que la componen.

PRUEBA. Seaoc = 0,03...0}, dondeoy, oo, ..., o4 son ciclos disjuntos entre si. Sea
el minimo comun multiplo de los ordenes de estos ciclasn€ los ciclos conmutan entre

si tenemos que

m

o™ =o'oy .. o = (1).

Por otro lado, so? = (1), entonces? = (1), paral < i < k, luego el orden de; divide ad
paratodal < i < k. EI menord con esa propiedad es precisamente el minimo comUn riaultip

de los ordenes de los ciclos.
O

EJEMPLO 7.8. Se tienen 12 cartas numeradas del 1 al 12, y se dispohexnlaanesa de
la manera que se muestra el la figura de abajo, a la izquierdas Sartas se sacan por fila
y se las reordena por columna, como se indica a la derechantasweces debe hacerse este

procedimiento para que las cartas reaparezcan en sugositginal?

1 2 3 15 9
4 5 6 2 6 10
7 8 9 37 11
10 11 12 4 8 12,

PRUEBA. Sear la permutacion que produce dicha reordenacion. Es dééjr= j si la

carta numerada canaparece en el lugar de la cajta_uego la notacion ciclica dees
= (1)(241065)(378119)(12).

Los ciclos(1) y (12) indican que las cartas 1 y 12 siempre aparecen en el mismo lugg
otros dos ciclos tienen longitud 5, y esto significa que aplis 5 veces se vuelve a la posicion
original.

Esto significa entonces que el orden de la permutaciés 5.
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8. Clasificacbn de las permutaciones

El objetivo de esta seccion es clasificar a las permutasisagn los ciclos que la com-
ponen. Una permutacion se puede escribir de manera Gmimga producto de ciclos disjuntos,
salvando el orden de los mismos y de los elementos que losa@@mnpaunque no daremos

aqui una demostracion de este hecho.

DEFINICION 8.1. Siw € S, tieneq; ciclos de longitud entonces diremos quees del tipo

(101202 pon),

EJEMPLO8.2. La permutaciom del Ejemplo?? es del tipo[134] pues esta compuesta por
un ciclo de longitud 1, uno de longitud 3 y uno de longitud 4.peamutacionr del Ejemplo
7.8 es del tipd125%] pues esta compuesta por dos ciclos de longitud 1 y dos aelésngitud
5.

Es posible clasificar a los elementos$jesegln su tipo. Contemos cuantas permutaciones
hay de un determinado tige* . ..n%"]. Hagamos primero un ejemplo. ConsideremosSen

las permutaciones del tige*324]. Una permutacion de este tipo sera de la forma

Existen
14\ /12\ [10\ [ 7\ (4
2 2 3 3)\4
maneras de ubicar los simbolos 1,2, 14 en una permutacion de este tipo. Si ademas conside-

ramos que cada ciclo de longitédse puede escribir de formas distintas, entonces debemos
dividir esta cantidad por

2.2-3-3-4=2%3%4.
Por otro lado, el orden en que se ubiquen los ciclos de igungitiad es irrelevante, por lo tanto
aln nos falta dividir por

2121,
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Luego la cantidad total de permutaciones de este tipo es

14!
223242121

En el caso general, se prueba que el nUimero de permutadehtgso[1412%2 ... n%"] es

n!

11202 noanaqlag!. . ay,!’
Diremos que dos permutacionasy (5 en .S, sonconjugadassi existe una permutacion
o € S, talque

cac~ ! = 3.

TEOREMA 8.3. Dos permutaciones son conjugadas solossi son del mismo tipo.

PRUEBA. Supongamos quey 3 son conjugadas. Lo que haremos es ver que por cada ciclo
(x179 ... 1) €n la descomposicion dehay un ciclo(y,ys . . . yx) en la descomposicion de

Tomemosr;. Sear, = a(x;) y seany; = o(z1), y2 = o(x2). Entonces
Byr) = cao (1) = oa(z)) = o(z2) = ya.

Ahora, sia(xs) = z3 Y o(x3) = ys; entoncesi(y,) = ys. Luego por cada cicldz;xs . . . xy)
tenemos un correspondiente Ci¢lgy: . . . yx). Se sigue entonces quey 5 son del mismo tipo.
Reciprocamente, supongamos @ug 5 son del mismo tipo. Dado que estan compuestas
por el mismo namero de ciclos por cada longitud de cicloeims una correspondencia entre
los ciclos de la misma longitud que componenya 3. Dado un cicla(z z; . .. z;) enay un
ciclo (v192 - . . y») en 3, definimoso(z;) = y;, y usamos la misma regla para los demas ciclos.

Entonces tenemos que
cao”!(y1) = oa(n) = o(zz) = yo = By1),

y asi sucesivamente, luegao—! = 3.. O
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EJEMPLO 8.4. Consideremos €S} las siguientes permutaciones del tipg|:
7= (12)(345), 7= (13)(254).

Encontrars € S tal quesro~! = 7.

PRUEBA. Usando el argumento de la prueba del Teorema 8.3, tomanmesrpmente los
ciclos(12) y (13). Definimoso (1) = 1y ¢(2) = 3. Tomando ahora los ciclos de longitud 3,

definimoss(3) = 2, 0(4) = 5y o(5) = 4. Entonces

o = (1)(23)(45),

oro~ ! = (1)(23)(45) (12)(345) (45)(23)(1) = (13)(254) = 7

como queriamos ver. O

9. Permutaciones pares e impares

El principal resultado que veremos en esta seccion es qgeipb de permutaciones,

!
posee un subgrup4é, de orden%.

Primero veamos que toda permutacion se puede escribir pooaloicto de trasposiciones,
obviamente no seran disjuntas entre si. Es decir, todayiacion se puede lograr intercambian-
do sucesivamente 2 elementos|den]|]. Por ejemplo, la permutacion que transforma 123456
en 342165 e$56)(14)(21)(13). En general, el cicldz, z; . . . z,.) se expresa como producto de

trasposiciones de la siguiente manera:

(r129 ... 2) = (212,) . .. (w1203) (T122).

Es facil probar este resultado por induccion, si se tieneuenta que el ciclo de longitud+ 1,

(x129 ... x141) PUEde escribirse como, xx 1) (T122 . . . Tk).
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Luego como cada ciclo puede ser escrito como producto deosasones y cada permu-
tacion puede ser escrita como producto de ciclos, condsiigue toda permutacion puede ser

escrita como producto de trasposiciones.

EJEMPLO9.1. Escribir la permutaciofl342)(5876) como producto de trasposiciones.

PRUEBA. Usando el argumento anterior, escribimos

(1342)(5876) = (12)(14)(13)(56)(57)(583).

Sin embargo, no hay una Gnica manera de escribir una pecidnteomo producto de tras-
posiciones, por ejemplo et la permutaciorn(245) puede ser escrita coni@s)(24) o como
(13)(25)(31)(24). Lo que si veremos es que todas las representaciones coohacpw de tras-
posiciones de una misma permutacion tienen una carstitaren coman.

Si w es una permutacion del tigo* 222 ... n®~] llamaremos:(7) al nUmero de ciclos que

componen ar, luego
c(m)=a1+as+ -+ .
¢, QUé ocurre si componemog &on una trasposicion? ¢ Cuantos ciclos componena?

Supongamos que permutaa conb, es decirr(a) = b, 7(b) = ay 7(k) = k parak # a, b.

Pueden ocurrir dos casos:

(i) a'y bocurren en un mismo ciclo de esto es, existe un ciclo en la descomposicion de

mdelaformalaz...yb...z). Entonces al hacerr este ciclo se desdobla en

En este casa;(rm) = ¢(m) + 1.
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(i) Si ay bestan en diferentes ciclos deentonces en la descomposicionmaparecen

ciclos de la formgax ... y)(b...z). Luego al componer con obtendremos el ciclo
(b...zax...y),

y en este caso(7m) = ¢(m) — 1.
Luego en ambos casos el efecto de una trasposicion luegredeeamutacion altera el nimero

de ciclos en uno. Este hecho nos ayuda a probar el siguiemenma:

TEOREMA 9.2. Supongamos que una permutacir en.S,, puede ser escrita como la com-
posicbn dek trasposiciones y tamén dek’ trasposiciones. Entoncésy k' son ambos pares o

ambos impares.

PRUEBA. Sear = 7,_17x_2 ... 7271, donder;, 1 < i < k son trasposiciones. Comg es
una permutacion del tipd™—22|, el nUmero de ciclos de esc(r;) = (n —2)+ 1 =n — 1.
Al hacer las sucesivas composiciones egnrs, ..., el nUmero de ciclos se va aumentando o

disminuyendo en 1. Supongamos que aumegmnces en y disminuyeh veces en 1. Luego
c(r)=(Mm—-1)4+g—h.
Por otro ladog + h es el nimero de composiciones sucesivas deskastar,, luegog + h =
k — 1. Luego
k=14+g4+h=1+g+(n—1+g—c(m)) =n—c(r)+ 2g.

Por el mismo argumento, dado guee puede escribir como producto kdrasposiciones,
existira un enterg’ tal que
K =n—c(n)+24.
Pero entonces
k—k =2(g—4),

es decir qué: y £’ tienen la misma paridad.
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Como consecuencia de este teorema podemos definir qué gmemmatacion par y una

permutacion impar.

DEFINICION 9.3. Una permutacion se dipar (respectivamentinpar) si puede escribirse

como producto de un namero par (respectivamente impargdaytaciones.

PROPOSICON 9.4. Paran > 2, el conjuntoA,, de todas las permutaciones pares es un

subgrupo de5,,.

PRUEBA. Es suficiente con probar qué, # () y queto € A, para todor, o € A,.
A, # 0, pues(12)(12) € A,. Ademas, sir = 1i7»...7 Y 0 = 0109...0, donde cada;
y cadao; son trasposiciones y donaey k son pares, entonces su composicionse escribe
como

72 ...7,0102...0k,

que es un producto dé& + r) trasposiciones, Yk + r) también es par.

u
PROPOSICDN 9.5. A,, es un subgrupo de orde%i.

PRUEBA. Veamos que,, se puedgoartir en dos subconjuntad,, y B,, de igual cardina-
lidad. En efecto, sabemos que toda permutaeiom S,, es par o es impar. Llamemos, al
conjunto de permutaciones paresBy al conjunto de permutaciones impares, y veamos que
existe una biyeccion entre ellos. Seaina trasposicion cualquiera, por ejempto= (12).

Entonces la funcio® : A, — B, dada por

O(m) =77
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es una biyeccion. Clarament®,aplica permutaciones pares en impares, ya que incrementa el
namero de trasposiciones en 1. Veamos §jes inyectiva: sirr = 7o, por la ley de cancela-
cion a izquierda resulta = 0. Ademas® es suryectiva, pues sies una permutacion impar,
entoncesr es par, luego
m=71(rm) = ®(77).
Luego|A,| = |B,| Y S = A, U B,. Dado que esta union es disjunta, concluimos que
|Sn| = 2| A,|, como queriamos ver.

O

EJEMPLO9.6. EnS,y, A; = {(1)}. En S,

Ay = {(1), (12)(13), (13)(12)} = {id. (132), (123)}.

EJEMPLO9.7. Ocho bloques rotulados con las letras A, E, |, O, U, Q, |.&s¥an ubicados
en un cuadrado como se muestra en el primer diagrama de la Sgguiente. Si los movimien-
tos que se pueden hacer consisten en desplazar un blogaeshaspacio vacio, pruebe que es

imposible lograr el segundo diagrama de la figura con unasgutee movimientos legales.

AlE]| I AlY|Q
oO|lU|Q UlE|L
L|Y |

PRUEBA. Llamemos[] a nuestro espacio vacio. La disposicion inicial de lagmsees
AEIOUQLY[, y la final es AYQUELIQ. Desplazar una letr& al espacio vacio corresponde
a una trasposiciofiX[J). Ahora bien, para llegar a la disposicion final, se debéguer tantos

corrimientos déJ hacia arriba como hacia abajo, y tantos a la izquierda coradarkecha. Por
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lo tanto el nUmero total de trasposiciones es par, es deeitagpermutacion que produce dicha
reordenacion de las letras debe gar.

Por otro lado, esta permutacion se puede escribir comauptodle ciclos de la manera

(A)(EUOY)(ILQ)(D)),

pero esto corresponde a un producto de un nUmero imparsjBB&iones, es decir que es una
permutacion impar. Se sigue que es imposible lograr laodison final con una sucesion de

movimientos legales. O

10. Coclasesy el Teorema de Lagrange

En esta seccion volvemos a la teoria general de grupas ppalbar un importante resultado
acerca de los grupos finitos. El Teorema de Lagrange asegarsi§f es un grupo finito yH{
es un subgrupo dé entoncesH | divide al |G|. Asi por ejemplo, un grupo de orden 18 solo
puede tener subgrupos de orden 1, 2, 3, 6, 9 y 18. La idea derlastiecion de este teorema
esparticionaral grupoG en subconjuntos disjuntos de cardinal iguala, luego si existerk

subconjuntos de estos tendremos {uie= k| H|.

DEFINICION 10.1. Sea un subgrupo de un grup@ (no es necesario suponer gtiees
finito). La coclase a izquierdg H de G con respecto a un elemenjen G se define como el

conjunto obtenido por la multiplicacion de cada elemermd/ca izquierda poy, esto es
gH ={x € G| x = ghparaalglm € H}.
La coclase a derechde H con respecto a se define analogamente:

Hg={x € G|z =hgparaalgm € H}.
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EJEMPLO10.2. H = {0,3,6,9} es un subgrupo del grugh,,. La coclase a izquierdaH

es entonces:

2H = {x € Zyp | * =2 @ h paraalgin € H,}

esto es

2H = {2,5,8,11}.

Notemos qu& H no es un subgrupo d&, y también notemos qua{ = 5H.

Si H es un subgrupo finito, digamd$ = {h4, hs, ..., h,,}, entonces los elementos de la
coclase aizquierdaH songhy, ghas, ..., gh,,. Dado que se tiene una biyeccion entfey g H
dada por

h — gh, Vh € H,
se tiene quéH | = |gH|, para cualquiep € G.
EJEMPLO10.3. Consideremos el grupi = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}, y su sub-

grupoH = {(1),(12)}. Hemos denotado cofl) a la permutacion identidad. Las coclases a

izquierda def{ son las siguientes:

WH = {()D), (1)(A2)} = {(1), (12)},

(12)H = {(12)(1),(12)(12)} = {(12), (1)},
(B)H = {(13)(1), (13)(12)} = {(13), (123)},
(23)H = {(23)(1),(23)(12)} = {(23), (132)},

(123)H = {(123)(1), (123)(12)} = {(123), (13)},

(132)H = {(132)(1), (132)(12)} = {(132), (23)}.

Notemos que hay exactamente 3 subconjuntoS;dgie son coclases d¢, y estos 3 subcon-

juntos son disjuntos. Asi es que tenemos la particion
Ss = {(1),(12)} U {(13), (123)} U {(23), (132)}.

Este es un hecho general que se deduce del siguiente resultad
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TEOREMA 10.4. SeaH un subgrupo de un grup@. Sig; y g2 Son elementos cualesquiera

de G entonces las coclasesH y g, H son icenticas o son disjuntas.

PRUEBA. Probaremos que giH Yy g, H tienen un elemento en comin, entonged =

g2 H. En efecto, sea € g, H N go H. Entonces existeh,, h, € H tales que
T = gih, y T = gohs.
Veamos que H C g2 H. Siy = g1h, para algrh € H, entonces
y = gih = (xhi)h = a(h7'h) = (g2ha)(hi*h) = ga(hahih).

Dado queH es un subgrupd,h;*h) es un elemento d&, y por lo tantoy € g, H.. Luego
g1H C g.H.
Por un argumento similar podemos probar gud C g, H, y por lo tantog, H y go H son

coclases idénticas. O
Notemos que sH es un subgrupo dé, la relacion~ dada por
r~y siysolosi z7lye H

es una relacion de equivalencia@nLas clases de equivalencia son precisamente las coclases
a izquierda de. Esto demuestra nuevamente que las coclases son disjusdasdenticas, y

gue el conjunto de las coclases forma una particion delagftip

TEOREMA DE LAGRANGE . Si G es un grupo finito de ordeny H es un subgrupo de

ordenm, entoncesn es un divisor dex.

PRUEBA. Hemos visto que cada coclase a izquierda tienen la misrdaneidad queH,
y que el conjunto de todas las coclasistintasforman una particibn dé; en subconjuntos

disjuntos. Luego si hay coclases a izquierda distintas debe serguekm. O
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DEFINICION 10.5. Sed> un grupo finito, yH un subgrupo dé&. El nimero de coclases a

izquierda def{ se llama eindice de H enG y se denotad : H|; luego

G| = |G : H||H|.

EJEMPLO 10.6. A, es un grupo de indice 2 &fj,.

También el indice se puede definir como el nUmero de ceslaslerecha, y obtendriamos
los mismos resultados. Sin embargo, a pesar de que el nlaeecoclases a izquierda y a

derecha es el mismo, no necesariamente producen la mistraqradeG.

EJEMPLO10.7. Las coclases a derecha del griipen el Ejemplo 10.3 son
H(1) = {(1),(12)},
H(13) = {(1)(13), (12)(13)} = {(13), (132)},
H(23) = {(1)(23),(12)(23)} = {(23), (123)},

gue son distintas a las coclases a izquierda. Las mismasganda siguiente particion de:

S3 = {(1),(12)} U{(13), (132)} U {(23), (123)}.

COROLARIO 10.8. SiG es un grupo de ordem y p es primo, entonces l@sicos subgrupos
deG son{l}yG.

COROLARI0 10.9. Sig es un elemento de un grupo finitoy |G| = n, entonces

(i) el orden dey divide an,
(i) g" = 1.
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PRUEBA. Dado que(g) es un subgrupo dé€ entonces! = |(g)| divide an. Pero|(g)| es
igual al orden deg, de donde queda probado (i). Por otro lado, calhe- n, para alglrk € N,

entonces

g =g" =g =1" =1

EJERCICI010.1. Probar que todo grupo de ordem primo, es ciclico.

11. Automorfismos de un grafo

Un subgrupo importante del grupo de permutaciofiges el subgrupol,, de las permu-
taciones pares, llamado el grupo alternante. Otros subgrimpportantes dé,, surgen como
grupos de simetrias de un poligono regular, por ejentplo= Ss.

En efecto, toda simetria de un poligono regulandados queda determinada por la accion
sobre los vértices. Enumerando los vértices del poligoada simetria se identifica con una
permutacion erf,, . Dado que la composicion de simetrias es una simetriaigse que el

conjunto de simetrias de un poligono regular es isomotio subgrupo dé,.

EJEMPLO11.1. Calcular el grup6/g de simetrias de un cuadrado y encontrar un subgrupo

de S, isomorfo aGp.

PrRUEBA. Numeramos los veértices dea 4. Las simetrias son:

1): identidad.

12)(34), (14)(23): simetrias axiales con respecto a ejes perpendiculareslados.

13), (24), simetrias axiales con respecto a la diagonal.

A~~~

1234), (1432): rotaciones en un angulo de 90 grados, en sentido horarithyoaario.

O
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FIGURA 1. Simetrias de un cuadrado

Consideremos ahora un grafe = (V, E), dondeV es el conjunto de vértices ¥ el
conjunto de aristas. Usutomorfismale un grafo es una biyeccion: V' — V tal que para todo
{v,w} € F se verifica qugo(v),o(w)} € E. Es claro que la composicion de automorfismos
es un automorfismo, y la inversa de un automorfismo tambiés.lo

Por lo tanto, siV| = n, se puede identificar el conjunto de automorfismog-deon un

subgrupo del grupo de permutaciortgs

EJEMPLO 11.2. La permutaciornil5)(24) es un automorfismo del grafo de la Figura 2,
mientras qué12345) no es un automorfismo dado que la aris?a4} se transforma ef3, 5},

gue no es una arista.

1 2
3

5 4

FIGURA 2

Notemos que siv es un automorfismo del grafd/, F), y v € V, entoncesy induce un

isomorfismo entre los vértices adyacentasyalos vértices adyacentesadv). Por lo tanto el
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grado dev es el mismo que el grado d€v) (Ver Figura 3). Analogamente, puede verse gue

mapea ciclos de longituken ciclos de longitud.

o(z)
X o)
N a(v)
z
v
a(w)
W
FIGURA 3

Finalizamos esta seccion estas notas con el siguient@kem

EJEMPLO11.3. Encontrar el grupo de automorfismos del grafo sigaient

6 1

5 2
4 3
FIGURA 4

SoLUCION: Tenemos que
vV =1{1,2,3,4,56} vy
E={{1,2},{1,3},{1,5},{1,6},{2,3},{3,4},{3,5},{4,5}, {5,6} }.

Los vertices 1, 3y 5 tienen grado 4 y los vértices 2, 4 y 6diegrado 2. Ningln automorfismo

puede aplicar un vértice de grado 4 en un vértice de graglovizeversa.
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Probaremos que cada permutacion del conjynit®, 5} esta en correspondencia con un
automorfismo del grafo, y viceversa.

En efecto, cada automorfismo produce una permutacion en el conjunto de vértices
{1,3,5}. Ademas, la accibn de sobre los vértices, 3 y 5 determina univocamente la accion
sobre los vérticeg, 4 y 6. Por ejemplo, si un automorfismo permuta los vértices 1 nyrees
el véertice 2 permanece fijo, el vértice 6 debe aplicarse geldsértice 4 debe aplicarse en 6.

Reciprocamente, cada permutacion del conjgmt8, 5} determina un tnico automorfismo
del grafo, que consiste en la misma permutacion del loscesrrotulados con, 3y 5, con la
consecuente permutacion de los vértizesy 6.

Enumeramos a continuacion todas las permutaciones del, grau correspondencia con
las permutaciones dd, 3, 5}:

(1) id, determinada por la permutaciéh)(3)(5) de{1, 3,5},
(2) (13)(46), determinada pof13)(5),

(3) (15)(24), determinada pof15)(3),

(4) (35)(26), determinada pof35)(1),

(5) (135)(246), determinada pof135) y

(6) (153)(264), determinada pof153).

Concluimos entonces que el grupo de automorfismos del grafiene orden 6, tiene 3
elementos de orden 2 y 2 elementos de orden 3.

Recordemos qukss| = 6!, y podemos comprobar que el orden del grupo de automorfismos
deG divide al orden deSs|. O

COROLARIO 11.4. Probar que el grupo de automorfismos del grafo del Ejempl8 &%.

isomorfo al grupaSs.
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12. Guia de ejercicios
En esta (ltima seccion presento una lista de ejerciciescgmplementan la teoria y ejem-

plos desarrollados en las secciones anteriores. Algueosi@ps estan sefialados con un aste-

risco (*) indicando que los mismos son de una dificultad may®r los demas.

1. Pruebe que las operaciones en los siguientes conjurftosmana estructura de grupo:
a) Q — {0} con la operacion del producto.
b) Z con la operacion de la suma.

c) Z, — {0} con la operaciomm, conp un nimero primo.
Dar la tabla d&., y Zs para las operaciones dey ©.
Encontrar los inversos de 2 &ny, 7 enZy5, 7 enZg y de 5 enZ,s.
Calcular el orden de 8 éfy,, de 15 er¥Zy, y de 14 ery,,.

Probar qué&r A es isomorfo al grupo de permutaciones

o 0 M~ W D

a) Describir las cuatro simetrias de un rectangulo ystrair la tabla de multiplicar.
b) SeaC el grupo con la tabla de multiplicar:

lla|b|c

liljajbjc

ala|l|c|b

biblc|l|a

c|clblall
Hallar un isomorfismo entré&' y el grupo de simetrias del rectangulo. ZEsonmu-

tativo?, ¢ es isomorfod,?

7. (*) Analizando las posibles tablas de multiplicar, masique (salvo por isomorfis-

mos), existe un solo grupo de orden 2 y un solo grupo de orden 3.

8. Decir cuales de los siguientes son subgrupas gde

K, = {id, z}, Ky = {id, z,y}, Ky ={id,r, s, z,y}.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

. ¢ESS,, un grupo ciclico?

Z,, es un grupo ciclico generado pdn. Pruebe que generdZ, siy solo siz y n son

coprimos.

Encontrar todos los subgrupos ciclicosZgfy Z,5. Encontrar todos los subgrupos de
Sy.

Escribir la siguiente permutacion usando la notaciohca:

123 45 6 7 89

L 2 A A
357846 1 209

Searr = (123)(456)(78)y T = (1357)(26)(4)(8) permutaciones (en notacion ciclica)
de{1,2,3,4,5,6,7,8}. Escriba en notacion ciclicar, 70, 0%, o7ty 771

Muestre que existen solo tres elementoS.eque tienen 2 ciclos de longitud 2 disjun-
tos.

¢ Cuales son todas las permutacioneS,die orden 2?
Escribir los siguientes elementos.gfecomo producto de trasposiciones, y encuentre

el signo de cada uno:

a = (1357)(2468), B = (127)(356)(48),  ~ = (135)(678)(2)(4).

Probar quegn(ron—!) = sgn(c), paratodar, o € S,,.

Seanv = (15)(27436) y 8 = (1372)(46)(5) permutaciones ef;. Calcular los orde-
nes dex, 3, afy Ba.

(*) Describir explicitamente la particibn d&, como coclases a derecha del subgrupo
H = {i, z}. Verficar que la particibn no es la misma que se obtiene dedelsises a

izquierda.
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21.

22.

23.

24.

25.

26
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(*) Supongamos qué' es un grupo finito,que es un nUmero primo y qué' tiene
exactamenten subgrupos de ordem Mostrar que el nUmero de elementos de orglen

enG esm(p — 1).

(*) Muestre que un grupo no ciclico de orden 55 tiene panénos un subgrupo de

orden 5y un subgrupo de orden 11.

¢, Cuales de los siguientes son subgrupdsde
a) {(12345), (124)(35)}.
b) {id, (12345), (13524), (14253), (15432)}.
c) {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
d) {id, (12)(345), (135)(24), (15324), (12)(45), (134)(25), (143)(25)}.

(*) Un conjunto de 52 tarjetas se divide en dos parteslégup se intercala, de tal
manera que si el orden original es 1, 2, 3,.4,, el nuevo orden es 1, 27, 2, 28,
.... ¢Cuantas veces debe repetirse el procedimiento paras|terjetas vuelvan a su

ubicacioén original?

(*) El orden de cualquier elemento ég es un divisor dgdSs| = 8!. Sabiendo que
toda permutacion puede ser escrita como producto de cigtagles son los érdenes
realmente posibles? Dé ejemplos de divisores!dal que no haya ningln elemento
de Sg con ese orden.
(*)

a) Hallar las simetrias del cuadrado, consideradas comoytaciones de vértices

1, 2, 3y 4, rotulados en orden ciclico.
b) Liste todas las simetrias de un pentagono regular, dersilas como permutacio-

nes de los vertices 1, 2, 3, 4, 5, rotuladas en orden ciclico

. Encuentre el grupo de automorfismos del grafo dado pmtéade adyacencia siguien-

te:



123 456 7 8
21112344
33277755
4 56 8 88 6 6

27. Encuentre el grupo de automorfismos de cada uno de lassgtafla Figura 5:

1 3
1 2
2 6 3
5 2 5
5 7/
3
1

FIGURA 5
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