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1 Introduccion

En este breve apunte vamos a abordar algunos tépicos importantes de Légica Matematica, la cual
se ocupa del estudio del lenguaje y los métodos de razonamiento de la matematica utilizando como
herramienta la misma matematica. Nos vamos a concentrar en una formalizaciéon de la nocién de
demostraciéon conocida como deduccion natural de Gentzen-Prawitz. Existen numerosas formal-
izaciones de esta nocién que poseen todas ellas virtudes diferentes. Algunas tienen como objetivo
modelar la actividad del matematico, y permiten emprender de manera sencilla la construccién
formal del edificio matematico. Las formalizaciones de este tipo suelen ser bastante extensas ya que
tartan de incorporar en forma de ”reglas” todos los recursos de los cuales dispone un matemético
en su trabajo cotidiano. La deduccién natural de Gentzen-Prawitz no se encuentra dentro de
este grupo. De hecho una prueba tiene forma de ”arbol”, en el cual el nimero de hojas depende
exponencialmente de la altura, de manera que la prueba de los resultados mas elementales de la
aritmética requeririan de un ancho de hoja dificil de encontrar. La virtud de este sistema es sin
duda su simpleza, que permite abordar el estudio de ciertas propiedades sintécticas (eliminacién
de cortes, normalizacién, etc.) de una manera adecuada. Por otro lado este sistema nos permite
"llevar en paralelo” el estudio de cuestiones relativas a las 16gicas clésica e intuicionista, debido a
que la incorporaciéon de una una sola regla, la reducciéon al absurdo, permite extender la nocién
de prueba intuicionista al contexto clésico.

El 7hilo conductor” del apunte es la secuencia: ”"nocién de prueba - seméntica - correcciéon y
completitud”. Esta secuencia sera respetada para las 16gicas proposicionales clasica e intuicionista.
Para el caso intuicionista se introduce la seméantica de Kripke, que extiende la semantica clasica
dada por las tablas de verdad. Se posterga para el final del apunte la extensién del sistema a los
cuantificadores. Se remite al lector a los apéndices para abordar algunas cuestiones de interés, de
manera de no distraer el desarrollo de los topicos fundamentales. Los temas de mayor complejidad
son sin duda las nociones de estructuras algebraicas (Seccién 7) que nos permiten obtener las
pruebas de completitud.

El tnico prerequisito para la lectura de este material es un curso béasico de &dlgebra, en el
cual asumimos que el lector tomo contacto con las nociones de férmula proposicional y tablas de
verdad. Por cuestiones de espacio, no pondremos demasiado enfasis en las definiciones formales de
los lenguajes de las respectivas 1égicas. Todos los temas, inclusive este tltimo, son acompanado con
referencias bibliograficas para que el lector interesado pueda ampliar los contenidos aquivertidos.
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3 Deduccion Natural de Gentzen-Prawitz

En esta seccién vamos a introducir el sistema de deduccién natural propuesto por Gentzen, cuyo
estudio sistemético fue realizado por Prawitz en [10]. Este sistema, originalmente pensado para la
l6gica intuicionista, se extiende también a la l6gica clasica, perdiendo en esta extension su simpleza
original.

La logica intuicionista es un fragmento de la légica clasica, y como consecuencia las tautologias
intuicionistas son una parte de las tautologias' cldsicas. Si utilizamos el sistema de deduccién
natural de Gentzen-Prawist, las tautologias intuicionistas son exactamente las tautologias clasicas
que se pueden probar sin utilizar la regla de reduccién al absurdo (Seccién 5). Una buena manera
de entender el significado de los conectivos intuicionista es a través de la interpretaciéon de Brower,
Heyting y Kolmogorov, que se describe en el apéndice 2.

En este sistema, una prueba tiene una estructura similar a un arbol, con una sola conclusién
situada en la raiz, y con una cantidad finita de hipétesis que se disponen en las hojas. Esta
similitud es una ilusion grafica mas que una realidad matemaética, como veremos a continuacién.
Usaremos la notacion

A
para designar una deduccion de A, es decir, una deduccién que posee como conclusién la féormula
A. Tal deduccién posee en el lugar de las "hojas” férmulas que pueden tener dos estados: activas o

canceladas. A las activas se las llama hipdtesis de la deduccion de A. Si uno posee una deduccién
de A que tiene la férmula B como hipétesis, situacién que denotaremos

B
A

entonces mediante la aplicacion ciertas reglas podemos obtener nuevas deducciones que eventual-
mente cancelan una o mas ocurrencias de B de la deduccién primitiva. El caso tipico de cancelacién
se puede observar en la regla de introduccién del =-:

Bl

A
B= A

Segun esta regla, partiendo de la deduccién de A podemos elegir una cantidad arbitraria (que
puede ser 0) de ocurrencias de B como hipdtesis y generar una nueva deducién que tiene como
conclusién a B = A en la cual las ocurrencias escogidas de B son canceladas. Podria no existir
ninguna ocurrencia activa de B con lo cual no hay nada por cancelar. Se suele utilizar un indice
natural para vincular las hipotesis descartadas con el "nodo” en el cual se las canceld:

B=A

Note que puede utilizarse el mismo indice para cancelar hipétesis distintas, ya que tal aparente
ambiguedad queda resuelta observando los antecedentes de las implicaciones involucradas.
La deducciéon més elemental es la de la forma:

1En la légica proposicional clasica una tautologia es una férmula cuya tabla de verdad dé en todos los casos
verdadero.



HIPOTESIS: A
Esta consiste en una conclusién A que a la vez es su hipdtesis. Para cada conectivo tenemos

reglas de introduccion y de eliminacion para construir nuevas deducciones a partir de otras ya
existentes. Estas son:

REGLAS DE INTRODUCCION

, [A]
4 A= DB
A B
VIl VI2
AV B AV B
REGLAS DE ELIMINACION
ANB g ANB g A=B A
A B B

Finalmente tenmos una regla mas:

REGLA DE ELIMINACION DEL L

L
B

1FE

Note que al igual que en la introducciéon del =, en la aplicaciéon de VE se descartan tantas
ocurrencias como se quiera de la hipétesis A en la deduccién subordinada

A

C

Lo mismo con la hipétesis B. En el sistema de deduccién natural no hay reglas para la negacién
-, puesto que se considera = A como otra forma de escribir A = 1.

La légica intuicionista rompe con la dualidad V — A existente en la légica clésica, y que se
expresa a través de las denominadas leyes de De Morgan. En efecto, la sentencia

~(AVB) & ~AN-B



puede ser probada, mientras que para la sentencia dual sélo vale un implica:
—-AV-B = —(AAB).

Como ejemplo damos una deduccién de esta ltima proposicién, que envuelve una aplicacién
de la regla de eliminacion del V. Esta regla posee una caracteristica particular: la férmula C' no
guarda ninguna relacién con la férmula principal que contiene al conectivo en cuestién.

[A A B)? [A A B)?
[_\A]3 714 AE1 [—\3]3 7B NE2
. 1L al
[-AV —B] 3 vE
L (9)=1
~(AN B) (1) =1

AV B = ~(AAB)

Una exposicién clara y de muy amena lectura del sistema de deduccion natural que describimos
en este apunte puede encontrarse en [5] y [6]. El mismo libro de Prawits puede ser también
consultado [10].

Exercise 1 Pruebe que existe una deduccion utilizando el fragmento (=, A, L) para las siguientes
sentencias:

1. A=A 4. A= (B=A)
2. L= A 5 A= —-—-A
3.AN-A= 1 6. A= (A= B)

Exercise 2 Pruebe que existe una deduccion para las siguientes sentencias:
(A= (B=C)) <= (ANB=C)?

-(AVB)& -AAN-B

—-AV-B iﬁ(A/\B)

-AVB= (A= B)

(A= B) = (-B = -4)

AN-B = -(A= B)

S s o do =~

4 Algunas propiedades sintacticas relevantes

En esta seccién nos restringiremos al fragmento del sistema de deduccién natural dado por las
reglas de introduccién y eliminacién de = y A. Aunque las propiedades que vamos a estudiar son
validas en el sistema completo, en este fragmento las bondades de la sintaxis las revelan de una
forma sencilla.

Las propiedades que aquinos interesan son de relevancia en el desarrollo de métodos au-
tomaticos de pruebas, y no se limitan de ninguna manera al sitema de deduccién natural ni a
la 1égica intuicionista.

Cualquiera que adquiera suficiente experiencia en hacer deducciones naturales puede llegar a
observar que evitando casos de ”introduccién” seguida de ”eliminaciéon” de un conectivo puede

2A & B es una abreviacién para (A = B) A (B = A)



”achicar” pruebas. Tal es el caso de la deduccion:

1
HAAB] o
¢ =7 [A A B}l
=E
A
C=A (1) =1
(AANB)= (C= A)
que puede reducirse a:
1
1AABl g
A
C=A (1) =1

(AANB)= (C = A)

Esta nocién de reduccion puede formalizarse de la siguiente manera. Una ocurrencia de una
férmula A en una deduccién natural se dice un corte si ella es la conclusién de una regla de
introduccién, y a su vez la premisa principal de una regla de eliminacién. Las premisas son
las férmulas que estan inmediatamente arriba de la linea horizontal que define una regla, y por
premisa principal de una regla de eliminacién entendemos aquella premisa que tiene como conectivo
principal el que se elimina. Por ejemplo en la derivacién de arriba (la primera) la inica ocurrencia
de B = A es un corte. La nocién de corte nos permite definir una nocién de conversiéon de pruebas
que consiste en eliminar la secuencia introduccién-eliminacién:

B=A B convierte a A
)
A
AiB ATl .
ANB convierte a A
— a1 "

Decimos que una deduccién de A es normal si no posee cortes. Decimos que una deduccién
D reduce a otra deduccién D’ si D’ se obtiene desde D a través de un nimero finito de pasos de
conversién. La siguiente propiedad se denomina propiedad de normalizacion débil:

Theorem 3 Toda deduccion puede ser “normalizada” mediante una reduccion.
Las deducciones normales poseen una propiedad asombrosa, llamada propiedad de la subférmula:

Theorem 4 Toda férmula que ocurre en una deducion normal de A es una subformula de A o de
alguna hipdtesis.

Una consecuencia notable de esta propiedad es la decidibilidad de este fragmento del sistema de
deduccién natural, o sea podemos dar un ”algoritmo” que dada una férmula A permite determinar
si existe o no una deduccién de A. En efecto, si existe una deduccién de A entonces existe también
una deduccién normal de A. Pero por la propiedad de la stubformula existe s6lo una cantidad



finita de férmulas que pueden eventualmente formar parte de tal deduccién. Claro que una misma
férmula puede ocurrir varias veces, en efecto consideremos el caso de la siguiente prueba normal:

2 1
[4] Efi AL
(2) =1 1
A=A (1) =1 (1)

(A= A)= (A= A)

M4s atn, por encima de la ocurrencia de [A]? se puede reproducir la aplicacién de AE1 tantas
veces como se quiera. Esto da una pista de como solucionar el problema: podemos ”achicar” una
prueba de manera que en una misma rama (desde la raiz hasta una hoja) no ocurra dos veces la
misma férmula. La deduccién de arriba puede ser ”achicada” de la siguiente manera:

ﬁ(z) =1
A=A (1) =TI (0)
(A=A)= (A=A

Luego dada una cantidad finita de formulas tenemos s6lo una cantidad finita de ”arboles” que no
repiten férmulas en una misma rama. En consecuencia basta con generar todos esos ”candidatos”
a deduccién y testear si alguno efectivamente lo es.

La nocién de prueba normal en este fragmento del célculo puede considerarse como una for-
malizacién de la nocién genérica de semdantica constructivista propuesta por Brower, Heyting y
Kolmogorov, y que brevemente se introduce en el apéndice 2. Allitambién estudiamos un asom-
broso significado operacional que queda oculto en la nociéon de normalizacién, y que se revela a
través del isomorfismo de Curry-Howard, que conecta la nocién de demostracién con los términos
del Célculo Lambda Tipado.

Al extender los conceptos vertidos en esta seccién al resto del cdlculo nos enfrentamos a ciertas
deficiencias en la sintaxis que originan la llamadas conmuting conversions. Tal patologia se pre-
senta en la regla de eliminacién del existe. Por ejemplo, la derivacién de la seccién anterior puede
reescribirse:

[A A B)? [A A B)?
[—\A]3 714 NE1 [—\B]3 73 NE2
L (9)=1 L (9)=1
[ﬁA\/ﬁB]l —|(A/\B) ﬂ(A/\B)
(3) VE
~(AN B) (1) =1

AV -B = ~(AAB)

Luego se deben considerar clases de equivalencia de pruebas ”modulo” las conmuting conversions.

Un exposicién detellada de los temas tratados en esta seccién se puede encontrar en los textos
[12] y [5].

Exercise 5 Para cada deduccion realizada en la seccion anterior analice cuales son normales y
normalice las que no lo sean.

5 Deducciéon Natural para la légica clasica

Para extender el sistema a la logica clasica agregamos una regla que ”fortelece” le eliminacién del
L (ver LFE en la seccién anterior), permitiendo que en su aplicacién se descarten ocurrencias de



—B. Esta nueva regla se denomina reduccion al absurdo (reductio ad absurdum):
[-B]
1
— — RAA
B

Esta regla nos permite obtener pruebas para algunas sentencias no aceptadas por la légica intu-
icionista como por ejemplo = —A = A :

[~4] A _
é(l) RAA
— 2 (2)=>1
—A= A

Como se demustra en los ejercicios, la sdla inclusién de esta regla recupera la dualidad V — A
manifestada por las leyes de De Morgan.

Una exposicién clara del sistema cldsico de Deduccién natural puede encontrarse en [12]. Otros
sistemas de demostracién para la légica proposicional clasica que revisten mucho interés desde el
punto de vista de la prueba automética de teoremas pueden encontrarse en [4]. En los libros
clasicos de logica suele utilizarse un estilo de prueba denominado estilo Hilbert, y que consisten
en formular axiomas proposicionales y luego utilizar solamente la regla de eliminacién del implica
(= E), usualmente llamada Modus Ponens [9], [3].

Exercise 6 Utilice RAA para obtener deducciones de:
1. -(ANB)= —-AV-B
2. (A= B)=-AVB
3. (-B=-A)= (A= B)
4. ~(A=B)= AA-B

Exercise 7 Supongamos que tenemos una deduccion det- =AANA\T = L3, donde T es un conjunto
finito de formulas. Encuentre una deduccion para T' F A.

6 Semantica de Kripke

En esta seccién vamos a describir una formalizacion del significado de los conectivos intuicionistas
que fue propuesta por Kripke. De manera informal, un modelo de Kripke es un conjunto K de
?estados posibles de conocimiento” que son vinculados por el tiempo: k < k' significa 7k’ es
un tiempo posterior a k”. Por otro lado se cuenta con la relacién k IF X que significa ” X es
establecido (probado, conocido, etc.) en el estado k”. Por supuesto, si una sentencia es conocida
en un tiempo, lo es en todo tiempo futuro. En simbolos,

k- X y k' > k entonces k' IF X. (%)

Formalmente, un modelo de Kripke serd un triple (K, <,IF) donde K es un conjunto cuyos elemen-
tos son llamados nodos, < es un orden parcial®, y I es una relacién binaria que vincula elementos
de K con variables proposicionales, y que satisface ().

La relacion |F se extiende a las formulas: definiremos que significa k& IF A. De esta manera
damos significado formal a los conectivos intuicionistas, y tenemos por anadidura las nociones de
7validez” y ”tautologia”, a saber:

SAT= A~

~yer
= relacién binaria reflexiva, antisimétrica y transitiva.

4



- A es vélida en el modelo (K, <,IF) si para todo k € K se tiene k IF A,

- A es tautologia si es vélida en todo modelo de Kripke.

La definiciéon de k IF A se efectua sobre la estructura de las férmulas. Si A es una variable
proposicional, su definicién estd dada por la relacion I+ del modelo. Los casos A y V no presentan
dificultades:

kIFBACsiysélosikl-Bykl B,
kIFBVCsiysélosikl-BékI-B.

El caso = introduce una interpretacion original:
k- B = C siy sblo si para todo k' > k, si k' I B entonces k' I+ C.

En particular, k IF —A si y s6lo si A no se establece en ningun futuro, ni por supuesto en el es-
tado presente k. Note de que manera esta definicién descarta la sentencia =—A = A. Consideremos
el modelo ({0,1}, <,IF), donde 0 < 1 y I relaciona tnicamente al par (1, X):

le X

Oe

Veremos que ==X = X no es vélida en este modelo. En particular, veremos que 0 k¥ ==X = X.
En efecto, en 0 se establece =—X pero no se establece X. Ver que en 0 se establece =—X requiere
que para todo k > 0 no se establezca =X . Pero como X se establece en 1, entonces en todo nodo
menor o igual a 1 no se establece =X.

Note que las valuaciones pueden verse como modelos de Kripke con un solo nodo 0, en donde
se asigna valor 1 a las variables X que satisfacen 0 IF X. Mas ain, en este caso la nocién de validez
en el modelo de Kripke coincide con la nocién de validez de las tablas de verdad. Luego podemos
decir que la seméantica intuicionista dada por los modelos de Kripke se obtiene ”incorporando”
nuevos modelos a la semantica clasica.

Una exposicion de la semantica de Kripke para la logica de primer orden intuicionista se
detalla en [12]. Por otro lado en [7] se estudian muchas 16gicas de interés en las Ciencias de la
Computacién (modales, temporales, etc.) para las que se define una semdntica de este estilo,
usualmente denominada semantica de los mundos posibles.

Exercise 8 Para cada una de las siguientes férmulas encuentre modelos de Kripke que no las
satisfagan.

1. ﬁ(A/\B) = -AV-B

2. (A= B)=-AVB

3. (-B=-A)= (A= B)

4. (A= B)=AAN-B

Exercise 9 Pruebe que la relacion extendida |- es mondtona, o sea que si k- A y k <1 entonces
lI-A.

7 Correccion y completitud

Si ' es un conjunto de férmulas, utilizaremos la notaciéon I' = A para denotar que existe una
deduccién de A con hipétesis en I' (segtn el contexto sabremos si se trata de una deduccién en la
légica clésica o intuicionista). Si I' es vacio escribimos simplemente - A.

Para referirnos a la semdantica utilizaremos simplemente el término modelo, y su significado
dependerd del contexto. En la légica cldsica serd una valuacién (o sea un modelo de Kripke de



un solo nodo), y en la intuicionista serd un modelo de Kripke arbitrario. Al final de la seccién el
lector encontrard un glosario que indica el significado en cada logica de cada vocablo o notacién
utilizados.
I' = A denota que para todo modelo, si cada férmula de T es cierta, entonces A es cierta®.
En esta seccién Probaremos los siguientes Teoremas:

Theorem 10 (Correccion) SiT'F A entonces T’ = A.

Theorem 11 (Completitud) SiT |= A entonces I' - A.

La prueba del Teorema de Correccién se realiza mediante una induccién sobre la estructura
de las pruebas®. Por supuesto, la prueba es més dificultosa en el caso intuicionista, al que nos
referiremos brebemente. Probaremos que para todo modelo K = (K, <,IF) y para todo k € K, si
kI B para todo B € T entonces k |- A. (Note que ésta es una hipétesis inductiva un poco maés
fuerte que la alternativa obvia: si B es cierto en K para todo B € T, entonces A es cierto en K.)
Vamos a efectuar el caso paradigmatico = I. Supongamos que A es C' = D, y que la prueba es
de la forma:

C]

D
C=D

Sea K = (K,<,IF) un modelo de Kripke y sea k € K tal que k I B para todo B € T,
probaremos que k I C' = D, o sea que para todo | > k, si [ IF C entonces [ IF D. Tomemos
[ >k tal que I IF C. Como la relacién extendida IF es monétona (Ejercicio 9), tenemos que en [ se
satisfacen todas las hipétesis de la deduccién subordinada

C
D
Luego, por hipdtesis inductiva, [ I D. O

El Teorema de completitud exige un poco mas de trabajo, tanto el ”clasico” como el ”intu-
icionista”. Ambos se efectuan de acuerdo al mismo esquema sencillo: se supone I' ¥ A y luego se
define un modelo que satisfaga I' y no satisfaga A (o sea se prueba el contrareciproco’). El resto
de la seccién serd utilizada para construir tal modelo para ambas légicas. Para ésto debemos in-
troducir algunas nociones relativas a las estructuras algebraicas que surgen de la Légica. En cada
logica subyace un &dlgebra, denominada dlgebra de Lindembaun, que es en realidad un reticulado
distributivo con otras operaciones, dependiendo éstas de la logica en cuestién. Encontraremos
el modelo deseado a partir del algebra de Lindembaun, mediante la aplicacién de un teorema
fundamental de la teoria de los reticulados distributivos llamado Teorema del Filtro Primo.

Sea L un conjunto no vacid, y sea < un orden parcial en L (o sea una relacién binaria reflexiva

antisimétrica y transitiva). Diremos que (L, <) es un reticulado si existen ambos, el supremo® y

5En la légica intuicionista suele usarse el simbolo IF.

6Este tipo de induccién, llamada estructural, es muy comtin cuando se manipulan lenguajes formales de cualquier
indole.

"Pero (=B = —A) = (A = B) no es una tautologfa intuicionista! Esto no implica que adoptemos una posicién
filoséfica inconsistente. Nuestra adhesién a la 1égica clasica es completa y sélo estudiamos la légica intuicionista
como un objeto matematico interesante.

8= minima cota superiror.

10



el infimo?, de todo par de elementos. La estructura de reticulado tiene un existencia dual, como
conjunto ordenado y como estructura algebraica. En efecto, un reticulado podria ser definido como
una estructura (L, A, V) tal que L es un conjunto no vacio y A,V son dos operaciones binarias que
satisfacen las siguientes ecuaciones:

(xVy)Vz=zV(yVz) (@AY ANz=xA(YyAz)
tVy=yVvVuo TANYy=yANx
rVr=ux TNANr=2x
xV(rAhy) == zA(zVy) ==

Estas leyes son denominadas asociatividad, conmutatividad, idempotencia y absorcion, en ese
orden. La equivalencia de estas dos definiciones queda como ejercicio. Para probar que en toda
estructura (L, A, V) que satisface los axiomas subyace un reticulado debemos definir

r<y&srzVy=y.
Un reticulado se dice distributivo si ademas satisface las leyes:

Nz =
Vz=

TNz

zVy )V (yAz)
xVz)A(yVz)

T Ay

—~
~— —
S~ o~

Un subconjunto no vacio F' C L se dice filtro si es creciente y cerrado para el A, o sea:

-z e F,x<yimplicay € F

-zeF  ,ye Fimplicanz Ay e F .

Un filtro P se dice propio si estd contenido estrictamente en L. Por dltimo, un filtro propio P
se dice primo si cada vez que x Vy € P se tiene que x € Po y € P.

Theorem 12 (Filtro Primo) Si T' es un subcunjunto del reticulado distributivo L, y x es un
elemento tal que para todo x4, ...,x, € I' se tiene

1A ATy %o,

entonces existe un filtro primo P tal que ' C P yx ¢ P.

Para la algebrizacién de las logicas clasica e intuicionista debemos considerar expansiones de
reticulados distributivos. Ante todo son reticulados distributivos con 0, o sea son estructuras de
la forma (L, V, A,0) donde 0 es el minimo de L (false o L).

La algebrizacién de la 16gica cldsica se completa considerando la expansién (L, V, A,0,1,%),
donde 1 representa al maximo elemento de L, mientras que ¢ representa al complemento de z, o
sea se satisfacen los axiomas

xVa©=1 x ANzt =0.

Por otro lado en la légica intuicionista tenemos el = (recordemos que —A no es otra cosa que
A = 1). Desde el punto de vista algebraico, el implica se introduce como una operacién binaria
— denominada complemento relativo. Definamos esto de manera precisa. Sea L un reticulado
distributivo con 0 y sea z,y € L. Si existe un mayor elemento z satisfaciendo la propiedad x Az < y,
decimos que tal elemento es el complemento relativo de x respecto de y, y lo denotamos x — y. Una
estructura (L, V, A,0 —) se dice un dlgebra de Heyting si (L, V, A, 0) es un reticulado distributivo
con 0 y z — y es el complemento relativo de x respecto de y, para todo x,y € L.

El Algebra de Lindembaun estd formada por clases de formulas que se prueban equivalentes
(segun la nocién de prueba en cuestién). Para el caso cldsico serd un algebra de Boole, mientras

9= maéxima cota inferior
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que en el intuicionista serd un algebra de Heyting . Vamos a definir en detalle esta algebra.
Utilizamos la notacién
A~B

para denotar
F(A= B)A(B=A).

Queda como ejercicio para el lector demostrar que ~ es una relacién de equivalencia, tanto para
la deduccién cldsica como para la intuicionista. Sea L el conjunto tales clases de equivalencia (es
decir el cociente del conjunto de férmulas por la relacién ~ ). Mediante [A] denotamos a la clase
de equivalencia de A segin ~ . Si consideramos la nocién de deduccion intuicionista podemos dar
a L una estructura de algebra de Heyting definiendo:

0 =def [L]
[AJA[B] =4ey [ANDB]
[A]V [B] =4y [AV B]

[A] = [B] =acy [A= B
Similarmente, si consideramos la nocién de prueba clédsica y definimos

1 =g [AV-A]
[Ale =4er  [4]

tenemos una estructura de dlgebra de Boole. Ambas cosas quedan como ejercicio.

Nuestro modelo se construye de una forma sencilla a partir de los filtros primos de £. Cada
filtro primo P define una valuacion: en efecto a cada variable proposicional X le damos el valor de
verdad 7 [X] € P” (o sea vale 1 siy sélo si [X] € P) . En el contexto de la 16gica cldsica utilizamos
la notacién @ IF A para denotar que A es cierto en la valuacién asociada al filtro primo Q.

Por otro lado, cada filtro primo P define un modelo de Kripke: el modelo (K, C,IF) donde

K =dger {Q:Q es filtro primoy P C Q}
QIFX ey (X]e@

En el contexto de la légica intuicionista @ I+ A tiene su significado que surge del hecho que @ es
un nodo de K.
El modelo buscado en la prueba de completitud surge del siguiente lema:

Lemma 13 Para todo filtro primo P de L se tiene: P I- A siy sélo si [A] € P.

La prueba de este lema se efectua en el Apéndice 2.

Ahora si estamos en condiciones de terminar la prueba del Teorema de Completitud. Si I' ¥ A
entonces [A; A ... A A,] & [A] para todo Ay, ..., A, € T', pues en otro caso tendriamos por definicién
de ~ una deduccién de - A; A ... A A, = A (ver ejercicio 23), lo que nos permitiria completar una

prueba de '+ A :
r

A

En consecuencia, por el Teorema del Filtro Primo existe un filtro primo P tal que [B] € P para
todo B € 'y [A] ¢ P. Luego por el lema se tiene que P IF B, para todo B € T, y que P ¥ A. Por
lo tanto el modelo inducido por P en cada una de las respectivas légicas es el modelo buscado.

Es bastante usual que las pruebas de completitud sean dadas ocultando las estructuras alge-
braicas subyacentes, como por ejemplo en [12], [4]. Buenos textos de teorfa de reticulados son [1],

21, [8].
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RESUMEN DE NOTACION:

LOGICA CLASICA:

modelo: valuacion o lo que es lo mismo, modelo de Kripke de un sélo nodo.
I' b A: deduccién utilizando eventualmente RAA.

L: Algebra de Boole formada por las clases de equivalencia segin ~.

P I+ A: la proposicién A es verdadera en la valuacién inducida por P.

LOGICA INTUICIONISTA:

modelo: modelo de Kripke arbitrario.

I' b A: deduccidn sin utilizar RAA.

L: Algebra de Heyting formada por las clases de equivalencia segtin ~.

P I+ A: la proposicién A es verdadera en el nodo P del modelo de kripke inducido por P.

Exercise 14 Complete la prueba de correccion para la deduccion intuicionista.
Exercise 15 Pruebe la correccion para la deduccion cldsica.
Exercise 16 En un dlgebra de Heyting todo elemento es complementado?

Exercise 17 En un reticulado distributivo (L, A,V,0) el pseudocomplemento de x es el mdzrimo
elemento z (si existe) que satisface x A z = 0. Pruebe que:

a. en las dlgebras de Boole el pseudocomplemento es exactamente el complemento,

b. en las dlgebras de Heyting siembre existe el pseudocomplemento.

Exercise 18 Pruebe el Teorema del Filtro Primo utilizando el Lema de Zorn.

Exercise 19 Pruebe que si L es un dlgebra de Boole y P un filtro primo entonces para todo x se
tienex € P o 2 € P.

Exercise 20 Pruebe que en un dlgebra de Heyting la operacion — queda determinada por los
azriomas:
zA(z—y)=xAy
sAly—z)=zAN(xAy—xAz)
AN ANy —z)=2

Exercise 21 Pruebe que ~ es una relacion de equivalencia.

Exercise 22 Pruebe que L con las operaciones definidas arriba tiene estructura de dlgebra de
Heyting o de Boole, segun el caso.

Exercise 23 Pruebe que si Ay,..., A, = A entonces en L se tiene [A1 A ... N Ay] < [A].

8 Los cuantificadores

Las reglas de introduccién y eliminacién de V y 3 exigen un cuidado especial por los fenémenos de
captura de variables que son tipicos en la manipulacién de cuantificadores. Una ocurrencia de x
en una férmula A se dice acotada si se encuentra bajo el alcance de un cuantificador. Por ejemplo
si A es la férmula

Vy Vez=y)= (x+2>y)

entonces la primera ocurrencia de x después de Vx es acotada mientras la segunda no lo es. A
una ocurrencia no acotada se le llama libre. En todo razonamiento matematico es tipico que se
efectuen sustituciones de variables por términos. Por ejemplo, si se conoce la sentencia sobre
nimeros enteros Vo A(x), se pueden utilizar las fémulas A(0), A(y), A(2xx + 1), etc. Estas
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sustituciones deben ser hechas con cuidado para no llegar a distorciones absurdas. Por ejemplo si
A(z) es
(Vyz=y)=(0=1)

y se sustituye x por y entonces obtenemos la afirmacion
(Vyy=y)=(0=1)

con lo cual hemos probado que 0 = 1. Lo que aquiocurre es que la variable y del término que
se "introduce” (que en este caso es el mismo y) queda capturada por un cuantificador V. Para
prevenir este fenémeno cada vez que se efectua una sustitucién de = por ¢ se requiere que z sea libre
para t en A, o sea que toda ocurrencia libre de x en A no se encuentre afectada por cuantificaciones
sobre variables que aparecen en t.

Vamos ahora a dar las reglas del cuantificador V.

REGLA DE INTRODUCCION DE V :

A VI
Vo A

con la restriccién de que z no debe ocurrir libre en ningina hipétesis de la deduccién subordinada
de A.

REGLA DE ELIMINACION DE V:

Ve A oy
Alt/x]

AquiA[t/x] denota la sustitucién de x por t y para esto  debe ser libre para ¢ en A.

La restriccién de la regla de introduccién es necesaria, como lo muestra el siguiente ejemplo,
en el cual se la ignora:
[z =0]! I
Veax =0y
x=0=Vz (z=0) I
Vo (r =0= Yz (z =0))
0=0=Vz (z=0)

VE

Las reglas del conectivo 3 reproducen un fenémeno similar al del V debido a que requiere
la incorporaciéon de una férmula que no tiene ninguna relacién que la férmula que contiene al
conectivo que se elimina.

REGLA DE INTRODUCCION DE 3:

Alt/a]
dx A

=y

Aquiz debe ser libre para t en A.
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REGLA DE ELIMINACION DE 3:

dr A B
B

Aquise exige que x no sea libre en B ni en ninguna hipétesis de la deducciéon subordinada de B,
excepto A.

La restriccién de la regla de eliminacién del 3 es necesaria, como lo muestra el siguiente ejemplo
en el cual se la ignora:

Jrx=0 [z =0]!

fizovj
Verx =0

(1) 3E

En [12], [5], [6] se exponen las reglas de la manera en que fueron dadas aqui. Existen muchos
otro excelentes libros de légica en los cuales se brindan nociones de demostracion mas complejas
pero que modelan de manera mds adecuada la actividad del matemdtico, como por ejemplo [3],
[9]. En [4] se estudian varios métedos de demostracién para la 1égica de primer orden ligados a la
prueba automatica de teoremas.

Exercise 24 Determine cuando x es libre para t en A :
Lt=z+axxy, A=MpVez=y)=>(x+2>y)
2t=z+4z, A=Vz(Vzax=y)= (y+2>y)

3. t=x, A cualquiera.

Exercise 25 Pruebe las siguiente formulas intuicionistas:
. Jz(AV B) & (3zA) V (32B)

. V2(A A B) & (VzA) A (VzB)

. —dzA & VA

. Jz—A = -VzA

. V(A = B) & (A= VzB), donde x no es libre en A.
. Jz(A = B) = (A= 3zB), donde x no es libre en A.

D i Lo~

Exercise 26 Pruebe usando RAA:
1. =VzA = Jz-A
2. (A= 32B) = 32(A = B), donde x no es libre en A.
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APENDICE 1: Célculo lambda tipado y el isomorfismo de Curry-
Howard.

1. Interpretacién de Brower-Heyting-Kolmogorov.

Una interptretacién heuristica de los conectivos de la légica intuicionista surge de una propuesta
de Heyting, con la cual intenta llegar al verdadero significado de la nocién de prueba matemdtica.
La interpretacién es conocida como interpretacion BHK (Brower-Heyting-Kolmogorov). Segin
Heyting, una prueba escrita en algin sistema formal no es mas que un reflejo borroso de lo que
la prueba es en realidad. Una prueba de A es una construccién matemdtica (que lleva implicita
un proceso, cdmputo, programa, etc.) que establece A. Por ejemplo, una prueba de 2 +4 = 6 es
concretamente el proceso de cémputo que permite establecer 6 como resultado de la suma de 2 y
4. Por otro lado:

La prueba de A A B es un par (a,b) de construcciones tales que a permite establecer A y b
establece B.

La prueba de AV B es un par (i,c) tal que i es 1 0 2 y si i = 1 entonces ¢ es una construccion
que permite establecer A, mientras que si i = 2 entonces ¢ es una construccion que establece B.

La prueba de A = B es una construccion que permite transformar una prueba de A en una
prueba de B.

La nocién de prueba normal puede considerarse una buena aproximacion formal a la idea
de prueba propuesta por Heyting, sobre todo cuando se la conecta a través del isomorfismo de
Curry-Howard con los términos del calculo lambda tipado, que son una adecuada representacién
matematica de la nocién de programa. De hecho distintas extensiones del calculo lambda consti-
tuyen el soporte tedrico de los lenguajes de programacién funcionales [11].

2. El calculo lambda tipado.

Este es escencialmente un cédlculo en el que se modela de manera abstracta dos nociones ele-
mentales relativas a la manipulacién de funciones: el formar una funcion a través de una "regla”,
y el de ”aplicar” una funcién a un elemento. De manera informal, si ¢ es una regla que permite
calcular un elemento del conjunto B a partir de un elemento « de A (por ejemplo, A=N, B=R
y t =+/a+ 1), entonces Aa.t serd la funcién de A en B que dado a € A devuelve el elemento de
B calculado segin t. Por otro lado, (Aa.t) u denota la aplicacién de la funcién (Aa.t) al elemento
u de A.

El lenguaje del calculo lambda posee variables de tipo 17,75, ... y variables de funcidn, que
describiremos a continuacién. Los tipos se definen de la siguiente manera:

1. T} es un tipo, parat=1,2, ... .

2. si U,V son tipos entonces U x V' y VY son tipos (intuitivamente, el producto cartesiano de
Uy V,y el conjunto de fuciones de U en V). Una notacién alternativa para el tipo VY es U — V.

3. Los tnicos tipos son los que se construyen mediante 1 y 2.

Para cada tipo T disponemos de un conjunto infinito de variables de funcion de tipo T', a saber

ol ol ... . Los términos lambda con sus respectivos tipos se construyen de la siguiente manera:

1. af es un término de tipo T, para todo i.

2. Sit es un término de tipo 7'y w es un término de tipo U entonces (t,u) es un término de
tipo T' x U.

3. Sit es un término de tipo T x U entonces 71 t es un término de tipo T, y o t es un término
de tipo U.

4. Si t es un término de tipo T entonces Ao .t es un término de tipo TV, para todo i.
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5. Si t es un término de tipo TV y u es un término de tipo U entonces ¢ v es un término de
tipo T

Frecuentemente para abreviar la notacion utilizamos metavariables de funcién, de la misma
manera que se utilizan U, T, ... como metavariables de tipo. Por ejemplo al término

AT Xal=V. o=V T
de tipo T' — (T' — U) — U se lo suele abreviar escribiendo Az.Af. f z, y aclarando que z, f son
variables de tipo T'y T' — U resp. Esta convencién es consistente porque en realidad los términos
lambda se definen "médulo” conversiones a. Vamos a explicar este punto. Consideremos el

término Ao’ .t y supongamos que a no ocurre en t. Si ' se obtiene de t reemplazando cada

J
ocurrencia de o por a]T, entonces decimos que )\ajT.t’ es una conversién a de Aal.t. Luego
cuando se utiliza la notacién u = t se estd diciendo en realidad que t se obtiene de u a través
de conversiones «. Por ejemplo, si x,z son variables de tipo T y y es una variable de tipo
T — (T — T), escribimos

Az Az (y z) x) = Az w. (yw) z

En efecto, Az.Az. y (z z) convierte a Az.\w. y (w x) que a su vez convierte a Az. \w. y (w z).
El célculo Lambda posee una componente operacional notable dada por la nocién de normal-
izacion. Un término t se dice normal si no tiene subtérminos de la forma

T (u,v) o (u,v) A v)u
Un término ¢ convierte a un término ¢; si uno de los siguientes caso ocurre:

t=m (u,v) t=my (u,v) t=MaTw)u
t1=u t1 =0 t1 = v[u/al]

En estos tres casos llamamos a t red y a t; su contraccién. En el tltimo caso v[u/a”] denota el
reemplazo de cada ocurrencia libre de a” por u. Las nociones de ocurrencia libre y reemplazo
respecto del cuantificador A son andlogas a las dadas para el cuantificador V, en particular deben
ser atendidos los fenémenos de captura de variables a la hora de efectuar el reemplazo. Por
ejemplo, sit = (Az.Af. f ) (f z), donde z, z, f son variables de tipo T, T y T'— T resp., entonces
al reemplazar en A\f. f = la variable x por f z se produce una captura de la variable f. Luego
antes de efectuar la sustitucién renombramos t = (Az.\g. g x) (f 2), lo que arroja la contraccién
t1 =Xg. g (f 2).
Un término ¢ reduce a un término n (en simbolos ¢ ~* n) cuando existe una secuencia finita

t= to,tl, ...tk =N

tal que para i = 1,..., k el término ¢; se obtiene de t;_; reemplazando una red por su contraccién
(se suele utilizar ¢;_; ~ t; para denotar esta operacién). Una forma normal para t es un término
normal n tal que t reduce a n.

Notemos que la nocién de reduccién pone al descubierto un costado operacional (sentido)
que queda oculto si nos remitimos simplemente a la denotaciéon de los términos, segun la cual
claramente un término ¢ y su normalizaciéon n denotan la misma funcion.

Algunos ejemplos.

(1) Sea BOOL el tipo Ty — (T — T1), y sean z,y variables de tipo T;. Definimos

TRUE = Mz Ayx
FALSE = Mxy.y

18



Es fécil probar que ambos son términos lambda de tipo BOOL (ejercicio). Definamos ademas los
términos

NOT = X xAy.by«x
AND = Xbdedx y.b(cxy)y

Veremos ahora que el término NOT T RUFE reduce a la forma normal FALSE. En efecto:

NOT TRUE

(Ao Az Ay. by ) Az \y.x)

= (renombre para evitar las capturas de z e y)
(Ab Az Aw. bw z) (A\x.\y.x)

N>

Az w. Az \y.z) w z

A

Az w. (Ayw) z

e %sd

Az \w. z

FALSE
De la misma manera se prueba

NOT FALSE ~*TRUFE
AND TRUE TRUE ~* TRUE
AND TRUE FALSE ~* TRUE

2) Sean x, f variables de tipo T} y T1 — Ti resp. Definimos los términos f™ x, para n > 0,
( y
de la siguiente manera:

oz = =
e = f ()
Los numerales de Church se definen:
NUM, = Af x. f"x

En el ejemplo anterior demostramos que se puede reproducir el algebra Booleana en el calculo
lambda. De la misma manera, en el ejecicio 27 se muestra como reproducir la aritmética basica.
Note que TRUE y FALSE son términos de tipo T}y — (Ty — T1) y los numerales de Church
son de tipo (T3 — T1) — (T1 — T1). Esto se corresponde con el hecho de que los booleanos se
construyen mediante dos constantes (true, false) y los enteros positivos mediante una constante
(el 0) y la funcién sucesor. (Ejercicio: busque la correlacién.)

Exercise 27 Defina:
SUCC = AnfAx. f (n(f x))
SUM = Am A nAf x. m f (n(f x))
MULT = dm. nAf.m (n f)
Pruebe que:
SUCC NUM,, ~ NUM,1,
SUM NUM, NUM,, ~ NUM,im,
MULT NUM,, NUM,, ~ NUM_m,.
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3. Isomorfismo de Curry-Howard.

Vamos a introducir una leve modificacién en la nocién de prueba. Asumimos que las ocurrencias
de una misma hipdtesis estan reunidas en grupos identificados con labels naturales, y que cuando
se aplica un regla que admite cancelar ocurrencias de A, entonces se escoge un grupo de ocurrencias
de A, y se cancelan todas las ocurrencias pertenecientes a ese grupo. Por supuesto, utilizamos
el label natural que identifica al grupo para senalar el nodo en el cual se aplica dicha regla. Por
ejemplo, la prueba

Wmm e
= A g1
A ) o (2)
A=A

puede considerarse como una prueba que posee las dos ocurrencias de la hipotesis A = A en el
mismo grupo, labelado por ejemplo con 1, o puede considerarse que posee dos grupos, labelados
conly 2:

A A=A AP A=At 2
A A= Al A A=A
I (3) A ()

A= A A=A

El isomorfismo de Curry-Howard conecta pruebas con términos lambda:

1. A la deduccién A (con A en el grupo i) le hacemos corresponder el término aiA.
2. A la deduccién

A B
AANB
le corresponde el término (a, by, donde a es el término de la deduccién subordinada de A, y b es el

término correspondiente a la deduccién de B.

3. A la deducciéon

A

le corresponde 71 t donde ¢ es el término de la deduccién subordinada de A A B. Similar para la
otra regla de eliminacion.

4. A la deduccién
[A]

B

- =T
A= B

le corresponde Aai'.b, donde b es el término de la deduccién subordinada de B, y las hipétesis
canceladas formaban parte del grupo i.
5. A la deduccién
A=1B A

B

=E

le corresponde t a, donde t es el término de la deduccién subordinada de A = B y a es el término
de la deduccién subordinada de A.

20



Ejemplos:

1. A la deduccién (3) le corresponde el término

A—A A A—A ( A—A A
Aoy 7 dat o (o ay),

mientras que a la deduccién (4) le corresponde:

A—A A A—A A—A A
Ao T day . o (o ai’).

2. A la deduccién (1) de la seccién 4 le corresponde el numeral de Church NUM;, mientras
que a la deduccién (0) le correponde el NU M. Si por encima de la ocurrencia cancelada de [A]?
se reproducen aplicaciones de AF1, se obtienen todos los numerales de Church.

La identificacién descripta arriba es en realidad una biyeccién més que un isomorfismo, puesto
que no hemos dicho explicitamente qué estructura se preserva a través de esa identificacién. Se
le llama isomorfismo porque las nociones de reduccién y forma normal, que independientemente
fueron establecidas en distintas épocas para las pruebas y para el calculo lambda, se corresponden.

La relevancia de un isomorfismo estd dada por la disparidad de los objetos que identifica.
Cuando, como en este caso, la naturaleza de los objetos involucrados es tan distinta, el isomorfismo
cobra importancia. El costado funcional revela una componente computacional en las pruebas, de
la misma manera que las demostraciones descubren la légica que envuelve a un algoritmo.
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APENDICE 2: Prueba del lema 13.

La prueba para ambos casos es por induccién en la estructtura de la férmula A. Haremos
los unicos dos casos que requieren algun cuidado: el caso A = —B de la légica clasica, y el caso
A = B = C de la intuicionista.

CASO clisico A = —B.

Por el ejercicio 18, si £ es un &lgebra de Boole y P es un filtro primo de £ entonces [A] € P o
[-A] € P (ejecicio 19). En efecto,

PlrAePF¥FB<[B ¢ Ps[AeP.

El segundo < corresponde a la aplicacién de la hipétesis inductiva.
CASO intuicionista A = B = C.
(<) Sea P’ D P tal que P’ I B. Por hip6tesis inductiva [B] € P’, luego
[C]1=([B] = [C) A [B] € P".
Nuevamente por hipdtesis inductiva, P’ I+ C.

(=) Tenemos que si P" O Py P'IF B, entonces P’ I+ C. Supongamos que para todo D € P
se tiene [D] A [B] £ [C]. Por el teorema del filtro primo existe P’ D Ptal que [C] ¢ P’ y, para
todo D € P U{B}, se tiene [D] € P’. Luego por la hipdtesis inductiva se tiene que P’ I+ B
y P' ¥ C, lo que es una contradiccién. En consecuencia, existe D € P tal que [D] A [B] = 0.
Como [D] A [B] =0 < [C], por definicién de complemento relativo se tiene [D] < [B = C], luego
[B = C] € P pués P es creciente.
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APENDICE 3: Célculo de Secuentes de Gentzen.

Este calculo es de importancia fundamental en los estudios téoricos relativos a los lenguajes
légicos y la prueba automdtica de teoremas. El lector interesado puede consultar [5], [6], [4]. Un
secuente es una expresién de la forma

AF-B

donde A y B son secuencias de férmulas,

A = A, . A,
B = By,.. B,

La interpretacion intuitiva de un secuente es que la conjuncién de A implica la disjunciéon de B.
Asi, si B es la secuencia vacia, entonces el secuente afirma

(A1 AL ANAY).
El calculo posee un axioma esquema, el axioma identidad:
crC

El conjunto de reglas que define éste calculo se divide en dos grupos, las reglas estructurales y las
l6gicas. A estas se le suma una iltima regla llamada regla de corte:

AFC,B A.C+B
A, AFB,B

cuT

El Teorema de Eliminacién de Cortes de Gentzen (Hauptzatz), uno de los més importantes de
la Teoria de la Demostracion, establece que el calculo puede prescindir de esta regla. Mas aun,
d4 un algoritmo de eliminacién de cortes que es el equivalente en este paradigma al proceso de
normalizacién de una deduccién natural (o un término lambda tipado, segin Curry-Howard). Esta
teorfa constituye la base fundacional de los lenguages de programacién Logicos.

REGLAS ESTRUCTURALES.

Reglas de intercambio:

A C,D,A’'+-B A+B,C,D,B
AC,D,A'-B (LX) A+B,D,C,B (RX)
Reglas de debilitamiento:
AFB AFB
ACHB (LW) A+-CB (BW)
Reglas de contraccion:
A C,CHB A+-C,C,B
ACHB (LC) A-C,B (RC)
REGLAS LOGICAS.
Negacion:
A-C,B A C+HB
A-crB (7 Ar-cB )
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Conjuncion:

ACFB A,DFB

AcArDrB EAD AacrprB (N2
ALCB _AFDB
AAFCADB,B
Disjuncion:
A,CFB A'.DFB
AACvDrBB (Y
AFC,B A+ D,B
ArcvpB EVD ArcvDB (BV2)
Implicacion:
A-CB  ADFB ACFDB .,
AAcCsDrBE 7 arcsps B

El caso intuicionista.

El célculo de secuentes intuicionista se obtiene bésicamente restringiendo el sistema a los
secuentes intuicionistas, es decir los secuentes A F B donde B es una secuencia formada por a
lo sumo una férmula. De esta manera, la Unica regla estructural sobre la derecha que queda es
RW, debido a que las restantes asumen la existencia de al menos dos formulas del lado derecho.
El verdadero sentido de esta restriccién se observa en la prueba (no intuicionista) de la sentencia
cldsica =A V A. La ultima regla no puede de ninguna manera ser una regla légica (la tunica
candidata posible es RV), puesto que en tal caso el secuente previo serfa - A 6 F = A, secuentes
que obviamente nunca pueden ser probados. Luego sélo puede ocurrir como ultima regla una
estructural, y de ellas la tnica posible es RC':

_AFA R
_FoAA L
F-AVAA,
FASAVA

I—wél\/A,wél\/ARc
F-AV A

Las reglas légicas preservan su forma original (restringida a los secuentes intuicionistas) con
una excepcién: la regla LV intuicionista es

A,CFB A DFB
A A CVDFB

(LV)

A diferencia de la restriccién de la regla (LV) clésica, aquiexigimos que B sea exactamente B'.

Estas restricciones arrojan una propiedad fundamental. Supongamos que tenemos una prueba
de F A sin cortes. Un breve recorrido por las reglas nos muestra que la ultima regla aplicada es
necesariamente una regla logica derecha. Luego, si A es la férmula C'V D, entonces la tltima regla
es RV1o RV2,y por lo tanto tenemos una prueba de - C o de - D! Esta propiedad se denomina
propiedad de la disjuncion.
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