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Introduccién

Desde el ano 1991, la Facultad de Matematica, Astronomia y Fisica tomé a su cargo
el dictado de las materias Matemética I y Matematica II del Ciclo Béasico de la Facultad
de Ciencias Quimicas.

Estas notas surgen de la experiencia adquirida en todos estos anos por los distintos
docentes involucrados en el dictado de Matematica II.

Asumimos que los lectores de este trabajo estan familiarizados con el calculo diferencial
de funciones de una variable y nociones elementales de &lgebra lineal.

Las notas estdan organizadas de la siguiente manera. Contienen tres capitulos: In-
tegracion de funciones de una variable, tépicos de ecuaciones diferenciales y por tltimo
calculo vectorial. Los conceptos y resultados estan enunciados con precision, pero decidi-
mos omitir algunas demostraciones, ya que esta presentacién tiene un enfoque préctico
dirigido a “usuarios” de la matematica.

Queremos agradecer muy especialmente a los doctores A. Andrada, A. Garcia y J.
Liberati por sus valiosas contribuciones y sugerencias. También agradecemos a la Sra.
Luisa Gallardo por el tipeado de parte de estas notas.

En esta tercera edicién hemos efectuado unas pocas correcciones y también hemos

incorporado algunas modificaciones de estilo.

Cordoba, Agosto de 2010
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CAPITULO 1
Integracién

1. Antiderivada o primitiva

Como es usual en matematica, una vez establecido un concepto, se plantea la pregunta
de si es factible encontrar, en algiin sentido, un concepto inverso. Como por ejemplo, la
suma y la resta, las potencias y las raices, etc. En esta ocasién nos interesa estudiar el
caso de la derivacion. Esto es

Problema: Dada una funcién f encuentre una funcién F' tal que F' = f.

2

Por ejemplo, si tomamos f(x) = 2x, entonces F(z) = z* cumple que F'(z) = 2z.

O sea, al calcular derivadas nuestro problema era
dada F encontrar F’,
ahora nuestro problema es

dada F’'=f encontrar F.

Esto motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 1.1. Sea I un intervaloy f : I — R una funcién. Decimos que F : [ — R

es una antiderivada o primitiva de f en I, si F'(z) = f(x) para todo = € I.

Observacién. Si I = [a,b] o I = [a,b) denotamos por

F(a+h)— F(a)

F'(a) = 1i
(@) et h ’
llamada derivada por la derecha de F en a, y similarmente si I = [a,b] o I = (a,b]
denotamos por
F h) — F
Fi(p) = tim L0 = FO)
h—0— h

llamada derivada por la izquierda F en a.

Antes de abordar el problema que planteamos, comencemos recordando algunas pro-
piedades basicas de la derivada.

Como ya sabemos, dada una funcién derivable o diferenciable F' le asignamos otra
funcion F’, llamada su derivada o diferencial, que cumple:

5



6 1. INTEGRACION

1) Si F(x) = ¢,entonces F'(x) =0
o 2) (aF)(z) = aF'(x)
3) (F+G)(z) = F'(z) + G'(x)
4) (F o G)(x) = F'(G(x))G'(x).

Notemos que, usando las propiedades de la derivada que mencionamos, se tiene que
si F(z) = 2?4+ 3 0 mds generalmente F'(z) = 2% + ¢, se cumple que F’(z) = 2z. Es claro
que esto es una situacion general, pues si F'(z) = f(z), entonces (F(z)+c¢) = f(z) para
cualquier constante c. Por lo tanto, si F' es una antiderivada de f, F(z) + ¢ también lo
es. Veremos mas adelante que esas son todas.

Cambiemos entonces nuestro problema por el siguiente:

Problema: Dada f encuentre todas las funciones F' que cumplen F’ = f.

Empecemos probando el siguiente teorema.

TEOREMA 1.2. Si h es una funcidn diferenciable en un intervalo I tal que h'(x) =0
para todo x € I, entonces h(x) =c¢ Vx € I, para algin c € R.

PRUEBA. Sea 1 € I y sea ¢ = h(xy). Mostraremos que h(zs) = h(x;) = ¢ para
cualquier otro punto zy del intervalo I.

Tomemos entonces x5 € I y como h es diferenciable en I, aplicando el Teorema del
valor medio en el intervalo [z1,xs] (si 21 < 2 6 [zg,x1] 81 1 > x3) sabemos que existe
xg € (r1,%2) (0 (72, 1) segun corresponda) tal que

W () = h(zz) — h(z1)

T2 — X1

Por hipétesis sabemos que h/'(zq) = 0, de modo que

o = Ma2) = hlz)
To — Iq ’

y en consecuencia h(zy) = h(z1), como queriamos demostrar. O
Con este resultado podemos ahora probar el siguiente teorema.

TEOREMA 1.3. Si F' es una antiderivada de f en un intervalo I, entonces toda an-

tiderivada de f en I es de la forma F(x) + ¢ para alguna constante ¢ € R.

PRUEBA. Sea G una antiderivada de f en el intervalo I, o sea G'(z) = f(z) para todo
x € I. Queremos demostrar que G(z) = F'(x) + ¢ para alguna constante c.
Como F es antiderivada de f, se cumple que F'(z) = f(x) Va € I. Tomemos entonces

una nueva funcién definida en I por
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por las reglas de derivacién (1.1) se cumple que para todo x € [
H'(z) =G'(x) - F(z)

= f(z) = f(z)
= 0.

Aplicando ahora a H el teorema anterior, se tiene que existe una constante ¢ € R tal que
H(z)=c¢ VYzel,
o equivalentemente, por la definicion de H,
Gx)=F(z)+c Vzel,
como queriamos demostrar. [l
EJEMPLO 1.4. Siguiendo con nuestro ejemplo, si f(x) = 2z, una antiderivada de f

es F(x) = 2%, y todas las antiderivadas de f son de la forma G(z) = 22 + ¢, para algiin

c € R (F(z) = 2? corresponde a ¢ = 0).

DEFINICION 1.5. Dado un intervalo I y una funcién f : I — R, definimos la integral
indefinida de f, que denotamos por [ f(z)dx como el conjunto de todas las antiderivadas

o primitivas de f en I. O sea que si F es tal que F'(z) = f(x), para todo = € I, entonces

[i@ar=F@ e cer

El simbolo [ se llama integral y dz se llama diferencial de z.

Ademas, denotamos por diferencial de una funcion F a
d(F(z)) = F'(x) dz.

Propiedades.
Daremos ahora algunas propiedades basicas de la antiderivacién, que nos facilitaran

el calculo en general.

1. /dx:/ ldr =z +c.
Recordemos que de la definicién de integral indefinida de una funcién f, se tiene
que para demostrar esta propiedad basta verificar que el lado derecho de la igualdad es

realmente una primitiva de f(z) = 1. Esto es, 1. vale si

d
%(ZE—FC) = 17

lo cual se deduce facilmente aplicando las propiedades (1.1) y recordando que d—(x) =1.
x
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De la misma forma, como

%(372) = 2z,
%(m?’) = 327

y en general, sin € Q yn # —1
d

. (m”“) =(n+1)a",

entonces

xn+l
2./x”da:: +c,paran € Q, n# —1.
n+1

Sin = —1, se cumple que

1
3. /x_ldx:/—dx:1n|x|+c.
T

Para demostrar esta afirmacién, como Dom(In(|z|)) = (—o00,0) U (0,00), analizare-

mos por separado.

Six >0,
d d 1
%(ln(|x|) = @(ln x) = —
Six <0,
d 1 1
i faf) = L (n(-2) = (-1 = 1

como queriamos ver.
4. Sia eR, /af(x)da::a/f(a:)dx.
Esta propiedad es equivalente a la propiedad de la derivacién,
(aF) =alF"

Finalmente, usando que (f £ g)’ = f' £ ¢’ tenemos que

5. /(f(x)ig(:r)) dx:/f(x) dxi/g(x)dw.

Veamos ahora algunos ejemplos:

EJEMPLOS 1.6.
m8
1./x7dm: g—l—c.

23/2

2. [ 2'Pdr = S
/x dz 3/2+c

2 3/2
= 3x c
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3./(x3—|—2x—5)dx :/:L‘3dx+/2xdac—/5da:
L 4
=15 +2 [ xdx—5 | ldx

L
—41’ 21‘ T+ C

1
:Z:c4+a:2—5:6—|—c.

4./(senx+cos x) dx :/senx d:v+/cos xdz

= —Cos T +senx -+ c

5t + 2 5t> 2

=5/t2/3dt+2 /t‘4/3dt

t(2/3+1) t(_4/3+1)

Saman T Casrn T

t5/3 t71/3
=5~ 42
FERISYE

+c

= 3¢5/3 —6t_1/3+c.
6./ e dr =¢e"+c.

7. Determinar todas las funciones g tales que

1

) y g(1)=—4

/ — ,1/3
g(x) =o'/ +

1
Solucién. Las funciones que cumplen ¢'(z) = 2/ + —, serfan las antiderivadas
x
1
o primitivas de f(x) = 1/ + — - Luego el primer paso es calcular
x

1 L1/3+1 £(=2+1)
1/3 _
/(x +;)dm —1/3+1+(_2+1)+0.
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De todas estas primitivas (una para cada ¢) queremos encontrar la que cumple

g(1) = —4. Planteamos entonces

3 1

el BV B — 4
1 1 +c

lo cual se reduce a

3
——1+c =-4

4
l—i— 4
R C e
4
y por lo tanto
4+1 15
c=—4+4+-=——.
4 4

Tenemos entonces que hay una sola funcion que cumple las condiciones enun-

ciadas; esta es
1 15

3 as
Hasta ahora, usando propiedades de la derivacién, hemos deducido propiedades de la

antiderivacién. Del mismo modo, de la propiedad (1.1) 4) se deduce el siguiente resultado:

TEOREMA 1.7. (Regla de la cadena para integracion indefinida) Sea g : (a,b) — (d, e)
una funcion diferenciable, y f : (d,e) — R. Si F es una antiderivada de f en (d,e)

entonces

/ flg(x)d (z) dz = F(g(z)) + ¢, Vo € (a,b), c € R.

PRUEBA. Como F' : (d,e) — R, podemos hacer la composicién F o g : (a,b) — R.

Luego, por la definicion de integral indefinida, basta verificar que

d - -
= [Flo))] = floteng @)
Pero esto se deduce de la propiedad (1.1) 4) pues
d - -
= [Plo)] = Flot)g @)
y como F' es una antiderivada de f, se tiene que F’' = f y por lo tanto se cumple
d /
—|Flg@)] = f(g(x)g' (@)
como queriamos ver. 0

Este teorema es muy 1til pues nos provee un método para calcular antiderivadas para
funciones de la forma f(g(z))¢'(x). En efecto, este método se basa en hacer la siguiente

“sustitucién”:
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Obtenemos entonces que
(1.2 [ ta@yg@ s = [ s
Luego, si F' es una antiderivada de f (esto es F'(u) = f(u)), podemos concluir que
(1.3) /f(u) du = F(u) +c.
De (1.2) y (1.3) resulta
[ #a)gx)do = Flgla)) + ¢,
donde hemos vuelto a reemplazar u = g(z).

A este método se lo llama: Método de Sustitucion. Veamos ahora algunos ejemplos de

c6mo usarlo.

EJEMPLOS 1.8.

1. [ 3V3z+4dx

En este caso tomemos u = 3x + 4, por lo tanto du = 3dx. Con este cambio se tiene

que

/\/m3da: :/ﬁdu

3+1

U2 2 3/2
=——+c=zu’""+c

5+1 3

2
= g(Sx +4)32 4 c.

2. / sen’z cos x dx

Tomemos u = senx, entonces du = cos x dx, luego

/sen2x cos z dx —/uzdu
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Como ayuda para aplicar este método, daremos el siguiente cuadro, donde resumimos

los pasos a seguir para encontrar

[ fa@)g(z)da.

1. Hacer el cambio
u = g(z),
du = ¢'(z)dz.
(Notar que después del cambio, solamente debe haber letras u y ninguna letra
2. Hallar todas las primitivas o antiderivadas de f (como expresién de u).

3. Sustituir nuevamente u por g(z).

Uno de los contextos donde mas frecuentemente se usa la antiderivada es en la resolu-
cién de ecuaciones diferenciales. Una ecuacién diferencial es una ecuacién que involucra
a una funcién y a sus derivadas. Este es un tema que desarrollaremos mas adelante, pero

en este punto, estamos en condiciones de resolver una de las mas simples:

(1.4) y' =ky

donde k es una constante.

Una solucién es una funcién y = y(z) que satisface la ecuacién. Esta ecuacién tiene
muchas aplicaciones, por ejemplo a la biologia, pues en cualquier instante ¢, la rapidez
y'(t) con que se reproducen ciertas bacterias en un cultivo es proporcional al nimero de
bacterias y(t) presentes en ese instante t, y por lo tanto el modelo cumple la ecuacién
(1.4).

Esta es también la ecuacion que cumplen algunas poblaciones de animales en lapsos
cortos de tiempo. Finalmente podemos mencionar una aplicacion a la fisica, pues esta
ecuacion proporciona un modelo para aproximar la cantidad y(¢) de sustancia que va
quedando en el instante ¢t cuando ésta se desintegra por radioactividad.

Para resolver (1.4), notemos que

Para k = 1 la ecuacién es 3y = y, y ya sabemos que y = y(x) = €” la satisface,
puesto que 4 (") =¢€".

dx

Para k = 2, tenemos y/(z) = 2y(x), y en este caso también es facil ver que e*

satisface la ecuacion.
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kz con ¢ € R, es una solucién de

En general, podemos comprobar que y(z) = ce
la ecuacién (1.4) para todo = € R pues
d

e (ce®) =kecet™ VxeR.

Veamos ahora que éstas son todas las soluciones. Para ello, tomemos una solucion de
(1.4), esto es una y que satisface y'(z) = ky(x) para todo = en un intervalo I.

Como e £ 0, podemos definir

z el

_ Y(z) — ky(x)

ekx
Finalmente, como y cumple la ecuacién (1.4) se tiene que ¢'(x) = 0 para todo = € I. Por
el Teorema 1.2, si ¢'(x) = 0 en un intervalo I, entonces existe una constante ¢ € R tal

que g(z) =c¢ Yz € I. Es decir
y(x) = ce Vrel,

como queriamos demostrar. Notemos que en particular se puede tomar

I =R, y tenemos que

TEOREMA 1.9. Sea k € R una constante. La funcion y = y(x) satisface la ecuacion

y'(z) = ky(z) VaeR siysdlosiy(z)=ce™ para alguna constante ¢ € R.

EJEmMpPLO 1.10. Encuentre la funcion que satisface y'(x) = 3y(x) para todo x € R e

y(0) = 2.
Aplicando el teorema anterior, si

v (z) =3 y(x), entonces y(z)= ce*,

para alguna constante ¢ € R. Como ademds y(0) = 2, se cumple que ce*? = 2 y por lo
tanto ¢ = 2.

La respuesta es entonces y(z) = 2¢37.

Es importante rescatar del ejemplo la siguiente situacion general:
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Soluciones de y'(z) = 3y(x) hay muchas: y(x) = ce3*, (una por cada
¢ € R), pero una vez fijado un punto por el que pasa: y(0) = 2, hay una

sola: y(x) = 2.

2. Integrales definidas

Dada una figura geométrica, tenemos asociada la nocién de drea. Como ya sabemos,
el area de una tal figura mide en algin sentido la region encerrada por dicha figura. Como

ejemplos podemos recordar:

b - b

Area del Rectangulo=b h Area del Circulo=71*  Area del Tridngulo=(1/2) bh

Una propiedad del area que se puede ver intuitivamente, es que si partimos una figura
en figuras mas pequenas, el area total sera igual a la suma de las dreas mas pequenas.
Esta propiedad resulta muy 1til, por ejemplo para calcular areas de poligonos, o de

figuras que no son regulares.

i L Area=(1/2) bh +(1/2) 7 ((1/2 )b)*

Es claro entonces que al trabajar con areas pueden aparecer (y en efecto apareceran)
sumas de muchos términos, y por lo tanto, para facilitar el manejo de dichas sumas

introduciremos la notacion de sumatoria.

DEFINICION 2.1. Si m y n son nuimeros enteros tales que m < n, v Gm, Gmi, ..., an

son numeros reales, entonces

Z A; = G + Qg1 + ...+ ap.

i=m
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Es decir que el lado izquierdo es una notacién (o forma abreviada) de escribir el lado
derecho.

A la letra griega ¥ se la llama sumatoria y a la letra i, indice de sumacion. Notemos
que 7 toma los valores enteros entre m y n, o sea que se usa para indicar desde dénde

hasta dénde hay que sumar los a;.

EJEMPLO 2.2. ,

Y =1+ +3 =14
i=1
También se pueden usar otras letras como indice
1
D25 =2(=2) +2(—1) +2(0) + 2(1) = —4.
j=—2

Algunas propiedades, de facil verificacién, que seran ttiles a la hora de trabajar son:

1) z”: ca; = 02": a; para cualquier ¢ € R.

Area bajo una curva

En el punto anterior, vimos algunas regiones cuya area sabemos calcular. Bastante

méas complicado es calcular el area de la siguiente region.

Para empezar, notemos que si A es el area de la region que nos interesa, es claro que
A es mayor que el area del rectdangulo de base ab y altura m, que llamaremos s y es menor

que la correspondiente al rectangulo de base ab y altura M, que llamaremos S. Esto es
(2.1) s<ALS.

Es decir que estos valores nos dan aproximaciones del area que nos interesa calcular.
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Maés ain, como sabemos calcular dreas de rectangulos, a partir de (2.1) obtenemos
que (b—a)ym < A< (b—a)M.
Observemos también que si partimos el intervalo [a,b] en dos subintervalos, [a,c] y

[c, b], el drea A es igual a la suma de las dreas A; y A, obtenidas en cada nueva region.

y
My
my M2
Mz
a c b

En este caso

s<s1+59 <A+ A, =A<5+5, <8,

donde sy = (¢ —a)my, Sy = (c—a)M,yse = (b—c)ma, So= (b— c)M,. Notemos que
al partir el intervalo, las aproximaciones mejoran.

La idea es entonces usar esto para definir el valor del drea, con un proceso analogo al
que se usa para definir la pendiente de la recta tangente, ya que en ese caso se aproxima
ese valor (desconocido) calculando las pendientes de las rectas secantes, que se pueden
calcular, y luego se toma el limite. En este caso, aproximamos el valor del drea A (des-
conocida) con sumas de dreas de rectangulos, que se pueden calcular, y luego tomamos
limite.

Procedemos entonces de la siguiente manera:

Sea f : [a,b] — R una funcién continua tal que f(x) >0 V x € [a,b]. Sea A el area

comprendida entre la curvas y = f(z), el eje z y las rectas t = a y z = b.

y=f
x=b

a b X
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Comenzamos dividiendo el intervalo [a, b] en n subintervalos

[1'0, xl]a sy [:Unfla xn]7

donde a = g < 71 < ... < -1 < x, = b son nimeros distintos pertenecientes al
intervalo [a, b]. Al conjunto P = {xg,x1,...,z,} lo llamamos una particion del intervalo
[a, b]. Denotamos por Ag(P) la longitud del intervalo [zy_1, zx], 0 sea Ag(P) = xp — xp_1,
y por A(P) la longitud de la particion P definida como el mayor de todos los Ag(P).
Finalmente, tomamos
my, el valor minimo de f(z) para x € [z)_1, 2]
M, el valor méximo de f(z) para x € [z)_1, Ty].
Con todo esto, para cada particiéon P, como generalizacién de (2.1), definimos la suma

inferior y la suma superior, respectivamente, por

s(P) = imkAk(P) =my Ay (P)+ ... + m, Ap(P),
(2.2) -
S(P) = Xn:MkAk(P) =M A(P) + ... + M, A, (P).
k=1
Es claro que s(P) representa el drea correspondiente a la unién de los rectangulos que

se encuentran por debajo del grafico de f y S(P) representa el area correspondiente a la

uniéon de los rectangulos que se encuentran por arriba del grafico de f. Mas aun,

(2.3) s(P) < A<S(P), para cualquier particion P.

y=f(x) y=f(x)

X=3 4‘x=b X=a —ﬁﬂ v

) ) —]
a=xg X Xo X3 X4 >25=b & a=Xg X Xy X3 X4 Xg=b

X

DEFINICION 2.3. Si f : [a,b] — R es una funcién continua tal que f(xz) >0 Vz €
[a, b], se define el drea encerrada por la curva y = f(z), el eje x y lasrectasz =ay z =b
por

(2.4) A= lim (imkAk(P)).

A(P)—0
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Notemos que esta definicién nos dice que dicha area es el limite de las sumas inferiores
y por lo tanto de las areas de las uniones de los rectangulos que se encuentran por debajo
del gréafico de f, cuando tomamos particiones de longitud cada vez mas chica, o sea con
mayor cantidad de puntos.
Observacion. El significado preciso del limite (2.4) es:

Ve>0 3 0>0 tal quesi P={zo,...,2,} es una particién de [a,b] con A(P) < ¢,

entonces

A=) " mp A(P)] <&
k=1

Se puede probar que tomar el limite de las sumas inferiores coincide con tomar el
n
limite de las sumas superiores, es decir A = lim (Z M, Ak(P)).
A(P)—0 1

Llamaremos a este ntmero, integral definida de f en [a,b] y lo denotaremos por

/a ’ f(x)dz.

Observemos que esta definicién la hemos dado para funciones continuas y positivas
en un intervalo cerrado. Para generalizar un poco esta definicién, necesitamos introducir
primero algunas nociones:

Decimos que f es acotada superiormente en un intervalo I si existe un nimero B,

que llamaremos cota superior de f en I, tal que
f(x) < B Voel.

Ademas, decimos que f es acotada inferiormente en I si existe un numero C, que

llamaremos cota inferior de f en I, tal que
C < f(z) Voel.

Finalmente, si f es acotada superior e inferiormente en I, decimos que f es acotada
en [.

Notemos que en este caso, si M = maz{|B|,|C|},
-M< f(x) <M Vzxel.

Observaciones.
1. Las cotas superiores e inferiores no son unicas. Esto se ve facilmente, pues si
f(x) <1 Vaxel, entonces f(xr) <2 Ve l. Esdecir que en general si B es una cota

superior de f en I, B también es una cota superior para todo B> B.
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2. También es claro que no toda funciéon es acotada. En efecto, basta considerar
flz) = é en el intervalo (0, 1). La funcién f esta acotada inferiormente pues % >1 Ve
(0,1), y no esta acotada superiormente.

3. Para tener ejemplos de funciones acotadas, basta tomar una funciéon continua f en
un intervalo cerrado I, pues recordemos que alli estas funciones alcanzan el maximo, y,,,

y el minimo, y,,, y por lo tanto
Ym < f(z) <yy paratodo z € I.

Es decir que si f es una funcién continua en [a, b], entonces es acotada en [a, ).

4. Notemos ademads que el hecho de que una funcién sea acotada superiormente por
B, es equivalente a decir que su grafico se encuentra por debajo de la recta y = B y que
sea acotada inferiormente por C', equivale a decir que su gréafico se encuentra por arriba
de la recta y = C'. Luego, el hecho de que una funcion sea acotada es equivalente a decir

que su gréfico se encuentra en una franja [—M, M].

AN

FI1GURA 1. La funcién f(z) = cos(z) + sen(z) tiene su grafico en la franja
-2 <y <2

Siguiendo con la idea de acotar funciones en un intervalo, notemos que si una funcién
es acotada superiormente, entonces tiene una cota superior. Como ya dijimos, dicha cota
no es Unica pues cualquier nimero mas grande también es una cota superior. Esto motiva

la siguiente definicion.

DEFINICION 2.4. Llamaremos supremo de f en un intervalo I a la menor de las cotas

superiores de f en I e infimo de f en I a la mayor de las cotas inferiores de f en I.

Por una importante propiedad de los niimeros reales sabemos que toda funcion acotada

superiormente (inferiormente) tiene supremo (infimo).
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Una observacién que sirve a modo de ejemplo es que si f alcanza el maximo en [a, 0]
en r = x9y f(xg) = yo, entonces yo es también supremo de f(z) para z € [a,b], vy

analogamente el minimo es también infimo.

Para flexibilizar la condiciéon de continuidad requerida en la definicién de area bajo

una curva, veamos la siguiente

DEFINICION 2.5. Decimos que f tiene un nimero finito de discontinuidades en [a, 0]

si existen una cantidad finita de puntos ti, ..., t; € [a,b],
to=a <t <.. <tj<b:tj+1

tal que f es continua en cada subintervalo (tx_1,tx), 1 <k <j+ 1.

y=xtr

F1GUurA 2. La funcién

—T si —4<z<0
flx)=4¢ z+1 si0<z<A4
-+ 7 sid<z<8

en el intervalo [—4, 8] tiene dos discontinuidades, una en z = 0 y otra en
r=4.

Tomemos entonces una funcién f acotada en [a,b], con un ntmero finito de discon-
tinuidades. En este caso una generalizacion de la definicién de suma inferior asociada a

una particién P es

(2.5) s(P) = mi Ax(P),
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donde ahora my, es el infimo de los valores de f(z) para x € [zg_1, 2]
Es decir que estamos tomando la suma inferior asociada a los infimos. Sabemos que

si f es continua en [xy_1, x| entonces alcanza el minimo, que coincide con el infimo de

f(z) para x € [zg_1,xk].
Andalogamente, si tomamos M como el supremo de los valores de f (x) para T €

[z)_1, x1], podriamos generalizar la nocién de suma superior como S(P 5 My, Ay (P

y se puede probar que

DEFINICION 2.6. La mtegml deﬁnida de una funcion f acotada, con un nimero finito

de discontinuidades en [a, b] es

/ flx = 111DI)IlHOkaAk

Notemos que esta definicién es una generalizacién de la Definicién 2.3 pues ambas

definiciones coinciden en el caso en que f es continua y positiva.

Observaciones.

/ f(z)dz es un ntimero, en cambio / f(z) dx es un conjunto de funciones.

2. Si f es acotada con un nimero finito de discontinuidades en [a,b] y f(x) > 0 para todo
b

x € [a,b] entonces A = [ f(z)dx representa el drea de la regién comprendida entre el
grafico de f, el eje x v las rectas = = a y x = b. En cambio, si f toma valores negativos

en algunos z € [a, b, entonces A = / f(z) dz no representa el drea comprendida entre

el grafico de f, el eje x y las rectas x Z ayx=>o.
1
EJEMPLO 2.7. Tomemos f(x) = —1 y calculemos / f(z)dx
0

Para la particién P = {0, 1,1} tenemos que

R

s(P) =(-1)s+(-1)s=-1

S(P) =(-Di+(-1i=-1.
Pero como

< / f(x)de < S(P),

/01 flx)de = —

obtenemos
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0 1/2 1 X

f(x)=-1

Queda claro entonces que esta integral no corresponde al area sombreada pues las areas

son siempre positivas.

Sea f una funcién acotada y con un numero finito de discontinuidades en [a,b]. Es

conveniente para futuros usos, introducir las siguientes definiciones.

DEFINICION 2.8.

Dlaﬂﬂdxza mﬂaﬂ@dxz—lfﬂ@dm

Propiedades.
Sea f,g y h funciones acotadas y con un nimero finito de discontinuidades en [a, 0]

entonces:

b
1. Si h(z) >0 Vo €[a,b], entonces / h(x)dz > 0.

[\

b
. / cf(x)de =c / f(z)dz, para cualquier constante ¢ € R.

/U )+ g(z M—/f Mi/g@@a

b
4. SidERentonces/ f(x)dx:/ f(x)d:v—}—/d f(z)dx

w

[S)

. Si f(x) < g(x) Vx € [a,b], entonces / f(z)dx < / g(x)dx.
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Estas propiedades son intuitivamente mas claras en el caso de f > 0 y continua y la
demostracion se basa en aplicar las propiedades del limite. Por ejemplo, veamos cémo
demostrar la propiedad 1.

Por definicion tenemos que

donde my, es el infimo de h(z) para x € [z4_1,x]. Es claro que como h(xz) > 0, C =0
es una cota inferior de h(x) para = € [z}_1, zx] para todo k. Por lo tanto el infimo, que
es por definicion la mayor de las cotas inferiores, satisface my > 0. Asi, como ademas

Ag(P) > 0 para todo k, tenemos que
Z my Ag(P) > 0, para toda particién P,

con lo cual

como queriamos demostrar.

Notemos finalmente que la propiedad 4, en el caso en que f es una funcién continua
y positiva, y d € (a,b), equivale al hecho que ya mencionamos de que al partir la region,

el area total es la suma de las areas.

A la hora de calcular una integral, salvo algunas excepciones (constante, rectas, etc.),
no es facil hacerlo usando la definicién. Por ello, daremos a continuacién algunos teoremas
con el objeto de proporcionar herramientas para el calculo de una integral definida.

Observemos primero que, si f es una funciéon acotada y con un numero finito de
discontinuidades en [a, b], entonces para cualquier x € (a,b) estd definida f; f(t) dt pues
f sigue siendo acotada y con un nimero finito de discontinuidades en el intervalo [a, x| C

[a, b]. Més atin, este valor depende de z, por lo que podemos definir la funcién F' : [a, b] —

R,
_ / o

TEOREMA 2.9. (Primer Teorema Fundamental del Cdlculo)

Observemos que F(a) = [ f(t)

Sea f una funcion continua en [a,b], y c € |a,b]. Sea F la funcion definida por

/ f(®) Vaz € [a,b.
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Entonces F' es diferenciable en [a,b] y
F'(z) = f(z) V€ [a,b.

Six =a6x=>b F'(z) denota la derivada de F por la derecha y por la izquierda

respectivamente. Notemos también que en la definicion de F', puede ser x < c é x > c.

S|
EJEMPLO 2.10. Sea F(z) = / dt.
41
Entonces F'(x) = ! . En particular
zt+1
1 1 1
F'(2) = == y F(-1)==.
A=z~ ¥ V=3

2
EJEMPLO 2.11. Sea G(x) —/ cos?(2t) dt.

Entonces G(z) = — / cos?(2t) dt. Luego, por el teorema anterior
2
G'(z) = — cos?(2z).

12
Un problema un poco méas complicado seria derivar F'(z) = / V2 + t*dt, o mas en
2

general

h(zx)
F(z) = / F(t) dt.

donde h es una funcién diferenciable. Observemos que si tomamos

6= [ sy
entonces F'(z) = G(h(z)). Luego, usando la regla de la cadena, tenemos que
F'(z) = G'(h(x))h'(x)
= f(h(@))W'(x).
Finalmente esto nos dice, aplicado al problema anterior, que la derivada que queriamos

calcular esta dada por

F'(x)z%(/ \/2+t4dt): 2+ (22)42r = V2 + 28 2x.
T \J2

Siguiendo con nuestra generalizacién, veamos qué pasa si tomamos g y h dos funciones

diferenciables en un intervalo [a, b] y consideramos
h()
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.Cual sera su derivada? Para calcularla, observemos primero que

h(z) d h(z)
M@:A@f@ﬁzzmﬁ®ﬁ+l F(8)dt

h(zx) g(x)
=/ f@ﬁ—/ £(0) dt,
d d
y por lo que ya vimos, tenemos que

H'(z) = f(h(x)h' () = flg(x))d (z).

3

EJEMPLO 2.12. Sea F(z) = / sen(4t)dt, entonces

—2x

F'(z) = sen(42?®)(32?) — sen(4(—2x))(—2)
= sen(423)(3z?%) + 2sen(—8z).

TEOREMA 2.13. (Sequndo Teorema Fundamental del Cdlculo o Regla de
Barrow).

Sea f continua en [a,b] y G una primitiva de f en [a,b], entonces

/f@ﬁ:G@—G@.

En adelante denotaremos

T

PRUEBA. Por el teorema anterior se cumple que F'(x) = / f(t) dt es una primitiva de

fen I. Es decir que F'(z) = f(z) para todo z € [a, b]. Entonces como G es otra primitiva
de f en [a,b], por el Teorema 1.3 existe una constante ¢ € R tal que G(x) = F(z) + c.
para todo x € [a,b]. Esto es,

G(x):/x f(t)dt+c¢  Vx€la,bl.

Por lo tanto

G(b) — Gla) :(AU@&+Q—([}@&+Q

- [ rwa

como queriamos demostrar. O
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Notemos que este teorema nos da un método para calcular integrales definidas, si de

alguna forma conocemos una primitiva de la funcién a integrar.

EJEMmprLO 2.14.

1 1 1 1
/ (22° = T2+ 1) do = 2/ idr — 7 / z® dx + / ldx
-1 -1 -1 -1

1,0 1o\ | 1
=25, =7 Ll
= 2(; (1)~ (1)) = T(G1° = S(-1)) + (1 - (-1))
:2(——}1)—7(%+—)+2
8
o

2
EJjEMPLO 2.15. / V2?2 + 1dx
0

A diferencia del ejemplo anterior, no es claro cual seria una primitiva de la funcién
f(z) = xv22% + 1, pero podemos tratar de encontrar una, usando el método de susti-
tucion.

Sea

u=2x?+1, entonces du = 4z dz,

luego,
1
/ V22?2 +1dr = 1 /\/21’2 + 14z dzx

3/2

1 lu
—Z/\/Edu—zlg/—2+c

2
= E(2332 + 1)+ ¢

1
= 6(2x2 +1)% +c.
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Ahora tomamos una primitiva de f y aplicamos el Teorema 2.13; concluimos que:

2
1
/ xV2x? + 1dx :6(21‘2—1—1)3/2
0

2

0

1 32
:8[(2'4+1) —15/2]

:1( 3/2 _1):§.
6 3
Otra forma de resolver esta integral, una vez que usamos el método de sustitucion,
seria calcular directamente con wu, sin volver a x. En este caso hay que tener en cuenta
que los limites de integracién (o sea el intervalo en el cual se integra) son otros:

u(2)

2
1
/$\/2x2+1dx:— Vu du.
0

4 Ju)
Recordemos que habfamos tomado v = 222 + 1, que en realidad es una funcién de =,
u(x) = 22?4+ 1, y por lo tanto los limites de integracién son u(0) =1y u(2) = 9.
Verifiquemos entonces que llegamos al mismo resultado:

/2x\/2x2+1d:c —1/9\/ﬂdu—1(u >
0 4 ©4\3/2

3/24 9

1

- 3[93/2 — 13/2] - 26 — 13
12 6 3

Notemos que para aplicar el Segundo Teorema Fundamental al calculo de

/a ) de,

se necesita que f sea continua. Luego, para tener algo similar en el caso de una funciéon

con un nuimero finito de discontinuidades, comencemos con el siguiente resultado.

LEMA 2.16. Si h(z) es la funcion en |a,b] definida por

0, stx#b b

h(z) = . 7 entonces / h(z) dz = 0.
d, six=> a

PRUEBA. Es claro que podemos suponer que d > 0, pues si d < 0 consideramos —h.

Sea P = {x, --- x,} una particién del intervalo [a,b]. Si m;, es el infimo de los valores

de h en el intervalo [xj_1, x|, entonces es facil ver que my = 0 para todo k. Luego, toda

suma inferior es cero, y por lo tanto aplicando la definicién de integral tenemos que
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l

Observemos que en esta prueba del lema, no se usé el hecho de que la discontinuidad
de h ocurre en x = b, por lo que el lema sigue valiendo si cambiamos b por cualquier
xg € |a, b].

TEOREMA 2.17. Sea zy € [a,b]. Si f : [a,b] — R es una funcion continua y g(x) =

f(z) para todo x # xy, entonces

/abf(x) iz = /abg(a:) da.

PRUEBA. Si f(z) = g(z) para todo z # x, consideremos la funcién h(z) = f(z) —

h(:z:):{o’ s?m#xo
f(zo) — g(xo) = dy, six=x.

/abh(a:) dz =0,
[ =@ ar= [y aw=o

[ rwar= [ g a

g(z), por lo tanto

El lema anterior implica que

y como

tenemos que

como queriamos demostrar.

O

Supongamos ahora que f es acotada en [a, b] y es discontinua solamente en una canti-
dad finita de puntos del intervalo [a, b] . Elegimos un conjunto {z,...,xx} con a = zy <
r1 < ... < xy = b que contenga dichos puntos. Supongamos ademas que para cada
1 <k < N, en cada intervalo abierto (xy_1,2x), f coincide con una funcién fi que es
continua en el intervalo cerrado [zy_1, zx] . Por la propiedad de aditividad de la integral

definida y por el teorema anterior, sabemos que

/abf(x)dx _ /axl f(:c)da:+/:f(x)dx+ ot /:H fx)dx

- / fl(x)dx+/: fg(x)dx+...+/:v_1 fa()de.
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Ahora, como f es continua para cada 1 < k < N, podemos aplicar la regla de Barrow

a cada una de las integrales de arriba. Por lo tanto, si G} es una primitiva de fx,

T T b

’ + ...+ Gy(2)

1 TN—1

/f(:c)d:c = )| + G

EJEMPLO 2.18. Sea

a

2—1,si1<2<2

/abf(x)dx _ /Olf(x)dx+/12f(x)dx
= /l(x—|—2)dx+/2(x3—1)dx

1

{ r+2, si0<zr<l1

entonces

[en} —
+
/N
IS
|
&
N——

3. Area de una regién comprendida entre dos graficos

Sea f una funcién acotada, con un nimero finito de discontinuidades y no negativa
en el intervalo [a,b]. Hemos definido el drea de la regién comprendida entre la curva

y = f(x), el eje x y las rectas x = a y x = b como

A= /ab f(z) dx.

Si ahora tomamos una funcion g < 0, acotada y con un nimero finito de discon-
tinuidades en [a, b], no hemos definido el area encerrada por el gréfico de g, pues sélo

sabemos cémo calcular areas bajo el grafico de funciones no negativas.

a b
T-X

y=g(x)

Consideremos entonces la funcién —g. Notemos que —g(z) > 0 Vaz € [a,b] y mas
aun, se puede ver que el drea encerrada por la curva y = g(z) y las rectas t = a y © = b,

es la misma que el drea encerrada por dichas rectas y la curva y = —g(z).
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Si A; es el area asociada a g y A, es el area asociada a —g, tenemos que

EJEMPLO 3.1. Si f(z) = 2% + 1, calculemos el drea sombreada A :

Si A; es el drea correspondiente a f restringida al intervalo [—1,1], donde f > 0,y A,

es el drea correspondiente a f restringida al intervalo [—2, —1], donde f < 0, resulta
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A :A1+A2

:/_1 (x3+1)dx—/1(:c3+1)d1’

1 -2

1 14
,1—(1“’ ”)

-2

Supongamos ahora que tenemos dos funciones f y ¢g. Queremos calcular el area A de

la regiéon sombreada:

y=f(x)

y=g(x)

X

Es facil ver que esta area es la diferencia entre el area asociada al grafico de f y el area

asociada al grafico de g. Esto es

A:Al—Agz/ab f(x)dx—/abg@)dx:/ab(f(m—g(x))daa

Observemos que aqui hemos usado que 0 < g(z) < f(z) Vx € [a,b], pero esto se puede

generalizar:

TEOREMA 3.2. Si f y g son dos funciones acotadas y con un numero finito de dis-
continuidades en [a,b], tales que g(x) < f(x) Vax € [a,b], entonces el drea de la region

comprendida entre sus grdficos y las rectas verticales x = a y x = b estd dada por

A= [ 1) - gt ds
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Notemos que aunque f y ¢ tomen valores negativos, se cumple siempre que
f(x) —g(x) > 0.

EJEMPLO 3.3. Halle el area de la regién sombreada, comprendida entre los graficos

dey=a2>—-1ley=a-1.

Por el teorema anterior aplicado a f(z) =x — 1y g(z) = 2% — 1, tenemos que

A:/Ol[(x—l)—(xz—l)]da::/ol(x—xQ)dx

Si ahora tomamos f y ¢ continuas en [a,b], pero g(x) < f(z) paraa < x < cy
g(x) > f(x) para ¢ < x < b, entonces, para calcular el area encerrada entre sus gréficos

en el primer caso debemos considerar f(x) — g(z) y en el segundo g(x) — f(x).

EJEMPLO 3.4. Halle el drea comprendida entre los graficos de
f(x) =2® — 4z, g(x) = 2x y las rectas x = —1, x = 4.
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vV=2x ==
; =4
x=-1

g

v=x" 4x

Por lo dicho anteriormente, como ¢(z) < f(x) para z € [-1,0] y f(z) < g(x) para

x € [0,4], tenemos que

0 4
A :/ x2—4x—2xdx+/ 27 — (2% — 47) dx
0

-1

:/0(172—6x)dx—/04(x2—6x)dx

-1

(s~
_ _(%<_1) _3)— % + 48 = 30.

4. Volumen de revoluciéon

Consideremos una porcién del plano (regién acotada) y una recta que no la corta,

aunque si puede llegar a tocarla.

N

R R R

Region (1) Region (2) Region (3)

Si hacemos girar esta regién alrededor de dicha recta obtenemos un cuerpo. Por

ejemplo



34 1. INTEGRACION

5
VIA‘

=
4

7o ‘\E‘t

AV
| s‘\\v»
:Wm

|

Z ;H%_

Cilindro obtenido al girar la Cono obtenido al girar la Esfera obtenida al girar la
region (1) alredor de la recta R region (2) alredor de la recta R region (3) alredor de la recta R

de la regién (1) obtenemos un cilindro, de la (2) un cono, y de la tercera regién, una
esfera.

..Cual sera el volumen de este cuerpo? De la construcciéon podemos intuir que tendra
mucho que ver con el area de la regién de la cual partimos.

Para calcular un volumen como éste, empecemos por el caso mas sencillo. Sea f
continua en [a,b], f(x) > 0 Va € [a,b], y consideremos la regién delimitada por el
grafico de f, el eje z, y las rectas x = a y x = b. Sean C el sélido que obtenemos al hacer

girar esta regién alrededor del eje z y V' su volumen.

x=b

Recordemos que al area bajo el grafico de f la podemos aproximar con sumas inferio-
res (y superiores). Tomemos entonces P = {zy, ..., x,} una particién del intervalo [a, b]

y consideremos la suma inferior correspondiente a P. Esto es,

P) =" "my A(P),

donde my, Ag(P) es el area del rectangulo Ry.
Si hacemos girar el rectangulo Ry, obtenemos un cilindro de radio my, y altura Ag(P),

por lo tanto su volumen estéa dado por
Vi(P) = mmi A (P).

Notemos que al hacer girar todos los rectangulos Ry con 1 < k < n correspondientes

a P, obtenemos un cuerpo, cuyo volumen es menor que el de C.
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i

[

R
{ T3y ey m
Ry £ 5
Ry | R, |78

B = X3 xq b=xg

Como ya dijimos, al tomar particiones de longitud cada vez méas pequena (o sea A(P)
tiende a 0), las sumas inferiores aproximan cada vez mejor al drea bajo el grafico de fy
por lo tanto, el cuerpo que obtenemos al hacer girar esos rectangulos aproxima cada vez

mas a C. Tenemos entonces que

Vol D) = i 0 i adP)
=7 i P A(P
Tl 2 AL)
b
—x [ P

pues mj es el minimo de f?(x) para x € [z4_1,xx]. Es decir que el volumen del sélido

generado por una funcién f, continua en [a, b], estd dado por:

b
(4.1) Vv :’/T/ () dx.

Llamaremos al sélido asi obtenido, sdlido de revolucion generado por f.

Observacion. Notemos que (4.1) vale para una funcién f < 0 acotada y con un nimero

finito de discontinuidades en [a, b].

EJEMPLO 4.1. Halle el volumen del sélido obtenido al girar alrededor del eje x, la

curva y = 22 entre las rectas x = 1 y . = 2.
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y=x2

FIGURA 3. La funcién f(x) = 22 en el intervalo [1, 2] y su correspondiente sélido

de revolucién.

2 512 31
V=7r/ 3:4da:=7rx— = —7
1 5 1 5

En general se cumple:

TEOREMA 4.2. Sean [ y g funciones acotadas, con un nimero finito de discon-
tinuidades en [a,b] y tales que f(x) > g(xz) > 0 Va € [a,b]. Sea V el volumen del
solido de revolucion generado al girar alrededor del eje x, la region limitada por las curvas

y= f(x), y=g(x) y las rectas x = a, x = b. Entonces

V= / (f(x) — ¢*(x)) d.

EJEMPLO 4.3. Sean f(z) = x +3 y g(z) = 2? + 1. Calcule el volumen del sélido

obtenido al hacer girar la regién sombreada, comprendida entre las curvas y = f(z) e

y = g().

1 -0.5 0.5 1 1.5 2

FIGURA 4. La regién comprendida entre y = 22 +1 ey = o +3 y su

correspondiente solido de revolucion.

Solucion. Por el teorema anterior tenemos que
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ver | Y (P - P) do

Zo

Necesitamos conocer entonces xg vy x1. Como en estos puntos se cumple que las fun-
ciones coinciden, entonces x + 3 = z? + 1 y por lo tanto 22 — 2 — 2 = 0. Resolviendo esta
ecuacion obtenemos rog = —1y z; = 2.

Luego,

V:W/Ql((x+3)2—(x2+1)2) dm:%?w.

5. Integrales impropias

Hemos definido la integral definida de una funcién f en el intervalo [a, b]

/ab f(z)dz

cuando se cumplen las siguientes condiciones:

(i) limites de integracién finitos (es decir: a y b finitos).

(ii) f continua en [a,b], o bien f acotada en [a,b] con un nimero finito de discon-
tinuidades.

Ahora extenderemos el concepto de integral definida al de Integral Impropia, en algunos

casos en que las condiciones (i) y/o (ii) no se cumplen.

6. Integrales impropias de tipo I

Este tipo de integrales surgen cuando consideramos funciones continuas y al menos
uno de los limites de integracién es infinito.

Comencemos con un ejemplo: tomemos la funcién f(z) = % para x en [1,00) y
llamemos C' a la regién "infinita” comprendida entre el grafico de f y el eje . Pensemos

ahora en el drea de C.
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C v=1/x"

Tal vez nuestra intuicién nos diga que dicha area deberia ser infinita, pero analicemos
esta situacion con mas detalle.
Empecemos notando que para cualquier niimero real ¢ > 1, el drea A(t) de la porcién

de C' comprendida entre las rectas x = 1 y x = t, estd dada por

t 1t

Si ahora elegimos t cada vez mas grande, los valores A(t) irdn aproximando cada vez

mejor al area de C'y como

1
lim A(t) = lim (1 - —) =1,
t—o0 t—o0 t
diremos que el area A de la region C' es 1. Escribiremos entonces

001 ) t1
A:/1 —2de lim —dezl.

Xz t—o0 11:
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Usando este ejemplo como guia, damos las siguientes definiciones, donde la funcion f

no necesariamente es positiva.

DEFINICION 6.1.

i) Sea a € R. Si f es continua en [a, 00) definimos

/a " fla)da = lim / () d.

si este limite existe y es finito.

ii) Sea b € R. Si f es continua en (—o0, b] definimos

[ = [

si este limite existe y es finito.

iii) Sea ¢ € R. Si f es continua en (—oo,00) y las integrales

[ twis v [ s
existen, definimos

/Zf(x)dx :/;f(a;)dw/:of(x)dx_

Nota: Se puede demostrar que en (iii), el segundo miembro es independiente de la
eleccién de c.

Cuando los limites que aparecen en la Definicién 6.1 1) y ii) existen y son finitos (o sea:
dan como resultado un nimero real) decimos que las integrales impropias alli definidas

convergen. En caso contrario decimos que divergen.

La integral impropia / f(z)dz, de la Definicién 6.1 iii) converge, si ambas inte-
grales impropias / flx)dx y / f(x)dx convergen. Si alguna de estas dos tltimas

integrales impropias diverge decimos que / f(z) dx diverge.

EJEMPLO 6.2. Evalie las siguientes integrales, si convergen.

(a)/:oﬁdx, (b)/;owildx.
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04

02

Ficura 5. Gréficos de y = ﬁ VY= ﬁ en el intervalo [2, 00).

Solucién. (a) Por la Definicién 6.1 i), tenemos
* 1 to
———dr =1 —=d
T Y e

—1 it
= lim
t—oo x — 1

2

= i ( -1, 1 ) =1
il \r—1 T2—1/) T
luego esta integral impropia converge y su valor es 1.
(b) Usando la Definicién 6.1 i) resulta

~ 1 b
/ dr = lim dx
2 .T_l t—o0 2 I‘_lt

= lim In |z — 1|‘
t—o0 2

— lim (m(t 1) —In(2— 1))

t—o0
= lim In(t — 1) = oo,

t—o0

y por lo tanto esta integral impropia diverge.

EJEMPLO 6.3. Evalie la siguiente integral, si converge

1
/ e* dx.
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A
-~
w
rh_
|

-

—
b

FIGURA 6. La funcién y = e” en el intervalo (—oo, 1].

Solucién. Por la Definicién 6.1 ii) tenemos

1 1
/ edr = lim e“dx

[eS) t——o0 J;

= lim e*
t——o0

t
= lim (e—et> =e,
t——o0

y por lo tanto esta integral impropia converge.

EJEMPLO 6.4. Evalie las siguientes integrales, si convergen,

() /: ﬁdw, (b) /Oo ¢ da.

—00

L /
6
5 y=¢
y
iy 7
H

2 4 £ 4 3 2 1 LR )

FIGURA 7. Las funciones y = ﬁ ey =e" en (—o0,00).

41
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Solucién. (a) Usamos la Definicién 6.1 iii) con ¢ =0 :

S| 0 1 SIS |
dr = d dx.
/_001+:c2 ’ /_ool+x2 H/o T2

Ahora aplicamos la Definicién 6.1 1)

0 1 ) t 1
——dxr = lim dx
t

= lim arctan z
t—o0 0

= lim (arctan ¢ — arctan 0) = 7/2.

t—o0

Similarmente usando la Definicién 6.1 ii) podemos probar que

0 1
/_OO 1+x2da::7r/2.

Por lo tanto, la integral impropia dada en (a) converge y su valor es /2 + 7/2 = 7.

(b) Usamos la Definicién 6.1 iii) con ¢ = 1,

e’} 1 [e’s)
/ e”dx—/ e‘”da:—i—/ e® dx.
oo HUNS 1

1
En el Ejemplo 6.3 mostramos que la / e’ dx es convegente y su valor es e, analicemos

entonces la segunda integral impropia del miembro de la derecha:

o0 t
/ e dr = lim e* dx
1

t—o0 1

= lim €

t—oo

1
= lim (e’ — €) = oo,
t—o0
luego esta integral impropia diverge y entonces también diverge la integral impropia dada
en (b).

EJEMPLO 6.5. Determine para qué valores de p la siguiente integral es convergente

1
/ —dzx.
1P
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Solucién. Consideremos primero p =1 :
1 ‘1
/ —dr = lim —dx
1 xr t—o00 1 xr
t
= lim ln\x|‘
t—o0 1
= tlim (Int—1In1)
= tlim In ¢t = oo,
por lo tanto, la integral diverge si p = 1.
Supongamos p # 1, entonces
> 1 L1
/ —dxr = lim —dx
1 P t—o00 1 P
rPtL ¢
= lim
t—oo —p + 111
1 1
= lim —— (— - 1).
t—oo 1 —p tp—1
. . 1
Sip>1,entonces p—1> 0y asi thm e 0, por lo tanto,
<1 1
/ —dr = —— si p>1.
1 aP p—1
. - 1 o1 : :
Sip <1, entonces p—1 <0y asi thm pr thm 7P = 0o, en consecuencia la integral

diverge.

Entonces, hemos obtenido:

o0
/ s dx es convergente si p > 1 y divergente si p < 1.
.

. . 1
Geométricamente, esto dice que aunque las curvas y = —, bara r > 1yp>0son
x

muy parecidas, la regién comprendida entre la curva y = -V el eje x para x > 1, tiene
x

area finita si p > 1 e infinita si 0 < p < 1.
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7. Integrales impropias de tipo II

En las integrales de tipo I las regiones consideradas se extienden indefinidamente en
sentido horizontal. Estudiaremos ahora regiones que se extienden en sentido vertical, es
decir que este tipo de integrales corresponde a considerar limites de integracion a, b, finitos
y funciones continuas en [a, b] salvo en un punto en el cual tienen una asintota vertical.

Tomemos entonces una funcién f continua, positiva, definida en [a,b) y tal que
lim f(z) = oo. Sea S la regién no acotada comprendida entre el grifico de f, el eje

r—b—

x,ylasrectas x =ay x =b.

y

Sit < b es claro que el area de la porcion de S comprendida entre las rectas © = a 'y

r=t

X=b
y=f(x)
A(D)

a tp

esta dada por

t
A(t) = / F(@)da.
a
Como en el caso anterior, estas areas aproximan cada vez méas al area de S cuando t se
aproxima a b. Luego, si A(f) tiende a un nimero real A cuando t — b~, se dice que el
area de la region S es A y se escribe

b ¢
A= / f(z)dz = tl'irgl f(z)dz.

a

Usaremos estas ideas para dar la siguiente definiciéon, donde f no necesariamente es

positiva.
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DEFINICION 7.1.

i) Sean a,b € R tales que a < b. Si f es continua en [a,b) ¥y

lirgli f(z) = £ 00, definimos

/b f(z)dx = tlirgl t f(z)dx,

si este limite existe y es finito.
ii) Sean a,b € R tales que a < b. Si f es continua en (a,b] y
lim f(x) = =+ oo, definimos

z—at

/b f(x) d:zc:tlim+ ’ f(x)dx,

t
si este limite existe y es finito.

iii) Sean a,b,c € R tales que a < ¢ < b. Si f es continua en [a,c) |J(c, b] (ver figura

abajo), y las integrales

c b
[ @i v [ @
existen, definimos

/ab f(z) da :/ac f(x)der/cb () de.

y=f(x)

x=b

Cuando los limites que aparecen en la Definicién 7.1 i) y ii) existen y son finitos,
decimos que las integrales impropias alli definidas convergen. En caso contrario decimos

que divergen.

b
La integral impropia / f(z) dx de la Definicién 7.1 iii) converge, si ambas integrales
a
c b
impropias / f(x)dx y / f(x)dx convergen. Si alguna de estas dos ultimas integrales

b
impropias diverge, decimos que / f(x) dx diverge.
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EJEMPLO 7.2. Evalte, si converge, la siguiente integral impropia:

3
1
/ dx.
0 3—x

Ficura 8. f(z) = \/%7 en el intervalo [0, 3).

Solucién. Como la funcién f(z)=

1
lim

=3~ /3 — X

1
es continua en |0, 3

= 00, entonces aplicamos la Definicién 7.1 i) y obtenemos

31 tq
de = i d
| =t = [

= lim —2v3—=x

t
t—3~ 0

— lim (—2\/ﬁ+2\/§) — 23,

t—3~

Por lo tanto esta integral impropia converge y su valor es 2v/3.

EJEMPLO 7.3. Determine si la siguiente integral impropia converge o diverge

1
1
/ —dx.
0 T
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1 1
Solucién. La funcién f(x) = — es continua en (0, 1] y lim — = oo. Aplicando la definicién
T z—0T X

7.1 ii) obtenemos

| |
/ —dr = lim —dx
0

= lim In|z|
t—0+

t

:tlirg}r<0—1nt>zoo.

Como el limite no es finito la integral impropia es divergente.

EJEMPLO 7.4. Determine la convergencia o divergencia de

/Oﬁdx

m_
m-
¥
m_
m-
\"‘—\—
1 1 2 3 4
FIGURA 9. f(z) = ﬁ en el intervalo [0, 4].

Solucién. El integrando f(z) = no esta definido en z = 3, es continuo en

(x —3)
[0,3)U(3,4], y ademas lim f(z) =00y lim+ f(x) = oo. Aplicamos entonces la Definicién
T—3~ z—3

7.11iii) con ¢ = 3 y obtenemos

e ey
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Para estudiar la primera integral del lado derecho usamos la Definicién 7.1 i):

3 1 t 1
/ ———dx = lim / ——dx
o (z—3)? t—3— Jo (x—3)2

1 it

= lim
t—3-x—3 lo
) -1 1

= lim <———) = 00,
t—3— t—?) 3

como el limite no es finito esta integral impropia diverge y por lo tanto la integral impropia

planteada al comienzo también es divergente.

EJEMPLO 7.5. Determine para qué valores positivos de p la siguiente integral es con-

vergente
"1
o P
Solucion. En el Ejemplo 8.3 vimos que si p = 1 la integral es divergente, asi que
supongamos p > 0y p # 1. Entonces
1 1
1 1
—dxr = lim —dx
o P t—ot J, P
z~Ptl 1
= lim
t—0+t —p+1 It
. 1 1
LI R I
t—0+t 1 —p tp—1
Sip>1, entonces p—1 >0y asi lim+ pr o0, en consecuencia la integral diverge.
t—0
1
Si0<p<l1,entonces p—1<0yasi lim — =0, por lo tanto
t—0+ ¢p—1
1
1 1
—dr = —— si0<p<l1.
o P l—p

Resumiendo, hemos obtenido:

1
1
/ - dzx es convergente si 0 < p < 1y divergente si p > 1.
0 T
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Finalmente, es posible combinar integrales impropias de tipo I y II. En este caso
partimos la integral en suma de integrales de tipo I o II, y decimos que la integral original

es convergente si todas las integrales impropias involucradas lo son.

EJEMPLO 7.6. Analice si es convergente la siguiente integral:

0
1

1
Solucién. Aqui, un limite de integracién es infinito, ademés la funcién f(z) = —73 ho
T
1
estd definida en £ = 0 y cumple lim ——; = —o0. Entonces
z—0~ IL‘l/?’

o1 L | S|

donde la primera integral impropia del lado derecho es de tipo I y la segunda es de tipo
IT. Si estas dos integrales convergen, entonces la integral del miembro de la izquierda de
(7.1) sera convergente.

Usando la Definicion 6.1 obtenemos

| |
/ ——dr = lim ——dx

. 21/3 s——o0 71/3
.3 1

= lim = 2?/3
s——00 2 s

3
= lim 3 (1 — 32/3> = —00,

§——00

luego esta integral diverge, y por lo tanto, la integral impropia del miembro de la izquierda

de (7.1) también es divergente.

EJEMPLO 7.7. Analice la convergencia de la siguiente integral:
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1.5

0.5

Ficura 10. f(x) = e:/? en el intervalo [0, 00).

—Vz
e
Solucion. El integrando no esté definidoen x =0y lim = 400, ademds un limite

z—0t \/E

de integracion es infinito. Entonces

(7.2) /weﬁd /1 < /weﬁd
. T = T + X,
0o VT o VT LV

donde en el miembro de la derecha, la primera integral impropia es de tipo II y la segunda
es de tipo I. Como ya dijimos, si estas dos integrales convergen entonces la integral del
miembro de la izquierda sera convergente.

Observemos que usando la sustitucién u = /= obtenemos que —2e~V* es una primitiva
del integrando.

Ahora aplicamos la Definicién 7.1 ii),

e —im [l
/0 vz TS ), e

1
= lim —2e V=

s—0t

= lim (—2¢7! + 2¢7 V%)

s—0t

=—2e 1 +2,
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luego esta integral converge. Por otro lado,

/ T —im [
T = l1In xr
VT t—oo J1 VT
t
= lim —2¢V*
t—o0 1

= lim (—2¢" Vi 4+ 2¢71)

y por lo tanto esta integral también converge.
Como las dos integrales del miembro de la derecha de (7.2) convergen, entonces la del

miembro de la izquierda también converge.

8. Criterio de comparacién para integrales impropias

A veces resulta dificil y hasta imposible encontrar el valor exacto de una integral
impropia y sin embargo es importante saber si es convergente o divergente. En tales casos

son ttiles los teoremas que enunciaremos a continuacion.
Teoremas de comparaciéon para integrales de tipo I

TEOREMA 8.1. Supongamos que [ y g son funciones continuas que satisfacen | f(z)| <
g(x) Yz € la,00).

o (0.9}
Si / g(x)dz es convergente, entonces / f(x)dx es convergente, o equivalente-
mente, ¢ ¢

Si/ f(z)dx es divergente, entonces/ g(x) dx es divergente.

TEOREMA 8.2. Supongamos que f y g son funciones continuas que satisfacen | f(x)| <
g(x) Vo € (—o0,al.

Si / g(x)dz es convergente, entonces / f(x)dx es convergente, o equivalente-

mente,
a

sz’/ f(z)dz es divergente, entonces/ g(x)dz es divergente.

—00
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Teoremas de comparacion para integrales de tipo II.

TEOREMA 8.3. Supongamos que f y g son funciones continuas en [a,b) que satisfacen
@) < g@) Yo € [ab) y lim f(r) = oo

b b
Sz'/ g(x)dx es convergente, entonces/ f(z)dx es convergente, o equivalente-

mente,

b b
si/ f(z)dz es divergente, entonces/ g(x) dx es divergente.

TEOREMA 8.4. Supongamos que f y g son funciones continuas en (a,b] que satisfacen
[f(2)] < g(x) Vo e (a,b] y lim f(z) = £oo.

b b
Si / g(x)dx es convergente, entonces / f(z)dx es convergente, o equivalente-
a a

mente,

b b
si/ f(x)dx es divergente, entonces/ g(x) dx es divergente.

Observemos que si en estos teoremas la funcién f cumple f(x) > 0, la hipdtesis
|f(z)] < g(x) se convierte en 0 < f(z) < g(x).

o
2
EJEMPLO 8.5. Demuestre que/ e~ " dx es convergente.
0

Solucion. No se puede evaluar la integral directamente porque la antiderivada de e’

no es una funcién elemental. Comencemos escribiendo

00 1 [e9)
(8.1) / e do = / e dx + / e dr,
0 0 1

y observemos que la primera integral del miembro de la derecha es una integral definida.
Para analizar la segunda integral, notemos que como x > 1, 22 > z, luego —2?> < —x y
por lo tanto 0 < e <e %,

Ademas,

o) t
/ e ¥dr = lim e Tdx
1

t—o0
1 t
= lim —e™®
t—oo 1

=lim(e'—e ) =e

t—o0
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.35
03]
.25 ':‘
02|}
| y=exp( -x)
0151 |

0.1

] ymsias)

FIGURA 11. y = e ey = e * en el intervalo [1,00).

Ahora, usando el Teorema 8.1 con f(z) = ey g(x) = e~* obtenemos que / e~ d
1

o0
/ 2
es convergente. De aqui, usando (8.1) resulta que / e es convergente.
0

*14e®

EJEMPLO 8.6. Demuestre que/
1

dx es divergente.

1 - 1 <1
Solucién. Como te >— >0, Vazelloo)y / —dx es divergente por el
T x L

1+e™
T

1
Ejemplo 6.5, entonces usando el Teorema 8.1 con g(z) = y f(x) = —, obtenemos
T

Fl+e® :
que / dx es divergente.
1 x

1.2

o\ y=tesp( )

0.4

FIGURA 12. y =1 e y = 2— en el intervalo [1, 00).
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9. Integracion por partes

A cada regla de derivacion corresponde un método de integracién. Por ejemplo, como
ya dijimos, el método de sustitucion de la integracién corresponde a la regla de la cadena
de la derivaciéon. El que corresponde a la regla del producto es el método de integracion

por partes.

TEOREMA 9.1. (Integracion por partes).

Si f"y g son continuas, entonces

91) [ 1@lg @y = f@)glo) - [ Fglard.
PRUEBA. Por la regla de derivacion del producto tenemos
(f9) () = f'(z)g(x) + f(z)g(x),
o equivalentemente
f@)d (x) = (fg)'(x) = f(x)g(z).
Integrando, obtenemos entonces
[ r@g @iz = [(toy@do - [ f@)g(a)da,

y como fg es una antiderivada de (fg)’, incluyendo la constante en la otra integral del

mismo miembro, resulta

[ f@g @iz = f@yg(o) - [ £ @)g(a)ds,
como queriamos demostrar.

O

La férmula (9.1) se llama férmula de integracién por partes. Tal vez resulte méas

facil recordarla usando la siguiente notacién. Sean

entonces
du= f'(x)de y  dv=g(z)dz,

y asi, la formula de integracion por partes se convierte en

9.2) Judo=uo~ [
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La finalidad de expresar la [udv en términos de otra integral, [vdu, es conseguir

que la segunda integral sea mas facil de hallar que la primera.

EJEMPLO 9.2. Evalte /xewd:c.

Solucién. (Usando la férmula (9.1)). Sean

entonces

De esta manera tenemos

[eerde = rwg) - [ g ds

Solucién. (Usando la férmula (9.2)). Sean
u=u=x, dv=e “dx,
entonces
du=1, v=—e"

De esta manera resulta

/xe_‘”dx :uv—/vdu

—a(-e )~ [(ce)da

= —xe_”:+/e_”d:p

=—ze"—e " +ec.
Observemos que si en el Ejemplo 9.3 elegimos

—X

u=c¢e * dv=uxdx

entonces )

x
d —_ — _J:d = —.
u e x, U 5

De esta manera tenemos
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/xexd:c :uv—/vdu

2
—eo + 1 /xQe_:” dz,
2 2

pero la integral / 2?2 e dx es mas dificil de evaluar que la inicial. Entonces esta eleccién
de v y dv no es adecuada. En general, al decidir la eleccién de u y dv conviene tener en
cuenta:

(i) Elegir como u una funcién cuya derivada sea una funcién més sencilla.

(ii) Elegir dv de manera que se pueda integrar facilmente.

(iii) Ver que la nueva integral sea mas facil de evaluar que la primera.
EJEmMPLO 9.3. Halle /lnxdm.

Solucion. Sean

u=lInx, dv = dx,
entonces
1
du = —dzx, v=21x
x

Integrando por partes obtenemos

/lnxdm :xlnx—/xldx
T

:xlnx—/da;

=xzlhhz —z+ec

EJEMPLO 9.4. Evalue /xQSenxdx.

Solucion. Sean
u=x°, dv =senzdzx,
entonces
du = 2x dx, v = — COS .

Integrando por partes resulta
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/:L’2 senxdr = 1*(—cos x) — /(— cos x)2x dx
= —2? cos x+2/x cos x dx.
La integral que hemos obtenido, / x cos x dx, es mas sencilla que la inicial pero todavia
no es inmediata. Entonces utilicemos integracién por partes por segunda vez. Sean
U=z, dv = cos x dx,

entonces

du = dzx, U =sent.

/x cos xdx :xsenm—/senxdx

=xsenz + cos T + ¢,

Luego tenemos

y de todo esto concluimos

/:U2senxd:c = —2% cos x + 2(zsenx + cos x + ¢)
= —x" cos T+ 2xsenzx + 2 cos x + ¢,

donde ¢ = 2¢.
EJEMPLO 9.5. Determine /e” cos xdzx.
Solucién. Sean
U = COoS T, dv = e* dx,

entonces

du = —senx dzx, v=e".

Por consiguiente,

/ e’ cosxdr = €' cos T — /ex(—senx)d:v
(9.3)
= e cosw +/ e’senxdr.

La integral de la derecha es similar a la original, excepto que tiene senz en vez de

cos . Aplicamos nuevamente integracién por partes con
u=senc, dv = e” dx,

entonces

du = cos zdx, v=-e".
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De esta manera resulta

(9.4) / e’senxdr = e“senx — /ex cos x dx.
Usando (9.3) y (9.4) obtenemos
/ e’ cos xdr = €® cos x + (e*senz — /excos xdz).

Como la integral del lado derecho es igual a la de la izquierda, sumando a ambos miembros

[ €*cos xdx, tenemos

2/€ICOS zdr = e*cos x + e*senx.

1
Finalmente, multiplicando por 5y sumando ¢ para tener todas las primitivas, concluimos

que

x 1 T
e’ cos xdxr = 3¢ (cos x +senx) +c.

10. Integracion por fracciones simples

Se llama funcion racional al cociente de dos polinomios, como por ejemplo

1
h(z) = T . A la hora de integrar, es claro que algunas de ellas son mas “simples”
r—2

que otras. Por ejemplo,

1 3 3
/x r=In|z|+¢c /(x—2)2 x (x—2)+c

T+ 2 3 —1
/xQ—l v /x4—|—x2—1 v

Nuestra meta sera entonces en esta secciéon, dar un método para integrar funciones

racionales. La idea es descomponer una funciéon racional en una suma de funciones
racionales mas simples que efectivamente sepamos integrar. Por ello este método recibe
el nombre de descomposicion en fracciones parciales (o simples). Para empezar, notemos
que dadas dos (0 méas) expresiones racionales, sabemos combinarlas para obtener una sola

expresion sumando o sacando factor comun. Por ejemplo,

3 4 Tr —1
10.1 _ _
(10.1) x+2+x—3 (x +2)(z —3)
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Buscamos entonces alguna clase de proceso inverso, pues si bien en principio no sabriamos

calcular / =1 dx, como ya dijimos, si sabemos integrar cada término del lado
(x+2)(x —3)
izquierdo de la ecuacién (10.1).

Comencemos entonces introduciendo algunos resultados sobre polinomios que nece-
sitaremos usar mas adelante.

Dados n € NU {0} y ag,...,a, € R, diremos que un polinomio p(x) = a,z" +
Ap_12" L 4+ o+ apat + ag tiene grado n si a, # 0, y que o € R es una raiz de p si
pla) = 0.

Notemos que un polinomio de grado 1, p(z) = bx + ¢, b # 0, tiene una sola raiz

c

a = —7 y ademéds p(z) = b(z — (—§)). Si en cambio tomamos un polinomio de grado 2,

p(r) = ax® + bx + ¢, tiene raices reales si

(10.2) d =b* — 4ac > 0.

En el caso d > 0, se tiene que

(10.3) p(x) =alx — o) (r — ),

donde las raices a; y as estan dadas por la férmula

—b+ Vb — 4dac

2a

Cuando d = 0 estas raices coinciden y p(z) = a(x — ap)?. Luego, si el polinomio es de

grado 2 puede tener dos raices reales distintas, una raiz “doble”, o ninguna raiz real.

Tenemos entonces que, para n = 1 y 2, un polinomio de grado n tiene a lo sumo n
raices, y mas aun, si tiene raices reales se lo puede escribir como un producto de factores
de la forma (x—«), donde a € R es una raiz de p. Diremos que un polinomio es irreducible
si tiene grado uno o es de grado dos y no tiene raices reales.

Este resultado se generaliza en el siguiente

TEOREMA 10.1. Todo polinomio de gradon > 0, p(z) = 2" +a, 12" ' +- - -+a1x' +aq,

se puede escribir como un producto de polinomios irreducibles. Es decir,
(10.4) p(z) = (z —a)™ ... (x — o)™ (2° + fir + 7)™ o (2% + G + )™
donde i+ -+ +rp+2(s1+ -+ 5) =n.

Notemos que si en (10.4) se agrupan todos los términos iguales, se puede suponer que
a; # aj, y que los factores cuadraticos son distintos e irreducibles (sin raices), pues si
tienen raices se los puede descomponer como explicamos arriba. Observemos también que

en este teorema a,, = 1. Llamaremos monico a un polinomio cuyo coeficiente director a,,
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es igual a uno. En caso de no tener un polinomio monico, se procede sacando a a, como

factor comun en la expresién del polinomio, y se tiene

Qn 7 an

donde ¢(z) es ménico y se le puede aplicar el teorema.

EijEMmpPLOS 10.2.

1. 22 +22 —3=(z— (-3))(z — 1) = (z + 3)(z — 1), pues

—2+V4+12 -2+4 /
2 2N

2. 2 — 2z + 1 = (x — 1)? tiene una sola raiz doble, o que se repite.
3. ¥ +22% — 3z =x(2® + 2z — 3) = x(x + 3)(z — 1).
4. 32% 4 4z = 3x(2® + 3) pues * + 3 es irreducible.
Nota: Cabe aclarar que la definicién de raiz puede darse en el contexto mas general
de los nimeros complejos (ver Apéndice 1) pero en nuestro contexto estamos interesados
solo en las raices reales.

Tomemos entonces dos polinomios p y g de grados n y m respectivamente y conside-

remos la funcién racional h(z) = I% Inspirado en los nimeros racionales, si n < m,
q(x
esta expresién se dice propia. Si m > m se puede simplificar el cociente, realizando
. ., ;. X NP .
efectivamente la division. Asi, si h(z) = m con n > m, dividimos. Por el algoritmo de
x

la division de polinomios, p(x) = q(z)s(x)+r(x) donde s(x) es un polinomio y r(z) es el
polinomio nulo (en el caso de que ¢(z) divida a p(z)) o es un polinomio de grado menor

que el grado de ¢(z). Asi, reemplazando p(z) en h(x), obtenemos

r(z)

donde s(x) es un polinomio y —= es una funcién racional propia. Por ejemplo

q(x)

ot =102+ 3z +1 3x —23
=x"—6+
x?—4 x?2—4
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Luego, a efectos de integrar, nos basta con dar un método para integrar funciones racionales

p(x)

propias, h(x) = ﬂ Ademas si g(z) no es monico, sacando factor comin como en (10.5),
q(x
1 p(x)
q(x) = bqy(x), obtenemos h(x) = - .
() = ba(x) @) =320
Partimos entonces de una funcién racional h(x) = ]% con grado de p menor que
q(x

grado de q, y ¢(x) un polinomio ménico. La idea, como ya dijimos, es descomponer
esta funcién en una suma de funciones racionales méas simples que efectivamente sepamos
integrar. Lo que sucede es que esta descomposicién depende de las raices de ¢q. En efecto,
dividiremos el estudio en cuatro casos:

Caso 1. q(x) es producto de factores lineales todos diferentes. Es decir,

qg(z)=(r—aq)...(x — a,) a; # o

Esto es equivalente a que en (10.4), r; =1, Viy s; =0, Vj.

Caso 2. q(x) es producto de factores lineales todos iguales. Es decir,

4(2) = (z — a)’

Esto es equivalente a que en (10.4), k =1,y s; =0, VJ.
Caso 3. En este caso, g(x) es producto de polinomios de grado uno y dos, y ninguno

de los de grado dos se repite. Es decir,

gx) =(x—a)" ... (x —ap)™(2* + Bz + 1) ... (2 + Bz + 7).

Esto es equivalente a que en (10.4), s; =1, Vj.

Caso 4. Por tltimo consideramos aqui el caso general, en el que el denominador de

x
la funcién racional ]% es producto de factores lineales y cuadraticos, donde tanto los
q(x

lineales como los cuadraticos pueden repetirse.

En lo que sigue estudiaremos cada caso por separado enunciando el resultado y luego
mostrando cémo aplicarlo para integrar.

Caso 1. El denominador ¢(x) se descompone en producto de polinomios de grado 1,

qz)=(r—a)...(z — ay) a; # Q.
En este caso se puede demostrar que existen constantes Ai,..., A,, a determinar, tales
que
pa) _ A A
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Es claro que para usar este resultado, el primer paso es encontrar las raices de g. Una
vez obtenidas, el siguiente paso es encontrar las constantes que nos da la descomposicion,

y finalmente integrar. Miremos algunos ejemplos,

Tr —1
/—x2—x—6dx'

Como ya dijimos, el primer paso es calcular las raices del denominador para factorizarlo:

EJjemprLo 10.3. Calculemos

2?2 —x —6 = (r+ 2)(z — 3). Luego, segin el Caso I, existen A;, Ay € R tales que

Tx—1 A1 AQ
= +
(x4 2)(x —3) r+2 x-—3

(x+2)(x—3)

Pero esta igualdad vale si y sélo si
(10.6) Tr—1=A(x—3)+ As(z +2).

Como ésta es una igualdad de polinomios, estos deben ser iguales coeficiente a coeficiente.

Es decir que como
tenemos que

A+ Ay =7 (son los coeficientes correspondientes a x)

—3A; + 245 = —1 (son los coeficientes correspondientes al

término independiente)

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas obtenemos A; = 3y Ay = 4,

es decir
Tr—1 3 4

(x4 2)(x — 3) :$+2+x—3

como en (10.1).

Otra forma de encontrar A; y A, una vez planteada la ecuacion
(10.7) Tr—1=Ai(x —3) + As(z + 2),

es evaluar en un x conveniente que simplifique la ecuacion en el sentido de que elimine

alguna variable. En este caso, sustituyendo por x = 3, obtenemos la ecuacion,

20=5A, con lo cual Ay = 4.
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Con esta sustitucion nos independizamos de A;. Si, en cambio reemplazamos x = —2 en
(10.7), obtenemos
—15 = —-5A4A; lo que nos da A, =3.

Ahora podemos finalmente integrar, pues

Tr —1 3 4
de = d d
/@Hﬂﬂx—@ ! /?+2 ”f/x—3x
= 3ln|z+2|+4Injz - 3| +c.

EJEMPLO 10.4. Consideremos ahora
L .
2 4+2x—3

2 +2r—3=(z—1)(x+3)

Sabiendo que

(ver Ejemplo 10.2 1. ) nuestro resultado nos dice que existen A, A, tales que

x Ay Ay

(x—1)(z+3) m+$—+3

Si resolvemos la suma del lado derecho de esta igualdad, tenemos que

y por lo tanto,

(Al —I— Ag) - 1, (3A1 - Ag) - 0

De aqui (sumando las ecuaciones por ejemplo), deducimos que

Al =- y por lo tanto Ay = —.

1 3
- 1 3

dr = 1 d i d

/(x—l)(x+3) v /:z:—l x+/x+3 ’

1 301
_ 1 dr+ 5 d
4/:5—1 x+4/x+3 v

= ilnjz—1[+3n|z+3|

Entonces

Notemos que para encontrar A; y Ay podemos evaluar primero la ecuacién (10.8), en

x =1, que nos da 1=A(1+3) :>A1:}1,yen

r=-3, quenosda —3=2Ay(—4) = A,=3
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Caso 2. Recordemos que aqui, el denominador ¢(z) es de la forma

o) = (2 — )

En este caso, se tiene que existen Ay, ..., A, tales que
p(:L‘): Ay A _|_..._|_L'
q(z) r—a (r—a«a)? (x — )"

EJEMPLO 10.5. Calculemos

1 -2z
— 2 dx.
/(az+2)3 !

Buscamos entonces constantes A, Ay, A3, tales que
1—2z Al AQ A3

@12 742 @r2F @rop

Sacando comin denominador y usando que los numeradores deben ser iguales, obtenemos

que
2r+1 = Ai(z+2)*+ Ay(x +2) + A3
(10.9) = Aj(2? + 4z +4) + Az + (245 + A3)
= A1$2 —|— (4A1 + AQ)[L’ —I— (4A1 + 2A2 —|— Ag)

Igualando los coeficientes de estos dos polinomios llegamos a las ecuaciones
A1:0, 4A1+A2:—2 y 4A1+2A2+A3:1,
y por lo tanto,
A1:0, AQI—Q, yA3:5
Notemos que podriamos haber reemplazado en la primera ecuacién de (10.9), x = —2.
Esto dice inmediatamente que A3 = 5, y luego seguimos el cdlculo como arriba para

encontrar Ay y A,.

Volviendo a nuestra integral, tenemos entonces que
1—2x —2 )
— " dr = [ —=_d —d
/<z+2>3 ! /<x+2>2 “/<x+2>3 !

:_Q/md:p+5/mdm.

Para calcular estas dos integrales, usaremos la sustitucién v = x + 2. En efecto, si

(10.10)

u=ux+ 2, du= dx, vale

1 1
. dr = [ =4
/(x—i—2)2 v he
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Analogamente, se obtiene que

/ S S N
@+2?8 T 2@+22 *

Finalmente, si reemplazamos esto en la ecuacién (10.10), concluimos que

/ 1-2zx 5 1 5 1 N
—— dr = - = c.
(x + 2)3 @+2) 2(x+2)72

En este momento podemos combinar estos dos casos para calcular integrales de fun-
ciones racionales donde el denominador sélo es producto de polinomios de grado uno
(algunos de los cuales pueden repetirse). En este caso, la funcién racional se descompone
en suma de fracciones simples, una por cada factor que no se repite y r por cada
factor que se repite r veces (o que estd elevado a la r), de acuerdo a cada uno de los

casos que ya vimos. Veamos algunos ejemplos.

EJjEMPLO 10.6. Empecemos calculando

/3:2 +4x + 18
x(xr + 3)?

Para descomponer esta funcién racional en fracciones simples, notemos que en el poli-

dz

nomio ¢q(z) = z(x + 3)? el factor z no se repite y el factor (x + 3) se repite dos veces.

Luego,

172+4JZ+18_A1+ A2 I A3
vz +32 2 (24+3) (x+3)¥
es decir que a x le corresponde un término y a (z + 3), dos. Es facil ver, siguiendo los

pasos que ya mencionamos en el ejemplo anterior, que
Al = 2, A2 = —]_, y Ag = —5.

Por lo tanto, la integral que queriamos calcular nos quedé expresada como
244 18 2 -1 -5
/wdx:/—dij/ dx+/—d:c
z(x + 3)2 x (z+3) (x4 3)2

= 2/&dm—/ﬁdm+—5/ﬁdw

= 21n]x|—ln|x+3|+ﬁ+c.

EJjeMPLO 10.7. Consideremos finalmente,

/ 72?4+ 2+ 1 "
(x =) (x+2)(x+5)3
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En este caso, de acuerdo a lo que dijimos, se tiene que

71’2 +2xr+1 . A1 i A2 i A3 i A4 1 A5
G- Da+2)@+5P (-1 (@+2) (@+5) (@+57 (@5

para algunos constantes A;, 1 < i < 5. Queda como ejercicio para el lector determinar

dichas constantes y calcular el valor de la integral.

Resumiendo: Notemos que en todos los ejemplos, una vez planteada la igualdad que
asegura el enunciado, se saca denominador comun en el miembro que corresponde a las
fracciones simples, obteniendo asi una igualdad de dos funciones racionales que tienen
el mismo denominador. Por lo tanto deben tener el mismo numerador, que del lado
izquierdo es p(x) y del derecho es un polinomio cuyos coeficientes estén en términos de
las constantes a determinar.

Al igualar entonces los coeficientes de estos dos polinomios, obtenemos ecuaciones en
estas constantes, que las determinan completamente. Algunas veces, a la hora de resolver
estas ecuaciones, conviene primero simplificar un poco la ecuacién eligiendo algin z con-
veniente (que serian las raices de g(z)). Este procedimiento, como veremos a continuacion,

se aplica en general.

Caso 3 . Corresponde a la situacién en la cual el denominador ¢(z) de la funcién

racional a integrar es producto de polinomios irreducibles de grado uno y dos y ninguno
. . ., b .
de los de grado dos se repite. En esta situacion, (— se escribe como una suma, donde

q(x)
por cada uno de los factores cuadraticos de ¢(x) aparece un término de la forma

Bx+C
2?2+ fr+7

y los términos lineales son tratados como en el Caso 2. Veamos algunos ejemplos.
EjeEmpPLO 10.8. Consideremos

222+ 5 B 222 +5
t+ a2 2 (224 1)

Observemos que z2 4+ 1 no tiene raices reales, por lo tanto nuestra funcién racional co-
rresponde al Caso 3, ya que tiene factores cuadraticos irreducibles, pero no se repiten.
Asi,

20245 Ay Ay Bx+C

2 x4l
Sacando comun denominador en el lado izquierdo de esta igualdad e igualando los nu-

meradores, es facil ver que A} = 0, A, =5 B =0y C = —3. Finalmente tenemos
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que

2:132+5_ 5 _ 3
22 22 2241

Como en los casos anteriores, nuestra intenciéon es utilizar esta nueva forma de escribir
una funcién racional como suma de funciones racionales més simples, para poder inte-
grar. Como los sumandos correspondientes a los factores cuadréticos del denominador de

nuestra funcion racional son de la forma

Bx+C
2?2+ fr +7’

estudiaremos primero algunos casos sencillos de integrales de funciones racionales de esta
forma. Estos ejemplos desarrollan ademéas técnicas generales para resolver este tipo de

integrales.

EJEMmpLos 10.9.

1
1. Consideremos primero el ejemplo mas sencillo, es decir f(x) = —; 1 Sabemos
x

que
(10.11) L 4 tan(z) + cR

. = arctan n

$2+1x arctan(z) + c, con ¢
1 . .
2. Calculemos ahora / ————dx. Observemos que el denominador no tiene
R |

racices reales. Nuestro objetivo sera entonces escribir el denominador de esta funcion

racional de la siguiente forma:
P +r+1=k(+1),

donde k es una constante a determinar y u es una funcion de z.

Como primer paso completamos cuadrados en el denominador, o sea

+

?H+r+1 = (x—}—%)Q—
— 1

N~—
[\
_I_
IN[JURNNT

Sacando factor comun %, tenemos

2atl=3 | @+1) +1].
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- : 4 _ (232
Finalmente, si pensamos que 3 = (—3) ,

?+r+1 = 3 (%)2(x+§)2+1}

I
N9
/N
—~
S
N—
—~
8
+
N
S~—
N———
+
—_
| I |

I
0o
/N
&b
S
_l’_
Sl
N—
[\
+
[S—y
—_

Ahora integremos,

/a:2+1:v+1dx B / ( : >2+1_ o
Mrear-]"

Ll

haciendo la sustitucién u = \% x4+ \/Lg, tenemos que

1 1
T dr = 48 d
/x2+x—|—1 ! 32 e ™

— 2V3
- 3

273 arctan(z 2 + 75) + ¢,

arctan(u) + ¢

donde ¢ es una constante.

7 2
3. Estudiemos ahora / i

24+x+1

Tr + 2 20+ 1 1
10.12 —do =k | ————dax+ky | ———dx,
( ) /x2+x—|—1 v 1/332—1—:B+1 T 2/x2+az+1 .

donde k; y ko son constantes a determinar. Observemos que en la primera integral del

dx. Queremos llevarla a la forma

lado derecho de (10.12), el numerador corresponde a la derivada del denominador, luego
se puede calcular usando la sustitucién v = x? + = + 1. La segunda integral es la que
resolvimos en el ejemplo anterior.

Notemos que si queremos que k; y ko sean tales que
k1(2:c+ 1) —|—]€2 =Tr+ 2,

entonces, igualando coeficientes en ambos polinomios tenemos que 2k; = 7y ki + ko = 2.

Resolviendo este sistema, tenemos que k1 = 7/2 y ko = —3/2. Asi,

Te +2 20 +1 1
———dx = (7/2 ——dx—(3/2) | —d
/x2+$+1 . (/)/x2+:1:+1 . (/)/332—1—:10—1—1 .
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La integral que queriamos calcular qued6 expresada como dos integrales que sabemos

resolver. Completar los detalles queda a cargo del lector.

Veamos ahora un ejemplo donde combinaremos el Caso 3 de fracciones simples y las
técnicas desarrolladas en los ejemplos anteriores.
EjempPLO 10.10. Calculemos
/ 2?2 —x —21
dx.
(2x — 1)(z2 +4)

La primera observacion es que el denominador de esta funcién racional no es ménico. Pero

1
(2x—1)=2 (x - 5) Reemplazando en la integral tenemos

[ o= =/ 2(5213<;1+4) ”

2

1 2 _x—
_/ T xz— 21 .
B

x—%) (x2 +4)

2
v —x—21
Calcularemos entonces / dx. Notemos que en el denominador del in-

x—%>(x2+4)

tegrando tenemos un factor de grado uno y otro de grado dos que no se repite y no tiene

raices reales. Por lo tanto estamos frente a un Caso 3 de fracciones simples. Luego,

x?—x—21 A Bx +C

1 ) 4_$_1+x2+4’

donde hay que determinar las constantes A, B y C. Sacando comin denominador en el

lado derecho e igualando los numeradores, es un ejercicio sencillo calcular que A = —5,
B=6y(C =2. Asi,

22 —x—21 1 6x + 2
/( 1 d$—<—5)/—1dl‘+/x2—+4d$

x—é)(:v2+4) T3

En la segunda integral del lado derecho tenemos una situacién similar a la del Ejemplo
10.9.3. Por lo tanto, como la derivada del denominador en este caso es 2x, queremos

encontrar constantes ki y ko tales que

x24+4 x2 44’
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de donde k| = 3 y ks = 2. Finalmente

2 —x—21 1 2x
/< 7 de = (—5)/ 1dx+3/m2+4dm

x—§)@¥+® T3

(10.13) " / i

24+ 4

= (=5)In

1 ) 1
x—§‘+31n|x +4|+2/mdx.

Nos falta calcular / dz, que es similar al Ejemplo 10.9.1. Como

1
2 +4

224+ 4=14 l5172+1 =4 lx 2—{—1
- \4 N 2 ’

/w21+4d$ = /mdm

tenemos que

Reemplazando en (10.13), tenemos

2 _x—21
/(a:l:c de

1—5) (2 +4)

= (=5)In

+ 3In|z? 4 4] + arctan(} z) + c.

I‘ —_ —
2
Volviendo a nuestra integral original, tenemos que

/ 2 —x—21 d:v—l/ 2 —x—21 dr
_ 2 - 5 1
(2z —1)(2? +4) 2 (95_5) (22 + 4)

— _5
= an

1
T — 5’ + 31n|2? + 4] + L arctan(i z) + ¢,
completando nuestro ejemplo.

Observacion. El caso en que el denominador de la funcién racional a integrar tenga
factores irreducibles de grado dos repetidos, se aplica lo que se conoce como Caso 4 de
fracciones simples, que no mencionaremos en este desarrollo pues esta fuera del alcance

de estas notas. El lector interesado en este caso podra referirse a un libro de texto.
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11. Sustitucion trigonométrica

En esta seccién aprenderemos una técnica que nos permite calcular integrales de la

forma

(11.1) /\/@2 — 22 dz, con a > 0.

Consideremos la sustitucion ¢ = arcsen (—) o equivalentemente
a

r =a sen 6, —m/2<8<7/2

dr = acos0do.
Asi,

Vva? — x? Va2 — (a sen 0)?

a?(1 — sen?0)

= qacosf.

Usando esto para hacer la sustitucién en (11.1) tenemos que

/\/&2—1‘2dfb = /(acosQ)acosé’d@

= a2/00829d9.

Por lo tanto nos basta con poder calcular [ cos?6df. Para eso, recordemos que

cos? 0 + sen’f = 1,

cos?  — sen’d = cos(26).
Luego, sumando miembro a miembro tenemos que

(11.2) cos?f = 1++S(29).

Anélogamente, restando miembro a miembro,

1 —cos(20)

11.3 0 =
(11.3) sen 5
Usando (11.2) tenemos que

<0 N SGH;QQ)) e

/COSQQdGZ/H#S(%)d():

N —

Finalmente,
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/\/@2 —x2dx = a2/cos20d8
2 sen(20
(11.4) _ <9+ +> L

a
2

N

= 2 [arcsen(%) + L sen(2arcsen(2))] + c.

EJEMpPLO 11.1. Calculemos la integral f02 V4 — 22 dx. En este caso a = 2, por lo tanto

aplicando (11.4) tenemos que

/O\/m dr = (3 [arcsen(%) + 1sen(2arcsen(%))] + ¢ i

2 0

- 2 < [arcsen(1) + L sen(2arcsen(1))]
— [arcsen(0) 4 $ sen(2 arcsen(0))] )

Observacién.

1. Para calcular integrales de la forma f va? + z?2dx, con a > 0, se puede usar la
sustitucion x = a tan, —w/2 < 6 < w/2. Asl,

va?+z? = /a?(1 +tan?6) = asech.

reduciendo el calculo de esta integral a la integral de la funcién sec? 6.

2. Similarmente para calcular f V22 — a2 dz se puede usar la sustitucién z = a sec,
0<6<m/2

Sin embargo el célculo de la integral de la funcién sec®(z) con las sustituciones que ya
conocemos es algo trabajosa. En la proxima seccién estudiamos una sustitucién que nos

permite calcular integrales de funciones de la forma v/a? + 22 de una manera mas sencilla.

12. Sustituciéon hiperbdlica

En esta seccion aprenderemos una técnica que nos permite calcular
(12.1) /\/ a? + 22 dx, con a > 0.

Para esto introducimos las llamadas funciones hiperbdlicas, definidas de la siguiente

manera:
(12.2) senh(x) = c _26 , llamada seno hiperbdlico
y

el’ _I_ 671‘

(12.3) cosh(z) = — llamada coseno hiperbdlico.
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Es sencillo verificar usando la expresion de estas funciones en términos de la funcion

exponencial que
(12.4) cosh?(r) — senh®(z) = 1,

y que sus derivadas son

d d
(12.5) e senh(x) = cosh(x) y . cosh(z) = senh(x).

Volviendo a (12.1), como senh(x) es inversible, (por ser una funcién estrictamente cre-

ciente), consideremos la sustitucién

x = a senh 0

(12.6) dx = acoshfdb.

Asi, por (12.4) tenemos

Va2 +122 = y/a? + (a senh 0)?
= \/@2(1 + senh®)

= acosh¥f.

Usando esto para hacer la sustitucién en (12.1) tenemos en particular que

/\/a2+x2d1‘ = /(acosh@)acosh@d&

= a2/008h29d8
20 2 —260
_ 2 / eet2+e™
4

a2 /e o—20
e S 7 P—

1 (2 + 5 ~|—c>

T T
a2 2 arcsenh < —> T —2arcsenh (—)
(12.7) =g @/ + 4 arcsenh (—) —e @/ +c|, conceR,
a

donde arcsenh(z) denota la funcién inversa del senh(x).

EjeMPLO 12.1. Calculemos la integral dz. En este caso a = 1, usando la

=

sustitucién (12.6) con a = 1, tenemos
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(12.8)

1. INTEGRACION

cosh(6) df

=L e
_ / cos?tll 7 cosh(0) b

:/EQ

=0+c

= arcsenh(z) + ¢, con ¢ € R.



CAPITULO 2

Ecuaciones diferenciales

1. Ecuaciones diferenciales y variables separables

Una ecuacion diferencial es una ecuacion que involucra una funcién incégnita y algunas

de sus derivadas o diferenciales. Por ejemplo:

(1.1) y —2x=0
dy  x?

1.2 -
(1.2) dr  2y*
(1.3) y = —2xy

1
(1.4) 2%y + ay + gy = 0
(1.5) y' 4+ 2y +y=¢€"

Diremos que una funcion suficientemente diferenciable f es solucion de una ecuacion
diferencial dada, si al reemplazar y = f(z) y sus correspondientes derivadas en la ecuacion,
se satisface la identidad.

2 es obvio que cumple que iy = 2z, por lo

Asi, por ejemplo, si consideramos y = x
tanto decimos que y es solucién de la ecuacién (1.1).

También es facil verificar reemplazando, que y = (2)Y/52%/% satisface la ecuacién (1.2),
luego y es solucion de la misma.

El orden de una ecuacion diferencial es el orden de la derivada de mayor grado que
aparece en la ecuacion.

Asi (1.1), (1.2) y (1.3) son de orden uno o de primer orden, en tanto que (1.4) y (1.5)
son de orden dos o de segundo orden.

Dada una ecuacién diferencial, es facil verificar, por simple inspeccién, que una funcién
es solucién de la misma. El problema que enfrentaremos en esta seccion es mas complicado:
hallar todas las soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales.

Para esto, comencemos con el tipo mas sencillo de ecuacién diferencial de primer orden
que conocemos, es decir
(1.6 Y- f)

75
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donde f: I — R es una funcién continua definida en un intervalo /. Notemos que (1.1)
es un ejemplo particular de esta situacion.

Para encontrar todas las soluciones de (1.6), “buscamos todas las funciones y tales que
su derivada sea la funcion f”.

No por nada esta frase nos suena familiar. Béasicamente el problema es encontrar
todas las antiderivadas de f, tema del cual nos hemos ocupado en la primera parte de la
materia. Recordemos que el Teorema 1.3 del Capitulo 1, relaciona todas las antiderivadas
de una funcién dada.

Luego, integrando respecto de = en ambos miembros de (1.6) tenemos

/y’(x)dxz/f(x)dx.

Si F' es una antiderivada de f, las soluciones de (1.6) son funciones y : I — R de la

forma
(1.7) y(x) = F(x) + ¢

donde ¢ € R es una constante arbitraria. Esto nos da la solucion general de la ecuacion
(1.6).

EJEMPLO 1.1. Consideremos la ecuacion (1.1), es decir ¢ = 2x. Por (1.7) tenemos

que todas las soluciones de esta ecuacién son de la forma
(1.8) y(r) =2 +c conc€R.
Ver Figura 2.

Consideremos ahora otro tipo de ecuacién diferencial de primer orden. Es la conocida

por ecuacion diferencial de variables separables y es de la forma

(1.9) Y(z) =

donde, g y h son continuas y h no se anula en su dominio. Ejemplos de este tipo de
ecuaciones son las (1.2) y (1.3).

Formalmente se podria pensar a (1.9) como

dy _ 9@ e

dr — h(y)

(1.10) h(y)dy = g(z) dx.
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Notemos que el lado derecho de esta ecuacion soélo incluye la variable x, en tanto que el
izquierdo sélo involucra la variable y = y(x). Asi, las variables estan “separadas” y de
ahi su nombre: ecuacién diferencial de variables separables.

Volviendo a (1.9), multipliquemos ambos miembros por h(y), asi,

(1.11) hy(x))y'(z) = g(=).

Ahora integramos respecto de x ambos miembros de (1.11) y tenemos

(1.12) / h(y(@))y (c)dz = / g(z)dz.

Sean H y G primitivas de h y ¢ respectivamente. Luego usando el método de susti-

tucién en la integral del lado izquierdo, obtenemos
(1.13) H(y(z)) = G(x) + ¢, ceR.

(Notemos que podriamos haber considerado una constante ¢; en el lado derecho y otra
constante ¢y en el lado izquierdo, pero se combinarian tomando ¢ = ¢; — ¢y en el lado
derecho). Los valores de ¢ se mueven sobre todos los nimeros reales para los cuales tiene
sentido (1.13). Se deja como ejercicio para el lector verificar que si y satisface (1.13) para
algin valor de ¢, entonces y es solucién de (1.9).

Ahora, despejemos y si se puede (al menos en un intervalo lo suficientemente pequeno

alrededor de un punto dado), y obtenemos la solucién general de la ecuacién (1.9).

2
x

EJEMPLO 1.2. Consideremos la ecuacion (1.2). Es decir ¢/ = SR Notemos que aqui,
Y

g(x) =2y h: R — {0} — R es h(y) = 2y*. Claramente es una ecuacién diferencial de
variables separables. Una primitiva de g, es G(x) = %x?’ y una de h es H(y) = §y5. Por

(1.13) tenemos que

2 1
gy5<x) = §x3 + c,
con ¢ € R. Asi, despejando y tenemos que
511
y(ZE) =y 5 [gl‘ia + C:|

Luego, ésta es la solucién general de (1.2).
EJEMPLO 1.3. Consideremos la ecuacién diferencial

y =1+1y* — 22 — 2zy>
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En principio no parece una ecuacion de variables separables, pero notemos que podemos
factorizar el segundo miembro como producto de una funciéon de x por otra funcion de y.
Maés precisamente |,

Y =(1-22)(1+y)
o equivalentemente,

y'(z)

1+ y?(z)

Integrando ambos miembros en x, tenemos

=1-2z.
arctan(y(z)) = z — 2° + c.

Despejando y, resulta que la solucion general de nuestra ecuacién es de la forma

y(r) = tan(z — 2° + ¢).

¥ix)

FiGura 1. Algunas soluciones para distintos valores de c.

Notemos que la ecuacién (1.7) y la (1.13) representan una familia de soluciones, una
por cada constante c. Los graficos de estas soluciones nos dan una familia de curvas
que tiene la propiedad que por cada punto del plano pasa sélo una curva de la familia.
Una solucion particular de una ecuacion es la solucion que satisface una condicién dada,
digamos y(zo) = yo, llamada condicion inicial. Veamos qué quiere decir esto en algunos

de nuestros ejemplos.

EJeEMPLO 1.4. Volvamos a la ecuacién (1.1). En (1.8) calculamos su solucién general.
Notemos que para cada valor de ¢ tenemos una curva distinta. Grafiquemos algunas de

estas curvas para ciertos valores de c.
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F1GURA 2. Soluciones particulares para ¢ = —4, —2, 0, 1, 3.

79

La solucién particular de la ecuacién (1.1) que cumple la condicién inicial y(0) = 2, es

y(z) = 2% + 2

ya que y(0) = 02 + ¢ = 2, de donde ¢ = 2. Si la condicién inicial dada es y(3) = —v/2
tenemos que 3% + ¢ = —v/2, y asi ¢ = —v/2 — 9. Luego la solucién particular para esta

condicién inicial es

y(z) =2 — 9 — V2.

d
EJEMPLO 1.5. Sea d_y = ytgx. Halle la solucion general de esta ecuacion y grafique
x

soluciones para valores de c=1,2y — 1.

Primero consideremos que y(x) # 0 para x en algun intervalo. Separando las variables

de nuestra ecuacién, tenemos

=lgux,

e integrando

(1.14) ly
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donde ¢ = e es una constante positiva. Si y(z) es positiva (al menos para x en algin

intervalo), y(z) para ¢ > 0. Si y(z) es negativa, entonces y(x) para

- | cos x| a | cos x|

c <0.
El caso ¢ = 0 corresponde a y = 0, y es facil verificar que es soluciéon de nuestra

ecuacion. Por lo tanto
c

y()

con ¢ € R es la solucion general de la ecuacion. Veamos los graficos de las soluciones para

a | cos x|

los valores de c = 1,2y — 1.

F1GURA 3. Soluciones particulares para ¢ = —1, 2, 1.

2. Aplicaciones

Sean «, k € R, fijos. Consideremos la ecuacion

dy
2.1 — =k(y — a).
(2.1) o = ky—a)
Esta es una ecuacion de variables separables que ya hemos resuelto en el caso a = 0
(Ver Seccién 1, Cap. 2 ). Supongamos que y(z) # a en algun intervalo. Separando las
variables, tenemos

/
x
y@

y(r) —a

e integrando en ambos miembros respecto de x
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/y(i/)(—x_)adx—/k dz
In|y(x) — o] =kr+ ¢

kx kx

Despejando y tenemos |y(x) — af = e e = ce™, con ¢ = e > 0. Notemos que si
y(z) —a > 0, tenemos que y(x) = ce*® 4+ a con ¢ una constante positiva. Si y(x) —a <0,
resulta que y(x) = ce® + a con ¢ una constante negativa.

También es facil verificar que y(z) = « (que corresponderia a ¢ = 0), es solucién de
(2.1). Asi,

(2.2) y=ce +a con c € R,

es la solucién general de la ecuacién (2.1). Como una aplicacién de esto estudiaremos

2.0.1. La Ley de Enfriamiento de Newton. La Ley de enfriamiento de Newton dice:

“La rapidez de variacion de la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia

entre su temperatura y la del medio ambiente que lo rodea.”

Si y(t) es la temperatura del cuerpo en el instante ¢ y A(t) es la temperatura del medio

ambiente en el mismo instante, tenemos

(2.3) y'(t) = —k(y(t) — A1)

donde k es una constante. Observemos que si el cuerpo estd mas caliente que el medio
que lo rodea en algun instante tq, es decir y(ty) > A(to), entonces el cuerpo se enfria, o
sea y(t) decrece, y por lo tanto y/(t) < 0. Mirando la ecuacién (2.3) tenemos que en este
caso k > 0.

En el caso en que el cuerpo esta mas frio que el medio en el instante ¢y, es decir
y(to) < A(to), el cuerpo se calienta, o sea y(t) crece, y por lo tanto y'(t) > 0. Asi de la
ecuacion (2.3) deducimos que en este caso k > 0.

Concluimos entonces que k es siempre una constante positiva.

PrROBLEMA 2.1. Un cuerpo a 200°C' se enfria en un ambiente con temperatura con-
stante de 10°C. Después de 40 minutos la temperatura del cuerpo es de 100°C'.
a) ¢, Cudntos minutos transcurrirdn para que la temperatura del cuerpo sea de 80°C'?

b) ¢ Cudl es la temperatura del cuerpo después de una hora?

Solucién. Sabemos que A(t) = 10°C y la ley de enfriamiento de Newton nos dice que

y'(t) = =k (y(t) — 10)
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Para resolver nuestro problema necesitamos conocer la funcién que nos da la temperatura
del cuerpo en un instante cualquiera, o sea que tenemos que resolver esta ecuacién dife-
rencial. Notemos que como la temperatura ambiente es constante, esta ecuaciéon es del
tipo (2.1).

Asi, por (2.2) tenemos que
(2.4) y(t) = ce ™ + 10, conceR

Sabemos que al comienzo del experimento el cuerpo tenia una temperatura de 200°C, es
decir que y(0) = 200 y que 40 minutos mas tarde, y(40) = 100. Usando esto en (2.4)

tenemos
200 = y(0) = ce™™ + 10 = ¢ + 10,
de donde ¢ = 190. Ademé4s

100 = y(40) = 190e7*0 4+ 10

90 _ —k 40

190 ¢

9 _
—%ln% = k.

Asi,
y(t) = 190 el 15)t 1 10,

Para responder la primera pregunta, tenemos que calcular para qué valor de ft,

y(t) = 80. Entonces tenemos que

80 = 190elmm)t 410
0 (m)
199 19,9
, 401n %
Asi ent = B tenemos que la temperatura del cuerpo es de 80°C.
g

Para la segunda parte, debemos calcular la temperatura del cuerpo a los 60 minutos,

es decir evaluar y en t = 60,

y(60) = 190 (3 15)80 4 10,
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Consideremos ahora otro problema,

PROBLEMA 2.2. 20 K g de sal son derramados en un recipiente que tiene 1207 de agua
pura en el instante t = 0. Sea Q(t) la cantidad de sal disuelta en el instante ¢ con ¢ > 0.

La sal se disuelve a una velocidad dada por la siguiente ecuacién diferencial

(2.5 L Q) = k20 - Qa4

donde k es una constante positiva y A es la constante de saturacion dada en Kg/l. Halle

la solucién Q(t) que verifica Q(0) = 0, distinguiendo dos casos: A # % y A= %.

t
Solucion: Observemos que %0) es la concentracion de sal en el instante ¢ y que 20— Q(t)

es la cantidad de sal que queda sin disolver. Reescribamos (2.5) de la siguiente forma

d k
2. —Q(t) = —(20 — Q(t))(120 A — Q(t)).
(2.6 TQ(1) = 1o(20 ~ Q) (120.4 — Q(1)
Consideremos primero el caso A = %. Asi; 120 A — Q(t) = 20 — Q(t) con lo que
d k
200 = —(20 — Q(1)2.
Q) = 125(20 - Q1)
Separando las variables tenemos
Q'(t) k

(20— Q)2 120°

e integrando ambos miembros respecto de ¢

oW . [k
[ mp = [

_—1 = it—l—c conc € R
Q) —20 120 ’ '

Despejando,
1
Q(t) =20 — .
%t +c
Sabemos que Q(0) = 0, de donde deducimos que ¢ = 2—10. Luego, reescribiendo,
20 kt
t) = —.
Q) kt +6

Veamos ahora el caso A # % .

d
Observemos que como Q(t) crece, entonces —Q(t) >0. Ademds & > 0y

20 — Q(t) > 0, luego de la ecuacién (2.6) deducimos que
1204 — Q(t) > 0.
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Separando las variables e integrando respecto de ¢ en (2.6) tenemos

Q1) [k
27) | @ —amami—am = [

Integrando por fracciones simples el lado izquierdo,

(120 A — Qf) = —— ¢ 1 ¢.

In(20 — Q(t)) - =120

1204 — 20 20— 120 A

Multiplicando ambos miembros por 20,

In(20 — Q(1)) — 1 In(1204 — Q(t)) = Kt

T 6A—1 —6A 6
Asi
1 20-Q(t) \ Kk
(2.8) 1_6A1n<120A_Q(t)>—6t+c.

1
Como Q(0) = 0, tenemos que ¢ = In (—) y por lo tanto

1 —-6A 6A

(2.9) In (12281;—%> :(1—6A)gt+ln (6114)

Tomando exponencial en ambos miembros, despejamos Q(t)

20_—6’2@) —  (1-64)Gt In(1/64)
(2.10) 120A = Q1) 1
20 - Q(t) = (6—A e“—GA)ﬁt) (120 A — Q(1)).

Llamemos B(t) = (é 6(1’6A)%t), luego

20 — Q(t) = 1204 B(t) — Q(t) B(t)

QU)(B(H)—1) = 120AB(t) — 20
1204 B(t) - 20
A = Tpe -1

Finalmente, reemplazando a B(t) por su expresion original,

@a>=go%gmm_l}

1 (5—Akt _ 1~
64€° 1
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3. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Otro tipo de ecuaciones de primer orden son las ecuaciones diferenciales lineales de

primer orden. Estas ecuaciones son de la forma

(3.1) ar(2)y'(z) + ao(z)y(r) = g(z),

donde a1, ag y ¢ son funciones continuas. Observemos que (3.1) tiene sentido como
ecuacién diferencial para los x tales que a;(z) # 0, y como a; es una funcién continua, si
es distinta de cero en un punto entonces existe un intervalo alrededor de dicho punto tal
que sigue siendo no nula. Trabajaremos en uno de estos intervalos.

Nos interesa encontrar la solucion general de este tipo de ecuaciones.

Dividiendo ambos miembros de (3.1) por a;(z), la ecuacién diferencial queda de la

forma

(3.2) Y (z) + P(x)y(r) = Q(x)

con Py @ funciones continuas.

Consideremos primero el caso Q = 0. Asi (3.2) se reduce a
(3.3) y'(z) + P(z)y(x) = 0.

Esta ecuacién es la llamada ecuacion diferencial lineal de primer orden homogénea. Ob-

servemos que reescribiendo (3.3) obtenemos

3.4 = yla) = ~Pl)y(a),

que es una ecuacién diferencial de variables separables. Sea p(z) una primitiva de P(z)

y procedamos como siempre separando variables e integrando ambos miembros respecto

/yy’((;v)) de = —/P(a:) dx

de x,

nfy(@)] = —pla)+ei
o) = e
(o)) = e

donde ¢; € Ry ¢y = €' es una constante positiva. Asi
(3.5) y(x) = ce P® con c € R

es la solucién general de (3.3). Notemos que ¢ = 0 corresponde al caso y = 0 que también

es solucién de la ecuacion diferencial homogénea (3.3).
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Busquemos ahora la solucién general de la ecuacién (3.2), es decir de la ecuacion dife-
rencial lineal no homogénea. Consideremos la siguiente solucién particular de la ecuacion

(3.3)
(3.6) u(z) = e P@

y supongamos que y(x) es una solucién cualquiera de (3.2). Notemos que u(x) # 0 para

todo x. Ahora cualquier funcién y(x) se puede escribir de la forma

_ @)
(37) vla) = u(@) 25 = u(a)o(@)
donde v(x) = M Si determinamos v, como conocemos u tendremos la expresion de y

u(x)

que buscamos.

Puesto que y(x) satisface (3.2) e ¢/ (z) = o/ (x)v(z) + u(z)v'(z) tenemos que
Q(z) = u'(z)v(z) + u(@)'(z) + P(z)u(z)v(z),
y asf
(3.8) Q(z) = [t/ (z) + P(z)u(z)] v(z) + u(a)v (z).

Como u es una solucién particular de la ecuacién homogénea, u'(x) + P(x)u(z) = 0,

reemplazando esto en (3.8) tenemos

d

Ahora, . v(x) = Q((x)) es una ecuacion diferencial del tipo (1.6), por lo tanto si ¢(x) es
T u(x

una primitiva particular de C’i((i)) = Q(z) e?@ resulta v(z) = q(z) + c. Reemplazando en

(3.7) tenemos
(3.9) y(z) = e PP (q(z) + ) con ¢ € R.

Reciprocamente, se puede verificar que toda funcién y(z) de la forma (3.9), con p
primitiva de P y ¢ primitiva de Q(z) e?®, es solucién de (3.2).

Hemos probado el siguiente

TEOREMA 3.1. Sean P y Q) funciones continuas. Si p(x) es una primitiva de P(x) y

q(z) es una primitiva de Q(x) eP®), la solucion general de la ecuacion
Y (x) + P(z)y(r) = Q(),

estd dada por (3.9).
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EJEMPLO 3.2. La ecuacién y'(x) — 2zy(x) = 3z es de la forma (3.2) con P(x) = —2x

y Q(z) = 3z. Para encontrar la solucién de esta ecuacién calculamos primero [ —2z dx =

—2? + ¢ y elegimos p(z) = —z?%.
Como f3a:e*‘”2 dr = —%eiﬁ + ¢, tomamos ¢(x) = —%e*"“a. Asi, aplicando (3.9)

tenemos

<
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con ¢ € R, es la solucién general de la ecuacion diferencial. Esta ecuacién también se

puede resolver por el método de variables separables. Queda como ejercicio para el lector.

EJEMPLO 3.3. Encontrar la solucién del problema con valor inicial
%y () + xy(z) = 1, x>0 y(l)=2.

Antes que nada, hay que dividir ambos miembros de la ecuacién por z? para obtener una

expresion del tipo de (3.2). Asi,

1 1
Y (z) + - y(z) = = > 0.

1y Q(z) = 5. Como [Ldx =In(z)+c,

Podemos aplicar el Teorema 3.1 con P(x) =
z > 0 tomamos p(z) = In(z), luego [ % e™@ dz = [Ldzr =In(z)+ c con z > 0.

Asi, la solucién general de nuestra ecuacién es de la forma

1
y(x) = — [In(x) + ¢, x>0
x
con ¢ € R. Para encontrar la solucién particular que cumple y(1) = 2 tenemos que

y(1) = ¢ =2, por lo tanto



88 2. ECUACIONES DIFERENCIALES

vix) 30

F1GURA 4. Soluciones para ¢ = 2, 4, 8.

4. Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de segundo orden con

coeficientes constantes

Estas son las ecuaciones diferenciales de segundo orden més sencillas.

Corresponden a la forma
(4.1) ay”(z) + by’ (z) + cy(z) =0

con a,b,c € Ry a # 0. Una solucion de (4.1) es una funcién y : R — R dos veces

derivable que satisface esta ecuacién.

PROPOSICION 4.1. a) La funcidn y(x) idénticamente cero es solucidn de (4.1).
b) St yi(x),y2(x) son soluciones de (4.1) y ¢ y co son nidmeros reales, entonces

y(x) = cryr(x) + caya(x) también es solucion de (4.1).

PRUEBA. a) es inmediato.

b) Tenemos que si y(z) = c1y1(x) + cay2(x) entonces

Y (z) = () + cags(w)

y'(x) = a1yl (z) + cays ().
Asi
ay”’(x) +by'(x) + cy(z) = alay)(z) + c2ys (@) + b (ryi(z) + c2y(2))
+c (e () + c2y2(z))
= alay{(z) + byy(z) + cp ()
+ea(ayy (x) 4 by (x) + cya ().
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Como y;(z) e yo(z) son soluciones de (4.1)
ay; (z) + byi(x) + cyi(x) =0 parai=1,2,

luego
ay”"(x) + by (z) + cy(x) =0

terminando la demostracion. O

Diremos que dos soluciones de (4.1) son linealmente dependientes si existen nimeros

reales dy y ds, con al menos uno de los dos no nulo, tal que
dyy1(x) + doye(x) =0 VzeR.

En caso contrario diremos que y;(x) e ya(x) son linealmente independientes, dicho de
otro modo, para verificar la independencia lineal de dos funciones y;(x) e yz(x) debemos
mostrar que si

dyyr(z) + doyo(z) =0 Vz eR

entonces d; = dy = 0.
Observacion. Si yi(x) e yo(z) son funciones linealmente dependientes, por definicién
sabemos que existen dj, ds € R, con al menos alguno de los dos no nulo, tal que dyy; (z) +

dyys(x) = 0 para todo x € R, o equivalentemente, si suponemos d; # 0,

para todo x en R. Concluimos que si dos soluciones son linealmente dependientes, en-
tonces una es multiplo de la otra. La reciproca de esta afirmaciéon también es cierta. Su

verificacién queda como ejercicio para el lector.

EJEMPLOS 4.2. (de funciones linealmente dependientes y linealmente independientes).

1. Consideremos y;(z) = 0 e yo(z) = z. Estas funciones son linealmente dependientes

pues 1y;(z) + 0ya(x) = 0 para todo z.

2. Siyi(z) = x e yo(r) = x + 1, tenemos que son linealmente independientes, pues
supongamos que
0 = diyi(x) + daya(w)
= dix+do(z+1)
= (dy +do)x + ds.
Recordemos que una funcion polinomial es nula si y sélo si sus coeficientes lo son, asi
di +dy =07y dy =0, lo que implica que d; = dy = 0.

rox

3. Sean y;(x) = € e yo(x) = €"** con 11 y 19 dos numeros reales distintos. Este par

de funciones son linealmente independientes, pues si 0 = die™* + dye™* para todo z, en
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particular la igualdad vale para x = 0, asi 0 = dy + ds, lo que implica que dy = —d;. Por
lo tanto 0 = dye™* — d1e™" o equivalentemente d;(e"* — €™") = ( para todo x € R. En
particular para x = 1 tenemos d;(e™ — ") = 0. Como 7y # ra, esto dice que d; = 0 y asi

también dy = 0.

T rT

4. Consideremos y;(z) = €™ e yo(x) = xe™ con r € R. Supongamos que

0 = dyy; () + daya (), entonces
0=diy1(z) + doyo(x) = di€"™ + doxe™
= erm(dl + dgl’)

para todo x. Como €™ es no nulo para todo z, la funcién polinomial d; + dsx es nula,

por lo tanto d; = dy = 0.

5. Sean yi(x) = €% cos(fzx) e yo(x) = e**sen(fz), con o, € R y [ no nulo.

Supongamos
0 = d1e*” cos(fx) + dy e*“sen(fz) = e**(d; cos(Bx) + dysen(fx))

para todo x. Como e** es siempre no nula, deducimos que d; cos(fz) + dy sen(fz) = 0
para todo x, en particular para x = 0, y asi d; = 0. Tenemos entonces que dy sen(fz) = 0
para cualquier x. Si z = 7/(203), concluimos que dy = 0. Asi mostramos que estas dos

funciones son linealmente independientes.

De la Proposicién 4.1 b) tenemos que si y;(z) e yo(x) son soluciones de (4.1),
y(x) = cyi(x) + coya(x) es también solucién, con ¢, ¢ € R constantes arbitrarias.
Un resultado sorprendente es que en el caso en que y;(x) e ya(x) son linealmente indepen-
dientes, variando ¢y y ¢ € R obtenemos todas las soluciones posibles. Mas precisamente

tenemos el siguiente importante

TEOREMA 4.3. Si y1(x) e yo(x) son soluciones linealmente independientes de (4.1),

entonces la solucion general de (4.1) es de la forma
y(@) = an(@) + 2 y2(2),
con cq,co € R.

Observacion. Notemos que, de acuerdo al teorema anterior, para encontrar todas las

soluciones de (4.1), basta encontrar dos soluciones linealmente independientes.

Ademés observemos que y = €’” es solucién de (4.1) si y sélo si

ar?e™ +bre™ +ce” =0 vV,
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o equivalentemente, si

(ar® +br +c)e"™ =0 Vr,
o0 sea, si y sélo si
(4.2) ar’4+br+c=0

La ecuacién (4.2) se llama ecuacion caracteristica de la ecuacién diferencial (4.1).
Concluimos que y = €™ es solucién de (4.1) si y s6lamente si 7 es solucién de la ecuacién
caracteristica.

Observemos que la ecuacion caracteristica es un polinomio cuadratico igualado a 0 y

sus soluciones vienen dadas por la conocida férmula

—b+ Vb? — 4dac

2a

Luego tenemos tres posibilidades:
e Caso 1: (4.2) tiene 2 soluciones reales distintas.
e Caso 2: (4.2) tiene 2 soluciones reales iguales.
e Caso 3: (4.2) tiene 2 soluciones complejas conjugadas.*
Estudiaremos cada caso individualmente.

Caso 1: Estamos asumiendo que (4.2) tiene dos soluciones reales 71 y ry que son distintas.

T x

e yo(x) = ™% son soluciones de (4.1). Ademads vimos en el

Ejemplo 4.2 3. que como ry es distinto de ry, 31 (z) e yo() son linealmente independientes.

Por lo tanto, y;(z) = e™

Luego el Teorema 4.3 nos dice que la solucién general de (4.1) en este caso es
(4.3) y(x) = 1€ 4 ce™® con ¢y, ¢ € R.

Caso 2: Supongamos que el polinomio cuadratico (4.2) tiene una sola solucién real doble

r = . Sabemos entonces que y;(x) = €™ es solucién. Para poder escribir la solucién

2a
general buscamos otra solucién y,(z) tal que y;(x) e y2(x) sean linealmente independientes.

Usaremos el método de variacion del pardmetro. Tomemos y(x) = p(x)e™ y supongamos

que es solucién de (4.1) para poder determinar p(z). Para esto, notemos que

Y (x) =™ (W) +ru(r))

y'(x) =" (1" (@) + 2rp () + 1 p()).

“En caso de no estar familiarizado con la nocién de nimeros complejos, ver Apéndice 1.
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Asi, reemplazando en (4.1) tenemos
0 = ay’(z)+ by (z) + cy(z)
(4.4) = e (ap” () + 2rap (z) + ar?u(z)
by (@) + briu() + eu(z)).

b

Como r = ~5g’ tenemos 2ra = —b. Usando esto en el segundo término del lado derecho
a

de (4.4), la identidad se reduce a

0 = e(apu(x) + ar’u(z) + bru(x) + cu(z))
= e (ap"(z) + (ar® + br + c)u(z)).
Como 7 es solucién de (4.2), es decir ar® 4+ br + ¢ = 0, tenemos que e"ay”(z) = 0. Luego
p’(x) = 0 para todo x € R, pues habfamos asumido que a # 0. Concluimos entonces
que y(x) = p(z)e™ es solucién de (4.1) si y sélo si p”’(x) = 0 para todo z. En particular
p(x) = x cumple que su derivada segunda es nula, por lo tanto ys(x) = ze’™ es solucion.
Vimos en el Ejemplo 4.2 4. que y;(z) = €™ e yo(x) = z€’ son linealmente independientes.

Asi por el Teorema 4.3 la solucion general en este caso estda dada por
(4.5) y(r) = 1€ + cowe’™ con cq,co € R.

Caso 3: Ahora asumimos que (4.2) no tiene soluciones reales, es decir, tiene dos soluciones
complejas conjugadas

r=a+1if y ro =a —1if3
con o, f§ € Ry [ # 0. Sabemos por el Ejemplo 4.2 5. que y(z) = e* cos(fBz) e

yo(z) = e*sen(fzx) son linealmente independientes y es facil verificar que ambas son

soluciones de la ecuacién (4.2). Asi aplicando nuevamente el Teorema 4.3

y(x) = c1e* cos(fz) + cae™*sen(fx)

e™®(¢y cos(fx) + cosen(fx)) con ¢p,c2 € R

es la solucién general de (4.1) en este caso. En consecuencia tenemos el siguiente

TEOREMA 4.4. Dada la ecuacion diferencial lineal homogénea de sequndo orden con

coeficientes constantes
ay”(x) + by'(x) + cy(z) = 0 (4.1)
con a,b,c € R ya+#0, sea
ar’* +br+c=0 (4.2)

su ecuacion caracteristica. Entonces
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a) Si (4.2) tiene dos soluciones reales distintas, r1 y o, la solucion general de (4.1)

es de la forma

y(x) = c1e™ 4 ce™", con ¢y y ey € R.

b) Si (4.2) tiene una solucion real doble r, la solucion general de (4.1) es de la forma
y(x) = c1e™ + cpxe™, concy yca €R.

c) Si (4.2) tiene dos soluciones complejas conjugadas r1 = o+ i3 y ro = a — i3 con
8 # 0, la solucion general de (4.1) es

y(x) = e*®[cy cos(fz) + co sen(fx)] con ¢ y c3 €R.

EJEMPLOS 4.5.

1. Consideremos
2" (x) — 5y () — 3y(z) = 0.
Su ecuacién caracteristica es 2r? — 5r — 3 = 0. Es facil verificar que tiene dos soluciones

reales distintas ry =3y ry = —%. Asi por el Teorema 4.4 a), la solucién general de nuestra

ecuacion es
1
—(3)=

y(z) = c16* 4 ce 2

con ¢y y co € R.

2. Tomemos ahora
y"(z) — 10y'(z) + 25y(x) = 0.
La ecuacién caracteristica correspondiente a esta ecuacién es 12 — 10r +25 = (r —5)? = 0,
que tiene una solucion real doble 7 = 5. Por el Teorema 4.4 b), la solucién general es
y(x) = 1™ + coze™

con ¢ y ¢o en R.

3. Si tenemos
y'(x) + 9y (z) + y(z) =0,

su ecuacién caracterstica es 72 +r + 1 = 0 que tiene dos soluciones complejas conjugadas

r= # y ry = # Notemos que en este caso @« = —— y § = \/Tg Asi, por el

2
Teorema 4.4 ¢)

es la solucion general buscada.
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5. Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas de segundo orden con

coeficientes constantes

Una ecuacion de este tipo es de la forma

(5.1) ay”(x) + by (z) + cy(z) = g(z)

donde a,b,c € R, a # 0y g(z) es una funcién continua no idénticamente nula. La ecuacidn

lineal homogénea asociada a (5.1) es
(5.2) ay”(z) + by'(x) + cy(z) =0
con a,b y ¢ como arriba. Tenemos la siguiente

PROPOSICION 5.1. (1) Sea y,(x) una solucion particular de (5.1). Si yn(z) es una

solucion de la ecuacion homogénea (5.2), entonces

y(r) = yp(x) + yn(w)

también es solucion de (5.1).
(2) Si y,(z) es una solucion particular de (5.1) e y(x) es cualquier solucion de (5.1),

entonces y(x) es de la forma
y(@) = yp(x) + yn(z)

donde y,, es solucion de (5.2).

PRUEBA. Veamos que y(z) = y,(x) + yn(x) es solucién de (5.1). Observemos que

Yp(z) cumple

(5.3) ay, () + by, (x) + cyp(z) = g(2).

Ademds, como yp,(z) es solucién de la ecuacién lineal homogénea asociada a (5.1),
(5.4) ayy(x) + by, () + cyn(z) = 0.

Usando (5.3) y (5.4) tenemos que

ay"(z) + by’ (z) +cy(z) = a(yp(x) + yn(2))" + b(yp(x) + yn(z))’
+e(yp(z) + yn(z))
= ay,(z) + by,(x) + cyp(z)
+ayy, () + by, () + cya(x)
= g(z) +0=g(z)
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probando nuestra primera afirmacién. Veamos la prueba de (2). Basta ver que si y(x)
es cualquier solucién de (5.1) e y,(z) es una solucién particular, u(x) = y(z) — y,(z) es

solucién de la ecuacién homogénea (5.2). Para esto calculemos

au(x) + bu'(z) + cu(z) = a(y(x) — yp(x))" + b(y(z) — yp(2))’
+e(y(z) — yp(2))
= (ay"(z) + by () + cy(x))
—(ay, (z) + by, (z) + cyp(x))
= g(x) —g(z)=0

terminando nuestra demostracion. O

En la seccién anterior nos ocupamos de buscar las soluciones de la ecuaciéon homogénea
(5.2), por lo tanto sabemos calcular y,(x). De acuerdo con la Proposicién 5.1, para en-
contrar la solucién general de (5.1) es necesario encontrar una solucién particular de
la misma, y,(z). Para esto usaremos el método de los coeficientes indeterminados que
nos dice cémo es y,(z) en los casos en que g(z) sea de la forma e, un polinomio
p() = apz™ + ... + ag, sen(fz), cos(fx) o producto y suma de estas funciones.

El método consiste en proponer cudl es la forma de y,(z) de acuerdo a la siguiente
tabla. En esta expresion hay coeficientes desconocidos que debemos determinar.

Tabla de soluciones particulares de (5.1)

9(x) Yp(@)
(1) | pu(z) = ana™ + ... + ag z* (A" + ...+ Ao)
(2) pn(T)e*” 2 (Apa"™ + ... + Ap)e”

(3) pn(z)e“sen(fx) 2 [(Apz™ + ... + Ag)e*® cos(fBx)+
6 pn(x)e®® cos(Bx) (BpxN + ... + By)e“sen(Sx)]

En el caso (1), es decir cuando g(z) es un polinomio, s es el nimero de veces que 0 es
solucién de la ecuacién caracteristica de (5.2).

En el caso (2), cuando g(z) es producto de un polinomio por una exponencial e**; s
es el nimero de veces que « es solucién de la ecuacién caracteristica de (5.2).

En los casos (3), cuando g(x) es producto de un polinomio por una exponencial de la
forma e y una trigonométrica cos(fBz) 6 sen(fx), s es el nimero de veces que o+ i3 es
solucién de la ecuacién caracteristica de (5.2).

Notemos que s es siempre igual a 0, 1 6 2.
EJEMPLO 5.2. Consideremos

y'(z) + 4 (x) — 2y(z) = €.
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Busquemos la solucion general de esta ecucacién. De acuerdo con la tabla una solucion

particular es de la forma
yp(z) = % Ae”.

Por otra parte, la ecuacién caracteristica correspondiente a la ecuacion diferencial que
consideramos es 2 +r — 2 = 0, y sus soluciones son 1 y —2. Luego s = 1. Falta

determinar la constante A. Para esto reemplazamos y,(x) en nuestra ecuacion,

(Aze®)" + (Axe®™) — 2Aze® = e”

A(2e” + xze®) + A(e® + ze”) — 2Axe” = e*
e"[(2A + Az) + (A+ Az — 2Ax)] = €°

3A = 1.

Esto nos dice que A = 1/3. Asi, la solucién particular es
yp(x) = (1/3)ze”.
Ya dijimos que 1 y —2 son las soluciones de la ecuacién caracteristica, por lo tanto

yn(z) = c1e” + coe 2

con c; v ¢o € R es la solucién general de la ecuacion lineal homogénea asociada a nuestra
ecuacién diferencial. Aplicando la Proposicién 5.1 tenemos que la ecuacién tiene solucion

general
(5.5) y(r) = y,(r) + yn(x) = (1/3)7e” + 1€ + coe™**
conc; yco € R.

Daremos ahora la solucién particular que cumple y(0) = 0 e y/(0) = 1. Notemos que
como hay dos constantes arbitrarias en (5.5) necesitamos dos condiciones iniciales. Si

evaluamos (5.5) en 0 tenemos que
0=y(0) =c1 + ¢,
y si derivamos (5.5) y la evaluamos en 0 resulta
1=1/34c¢ —2c.

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, tenemos que ¢; = 2/9 y

¢ = —2/9. Asi, la solucién particular que cumple con las condiciones iniciales dadas es

(5.6) y(x) = (1/3)xe” + (2/9)e” — (2/9)e .
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Una pregunta que surge naturalmente es qué ocurre si en (5.1) g(z) es suma de un
par de funciones continuas, digamos
9(x) = g1(z) + g2()
con gi(x) y go(x) continuas. La respuesta la da la siguiente
PROPOSICION 5.3. Sea g(z) = g1(x) + ga(x) con g1(z) y go(x) funciones continuas y
sean w; () con

i = 1,2, soluciones de ay’(x) + by'(z) + cy(x) = gi(z), respectivamente. Entonces
u=wuy(x) +us(z) es solucion de (5.1).

PRUEBA. Por hipdtesis tenemos que

auy(z) + buy (z) + cur () = g1 (x)

auy(x) + bub(z) + cus(x) = go(x).
Entonces,
u' () +bu(x) + cu(z) =a(uf(x)+ul(z)) + blu)(z) + uh(x))
+c(ur(z) + ua(z))
= (auf(z) + bui(z) + cus ()
+(auy(x) + buy(x) + cus(z))
= gi(2) + ga() = g(x),

completando la prueba. 0

EJEMPLO 5.4. Consideremos la ecuacién
(5.7) y"(z) +y'(x) = x + zsen .

Su ecuacién caracteristica es r* +r = 0, y sus soluciones son 0 y —1. Consideremos
la ecuacién homogénea asociada a la ecuacién (5.7). Del Teorema 4.4 tenemos que su

solucion general es de la forma
—X

yn(r) =1+ e

con ¢; y ¢o € R. Busquemos ahora una solucién particular de (5.7). Por la Proposicién

5.3 basta encontrar las soluciones particulares de

(5.8) y'(x) +y'(x) =2
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y

(5.9) y'(z) + ¢ (z) = zsenx.

Consideremos (5.8). Segun la tabla corresponde al caso (1), es decir
Ypa(x) =2° (Ax + B)

con s igual a la cantidad de veces que 0 es soluciéon de la ecuacion caracteristica. Por lo

tanto s = 1. Falta determinar Ay B. Como ¥, es solucién de (5.8),

y;’,l(ff) + y;71(x) =T

o sea 2A + 2Ax + B = x, de donde deducimos que A =1/2 y B = —1. Asi
1
() = (52— 1)
La solucién particular de (5.9), segtin la tabla, corresponde al caso (3), es decir
Ypo(x) = x*[(A1x + Ap) cosz + (Byx + By)senz]. Notemos que o = 0y f = 1, luego
a +if = 1, pero i no es solucién de la ecuacién caracteristica de (5.9) (que es la misma

que la de (5.7)). Asi s =0. Como y,2(x) es solucién de (5.9),

rsens = yla(z) + 4()
= —2Asenz — (A x + Ag) cos ¢ + 2 By cos x — (Byx + By) senx
+Ajcos x — (Ayx + Ag)senz + Bysenx + (By x + By) cosw
= (=24, — By — Ap + By)senx + (— Ay + 2B1 + Ay + By) cos x
+(—By — Ay)xsenzx + (—A; + By) x cos x.

1 1 1
Despejando las incégnitas tenemos que Ay = —5 A= —5 By=1y B, = —5 Asi

1 1 1
Ypo(x) = (—§x — 5) cos T + (—51’ + 1) senz.

Por la proposicién anterior, una solucién particular de (5.7) es

yp(x) = yp,ll(x) + Yp2() . . .
= :)3(593 -1+ (—(5):)3 - 5) cos T + ((—5):76 + 1)sen .

Luego, la solucién general de (5.7) es

y(@) = yn(x) + yp()

1
= ¢ +tee+r(zrx—1)
2
2o~ Yeosat (~La4)
5T T glcos T 5T sen ,

con ¢q1,c € R.



CAP{TULO 3

Calculo vectorial

1. Vectores y el espacio tridimensional

Recordemos que en Matematica I denotamos por R al conjunto de los niimeros reales

y por R? al conjunto de pares ordenados de nimeros reales, o sea
R? = {(a1,as) : a; € R,ay € R}.
Por analogfa, denotaremos por R? a las ternas ordenadas de nimeros reales, es decir
R® = {(a1,as,a3) : a; ER, ay € Ry a3z € R}.

Notemos que los elementos de R? son ternas ordenadas. Es decir, no es lo mismo la
terna (1, —2,0) que (—2,1,0).
A partir de ahora y hasta el final de estas notas usaremos letras mintusculas negrillas

para denotar una terna. Por ejemplo a = (1,—1,3), b = (3,2, -7), etc.

En R3 se definen las siguientes operaciones.

Suma:
(a1, az,as) + (b1, by, b3) = (a1 + by, ag + by, as + bs).
Multiplicacion por escalares: Sea r € R,
r(ai, az,az) = (ray, ras, ras).

Observemos que estas operaciones son cerradas en R?, es decir que suma de dos ternas es

una nueva terna y un escalar por una terna es otra terna de nimeros reales.
Denotaremos por —a = (—1)a. Asidefinimos la resta
b—a=b+ (—a).
Ademas el vector nulo lo denotamos por
0 = (0,0,0).
EjeEmpPLO 1.1. Sean a = (2,—3,1) y b= (0,1, 5) entonces

a+b = (2,-3,1)+(0,1,5)=(2+0,-3+1,1+5)
= (2,-2,6).

99
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Por otra parte,

3a=3(2,-3,1)=(3-2,3-(=3),3-1) = (6,-9,3),

—a=(—1)a=(-1)(2,-3,1) = (2,3, —1).

Listaremos ahora las propiedades de las operaciones suma y multiplicacion por escalar.

Comencemos por la suma. Sean a, b y ¢ en R3.

Asociatividad: a+ (b+c¢)=(a+b)+c.
Conmutatividad: a-+b =b 4+ c.
FExistencia de neutro: a+0 =04+ a = a.

FEzistencia de inverso: a+ (—a) = 0.

La multiplicacién por escalares cumple r(sa) = (rs)a, parary s € R, y la
Distributividad: Para todo r € R,

r(a+b)=ra+rb.

La verificacién de estas propiedades es un ejercicio sencillo que dejamos para el lector. Por
estar R? munido de estas dos operaciones que satisfacen las propiedades arriba listadas,
se dice que es un espacio vectorial y a sus elementos, o sea las ternas, se los llama también

vectores.

2. Representaciéon geométrica de vectores en R?

Al igual que en R2?, los vectores en R? se representan por un punto en el espacio
tridimensional. Por analogia con R2, elegimos tres rectas perpendiculares entre si que
llamaremos ejes x, y y z y su interseccién es el origen, que representa el vector (0,0,0).
En cada eje, elegimos el sentido positivo y negativo y una unidad (no necesariamente la

misma en cada eje). Asi tenemos
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donde por convencién, el sentido positivo en el eje x es hacia la izquierda, en el eje y es
hacia la derecha y en el eje z hacia arriba.
Por ejemplo ;Cémo hacemos para representar el punto (z,y,z) = (1, 1, 2)7
Marcamos x = lenelejex,y = lenelejeyy z = 2eneleje z, y por cada uno de ellos
marcamos un plano perpendicular al eje correspondiente (paralelo al plano determinado

por los restantes ejes). La interseccion de los tres planos es el punto (1,1,2).

ik

A T

FI1GURA 1. Representacién del punto (1,1, 2).

En la practica, basta marcar la proyeccién del punto en el plano zy, es decir hacer la
coordenada z = 0. Trazar una recta paralela al eje z por este punto, y marcar sobre esta
recta el valor de z.

Representaremos, también, a un vector como una flecha desde el origen hasta el punto
correspondiente.

Ahora veamos cémo se representan las operaciones que definimos en R3. La inter-
pretacion geométrica de la suma de dos vectores en R?, es semejante a la de los vectores en
R2. Veamos la figura de abajo. Sean a = (ay, as,a3) y b = (by, by, b3) dos puntos en el espa-
cio. Vale como en R?, la regla del paralelogramo. Asi el punto p = (ay+by, as+bs, az+bs)

es el que representa a a + b.
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(aitby, ay tby . a; thy)

>y

FIGURA 2. Suma de dos vectores en R3.

Veamos qué ocurre cuando multiplicamos un vector a = (a1, az, az) por un nimero
real c¢. Primero consideremos ¢ = —1. Es facil ver que la flecha que representa a ca, es la

misma que la de a pero con el sentido cambiado. Por ejemplo:

(a1, 2. a3)

Asi a— b = a+ (—b) viene representado por la flecha que apunta de b hacia a

trasladada al origen.
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(a-by. & - by, a5~ by)

En general si ¢ es un nimero negativo, ca va a ser una flecha que va a tener el sentido
opuesto al de a.
. Qué pasa por ejemplo si ¢ = 27 En este caso ca = 2a tiene el doble de la longitud

de a y como ¢ > 0, tiene el mismo sentido de a. Asi

1
Similarmente, si tomamos ¢ = 2 ca tiene la mitad de la longitud de a.
En general, dado ¢ € Ry a € R3, si ¢ > 0, a conserva el sentido de a, y si ¢ < 0,
conserva la direccién de a pero invierte el sentido. El vector ca tiene longitud |c| veces la

longitud de a, es decir si |¢| > 1, alarga a a y si |¢| < 1 entonces acorta a a.
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3. Producto interno

Definiremos una nueva operacién entre vectores. Sean a = (ay, as, a3) y b = (by, by, b3)
dos vectores en R3.

El producto interno de a y b es el nimero real

<a7 b> = <(CL1, az, a3)7 (bla b2v b3)>

(3.1)
= (llbl + a2b2 + a3b3.

EJEMPLO 3.1. Si calculamos el producto interno entre a = (1,—3,2) y b = (2,3, —5)

tenemos que

(a,b) =1-2+(=3)-3+2-(5) =—17.
Veamos qué propiedades tiene esta nueva operacion.

PROPOSICION 3.2. Sean a = (ay,az,a3), b = (b1, b2,b3) y ¢ = (c1, ca, c3) vectores en
R3 y k € R.

(1) (a,b) = (b, a)

(2) (a+b,c) =(a,c)+(b,c)
(a,b+c) = (a,b) + (a,c)

(3) k(a,b) = (ka,b) = (a, kb)

(4) (a,a) >0

(5) (a,a) =0 si y sélamente si a = 0.

PRUEBA. (1) Es consecuencia directa de la definicién de producto interno y la
conmutatividad de los nimeros reales.
(2) Probemos la primera identidad. La segunda es totalmente andloga y queda como

ejercicio para el lector. Calculemos el lado izquierdo de la primera igualdad.

(a+b,c) = (((a1,az,as) + (b1, b2, b3), (c1,c2,¢3))
(3.2) = ((a1 + b1, az + by, a3 + b3), (c1, c2, c3))
(a1 + b1>61 + (CLQ + bQ)CQ + (CL3 + bg)Cg
= (aic1 + bicy) + (ages + baca) + (ages + bscs).
Por otra parte, el lado izquierdo es
(3 3) <a7 C> + <bac> = <<a17a27a3>7 (01702,03» + <(b1, 52753)7 (01, 02703»

= (a101 + asco + agcg) + (blcl + bQCQ + bgCg).

Reordenando (3.2), es facil ver que obtenemos (3.3) probando asi nuestra igual-
dad.
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(3) Tenemos que

(3.4)

k(a, b> = k(a1b1 + a/2b2 + a3b3)
= k(albl) + k(&zbg) + k(agbg),

si aplicamos la propiedad asociativa de los niimeros reales en (3.4) tenemos que
k:(a, b> = (ka1)61 + (k’a,g)kﬁg + (k‘ag)bg = <k’ a, b>

Si conmutamos k con cada a;, para ¢ = 1,2, 3, en cada término de (3.4) y apli-

camos la propiedad asociativa nuevamente

k(a, b> = al(kbl) + a2(kb2) + ag(k’bg)
= (a, kb).

Es inmediato, ya que (a,a) = a? + a3 + a3 es suma de cuadrados, que es siempre
no negativa.

Supongamos que (a,a) = a? + a3 + a3 = 0. Esto es una suma de ntiimeros no
negativos igualados a 0 por lo tanto a? = 0, a3 = 0 y a2 = 0, de donde a; = 0,

as =0y az=0. Asi
a=(0,0,0).

Reciporcamente, supongamos ahora que a = (0,0,0). Asi

(a,a) = ((0,0,0),(0,0,0)) =0+ 0+0=0.

DEFINICION 3.3. La norma de un vector a € R3 se define como

(3.5)

lal = +/ai+ a3+ a3

= +/(a,a).

Geoméricamente, ||a|| es la longitud de la flecha que representa a a, o sea la longitud

del vector a. Veamos esto.
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= a=(a d;, dy

0 10, a;,0) vy

ﬂ_w=(a.i'.- d; ., QJ

Llamemos [ a la longitud de a = (ay, as, a3) y [; a la longitud del vector proyeccién de
a en el plano zy es decir [; es la longitud de a,, = (a1, a2, 0). Por el teorema de Pitédgoras

aplicado al tridngulo con vértices 0, a,, y (0, az,0), tenemos que
I? = a2+ a3.

Ahora aplicamos nuevamente el teorema de Pitagoras al triangulo con vértices, 0, a y ay,

L=l + a3,
[ =\/a?+ a3 + a?

La ||a|| puede interpretarse como la distancia del punto a al origen. Motivado por el

y tenemos que

y por lo tanto

que es lo que queriamos probar.

Teorema de Pitdgoras, definimos la distancia entre dos vectores a y b como
d(a,b) = [la—bl.

Por ejemplo, la distancia entre (1,0,2) y (0,—1,0) es

1(1,1,2)
= 6.

La siguiente proposicion lista las propiedades de la norma de un vector.
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PROPOSICION 3.4. Sean a y b vectores en R® y r € R.

1) ||la]| > 0 para todo a no nulo y ||0] = 0.

2) ||lral| = |r|||al|, donde |r| es el valor absoluto del nimero real .

3) la+ b < [la]] + /]|

4) (a,b) = ||a]| ||b]| cos @ donde 0 < 6 < 7 es el dngulo medido en radianes

o~ o~ o~ o~

entre los vectores a y b.
(5) [, b)| < [lall[bl|.

Observacién. Noétese que el lado izquierdo de (5) es el valor absoluto del nimero real
(a,b).

PRUEBA. Daremos a modo ilustrativo la prueba de 1 y de 2.
(1) Sia# 0, por la Proposicién 3.2 tenemos que (a,a) > 0. Asi ||al| = y/(a,a) > 0.

(2) Tenemos que ra = (raj, ras, rag). Asi

[rall =+/(ra,ra)
= /r?(ai + a3 + aj)
at + a2 + a?

= [rlllall,

probando la segunda afirmacion. O
Diremos que un vector a es unitario si ||a|| = 1. Por ejemplo, los vectores
i=(1,0,0), j=1(0,1,0) y k =(0,0,1)
son vectores unitarios.

En general dado cualquier vector b no nulo, como ||b|| es un nimero real no nulo,

podemos considerar el vector

1 b
—b=—.
b b
Este es un vector unitario, ya que por la segunda afirmacién de la Proposicion 3.4,
b H 1 1
o || = e bl = bl =1
H b | Il b

Por ejemplo, consideremos b = (1,1,1). La ||b|| = v/3, por lo tanto b no es unitario, pero
b _ 1 1 1,
bl V3 V3 V3

si lo es.

b o . )
Llamaremos a W el vector unitario en la direccion de b.
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Notemos que (4) de la Proposicién 3.4 nos permite, dados dos vectores a y b, calcular

el valor del angulo # comprendido entre ellos, calculando

Asi por ejemplo, si a = (2,0,0) y b = (1, 1,0), el dngulo # comprendido entre ellos es

( ((2,0,0),(1,1,0)) )
6 =arcos
1(2,0,0) [ [I(1, 1, 0)]]

2
—arcos<\/z\/§>
2

=arcos —
2

=m/4.

3.1. Proyeccién ortogonal. Sean v y w dos vectores no nulos y 6 el angulo com-

prendido entre ellos.

-
=
ﬂiu

Proyectemos v sobre w. Esto nos da un nuevo vector que llamaremos la proyeccion
ortogonal de v en w y denotaremos por v,,. Daremos una expresion de v,, en términos

de vy w.
Supongamos primero que 6 cumple 0 < ¢ < /2. La longitud de la proyeccién v,, es

[Val[ = [lv]l cos 6,

y su direccion es la misma que la del vector unitario

w
Wl
Asi
w
(3.6) vy = |||l cos 0 .
[w
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Pero sabemos por la parte (4) de la Proposicién 3.4 que

||v|| cos 6 = M
[w
Reemplazando en (3.6) tenemos que
(v, w)
(3.7) Vy = ——W.
[[wil?

El caso /2 < 0 < 7, es anélogo y sigue valiendo la férmula (3.7).

A continuacién tenemos dos importantes definiciones.

DEFINICION 3.5. Sean a y b dos vectores no nulos.

(1) ay b se dicen ortogonales si (a,b) = 0.
(2) ay b se dicen paralelos si uno es un miltiplo escalar del otro o sea, existe r € R

tal que a=rb.

Veamos que estas definiciones coinciden con la idea intuitiva de dos vectores perpen-

diculares o de dos vectores paralelos.

Notemos que cuando pensamos en un par de vectores perpendiculares no nulos estamos
asumiendo que el angulo comprendido entre ellos es recto. Llamemos a y b a nuestro par
de vectores perpendiculares no nulos y 6 el angulo comprendido entre ellos, que en este
caso es § = m/2 medido en radianes. Por la parte (4) de la Proposicién 3.4, y del hecho

que cos /2 = 0, tenemos que
(a,b) = [la]| [[b]| cos(m/2) =0,

que es la propiedad que define un par de vectores ortogonales. Reciprocamente si ay b

son vectores no nulos tales que (a,b) = 0, de nuevo, por (4) de la Proposicién 3.4,
0= (a,b) = [la]| [[b]| cos 6.

Como a y b son no nulos, cos § = 0, por lo tanto 6 = 7/2.

En el caso de 2 vectores paralelos, pensamos en 2 vectores a y b no nulos que tienen

la misma direccién, pero sus sentidos y longitudes pueden ser distintas.

b b
Dependiendo si ﬁ y W son iguales u opuestos, tenemos la relaciéon ﬁ = :I:H,
a a

de donde deducimos inmediatamente que a = i%b, que es lo que queriamos ver.

Reciprocamente, si existe r € R tal que a = rb, a y b tienen la misma direccion, por

lo que coincide con la nocién intuitiva de vectores paralelos.
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4. Rectas en R?

Sean p, y v dos vectores en R3. Supongamos que v es no nulo.
El conjunto de puntos tv con t € R describe la recta [; que tiene la direccién de v y

que pasa por el origen.

Ahora, los puntos de la forma p, + tv describen la recta [ que pasa por el punto pg y

tiene la direccién de v.

DEFINICION 4.1. Sean p, y v € R? con v # 0. La recta | que pasa por el punto pg y

tiene la direccion de v es el conjunto de todos los x = (z, ¥, 2) € R? que se expresan
(4.1) X=pyg+tv con t € R,

o equivalentemente,

(4.2) I={x€R®: x=p,+tvcon t € R}

La ecuacién (4.1) se llama ecuacion vectorial de la recta [ y el vector v se llama vector

direccion de .

EJjemMpPLO 4.2. Consideremos p, = (1,1,3) y v = (0, 1,1). La ecuacién vectorial de la

recta que pasa por p, y tiene direccién v es
X = po —+ tV, t - R

o sea, la recta es el conjunto de los

(x,y,2) = (1,1,3) +1(0,1,1)
= (1, 1+¢ 3+1),
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cont e R.

[ P=(1.1.3)

Nos podemos preguntar, por ejemplo si los puntos (0,0,2) y (1,—1,1) pertenecen o
no a esta recta. Es decir, que queremos saber por ejemplo si existe algiin ntimero real ¢
tal que (0,0,2) = (1,1+4¢,3+t). Si igualamos coordenada a coordenada, esto nos da un

sistema de ecuaciones,

0 =1
0 = t+1
2 = t+3.

La primera ecuacién es una contradiccién, de donde deducimos que es imposible que
(0,0,2) pertenezca a nuestra recta. Similarmente si asumimos que (1,—1,1) = (1,1 +

t,t+ 3), entonces tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

1 =1
-1 = t+1
1 = t+3.
Notemos que no tenemos aqui ecuaciones que nos conduzcan a un absurdo, es mas, t = —2

es la solucién que buscamos. Por lo tanto (1,—1,1) si pertenece a la recta.

Sabemos por los axiomas de la geometria euclideana que dados dos puntos p, y p; en
R3 hay una tinica recta que pasa por ellos. Si recordamos la representacién geométrica de

la diferencia de dos puntos, nos resulta natural la siguiente definicién.

DEFINICION 4.3. La ecuacion vectorial de la recta que pasa por po Y P1 €S

(4.3) X =py+t(pP; — Po) cont € R.
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x=Pp +1 (P~ Py)

Py

EJEmMPLO 4.4. Consideremos los puntos p, = (1,0,2) y p; = (3,—5,7). La ecuacién

vectorial de la recta que pasa por estos puntos es

x =pg+tpy —py) =(1,0,2) +1[(3,-5,7) — (1,0,2)]
=(1,0,2) +t(2,-5,5).

Por analogia con la nocién de vectores ortogonales y paralelos, definimos

DEFINICION 4.5. Dos rectas se dicen paralelas si sus vectores direccién son paralelos.
Dos rectas se dicen ortogonales si sus vectores direccion son ortogonales y se cortan en un

punto.

EJEMPLOS 4.6.

1. Consideramos

x = (0,1,3) + ¢(1,-3,0) cont € R,

x =1(—2,6,0) cont e R.

Estas rectas son paralelas pues sus vectores direccién lo son. En efecto, (—2,6,0) =

2. Las rectas
x = (2,7,0)+t(1,0,0) conteR,

x = (3,m,0) + t(0,2,100) cont € R,
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son perpendiculares, ya que
((1,0,0),(0,2,100)) =1-04+0-2+0-100 = 0,

y se cortan en (3, ,0).

5. Planos en R?

Sean v y w dos vectores no nulos y no paralelos. Si consideramos todos los multiplos
de v, digamos tv con t € R y a estos les sumamos todos los multiplos de w, o sea sw
con s € R, obtendremos un plano que pasa por el origen formado por todos los puntos
de la forma tv + sw con ¢t y s numeros reales. Si ademés a cada uno de estos puntos le

sumamos un punto fijo p, tenemos
DEFINICION 5.1. El plano generado por v y w que pasa por p, tiene ecuacién
(5.1) X=p+tv+sw consy teR

La ecuacién (5.1) se la llama la ecuacidn vectorial del plano generado por vy w que pasa

por p.

=Pyt VHI W

Py

X=[VHS W

Por la geometria euclideana sabemos que un plano también queda determinado por

alguna de las siguientes posibilidades

(1) tres puntos no colineales,
(2) una recta y un punto fuera de ella,

(3) dos rectas paralelas (distintas).
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La pregunta que cabe es como determinar la ecuacion del plano en estos casos. Con-

sideremos primero tres puntos no colineales digamos, a, b, c. Asi tenemos que
b—-a y c—a

son dos vectores no nulos y no paralelos. Ahora el plano que contiene a a, b y c es el

plano que pasa por a y estd generado por b —a y ¢ — a, es decir su ecuacién vectorial es
(5.2) x=a+t(b—a)+s(c—a) cont,se€R

Tomemos ahora una recta [ y un punto a fuera de ella. Eligiendo dos puntos distintos
b y c en la recta, tenemos tres puntos no colineales, por lo tanto estamos en el caso
anterior.

Finalmente, si tenemos dos rectas paralelas nos basta elegir dos puntos a y b en una
de ellas y un punto c en la otra y proceder como en el primer caso para encontrar la

ecuacion del plano determinado por estas rectas.

EJEMPLOS 5.2.

1. Consideremos
a=(1,3,2) b= (3,-2,2) y c=(2,1,3).

De acuerdo con (5.2), la ecuacién vectorial del plano determinado por estos tres puntos
es

t(tb—a)+s(c—a)+a

t((3,—-2,2) — (1,3,2)) +s((2,1,3) — (1,3,2)) + (1, 3,2)

t(2,—5,0) + s(1,—2,1) 4+ (1, 3,2) con s, t € R.

»
[

2. Ahora tomemos el punto a = (1,0,1) y la recta x = (2,1,0) + ¢(1,—1,0). Es
facil ver que (1,0, 1) no pertenece a la recta dada. Para determinar la ecuacién del plano
basta con tomar dos puntos sobre la recta. Por ejemplo podemos considerar el punto de
la recta que corresponde a t = 0, es decir b = (2,1,0) y el que corresponde a t = 1, o
sea, ¢ = (3,0,0). Igual que en el ejemplo anterior, tenemos que la ecuacién del plano que

buscamos es
x=(1,0,1)+ (1,1, -1)t + (2,0, —1)s consyteR.

Un plano también queda determinado dando un vector perpendicular n a dicho plano

y un punto por el que pasa. Mas precisamente
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DEFINICION 5.3. El plano normal a n que pasa por p es el conjunto de puntos x € R3

tales que x — p es perpendicular a n, es decir
(5.3) (x—p,n) =0.

Esta ecuacién es la llamada ecuacion normal del plano.

Escribamos (5.3) en coordenadas: si x = (z,y,2), p = (p1,p2,p3) y n = (ny,n2,n3),

tenemos que

0= (x—-p),n)= ((r—p1,y—p22—Dps3),(n1,n2,n3))
= (z —p)ni + (y — p2)na + (2 — p3)ns
= (zny + yng + zng) — d,
donde d = p1ny + pans + psns. Acabamos de ver que la ecuacién (5.3) es equivalente a lo
que llamaremos la ecuacion cartesiana del plano que pasa por p y tiene vector normal n,

es decir a
(5.4) nmx + ngy + nsz = d.

Notemos que dada la ecuaciéon cartesiana de un plano, el vector cuyas coordenadas estan

formadas por los escalares que acompanan a x, y y z es el vector normal al plano dado.

EJEMPLOS 5.4.
1. La ecuacién normal del plano que tiene como vector normal a n = (1,1,1) y pasa

por el origen es
(x,n) = ((z,y,2),(1,1,1)) = 0.

Asi,  +y+ z =0 es la ecuacion cartesiana de este plano.
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2. Consideremos ahora el plano ortogonal a (1,1, 1), que pasa por (1,0, 1). Su ecuacién

normal es
((x,y,2) — (1,0,1)),(1,1,1)) = 0.
Luego, su ecuacion cartesiana es

rT+y+z=2.

3. La ecuacion 2x + y — z = 0 representa al plano que pasa por el origen, ya que

(0,0,0) satisface esta ecuacién y tiene vector normal n = (2,1, —1).

4. 2z +y — z = 1 es el plano que tiene como vector normal a n = (2,1, —1) y pasa

por el punto (0,1,0), ya que este punto satisface la ecuacion.

DEFINICION 5.5. Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos. Dos

planos son ortogonales si sus vectores normales lo son.

Por ejemplo, los planos 2o + 3y — 2z = 0y —4z — 6y + 22 = 1 tienen vectores normales
n; = (2,3,—1) y ny = (—4, —6,2) respectivamente. Como —2n; = ny, estos dos planos
son paralelos.

Por otra parte, el plano 2z + 3y — z = 0, con vector normal n; = (2,3, —1), y el plano

x + 2z =5 cuyo vector normal es ny, = (1,0, 2) son ortogonales ya que
(n1,ny) = ((2,3,-1),(1,0,2)) =2+0—-2=0.

Estudiamos el siguiente problema:

“ Dada la ecuacion normal o cartesiana de un plano obtener su ecuacion vectorial y

viceversa.”

Supongamos que tenemos dada la ecuacion cartesiana del plano
(5.5) nmx+ngy +ngz =d

Para escribir la ecuacién vectorial de este plano, buscamos dos vectores v y w no nulos
y no paralelos que sean ortogonales al vector normal n = (ny,ny,n3), y un punto p que

pertenezca al plano, o sea un punto cuyas coordenadas satisfagan (5.5).

EJEMPLO 5.6. Sea
(5.6) 2 +y—32=3

el plano con vector normal n = (2,1, —3). Buscamos un par de vectores v = (vy,v9,v3) ¥y
w = (wy, we, ws3) no nulos y no paralelos tales que sus coordenadas satisfagan la ecuacién

2¢ +y — 3z = 0. Por ejemplo podemos elegir v = (1,1,1) y w = (1, —2,0). Claramente
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son no paralelos entre si. Notemos ademas que p = (1,1,0) cumple la ecuacién (5.6) por

lo tanto p pertenece al plano. Asi, la ecuacion vectorial del plano es
x = (1,1,0) + ¢(1,1,1) 4+ s(1, —2,0) cont,s € R.
Reciprocamente, supongamos que tenemos dada la ecuacion vectorial del plano
X=p-+itv+sw con t,s € R

y queremos escribir su ecuacion normal. Notemos que el plano viene dado en la ecuacion
vectorial, por lo tanto sélo necesitamos encontrar un vector n ortogonal a vy w que serd
el vector normal al plano. Para esto definimos el producto cruz de v.y w. Recordemos
que i=(1,0,0),j=1(0,1,0) y k = (0,0,1). Definimos
n = VXWw
i j k
= det | v1 vy w3

w; Wy W3

= (vqws — v3we)i — (viwz — wyv3)j + (Viwe — wWive)K.
Es facil ver que el producto cruz de dos vectores es un nuevo vector ortogonal a estos dos.
EJEMPLO 5.7. Dada la ecuacién
x = (1,0,0) +¢(1,1,—-1) 4+ s(3,0, 2),
usando el producto cruz, tenemos

n = (1,1,—1) x (3,0,2)

ij k
= det|] 1 1 -1
3 0 2
= 2i—5j—3k
(2,-5,-3)

y p=(1,0,0), asi la ecuacién normal es

((x,y,2) — (1,0,0),(2,—5,-3)) = 0.
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5.1. Distancia de un punto a un plano. Supongamos que tenemos dada la ecuacién
normal de un plano al que denotaremos por 7, es decir el conjunto de puntos x en el espacio
que cumplen

(x —p,n) =0,
y un punto q que no pertenece al plano. Para calcular la distancia de q al plano, que
denotamos d(, q), notemos primero que dicha distancia es el menor de los nimeros ||x—q]|
con x perteneciente al plano. Este niimero se obtiene cuando x — q es ortogonal al plano,
es decir
X—q=1tyn
para algin ¢, € R. Llamemos xy al punto en el plano que realiza esta distancia, es decir

el punto del plano tal que

(57) Xo—q= ton.

Por lo tanto
(5.8) d(m,q) = [[xo — al| = [to] |n]].
Por otra parte, como x( pertenece al plano, satisface
(xo —p,n) =0.

Usando (5.7) tenemos,
0 = (g+ton—p,n)
= <q - b Il> + t0<n> Il>.
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Despejando
(a—p,n) = —to|n|?

y tomando valor absoluto en ambos miembros

(5.9) (@ —p,m)| = [to] n]”
Por (5.8) tenemos que d(m, q) = |to| n. Reemplazando esto en (5.9) tenemos que
(5.10) d(r,q) = W

n

y el punto x( del plano que se encuentra a la menor distancia de q es

_ <q_p7n>
R

EJEMPLO 5.8. Hallar la distancia del punto q = (1,4, 1) al plano de ecuacién
(5.11) 2v —y + 2z = 10.

De (5.11) deducimos que el vector normal es n = (2,—1,2) y p = (5,0,0) pertenece al
plano. Aplicando (5.10) tenemos que
|<(17 47 1) — (57 07 O)? (27 _17 2)>|

d(m,(1,4,1)) = 12, -1,2)|

| — 10]

10
3

6. Funciones de varias variables

Ya hemos estudiado f : I — R donde I es un intervalo de R. Estas son las funciones
de una variable.

Muchas cantidades pueden ser miradas como dependiendo de méas de una variable. Por
ejemplo el volumen de un cilindro circular de radio r y altura h estd dado por V = 7r2h,
decimos que V depende de r y h. Si elegimos denotar esta asignacién por f, podriamos
escribir V' = f(r,h) donde f(r,h) = wr?h, con r > 0,h > 0.

Asi f es funcion de dos variables que tiene como dominio el conjunto de puntos, en el
plano rh, con coordenadas (r, h) satisfaciendo r > 0,h > 0.

Denotaremos por R™ al conjunto de n-uplas de niimeros reales. Por analogia con la
correspondiente definicién para funciones de una variable, definimos una funciéon de n

variables como sigue:
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DEFINICION 6.1. Una funcién f de n variables es una regla que asigna un tinico
nimero real f(xy,...,x,) a cada punto x = (x1, ..., z,) en algin subconjunto D(f) C R™.
D(f) se llama el dominio de f. El conjunto de nimeros reales f(x) obtenidos a partir de

puntos del dominio se llama el rango de f.

Como para funciones de una variable, se toma el dominio de una funcién f de n
variables como el mayor conjunto de puntos x = (21, ..., ¥, ) para los cuales f(x) esté bien
definida como un numero real, a menos que el dominio esté explicitado de antemano.

Sin =206 n=3sesuele usar (z,y) 6 (z,y, z) en vez de (x1,23) 6 (x1,x2, 3).

EJEMPLOS 6.2.

1. f(z,y) = 2%y —y° D(f) =R
2 f@y)= s D(f) =R - {(0,0)}.
3. f(r.y.2) v D(f) = B(0,1)

V=@ ),

donde B(0,1) = {(z,y,2) € R®: 2% + y* + 2? < 1} es la bola unitaria abierta centrada en
0 de R3.

4. f-U—- R, f(z,y)=2>+y* U=R*-{(0,0)}

En este caso estamos explicitando que D(f) = R? — {(0,0)}, aunque la asignacién

también tiene sentido para (x,y) = (0,0).

DEFINICION 6.3. Si f es una funcién de n variables, el grdfico de f es el subconjunto
G(f) de R™"! dado por

G(f) = {(z1, ., Tny Trp1) ER™™ (21, oy 20) €ED() Y Zpg1 = f(21, 0y 20) )

Sélo podemos dibujar funciones de una 6 dos variables. Si f es de una variable, ya

sabemos que como gréafico obtenemos una curva
{(z,y) €eR* : 2 € D(f), y = f(2)}.
Si f es de dos variables obtenemos una superficie.

EJEMPLOS 6.4.
1. Sea f(z,y) = 2z + 3y + 1. Su dominio es R?, y su grafico estd dado por

G(f)={(z,y,2) €ER®: 2 =20+ 3y +1} = {(z,y,2) ER*: 2 — 3y — 20 = 1}.
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Entonces G(f) es el plano que pasa por p = (0,0,1), con vector normal
n = (—2,-3,1). Ver Figura 3.

FI1GUuRraAa 3

2. Consideremos ahora f(x,y) = /1 — 2% — 2. En este caso
D(f) ={(z,y) e R?:a” +y* < 1}

G(f) = {(%?J,Z’)GR:%:z:m}
= {(zy.2) eR? 1220 y2? +y° +2° =1}

es la semiesfera superior, centrada en (0,0, 0), de radio 1. Ver Figura 4.

F1GURA 4

7. Limite y continuidad de funciones de n variables

Dador >0y p e R", B(p,r) ={xeR": ||x—pl| <r}.

DEFINICION 7.1. Un conjunto A C R™ se dice abierto si dado cualquier x = (21, ..., T,,)
en A existe r > 0 tal que B(x,r) C A.
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DEFINICION 7.2. Sea A C R™, un punto p € R" se dice punto de acumulacién de A si

para todo r > 0, B(p, r) contiene puntos de A distintos de p.

Generalizamos ahora las nociones de limite y continuidad que conocemos para fun-
ciones de una variable.
Para definir la nocién de limite, queremos que los valores f(x) se acerquen a un ntimero

[ cuando x se acerca a p.

DEFINICION 7.3. Sea A C R", f : A — R y sea p un punto de acumulacién de A. Se

dice que [ € R es el limite de f(x) para x que tiende a p y se escribe
[ = lim f(x)
X—p

siVe >0 30 >0 tal que

x € A\{p},[[x—pll <d=[f(x) - (] <e.

DEFINICION 7.4. Sea A C R", f : A — R. Se dice que f es continua en p € A, si
Ve >03d6 >0 tal que

x€A[x—p|<di=|[f(x)— flp)<e

f se dice continua en A, si es continua en cada punto de A.

Nota. Si p es un punto de acumulacion de A, f es continua en p si y sélo si

lim f(x) = f(p).

X—p
TEOREMA 7.5. Sean f,g : A — R, con A C R", continuas en un punto p € A.
Entonces f + g y fg son continuas en p. Ademds, si g(p) # 0, también f/g es continua
en p.
La demostracion es idéntica a aquélla para funciones de una variable.

En lo que respecta a la composicién, vale el siguiente
TEOREMA 7.6. Sea f : A — R con A C R", continua en un punto p € A y sea

g: R — R continua en f(p), entonces go f: A — R es continua en p.

Una situacién particular se presenta cuando f(x,y) = h(x) con h continua en xy. En

este caso, f resulta continua en (zg,yo) para todo yo € R.
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En efecto, la continuidad de h en xg nos garantiza que, dado € > 0 96 > 0 tal que

[f(@,y) = f(20,50)| = |h(x) — h(xo)| <€

si |z — xg| < 6. Pero como ||(z,y) — (20, y0)|| > |z — zol, el resultado sigue.

EJEMPLO 7.7.

f(z,y,2) = sen(xy) cos(z) + x* es continua en R? pues las aplicaciones (x,y, z) — =,
(x,y,2) — cos(z) y (z,y,2) — y son continuas por la observacién anterior. El Teorema
7.5 entonces garantiza la continuidad de (z,y, 2) — 2% y de (z,y, 2) — zy. Por Teorema
7.6 resulta también continua (z,y,z) — sen(zy) y nuevamente usamos el Teorema 7.5

para obtener la continuidad de f.

Un importante teorema valido para funciones f : [a,b] — R asegura que si f es
continua en el intervalo cerrado [a,b] entonces f alcanza su valor méximo y su valor minimo
en puntos de [a,b]. Este resultado se generaliza a funciones de n variables, reemplazando
el intervalo [a,b] por ciertos subconjuntos K C R™ acotados, o sea que estan contenidos
en B(0, M) para algin M > 0.

TEOREMA 7.8. (Weierstrass). Sea f : K — R, K C R" un conjunto no vacio, acotado,
que contiene a todos sus puntos de acumulacion. Supongamos que f es continua en K.

Entonces f alcanza su valor mdzximo y su valor minimo sobre K.

8. Derivadas parciales

Dada una funcion f de n variables, si pensamos que dejamos n — 1 variables fijas y
movemos la restante, obtenemos una funcién de variable real, de la que sabemos decir
cuando es derivable en un punto.

Daremos la siguiente definicion para el caso n = 2, por simplicidad, pero la definicién

en el caso general es analoga.

DEFINICION 8.1. Sea f una funcién de dos variables definida en un conjunto abierto
A. La derivada parcial de f respecto de x es la funcion f, tal que su valor en cualquier

punto (z,y) € A estd dado por

. flt+hy) — fx,y)
folz,y) = lim -
si este limite existe.

Andlogamente, la derivada parcial de f respecto de y es la funcién f, tal que su valor

en cualquier (z,y) € A estd dado por
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fylw,y) = lim flo,y+ h;), — fla,y)

si este limite existe.

. Cémo interpretamos geométricamente estas derivadas parciales? Si definimos g(x) =
f(z,y0), el grafico de g se obtiene intersecando el gréfico de f con el plano de ecuacién
Yy = 3o vy por lo tanto la derivada de g en el punto (xg,yo) serd la pendiente de la recta

tangente a la curva, en el punto (o, yo, f(Zo,%0))-

FIGURA 5. Aqui, ¢ es la curva dada por la interseccion de grafico de f con
el plano y = yo v [ es la recta tangente a dicha curva en el punto

(w0, Yo, f(70, v0))-

EJEMPLOS 8.2.
1. Si f(z,y) = vy — 2% +9°,

fz(x7y>:y_2xv fy($7y>:x+5y4‘
2. Si f(x,y) = 23 cos?(xy),

fo(z,y) = 322 cos?(xy) — 223y cos(zy)sen(xy),
fy(z,y) = —22% cos(zy)sen(zy).

Otros simbolos usados para derivadas parciales, en lugar de f, son
0 0
a—i, D,f, fi y en lugar de f, son 8_5’ Dyf, fo.

Si f es de n variables, se usan las notaciones analogas, f.;,

of

—— D, fi.
a.’Ifi? ! f
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EJEMPLO 8.3.
Si f(CC,y,Z) = TYz — 223a

of B 5
&(l‘,y,z) =xy — 62°.

9. Derivadas sucesivas

Dada una funcion f de n variables para la cuales existen sus n derivadas parciales
fur(2), .oy fu, (z) para todo = de un cierto conjunto A, podemos preguntamos si existen

las derivadas parciales de cada f,,,1 <¢ <n. Hay a lo sumo n? de ellas.

Sin =2, (fx):pa (fx)yv (fy)z; (fy)y-
Sin=3,  (fo)e (fa)y: (f2)z: (fy)as (Fy)ys (Fy)zs (F2)as (F2)y, (f2)-

Estas se llaman segundas derivadas parciales de f. Se denotan con los siguientes
simbolos:
0 f

_r S
(fx)x—fxx—@7 (f:r)y—fry_

Oyox
EJEMPLO 9.1. Sea f(z,y) = z* + sen(z%y),

fe(x,y) = 22 + 2zy cos(z?y),  f, = 2% cos(z?y),
faa(,y) = 2+ 2y cos(z®y) — 4a*y? sen(2%y),
fay(,y) = 23 cos(x?y) — 22y sen(x%y),

fuol@,y) = 2z cos(a?y) — 20%ysen(z?y),  fyy(z,y) = —a*

sen(x?y).

Observamos en este ejemplo, y si efectuamos los calculos en los anteriores también,

que foy(x,y) = fyz(z,y). Nos preguntamos si siempre vale la igualdad.

TEOREMA 9.2. (Schwartz). Si f es una funcion de dos variables con sequndas derivadas
parciales continuas en un conjunto abierto A C R? entonces fu(x,y) = fye(2,y) para todo
(x,y) € A.

Si continuamos con este proceso de volver a derivar, obtenemos las terceras derivadas

parciales, denotadas

Bf Pf
TTT — A 2 TTY — A A o) te.
f ox3 Joay Oyox? e
A las derivadas de orden k > 1 las denotamos
orf
_— 0<j5<k.
Oxd Qyk—i =7 =

En muchos casos se obtiene igualdad de dos derivadas sucesivas realizadas en distinto
orden. Por ejemplo si f tiene terceras derivadas parciales continuas, podemos aplicar el

Teorema de Schwartz a f, para obtener que frzy = foya-
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10. Derivadas direccionales

Si f es una funcién de dos variables, f,(zg,yo) da la tasa de variacién de f en el punto
Po = (Zo,Yo) cuando nos movemos en el dominio de f sobre una recta paralela al eje x,
que pasa por pg. Andlogamente interpretamos f,(xo,yo). Las direcciones se pueden dar
en términos de vectores unitarios. Asi la f,(xo,v0) y fy(z0,%0) se calculan tomando los
valores de f sobre las rectas de ecuaciones pg+ti, t € Ry po+tj, t € R respectivamente,
dondei=(1,0) y j=(0,1).

A diferencia del caso de una variable, una funcién de dos variables puede tener ambas
derivadas parciales en un punto (g, 7o) y no ser continua en dicho punto como sucede en

el ejemplo
T . xQx-inQ (x7 y) # (07 O)

para (zo,yo) = (0,0). En efecto,

£2(0,0) = limy, o LEO-S00 _

f4(0,0) = limp_.g w —o.

Pero f no es continua en (0,0). Ni siquiera existe ( l)m% )f(:p,y) por que
z,y)—(0,0
f(0,y) =0 = f(z,0), pero f(x,z) = 5. Entonces acercandonos al (0,0) por los ejes

coordenados, f toma el valor cero y por la recta y = x, f toma el valor %

Para obtener més informacién sobre f en py = (¢, yo) es conveniente conocer también
la tasa de variacién de f en p, cuando nos movemos, a partir de él, en la direccién dada
por un vector unitario u.

Tomamos u = (uy,us) tal que u? + u3 = 1 y suponemos que D(f) es un subconjunto
abierto de R2.

DEFINICION 10.1. La derivada direccional de f en la direccién de u es la funcién dada,
para (z,y) € D(f), por

Dyf(z,y) = lim

si este limite existe.

f(x 4 huy,y + hug) — f(z,y)
h )

Observemos que f, = D; fy f, = D; f.

Dado (z,y) € D(f), para t suficientemente chico, llamamos

g(t) = f(.CIZ' +tulay +tu2>7
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y resulta

(10.1) Dy f(z,y) = %(0)-

Mas adelante daremos un teorema que nos permitird calcular las derivadas direc-
cionales sin usar la definicion. Para ello necesitamos un resultado, que tiene importancia

en si mismo, que es la llamada regla de la cadena.

11. Regla de la cadena

Sea f una funcién de dos variables definida en un conjunto abierto A C R? tal que
fx v f, son continuas en A. Sean x(t) e y(t) dos funciones derivables en un intervalo

abierto I y supongamos que (z(t),y(t)) € A para todo t € I. Definimos la composicién

g(t) = fx(t),y()).

Entonces ¢ es derivable para todo t € I y vale

@(t) — % d_x a_f

(111) L0 = G (o(0.0(0) G0 + 5 (0).5(0) FO)

EJEMPLO 11.1. Sea f(z,y) = 2?4+ 2zy + y> con z(t) =t y y(¢) = sent. Como

folzyy)=22+2y v f,(z,y) =22+ 3¢,

por la regla de la cadena obtenemos

d
d_i =92t +2 sent + (2t+3 sen2t) cos t.

Una consecuencia inmediata de este resultado es el siguiente

TEOREMA 11.2. Sea f una funcion de dos variables, definida en un conjunto abierto
A C R% Sea u = (uy,u2) un vector unitario. Supongamos que f, y f, existen y son

continuas en A. Entonces si (x,y) € A,

Duf(x7 y) = f:t(xu y)ul + fy(x7 ?J)Uz
PRUEBA. Sabemos por (10.1) que Dy f(z,y) = ¢’(0) donde

g(t) = f(x + tuy, y + tus).

Llamamos z(t) = x+tuy y y(t) = y+tus. Como z(0) = z,y(0) = y,2'(0) = uq, ¥'(0) = ug,
por la regla de la cadena resulta

dg

dt (O) = fx('xay)ul + fy(f,y)UQ.
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DEFINICION 11.3. Sea f una funcién de dos variables tal que f,.(z,vy) y f,(x,y) existen.
El gradiente de f en (z,y) es el vector de R* dado por

Vf(x,y) = (fx($>y>7fy(x7y))

Con esta notacion, la conclusion del teorema anterior se lee

(11.2) Dyuf(z,y) = (Vf(z,y),0).

EJEMPLO 11.4. Calcule la derivada direccional de la funcién f(z,y) = 2%y — 2zy? en

el punto (—1,2), en la direccién del vector v = (2,5).

Solucién. Primero calculamos el V f(—1,2). Como

Vf(x,y) = (2.§Cy - 2y27 xZ - 4"17y),

tenemos que Vf(—1,2) = (—12,9).

Notemos que v no es unitario, el vector unitario u, en la direcciéon de v es
v _( 2 )
VI \v29" v29

u= ) Por consiguiente, gracias a la ecuacién (11.2),

Duf(_172) = <vf(_172)7u>

2 5)
TR
V29 V29

21
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Para funciones de tres variables definimos las derivadas direccionales de manera anédloga.
Tomamos u = (uy,us, u3) tal que u? + u3 + u2 = 1. Suponemos que D(f) es un

subconjunto abierto de R3.

DEFINICION 11.5. La derivada direccional de f en la direccién de u es la funcién dada,

para (r,y, 2) € D(f), por

h h hate) —
Duf<:c,y,z>:mf (& + hu,y + uQa;+ ug) — f(z,y,2)

si este limite existe.

Usando notacién vectorial, podemos escribir las definiciones de derivada direccional

para funciones de dos ¢ tres variables de manera unificada
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Si f(x,y, z) tiene derivadas parciales continuas y u = (ug, us, u3) es unitario, como en

el caso de dos variables se prueba que

Duf(x7 Y, Z) = fm(xa Y, Z)“l + fy(xvya Z>u2 + fz(xvya Z)U3,

y si definimos el gradiente de f por

Vf(x,y, Z) = (fw(xvya Z)v fy($,y,2),fz(1’,y, Z)),

esta férmula se lee

(11.3) Duf(z,y,2) = (Vf(r,y,2),0).

Si f es de dos o tres variables, consideramos todas las posibles derivadas direccionales
de f en un punto dado. Esto proporciona las tasas o razones de cambio de f en todas las
direcciones posibles. Nos preguntamos en cudl de estas direcciones f cambia con mayor

velocidad y cudl es la méaxima razén de cambio. La respuesta esta en el siguiente

TEOREMA 11.6. Sea f una funcion de dos o tres variables con derivadas parciales
continuas en un subconjunto abierto A de R? ¢ R? respectivamente. Sea x € A y
Vf(x) # 0. Elwvalor mdzimo de la derivada direccional Dy f(x) es ||V f(x)|| v se presenta
cuando u tiene la misma direccion que el vector V f(x), o sea cuando u = AV f(x), con
A > 0.

PRUEBA. De las ecuaciones (11.2) y (11.3) tenemos

Duf(x) = (Vf(x),w) = [[VF(x)||[lu]| cos(d) = [|V f(x)[| cos(B),

donde 6 es el dngulo entre V f(x) y u. El valor méximo posible de cos(f) es 1, cuando

0 = 0 y eso ocurre si u tiene la misma direcciéon que V f(x). O

EJEMPLOS 11.7. Sea f(x,y) = x cos y.

1. Calcule la razén de cambio de f en el punto p = (2,7/4) en la direccién de p a
q=(0,7/4).

2. ; En qué direccion tiene f méaxima razén de cambio en el punto p? ;Cudl es la

maxima razén de cambio?

Solucién. 1. Como Vf(z,y) = (cosy, —xseny), entonces Vf(p) = Vf(2,71/4) =

(ﬁ,—\/é).

2
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El vector unitario en la direccion de p a q es

__ q—p - (_270) _(_1’0)

e —dll  [I(=2,0)]]

de modo que la razén de cambio de f en la direccion de p a q es

2 V2
Dllf(2’ 7T/4) = (Vf(2,7r/4), u> = <(7? _\/5)5 <_17 O)) = _7-
2. De acuerdo con el Teorema 11.6, f se incrementa més rapido en la direccién del

Vfi2,n/4) = (\/75, —v/2) y la maxima razén de cambio es

197/ = 12 ~vDl = /2

12. Curvas de nivel y grafico de funciones

Un método muy ttil para poder obtener informacién acerca del comportamiento de
funciones de dos variables es elaborar un mapa de contorno, en el que se unan los puntos

de igual elevacién, para formar curvas de nivel.

DEFINICION 12.1. La curva de nivel k de una funcién f de dos variables es la curva

con ecuacion f(x,y) = k, donde k es una constante.

Entonces una curva de nivel es el lugar geométrico del plano donde la funciéon f toma
el valor k (o sea la grafica de f tiene altura k). La superficie dada como el gréfico de f
serd mas empinada en donde las curvas de nivel se aproximan entre si y mas plana en

donde aquéllas estan separadas.

F1Gura 6. Gréfico de f(z,y) ==z e~*¥* y sus correspondientes curvas de nivel.

Un ejemplo frecuente de esta técnica son los mapas topograficos de regiones monta-

nosas.

EJEMPLO 12.2. Dibuje las curvas de nivel de f(z,y) = 1—2z+y parak = —2,—1,0, 7.



12. CURVAS DE NIVEL Y GRAFICO DE FUNCIONES 131

Solucién. Las curvas de nivel son 1 — 2x + y = k que dan lugar a una familia de rectas

de pendiente 2. Las correspondientes a los cuatro valores dados de k son

y=2r—-3, y=2r—-2, y=2r—1, y=2x+6

que estan dibujadas abajo

EJEMPLO 12.3. Dibuje algunas curvas de nivel de la funcién

h(z,y) = 42* + o°.
Solucion. Las curvas de nivel son, si k& > 0,

$2

2

y
S A
T

42+ =k 6

que describen una familia de elipses con semiejes ‘/TE v Vk. Si k = 0 obtenemos sélo el

punto (0,0) y si k < 0, el conjunto vacio.
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P
/ /1/E

‘
f{{ T 4]
,"rﬁr il
! _,r2

/0.5

Para dibujar la grafica de una funcién f es 1til trazar las curvas de nivel. Por el
ejemplo anterior sabemos que la proyeccion al plano xy de la interseccion del plano z = k
con la gréifica de f(x,y) = 4z* + y? es una elipse ( ver la figura de arriba). Adem4s en el
plano yz obtenemos la pardbola z = y? , y en el plano zz obtenemos la pardbola z = 422.

Podemos entonces graficar aproximadamente del siguiente modo:
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EJEMPLO 12.4. Grafique h(z,y) = Iny/2? + y.

Solucién. Debemos describir {(z,y,2) € R? : 2z = In\/2% + y2}.

Las curvas de nivel son ln\/m =k, o sea \/m = e y estas son circunferen-
cias de centro (0,0) y radio €.

En el plano zz obtenemos la curva z = In|z| y en el plano yz obtenemos la curva

z = In|y|. Asi, la grafica esta dada por la Figura 7.
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FIGURA 7. Gréfico de f(z,y) = Iny/2? + y>.

13. Curvas en el espacio

Sean f, g, y h funciones reales y continuas definidas en un intervalo I. El conjunto C'
de todos los (z,y,z) € R?* donde

con t variando en el intervalo I se llama curva en el espacio y a t se le llama un pardmetro.
Podemos pensar que (f(t), g(t), h(t)) describe la posicién, en el tiempo ¢, de una particula

que se esta moviendo en el espacio.
EJEMPLO 13.1. Describa la curva definida por la funcién vectorial
r(t) = (1—2t,3t,3+5), teR
Solucién. Para t € R, r(t) = (1,0,3) + ¢(—2,3,5) y sabemos que estd es la ecuacién
vectorial de la recta que pasa por el punto (1,0, 3) y es paralela al vector (—2,3,5).
EJeEMPLO 13.2. Dibuje la curva cuya ecuacién vectorial es x(t) = (2cos t,3sent, t).

Solucién. Si (z,y, z) estd en la curva, debe satisfacer

r=2cost, y=3sent, z=t,
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para algun ¢ real, entonces % + % = 1y por lo tanto (x,y, z) debe pertenecer al cilindro

2
T
conforme t aumenta. Esta curva se llama hélice.

e . 2 7’ . .
eliptico % + % = 1. Como ademds z = t, la curva describe una espiral ascendente

F1GURrRA 8. Curva cuya ecuacién vectorial es x(t) = (2cos t,3sent, t), lla-

mada hélice.

Dada una curva C' descripta por r(t) = (f(t),g(t),h(t)) con t € I, si existen
f'(to), ¢'(to) ¥y KW (to), para un t, € I, definimos la derivada de la funcién vectorial r

en el punto ¢35 como

r'(to) = (f'(t0), g'(to), W' (to)).

El significado geométrico de este vector r/(ty) es el siguiente. Si t es muy pequeno,

r(to + 1) —r(to) _ <f(to +1) — f(to) glto+1) —g(to) hlto+1t) - h(to)>
t t ’ t ’ t

tiene una direccién secante desde r(tg) hacia r(ty + t), si ¢ > 0, que tiene como direccién
limite la de la tangente a la curva en el punto r(¢y). Ver grafico.
Por esta razén el vector r'(ty) se llama vector tangente a la curva C en el punto r(to)

siempre que 1'(tg) # 0.
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r(t;+H)

EJEMPLO 13.3. Sea C' la curva con ecuaciones paramétricas
r=1cos2nt, y=tsen2nt, z=4t, cont € R.

Dé la ecuacién de la recta tangente a C' en el punto correspondiente a ¢ = 1/4.

Solucién. Sit = 1/4 obtenemos el punto p = (0, iv 1). Si llamamos
r(t) = (t cos 2mt, tsen2mt, 4t),
obtenemos
r'(t) = (cos 27t — 2wtsen2nwt,sen2mwt + 27t cos 2mt, 4),

por lo tanto r'(1/4) = (—%,1,4), entonces la recta tangente a C' en el punto p tiene

1 T
—(0,~1 t(——,1,4>, teR.
X (4 >+ 5 €

ecuacion vectorial

14. Plano tangente a superficies de nivel

Si F' es una funcién de tres variables y k£ es un ntimero real, definimos la superficie de
nwel k de F como los (z,y,2) € R? tales que F(z,y,z) = k.

Sea p = (o, Yo, 20) un punto en la superficie S y sea C' cualquier curva que estd
en la superficie S que pasa por p. C se describe mediante la ecuacién vectorial x(t) =
(x(t),y(t), z(t)). Sea ty tal que x(ty) = p. Entonces tenemos

(a) F(z0, Yo, 20) = k
(b) F(x(t), y(t), 2(t)) = k
(c) (z(t0), y(to), 2(t0)) = (%o, Yo, 20) = P-
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B ANENA®

FIGURA 9. La curvax =t cos 2nt, y=tsen2nt, z =4t,cont € R, y su

recta tangente en ¢t = 1/4.

Si ahora suponemos que x, y y 2z son funciones derivables en tq y F' tiene primeras
derivadas parciales continuas en un conjunto abierto A que contiene a p, podemos derivar

ambos miembros de la ecuacién (b) y obtener mediante la regla de la cadena,

Fa(z(to), y(to), 2(t0))2'(f)  + Fy(x(to), y(to), 2(t0))y'(to)

(14.1)
+F.(x(to), y(to), 2(t0))2' (to) = 0,

por (c) esto se escribe
(VF(p),x/(to)) =0

y esto se interpreta geométricamente diciendo que el vector gradiente de F' en p es perpen-
dicular al vector tangente x'(to) a cualquier curva C' que esté en S y que pase por el punto
p. Si VF(xg,yo, 20) # 0 resulta entonces natural definir el plano tangente a la superficie de
nivel k de F' en el punto (xo, Yo, z0) como el plano que pasa por (zo, Yo, 20) ¥ que tiene vec-
tor normal V F(xg, yo, 20), 0 sea como el plano de ecuacién (V F(zg, yo, 20), (z,y, 2)—p) = 0

o equivalentemente
Fy (0,0, 20)(x — x0) + Fy(20, Yo, 20) (¥ — Yo) + F= (20, Yo, 20) (2 — 20) = 0.
También definimos el vector normal a S en (xg, yo, 20) como VF (g, yo, 20)-

EJEMPLO 14.1. Sea S definida por la ecuacién 22 +y?+ 22 = 1, o sea la esfera unitaria

de R3. Demuestre que en el punto (0,0, 1), S tiene plano tangente horizontal.

Solucién. Tomamos F(z,y,z) = 22 + 3> + 2%, de modo que S es la superficie de nivel

uno de F'. Su plano tangente en (0,0, 1) es el plano perpendicular al VF(0,0, 1), que pasa
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por (0,0,1). Como VF(z,y,z) = (2x,2y,2z), el plano buscado estd dado por la ecuacién
((0,0,2), (z,y,2—1)) =0, osea 2(z —1) =0,

o lo que es lo mismo, el plano horizontal de ecuacién z = 1, como se puede ver en la

siguiente figura.

Si S es la superficie dada como el grafico de una f de dos variables, con derivadas

parciales continuas, tenemos que

S = Alwy,2) : (x,y) €D(f), 2 = fz,y)}
= {(z,y,2) : (z,9) € D(f), z = f(z,y) = 0},

por lo tanto S es la superficie de nivel cero de F(z,y,2) = z — f(z,y). El vector normal

a S en (zo,yo, f(zo,v0)) es entonces
V E(x0, Y0, f(20,%0)) = (= fe(T0, %0), —fy(flfo,yo)> 1),
y en este caso la ecuacion del plano tangente queda
z = f(@o, y0) = fa(Zo, Y0)(x — o) + fy(20, Y0) (¥ — o)

EJEMPLO 14.2. Sea S el grafico de f(z,y) = 2? + 9y*>. Dé la ecuacién del plano
tangente a .S en (1,0,1).
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Solucién. Como f,(z,y) = 2z y f,(z,y) = 18y, el plano tangente estd dado por la

ecuacion,
z—1= f(1,0)(x — 1) + f,(1,0)y,

0 sea,

z—2x = —1.

FIGURA 10. Gréfico de f(x,y) = x* + 9y y su plano tangente en (1,0, 1).

15. Maximos y minimos de funciones de dos variables

Como vimos en el curso anterior, una aplicacién importante de las derivadas es el
calculo de maximos y minimos de funciones de una variable. Ahora desarrollaremos una
teorfa analoga, en el caso de funciones de dos variables. Llamaremos disco de centro (a, b)

y radior al conjunto {(z,y) € R? : [|(z,y) — (a,b)|| < r}.

DEFINICION 15.1. Una funcién f de dos variables tiene un mdzimo local en (a,b) si
f(z,y) < f(a,b) para todos los puntos (x,y) en algin disco de centro (a,b). El nimero
f(a,b) se llama valor mdzimo local. Si f(x,y) > f(a,b) para todo punto (z,y) en dicho

disco, entonces (a,b) es un minimo local de [y f(a,b) es un valor minimo local.

Si las desigualdades de la definicién anterior se cumplen para todos los puntos

(z,y) € D(f) entonces f tiene un mdzimo absoluto (o un minimo absoluto) en (a,b).
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FIGURA 11. El paraboloide z = —2? — 2 tiene un méaximo absoluto en el origen.

Un punto (a,b) puede ser un punto de minimo o de maximo local para una f, sin
que f tenga derivadas parciales alli (el ejemplo tipico de esta situacion, en el caso de
una variable, es f(z) = |z| que tiene un minimo absoluto en z = 0). Por ejemplo
flz,y) = \/m cuya grafica es la parte superior del cono de ecuacién z? = 2% + /2
tiene un minimo absoluto en (z,y) = (0,0) y no existen las derivadas parciales de f en

(0,0).

Si suponemos la existencia de derivadas parciales en un extremo local (méximo o

minimo local) de f tenemos el siguiente

TEOREMA 15.2. Si f tiene un extremo local en (a,b) y las derivadas parciales de f
ezisten en (a,b) entonces f,(a,b) =0y f,(a,b) = 0.

PRUEBA. Si definimos g(z) = f(z,b) resulta que g tiene un extremo local en z = a.
Por lo tanto debe ser ¢'(a) = 0, pero por definicién, ¢'(a) = f.(a,b). De manera andloga

se demuestra que f,(a,b) = 0. O
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DEFINICION 15.3. Un punto (a,b) tal que f.(a,b) =0y f,(a,b) = 0 se llama punto
critico de f. Un punto (a,b) tal que alguna derivada parcial de f no existe alli se llama

punto singular de f.

El teorema anterior dice que si f tiene un extremo local en (a,b) entonces (a,b) es
punto singular 6 punto critico. Nos preguntamos si todo punto critico es extremo local.

La respuesta es no, como muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 15.4. Sea f(z,y) = y* — 2. Tenemos que

fa(z,y) = =2z y f,(z,y) = 2y, entonces (0,0) es claramente un punto critico de f.
Ademds f(0,0) = 0. No es méaximo local porque si nos acercamos al (0,0) por el eje y,
f toma valores positivos. O sea f(0,y) > f(0,0) Vy # 0. No es minimo local pues
f(z,0) < f(0,0) Vx # 0. Cerca del origen la grafica tiene la forma de una silla de
montar.

Por analogia con el ejemplo anterior, a un punto critico que no sea ni de maximo ni

de minimo local lo llamamos punto de silla.

Asi como en el caso de una variable el signo de la derivada segunda nos daba in-
formacién adicional sobre los puntos criticos, para el caso de dos variables tenemos el

siguiente

TEOREMA 15.5. (Test de las derivadas sequndas). Sea f con derivadas parciales se-

gundas continuas en un disco con centro (a,b) tal que (a,b) es un punto critico de f, o
sea fy(a,b) = fy(a,b) =0. Sea D = D(a,b) = frz(a,b)fyy(a,b) — (fuy(a,b))>.

a)Si D >0y fp(a,b) >0 entonces (a,b) es un minimo local.
b) Si D >0y fe(a,b) <0 entonces (a,b) es un méximo local.
c) Si D <0 entonces (a,b) es punto de silla.
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Para recordar la férmula que define D, observamos que en realidad D es un determi-

nante

fye(a, ) fyy(a,b)

D det ( far(0,0)  fry(a,D) ) |

A esta matriz de derivadas segundas se la llama matriz hessiana de f en (a,b) y a su

determinante el hessiano.

Si D = 0 el teorema (15.5) no da informacién. Pueden presentarse un méximo local,
un minimo local o un punto de silla. Por ejemplo si tomamos f(x,y) = z*+y*, D(0,0) =0
y (0,0) es minimo local.

Si ahora tomamos g(z,y) = —(z* +y*), D(0,0) =0y (0,0) es maximo local.

4 — 4, en este caso D(0,0) = 0y (0,0) es punto

Finalmente, si elegimos h(x,y) = =
de silla (es un minimo local en la direccién del eje x y un méximo local en la direccién

del eje y).

EJEMPLO 15.6. Encuentre y clasifique los puntos criticos de
f(z,y) = 22" +y* — 2% — 2.

Solucion. Para buscar los puntos criticos debemos encontrar los puntos donde ambas

derivadas parciales se anulen. f,(z,y) =8z% —2xy f,(x,y) =2y — 2.

1

Si 8x% — 2z = 0, entonces 2z(42” — 1) = 0. Luego, v =06 42® = 1, luego = 0, = = 3

4= —1
0x = —3.

Si 2y — 2 = 0 entonces y = 1. Por lo tanto, los puntos criticos son (0,1), (3,1) y
<_%7 1)
A cada uno de ellos le aplicamos el teorema (15.5). Calculamos la matriz hessiana

H(z,y) y su determinante D(z,y) en cualquier (x,y). Como

fm(m,y):24x2—2, fxy(x,y>:0 y fyy(xay)zzv

2422 -2 0 9 ,
entonces H(z,y) = 0 ) y D(z,y) = 48z* — 4. Asi, D(0,1) = —4 por lo tanto

(0,1) es punto de silla; D(3,1) = 8 y fsu(35,1) = 4 entonces (3,1) es un minimo local.

Por tltimo, D(—3,1) =8y fus(—3,1) =4 luego (—3,1) es también minimo local.

16. Integrales multiples

En esta secciéon, estudiaremos integracién de funciones de dos variables.
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16.1. Integrales dobles en rectangulos. Tomamos el rectangulo Q = [a, b] X [c, d].
Dada una f : () — R positiva, para aproximar el volumen debajo del grafico de f y arriba
de ), hacemos un trabajo similar al que haciamos cuando queriamos aproximar el area

arriba de un intervalo [a, b] y debajo del grafico de una funcién de una variable.

En esa ocasion tomamos una particién del intervalo, un punto en cada subintervalo y
toméabamos la suma de las areas de los rectangulos con base en cada subintervalo y altura
dada por el valor de f en el punto elegido.

Dadosa =2y <11 < ... <a2pp=byc=y <y <..<y,=d, formamos una
particion de @) de la siguiente manera. Tomamos Q;; = [z;—1,z;] X [yj—1,y;], i =1,...my
j=1,...,n. Hay mn de estos subrectdangulos y cubren a (). Llamamos Ax; = x; —x;_1 ¥
Ay; = y; —yj_1, asi el drea de Q;; es Ax;Ay;. Ahora elegimos un punto (z;;,y;;) en cada

Qi; v hacemos la doble suma de Riemann

i I— K /

xi
A ):’-j_ y}- V== :

N

. " |
P L
¥ . i

— T i

(X3, a2l | | | | | | | | | |
Y Y A R A B [
A e R A |
I Y I A [

0 a X x Fi{.xy b X
I‘f_\;_l

m n
E E f(ilfip yij)Axiijv
=1 j=1

que no es otra cosa que la suma de los volimenes de los paralelepipedos de base en @Q);; y

altura f (x;;,v:;). El volumen debajo del grafico de f y arriba de ) deberfa ser el limite

de este proceso. (Ver figura).
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Dada la particién
P={Q; :i=1<i<m, 1<j<n},

definimos la norma de la particiéon como la mayor longitud de las diagonales de los @);;.
Se denota || P||.
Por analogia con esta situacién, dada una f : ) — R cualquiera (no necesariamente

positiva), damos la siguiente

DEFINICION 16.1. La integral doble de f sobre el rectangulo Q es

m n

/ /Q fadd = T 33 flago)Anidy,
i=1 j=1

si este limite existe. En este caso, f se dice integrable sobre Q).

El significado preciso de este limite es el siguiente: existe un nimero I (que después

denotaremos [ |, 0 f(z,y)dA) para el cual vale que ¥ € > 0, 3 un nimero 6 > 0 tal que

I — Z Z [ (@i, yig) Az Ay,

i=1 j=1

<e€

para todas las particiones P de () de norma menor que ¢ y para cualquier eleccién de
puntos (5, yi;) € Qij.

Una notacién frecuentemente usada es / / f(z,y)dzdy en vez de / f(z,y)dA.

Se puede demostrar que si f es continua enQQ entonces f es integrabl% sobre (). Mas

aun, si f es continua en (), salvo una cantidad finita de curvas suaves, y acotada entonces

f sigue siendo integrable sobre Q).
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16.2. Integrales iteradas.

Como ya sabemos, no es muy facil evaluar integrales de funciones a partir de la
definicién. Ahora veremos que el calculo de integrales dobles se reduce al de integrales de
funciones de una variable. Concretamente, si @) = [a,b] X [c,d] a partir de una funcién
f:@Q — R, si fijamos una variable, obtenemos una funcién de la otra variable, que pode-
mos pensar en integrarla. O sea hacemos, para cada y € [c,d|, f: f(x,y)dx. Esto define
una funcién de y que podemos volver a integrar, obteniendo fcd ( f; f(z, y)dx) dy. Esta
se llama integral iterada de f. Por supuesto que podriamos haber hecho este proceso en

el otro orden obteniendo fab < fcd f(z, y)dy> dz, que es la otra integral iterada de f. Suelen
omitirse los paréntesis y simplemente escribimos fcd f: f(x,y)dzdy o f: fcd flx,y)dydz.

EJEMPLOS 16.2. Evaltie las siguientes integrales iteradas.

2 1 1 p2
1. / / w2y dady 2. / / z*y3dyda.
0 J-1 -1Jo

1 1 23
/ vy dr = y3/ vidr = y°—
1 . 3

Solucién.

1.
z=1 2 3

Por lo tanto

2 1 2 4 =
2 2y9*1v=2 8
2,3 3
x Yy drdy = / —ydy = == = -.
/0 /1 Y Y 0 3y Y 34 y=0 3
2.
2 2 y4 y=2
/ w2yidy = x2/ yidy = 2?2 = 422
0 0 4: y:0
Por lo tanto
1 2 1 3 2=1 8
/ / w2y dyde = / Agtdy = 4% = —,
-1Jo 1 3la=—1 3

El hecho de haber obtenido idénticos resultado al realizar, en el ejercicio anterior,
ambas integrales iteradas de una funciéon dada no es casual. Esta es la situacion general,
como lo establece el siguiente teorema, el cual a su vez es una herramienta muy ttil para

calcular integrales dobles.

TEOREMA 16.3. (Fubini) Si f es continua en el rectangulo Q = [a,b] X [c,d] entonces

/ /Qf(x,y)dA = /cd /ab f(z,y)dxdy = /ab /cdf(x,y)dydx.
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De manera mas general, lo anterior vale si suponemos que f es acotada en @), f

discontinua sélo en un nimero finito de curvas suaves y las integrales iteradas existen.

EJEMPLO 16.4. Calcule el volumen del sélido debajo del plano z = 4 — x — y y arriba
del rectangulo @) dadopor 0 <z <1,1 <y <2

Solucién. Debemos calcular la

2 1 2 2
//(4—:B—y)dA = / (4—x—y)dxdy:/ 4$———y$>
Q 1 Jo 1 2
1

16.3. Integrales dobles en regiones generales.

Sea D una regién acotada en R?, o sea D estd contenida en algiin rectdngulo @ de
lados paralelos a los ejes. Queremos definir una nocién de integral de una f definida
sobre D. Para ello extendemos f al rectangulo ) dandole el valor cero fuera de D, o sea
definimos

F(%y)_{ f(z,y) S? (z,y) €D
0 si (x,y) € Q perono en D.

0 X 0 X

Decimos que f es integrable sobre D si F es integrable sobre () y en ese caso definimos

//Df(x,y)dA://QF(x,y)dA.

Como F' vale cero fuera de D, esta region no contribuye a la integral y por lo tanto
la definicion es independiente del rectangulo elegido, y en el caso de que f sea positiva,
todavia podemos interpretar esta integral como el volumen del sélido que se encuentra
arriba de D y debajo del grafico de f. Estas integrales se pueden calcular con relativa

facilidad para algin tipo de regiones D bastante generales.



16. INTEGRALES MULTIPLES 147

Una region D se dice de tipo I si estd entre las graficas de dos funciones continuas de

x, es decir
D={(z,y):a<z<b g(r) <y<go)}

donde g; y g2 son continuas en [a,b], y se dice de tipo II si es de la forma
D={(r,y):a<y<bd, h(y) <z <h(y)}

con hy y hy funciones continuas en [a,b].

Y=dix) = y=g,lx) : ¥=g,lx)

D
D | D | |
| \ | | _ |
| \ | | Y=giix) |
I y=gyix) } | y=g ) \ I I
| |
0 a b X 0 a b X o 4 b X

¥ A
S S E—
x=hi(y) D x=Hl¥) x=mtyl P x=h,(y)
R 0 =
c————
0 X

FicuraA 13. Ejemplos de regiones de tipo II.

Esta claro que hay regiones de tipo I y II simultaneamente. Por ejemplo un circulo,
un rectangulo, etc.

Para evaluar la integral de una funcién continua definida sobre una regién D de tipo
I, tomamos un rectdngulo Q) = [a, b] X [¢, d] que contenga a D y definimos F' como arriba.

Por el teorema de Fubini tenemos que

//QF(x,y)dA:/ab/ch(:v,y)dydx,

pero como F(x,y) = 0 fuera de D, resulta que para cada z fijo entre a y b, F(z,y) se

anula si y < g1(x) o si y > go(z) por lo tanto para esos valores de z,

d g2(x)
/ F(fv,y)dy—/ F(x,y)dy,
c g

1(z)
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pero entonces

92(23
//f:vydA // xydydx—// f(z,y)dydzx.
g1(x)

En la dltima igualdad usamos que F' coincide con f en D.

De manera similar, si f esta definida sobre una regién D de tipo II, resulta
d rho(x)
// f@,y)dA = / / fx,y)dz
D ¢ Jhi(x)

EJEMPLO 16.5. Evalte la [ [ (x —2y)dA, donde D es la regién del primer cuadrante

comprendida entre la pardbola y = 22 y la recta y = 2z.

Solucién. La regién D es de tipo I y ambas curvas se intersectan cuando x? = 2z, o sea

cuando £ = 0 o z = 2. Entonces

// (r —2y)dA = // :E—deyd:p—/(x — 2% — 22%)dx = Lllj;

2.4) 4+ (2.4)

FiGurA 14. La regién D vista como de tipo I y como de tipo II.

EJEMPLO 16.6. Evalie el area A de la region plana acotada por las curvas y = 2z — 1
yo=1y>—1

= y? -1, oseacuando y = 2 oy = —1.

Como para calcular el area de una regién debemos integrar sobre dicha region la funcion

Ambas curvas se cortan cuando

idénticamente uno, hacemos

w1

3
Y+l 125
dd: LA Ddy = —=.
/ xdy /_1(2 Y-+ 1)dy I

Suponemos que todas las integrales existen.

Propiedades.



17. CAMBIO DE VARIABLES 149

1//D @) +o@ldd= [ [ faaias [ [ g

/cf:z:ydA—c//f(:cydA
. Si f(z,y) < g(z,y) para todo (z,y) € D entonces

//fxydA<// g(x,y)d

4. Si D = Dy U Dy donde Dy y Ds no se superponen, excepto quizas en su frontera,

//Df(a:,y)dA:/ N f(a:,y)dA+/ Dgf(x’y)dA

17. Cambio de variables

)

entonces

Para calcular la integral de una funcién de dos variables sobre una regién D, frecuente-
mente es conveniente realizar un cambio de variables para transformar D en otra region,
preferiblemente rectangular, sobre la cual sea mas facil de calcular la integral resultante.

Tomemos por ejemplo

[ 3]

t=y/x u=xy

Si ponemos t = £, u = xy, es claro que D estd definido por las condiciones % <t<2,
1 < u < 2, que determinan un rectangulo en el plano tu. Seria util poder sustituir las
variables x e y por t y u, poniendo x = \/g, y = Vut.

En general, dado un conjunto D de tipo I 6 II, queremos efectuar un cambio de
variables de la forma z = ¢ (t,u), y = ¢2(t,u) donde t y u varian en un nuevo conjunto
acotado D’. Denotamos con ¢(t,u) = (¢1(t,u), p2(t,u)) a la funcién que aplica D" en D,
y en el caso de que existan las derivadas parciales de ¢ y de ¢o, definimos la matriz

jacobiana de ¢ en (t,u) por
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y a su determinante lo llamamos jacobiano de ¢ en (t,u) y lo denotamos Jo(t, u). Hacemos

las siguientes hipotesis.

1) ¢ establece una correspondencia biunivoca (1-1) entre los puntos de D’ y los puntos
de D.

2) ¢1 y ¢9 tienen derivadas parciales continuas en un conjunto abierto que contiene a
D"y J¢p(t,u) es acotado y distinto de cero sobre D’.

Vale el siguiente

TEOREMA 17.1. Sea D y D’ regiones planas del tipo I ¢ 1I. Sea ¢ : D' — D que
satisface las hipdtesis 1) y 2) de arriba. Sea f una funcion continua y acotada sobre D.

Vale entonces
[ [ tadzdy= [ [ 6100, éalt. ) Lote, 0)] ded
D D

EJEMPLO 17.2. Volvamos al ejemplo dado al principio de esta seccion. Tomamos
D = {(x,y) 5 <y <2z, % <y< %} Si queremos determinar el area de D debemos
calcular [ [, dzdy. Hacemos el cambio de variables = = /%, y = v/tu, que transforma el

rectangulo [%, 2] x [1,2] en D y cuyo jacobiano es

1 N R

R B

det %2 1 t% 2 1 = Z_t
wd a1 _1
pt 2 g U 2

Por el teorema anterior,
2 24
//dxdy:/ / —dtdu = In 2.
D 1 Ji 2t

17.1. Coordenadas polares.
Como sabemos, un punto del plano distinto del origen puede ser descripto por medio

de sus coordenadas polares r, €, con r > 0, poniendo
x=rcosf, y=rsind.

Esto define una funcién ¢(r, ) desde el semiplano r > 0, del plano rf en el plano xy
sin el origen. Claramente ¢(r,0) tiene derivadas parciales continuas. Sin embargo esta
¢(r,0) no es biunivoca, puesto que valores de 6 que difieren en multiplos enteros de 27

dan origen al mismo punto del plano xy. Restringimos entonces ¢ a la banda

{(r,0) :7>0, a<6<a+2n}
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Sean ahora D’ y D dos regiones del tipo I é I1 de los planos rf y xy respectivamente
tales que ¢ aplica D’ en D de manera biunivoca. Para calcular la integral sobre D de una

funcién continua y acotada f, recurrimos al Teorema 17.1. Como

0 —rsinf
qu(r,@):detlcos e ]:r

sinf rcosf

obtenemos

//f(:v,y)da:dy:/ f(rcos@,rsin@)rdrdd.
D D’

EJEMPLO 17.3. Sea D la corona circular del plano xy dada por

1<a?+4% <4

(D
" 4

Queremos calcular

/ /D (22 — 292 dwdy.

En término de coordenadas polares, un punto (z,y) estd en D siy sélosi 1 <r < 2.
Sea
D' ={(r0):1<r<2, 0<6<2n},

entonces ¢ aplica biunivocamente D’ sobre D. Podemos entonces aplicar la féormula ante-

rior para obtener

// (2 — 2y*)dady = // (r? cos? 6 — 2r? sin® ) rdrdf
D /
2 2m
= / </ 73(cos?  — 2 sin® 9) df)dr
1 \Jo
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2 2 15
= (/ r?’dr) (/ (cos® @ — 2sin® 9)d9) =——T.
1 0 4



CAP{TULO 4
Apéndice

1. Numeros complejos

1.0.1. Generalidades. Las soluciones de la ecuacién cuadratica

(1.1) azx® +bx+c=0
—bEt Vb2 —4
estan dadas por la conocida férmula ac) donde d = b?> — 4ac se llama

a
discriminante. Si el discriminante d es negativo decimos que (1.1) no tiene solucién en
los nimeros reales, pues tendriamos que calcular la raiz de un ntmero negativo para
obtenerlas. Notemos que si d es negativo, d = —|d|. Supongamos por un instante que

pudiéramos calcular

Vd=/~ld = V(1)

donde 4/|d| es la raiz de un nimero positivo. Asi, si llamamos i = y/(—1), tenemos que
las soluciones de la ecuacién (1.1), en el caso en que su discriminante sea negativo, son

b

2a 2a

de la forma

Esto motiva la siguiente definicion.
DEFINICION 1.1. Un nidmero complejo es una expresién de la forma
z=a+1ib=a+ b1,

donde a y b nimeros reales y el stmbolo i cumple i> = —1. Denotaremos el conjunto de

numeros complejos por C.

El nimero real a se llama parte real de z, y lo denotamos por Re(z) = a, y a b se lo
llama parte imaginaria de z, y se lo denota Im(z) = b.
Dado un ntmero complejo z = a + ¢ b, definimos el conjugado de z como el niimero

complejo Z = a — ib.

EJEMPLO 1.2. Dado z = 2 + 45, su parte real es igual a 2, su parte imaginaria es 5 y
el conjugado de z es 7 = 2 — ib.

153
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Al igual que para los nimeros reales, para los nimeros complejos tenemos definidas
las siguientes operaciones. Dados z; = a1 +1by y 29 = as + i by dos niimeros complejos,

definimos:

suma: z1 + 2o = (a1 + ag) + i(by + be)
resta: z; — zo = (a1 — ag) +i(by — bo)

multiplicacion: z1zo = (ay ag — bibs) + i(aiby + bras).

Observemos que en la suma y la resta la parte real es simplemente la suma o la resta
de las partes reales de z; y 2o. Lo mismo para la parte imaginaria. La multiplicacion
coincide con aplicar la propiedad distributiva del producto de los niimeros reales y usar

la propiedad 2 = —1.

EJEMPLO 1.3. Consideremos z; = —1 4+ 13y 2z = 2 — 5. Luego
Ht+z=(-142)+i(3-5)=1—-2i

27— 2= (—1-2)+i(3+5)=—-3+18.

2120 = ((=1)2 = 3(=5)) +i((—=1)(=5) +3-2)) = (=2 + 15) +i(5 + 6).

Notemos que
2z = (a +1ib)(a — ib) = a® + V?,

es siempre un nimero real positivo. Definimos el mdédulo o valor absoluto de z = a + i b

por

(1.2) 2] = V2Z = Va2 + b2

Volviendo a las operaciones en C, el cociente de dos niimeros complejos se define de

la siguiente manera:
. Z1 21z 2%
cociente: — = —— = ——, para 23 # 0.
22 22 22 |22|

Notemos que el numerador es producto de dos niimeros complejos, en tanto que el

denominador es un niimero real.

EJEMPLO 1.4. Sizy =3 —12y 20 = 1417, tenemos
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z1 3—12

z9 1417
_(3-1i2)(1—1a7)
S (1+iT) (1—47)
_ B 1= (=2)(=7) +iB(=7)) + (=2)1)

12+ 72
C(3—14) +i(—21-2)
N 50
11 (—23)
=50 T Ta0

La suma y el producto en C cumplen las siguientes propiedades. Sean zy, 2o y 23 € C.
Asociatividad: z + (20 + 23) = (21 + 22) + 23,
21(2923) = (2122)23.
Conmutatividad: z1 + 29 = 29 + 21,
2120 = Z2271.
Distributividad: z1(zo + 23) = 2129 + 2123.
El lector podré verificar facilmente estas propiedades usando las definiciones de suma

y producto. La conjugacion de los niimeros complejos tiene las siguientes propiedades.

LEMA 1.5. Sean z, zo € C. Entonces

(1) z1z2 = 71 Z3,

(2) z1 £ 29 =721 + 73,
(3) (Z_;) = z:;a St 29 7é 0
(4) Z = 2.
PRUEBA. queda como ejercicio para el lector. 0

PROPOSICION 1.6. Sean z; y z, nimeros complejos y r € R. Entonces

(1) |rz| = |rflzl,
(2) |2122| = |21zl
(3) |—| = |z_1| s1 29 # 0
|22’
(4) \Zl + 22| < |z1] + |22l
PRUEBA. Probaremos la segunda afirmacion a modo ilustrativo. Tenemos

|z122] = \/(z122)(Z122). Aplicando (1) del Lema 1.5 y la conmutatividad del producto
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de nimeros complejos,

|2122] = V21212073 = vV |z1]?|22|* = |21] | 22].

1.0.2. Representacion geométrica de los nimeros complejos.

La aplicacién de C en R? que asigna
a+ib+— (a,b)

nos permite representar a los nimeros complejos como puntos en el plano cartersiano.

Por ejemplo, i corresponde al par ordenado (0,1), 2 = 3 + ¢ corresponde al par (3,1).
}-’ &

&

Via este mapa la suma de nimeros complejos corresponde a la suma de vectores en
R2. También es facil interpretar geométricamente la norma de un niimero complejo, pues
si z = a + b, tenemos |z| = va? + b? que, por el teorema de Pitdgoras, es la distancia de
z al origen en el plano cartesiano.

Notemos que un punto en R? queda totalmente determinado si uno d4 la longitud del
vector que lo representa, y el dangulo que forma con el eje x (en sentido antihorario).

Asi, si z = a + 1b, podemos preguntarnos cémo se escribe z en términos de r y 6.

Notemos por otro lado
cateto adyacente  a

cosf = -
hipotenusa r
y
cateto opuesto b
senfl = - = -
hipotenusa r
de donde

a=r cost y b=rsen 6.
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b z=a+ib

3
L

Por lo tanto,

z=a+1ib=rcosf +irsend = r(cosf + isend).
Si llamamos
(1.3) ¢ = cos + isend,
tenemos lo que se conoce como la forma polar de z,
(1.4) z=re?

donde r es el radio de z y 6 es su argumento.

Por ejemplo si z = i, entonces r = 1 y 6 = /2, asi su forma polar es
i=1e"? = cos /2 +isenw/2.
Si consideramos z = 1 + iy/3, tenemos r = 2 y § = /3, luego su forma polar es
z=2¢""3) = 9(cos w/3 + isen 7/3).

Notemos que 0 y 0+ 2k7 para cualquier £ € Z determinan el mismo niimero complejo,
entonces decimos que 6 y 0 + 2kw son argumentos equivalentes.
En el siguiente lema tenemos una lista de propiedades ttiles para calcular la norma y

el producto de dos niimeros complejos.

LEmMmA 1.7.
(1) e’ =1,
(2) [re| =1,

(3) (r1€)(ry €%2) = ryry 1 01+02)
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PRUEBA. Como |e?| = |cos@ + isen 0] = cos? § + sen?d = 1, (1) sigue.
La segunda afirmacién sigue de (1) y de la Proposicién 1.6 (1).

Ahora, recordemos que

(1.5) cos(6y + 0;) = cos(6y) cos(f2) — sen (0;)sen (6s)

(1.6) sen (01 + 63) = sen (0;) cos(s) + cos(6;)sen (65).
Asi, usando (1.5) y (1.6), tenemos que

(r1e)(ree®?) = (ry(cos by + isen 6))(ro(cos Oy + isen 65))
= r173[(cos(fy) cos(hz) — sen (0;)sen (6s))
+i(cos(f1)sen (0y) + sen (61) cos(6s))]
= ryra(cos(by + 0s) + isen (61 + 6s))

= pryry  ei01102)

probando (3). O

Como corolario de la parte (3) del Lema anterior tenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 1.8.
(1.7) (re?)® = r"e™? con n € N.

La férmula (1.7) se llama férmula de De Moivre y sirve para interpretar geométricamente
el producto de dos niimeros complejos. Si z; = r1et y 25 = 72€"? son dos ntimeros com-
plejos, la formula de De Moivre nos dice que z1z2 es un nuevo ntmero complejo cuya
norma es |z1||z2| = 179 y cuyo argumento es 6; + 5.

1.0.3. Raices enésimas de niumeros complejos.

La férmula (1.7) nos permite calcular la raiz enésima de cualquier nimero complejo.

Dado w un nimero complejo no nulo y n € N, buscamos todos los z € C tal que
(1.8) 2" =w.

Si w = r(cos + isen 0) y z = F(cosf + isen 6), lo que buscamos es determinar 7 y 6,
conociendo 7 y 6, y sabiendo que z y w estdn relacionados por (1.8).

Luego, reemplazando a z y w por sus formas polares en (1.8)
[F(cos 6 + isen 6)]" = r(cos 6 + isen 6),
y usando la férmula de Moivre (1.7), tenemos

(1.9) 7"(cos(n@) +1isen (nf)) =r(cos 6+ isen ).
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- Z':Zj

Tomando norma en ambos miembros concluimos que 7™ = r. Como r > 0 tenemos que

(1.10) 7=

Volviendo a (1.9) e igualando las partes reales e imaginarias de ambos miembros deducimos
que
cosn 6 = cos 0 y sen n6 = sen 6.

Por lo tanto
nd =0+ 2%kn para k € Z,

de donde
~ 0 + 2k

1.11 0 =——, keclZ
(1.11) — ke

., Cuantos de estos 0 dan origen a numeros complejos diferentes? Notemos que para k =0

y k = n tenemos
~ 0 0

0=—1y 52 — 4 27.
n n
Pero estos dos valores de @ determinan el mismo ntimero complejo.
Similarmente, para k =1y k = n + 1, obtenemos
~ 0+27 ~ 0+2m

0 y 6
n n

+ 27

que nuevamente son argumentos equivalentes.
Asi, siguiendo tenemos que k =n — 1y k= 2n — 1 nos dan
~ O+n—-1)mr ~ O+ n-—1)m

j_O0t-Ur 5 0=

n n

+ 27

que difieren nuevamente en 27 y por lo tanto corresponden al mismo ntmero en C.
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Conclusion: Hay exactamente n argumentos 6 no equivalentes, que son:

9+ 2%
(1.12) e U N T S
n

Por lo tanto hay zi, ..., 2z, nimeros complejos distintos tales que
2z =w, 1<i<n.
Cada z; se llama raiz enésima de w.

EJEMPLOS 1.9. 1. Hallemos las soluciones de 2® = 1. Notemos que n = 3, r =1y
6 = 0 en este caso.

Por (1.10), si z = 7(cos f + isen ), tenemos que
r=1.

Usando (1.12), tenemos que

~ 2
ezgégf con k = 0,1,2.

Esto nos dice que 0 toma los valores 0, %7? y %71’. Por lo tanto las soluciones de z* = 1 son

2 = 1.9=1,
2y = cos(2m/3) +isen (27/3),
29 = cos(4m/3) +isen (47/3).

Representadas en el plano son los vértices del siguiente tridangulo

cos( (2/3)m) + i sen((2/3)m)

LR

1.2

04

2 0.8
cos( (4/3)m)+ 1 sen((4/3)m)
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2. Busquemos ahora las soluciones de la ecuacién
=2

En este cason =4, r =2y 6 = 7. Por (1.10)
=2

y por (1.12)

~ 2k
HzﬁTﬁ conk=0,1,2y 3.

Asi, 6 toma los valores 7/4, 37 /4,57 /4 y Tr /4. Las soluciones son

20 = V2e/ 4

= VEeh,
o= V2 6i5ﬂ/4;
2y = /2eT4

Representadas en el plano complejo corresponden a los vértices de la siguiente figura.

N22) (cos((2/4)m) + i sen((2/4)m)

(2) 7 (cos((3/M)m) + isen((3/4)m @)™ (cos(UNm) + i sen((1/4)m)

2)'° (cos{(4/4)m) + 1 seh((4/4)7))

2. Demostracion del Test de las derivadas segundas

Calculamos la derivada direccional segunda de f en la direccién de u= (uy, us). Sabe-

mos que Dy f = fyu; + fyus. Aplicando nuevamente este resultado,
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Dif = (feowr + Jayu2)ur + (fyatn + fyyua)ug
= fzxu% + 2f:tyu1u2 + fyyuga

por el teorema de igualdad de las derivadas cruzadas. Completamos cuadrados en esta

(2.1)

expresion y obtenemos entonces que si fu.(z,y) # 0,

2
Dlzlf - fa:x (ul + %UQ) + %(fxxfyy - ny)
(2.2)

2 2
= fox (u1 + @Ug) + 2D(:c,y).
Jfaa oz
a) Si fiz(a,b) > 0y D(a,b) > 0, como ambas son funciones continuas debe cumplirse
que fr(x,y) > 0y D(z,y) > 0 para todo (z,y) en algin disco B alrededor de (a,b),
entonces al observar la ecuacién (2.2) vemos que D2 f(x,y) > 0 para todo (z,y) en B.
Esto dice que si C es la curva en el gréafico de f obtenida moviéndonos, a partir del punto
(a,b, f(a,b)) en la direccién del vector u, entonces C' es céncava hacia arriba en algin
intervalo y esto se cumple en cualquier direcciéon u, y asi la grafica de f estd arriba de
su plano tangente horizontal en el punto (a,b, f(a,b)), por consiguiente f(x,y) > f(a,b)
para todo (x,y) en B y asi (a,b) es un minimo local.
b) Sigue de manera analoga.
c) Si fra(a,b) =0, de la ecuacién (2.1) sigue

Dif(av b) = Qfxy(a7 b>u1u2 + fyy(aa b)ug - u2(2facy(a’7 b)ul + fyy(a’v b)UQ)

Si elegimos uy muy chico y positivo, el signo de esta expresién es el de w fyy(a,b),
(fay(a,b) # 0, sino D(a,b) serfa cero) que cambia si cambiamos el signo de u;. En-
tonces tenemos direcciones en las que pasamos por un minimo local y otras en las que
atravesamos un maximo local, por lo tanto (a,b) es punto de silla.

Si fuz(a,b) # 0, de la ecuacion (2.1) deducimos que D2 f(a, b) tiene el signo de f,.(a, b)
si u = (1,0). Ahora si fu,(a,b) =0, D2f(a,b) tiene el signo de — f,.(a,b) si u = (0,1).
Si fuy(a,b) # 0, tomamos u en el circulo unidad interseccién la recta de ecuacion uy =
—%ul, con up > 0, para anular el primer paréntesis de la ecuacién (2.2) y obtener
que D2 f(a,b) tiene el signo de — f,,(a,b). Como en cualquier caso hay cambio de signo,

la demostracién sigue como en el caso f,.(a,b) = 0.
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