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PROLOGO

Nuestro objetivo al encarar la elaboración de estas notas fue intentar brindar un
material accesibleen españolsobre los conceptosy resultadosbásicosde la topología
general, pensandoen aquellosestudiantes que necesitanun curso introductorio que
incluya los primeros contenidosde esta área de la Matemática.

En los últimos añoshemosdictado la asignatura Elementosde Topología del
Profesorado en Matemática de FaMAF, experiencia que nos ha permitido observar
algunas necesidadesy dificultades que tienen los estudiantesde estacarrera. Es por
esoquehemostratado deextremar la claridad enel desarrollodela teoría,procurando
que las definicionesy resultadosexpuestossean fortalecidos con ejemplossimples y
concretos.

El material que presentamossepuededesarrollaren un cursoteórico-práctico
de aproximadamente 60 horas. Lo hemosordenadoen capítulossegúnsu temática.

En el capítulo 1 hacemosuna introducción sobrequé es la topología, básica-
mente comparando esta rama de la Matemática con la bien conocidageometríaeu-
clídea. Además incorporamosuna brevereseñahistórica sobreel origeny la evolución
de esta teoría. Asimismo planteamos algunos problemassimplesque consideramos
interesantes como motivación en el desarrollo de estasnotas.

A modo de aproximación a los espaciostopológicos, en el capítulo 2 intro-
ducimos las nocionesde espaciométrico y de función continua entre estosespaciosy
probamos algunosresultadosclásicos.

En el capítulo 3 presentamoslas definicionesde topología,espaciotopológico y
los conceptosbásicosdela teoría, asícomolosprimerosteoremasdeésta. Terminamos
este capítulo considerandolas funciones continuas entre espaciostopológicos y en
particular los homeomorfismos,los que nos permiten expresarla idea de invariante
topológico.

Los conceptosde basede una topología, de familia de entornosde un punto
y de subespaciotopológico son incorporados en el capítulo 4, dondedamosademás
varios resultados sobre espaciosseparablesy espaciosque satisfacenel primer o el
segundoaxioma de numerabilidad.

En los capítulos 5 y 6 analizamoslas principales característicasy propiedades
de los espaciosconexos,arcoconexosy compacto,respectivamente.Por otra parte, en
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el capítulo 7 damoslas definicionesde espacioproducto y espaciocociente,puntuali-
zamosdiversosresultadosacercade ellos y mostramosuna seriede ejemplosclásicos
que permiten visualizar estosespacios.

Finalmente, en el capítulo 8 hacemosun breve desarrollo del concepto de
sucesióny sus aplicaciones,para concluir en el capítulo 9 con el planteo y solución
de algunosproblemasparadigmáticosde la topología.

AgradecemosaNancyMoyanopor la dedicaciónpuestaenel procesamientodel
texto y a MarcosSalvaipor la colaboraciónque le prestarapara salvar las dificultades
suscitadas. Hacemosextensivoel agradecimientoa Mónica Boccoy Gustavo García
por la ayuda brindada para la elaboraciónde los dibujos que ilustran estasnotas.

Por último, queremosagradecera los alumnos del curso de Element.osde
Topología del corriente año, por la prolija lectura de los originales de estasnotas
y la det.eccióndeerrorescometidosen su escrit.ura,lo queha sido degran ayudapara
la mejor y más cuidadosapresentaciónde este trabajo.

Córdoba, agostode 2000

Alicia N. García
Walter N. Dal Lago



CAPITULO 1

INTRODUCCIÓN

1.1 LQuées la topología?

Sabemosque topos y logosprovienen del griego y sussignificadosson:
Topos: superficie (lugar)
Lagos: estudio (conocimiento).
Por lo tanto, etimológicamentetopología significa "estudio desuperficies". Sin

embargo esto es inadecuadopara un claro entendimiento de lo que actualmente es
esta rama de la matemática. Lograr una comprensión de lo que significa topología
no es posible con una definición concisaque podamos dar ahora. Quizás la mejor
forma de apreciar qué es la topología es comparándola con la geometría por ser
ambassimilares en varios aspectos.Como la geometríaeuclídeaesmás familiar para
nosotros, compararemosla topología con ella y de ahora en másgeometríasignificará
geometría euclídea.

Etimológicamente geometríasignifica "medida de la tierra" (geo: tierra, metre-
o: medir). Como seentiendehoy endía, la geometríapuedeser definida rápidamente
como el "estudio de las propiedadesgeométricasde los objetos". Esto lleva inmedia-
tamente a decir qué seentiendepor:

"objeto" y "propiedad geométrica".
Desdela escuelaya conocemosque en geometría tratamos con rectas, planos,

triángulos, circunferencias, cubos, cilindros, etc. Estos son algunos de los objetos
estudiados por la geometría. Mirándolos, a los fines de describirlos, podríamos decir
que los objetos que estudia la geometríason los conjuntos. Pero esta simple descrip-
ción, nos haceperder el espíritu de la geometríapuesto que de la teoría de conjuntos
sesabeque existen biyeccionesentre los conjuntos mencionadosanteriormente. Esto
dice, por ejemplo, quepara la teoría de conjuntos no hay diferencia entre una circun-
ferenciay una recta o un triángulo y sabemosqueestono esasípara la geometría. Por
lo tanto, no podemosconsiderar a nuestrosobjetos comomerosconjuntos. Debemos
considerar alguna "estructura adicional" que permita distinguir entre, por ejemplo,
una recta y un triángulo o una circunferencia. Así los objetos geométricosson sub-
conjuntos del espacioeuclídeoy la estructura adicional sobre ellos será aquella que
deriva de la del espacioambiente (cuyos ingredientes son los conceptosde distancia
y de colinealidad). Así, un objeto geométrico esun par (conjunto, estructura).

Para continuar, essuficiente que tengamosla idea intuitiva de objeto geomé-
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trico como cuerpo físico con forma y tamaño definido.
Queremosahora explicar lo que se entiende por "propiedades geométricas"

de un objeto. Sabemosque en geometría trabajamos con área, volumen, curvatura,
etc., de los objetos bajo estudio. Estas son algunasde las propiedadesgeométricas.
Notemos que nunca miramos el color de estosobjetos, ni tampoco consideramossu
olor. Entonces, ¿quéquiere decir propiedadesgeométricas?,¿cuálesson los atributos
de naturaleza geométrica de los objetos? Una respuestarápida a esto es: "aquellas
propiedadesque en última instancia dependensólode la distancia entre puntos de los
objetos". Por ejemplo, el áreade un rectángulo, el volumen de un cubo dependende
las longitudes de sus lados y por lo tanto de la distancia entre puntos. Luego, área
y volumen son propiedadesgeométricas,no así el color ni el olor que no tienen nada
que ver con la forma o el tamaño del objeto. ¿Cómoprecisamoseste criterio?

Recordemosel concepto de congruenciade triángulos que traemos de la es-
cuela:
"Dos triángulos son congruentessi uno de ellos puedeser superpuestosobreel otro" .
Esto seextiende de la siguiente forma.

Dos objetos A y B son congruentes si existe una función biyectiva f :A ~ B
quepreservadistancia (estoes,d(f(x), f(y)) = d(x, y) Vx, y E A). Una tal f sellama
congruencia o isometria.

Es fácil ver que "congruencia"esuna relación deequivalenciasobreel conjunto
de todos los objetos geométricosy por lo tanto ellospuedenseragrupadosenclasesde
equivalenciadisjuntas que llamaremos "clasesde congruencia". Una propiedad de un
objeto se dice invariante por congruencia (o preservada por congruencia) si cuando
un objeto tiene la propiedad, también la tiene cualquier otro congruente a él. Por
ejemplo, el áreade un triángulo esuna tal propiedad. Otro ejemplo, es la propiedad
de ser triángulo isósceles. El color y el olor de los objetos no son invariantes por
congruencia.

Como una congruenciapreservadistancias, también preserva cualquier pro-
piedad que dependade distancias.

Ahora podemosprecisar "propiedadesgeométricas"comoaquellaspropiedades
que son invariantes por congruencias. Con esta definición hay que ver luego que
volumen, área, curvatura son propiedadesgeométricasmientras que color y olor no
lo son.

Hemosprecisadola noción de "propiedadesgeométricas" a través de una ade-
cuada relación de equivalencia (congruencia). En geometríanos interesamossólo en
las propiedadesgeométricasde los objetos. Esta situación es típica en matemática.
Nosotros a menudo trabajamos con ciertos "objetos", cuya definición cambia de una
rama deestudio a otra. Estosobjetos sonclasificadosen clasesdisjuntas por una ade-
cuada relación de equivalencia (que dependedel tipo de estudio) y uno se preocupa
sólo de aquellaspropiedadesde los objetos queson invariantes bajo esta clasificación.

Ejemplos:
i) Teoríadeconjuntos. Objetos: conjuntos (sin estructura adicional). Relación
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de equivalencia: equipolencia (dosconjuntos sonequipolentessi existe una biyección
entre ellos). Ejemplo de propiedad invariante: cardinal ("número de elementos") de
un conjunto.

ii) Teoríadegrupos. Objetos: grupos (conjuntoscondeterminadaestructura).
Relaciónde equivalencia: la definida por los isomorfismosdegrupos (biyeccionesque
preservanlas estructuras). Ejemplo de propiedad invariante: orden de los elementos.

iii) Algebra lineal. Objetos: espaciosvectoriales (conjuntos con determinadas
estructuras). Relación de equivalencia: la definida por los isomorfismosde espacios
vectoriales. Ejemplo de propiedad invariante: dimensiónde un espaciovectorial.

iv) Geometría. Objetos? Relación de equivalencia? Propiedadesinvarian-
tes?

La topología respondetambién aestehechogeneral. Losobjetosdela topología
son los "espaciostopológicos" (queveremosmásadelante). Ejemplos de ellos son los
objetos geométricosdel espacioeuclídeo. La clasificaciónya no es por congruencia
sino por lo que se llama "homeomorfismo", así, las "propiedadestopológicas" serán
las propiedadesinvariantespor homeomorfismos.

Sepuedever una estructura similar encadauna de las ramasde la matemática
antesmencionadas.Existe una teoría queunifica esto, llamada Teoríade Categorías,
en donde cadauno de los ejemplosanterioresesun casoparticular.

Pensemospor ahora a los objetos de la topología como los objetos de la
geometría (estoes, los subconjuntosde los espacioseuclídeos).Trataremosde definir
homeomorfismo.

SeanA, B subconjuntosdeespacioseuclídeos(A ~ ]Rn, B ~ ]Rm). Una función
1:A ---7 B es continua en Xo E A si dado E > O, 38 > O tal quesi x E A y d(x, xo) < 8
entoncesd(f(x), 1(xo)) < E ; 1es continua si lo esen todo punto de A.

Si una función 1 es continua y biyectiva, su inversa 1-1 no necesariamente
es continua. Esto no ocurre con transformacioneslinealesni con isometrías pues la
inversade una transformación lineal biyectiva es lineal y la inversade una isometría
es isometría.

Un ejemplo que muestra lo dicho anteriormentees:

1: [0,1) ---7 SI, 1(t) = (cos21ft,sen21ft).

Esta función esbiyectiva y continuapero1-1no escontinuapuesal acercarseal punto
(1, O) por puntos de SI de la forma (an, -l/n), sus imágenespor 1-1 seacercana 1
y no a o.

SeanA Y B subconjuntosde espacioseuclídeos.Un homeomorfismo de A en
B esuna función 1:A ---7 B biyectiva, continua y t.al quesu inversaescontinua.

Secumple que:
i) id esun homeomorfismo.
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ii) Si J esun homeomorfismoentoncesJ-1 esun homeomorfismo.
iii) Si J y 9 sonhomeomorfismosentoncesJ o 9 esun homeomorfismo.

De las propiedadesanterioresse obtiene fácilmente que los homeomorfismos
definen una relación de equivalencia.

Tenemos ahora sobre los objetos geométricosdos relaciones de equivalencia
definidas por congruenciasy homeomorfismosrespectivamente. ¿Están relacionadas
de alguna forma?

Es claro de las definicionesque si J es una congruencia entonces J es un
homeomorfismo. La recíprocaesfalsa como lo muestra el siguiente ejemplo:

J : [0,1] ---+ [0,2] , J(x) = 2x.

Por lo tanto, si A y B son objetos equivalentespara un geómetra también
lo son para un topólogo. Mientras que si son equivalentes para un topólogo no
necesariamentelo son para un geómetra. Dicho esto de otra forma: la clasificación
topológica esmenosfina que la geométrica (distingue menos), o bien, toda propiedad
topológica es también una propiedad geométrica. Varias clasesde equivalencia vía
congruencia forman una sola clasede equivalenciavía homeomorfismo. El siguiente
dibujo grafica estehecho.

V/ V/
//

~~. r-. -.
~.~.

Damos a continuacióntres ejemplosdevarios conjuntos homeomorfosentre sí.

I
I

I

I
I

i)
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ii) () '.'.

iii)

De los ejemplosanterioresvemosquelongitud, curvatura, torsión, áreay volu-
men, que sonpropiedadesgeométricas,no son propiedadestopológicasy por lo tanto
no son estudiadaspor la topología.

La dimensión de un objeto es una propiedad topológica. Esto es difícil de
probar, pero quiere decir queuna líneanunca eshomeomorfaa un lámina plana ni a
un cuerpo sólido.

La propiedaddeserun objeto deun sólo "pedazo", esdecir no estararmadode
varios "pedazos" disjuntos, esuna propiedad topológica y se llama conexión. Dicho
rápidamente, dos objetos armadoscon distinto número de pedazosno puedenser
homeomorfos.

Ejemplos:

i) y

ii) ()[] y

La accióndeestirar o retorcerun pedazodealambreno cambiasuspropiedades
topológicas pero cortarlo en algún punto sí las modifica puesto que lo transforma en
un objeto disconexo.
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Para establecercuándo dos objetos son homeomorfos,se debe explicitar un
homeomorfismo. En cambio, si se deseaprobar la no existencia de un homeomor-
fismo entre dos objetos, no hay un método canónicopara hacerlo. Es usual buscar
una propiedad topológica que tenga uno de ellos y el otro no. Así, esta propiedad
distingue a los dos objetos topológicamente.

¿Sonequivalentestopológicamenteel intervalo (0,1) y la circunferencia?

Veremosque la respuestaes negativa pues si a (0,1) le sacamosun punto lo
transformamos en un disconexomientras que con la circunferencia no pasaesto.

Una dificultad importante que existe es que el número de propiedadestopo-
lógicas que son necesariaspara distinguir todos los posiblespares de objetos no es
finito. Así, aunque tengamos una computadora extremadamente eficiente que nos
pueda responder si un objeto tiene cierta propiedad topológica, no podemosescribir
un algoritmo (o programa de computación) que permita decidir, en un tiempo finito,
si dos objetos arbitrarios son homeomorfos.

Esto seexpresadiciendo que el problema de clasificar objetos por homeomor-
fismoses indecidible. Estas cuestionesson tratadas en lógica matemática.

Históricamente, la topología surgeen el siglo XIX cuando:

i) Se empiezan a analizar propiedadescualitativas que no dependen de las
magnitudes pero que ya permitían distinguir diversosobjetos entre sí, extendiendo
de esta forma a la geometría;

ii) Comienza la necesidadde clarificar la teoría de funcionesa valores reales,
de una variable real, extendiendoasí al análisis.

Su mayor desarrollo lo obtiene en esta segundadirección. Al surgir el cálculo
infinitesimal y diferencial, obliga a formalizar las nociones aún entoncesvagas de
"proximidad" y "continuidad" (para más detalles ver 1.2).

Sin embargo, recién a principios de este siglo se llega a la definición rigurosa
de proximidad, continuidad y propiedad cualitativa. Es decir, seencuentraun objeto
matemático (espaciotopológico) donde los conceptosanteriores y las intuiciones de
las que sehabían partido tienen un tratamiento riguroso.

En un primer curso de topología seestudian las nocionesbásicasde proximi-
dad y continuidad y se introducen algunos invariantes que dependenesencialmente
de estasnociones.

En estas notas introduciremos los primeros conceptos de esta rama de la
matemática con el objeto de resolver ciertos problemas, que en alguna medida han
servido de motivación para el desarrollo de la misma. Así nuestro primordial interés
será desarrollar los contenidosnecesariospara poder encarar la solución de algunos
problemas. Ellos son:

1. Un problema de existencia. ¿Cuándouna ecuaciónde la forma f (x) = y

puedeser resuelta para x, en términos de y?
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Por ejemplo, ¿ si f(x) = x2 - VI + x2, existe x E [0,2] tal que f(x) = 33/2 ?
Daremos solución a este problema en 9.1 cuando f : X -----> IR es continua y

X es un espacio topológico conexo y compacto o X = IR. También estudiaremos
el caso de una función continua f : D -----> IR2 donde D es un disco cerrado en IR2 y
obtendremos un par de consecuenciasinteresantes.

2. Un problema de coincidencia. ¿Cuándouna función de una circunferencia
(esfera) en IR (IR2

) es tal que tiene la misma imagen para un par de puntos diame-
tralmente opuestos?Responderemosen 9.2.

3. Un problema de puntos fijos. Seaf : X -----> X. ¿Bajo qué condicionesexiste
un punto x en X tal f(x) = x ?

Daremos la respuestaa esto en 9.3 para f continua y X el intervalo [a, b] o
un disco en el plano.

4. Otro problema de existencia. (Existencia de raíces de polinomios). Todo
polinomio no constante, con coeficientesen los números complejos tiene una raíz en
los complejos. Este esel conocido Teorema fundamental del álgebra. Su prueba será
dada en 9.4.

5. ¿Sonhomeomorfosalgunosde los siguientesespaciosSI, [0,1], [0,1), (0,1],
(0,1), [2,4]' IR, IR2

, {(x, y) : O< x2+y2 < 1}? A medida que introduzcamos distintos
invariantes topológicos podremos responder a esta pregunta.

Con las nocionesgeneralesde topología y herramientasdel álgebra seconstru-
yen invariantes topológicos que son estudiadosen "topología algebraica" y con ellos
sepuedenprobar resultados de gran relevanciaen la matemática actual. Ejemplo de
estoshechosy de simple enunciadoson:

i) Teoremade la curva de Jordan: "Una curva simple y cerrada divide al plano
en dos regionesde las cualesesfrontera";

ii) Teorema de la invariancia de la dimensión: "IRn y IRm son homeomorfossi
y sólo si ti = m ".

1.2 Breve referencia histórica

Con el fin deexponer conalgún detalle losorígenesde la topología, comoconsecuencia
de la necesidadde fundamentar el cálculo diferencial, transcribimos a continuación el
punto 2.43 del capítulo 2 de [1].

"La rama de la Matemática conocida como Topología General tiene sus orígenesen

los esfuerzosrealizados durante el siglo XIX para conseguiruna formulación rigurosa de los

fundamentos del Cálculo Diferencial evitando las ideasgeométricas e intuitivas que usaron

originalmente los inventores del Cálculo, 1. Newton (1642-1727)y G. Leibniz (1646-1716).

Este interés por el rigor llevó a A. L. Cauchy (1784-1857)y a otros matemáticos

de su época a formular conceptos precisos tanto de límite como de función real continua.

Más tarde, la aparición de extraños ejemplos, como los de funciones continuas que no son

derivables en ningún punto, llevaron incluso a la revisión del conceptode número real. Entre



8 Introducción

las definiciones rigurosas de número real que se establecieron, destacan las de G. Cantor

(1845-1918)y R. Dedekind (1831-1916).

Aunque la noción de espacioabstracto fue ya vislumbrada por B. Riemann (1826-

1866), el desarrollo que llevó a la Topología General actual lo inició Cantor, quien en una

serie de trabajos que realizó alrededor de 1880 dio algunas de las nociones topológicas

fundamentales, como punto de acumulación, conjunto cerrado o conjunto abierto para los

espacioseuclídeos. Otras importantes nocionesy avancesposteriores los llevaron a cabo C.

Jordan (1838-1922), H. Poincaré (1854-1912), E. Borel (1871-1956)y H. Lebesgue (1875-

1941), entre otros. Un resultado de aquella época esel famosoTeorema de Borel-Lebesgue

sobre la compacidad de un intervalo cerrado.

A medida que estas ideas sevan extendiendo, seempieza a pensar en su aplicación

a conjuntos, no ya de puntos, sino de curvas o funciones. Esto llevó al estudio de nociones

topológicas en espaciosde funciones por matemáticos como D. Hilbert (1862-1943). De

esta manera se iba preparando el terreno para un tratamiento axiomático de la noción de

proximidad en espaciosabstractos. Esta tendencia sevió acentuadapor la importancia que

a principios de siglo tomó la noción de teoría axiomática, gracias sobre todo a los trabajos

sobre los fundamentos de la Geometría del propio Hilbert.

Los primeros intentos para separar lo que hay de común en las propiedades de los

conjuntos de puntos y de funciones (sin acudir a la noción de distancia) fueron realizados

por M. Fréchet (1878-1973)y F. Riesz (1880-1956)en 1906y 1907, respectivamente. Pero

ambas aproximaciones no fueron completamente satisfactorias. También se debe a Fréchet

la noción de espaciométrico.

La primera definición que recoge la noción actual de espacio topológico es debida

a F. Hausdorff (1868-1942),quien en 1914definió un espacio topológico como un conjunto

abstrato dotado de un sistema de entornas junto con la condición de separación T2. Haus-

dorff se apoyó en trabajos anteriores de Hilbert y H. Weyl (1885-1955), quienes dieron

una descripción axiomática en términos de entornas para espacios particulares como el

plano y otras superficies. La contribución fundamental de Hausdorff fue reconocer entre los

axiomas usados por sus predecesoresaquellos capacesde dar a su teoría toda la precisión

y generalidad deseables,fundando así la moderna Topología General. Hausdorff definió

para espaciosabstractos las nocionesde conjunto abierto y cerrado que previamente había

obtenido Cantor para los espacioseuclídeos.

La definición de espaciotopológico en función de un operador clausura fue primero

formulada por K. Kuratowski (1896-1980)en 1922y la definición de espacio topológico en

función de una familia de abiertos fue dada por P. Alexandroff (1896-1982) en 1926y W.

Sierpinski (1882-1969)en 1928.

Los orígenes de la Topología General que hemos resumido aquí brevemente son

descriptos exhaustivamente enel Libro The Genesisof Point Set Topology de J. H. Manheim

(Pergamon Press, 1964)"



CAPITULO 2

ESPACIOS MÉTRICOS

2.1 Conceptosbásicos

En los cursosde análisis se ha estudiado la noción de continuidad de una función
de IR en IR y, másgeneralmente,de IRn en IRm para n,m 2: 1. Este conceptosebasa
en la idea de "proximidad".

Recordemosque f : IR ----t IR es continua en Xo si VE > O,36 > Otal que si
Ix - xol < 6 entoncesIf(x) - f(xo)1 < E.

Tambiénsabemosque 9 : IR2
----t IR escontinua en (xo, Yo) si VE > O,36 > Otal

quesi J(x - xO)2 + (y - YO)2 < 6 entoncesIg(x, y) - g(xo, Yo) I < E.

Decimosqueuna funciónescontinuacuandolo esencadapunto desudominio.

GeométricamenteIx - xol representala distancia de x a Xo en la recta real,
análogamenteJ(x - XO)2 + (y - YO)2 correspondea la distancia euclídeade (x, y) a
(xo, Yo) en el plano. Así, estasdefinicionesformalizan el conceptointuitivo de que
una función es continua en un punto cuando los puntos del dominio "próximos" a
éstetienen su imagen "próxima" a la imagendel punto dado.

Veamosquéesla distanciaenel planoeuclídeoIR2. En principio, esuna función
que a cadapar de puntos en IR2 le hacecorresponderun número real. Si denotamos
con d dicha función, tenemos

Si analizamoscon cuidadoesta función d, observamosque tiene algunaspro-
piedadesmuy sencillas:

i) V p, q E IR2
, d(p, q) 2: Oy d(p, q) = Osi y sólosi p = q (positividad).

ii) V p, q E IR2
, dip, q) = d(q,p) (simetría).

iii) V p, q, r E IR2
, d(p, q) ~ d(p, r) + d(r, q) (desigualdadtriangular).

La última propiedad recibe su nombre por describir el hechomuy conocido
que la longitud de un lado de un triángulo esmenorquela sumade las longitudes de
los otros dos.

Estassonlas propiedadesbásicasquetiene la distanciaenun espacioeuclídeo.
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Ahora, como es habitual en matemática, podemosgeneralizareste concepto
de "distancia" sin restringirnos a dichosespacios,sino considerandolos puntos como
elementosde un conjunto cualquiera.

Definición 2.1.1 Una distancia o métrica en un conjunto X, es una función

d:XxX-d~

que satisface:
i) \:j x, y E X, d(x, y) ~ O Y d(x, y) = O si y sólo si x = y (positividad).

ii) \:j x, y E X, d(x,y) = d(y,x) (simetría).

iii) \:j x, y, Z E X, d(x, y) :S d(x, z) + d(z, y) (desigualdad triangular).

Definición 2.1.2 Un conjunto X con una distancia d definida en dicho conjunto, se
denomina espacio métrico y se denota (X, d), o sólo con X cuando la omisión de la
función d no lleva a confusiones.

Los espacioseuclídeos]Rn con las correspondientesdistancias euclídeas,son
espaciosmétricos. En efecto,comoya sabemos,si x = (Xl, ... , xn) e y = (YI, ... , Yn)

d(x, y) = L (Xi - Yi)2.
i=l

n

Las condicionesi), ii) de la definición de distancia se verifican trivialmente.
Para probar la desigualdadtriangular usaremosque

y también aplicaremosla desigualdadde Schwarz

Entonces,si Z = (Zl, ... , zn) tenemosque
n

(d(X,y))2 =¿ (Xi - Yi)2 =
i=l

n n n
=¿ (z, - Zi)2+ ¿ (Zi - Yi)2 + 2 ¿ (Xi - Zi)(Zi - Vi) :S

i=l i=l i=l

n n

:S¿(Xi - Zi)2+ ¿ (Zi - Yi)2 + 2
i=l i=l

n

¿(z, - Zi)2
i=l

n

¿(Zi - Yi)2 =
i=l
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= (d(x, Z))2 + (d(z, y))2 + 2d(x, z)d(z, y) = [d(x, z) + d(z, y)j2.

Observando los extremos de este desarrollo, se deduce que

d(x, y) ::; d(x, z) + d(z, y).

Veamos ahora otros ejemplos.

Ejemplo 2.1.3 Sea X =]R2 Y definamos dl((a, b), (e, d)) = max l ]« - el, lb - di}·

Es fácil probar que esta función dI satisface las condiciones i), ii) de la defini-
ción de distancia. Para demostrar iii) debemos tomar tres puntos cualesquiera (a, b),
(e, d), (e,1) E ]R2, Y probar que

max{la - el ,lb - di} ::; max{la - el , lb - 11} + max{le - el , 11- di}· (2.1)

Por definición
max{la - el , lb - 11} 2::la - el (2.2)

y

maxj]e - el , 11- di} 2::le - e]. (2.3)

Como

la - el = I(a - e) + (e - e)1::; la - el + le - el

de (2.2) y (2.3) resulta que

la - el ::; la - el + le - el ::; maxj ]« - el , lb - 11} + rnaxj]« - el, 11- di}·

De forma totalmente análoga, obtenemos

lb - di ::; max{la - el ,lb - 11} + maxj]« - el , 11- di}·

De las dos desigualdades anteriores sigue claramente (2.1).
Este ejemplo nos muestra que en un mismo conjunto, en este caso ]R2, se

pueden definir más de una distancia.

Podemos generalizar dI para ]Rn con n 2::3, definiendo

Ejemplo 2.1.4 También en]Rn eon n 2:: 2, podemos definir

n

d2((XI, oo., xn), (YI, oo., Yn)) =L IXi - Yil·
i=1
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Dejamos al lector verificar que d2 es una distancia en lRn
, llamada distancia

del peatón.

Para abreviar, cuandohablemosdel espacioeuclídeolRn comoespaciométrico
sin aclarar cuál es la distancia que consideramos,supondremosque es la euclídea.

Ejemplo 2.1.5 En un conjunto cualquiera X, definimos

d(x, y) = { ~
S2 X = Y
si x #- y.

Seve fácilmente que d esuna distancia en X, llamada distancia discreta.

Ejemplo 2.1.6 Un ejemplo interesante es el siguiente. SeaA un conjunto y

B(A) = {f : A ~ lR : f es acotada}.

Es claro que si f, 9 E B(A), f - 9 también, por lo que tiene sentido definir

d(f,g) = sup{lf(x) - g(x)1 : x E A}.

Esta esuna distancia en B(A) que "mide" la mayor separaciónentre f y 9 a
lo largo del dominio A.

Ejemplo 2.1.7 Si Y ~ X y d es una distancia en X, la restricción de d a Y x Y, es
claramente una distancia en Y.

En general, esta es la distancia que consideraremos en un subconjunto de un
espacio métrico, cuando no se especifiqueotra.

Habiendogeneralizadoel conceptodedistancia, podemosdefinir ahora ciertos
subconjuntos particulares de un espaciométrico, haciendouna analogía con lo que
conocemosen los espacioseuclídeos.

Definición 2.1.8 Dado un espacio métrico (X, d), si Xo E X Y r > 0, los siguientes
subconjuntos de X :

a) B(xo,r) = {x E X: d(x,xo) < r}

b) B (xo,r) = {x E X: d(x,xo):S: r}
c) S(xo,r) = {x E X: d(x,xo) = r}

se denominan respectivamente, bola abierta, bola cerrada y esfera, de centro Xo y
radio r.
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Observemosque estos conjuntos dependen esencialmentede la distancia d
considerada, la que evitamos incluir en la notación de los mismos a fin de hacerla
menosengorrosa. En casode necesidaddenotaremos,por ejemplo, Bd(XQ, r) en lugar
de B(xQ, r).

Sabemosbien que en el plano ]R2, la bola abierta unitaria

B((O, 0),1) = {(x, y) : x2 + y2 < 1}

tiene el siguiente gráfico

x

Si consideramosen ]R2 la distancia dI definida en el ejemplo 2.1.3, el gráfico
de

Bd1((0,0), 1) = {(x,y) : max{lxl, Iyl} < 1}

será

x

Para el caso de la distancia d2 en }R2, definida en el ejemplo 2.1.4, la bola
abierta unitaria es

Bd2((0, O), 1) = {(x,y): Ixl + Iyl < 1}.

Como Iyl < 1-lxl, para X ~ 0, x-1 < y < 1-x. Six < 0, -x-1 < y < x+1,
por lo que el gráfico correspondientees
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x

Si X esun espaciométrico con la distancia discreta, seve fácilmenteque

{
{xo}

B(xo, r) = X
si r ::; 1

si r > 1.

Podemosahoraextenderla definicióndeconjunto abierto enun espaciométrico,
siguiendo la idea queya sevió en análisispara el casode espacioseuclídeos.

Definición 2.1.9 Un conjunto A incluido en un espacio métrico (X, d) es abierto si
para cada x E A :3 r > O tal que B(x, r) ~ A.

La siguienteproposiciónnosda una importante familia de abiertos.

Proposición 2.1.10 En un espacio métrico (X, d), toda bola abierta es un abierto.

Demostración Sea x E B(xo, r), entoncesd(x, xo) < r y E = r - d(x, xo) es
positivo. Afirmamos que B(x, E) ~ B(xo, r). En efecto, si y E B(x, E) entonces
d(y, xo) ::; d(y, x) + d(x, xo) < E + d(x, xo) = r por elecciónde E, lo que completa la
demostración.•

Un resultado fundamental en nuestra teoría acercade la familia de abiertos,
esel que seestableceen el teoremaque sigue.

Teorema 2.1.11 Si X es un espacio métrico, entonces:
i) X Y 0 son abiertos.

. n
ii) Si Al, ... , An son abiertos, n Ai es abierto.

i=l

iii) Si {Ai}iEI es una familia arbitraria de abiertos, U Ai es abierto.
iEI

Demostración Es inmediato que X es abierto, ya que para x E X cualquier bola
abierta de centro x está contenidaen X.
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También 0 es abierto, de lo contrario debería existir x E 0 con la propiedad
que ninguna bola abierta de centro x está contenida en 0, pero en 0 no existe ningún
punto x.

n
Para demostrar ii), tomemos x E n A, entoncesx E A Vi = 1, ...,n. Como

i=1

cada Ai es abierto existen rl, ... , rn > O tales que

Sear = min{rl, ....r-}, entonces

n
Luego B (x, r) ~.n Ai, lo que prueba que la intersección esun conjunto abierto.

2=1

Seaahora x E U Ai, entoncesexiste j E 1 tal que x E Aj. Como Aj es abierto
iEI

:Jr > O tal que

lo que demuestra iii) .•

Observemosquela intersecciónde infinitos abiertos en generalno esun abierto.
Por ejemplo, en IR:

a) n (_1,1)={0}.
n=1 n n

b) n (x, (0) = [O, (0) donde 1 = {x E IR : x es irracional y x < O}.
xEI

Definición 2.1.12 Si X es un espacio métrico, B ~ X es cerrado si su complemento
BC = X - B es abierto.

Proposición 2.1.13 En un espacio métrico, las bolas cerradas y las esferas son con-
juntos cerrados.

-

Demostración Tomemos la bola cerrada B (xo, r) y veamosque su complemento

(B (xo,r))C = {x E X: d(x,xo) > r}

-
es abierto. Seax ct-B (xo, r), entoncesd(x, xo) > r y e = d(x, xo) - r > O. Probemos

que B(x, s) está contenida en el complemento de B (xo, r).
Seay E B(x, é), usando la desigualdad triangular obtenemos

d(x, xo) :s: d(x, y) + d(y, xo)

de lo que se deduce

d(y, xo) ~ d(x, xo) - d(x, y) > d(x, xo) - e = r.
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Como el complementode S(xo,r) es la unión de los abiertos (B (xo,r))C y
B(xo, r), seconcluyefácilmente que la esferaS(xo, r) escerrado.•

De laspropiedadesdelos abiertosestablecidosenel teoremaanterior, y usando
las conocidasLeyesde De Morgan, se concluyedirectamente el siguiente resultado,
cuya demostracióndejamosal lector.

Proposición 2.1.14 Si X es un espacio métrico, entonces:

i) X Y 0 son cerrados.
n

ii) Si Bv, ...,Bn son cerrados, U B, es cerrado.
2=1

iii) Si {Bi}iEI esuna familia arbitraria de cerrados, .n B, es cerrado .•
2EI

Estamos ahora en condicionesde generalizar la idea de continuidad que co-
nocemospara funcionesentre espacioseuclídeos,al casode funcionesentre espacios
métricos, con sólo reemplazar en la definición la distancia euclídea por las de los
espaciosmétricos correspondientes.

Definición 2.1.15 Sean (X,d) y (X',d') espacios métricos, f: X --t X' una función

y Xo E X. Decimos que f es continua en Xo si VE > O, :3 6 > O tal que si x E X Y

d(x, xo) < 6 entonces d'(f(x),J(xo)) < E.

También diremos que f es continua si lo es en todo punto de X.

Observemosque otra forma de enunciar esta definición es: dada una bola
abierta de centro f(xo), B(f(xo), E), existe una bola abierta de centro xo, B(xo,6),

tal que f(B(xo, 6)) ~ B(f(xo), E).

El teorema que siguenos muestra que la noción de continuidad está esencial-
mente ligada al conceptode conjunto abierto.

Teorema 2.1.16 Sean (X, d) Y (X', di) espacios métricos. Una función f : X --t X'

es continua si y sólo si para cada V abierto en X', f-l(V) = {x E X : f(x) E V} es
abierto en X.

Demostración Seaf continua,V ~ X' abierto y x E f-l(V). Entonces f(x) E V y
como V esabierto, :3 E > O tal que

B(f(x), E) ~ V.

Debido a que f escontinua en x, :36 > O con la propiedad que

f(B(x, 6)) ~ B(f(x), E) ~ V.

Luego B(x, 6) ~ f-l(V) y esto prueba que f-l(V) esabierto.
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Recíprocamente,dadoXo E X Yé > O,la hipótesisnosaseguraque f-I(B(J(xo), é))
es abierto en X. Por lo tanto 38 > Otal que

B(xo, 8) ~ f-I(B(J(xo), é))

y esto implica que
f(B(xo, 8)) ~ B(J(xo), s)

esdecir, f es continua en xo. Como Xo esarbitrario, f es continua.•

Hemosvisto queenun mismo conjunto sepuedendefinir másdeuna distancia.
En virtud de la importancia que tienen los abiertos, segúnse desprendedel teorema
anterior, la pregunta que surgenaturalmente essi distancias distintas en un conjunto
determinan familias de abiertos distintas.

La respuestaes negativa. En efecto, si cada bola abierta respecto de una de
las distancias contiene una bola abierta (con el mismo centro) respecto de la otra
distancia, es claro que las familias de abiertos coinciden. Enunciamos este hecho en
forma precisa en la proposición siguiente.

Proposición 2.1.17 Sea X un conjunto y supongamos que d y di son distancias en
X tales que existen constantes c, c' > O que satisfacen:

vx, y EX, d(x, y) ::; c'di (x, y) Y además di (x, y) ::; cd (x, y) .

Entonces las familias de abiertos determinadas pOTd y di coinciden.

Demostración SeaU un abierto en (X, d) Y veamosque U es abierto en (X, di).
Tomemosx E U, entonces3T > Otal que Bd(X, T) ~ U. SeaT' = -2 y conside-

remos y E Bdl(X, T'). Por hipótesis

d(x, y) ::; c'di (x, y) < c'T' = T

es decir y E Bd(X, T), lo que prueba que

y por lo tanto U es abierto en (X, di).
En forma análogaseprueba que todo abierto en (X, di) lo esen (X, d) .•

Definición 2.1.18 Dos distancias definidas en un conjunto X se dicen equivalentes
si satisfacen la condición de la proposición 2.1.17.

Como ejemplo, veamosqueen JRn la distancia euclídead y las dI y d2 definidas
en los ejemplos 2.1.3 y 2.1.4, son equivalentes.

Seanx, y E ]Rn, x = (Xl, oo., xn), y = (YI, oo., Yn). Entonces
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d(x, y) =

n

dl(x,y) =max IXi-Yil = /max (z, - Yi)2:s ¿ (z, - Yi)2 = d(x,y).
I::;t::;n V I::;t::;n i=1

Estas desigualdadesprueban la equivalenciade d y dI.
Por otra parte,

n

dI (x, y) = max IXi - Yil :s¿ IXi - Yil = d2(x, y)
I::;t::;n i=1
n

d2(x,y) =¿ IXi - Yil:S ti max IXi - Yil = ti dl(x,y)
i=1 I::;t::;n

de donde se concluye que dI y d2 son equivalentes.
Es fácil ver que si dos distancias son equivalentesa una tercera, entoncesson

equivalentesentre sí. Luego d y d2 también son equivalentes.

Definición 2.1.19 Una sucesión en un espacio métrico X es una función del con-
junto de números naturales N en X. Como es habitual se usa la notación {Xn}nEN,
donde Xn indica la imagen por dicha función del número n,

Podemosextender la idea de convergenciade una sucesióncomo sigue.

Definición 2.1.20 Diremos que una sucesión {Xn}nEN en un espacio métrico X con-
verge a Xo E X si Ve > O, :3 N E N tal que si ti ~ N, d(xn, xo) < e.

Denotaremos este hecho con Xn ----> Xo.

Dejamos al lector verificar la siguiente equivalencia.

Proposición 2.1.21 Sea {Xn}nEN una sucesión en un espacio métrico X. Esta suce-
sión converge a Xo si y sólo si VU abierto en X con Xo E U, :3N E N tal que si ti ~ N,
Xn E u..

Observemosque, por lo visto anteriormente, la continuidad de una función
y la convergenciade una sucesiónno cambian si reemplazamoslas distancias en los
espaciosinvolucrados por otras equivalentes.

Para finalizar este capítulo, veamos un importante resultado que relaciona
continuidad de una función con convergenciade sucesiones.

Teorema 2.1.22 Sean (X, d) Y (X', d') espacios métricos, f : X ----> X' una función
y Xo E X. Entonces f es continua en Xo si y sólo si para toda sucesión {Xn}nEN en X
que converge a Xo, {f(xn)}nEN es una sucesión en X' que converge a f(xo).
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Demostración Supongamos que f escontinua en Xo y sean E > OY Xn ~ Xo. Veamos
que existe N E N tal que si ti 2: N, d'(f(xn), f(xo)) < E.

Por continuidad de f en Xo, dado dicho E, ::Ió > O t.al que si d(x, xo) < Ó

entonces d'(f(x), f(xo)) < E.

Como Xn ~ xo, para este Ó > O ::IN E N tal que si ti 2: N, d(xn, xo) < ó.
Luego d'(f(xn), f(xo)) < E.

Para probar la recíproca supongamos que f no es continua en Xo y veamos
que est.o nos permite construir una sucesión {Xn}nEN en X que converge a xo, pero
{f(Xn)}nEN no converge a f(xo).

Si f no es continua en xo, ::lE > Ocon la propiedad que cualquiera sea ó > O,
exist.e x E X tal que d(x, xo) < S, pero d'(f(x), f(xo)) 2: E.

En particular si tomamos ó = * ' existe Xn E X en esascondiciones, para cada
ti E N . Luego hemos obtenido una sucesión {Xn}nEN en X que cumple d(xn, xo) < *
'í/n E N Y esto claramente implica que xn ~ Xo.

Ahora bien, d'(f(xn), f(xo)) 2: E para todo nE N, por lo tanto para este E > O
no existe N E N con la condición que si ti 2: N, d'(f(xn), f(xo)) < E. Esto nos dice
que la sucesión {f(Xn)}nEN no converge a f(xo) .•

2.2 Ejercicios

1. Probar en detalle que las funciones definidas en los ejemplos 2.1.4, 2.1.5 Y 2.1.6
son distancias.

2. Sea B([-2, 3]) con la distancia del ejemplo 2.1.6 y sea fo E B([-2, 3]) tal que su
gráfico es el siguiente

- 1
x

y

2 3

Dibujar aproximadamente la región del plano que ocupan los gráficos de las
funciones pertenecientes a B(fo, ~).

3. Dados a, b E IR con a < b sea G[a, b] = {f : [a, b] ~ IR : f es continua}.
Probar que

d(f,g) = ¡b If(t) - g(t)1 dt

es una métrica en G[a, b]. Ver en un gráfico qué "mide" esta distancia.
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4. SeaV un espaciovectorial (real o complejo) con una norma II 11. Probar que si
definimos

d(x, y) = Ilx - yll

entonces (V, d) es un espaciométrico.
Observar que los ejemplos anteriores son casosparticulares de esta situación.

5. Demostrar que los siguientessubconjuntos de ]R2 y]R3 son abiertos, con la métrica
euclídea:

a) {(x, y) E ]R2 : m < d((x, y), (O, O)) < n} donde m < n,
b) {(x,y,z) E]R3: x,y,z E Z}c.
e) {(x, y) E ]R2 : O < x < 1, O < Y < 1, x =1= ~ \::InE N}.

6. Demostrar la proposición 2.1.14.

7. SeanE y F espaciosmétricos y f : E ---+ F continua en x E E. Probar:
a) Si 9 : E ---+ F coincide con f en un abierto U tal que x E U, entonces9 es

continua en x.

b) Si x E A ~ E entoncesf lA en continua en x.
c) Si G es un espaciométrico y 9 : F ---+ G es continua en f (x), entonces9 o f

es continua en x.

8. SeaE un espaciométrico, A ~ E Y x E E. Sedefine la distancia de x a A por

d (x, A) = inf { d (x, y) : y E A}.

a) Demostrar que si definimos b : E ---+ ]Rpor b(x) = d(x, A), b es continua.
b) Probar que si r ~ O, {x : d(x, A) :::; r} escerrado.

9. Demostrar la proposición 2.1.21.



CAPITULO 3

ESPACIOS TOPOLÓGICOS. FUNCIONES CONTINUAS.

3.1 Espaciostopológicos

En el capítulo anterior vimos que, en un espacio métrico, las ideas de continuidad
de funciones y convergencia de sucesiones dependen básicamente de la noción de
conjunto abierto. Por otra parte, en el teorema 2.1.11 probamos las propiedades
fundamentales de la familia de subconjuntos abiertos.

Estos hechos motivan una nueva generalización, obteniendo espacios donde se
pueden encarar las nociones de continuidad y convergencia.

Definición 3.1.1 Dado un conjunto X, una topología en X es una familia T de
subconjuntos de X que satisface:

i) 0 E T YX E T.
n

ii) Si U1, ... , Un E T entonces n U, E T.
t=1

iii) Si U, E T Vi E 1 (I es un conjunto de ((índices") entonces U U, E T.
tE!

Los elementos de T se denominan subconjuntos abiertos de X respecto de T
o simplemente abiertos en X.

Definición 3.1.2 Un espacio topológico es un par (X, T), donde X es un conjunto
y T es una topología en X.

En general nos referiremos al espacio X o bien al espacio topológico X y la
familia T quedará sobreentendida, salvo cuando estemos considerando más de una
topología en el mismo conjunto X. A los elementos de X los llamaremos puntos.

De la motivación que presentamos para la definición de topología se observa
claramente que los espacios métricos son los primeros ejemplos de espacios topológi-
coso En efecto, si (X, d) es un espacio métrico y 'Tri es la familia de subconjuntos
abiertos (definición 2.1.9), el teorema 2.1.11 nos dice que 'Tri es una topología, lla-
mada topología inducida por la distancia d.

Es evidente que P(X) es una topología en X. Esta es la topología en X con
"más elementos", la llamaremos topología discreta y la denotaremos con D. En el
otro extremo, J = {0, X} también es una topología en X, es la que tiene "menos
elementos" y la denominaremos topología indiscreta.
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En los espacioseuclídeos,la topología inducida por la distancia euclídease
denomina topología usual y esla que consideraremossi no seespecificaotra.

Observemosquepor la proposición2.1.17, dosdistanciasequivalentesinducen
la misma topología, luego las topologías en ]Rn inducidas por las métricas d, y d2

coincidencon la usual.
Es fácil ver que si d esla distancia discreta, Tci esla topología discreta.
La pregunta quesurgenaturalmente en estemomentoessi toda topología en

un conjunto X esinducida por una distancia. Veremosmásadelanteque la respuesta
esnegativa.

A continuación damosotros ejemplosde topologías.

Ejemplo 3.1.3 Si X = {a,b} entonces P(X) = {0,X,{a},{b}}. De existir una
topología en X distinta de la discreta y de la indiscreta, debería ser Tí = {0, X, {a} }
o T2 = {0, X, {b}}. Es inmediato ver que ambas son topologías en X.

Resumiendo,en un conjunto de doselementossepuedendefinir exactamente
cuatro topologías.

Ejemplo 3.1.4 SeaX un conjunto arbitrario y

Te = {U ~ X : UC esfinito} U {0}

donde incluimos a 0 entre los conjuntos finitos.

Luego X E Te y sesatisfacei) de la definición de topología.
n

SeanU1, .,.Un E Te· Si U, = 0 para algún j,n U, = 0 y por lo tanto pertenece
2=1

a Te. En casocontrario,

n
esfinito por ser unión finita de conjuntos finitos, por lo que n U, E Te.

i=1

Para ver que se cumple iii) de 3.1.1, consideremosU, E Te Vi E l. Si U, -=1- 0
Vi E I

(U Ui)C = n UC

iEJ iEJ 2

es finito por ser intersecciónde conjuntos finitos. Si 3j tal que U, = 0 tomamos
J = {i El: U, -=1- 0}, entoncesU U, = U U, queesabierto por lo visto anteriormente.

iEJ iEJ

Esta esla quesedenomina topología de los complementos finitos.
Observemosquesi X esfinito todo subconjunto de X pertenecea Te, esdecir

Te esla topología discreta.

Ejemplo 3.1.5 Sean Xo E X Y

Ixo = {U ~ X : Xo E U} U {0}.

Se ve fácilmente que Ixo es una topología en X.
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Ejemplo 3.1.6 En el conjunto de números naturales N, seaEm = {n E N : n 2 m}
y consideremos

T = { e; :m E N} U {0}.

Entonces T es una topología en N.

Definición 3.1.7 Si 7í y T2 son topologías en X tales que7í ~ T2, diremos que son
comparables y que 7í es menos fina que T2, o bien que T2 es más fina que 7í.

Así, la topología indiscreta es la menosfina de todas las topologías definidas
en un conjunto X y la discreta es la más fina.

En IR la topología usual es más fina que la de los complementos finitos. En
efecto, si U E Te y U" = {Xl, , xd, para cada X E U el intervalo de centro X y
radio r = min{lx - xii: i = 1, ,k} está contenido en U. Luego U es abierto en la
topología usual.

Dos topologías no siempresoncomparables.Ejemplo de estoson las topologías
7í y T2de 3.1.3. También, si tomamos X E IRY 7x la topología definida en el ejemplo
3.1.5, ésta no resulta comparable con la usual. Dejamos al lector la demostración de
este hecho.

Definición 3.1.8 Un subconjunto F de un espacio topológico X se dice cerrado si
su complemento FC es abierto en X.

Como en el caso de los espaciosmétricos, la familia de cerrados tiene las
siguientespropiedades,que sedemuestranen forma análogaa la proposición 2.1.14.

Proposición 3.1.9 Si C es la familia de conjuntos cerrados de un espacio topológico
X, entonces:

i) 0 E C y X E C.
n

ii) Si FI, ..., r; E C entonces U Fi E C.
i=l

iii) Si F; E C Vi E 1 entonces n F; E C.•
iEI

Los cerradosdeterminan la topología ya que, si C esuna familia de subconjun-
tos de X que satisface las propiedadesi), ii) Y iii) de la proposición anterior, existe
una única topología T tal que C essu familia de cerrados. Esta topología es

T = {U ~ X : UC E C}.

Para los fines de los conceptosestudiados en el capítulo anterior, si x es un
punto de un espaciométrico podemos considerar una familia de subconjuntos más
amplia que la formada por las bolas abiertas centradasen x. Estos conjuntos son los
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denominados entornas de x y tienen la propiedad de contener un abierto al cual x
pertenece.

Si en la definición decontinuidad deuna función enun punto, o de convergencia
de una sucesión,sustituimos las bolas abiertas por entornas el concepto no varía.

También en un espaciotopológico podemosdefinir esta noción, la que será de
gran utilidad.

Definición 3.1.10 Dado x en un espacio topológico X, V es un entorno de x si
existe un abierto U tal que

xEU~V.

En un espaciotopológico X cuya topología es la indiscreta, el único entorno
de un punto esel mismo X. En cambio, si la topología esla discreta todo subconjunto
que contenga a x será un entorno de éste,en particular {x}.

La familia de entornas de un punto x no esvacía ya que el espacioessiempre
un entorno de x. Denotaremosesta familia con Ex'

Observemosque un entorno no es necesariamenteabierto. Por ejemplo [0,2J
es un entorno de 1 en IRy no es abierto. Pero sí es cierto que un abierto esentorno
de cada uno de suspuntos. Esta propiedad caracteriza a los abiertos, como seprueba
en la proposición siguiente.

Proposición 3.1.11 En un espacio topológico X, U ~ X es abierto si y sólo si es
entorno de cada uno de sus puntos.

Demostración Sea U ~ X con la propiedad de ser entorno de cada uno de sus
puntos. Entonces para cada x E U existe Ux abierto tal que x E Ux ~ U. Luego
U = U U¿ es abierto por ser unión de abiertos.

xEU

La recíproca es inmediata, como ya lo dijimos.•

Directamente de la definición se deducenlas siguientes propiedadesde la fa-
milia de entornas de un punto.

Proposición 3.1.12 Si X es un espacio topológico y x E X, entonces la familia Ex
de entornas de x satisface:

i) \IV E Ex, x E V.
ii) Si VI Y V2 E Ex entonces VI n V2 E Ex'
iii) Si V E Ex Y V ~ W entonces W E Ex.
iv) Si V E Ex, existe U entorno de cadauno de suspuntos tal quex E U ~ V. •

Las familias de entornas caracterizan la topología en el sentido siguiente: si en
un conjunto X todo elemento x tiene asociadauna familia no vacía de subconjuntos
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Jx tal que satisface i), ii), iii) Y iv) de la proposición anterior, entoncesexiste una
única topología T en X tal que Ex = Jx '\Ix E X. Debemosdefinir

T = {U <;:; X : U E J; Vx E U} U {0}.

Resumiendo,hemosvisto que si bien definir una topología en un conjunto X
esdar la familia de abiertos, podemosdeterminar perfectamenteuna topología de las
dos manerassiguientes:

a) Dando una familia de subconjuntos de X que satisfaga las propiedadesque
caracterizan a los cerrados;esto es, i), ii) Y iii) de la proposición 3.1.9.

b) Dando para cada x E X una familia no vacía de subconjuntos de X que
cumpla las propiedadesque caracterizan a los entornos; es decir, i), ii), iii) Y iv) de
la proposición anterior.

A continuación daremosalgunasdefinicionesbásicasque relacionan los puntos
de un espaciotopológico con un subconjunto de éste.

Definición 3.1.13 SeaX un espacio topológico, A <;:; X Y x E X. Entonces:
i) x esun punto interior de A si 3V E Ex tal que V <;:; A. El interior de A es

A o = {x E X : x es interior de A}.

ii) x es un punto de clausura o adherencia de A si VV E Ex, V n A i- 0. La
clausura de A es

A- = {x E X : x es de clausura de A}.

iii) x es un punto de acumulación de A si VV E Ex, (V - {x}) n A i- 0. El
derivado de A es

A' = {x E X : x es de acumulación de A}.

iv) x es un punto de frontera de A si VV E Ex, V n A i- 0 y V n AC i- 0. La
frontera de A es

FrA = {x E X : x es de frontera de A}.

Observemosquesi en cadauna de las definicionesprecedentessereemplazaen-
torno por entorno abierto los conceptosno cambian puesto que todo entorno contiene
un entorno abierto.

De estasdefinicionessesiguen algunoshechossimples. Decir que un punto es
interior de A, esequivalente a expresarque A esentorno de él. También esevidente
que todo punto de A esde clausura de A. En consecuenciatenemos
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Por otra parte observemosque si un punto de clausura no pertenece a A, es
de acumulación de A. También es inmediato que los puntos de acumulación son de
clausura, o sea

A- = AuA'.

Los puntos de frontera de A son aquellos que son a la vez puntos de clausura
de A y de clausura de A c, por lo tanto

FrA = A- n AC
- = Fr A".

Si consideramos dos subconjuntos A y B de un espacio topológico X que
satisfacen A ~ B, es claro que

AOe BO A- e B- A' e B'.- , - y -

Esta relación no se mantiene en el caso de la frontera. En IR, por ejemplo,
[O, 1] < [0,2] Y Fr[O, 1] = {O, 1} í. Fr[O, 2] = {O, 2}.

Ilustraremos las definiciones dadas con una serie de ejemplos.

Ejemplo 3.1.14 Sea A = [O, 1) ~ IR.
Para x E (0,1) el intervalo abierto centrado en x y de radio r =

min{lxl, 11- xl} está contenido en (0,1), mientras que si x tt [0,1], dicho inter-
valo está contenido en [O, l]c. Por otra parte, si x = ° o x = 1, todo intervalo abierto
centrado en x interseca a A y a A c.

Por lo tanto, si en IR consideramos la topología usual tenemos que

AO= (0,1), A- = [0,1] Y FrA = {O,1}.

Si en cambio tomamos en IR la topología de los complementos finitos, como A
y A C son infinitos todo abierto no vacío interseca a A y a A c. Luego con esta topología
tenemos que

AO= 0, A- = IR Y FrA = IR.

Ejemplo 3.1.15 En IR con la topología usual tenemos los siguientes ejemplos:
a) Como en cada intervalo centrado en un número real hay números racionales

e irracionoles
CCt = 0, «:r = IR, Q' = IR y FrQ = IR.

b) Cada intervalo centrado en un número natural contiene números que no
son naturales, luego es fácil ver que

N° = 0, N- = N, N' = ° y FrN = N.

e) Si A = [O,1] U {2},

AO= (0,1), A- = [0,1] U {2}, A' = [0,1] Y FrA = {O,1,2}.

d) Si A = {~ : n E N},

AO= 0, A- = A U {O}, A' = {O} y FrA = A U {O}.
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El interior de un conjunto A esel "mayor" abierto contenido en A, mientras
que la clausura es el "menor" cerrado que contiene a A, según lo precisamosen la
siguienteproposición.

Proposición 3.1.16 Sean X un espacio topológico y A ~ X. Entonces:
i) A ° es abierto y si U es un abierto contenido en A, entonces U ~ A ° .
ii) A-es cerrado y si F es un cerrado que contiene a A, entonces A - ~ F.

Demostración i) Si U esun abierto contenidoenA, U ~ AOya quepor la proposición
3.l.11, U esentorno de todos suspuntos.

Seaahora x E A 0. Entoncesexiste Ux entorno abierto de x tal que Ux ~ A.
Pero por lo visto en el párrafo anterior Ux ~ AO; luego AO = U Ux es abierto por

xEAO

ser unión de abiertos.
ii) Veamosque A-c esabierto. Si x E A-c, entoncesexiste V entorno abierto

de x que no interseca a A. Como V esentorno de cada uno de sus puntos, éstosno
están en A -. Luego V ~ A -c y en consecuenciaA -c esabierto.

SeaF un cerradotal que A ~ F. EntoncesFC esun entorno de cada x E FC y
ademásFcnA = 0. Luegopor el razonamientohechoen el párrafo anterior FC ~ A-c.
Si tomamos complementoen esta inclusión obtenemosA - ~ F. •

De la proposición anterior se sigue fácilmente el siguiente corolario, cuya
demostracióndejamosal lector.

Corolario 3.l.17 Sean X un espacio topológico y A ~ X. Entonces:
i) A es abierto si y sólo si A = AO.
ii) AO = U U, donde U = {U ~ X : U es abierto y U ~ A}.

UEU

iii) A es cerrado si y sólo si A = A - .
iv) A- = n F, donde F= {F ~ X: F es cerrado y A ~ F} .•

FE:!"

La proposición siguientenos muestra qué ocurre cuando tomamos el interior,
o la clausura, de la unión y de la intersecciónde dos conjuntos.

Proposición 3.1.18 Si A Y B son subconjuntos de un espacio topológico entonces:
i) (A n B)O = AOn BO.
ii) (A U B)O :2 AO U BO.
iii) (A U B)- = A- U B-.
iv) (A n B)- ~ A- n B-.

Demostración Sabemosque (A n B)O esabierto y que estácontenido en A y en B,
1uegopor i) de la proposición anterior (A n B) ° ~ A ° n BO.

Recíprocamente,AO y BO son abiertos contenidosen A y B respectivamente,
por lo tanto AO n BO esun abierto contenidoen A n B. Así AO n BO ~ (A n B)O, con
lo que secompleta la demostraciónde i).
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ComoA° U BO esun abierto contenidoen A U B, ii) sesiguede la proposición
anterior.

Para probar iii) y iv), se procedeen forma análogaa los incisos anteriores,
pero ahora seusa la parte ii) de la porposición 3.1.16.•

Observemosque si en IR tomamos Il = {x E IR : x es irracional}, como QO =
Ilo = 0 y Q- = Il- = IR, setiene que

Luego, las inclusionesen los incisosii) y iv) de la proposiciónanterior pueden
ser estrictas.

Los espaciosmétricos tienen la siguienteimportante propiedad de separación
de puntos: dadosdospuntos, existen entornosde cadauno de ellos con intersección
vacía,o seadisjuntos.

Efectivamente,si x #- y podemostomar r positivo tal que r ::; ~d(x, y). Así

B(x, r) n B(y, r) = 0

puessi existiera z en la intersecciónd(x, y) ::; d(x, z) + d(z, y) < 2r ::; d(x, y), lo que
esabsurdo.

En cambio, no todo espaciotopológico poseeesta propiedad. Por ejemplo, si
X tiene al menosdos puntos y consideramosla topología indiscreta, como X es el
único abierto no vacíono existen entornosdisjuntos.

Otro ejemplo menostrivial esel queseobtiene tomando un conjunto infinito
con la topología de los complementosfinitos. En estecaso,dos abiertos no vacíosse
intersecany por lo tanto no hay entornoscon intersecciónvacía.

Definición 3.1.19 Un espacio topológico X es de Hausdorff o T2 si dados x, y E X
con x #- y, existen U E Ex y V E Ey tales que U n V = 0.

En esta definición, al igual que en casosanteriores,podemoscambiar los en-
tornos por entornosabiertos sin modificar el concepto.

Esta cualidad de separarpuntos tiene notablesconsecuencias.Una de ellases
que nos permite contestar la pregunta que noshicimos al comienzode estecapítulo:
¿toda topología esinducida por una distancia?

Ya habíamosanticipado quela respuestaesnegativay damosahora una justi-
ficación. Si toda topología fueseinducida por una distancia, todo espaciotopológico
sería de Hausdorff y vimos ejemplosde espaciosque no lo son. Así el conceptode
espaciotopológico esuna generalizaciónestricta del conceptode espaciométrico.
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Definición 3.1.20 Un espacio topológico X es tnetrizable si su topología es la in-
ducida por una distancia.

Veamosun resultado simple en un espaciotopológico T2.

Proposición 3.1.21 Si X es un espacio topológico de Housdorf], entonces '\Ix E X
el subconjunto {x} es cerrado.

Demostración Sea x E X Y veamos que {x} C es abierto. Tomemos y E {x} C ,

entoncesx =/: y por lo que existen U E Ex Y V E Ey disjuntos. Esto nos dice en
particular que V ~ {x }c. Luego {x V esentorno de todos suspuntos.•

3.2 Funciones continuas

Estamos ahora en condicionesde definir qué entendemospor una función continua
de un espaciotopológico en otro.

Comenzaremosrecordandoalgunosresultadosbásicosdela teoría deconjuntos
y funciones que nos seránmuy útiles en lo que sigue.

Sean X e Y conjuntos y f : X ---+ Y una función. Entonces, si A ~ X la
imagen de A por f es

f(A) = {f(x) : x E A}.

Por otro lado, si B ~ Y la pre-imagende B por f es

f-l(B) = {x E X : f(x) E B}.

Con estasnotacionestenemos:
a) Si Al y A2 son subconjuntos de X y Al ~ A2 entoncesf(Al) ~ f(A2).
b) Si Bl y B2 son subconjuntosde Y y Bl ~ B2 entoncesf-l(Bl) ~ f-l(B2).
c) Si {AihEl esuna familia de subconjuntos de X entonces

f(u A) =u f(A) y f(n Ai) ~n f(A).
zEl zEl zEl zEl

En este último casosi f es inyectiva severifica la igualdad.
d) Si {BJiEl esuna familia de subconjuntos de Y entonces

e) Si A ~ X entoncesA ~ f-l(f(A)). Si ademásf es inyectiva, se cumple la
igualdad.

f) Si B ~ Y entoncesf(f-l(B)) ~ B. En estecasosi f essuryectiva se da la
igualdad.

g) Si B ~ Y entoncesf-l(BC) = (f-l(B))c.

A la luz de lo observadoluego de la definición de continuidad 2.1.15, reem-
plazando las bolas abiertas por entornos, llegamosa la siguiente definición.
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Definición 3.2.1 Sean X e Y espacios topológicos, f : X ---+ Y una función y
Xo E X. Entonces f es continua en Xo si VV E E¡(xa) :3U E Exa tal que f(U) S;;;V.

La función f es continua si lo es en todo punto de X.

En principio podemosdar tres formulacionesequivalentespara la noción de
continuidad de una función, las que seránde utilidad en el trabajo posterior.

Teorema 3.2.2 Sean X e Y espacios topológicos y f : X ---+ Y una función. En-
tonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) f es continua.
ii) VV abierto en Y, t:' (V) es abierto en X.
iii) VF cerrado en Y, f-1 (F) es cerrado en X.

Demostración La equivalencia entre i) y ii) se demuestra en forma totalmente
análogaal teorema 2.1.16, sustituyendo las bolas abiertas por entornas.

Para ver que ii) implica iii), tomemosF cerradoen Y. EntoncesFC esabierto
y por ii) f-1(FC) = U-1(F))C esabierto. Luego f-l(F) escerrado.

Recíprocamente, para demostrar que ii) se deduce de iii) consideremosV
abierto en Y. Luego, como VC es cerrado, r: (VC) = U-1(V))C es cerrado y así
f-l(V) esabierto en X .•

La siguienteproposiciónresumealgunosresultadossimplessobrecontinuidad,
los que demostraremosusandoel enunciadoii) del teorema anterior.

Proposición 3.2.3 i) Todafunción cuyo dominio es un espacio con la topología dis-
creta, es continua.

ii) Toda función cuyo codominio es un espacio con la topología indiscreta, es
continua.

iii) Toda función constante es continua.
iv) Si Tí y 72 son topologías en un conjunto X, entonces id: (X, Tí) ---+ (X, 72)

es continua si y sólo si 72 es menos fina que Tí.
v) Si X, Y Y Z son espaciostopológicos, f : X ---+ Y Y 9 : Y ---+ Z son funciones

continuas, entonces 9 o f es continua.

Demostración i) Como todo subconjunto del dominio esabierto, la pre-imagende
un abierto esabierto.

ii) Los únicos abiertos del codominio son dicho espacioy 0, por lo tanto, sus
pre-imagenesson el espaciodominio y 0 respectivamente,que son abiertos.

iii) Dado un abierto en el codominio, su pre-imagenes todo el dominio o 0,
segúnque la constantepertenezcao no a dicho abierto, luego esabierto.

iv) Es inmediato ya que la pre-imagen de un conjunto por id, es el mismo
conjunto.
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v) SeaV abierto en Z. Como 9 escontinua g-l(V) esabierto en Y, pero como
f es continua f-1(g-1(V)) es abierto en X. Luego (g o J)-l(V) = f-1(g-1(V)) es
abierto en X .•

Veamos ahora un casoparticular.

Proposición 3.2.4 Sean X un conjunto, Xo E X Y consideremos en X la topología
'40 dada en 3.1.5. Si f : X ----+ IR es una función continua entonces es constante.

Demostración Supongamosque f escontinua y no constante, luego existen números
realesdistintos Y1,Y2 que pertenecena la imagen de f. Sean11 e h intervalos abiertos
y disjuntos centrados en Y1 e Y2 respectivamente. Entonces f-1 (Id y f-1 (h) son
abiertos en X, disjuntos y no vacíos, lo cual es imposible puesto que Xo pertenece a
ambos conjuntos.•

Observemosque si en la proposición anterior reemplazamosIRpor un espacio
de Hausdorff, con una demostración similar, obtenemosel mismo resultado.

Definición 3.2.5 Sean X e Y espacios topológicos y f : X ----+ Y una función. En-
tonces:

i) f es un homeomorfismo si es biyectiva, continua y f-1es continua.

ii) f es abierta si VU abierto en X, f(U) es abierto en Y.
iii) f es cerrada si VF cerrado en X, f (F) es cerrado en Y.

Proposición 3.2.6 Si X e Y son espacios topológicos y f : X ----+ Y es una función
biyectiva y continua, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) f es un homeomorfismo.
ii) f es abierta.
iii) f es cerrada.

Demostración i)=?ii). SeaU abierto en X. Como f-1es continua (j-1)-1(U) =
f(U) es abierto en Y.

ii)=?iii). Si F es cerrado en X, FC es abierto y entonces f(FC) es abierto en
y. Por ser f biyectiva f(FC) = (j(F))c. Luego f(F) es cerrado en Y.

iii)=?i). Si F es cerrado en X, entoncespor hipótesis (j-1 )-1(F) = f(F) es
cerrado en Y. Usando iii) del teorema 3.2.2 se concluye que i' es continua.•

Definición 3.2.7 Dos espacios topológicos X e Y son homeomorfos si existe un
homeomorfismo entre ellos. Denotaremos esto con X ~ Y.
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Claramente la noción de espacioshomeomorfosdefineuna relación de equiva-
lencia en la clasede los espaciostopológicospuesto que:

i) id esun homeomorfismo.
ii) Si f esun homeomorfismoentoncesr' esun homeomorfismo.
iii) Si f y 9 son homeomorfismosentoncesf o 9 esun homeomorfismo.

En topología estudiamoslas propiedadestopológicaso invariantes topológicos
de los espacios. Estas propiedadesson las que se preservanpor homeomorfismos,
es decir, si un espaciotopológico tiene una de esaspropiedadestodo otro espacio
homeomorfotambién la debetener.

Un ejemplo de invariante topológico es la propiedad de ser un espacio de
Hausdorff.

Proposición 3.2.8 Si X e Y son espaciostopológicos homeomorfos y X es de Haus-
dorjj, entonces Y es de Hausdorff.

Demostración Sea f : X -+ Y un homeomorfismo. TomemosYl, Y2 E Y, Yl .¡. Y2·
Entonces como f es biyectiva, existen Xl, X2 E X, Xl .¡. X2 tales que f(Xl) = Yl Y

f(X2) = Y2·
Por ser X T2, existen Ul y U2 entornos abiertos de Xl y X2 respectivamente

con Ul n U2 = 0. Luego f(Ul) y f(U2) son abiertos, pues f esabierta, y son entornos
disjuntos de Yl e Y2 respectivamente,lo que completa la demostración.•

Cuando no explicitemos lo contrario, la topología que consideraremosen un
subconjunto de un espaciométrico, serála inducida por la restricción de la distancia
del espaciométrico a dicho conjunto.

Ejemplo 3.2.9 Si f : (0,1) -+ (a, b) está definida por f(t) = (b - a)t + a, entonces
f es un homeomorfismo.

Todos los intervalos abiertos acotados son homeomorfos pues, por lo anterior,
dos cualesquiera son homeomorfos al (0,1) Y por lo tanto son homeomorfos entre sí.

Con una prueba similar se ve que todos los intervalos cerrados son homeomor-
foso

Ejemplo 3.2.10 a) Si 9 : (-1,1) -+ IR está definida por g(t) = l~ltl ' entonces 9 es
un homeomorfismo,

b) Si h : (O,+(0) -+ IR está definida por h(t) = In t , entonces h es un
homeomorfismo.

Una función entre espaciostopológicospuedeser biyectiva, continua y no ser
un homeomorfismo. Un ejemplo simple de esta situación es cuando en un mismo
conjunto tomamos dos topologías, una estrictamente más fina que la otra. En este
caso,por iv) de la proposición 3.2.3, id no esun homeomorfismo.

Cuando tenemosuna función biyectiva entre un espaciotopológico y un con-
junto, podemos "copiar" la topología de aquel en esteúltimo vía la biyección.
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Proposición 3.2.11 Sean X un espacio topológico, Y un conjunto y f : X ---t Y
una función biyectiva. Entonces, existe una única topología en Y tal que f es un
homeomorfismo.

Demostración Supongamos que existe una topología T en Y que hace de f un
homeomorfismo, entonces:

i) Por ser f abierta, f(U) E T para todo U abierto en X.
ii) Si V E T, U = f-l(V) es abierto en X, por ser f continua. Pero V = f(U)

pues f es biyectiva.
Luego, de i) y ii) se deduce que la única familia T posible es

T = {f(U) : U es abierto en X}.

Es inmediato ver que T es efectivamente una topología en Y y que f resulta
un homeomorfismo .•

Sea M(n, IR) el conjunto de las matrices n x ti con coeficientes en IR.La función
natural

es una biyección. Por la proposición anterior, podemos dar a Mn(IR) la topología que
hace de f un homeomorfismo.

Con esta topología, la función determinante

det : M(n, IR) ---t IR

es continua y por lo tanto, el conjunto de matrices inversibles Gl(n, IR) es un abierto
en Mn(IR) puesto que

Gl(n, IR) = (det)-l (IR- {O}).

3.3 Ejercicios

1. a) Verificar que las familias Lo y T de los ejemplos 3.1.5 y 3.1.6 , son topologías.
¿Son comparables con la topología de los complementos finitos?

b) Probar que si Xo E IR, Lo y la topología usual no son comparables.

2. Sea X un conjunto, Xo E X Y TXo = {U ~ X : Xo rf:- U} U {X}. Probar que TXo
es una topología en X.

3. Si Ti es una topología en X Vi E L, demostrar que T = n Ti es una topología en
iEI

X.

4. Para cada a E IR, sean la = (-00, a) y Da = (a, +(0).
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a) Probar que 'Ti = {la : a E IR} U {0,IR} Y ~ = {Da: a E IR} U {0,IR} son
topologíasen IR.

b) Si en a) hacemosvariar a en Q, ¿son'Ti y ~ topologíasen IR?

5. Hallar todas las topologíasen X = {a, b,e}.

6. Hallar la clausura en IR2 de A = {(x, y) E IR2
: x E Q}.

7. SeaN con la topología del ejemplo 3.1.6
a) Hallar los puntos de acumulaciónde A = {4, 13,28, 37}.

b) Hallar los conjuntos cerradosde N.

c) Hallar la clausura de A = {7,24,47,81} Y B = {3k: k E N}.

8. SeaIR con la topología TXQ del ejercicio 2 , donde Xo = O. Hallar AO, A- Y FrA
en los siguientescasos:

a) A = [0,1) U {2}.
b) A = (-00, -1).

9. SeaX un espaciotopológico. Probar:

a) Si A ~ X esabierto, entoncesA ~ A-O.

b) Si B ~ X escerrado,entoncesBO- ~ B.

c) Si C ~ X entoncesC- = C U FrC y CO = C - FrC.

10. SeanX, Y Y Z espaciostopológicos,1:X --+ Y Y 9 : Y --+ Z funcionesy Xo E X.
Probar que si 1escontinua en Xo y 9 escontinua en l(xo), entoncesgol escontinua
en Xo.

11. Si 1y 9 son funcionescontinuasde un espaciotopológico en IR, probar que 1+ 9
y 1.9 son continuas.

12. SeaX con la topología de los complementosfinitos.
a) Determinar todas las funcionescontinuasde X en IR.
b) Probar que si 1 : X --+ X es una función biyectiva, entonces1es un

homeomorfismo.

13. Probar 3.2.10 y concluir que cualquier intervalo abierto no acotado eshomeo-
morfo a IR.

14. Si 1: IR --+ IR esuna función continua, probar que 1-1
({ a}) escerrado 'Va E IR.

15. SeanX e Y espaciostopológicos, Y de Hausdorff, 1y 9 : X --+ Y funciones
continuas. Demostrar que {x E X : l(x) = g(x)} escerradoen X.



CAPITULO 4

BASES. SUBESPACIOS

4.1 Bases

En el desarrollo de gran parte de los conceptosy resultadosdel álgebra lineal no es
necesarioconsiderartodos los vectoresdel espaciovectorial. En generalessuficiente
tomar un "pequeño" conjunto de ellos con la propiedad de generara los demás. Un
casoparticular de estetipo de conjuntos esuna basedel espaciovectorial.

Por ejemplo, sepuededefinir una transformación lineal con sólo dar las imá-
genesde los vectoresde una base.

Esta situación ocurre también en otras áreasde la matemática, en particular
en topología. A menudoessuficientetrabajar con un subconjunto de la topología tal
que todo abierto sepuede "generar" con miembrosde dicho subconjunto, como esel
casode la familia de los intervalos abiertos en IR..

Definición 4.1.1 Dado un espacio topológico (X, T), un subconjunto 8 de T es una
basede dicha topología si todo miembro no vacío de T se puede expresar como unión
de elementos de 8.

Existe otra forma equivalentede definir basede una topología, la que enun-
ciamosen la proposición siguiente.

Proposición 4.1.2 Sea (X, T) un espacio topológico. Entonces 8 e T es basede la
topología si y sólo si VU E T YVx E U existe B E 8 tal que

x E B ~ U.

Demostración SeanU E T Yx E U. Si 8 esbasede T, entoncesU = U B, donde
iEI

Bi E 8 Vi E l. Luego, existe j E I tal que x E Bj Y claramenteBj ~ U.
Recíprocamente,si 8 tiene la propiedad que para cada U E T Y x E U existe

Bx E 8 tal que B¿ ~ U, entonceses inmediato ver que U = U Bx, Y así 8 es una
xEU

basede T.•

Es claro que toda topología es base de sí misma y que, si 8 es base de la
topología T y 8 ~ 8' < T, entonces8' estambién basede T.
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En un espaciométrico, de la definición de subconjunto abierto resulta que la
familia de bolas abiertas esbasede la topología inducida por la métrica.

En el casoparticular de IR2
, como la topología usual también es inducida por

las distancias dI y d2 definidas en los ejemplos2.1.3 y 2.1.4, los cuadradossin sus
bordesy con los ladosparalelosa los ejes (bolas abiertas respectode la distancia dI)
o bien aquelloscon las diagonalesparalelas a los ejes (bolas abiertas respecto de la
distancia d2), forman basesde la topología usual.

Otros ejemplosde basesde una topología son los siguientes.

Ejemplo 4.1.3 SeaX con la topología discreta. Como {x} es abierto \:Ix E X, de la
proposición anterior se tiene que B = {{x} : x E X} es una basede dicha topología.

Observemos además que cualquier basede la topología discreta debe contener
a B.

Ejemplo 4.1.4 SeaXo E X Y consideremos en X la topología Teo definida en 3.1.5.
Una basepara Teo es

B = {{ Xo, x} : x E X Y x i- xo} U { { xo}} .

Ejemplo 4.1.5 En IRn la familia B = {B(x,~) : x E IRn y ti E N} es una basede la
topología usual.

En efecto,si U esabierto y x E U, existe r > O tal que B(x, r) ~ U. Podemos
tomar ti E N con ~ < r, entoncesB(x, ~) ~ B(x, r) ~ U Y por la proposición anterior
B resulta una basede la topología usual.

Ejemplo 4.1.6 SeaB = {(q - ~,q + ~) : q E Q y n E N}. Entonces B es una base
de la topología usual de IR.

Para probar esto, tomemosU abierto en IR y x E U. Sabemosqueexiste r > O
tal que (x - r, x + r) ~ U. Por las propiedadesde los númerosreales,existen q E Q
y ti E N tales que

1 rIx - ql < - < -.
n 2

Luego x E (q - ~,q +~) y esteintervalo está incluido en U, puessi y E (q - ~,q +~)
entoncesIy - ql < ~ y

1 1Iy - xl :'S Iy - ql + Iq - xl < - + - < r
n n

esdecir, y E (x - r, x + r) ~ U.

No todo subconjunto de P(X) esbasede una topología en el conjunto X. Por
ejemplo, los subconjuntosde IR
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no constituyen una basede una topología en IR, puessino BI n B2 = (-1, 1) seríaun
abierto que no sepuedeescribir comounión de elementosde la base.

La pregunta natural que surge ahora es qué propiedadesdebe cumplir un
subconjunto de P(X) para ser basede una topología en X.

Observemosquesi B esbasede una topología en X, la unión de los miembros
de B es X. Además, si BI, B2 E B Y x E BI n B2, como BI n B2 es abierto en X,
existe Ba E B tal que

x E Ba s:;; BI n B2·

El próximo teoremaaseguraqueestascondicionessonsuficientespara queuna
familia de subconjuntos de X seabasede una topología en X.

Teorema 4.1.7 Sea X un conjunto. Si B s:;; P(X) es tal que:
i) X = U B

BEB

ii) Si BI, B2 E B Y x E BI n B2, ::lBa E B tal que

entonces existe una única topología en X tal que B es base de dicha topología.

Demostración Por la proposición 4.1.2, la única manera de definir una topología
T en X tal que B seabasede T es

T = {U s:;; X : '\Ix E U, ::lB E B tal que x E B s:;; U} U {0}.

Veamosque efectivamenteT esuna topología en X.
Por i) esclaro que X E T y por definición de T, 0 E T.
SeanUI, U2 E T Y x E UI n U2. Entoncesexisten BI, B2 E B tales que

x E BI s:;; UI Y x E B2 s:;; U2·

Por ii) existe Ba E B tal que

k
Luego UI n U2 E T. Inductivamente se completa la prueba de que n Ui E T si

i=l
UI, ... .U» E T.

Si {Ui}iEI es una familia de miembros de T, U = U U, Y x E U, entonces
iEI

::lj E 1 tal que x E Uj. Por definición de T, ::lB E B tal que

x E B < o, s:;; u.
Así U también pertenecea T y éstaesuna topología en X quetiene a B comobase.•

Veremosahora que si una familia de subconjuntos de X sólo satisface i) del
teorema anterior, podemosconstruir con ella una basede una topología en X.
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Proposición 4.1.8 Sea S ~ P(X) tal que X = U S. Entonces la familia B de
SES

intersecciones finitas de miembros de S es basede una topología en X.
Esta topología se dice generada por S y se denomina a S sub-base de dicha

topología.

Demostración Como S ~ B, la hipótesis asegura que B satisface i) del teorema
anterior. Además, si B, y B2 son interseccionesfinitas de elementosde S entonces
B, n B2 también lo es. Luego B satisface ii) del teorema anterior y se concluye la
demostración.•

Ejemplo 4.1.9 La familia de subconjuntos de IR2

S = {(a,b)xIR: a,b E IR ya < b} U {IRx(c,d) : c,dE IR yc < d}

es sub-basede la topología usual.

En efecto, los miembros de S son abiertos en IR2. Además

((a, b) x IR) n (IR x (e, d)) = (a, b) x (e, d).

El conjunto de estosrectángulos forman una basede la topología usual pues incluye
al conjunto de los cuadrados,que sabemosque esuna base. Luego S esuna sub-base
de la topología usual de IR2.

Ejemplo 4.1.10 Si X es un conjunto, S = {{x}C : x E X} es una sub-base de la
topología de los complementos finitos en X.

Para ver esto notemos que cualquier abierto no vacío U = {Xl, ... ,xdC se
puede obtener por intersección de un número finito de elementosde S de la siguiente
manera

La noción de base de una topología nos permite dar una nueva equivalencia
para el concepto de continuidad de una función.

Proposición 4.1.11 Sean X e Y espacios topológicos, f : X ~ Y una función y B
una basede la topología de Y. Entonces f es continua si y sólo si VV E B, f-l (V) es
abierto en X.

Demostración Si f es continua y V E B, f-l(V) es abierto en X por ii) de la
proposición 3.2.2.

Recíprocamente,si W esabierto en Y, W = U B, dondeB, E B Vi E l. Luego,
iEI

f-l(W) =U f-l(Bi) es abierto en X por ser unión de abiertos y por lo tanto f es
tEI

continua.•
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En el Capítulo 3, luegode distintas definicionesqueinvolucran a los entornas,
hemos puntualizado que si cambiamoséstos por entornas abiertos, los conceptos
definidosno semodifican.

Estos son casosparticulares de un hechomásgeneralquetiene gran similitud
con lo expresadoacercade las basesde una topología. Muchas veces,en diversas
definicionesy resultados,essuficienteconsideraruna familia deentornasde un punto
tal que cualquier entorno del punto contengauno de dicha familia.

Definición 4.1.12 Sean X un espacio topológico y x E X. Una familia Ex ~ Ex es
base de entornes de x, si \IV E Ex 3W E Ex tal que W ~ v.

Es claro que los entornasabiertos de un punto forman una basede entornas
del mismo.

En un espaciocon la topologíadiscreta, {x} esun entorno del punto x y forma
una basede entornasde dicho punto.

Si la topología esinducida por una métrica, las bolasabiertascentradasen un
punto constituyen una basede entornasdel punto. Más aún, Ex = {B (x, ~) : ti E N}
esuna basede entornasde x.

4.2 EspaciosN2, NI Y separables

El ejemplo 4.1.6 nos muestra una basede una topología con relativamente "pocos"
elementos,más precisamente,una basenumerable.

Recordemosque un conjunto A es numerablesi existe una función inyectiva
de A en el conjunto de númerosnaturalesN. Seprueba que:

i) Los subconjuntosde un conjunto numerableson numerables.
ii) La unión deuna cantidadnumerabledeconjuntosnumerablesesnumerable.
iii) El producto cartesianode un número finito de conjuntos numerableses

numerable.

Es conocidoque Q esnumerabley IR esno numerable.

Definición 4.2.1 Se dice que un espacio topológico satisface el segundo aaioma de
numerabilidcd o que es N2, si su topología tiene una basenumerable.

Del ejemplo 4.1.6 setiene que IR esN2, pues

1 1
E = {(q - -, q + -) : q E Q y ti E N}

n n

esnumerableya quehay una biyeccióndeE enQ x N y ésteesun conjunto numerable
por ser el producto cartesianode dos conjuntosnumerables.

Ejemplo 4.2.2 IR= es N2J \1m E N.
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En efecto,con un análisissimilar al casode IR,setiene que

1
E = {B(q, -) : q E Qm y ti E N}

ti

esuna basede la topología usual. AdemásE esnumerablepuesexiste una biyección
de E en Qm X N Y esteconjunto esnumerable,por serproducto cartesianode finitos
conjuntos numerables.

Ejemplo 4.2.3 Si X tiene la topología discreta y es numerable, E del ejemplo 4.1.3
es numerable y por lo tanto X es N2. Ahora, si X es no numerable (X = IR por
ejemplo), como toda base de la topología discreta contiene a la anterior E y ésta es
no numerable, X no es N2.

Proposición 4.2.4 Si X es un conjunto no numerable con la topología de los com-
plementos finitos, entonces X no es N2.

Demostración Supongamosque exista una basenumerableE de la topología de X
y seaE = {Un}nEM con M ~ N y Un #- 0 \::In.Entoncescomo U~ es finito \::InE M,
U = U U~esnumerablepor serunión numerabledeconjuntosfinitos. Luego =:1X E X

nEM
tal que x ti:. U, esdecir

x E UC = ( U U~)C = n Un'
nE!v1 nEM

Así el abierto {x}C no contiene ningún miembro de E puesto que x E Un
\::InE M. Esto contradicenuestra suposición.•

Definición 4.2.5 Se dice que un espacio topológico X satisface el primer axioma de
numerabilidad o que es NI, si todo x E X admite una base de entornos numerable.

Si la topología de un espacioX esla inducida por una métrica, entoncesX es
NI. En efecto, \::IxE X, Ex = {B(x,~) : n E N} es una basede entornos de x y es
numerable.

Un espacioX con la topología discreta es NI puesto que {{x}} es basede
entornosde x.

Proposición 4.2.6 Si X es un conjunto no numerable con la topología de los com-
plementos finitos, entonces X no es NI'

Demostración Es similar a la de la proposición4.2.4 y la dejamosal lector. •

Proposición 4.2.7 Si X es un espacio topológico N2 entonces X es NI'
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Demostración Sean M ~ N Y B = {En : 71, E M} una base numerable de la
topología de X.

Tomemosx E X Y llamemos M; {n E M : x E En}. Entonces M¿ es
numerablepor ser un subconjunto de M.

La familia numerable

esbasedeentornasdex, puessi V E Ex :lU abierto en X tal quex E U ~ V. Además,
comoB esbasede la topología,

:ln E M tal quex E En ~ U ~ V

por lo tanto En E B; Y en consecuenciaBx esbasede entornasde x .•

Sabemosque si X esun conjunto no numerablecon la topología discreta, es
NI y no esN2. Esto muestra que la recíprocade la proposiciónanterior esfalsa.

Definición 4.2.8 Un subconjunto A de un espacio topológico X se dice denso en X
si A- = X.

Proposición 4.2.9 Sean X un espacio topológico y A ~ X. Entonces A es denso en
X si y sólo si 'í/U abierto no vacío en X, U n A i= 0.

Demostración Supongamosque A esdensoen X y U esun abierto no vacío. Con-
sideremosx E U, comox E A- = X Y U E Ex resulta U n A i= 0.

Recíprocamente,seanx E X Y V un entorno abierto de x. Comotodo abierto
no vacío intersecaa A, resulta V n A i= 0. Por lo tanto x E A-, lo que muestra que
A- =X .•

Hemosvisto queQ- = IR = rr-, esdecir que Q e II son densosen IR.
En un espaciocon la topología de los complementosfinitos todo conjunto

infinito esdenso,puestodo abierto no vacíotiene complementofinito y por lo tanto
intersecaa cualquier conjunto infinito.

Un tipo especialde espaciotopológico es aquel que contieneun subconjunto
densonumerable.

Definición 4.2.10 Un espacio topológico se dice separablesi contiene un subconjunto
denso y numerable.

Como Q esdensoy numerable,IR esun espaciotopológico separable.
Si X tiene la topología delos complementosfinitos entoncesesseparable.Esto

esclaro si X esnumerable. En cambio,si X esno numerablesiemprepodemostomar
un subconjunto D infinito numerabley por lo tanto densoen X. Un casoparticular
de esteejemplo estomar X = IR Y D = N.

Este último ejemplo nos muestraun espaciotopológico que esseparablepero
no es NI ni N2. Veremosen la siguiente proposición que la condición de ser N2 es
suficientepara que el espacioseaseparable.
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Proposición 4.2.11 Si X es un espacio topológico N2 entonces X es separable.

Demostración SeanM S;;; N Y B = {Bn}nEM una basenumerablede la topología de
X. Podemossuponer que B¿ #- 0 Vn, sino eliminamosdicho conjunto y obtenemos
una familia que siguesiendouna basede la topología. Para cadan E M elegimosun
punto Xn E B¿ Y definimosD = {xn : n E M}. EntoncesD esnumerabley esdenso,
puestoque todo abierto no vacíocontienealgún B¿ E B Y por lo tanto intersecaa D.
Luego X esseparable.•

Veremosahora queen un espaciotopológicometrizable secumple la recíproca
de la proposición anterior.

Proposición 4.2.12 Si X es un espacio topológico separable y la topología es m-
ducida por una distancia, entonces X es N2.

Demostración Sean M S;;; N Y D = {xm m E M} un subconjunto denso y
numerablede X. El conjunto

1
B = {B(xm, -) : m E M Y n E N}

n

esnumerablepuessepuedeestableceruna biyecciónentre B y M x N.
Afirmamos que B es basede la topología de X. En efecto,si U es abierto en

X y x E U, existe k E N tal que B(x, -t;) S;;; U. Como ademásx E D-, si tomamos
ti = 2k, :3mE M tal que Xm E B(x,~) y por lo tanto x E B(xm, ~).

Sóloresta probar queB (xm, ~) S;;; U. Seay E B (xm, ~), entonces

1 1 2 1
d(x, y) ~ d(x, xm) + d(xm, y) < - + - = - = -k

n ti n

y por lo tanto
1

YEB(x'k)S;;;U.·

Por la proposición anterior, cualquier espaciometrizable que no seaN2 (por
ejemplo un espaciocon la distancia discreta y no numerable) nosda un ejemplo que
muestra que si un espaciotopológico esNI no necesariamenteesseparable.

A continuación probaremosque las propiedadesNI, N2 Y separableson inva-
riantes topológicos.

Teorema 4.2.13 Sean X e Y espacios topológicos homeomorfos. Se verifica que:
i) Si X es N2 entonces Y es N2.

ii) Si X es NI entonces Y es NI'
iii) Si X es separable entonces Y es separable.
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Demostración Supongamosque f : X ----+ Y esun homeomorfismo.

i) SeaS = {Bn}nEM una basenumerablede la topología de X. Entonces

es una familia numerablede abiertos de Y, por ser f abierta.
Si V esun abierto en Y, como f escontinua, r: (V) esabierto en X y por lo

tanto existe MI ~ M tal que f-l(V) = U e;
nEMl

Por ser f biyectiva, f(f-l(V)) = V. Luego V = f( U Bn) = U f(Bn) lo
nEAh nEMl

que prueba queS' esuna basenumerablede Y, esdecir, Y esN2.

ii) Seany E Y y x E X tal que f(x) = y. ComoX esNI existe Sx = fV;.JnEM

basenumerablede entornasde x.

Si V es un entorno de x, contiene un abiert.oU tal que x E U y por ser f
abierta f(U) esun entorno abierto de y. Luego f(V) esun entorno de y.

Por lo tanto

S~= {f(Vn)}nEM

esuna familia numerabledeentornasde y, queresulta una basede entornasde dicho
punto. En efecto, si W esun entorno de y, f-I(W) es un entorno de x ya que f es
cont.inua.Por lo tanto existe Vn E Sx tal que I!,.¡~ f-l(W) y ent.oncesf(Vn) ~ W.

Hemoshallado asíuna basedeentornasnumerablede y, cualquieraseay E Y,
lo que prueba que Y esNI'

iii) Sea D ~ X un conjunto numerabley densoen X. Claramente f(D) es
numerabley veamosque f(D) esdensoen Y.

Si V esun abierto no vacíoen Y, f-l(V) esun abierto no vacíoen X, por lo
tanto f-I(V) n D =1 0. Luego

V n f(D) =1 0

y por la proposición 4.2.9, f(D) esdensoen Y. •

4.3 Subespacios

Para finalizar este capítulo, veamosqué se entiende por subespaciode un espacio
topológico.

Si (X, T) esun espaciotopológico e Y ~ X, esinmediato ver que

Ty = {U n Y : U E T}

esuna topología en Y.

Definición 4.3.1 Con la notación anterior, Ty se denomina topología relativa de X
en Y o topología en Y inducida por T. El par (Y, Ty) o simplemente el espacio Y, es
llamado subespacio topológico de (X, T).
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Observemosque si Y es abierto en X, Ty = {U E T : U ~ Y}. En este caso
decimosque Y esun subespacio abierto de X.

Consideremosa [0,2J como subespaciode R El subconjunto [0,1) (que no es

abierto en ]R), es abierto en [0,2J pues [0,1) = [0,2] n (-1,1).
Si Y esun subespaciotopológico de X, la inclusión

i : Y ---+ X donde i(x) = x

es una función continua puessi U es abierto en X, i-1 (U) = U n y es abierto en Y.
Además, si f : X ---+ Z es una función continua la restricción de f a y

f¡y : Y ---+ Z

escontinua puesto que f¡y = f o i. Por otra parte, si W esun subespaciotopológico
de Z y f(X) ~ W, la co-restricción de f a W

fo : X ---+ W donde fo(x) = f(x)

es también continua. En efecto, si V es un abierto en W, existe U abierto en Z tal
que V = W n U. Luego, como f(X) ~ W resulta fül(V) = f-l(U), que es abierto
en X por ser f continua.

Ejemplo 4.3.2 Sean k < ti y]R~ = {(Xl, ... ,xn) E ]Rn: Xk+l = ...= x¿ = O}. Esta
es la forma canónica de "mirar" a]Rk dentro de ]Rn. Podemos ver que la biyección
natural

j:]Rk---+]R~ donde j(Xl, ... ,Xk)= (Xl"",Xk,O, ... ,O)

es un homeomorfismo.

En efecto, si pensamosa j con codominio ]Rn, esclaramentecontinua y por lo
tanto su co-restricción a]R~también lo es. Por otro lado, i:' esla restricción a ]R~de
la proyecciónP : ]Rn---+ ]Rkdefinida por P(Xl, ... , xn) = (Xl, ... , Xk), luego escontinua.

Proposición 4.3.3 Sean X un espacio topológico e Y un subespacio topológico de
X. Entonces:

i) A ~ Y es cerrado en Y si y sólo si A = F n Y donde F es cerrado en X.
ii) Si X E Y, V es un entorno de X en Y si y sólo si V = W n Y, con W

entorno de X en X.
iii) Si B = {BdiEI es una base de T, entonces By = {Bi nY}iEI es una base

de Ty.

Demostración i) Si A es cerrado en Y entoncesY - A E Tv , es decir ~U E T tal
que Y - A = U nY. Luego

AC = (Y - A) U yc = (U n Y) U yc = U U yc
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y por lo tanto
A = (U U yC)C = ir n y.

Tomando F = UC concluimosla prueba de la condición suficiente de i).
Recíprocamente,si A = F nY con F cerradoen X, entoncesel complemento

de A en Y es

Como FC esabierto en X, Y - A resulta abierto relativo en Y lo que implica
que A escerrado en el subespaciotopológico Y.

ii) Si V esun entorno de x en el subespaciotopológico Y, 3U abierto en X tal
que x E U n Y ~ V. Entonces,si tomamos W = U U V, W esun entorno de x en el
espaciotopológico (X, T) y

W n Y = (U n Y) U (V n Y) = (U n Y) U V = V.

Recíprocamente,si x E Y y W esun entorno de x en X, 3U abierto en X tal
que x E U ~ W. Luego

xEUnY~Wny.

Como U n Y esun abierto en la topología relativa, W n Y esun entorno de x en Y.

iii) Dejamos a cargo del lector. •

Definición 4.3.4 Si Y es un subconjunto de un espacio topológico X tal que la
topología relativa de X en Y es la discreta, decimos que Y es 'un subconjunto dis-
creto de X.

El conjunto de númerosnaturales N esun subconjunto discreto de IR.

Proposición 4.3.5 Si X esun espacio topológico de Hausdorff eY esun subconjunio
finito de X, entonces Y es discreto.

Demostración Seax E Y Y veamosque {x} esabierto en Y.
Por ser X T2, para cada y E Y con y t= x existen abiertos en X, Uy y Vy tales

que x E Uy, y E Vy y Uy n Vy = 0. Entonces U = n Uy es intersecciónde un
yEY-{x}

número finito de abiertos, por lo tanto esabierto en X y ademástiene la propiedad
que U nY = {x}. Es decir, {x} esabierto en Y. •

Definición 4.3.6 Si una propiedad es tal que, cada vez que se verifica en un espacio
topológico también se cumple en todos los subespacios de éste, decimos que es una
propiedad hereditaria.

Proposición 4.3.7 Las propiedades topológicas T2, NI Y N2 son hereditarias.

Demostración Dejamos al lector hacer en detalle la demostración,que sigue fácil-
mente de la proposición 4.3.3.•



46 Bases.Subespacios

4.4 Ejercicios

1. a) Probar que la familia B del ejemplo 4.1.4 esuna basede T.ro.
b) Hallar una basede la topología TX definida en el ejercicio 2 de 3.3.

2. Determinar si la familia B = {(a, b) x (a, b) : a, s « Q y a < b} esuna basede la
topología usual de IR2.

3. Demostrar que la familia B del ejemplo 4.2.2 es una basede la topología usual
de IRm.

4. Determinar la topología quegeneraen IR2 el conjunto de rectasparalelasa los ejes
coordenados.

5. SeaX un conjunto y Xo E X. Para cada x E X hallar una basede entornos de x

en (X, T.ro) y en (X, TXo).

6. SeaN con la topología definida en el ejemplo3.1.6. Hallar todos los subconjuntos
densosen N.

7. Demostrar la afirmación de la proposición 4.2.6. Es decir, probar que si X esun
conjunto no numerable con la topología de los complementosfinitos, entoncesX no
esNI.

8. Sea T la topología en IR generadapor los intervalos semi-abiertos [a, b) donde
a < b. Probar que (IR, T) esNI, esseparabley no esN2.

9. SeanX un espaciotopológico e Y un subespaciode X. Probar:
a) Si A ~ Y Y Ay esla clausura de A en Y, entoncesAy = A- n y.

b) Si A ~ Y Y A~ esel interior de A en Y, entoncesAO~ A~.

10. Probar quesi X esun espaciotopológico separablee Y esun subespacioabierto
de X, entoncesY esseparable.

11. a) Demostrar la parte iii) de la proposición4.3.3.
b) Demostrar la proposición4.3.7 .

12. a) SeanFl, ... , Fk subconjuntos cerradosde un espaciotopológico X tales que
k

X = U Fi. Sean fi : F; ---+ Y, para i = 1, ... , k, funcionescontinuas con la propiedad
7,=1

que si t: n Fj =J 0, entoncesI. y fj coincidenen dicha intersección.
Probar que si definimos f : X ---+ Y por f (x) = t.(x) si x E Fi, entoncesf es

continua.
b) Seaf : IR2 ---+ IRla función definida por

x3y + X SI xy 2: O

xy 7 + X SI xy:S; O.
f(x,y) = {

Demostrar que f escontinua.



CAPITULO 5

ESPACIOS CONEXOS y ARCO CONEXOS

5.1 Espaciosconexos

En este capítulo abordamosel tema de la conexión de un espaciotopológico. Nos
proponemos ver si un espaciotopológico X se puede "partir" en dos subespacios
topológicosXl y X2, talesquela topologíadel espacioambienteX seobtengauniendo
abiertos de cada subespacio. De darse esta situación, los subconjuntos Xl y X2

deberíanser abiertos en el espacioX.

Definición 5.1.1 Un espacio topológico X es conexo si no existen U y V abiertos
en X, no vacíos y disjuntos tales que X = U U V.

Otras dos manerasde enunciar esta definición son las siguientes:

i) X esconexosi dadosU y V abiertosen X tales que U nV = 0 y X = U U V
severifica que U = 0 o V = 0.

ii) X esconexosi dadosU y V abiertosen X, no vacíosy tales que X = U U V
setiene que U n V =1= 0.

Como ya vimos, si X esun conjunto infinito con la topología de los comple-
mentos finitos, dos abiertos no vacíosse intersecany por lo tanto X esconexo.

Si X esun conjunto con al menosdos elementosy consideramosla topología
discreta, X no es conexopuesto que si x E X, U = {x} y V = {.T}C son abiertos en
X, no vacíosy disjuntos y X = U U V.

Obviamente, cualquier conjunto X con la topología indiscreta esconexopues
el único abierto no vacíoesel propio X.

Otra equivalenciapara el conceptode conexiónesla quedamosen la siguiente
proposición.

Proposición 5.1.2 SeaX un espacio topológico. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

i) X es conexo.
ii) Si A ~ X es abierto y cerrado en X, entonces A = 0 o A = X.
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Demostración i)~ii). SeaA s;: X abierto y cerradoen X y supongamosque A i=- 0.
Entonces, si A i=- X, AC es no vacío y abierto en X ya que A es cerrado. Pero
A n AC = 0 y A U AC = X, lo que contradice que X seaconexo. Luego A = X.

ii)~ i). Supongamosque X no esconexo,entoncesexisten U y V abiertos en
X no vacíosy disjuntos tales que X = U U V. Como UC= V, U es cerrado en X y
ademásU i=- X. Luego U es abierto, cerrado y 0 ~ U ~ X lo que contradice ii) .•

El siguiente teorema nos da un importante ejemplo de espacio topológico
conexo.

Teorema 5.1.3 IR es un espacio topológico conexo.

Demostración SeaA s;: IRabierto, cerrado y no vacío.
Supongamosque A i=- IR, entoncesexiste Xo E AC y podemos considerar los

siguientessubconjuntos

Al = (-00, xo) n A y A2 = (xo, +00)n A.

Luego Al i=- 0 o A2 i=- 0 puesA esno vacíoy A = Al U A2.

Supongamosque Al i=- 0. Por ser intersecciónde abiertos, Al esabierto en IR.
Pero también es cerrado en IRya que podemosexpresarlocomo intersección de dos
cerradosde la siguiente manera

Al = (-00, xoJ n A.

Como Al está acotado superiormente por xo, existe el supremo a de Al. Por
definición desupremo,todo intervalo centradoena intersecaa Al, luegoa E Al = Al·

Puestoque Al esabierto enIR,podemostomar e > ° tal que (a-e, a+e) s;: Al,
lo cual es absurdo puestodos los puntos de (a, a + e) pertenecena Al y son mayores
que el supremo de Al.

En el caso que A2 i=- 0 hacemosun análisis similar, considerandoa como el
ínfimo de A2 y también llegamosa un absurdo. Luego A = IRy por la proposición
5.1.2 , IRes conexo.•

Consideremosen IRla topología T generadapor los intervalos semiabiertos a
derecha. Una basede T es

B = {[a, b) : a, b E IRy a < b}.

Entonces (IR,T) no es conexopues [0,1) E T y [O,l )" E T, ya que podemos
expresar a [O,l)C como unión de abiertos de B de la siguiente manera

00 00

[O, l)C = (U [-n, O)) U (U [1, n)).
n=l n=2
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Definición 5.1.4 Un subconjunto de un espacio topológico es conexo si como subes-
pacio es un espacio topológico conexo.

Q no es un subconjunto conexo de lR.pues

Q = ((-00,11") n Q) U ((11",+(0) n Q)

y ambos miembros de la unión son abiertos en Q, no vacíosy disjuntos.

Es claro que, si x pertenece a un espacio topológico X, entonces {x} es un
subconjunto conexo de X.

Proposición 5.1.5 Si e#-0 es un subconjunto conexo de lR.,entonces e es un
intervalo.

Demostración Supongamosque eno es un intervalo, entoncesexisten a, b E e y

Xo E lR.tales que a < Xo < b Y Xo tJ. e. Luego

u=en(-oo,xo) y v=en(xo,oo)

son abiertos en e, no vacíospues a E U Y b E V Y ademássatisfacen que

e=uuv y Unv=0

lo que contradice que eseaconexo. Luego eesun intervalo. •

Dejamos al lector la demostración de la siguiente proposición.

Proposición 5.1.6 Dados un espacio topológico X y un subconjunto A de X, los
siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es un subconjunto conexo de X.
ii) Si U Y V son abiertos en X tales que

A~UUV, AnU#-0 y AnV#-0

entonces A n U n V#-0 .•

El siguiente teorema nos permitirá dar una sene de ejemplos de espacios
topológicos conexos.

Teorema 5.1.7 (de Bolzano) Si X e Y son espacios topológicos, X es conexo y
f : X ---7 Y es una función continua, entonces f(X) es conexo.

Demostración Sean U y V abiertos en Y tales que f(X) ~ U U V, f(X) n U#-0 y
f(X) n V#- 0. Entonces f-l(U) y f-l(V) son abiertos en X, no vacíosy satisfacen
que X = f-I(U) U f-l(V).

Luego, como X es conexoresulta f-l (U) n f-l (V) #- 0 y por lo tanto

f(X) n U n V #- 0.

Por la proposición anterior, f(X) esconexo.•
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Corolario 5.1.8 Si X e Y son espacios topológicos homeomorjos, entonces X es

conexo si y sólo si Y es conexo. Esto es, la conexión es un invariante topológico.•

Corolario 5.1.9 Los intervalos abiertos, incluidos los no acotados, son subconjuntos
conexos de IR,

Demostración Hemosvisto en 3.2.9 y 3.2.10que todo intervalo abierto, aún los no
acotados,son homeomorfoa IR. Luegopor el corolario anterior, todo intervalo abierto
esconexo.•

Por el teorema de Bolzano, la imagen de una función continua de IRen IR2es
un subconjunto conexode éste. Así, la circunferenciade centro (a, b) Y radio r esun
subconjunto conexode IR2 puesesla imagen de la función continua

f : IR ---+ IR2definida por f(t) = (a + reos t, b+ r sent).

Otros ejemplos de subconjuntos conexosde IR2 son las rectas no paralelas al
eje y, puesto que son la imagen de una función continua del tipo f(t) = ai + b.

Una recta paralela al eje y también es un subconjunto conexo de IR2 pues es
la imagen de una función continua 9 : IR ---+ IR2de la forma g(t) = (a, t).

Sabemosque si f : IR ---+ IResuna función continua y definimos

g : IR ---+ IR2por g(t) = (t, f(t))

g es una función continua cuya imagen esel gráfico de f. Por lo tanto, el gráfico de
una función continua de IRen IResun subconjunto conexode IR2.

Seve fácilmente que el teorema de Bolzano implica que una función continua
desdeun espaciotopológico conexoen un espaciocon la topología discreta es nece-
sariamente constante.

Veremosahora una interesanteaplicación de resultados anteriores.

Proposición 5.1.10 Si f : IR ---+ IR es una función continua y biyectiva, entonces f
es un homeomorfismo.

Demostración Sólo debemosprobar que f es abierta. Ahora bien, como los inter-
valos abiertos contituyen una basede la topología usual de IR,essuficiente demostrar
que la imagen de un intervalo abierto es abierto.

Seana, b E IR con a < b. Por el teorema de Bolzano y la proposición 5.1.5,
sabemosque f(a, b) esun intervalo. Debemosprobar que este intervalo es abierto.

Supongamosque no es abierto y por lo tanto contiene uno de sus extremos,
por ejemplo el inferior, quedenotamosc. Entoncesexiste Xo E (a, b) tal que f(xo) = c.
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Seanal, bl E lR tales que

a < al < Xo < b, < b

luego,como f esbiyectiva y f(xo) esel valor mínimo de f en (a, b), resulta

f(xo) < f(a¡) y f(xo) < f(b¡).

Además,la inyectividad de f implica que

En el primer casotenemosque f (xo) < f (al) < f (b 1) Y por el teorema de
Bolzano,existe b2 E lR tal que

que es absurdo por ser f inyectiva. Por lo tanto la imagen de (a, b) es un intervalo
abierto y así f esabierta.

J (a¡) = f (bz)

x

y

a al Xo b

La demostraciónesanálogasi f(al) > f(bl} .•

Proposición 5.1.11 Si X es un espacio topológico, e es un subconjunto conexo de
X y e< A ~ c=, entonces A es conexo.

Demostración Supongamosque A no es conexo,entoncesexisten U y V abiertos
en X tales que

A ~ U U V, A n U =10, A n V =10 y A n U n V = 0.

Comotodo punto deA estáen la clausuradee, si tomamosXl E AnU resulta
que Xl E e- y U esentorno de Xl' Por lo tanto en U =10.

De igual forma seobtiene queen V =1 0.
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Además, C n U n V = 0 por ser un subconjunto de A n U n V. Esto contradice
la hipótesis de que C esconexo.•

Ahora estamosen condicionesde dar una importante caracterización de los
subconjuntos conexosde IR.

Teorema 5.1.12 Sea C un subconjunto no vacío de IR. Entonces C es conexo S2 y

sólo si C es un intervalo.

Demostración Ya vimos en 5.1.5queun subconjunto conexodeIResnecesariamente
un intervalo.

Queremosprobar ahoraquetodo intervalo esconexo. Por 5.1.9, todo intervalo
abierto es conexo.

Ahora, si 1 esun intervalo, la esun intervalo abierto y por lo tanto esconexo.
Como

de la proposición anterior sesigueque 1 esconexo.•

En general, la interseccióndedossubconjuntosconexosdeun espaciotopológi-
co no esun subconjunto conexo. Por ejemplo, en el plano IR2 la circunferenciaunidad
y el eje x son dos conexoscuya intersecciónes {( -1, O),(O,1)}, que esdiscreto y por
lo tanto no es conexo.

Es inmediato comprobar que la unión de subconjuntos conexosde un espacio
topológico no esun subconjunto conexo. Por ejemploen IR,el conjunto (-1, O)U (1,2)
no es conexo. Sin embargo, veremos en la siguiente proposición que bajo ciertas
condicionesla unión de subconjuntos conexosesconexo.

Proposición 5.1.13 Sea {CdiE! una familia de subconjuntos conexos de un espacio
topológico X. Si ::lio E 1 tal que

entonces C = U C, es conexo.
iEI

Demostración SeanU y V abiertos en X tales que

C ~ U U V, un C i- 0 y V n C i- 0.

Debemosprobar que U n V n C i- 0.
Si U y V intersecana c.; por ser ésteconexo,U n V ne; i- 0 y por lo tanto

U n V n C i- 0.
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Si U n e; i- 0 y V n e; = 0, entonceseia <;: U. Como e; interseca a todo
ei, tenemos que

un C. i- 0 Vi E l.

Puesto que V interseca a e, 3j E I tal que V n C, i- 0. Usando que C¡ es conexo y
que tanto U como V cortan a ej, tenemosque U n V n C, i- 0. Luego

U n V n e i- 0.

Análogamente, si une; = 0 y V n e; i- 0 obtenemosque U n V n e i- 0.
Entonces, por la proposición 5.1.6, ees conexo.•

Corolario 5.1.14 Si {eihEl es una familia de subconjuntos conexos de un espacio
topológico X tal que n C, i- 0, entonces e = u C, es conexo.

iEJ iEJ

Demostración Si Xo En ei, como {xo} esconexo,la familia formada por {xo} y los
~EJecon i El, está en las condicionesde la proposición anterior donde eia = {xo} .•

Como una aplicación de este corolario podemosprobar que lR2 esconexo. En
efecto, lR2 sepuede expresar como unión de todas las rectas que pasan por el origen.

Todo plano de lR3 esimagen de lR2 por una función continua, luego esconexo.
Sesigue entoncesque lR3 es conexopor ser la unión de los planos por el origen.

De esta manera y en forma inductiva seprueba que lRnesconexo,Vn E N.

También lR2
- {O} es conexo pues lo podemos expresar como unión de las

circunferencias centradas en el origen y el semieje positivo de las x. Este último
cumple el rol de eia de la proposición 5.1.13.

El hecho de que la conexión es un invariante topológico nos permite probar
que ciertos espaciosno son homeomorfos.

Observemosprimero que si f : X -t Y es un homeomorfismo y A <;: X
entoncesf restringida a X - A es un homeomorfismosobre Y - f (A).

Estamos ahora en condicionesde afirmar que lR2 no es homeomorfo a lR pues
lR2

- {O} esconexomientras que si a lR le sacamosun punto no resulta conexo. Más
generalmente,

lRn, con n 2: 2, no eshomeomorfo a lR

pues veremosque lRn
- {O} es conexo ( 5.2.5 Y 5.2.7).

La circunferencia SI menosun punto p esconexo. En efecto,sip = (costo, sento)
entoncesSI - {p} es la imagen de la función

f : (to, to + 2íT) -t lR2 definida por f(t) = (cost, sent).

Luego SI no eshomeomorfoa un intervalo [a, b] puessi a < to < b, [a, b]- {to}
no esconexo mientras que SI menosun punto sí lo es.
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Dado un subconjunto conexoede un espaciotopológico X, la unión de todos
los conexos de X que continen a e, por 5.1.14, es un conexoy es el "mayor" que
contienea e.

Definición 5.1.15 Un subconjunto e de un espacio topológico es una componente
conexa de X, si e es conexo y no existe el ~ X conexo tal que e ~ el.

Por ejemplo,si X = ]R- {O}, las componentesconexasson (-00, O) Y (0,00).

En el casode un espaciotopológico discreto, cada conjunto unitario {x} es
una componenteconexade X.

También en Q las componentesconexasson de la forma {x}, ya que en Q
cualquier conjunto con másde un punto no esconexo.

Las componentesconexasde X =]R2 - SI son B(O, 1) y (B-(O, l)y.

Observemosque si eesuna componenteconexade X entoncesees cerrado
en X pues, por la proposición 5.1.11, e- es conexoy como contiene a e debeser
e=e-.

Proposición 5.1.16 Sea X un espacio topológico. Entonces:
i) \Ix E X existe ex, componente conexa de X, tal que x E ex.
ii) Si el y e2son componentes conexas de X, entonces

Demostración i) ex esla unión de los subconjuntosconexosque contienena {x}.
ii) Seanel y e,componentesconexasde X. Si el n e2 =1= 0 entoncesel u e2

esun conexoque contienea el y e2. Luego

y por lo tanto el = e2.•

5.2 Espaciosarco conexos

Otra idea de conexión en un espaciotopológico es que se puedan unir dos puntos
cualesquieradel espaciopor una "curva". Es decir que se pueda ir de un punto a
otro en forma continua en un determinado tiempo. Este es el casode los espacios
euclídeos]Rn puespodemosunir dospuntos cualesquierapor un segmento.

Damos a continuación las definicionesrigurosasde estosconceptos.

Definición 5.2.1 Una curva en un espacio topológico X es una función continua
a : [O, 1] ~ X. Los puntos p = a(O) y q = a(l) se denominan extremos de la curva y
decimos que a une p con q.
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Observemosque si o:esuna curva que une p con q, la curva f3 definida por

f3(t) = 0:(1 - t)

satisfaceque f3(0) = q y f3(1) = p, esdecir f3 une q con p.

Que consideremosel intervalo [0,1] comodominio de una curva no esesencial,
ya que cualquier otro intervalo cerradoeshomeomorfoa éstey podemospasarde uno
a otro en forma continua.

Definición 5.2.2 Un espacio topológico X es arco conexo o conexo por curvas, S7

dados p, q E X existe una curva en X que une p con q.

Un subconjunto de un espacio topológico es arco conexo S7 como subespacio

topológico lo es.

Si ! :(a, b) ---+ IR. es una función continua, el gráfico de ! es un subconjunto
arco conexode IR.2. En efecto,si (tI, !(h)) y (t2, !(t2)) con tI < t2 pertenecena dicho
gráfico, podemosunirlos con la curva o:definida por

Como dijimos al comienzo de esta sección, los espacioseuclídeosson arco
conexospuessi p, q E IR.n, sepuedenunir con la curva o:definida por

o:(t) = tq + (1- t)p.

La imagen de esta curva o:esprecisamenteel segmentopq .

Recordemosque A <;;;; IR.n es convexo si dadosp, q E A el segmentopq está
contenido en A. Por lo tanto en A podemosunir p con q mediante la curva o:definida
anteriormente y así probamosque todo subconjunto convexo de IR.n es arco conexo.

Proposición 5.2.3 Las bolas abiertas o cerradas de IR.n son subconjuntos convexos.

Demostración Observemosprimero que si p, q E IR.n y t E IR. entonces

dip, q) = d(p - q, O) Y d(tp, O) = Itl d(p, O). (5.1)

Además, si 1) E IR.n

tq + (1 - t)p - v tq + (1 - t)p - tv - (1 - t)1) =

t (q - v) - (t - 1) (p - v).
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Por lo tanto si o(t) = tq + (1 - t)p es la curva cuya imagen es el segmentopq,
concluimos que

o(t) - v = t (q - v) - (t - 1) (p - 1)). (5.2)

Entonces,por (5.1) y (5.2), si T > OY p, q E B(v, T) tenemospara cadat E [O,lJ

d(o(t), v) d(o(t) - 11, O) = d(t(q - v), (t - l)(p - v)) :S
< d(t(q - '/)), O) + d(O, (t - l)(p - v)) =

td(q, v) + (1 - t)d(p, v) < tr + (1 - t)r = r

Luego todo punto o(t) del segmentopq estáen la bola B(v, T) y en consecuen-
cia ésta esun convexo.

En forma totalmente análogaseprueba que lasbolascerradassonsubconjun-
tos convexos.•

Corolario 5.2.4 Las bolas abiertas o cerradas de]Rn son subconjunios arco conexos.•

Si o y (3 son curvasen un espaciotopológico queunenp conq y q conv respec-
tivament.e,sepueden "pegar" para obtener una curva queuna p con v, definiendo

_ { 0(2t) si O:S t :S ~
,(t) - (3(2t - 1) si ~:S t :S1.

La continuidad de la función, resulta del ejercicio 12 de 4.4 ya que [O,~]
Y [~, 1] son cerrados en [O,1], t ---- 0(2t) Y t -r-r (3(2t - 1) son continuas en dichos
intervalos y coinciden en la intersección.

p
f3

v

Llamaremos a la curva, yuxtaposición de a con (3.

Usaremosesto para dar otro ejemplo de subconjuntoarco conexode ]Rn.
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Ejemplo 5.2.5 X = lRn
- {O} es arco conexo, Vn ~ 2.

Tomemosp = (1,O, oo., O). Si q E X Y no está sobreel primer eje, el segmento
pq no pasapor el origen de lRny por lo tanto

a(t) = tq + (1 - t)p

esuna curva en X que une p con q.
Si q está sobre el primer eje, tomamos 1) = (0,1, O, oo., O) y como en el caso

anterior, unimos p con 1) por una curva a y 1) con q por una curva {3.Luego la curva
" yuxtaposición de a con {3,une p con q.

En forma análogasepuedeprobar que si A c:;;;; lRn esfinito y n ~ 2, ]Rn - A es
arco conexo.

Proposición 5.2.6 SeaX un espacio topológico y supongamos que existe Xo E X tal
que todo x E X se puede unir a Xo por una curva en X, entonces X es arco conexo.

Demostración SeanXl, X2 E X, a una curva que une Xl con Xo Y {3una curva que
une Xo con X2. Entoncesla yuxtaposición de a con {3une Xl con X2· •

Observemosque, por el teorema de Bolzano, si a es una curva en un espacio
topológico X que une Xl con X2 la imagende a, 1ma, esun subconjunto conexode
X que contiene a dichospuntos. Esto permite probar el siguiente resultado.

Proposición 5.2.7 Si X es un espacio topológico arco conexo entonces X es conexo.

Demostración SeaXo E X y para cadax E X consideremosax curva en X que une
Xo con x. Entonces,por el corolario 5.1.14,

X = U Im o-;
xEX

es conexo ya que es la unión de subconjuntos conexoscon intersección no vacía
(xo E Im o,, Vx) .•

La recíprocade estaproposiciónno escierta. Existen espaciosconexosque no
son arco conexos.

Por ejemplo si definimos A c:;;;; lR2 de la siguientemanera

1
A= ((0,1] x {O}) U ({O} x (O,l])U( U ({-} x [0,1]))

nEN n

sepuedeprobar que A esconexoy no esarco conexo.

Un caso particular donde es válida la recíproca de la proposición 5.2.7 es
cuando el espaciotopológico esun subespacioabierto de lRn

.
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Proposición 5.2.8 Si A e lRn es no uacio, abierto y conexo entonces A es aTCO
co·nexo.

Demostración SeaXo E A Y consideremosel conjunto

e= {x E A: existe una curva en A que une Xo con x}.

e esno vacío puesXo E C. Probaremosque C esabierto y cerradoen A.
Si x E e, entoncesexiste una curva Ct en A que une Xo con x. Como A es

abierto en lRn
, existe T > Otal que B(x, T) ~ A. Por el corolario 5.2.4, si z E B(x, r )

existe una curva (3en B(x, T) queune x con z. Luego" la yuxtaposición de o con (3,
esuna curva en A que une Xo con z y así z E C. Es decir B(x, r) ~ C y por lo tanto,
e esabierto.

Ahora, si existe y E A - e y tomamos s > Otal que B(y, s) ~ A, ningún
punto de esta bola pertenecea C. Sino, por el razonamientoanterior, y pertenecería
a e.Luego hemosprobado que A - e esabierto en lRn

, o seaC escerrado en A.
Como A es conexo,por la proposición 5.1.2, C = A. Como consecuenciade

la proposición 5.2.6 A esarco conexo.•

Finalmente, veremosun resultadoquenospermite afirmar quela arcoconexión
esun invariante topológico.

Proposición 5.2.9 Sean X e Y espacios topológicos, X arco conexo y f X..........¡Y
una función continua. Entonces f(X) es aTCOconexo.

Demostración SeanYI, Y2 E f(X). EntoncesexistenXl, x2 E X tales que f(xd = YI
y f(X2) = Y2·

Como X es arco conexo,existe una curva Ct en X que une Xl con X2, luego
(3 = f o Ct es una curva en f(X) que une YI con Y2 y por lo tanto f(X) es arco
conexo.•

Corolario 5.2.10 Si X e Y son espacios topdógicos homeomorfos, entonces X es
arco conexo si y sólo si Y es arco conexo. Esto es, la aTCOconexión es un itvoariomie
topológico .•
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Como aplicación de la proposición anterior veremosa continuación un ejemplo
de espacioarco conexo.

Ejemplo 5.2.11 Sea S" la esfera de IRn+l centrada en el origen y de radio uno, es

decir

La función

f : IRn+l - {O} ----+ sn definida por
x

f(x) = W

es claramente continua y su imagen esS", Luego, por la proposición anterior, S" es
arco conexo.

5.3 Ejercicios

1. Dado un espaciotopológico X, probar que son equivalentes:
i) X esconexo.
ii) Si A Y B son cerradosen X, no vacíosy X = A U B, entoncesA n B -1=- 0.

2. SeaX un espaciotopológico con la siguiente propiedad:

Vx, y E X, 3Cxy subconjunto conexode X tal que x, y E Cxy.

Probar que X esconexo.

3. SeanTe y TXo las topologías en IR, de los complementosfinitos y definida en el
ejercicio 2 de 3.3 respectivamente.

Probar que (IR,Txo) esconexoy que (IR,Te) no lo es.

4. Demostrar que X es un espaciotopológico conexosi y sólo si todo subconjunto
propio y no vacío de X tiene frontera no vacía.

5. Demostrar que:
a) Si A = {(x, y) E IR2

: x, y E Q} entoncesAC esconexo.

b) Si B = {(x, y, z) E IR3
: x, y, z tt Q} entoncesB no esconexo.

c) Si H es un semiplano de IR2 determinado por una recta L, entoncesH es
conexo.

6. Seanf :X ----+ IRuna función continua, A un subconjunto conexode X y a, b E A
tales que f(a) < f(b). Probar que si c E IRY f(a) < c < f(b), entonces3x E A con
f(x) = c.
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7. Probar que si f : IR-+ Q esuna función continua entoncesf esconstante.

8. Demostrar que si B esun subconjunto conexo,abierto y cerradode X, entonces
B esuna componenteconexade X.

9. Probar que los siguientesespaciosno son homeomorfosdos a dos:

(0,1), [0,1), [0,1] Y SI.

10. Probar que IR2
- B(O, 1) esarco conexo.



CAPITULO 6

ESPACIOS COMPACTOS

6.1 Generalidades

Aunque la definición de espaciocompacto no sugiereuna imagen intuitiva de estos
espacios,resulta muy útil por las propiedadesque ellos tienen.

Los espacioscompactosconservanmuchaspropiedadesde los conjuntos finitos.
Por ejemplo:

i) Toda función continua de un espaciocompactoy a valoresen lR alcanzasu
máximo y su mínimo.

ii) Dos subconjuntoscompactosdisjuntos de un espacioT2 puedenser separa-
dos por abiertos disjuntos.

Para introducir la noción de espaciocompactonecesitamosla siguientedefini-
ción.

Definición 6.1.1 SeaA un subconjunto de un espacio topológico X. Un cubrimiento
de A es una familia de subconjuntos de X, U = {UiLEI' tal que

Si todos los elementos del cubrimiento U son abiertos en X, se dice que U es
un cubrimiento abierto de A o queU es un cubrimiento de A por abiertos de X.

Si U' <;;;; U es también un cubrimiento de A, entoncesU' es un subcubrimienio
deU.

Definición 6.1.2 Un subconjunto A de un espacio topológico X es un subconjunto
compacto de X si todo cubrimiento abierto de A tiene un subcubrimiento finito.
Un espacio topológico X es compacto si es un subconjunto compacto de sí mismo.

La relación entre subconjuntos compactosy espaciostopológicos compactos
está dada en la siguienteproposición.

Proposición 6.1.3 Sean (X, T) un espacio topológico y A <;;;; X. Entonces A es un
subconjunto compacto de X si y sólo si (A, TA) es un espacio topológico compacto.
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Demostración SeaA un subconjunto compacto de X y seaV = {ViLEI un cubri-
miento de A cuyosmiembrossonabiertosen el espaciotopológico (A, TA). Como cada
Vi es de la forma Vi = u,n A con o, abierto en X y A = U Vi, resulta A ~ U U, y

iEI iEI
por lo tanto U = {Ui}iEI esun cubrimiento de A formado por abiertos en X. Como A
esun subconjunto compacto de X, estecubrimiento tiene un subcubrimiento finito,
digamos {Uil, Ui2, ... , Uin} . Claramente{Vil' Vi2, .•. Vin} esun subcubrimiento finito de
V.

Supongamosahora que (A, TA) esun espaciotopológico compacto y conside-
remos un cubrimiento de A, U = {UiLEI' formado por abiertos en X (A ~i~I Ui).

Sea Vi = U, n A, Vi E l. Entonces V = {ViLEI es un cubrimiento abierto del
espaciotopológico (A, TA) Y por lo tanto tiene un subcubrimiento finito, digamos
{Vill Vi

2
, •.. , Vin}. Claramente, {Uill Ui2, ... , Uin} es un subcubrimiento finito de U.

Luego A esun subconjunto compactode X .•

A continuación daremosalgunosejemplos de espacioscompactosy no com-
pactos, dejando las verificacionesa cargo del lector.

Ejemplo 6.1.4 a) Todo espacio topológico finito es compacto.

b) Un conjunto X con la topología discreta es compacto si y sólo si es finito
(considerar el cubrimiento U = {{x} : x E X}).

c) Todo espacio con la topología de los complementos finitos es compacto.

d) (a, b) y [a, b) son subconjunios no compactos de IR, con la topología usual.
Esto se obtiene tomando no E N tal que b - a > .L Y considerando los cubrimientos

no

{ (a, b - ~) : n E N Y n 2:: no} y { [a, b - ~) : n E N Y ti 2:: no}

respectivamente (en el segundo caso se tiene en cuenta 6.1.3).

e) Si ti 2:: 1, IRn con la topología usual no es compacto. (Considerar, por
ejemplo, el cubrimiento {B(O, k) : k E N}).

Veremosahora un resultado que tiene gran importancia por sus aplicaciones
en el análisis.

Teorema 6.1.5 (Heine-Borel-Lebesgue).Sean a, b E IR, a < b. Entonces [a, b] es un
subcotijunio compacto de IR .

Demostración Si a = b , [a, b] = {a} y por lo tanto escompacto.
Seana < b Y U = {Uihu un cubrimiento de [a, b] por abiertos de IR. Consi-

deramos

A = {x E [a,b] : [a,x] está cubierto por un número finito de elementosde U}.
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Como A es un conjunto acotado (A c:: [a, bJ) y no vacío (a E A), A tiene
supremo. Seam = sup{x : x EA}. Claramente

a < m < b.- -

Seaj E 1 tal que m E U]. Como U, es abierto en IRexiste 6 > Otal que

[m - 6, m + 6] c::u; (6.1)

Por definición de supremo, existe Xl E A tal que m - 6 < Xl < m. Como
n

[a, Xl] < U e; resulta
1=1

(6.2)

En particular,

[a, m] sepuede cubrir con un número finito de elementosde U. (6.3)

Si m < b, es posible encontrar 6 > O tal que ademásde satisfacer (6.1) se
cumpla que m + 6 :S b. De (6.2) se obtiene que m + 6 E A Y esto es imposible
por la elección de m. Luego m = b Y por (6.3) podemos asegurar que existe un
subcubrimiento finito de U .•

Veremos en lo que sigue algunas propiedades importantes relacionadas con
compacidad.

Comenzaremosestudiando conjuntos cerradosen espacioscompactos.

Proposición 6.1.6 Si X es un espacio topológico compacto y F c:: X es cerrado,
entonces F es un subconjunto compacto de X.

Demostración SeaU = {UiLEI un cubrimiento abierto de F. Claramente

esun cubrimiento abierto de X y por lo tanto admite un subcubrimiento finito

En consecuencia, {Ui1, ... , Uin} es un subcubrimiento finito de U. Luego, F es un
subconjunto compacto de X .•

Proposición 6.1.7 Si {Fi}iEI es una familia de subconjuntos cerrados y compactos
de un espacio topológico X, entonces n F; es un subconjunto compacto.

iEI
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Demostración SeaF = n F: LuegoF escerradoen X y comoF ~ F¿ para io E 1,
íEI

F escerrado en Fío. Por ser Fío compacto,de la proposición 6.1.6 setiene que F es
un subconjunto compacto de Fío Y fácilmente seconcluyeque F es un subconjunto
compacto de X .•

Probaremosahora que en un espacioT2 sepueden "separar" puntos de com-
pactos.

Proposición 6.1.8 Sea X un espacio topológico T2. Si F es un subconjunto com-
pacto de X y x tt F, entonces existen U y V abiertos disjuntos en X tales que x E U
Y F ~ V.

Demostración Sean F un subconjunto compacto de X y x tt F. Por ser X un
espaciotopológico T2, para caday E F existen Uy, Vy abiertosen X tales que x E Uy,

y E Vy Y Uy n Vy = cjJ . Como {Vy : y E F} esun cubrimiento abierto del compacto
n

F, existen Yl, ... , Yn en F tales que F ~ í~l VYi·

Sean
n n

U = n u, y V = U Vy.
í=l' i=l'

Es claro que U y V son abiertos en X, x E U y F ~ V.

Además, si z E U n V entoncesz E Uy, Vi y existe j tal que z E VYj. Por lo
tanto z E UYj nVYj lo cual esimposible. Luego U nV = cjJ y secompleta la prueba.•

La proposición 6.1.6 dice que todo subconjunto cerrado en un compacto es
compacto. En IR con la topología de los complementosfinitos, es fácil encontrar
subconjuntoscompactosqueno soncerrados,por ejemploN. Esto dice queen general
no es cierto que todo compacto de un espaciosea cerrado, aunque en la siguiente
proposición veremosque esto sí ocurre cuandoel espacioesde Hausdorff.

Proposición 6.1.9 Sea X un espacio topológico T2. Si F es un subconiunio com-
pacto de X entonces F es cerrado.

Demostración SeaXo E Fe. Por la proposición 6.1.8 podemosconsiderar U y V
abiertos disjuntos en X tales que Xo E U y F e V. Entoncesun F = cjJ y por lo tanto
Xo E U ~ Fe. Luego Fe esabierto en X .•

Veremosahora que en un espacioT2 se pueden "separar" dos subconjuntos
compactosdisjuntos. Esto esuna generalizaciónde la proposición 6.1.8, puesto que
en cualquier espaciotopológico los conjuntos de la forma {x} son compactos.

Proposición 6.1.10 Sea X un espacio topológico T2. Si Kl Y K2 son subconjuritos
compactos disjuntos de X, entonces existen U1 y U2 abiertos disjunios en X tales que
te, ~ U1 y K2 ~ U2.
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Demostración Por la proposición 6.1.8, para cada x E K2 existen Ux y Vx abiertos
en X tales que x E U; , K1 ~ Vx y U¿n Vx = cjJ.

Como {Ux : x E K2} esun cubrimiento abierto de K2, existen Xl, ... , xn en K2
n

tales que K2 ~ U o.:
i=1 '

Llamemos
n n

U1 = n Vx y U2 = U U-:
i=l' i=l'

Con una prueba análoga a la de 6.1.8 seve que U1 y U2 son abiertos en X y que

Nuestro próximo objetivo esdar una condición necesariapara que un subcon-
junto de un espaciométrico seacompacto.

Definición 6.1.11 Un subconjunto A de un espacio métrico X se dice acotado si
existe x E X Y r > O tal que A ~ B (x, r) .

Proposición 6.1.12 Sea X un espacio métrico. Si K es un subconjunto compacto
de X entonces K es cerrado y acotado.

Demostración Como X es un espaciométrico, X esT2 y por la proposición 6.1.9
se tiene que K escerrado en X.

Sea Xo E K Y consideremosU = {B(xo,n) : '11, E N}. Como U es un cubri-
miento abierto de K y K es un subconjunto compacto de X, existen nI, ... , nk en N
tales que

k

K ~j~l B(xo, nj).

Si no = max {ni: 1 ~ i ~k} , entoncesK ~ B(xo, no) y por lo tanto K esacotado.•

Corolario 6.1.13 Sean 2:: 1. Si K es un subconjunto compacto de ]Rn entonces K
es cerrado y acotado. •

Observación 6.1.14 Consideremos el espacio métrico ]R con la métrica discreta, es
decir

{
O si x = y

d( x, y) = 1 . -1-
si X T y.

La topología inducida por la distancia d es la discreta, por lo que (IR,Yrl)
no es compacto aunque es cerrado y acotado. Esto muestra que la recíproca de la
proposición 6.1.12 es falsa. Sin embargo, la recíproca de la afirmación del corolario
6.1.13 esverdadera como veremosen el teorema de Heine-Borel-Lebesgue(7.1.14).

El siguiente resultado nos va a permitir concluir que la compacidad es un
invariante topológico y también construir nuevosejemplosde espacioscompactos.
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Teorema 6.1.15 Si X es un espacio topológico compacto y f : X -----+ Y es una
función continua, entonces f(X) es un subconjunto compacto de Y.

Demostración SeaV = {Vi}iEI un cubrimiento abierto de f(X). Como f es con-
tinua, U, = f-l(Vi) es abierto en X. Por lo tanto U = {UiLEI es un cubrimiento
abierto del espaciocompacto X y en consecuenciatiene un subcubrimiento finito

{Uill···,Uin}·
Seany = f(x) e il E 1 tal que x E Uil. Luego

Esto prueba que
n

f(X) ~ U Vil
l=1

Y por lo tanto {Vill ... , Vin} esun subcubrimiento finito de V.•

Corolario 6.1.16 Si X e Y son espacios topológicos homeomorfos, entonces X es
compacto si y sólo si Y es compacto. Esto es, la compacidad es un invariante
topológico.•

En la observaciónsiguientereunimosalgunasconsecuenciasdel teorema ante-
flor.

Observación 6.1.17 a) SI es compacto.
Para probar esto consideramos la función continua y suryectiva

f: [0,1]-----+SI, f(t) = (cos2nt, sen2nt)

y además que, por 6.1. 5, [O, 1] es compacto.

b) (0,1) ~ SI Y [0,1) ~ SI puesto que SI es compacto y pOT6.1.4, (0,1) Y
[O, 1) no lo son.

c) (lR, T) ~ (lR, 'Yc) dondeT y'Yc son las topologías usual y de los complementos
finitos, respectiuomenie. Esto resulta de considerar 6.1.4 c) y e).

d) Es fácil dar ejemplos defunciones continuas y suryectivas de (0,1) en [0,1].
Sin embargo, no existe f : [0,1] -----+ (0,1) continua y suryectiva pues [O,1] es compacto
y (0,1) no lo es.

Las propiedadesque conocemosacercade subconjuntos cerradosen espacios
compactosy subconjuntos compactosen espaciosT2, nos van a permitir probar que
cualquier función continua de un compacto en un T2 es cerrada. Este es el hecho
central del siguiente teorema, que esde gran utilidad para definir homeomorfismos,
como veremosen los ejemplosde espacioscocienteen 7.2.
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Teorema 6.1.18 Sean X un espacio topológico compacto e Y un espacio topológico
T2· Si f : X ~ Y es una función continua y biyectiva entonces f es un homeomor-
fismo.

Demostración Serásuficienteprobar que f escerrada.

Si A ~ X escerrado,por la proposición6.1.6, A esun subconjuntocompacto
de X. Luego,por el teorema6.1.15, f(A) esun subconjuntocompactode Y y de la
proposición6.1.9 seconcluyeque f(A) escerradoen Y. Por lo tanto f escerrada.•

Probaremosahora un resultado que tiene numerosasaplicacionesen análisis
y que es intrínseco a los espaciosmétricos compactos(por ejemplo, a los intervalos
cerradosde IR).

Teorema 6.1.19 (Lema de Lebesgue).Sean (X, d) un espacio métrico compacto y
U = {VJ iEI un cubrimiento abierto de X. Entonces existe un número real positivo
r = r(U), llamado ruimero de Lebesguedel cubrimiento U, tal que para cada x E X,
B(x, r) ~ Vi para algún 'í E l.

Demostración Para cadax E X elegimosrx > O tal que B(x, rx) ~ Vi para algún
i E l. La familia {B(x) T2') : x E X} esun cubrimiento abierto de X y por lo tanto
existen Xl) "') xn en X tales que

(6.4)

cubre a X. Llamemos

{rx. }
T = min -' : 1 < i < n .2 --

Veremosahora que para cadax E X , la bola abierta B(x, T) está contenida
en algún miembro de U .

Seax E X. Debido a que la familia dadaen (6.4) esun cubrimiento de X, :3j
(1 < j < n) tal que x E si«; T;i). Para y E B(x) T) tenemos

r-. r-. T:¡;.

d(y) Xj) ~ d(y, x) + d(x, Xj) < T + 2J
::; -t + -t = Txj'

Por lo tanto,

Bi», T) <;;: st«;TxJ ~ U, para algún i E l .•
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6.2 Compactación

Como dijimos al comienzode este capítulo, tU1 espaciocompacto conservamuchas
propiedadesdelosconjuntosfinitos y por estopuedeserconsiderado,encierto sentido,
como "finito".

Es fácil ver que un espaciotopológico X no escompactosi y sólo si para todo
subconjunto compacto K setiene que X - K no escompacto.

Podemosentoncesver a X - K como una parte "infinita" de X. Así, si de-
seamosconstruir un espaciocompactoa partir de otro no compacto,debemoshacerlo
destruyendolas partes "infinitas" de éste. Una forma de hacerestoy que esen cierto
sentido la mássimple, esagregarun punto al espaciono compactoy tomar comoen-
tornos de dicho punto las partes "infinitas" del espacio.De estemodo, sepuedemirar
a IRcomo subespaciode SI. Este método se llama compactaciónde Alexandroff.

Hay otras maneras de compactación de un espacio. Como ejemplo de ello
veremosa IR como subespaciode la llamada recta real extendida que se obtiene a
partir de IRagregandodos puntos.

Definición 6.2.1 Compactar un espacio topológico (X, T) es construir un espacio
~ -

topológico compacto (X, T) tal que:
~

i) X <;;;;;X
ii) Tx = T (la topología inducida por T en X coincide con la de X)

~
iii) X es denso en X .

De esta forma, las propiedadestopológicasde (X, T) son las del subespacioX
~ ~

de X que, por ser denso,está presenteen todas las partes abiertas de X .

Proposición 6.2.2 Sea (X, T) un espacio topológico y consideremos un punto no
perteneciente a X, que denotaremos oo. Si X* = X U {oo}, entonces la familia

T* = TU {U <;;;;; X*: 00 E U Y X - U es compacto y cerrado en X}

es una topología en el conjunto X*.

Demostración Quedacomo ejerciciopara el lector. •

Notemos que si 001 y 002 son dos puntos distintos que no están en X y con
cadauno de ellosconstruimoslosespaciostopológicos(Xr, 1;*) y (X2', ~*), la función

f: X; -- X;
definida por

esun homeomorfismo.Por estarazón,el espaciotopológico (X*, T*) esindependiente
(salvohomeomorfismo)del punto agregadoy sellama compactado de Alexandroff del
espaciotopológico (X, T).
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Proposición 6.2.3 Sea (X*, T*) el compactado de Alexandroff de (X. T). Entonces:
i) X es abierto en X* y T*= T.

x
ii) {(X)} es abierto en X* si y sólo si X es compacto.
iii} X es denso en X* si y sólo si X no es compacto.
iv) (X*, T*) es compacto.

Demostración i) X es abierto en X* pues T S;;;; T*. Además, SI oo E U E T*
entonces

X - (U nX) = X - (U - {oo}) = X - U

escerrado en X y por lo tanto U nX E T. Ahora fácilmente se concluyeque {*= T.

ii) Que {oo] E T* esequivalente, por definición de T*, a decir queX - {oo] =

X es compacto.

iii) X esdensoen X* <===> Unx =1= cp , VU E T*, U =1= cp <===> {x} ti: T* <===> X
no es compacto (usar ii))

iv) Sea U = {UdiEJ un cubrimiento abierto de X* y sea Uio E U tal que
00 E Vio' Por definición de T*, X - Vio es un subconjunto compacto de X y como
'r: = T, es fácil ver que X - Uio es un subconjunto compacto de X*. Luego existe
{Vil' ... , Vin} ~ U tal que cubre a X - Vio Y por lo tanto {ViO' Vil' .... Vin} cubre a X*
y es un subcubrimiento finito de U .•

Ejemplo 6.2.4 Consideremos IR con la topología usual. El compactado de Ale:z:an-
droj] de IR es S1, es decir, IR*~ SI.

Para ver esto, consideremosla proyección estereográficadesdeel polo norte

(x ')

No esdifícil verificar que p esbiyectiva y continua e induce el homeomorfismo
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definido por

El ejemplo anterior da una compactaciónde lR . Ahora veremosotra forma
distinta de compactar a lR.

Denotemospor -00 y +00 a dos puntos que no esténen lR y consideremos

lR = lR U {-oo, +oo} .

Extendemosel orden usual < de lR, a lR de la siguienteforma

-00 < x, x < 00 \:Ix E lR Y - 00 < +00.

El conjunto ordenadolR se llama recta real extendida.
Consideremosen lR la topología T generadapor

{{x: x > a} : a E lR} U {{x: x < a} : a E lR}.

Dejamos al lector verificar las afirmacionesde la siguienteobservación.

Observación 6.2.5 i) Una basede la topología T está formada por los conjuntos de
la forma

(a, b), [-00, c) y (d, +00]

con a, b,c, d E lR, c =1= -00 y d =1= +00.

ii) La topología T IR, inducida por T en lR, es la usual de lR.

iii) lR es abierto y denso en lR.

Proposición 6.2.6 (lR, T) es un espacio topológico compacto.

Demostración El intervalo [-~)~], con la topología usual, escompacto por el teo-
rema 6.1.5. Sea

definida por

{

tan x si x E (- ~, ~)
f (x) = - 00 si x = - ~

+00 si x = ~.

Es fácil ver que f es un homeomorfismoy en consecuencialR escompacto.•

De lo anterior resulta (R,T) una compactaciónde R
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Además,

y como
1 [7f 7f]

S ~ -2' 2

resulta que SI y la recta real extendida IRson dos compactacionesdistintas (esto es,
no homeomorfas) de IR .

6.3 Ejercicios

1. Verificar los incisos del ejemplo 6.1.4.

n
2. a) Sean Ki, i = 1, ...,n, subconjuntos compactos de X. Probar que K = U K, es

,=1

un subconjunto compacto de X.
b) ¿La unión de una cantidad no finita de compactos es un compacto?

3. Probar que A = {*}nEN U {O} es un compacto de IR.

4. SeanXo E IR, Yxo y TXo las topologías en IR definidas en el ejemplo 3.1.5 y en el
ejercicio 2 del capítulo 3.

a) ¿Es (IR,Yxo) compacto?
b) ¿Es (IR,TXo) compacto?

5. Probar que si {KihEl esuna familia de compactosde un espaciode Hausdorff X,
entoncesK = n K, es compacto.

iEI

6. Probar que no existe función continua y suryectiva J : [O,1] ~ IR. En particular,
[0,1] ~IR.

7. Probar:
a) Si A es un subconjunto compacto y no vacío de IR,entoncestiene máximo

y mínimo.
b) Si X es compacto y J : X ~ IR es continua, entoncesJ alcanza su valor

mínimo y su valor máximo.
c) Si X es compacto, J : X ~ IR es continua y J(x) > O '\Ix E X, entonces

::le> Otal que J(x) ::::e, '\Ix E X.

8. Si X un espaciométrico y A Y B son subconjuntos de X, se define

d(A, B) = inf{ d(x, y) : X E A, Y E B}.

Probar:
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a) Si K es un subconjunto compacto de X y Xo E X, entoncesexiste Yo E K
tal que d(xo, K) = d(xo, yo).

b) Si KI Y K2 son subconjuntos compactosde X, entoncesexisten Xl E KI Y
x2 E K2 tales que d(KI, K2) = d(XI, X2).

9. SeanX e Y espaciostopológicos compactosy T2 Y ¡:X -------t Y una función.
Probar que¡escontinua si y sólosi ¡-I(K) escompactopara todo compacto K ~ Y.

10. Sea (X, T) un espaciotopológico compacto y T2. Probar:
a) No existe topología Tí en X tal que Tí ~ T Y (X, Tí) seaT2·

b) No existe topología 72 en X tal que T ~ 72 y (X, 72) seacompacto.

11. Probar la proposición 6.2.2.

12. a) Probar que el compactadode Alexandroff de ]Rn esS", esto es,

b) Probar que el compactadode Alexandroff del intervalo (O,1] es [O,1]' esto es,

(O, 1]* ~ [0,1].

13. Probar las afirmacionesde la observación6.2.5.

14. Probar que la función ¡definida en la demostraciónde la proposición 6.2.6 es
un homeomorfismo.



CAPITULO 7

ESPACIOS PRODUCTO Y ESPACIOS COCIENTE.

En matemática, el estudio de una estructura usualmentelleva al estudio de subes-
tructuras, estructuras producto y estructuras cociente.

7.1 Espaciosproducto

El producto deespaciostopológicosadmite una estructura topológicaqueestácarac-
terizada por la de susespaciosfactores. Esto estápresenteen el espacioeuclídeo]Rn,

donde las nocionestopológicasestán caracterizadaspor la topología euclídeade sus
rectas coordenadas.

Con el objeto de introducir la estructura topológica antesmencionada,consi-
deremoslos espaciostopológicos Xl y X2. Tenemosasociadosa estos espaciosel
conjunto producto cartesianoXl x X2 y las proyeccionescanónicas

Es deseabledar al conjunto Xl x X2 una topologíatal que ambasproyeccionessean
continuas. Debido a que la topología discreta satisfaceesto, es natural requerir la
topología menos fina que hacecontinuasa ambasproyecciones.Esta topología, lla-
mada topología producto, esta dada por la intersecciónde todas las topologías en
Xl x X2 quetienen la propiedadrequeriday fácilmentesepuedever queesla topología
generadapor

s = {p¡l (Ui) : U, esabierto en Xi, i = 1,2}.

Debido a que:

i) P11 (V) = V X X2, P2l (W) = Xl X W
n n n n

ii)n (Vj x X2) = (n Vj) x X2, n (Xl x Wj) = Xl X (n Wj)
J=1 J=l J=l J=1

iii) V x W = (V x X2) n (Xl x W)

seprueba que una basede la topologíaproducto es

B = {U1 X U2 : U, esabierto en Xi, i = 1,2} .



74 EspaciosProducto y EspaciosCociente.

Ejemplo 7.1.1 Consideremos IR con la topología usual. La topología producto en
IR2= IRx IR, también tiene como subbaseal conjunto de franjas abiertas horizontales
y verticales y como base al conjunto de rectángulos (a, b) x (c, d).

a I lb
I

Por lo tanto, la topología producto en IR2es la topología usual de IR2.

En forma natural seextiende la noción de topología producto al producto de
una familia de espaciostopológicos. En estas notas incluimos sólo el casode una
familia finita Xl, ...,X¿ de espaciostopológicos y remitimos a cualquier libro de la
bibliografía al interesadoen el casogeneral.

Denotamos al producto cartesianode los conjuntos Xl, ...,X¿ por

n

Xl X ... X X¿ o bien por TI X,
i=l

y por Pj a la proyeccióncanónica

n

Pj TI X, ---> Xj, ]Jj(XI' ... , Xn) = Xj, para 1 < j ::; 77.

i=l

n

Definición 7.1.2 La topología T en TI x, generada por
i=l

n

se llama topología producto. El espacio topológico (TI Xi, T) se llama espacio pro-
i=l

dueto de Xl, ...,X¿ y el espacio Xi, i-ésimo eje coordenado.
Si T; es la topología de Xi, denotaremos también a la topología producto T por

Tí * 72 * ... * 7;..
n

Cuando en un producto TI X, no explicitemos su topología significará que
i=l

estamosconsiderandola topología producto.
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Observación 7.1.3 Como consecuencia de la definición anterior se obtiene fácil-
mente:

i) Una base de la topología producto y que llamaremos base canónica es

n

B = {Il U, : U, es abierto en Xi, i = 1, ...,n}.
i=l

ii) En un espacio producto, todas las proyecciones canónicas son continuas y
cualquier topología en un conjunto producto que tenga esta propiedad debe ser más
fina que la topología producto.

Consideremosen lR las topologías usual T, la de los complementosfinitos Te
y la discreta D.

Por el inciso i) de la observaciónanterior, en lRx lRcon la topología T * Te , los
conjuntos queseobtienen de franjas abiertas verticalessacándolesun número finito de
segmentoshorizontales son abiertos de la basecanónica. Los segmentoshorizontales
sin sus extremos, son elementosde la basecanónicade la topología T * D, más aún
forman una basede T * D.

La siguiente esuna propiedad importante del espacioproducto.

Proposición 7.1.4 Las proyecciones canónicas de un espacioproducto sobre sus ejes
coordenadas son funciones abiertas.

Demostración Sean1 ::; j ::; ti y Pj la proyeccióncanónicasobre Xj.
n

Si B =n U, entoncespj(B) = Uj. Por lo tanto, si B es un elemento de la
i=l

basecanónica de la topología producto, pj(B) esabierto en Xj'

SeaU un abierto enel espacioproducto. EntoncesU = U B¡ con B¡ en la base
lEL

canónica y Pj(U) = Pj( U Bl) = U pj(BI). Por lo tanto Pj(U) esabierto en x.. •
IEL lEL

Observación 7.1.5 Las proyecciones canónicas de un espacioproducto sobre sus ejes
coordenadas no tienen por qué ser funciones cerradas.

Por ejemplo, consideremoslRcon la topología usual y la proyección

p, : lR2 = lR x lR --+ R

SealR+= {x E lR : x > a}. El conjunto

1
F = {(x, -) : x E lR+}

x

es cerrado en lR2 y sin embargoPl (F) = lR+ no es cerrado en R

El siguiente resultado permite caracterizar las funciones continuas en un es-
pacio producto.
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n

Proposición 7.1.6 Sean Y un espacio topológico, TI X, un espacio producto y Pj la
i=l

n

proyección canónica, para 1< j < n, Entonces, f : y -+ TI x, es continua si y sólo
i=l

si P¡ o f : y -+ Xj es continua Vj = 1, ...,n,

Demostración Si f escontinua, comolas proyeccionesPj soncontinuas, también lo
sonPj o t, vi.

Veamosahora la recíproca. Debido a la proposición 4.1.11, será suficiente
probar que t:' (B) esabierto, VB en la basecanónicade la topología producto.

n

SeaB =TI U, dondeU, esabierto en Xi, Vi. Luego,
i=l

B (Ul X X2 X ... X Xn) n (Xl x U2 X ... X Xn) n ...n (Xl x ... X Xn-l X Un) =

Pll (U1) n P21 (U2) n ...n p~l (Un)

y por lo tanto

Como (Pi o j)-l(Ui) esabierto en Y Vi, f-l(B) estambién abierto en Y. •

Observación 7.1.7 Como consecuencia de la proposición anterior no es difícil en-
contrar homeomorfismos que prueben:

i) (X x Y) x Z ~ X x Y x Z.

ii) IRn - {O} rv sn-l X IR+ (IR+ = {x E IR : x > O}).

Debido a quelasproyeccionescanónicassoncontinuas,esclaro que laspropie-
dadestopológicaspreservadaspor funcionescontinuas(conexión,arco-conexión,com-
pacidad,etc.) sonheredadaspor losejescoordenadossi el espacioproducto las tiene.

Nos interesaencontrar propiedadestopológicasque tenga el espacioproducto
cuando las tienen todos los ejescoordenadas.

En los siguientesteoremasveremosalgunaspropiedadesquecumpleel espacio
producto si y sólo si las cumplen los ejes coordenadosy en particular, nos resul-
tarán útiles para determinar si el espacioproducto tiene algunade estaspropiedades
estudiándolaen los ejes,quesonespaciosmássimples.

n

Teorema 7.1.8 Sean Xl, ...,X¿ espacios topológicos. El espacio producto TI X,
i=l

es N2 si y sólo si X, es N2 Vi.

n

Demostración Supongamosprimero que TI x, es N2 y sean N e N y B
i=l

{Bk : k E N} una basenumerablede la topología producto.
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Para 1 < j :s ti, definimos

Veremosque Bj esbasede la topología de Xj y por lo tanto resultará X, un espacio

N2·

Seaj tal que 1 :s j :s n. Como Pi esabierta, Pj(Bk) esabierto en Xj, Vk. Sea
ahora Uj abierto en Xj y x j E Uj. Para i i:- j elegimosun punto a; E X, Yconstruimos

n

Como Pj 1(Uj) esabierto en TI x; existe B ko en la baseB tal que
i=l

Luego

y en consecuenciaBj esbasede la topología de Xj.

SupongamosahoraqueX, esN2 Vi YseaB, una basenumerablede la topología
de Xi' Llamemos T a la topología producto y sea

B = {Bl X ... X B¿ : B, E B, para i = 1, ...,n}.

Es claro que B esnumerable y B ~ T.
n

Seaahora U E T Y x E U. Existe TI Ui, abierto en la basecanónicade T, tal
i=l

que
n

XErrUi~U.
i=l

Como U, esabierto en X¿ existe B, E B, tal que x, E B, ~ U¿ Por lo tanto

n n

x Err n, ~rr u.~ U
i=l i=l

y en consecuencia B esbasenumerable de la topología producto .•

SeanT Y Te las topologías en IR,usual y de los complementosfinitos respec-
tivamente.

Vimos en 4.2.2 y 4.2.4 que (IR,T) esN2 y que (IR,Te) no lo es. Por el teorema
anterior, podemosasegurarque IR2 con la topología producto T * Te no es N2.
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n

Teorema 7.1.9 Sean Xl, ...,X¿ espacios topológicos. El espacio producto TI X, es
i=l

Demostración Daremossólo la idea de la demostración,dejando al lector la prueba
de los detalles.

n

Supongamosen primer lugar que TI x, esNI y sea1 ::S j ::S n. Para ver que
i=l

X, esNI, consideremosXj E Xj. Construimos un punto x en el espacioproducto de
modo que Pj(x) = Xj,

n

x = (al, ...,Xj, ... , an) Err X,
i=l

y tomamos Bx basenumerablede entornosde x. Luego,pj(Bx) esbasenumerablede
entornos de x j (ejercicio).

n

Supongamosahora que X, esNI Vi. Seax = (Xl, ... , xn) E TI X, Y considere-
i=l

mos Bx, basenumerable de entornosde Xi, Vi.

Bx = {BI X ... X Bn : B, E BXi para i = 1, ...,n}

esbasenumerable de entornos de x (ejercicio).•

n

Teorema 7.1.10 Sean Xl, ...,X¿ espacios topológicos. El espacio producto TI X, es
i=l

separoble si y sólo si X, es separableVi.

Demostración La prueba resulta de los doshechossiguientes,cuyasdemostraciones
dejamosal lector.

n

Si D esun subconjunto densoy numerablede TI Xi, entoncesD¡ = pj(D) es
i=l

un subconjunto densoy numerablede Xj.
n

Si Di esun subconjunto densoy numerablede X, Vi , entoncesD = TI Di es
i=l

n

un subconjunto densoy numerablede TI x,.•
i=l

n

Teorema 7.1.11 Sean Xl, ...,X¿ espacios topológicos. El espacio producto TI X, es
i=l

n

Demostración Supongamosque TI x, esT2 y sea 1 ::Sj ::Sn.. SeanXj, Yj E x;
i=l

Xj =1= Yj· Para i =1= i, elegimosa; E X, Y construimos los puntos

x (al, ,Xj, ,an)

y (al, ,Yj, , an).
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n n

Como x =1=- y, existen U = TI Ui y V = TI Vi, abiertos de la base canónica de
i=l i=l

la topología producto, tales que

x E U, Y E V Y U n V = 0.

Por lo tanto

son abiertos en X, tales que

x j E u; Yj E Vj Y U, n Vj = 0

(pues si Zj E U¡ n Vj entoncesZ = (al, ...,Zj, ... , an) E U nV). Luego X¡ esT2·
n

Supongamosahora que X, esT2 Vi. Seanx, y E TI Xi, X =1=- y, entoncesexiste
i=l

j tal que

Tomamos e, y Vj abiertos disjuntos en x, tales que Xj E o,e Yj E Vj.
Luego

n

son abiertos en TI X, tales que
i=l

x E U, Y E V Y U n V = 0

n

y por lo tanto TI x, esT2.•

i=l

n

Teorema 7.1.12 Sean Xl, ..., X¿ espacios topológicos. El espacio producto TI X, es
i=l

conexo si y sólo si X, es conexo Vi.

n

Demostración Si TI X, esconexo,por el teorema de Bolzano, X, esconexoVi.
i=l

Probaremos la recíproca por inducción. Esto es, probaremos que el espacio
producto de n espaciosconexosesconexo (n ~ 2).

Veamos en primer lugar que si Xl y X2 son conexosentonces Xl x X2 es
conexo.

Para esto consideramoslas siguientesfunciones que, por la proposición 7.1.6,
son continuas

fX2
Xl -7 Xl X X2

Xl -7 (Xl,X2)

fXI
, X2 -7 Xl X X2

X2 -7 (Xl, X2).
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Por el teorema de Bolzano,

son conexos,VXI, X2.
Por lo tanto {XIX {X2} : x2 E Xd es una familia de conexos. Además

e= {Xl} X X2 esun conexoque intersecaa cadamiembro de la familia anterior pues
(Xl, X2) E en (Xl x {X2}), VX2. Entonces,por la proposición 5.1.13,

es conexo.

eu (u (Xl X {X2}) = Xl X X2
X2

tiva).
Supongamosqueel espacioproducto de k conexosesconexo(hipótesis induc-

Consideramosahora k + 1 espaciosconexos,Xl, ..., Xk+1. Por la observación
7.1.7 podemosescribir

k+l k

II x,~ (II Xi) x Xk+l

i=l i=l

k

Por hipótesis inductiva, Y = TI X, esconexoy por lo probado anteriormente
i=l

para el caso ti = 2, obtenemosque Y x Xk+1 es conexo. Como la conexión es
k+l

preservadapor homeornorfismos,TI X, esconexo.•
i=l

Teorema 7.1.13 (Tijonov). Sean Xl, ... , X¿ espacios topológicos. El espacio pro-
n

dueto TI X, es compacto si y sólo si X, es compacto Vi.
i=l

Demostración Como la compacidadespreservadapor funcionescontinuasy además
n n

Pj(TI Xi) = x; resulta que si TI x,escompactoentoncesX, escompactoVj.
i=l i=l
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Probaremos la recíproca por inducción. Esto es, probaremosque el espacio
producto de n espacioscompactosescompacto (n ~ 2).

Veamosen primer lugar que si Xl y X2 son compactosentoncesXl x X2 es
compacto.

SeaU ={Ui}iEJ un cubrimiento abierto de Xl x X2. Si Xl E Xl, considerando
que la función

X2 ---. Xl X X2, X2 ---. (Xl, X2)

es continua y que X2 es compacto, se concluye que {xd x X2 es un subconjunto
compacto de Xl x X2.

Si m = (z ,, X2) E Xl X X2, existe i(m) E 1 tal que rn E Ui(m)'

Como Ui(m) es abierto en Xl x X2 , usando la basecanónicade la topología
producto, podemos asegurarque existen Vm abierto en Xl Y Wm abierto en X2 tales
que

Luego

{Pm:mE{xdxXd

esun cubrimiento abierto del compacto {x¡} xX2. En consecuencia,existenmi, ...,m.¿
tales que

(7.1)
Sea

n
Ax¡=n Vm.

j=l ]

Claramente AXl esun entorno abierto de Xl' Veremosahora que Ax¡ x X2 escubierto
por un número finito de miembrosdel cubrimiento U.

~----
/Jl

3

'------ ------
I /1/2

I
I I

f----- If-----
I I

I I
/Jl¡

I I
I I I I
I I

I

X¡XX
2

I

___ ----'-__ -'------L._-<.~-J....: --'- __ ---L___ XI

~
Ax

1
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Sea (UI, U2) E AXl X X2. Por (7.1), existe j tal que

Por lo tanto u2 E Wmj Y así

Luego, hemosprobado

Esto es, AXl x X2 escubierto por un número finito de elementosde U.
Al variar Xl en Xl, los abiertos AXl forman un cubrimiento abierto del espacio

compacto Xl y por lo tanto tiene subcubrimiento finito. Esto es,existen XI,1 , XI,2 ,

oo., XI,l en Xl tales que

Xl = Ax¡ ¡ UAXl 2 U oo. U Ax¡ r:
" ,

Como para cada Axl,j vale lo hechoanteriormente para AXl' cada AX¡,j x X2

escubierto por un número finito de U¿ Debido a que

sesigueque un número finito de U, cubren Xl x X2 . LuegoXl x X2 escompacto.
Supongamosahora que el espacioproducto de k espacioscompactoses com-

pacto (hipótesis inductiva).
SeanXl, oo., Xk+l espacioscompactos.De la observación7.1.7 obtenemosque

k+l k

TI x, ~ (TI Xi) x Xk+l·

i=l i=l

k

Por hipótesis inductiva, Y - TI X, es compacto y por lo probado anterior-
i=l

mentepara el cason = 2, concluimosqueY x Xk+l escompacto. Comola compacidad
k+l

espreservadapor homeomorfismos,TI X, escompacto.•
i=l

Daremos ahora algunos ejemplos que muestran el uso de los teoremas ante-
nores.

En IR consideremoslas siguientes topologías: usual T, de los complementos
finitos Te, discreta D y TXQ, con Xo E IR,definida en el ejercicio 2 del capítulo 3.

Por lo ya visto en los capítulos precedentes,sabemosque:
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a) (IR,T) es N2, NI, separable,T2, conexoy no escompacto.

b) (IR,'Fe) es conexo,compacto y separablepero no esN2, NI ni T2.

c) (IR,D) esNI y T2, pero no esN2, separable,conexoni compacto.

d) (IR,TXo) es NI, conexoy compacto y no esN2, separableni T2.

Usando los teoremasprevios podemosconcluir:

i ) IR3con la topología 'Fe* 'Fe* TXQ esconexoy compactopero no esseparable,
N2, NI ni T2.

ii) (IR3,T * D * TXo) esun espacioNI y no esT2.

iii) (IR2
, 'Fe * T) esseparablepero no escompacto.

Como consecuenciadel teorema de Tijonov y de resultados del capítulo 6,
tenemos la siguiente caracterización de los subconjuntos compactos de IRn, que por
su simplicidad resulta muy útil.

Teorema 7.1.14 (Heine-Borel-Lebesgue).Sea ti 2: 1 . Un subconjunto K de IRnes
compacto si y sólo si escerrado y acotado.

Demostración Por el corolario 6.1.13, si K es un subconjunto compacto de IRn
entoncesescerrado y acotado.

Veamosahora la recíproca. Si K esacotado entoncesexiste I = [a, bJ tal que
n

K ~ TI ¡= In. Por el teorema 6.1.5, ¡ escompacto y usandoel teorema de Tijonov
i=1

(7.1.13) concluimos que I" escompacto.

Como K es cerrado en el compacto I"; por la proposición 6.1.6 resulta K
compacto.•

Ejemplo 7.1.15 Como consecuencia inmediata del resultado anterior- obtenemos los
siguientes hechos.

-
i) B (x,r-) y S(x,r) son compactos de IRn.

ii) IRnno es compacto y por lo tanto S" - {a} con a E S" (que es homeomorfo
a IRn) no es compacto.
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7.2 Espacioscociente

Como todos sabemosel cono, el cilindro o la pirámide sepuedenconstruir pegando
adecuadamentepartes de un trozo de papel. Esta operación, que "identifica" pun-
tos, da un ejemplo simple de la noción de objeto cocienteen matemática. Para su
definición necesitaremoslas nocionesde partición y relación de equivalencia.

Definición 7.2.1 Una partición de un conjunto X es una familia P de subconjuntos
de X tal que:

i) U A = X
AEP

ii) Si A, B E P YA -1- B entonces A n B = 0.

Definición 7.2.2 Una relación de equivalencia en un conjunto X es un subconjunio
R de X x X tal que:

i) (x,x) E R Vx E X (relación reflexiva)
ii) Si (x, y) E R entonces (y, x) E R (relación simétrica)
iii) Si (x, y) E R , (y, z) E R entonces (x, z) E R (relación tmnsit'iva).

Si R es una relación de equivalencia,(x, y) E R serádenotado por xRy. Ha-
bitualmente escribiremosrv en lugar de R.

Observación 7.2.3 Sea rv una relación de equivalencia en X. Llamamos clase de
equivalencia de x al conjunto

[X]={yEX:yrvx}.

Dejamos al lector uerificar que P = {[xl: x E X} es una partición de X. Ve-
mos entonces quepodemos asociar a cada relación de equivalencia en X, una partición
de X.

Reciprocamenie, una partición P de X define naturalmente una relación de
equivalencia r-;»en X por

X rv y {::} x e y pertenecen al mismo miembro de P.

Es fácil ver que al realizar las dos construcciones tuiteriores se obtiene nueva-
mente el objeto original. Esto es,

rv --+ P --+ rv

P --+ rv --+ P.

Definición 7.2.4 Sea rv una relación de equivalencia en X. Se llama conjunto co-
ciente de X por rv y se denota por X I~,al conjunto cuyos elementos son las clases
de equivalencia. Esto es,

XI ~ = {[x] : x E X}.
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La aplicación 7T : X ----+ X I~, definida por 7T(x) = [x], se llama proyección
canónica.

Para A ~ X se llama saturado de A por r- (o saturado de A ) al conjunto

satA = {x E X : ::la E A con a '" x}

y se dice que A essaturado si satA = A .

Observación7.2.5 Es fácil verificar que:
i) satA = 7T-1(7T(A)).
ii) sat(U Ai) =U satA.

t t

iii) 7T-
1 (B) es saturado, VB ~ X/~.

Ejemplo 7.2.6 Definimos en lR la relación de equivalencia rv por

X rv y {=? X = Y o x, y E Z.

Así,
si x ti:- Z
si x E Z

y por lo tanto
sat{l} = Z y sat[O,l] = [0,1] U Z.

El ejemplo anterior segeneralizade la siguiente forma.

Ejemplo 7.2.7 En un conjunto X consideramos un subconjunto A. La relación de
equivalencia en X que identifica los puntos de A está definida por

x '" y {=? x = y o x, y E A.

Luego,
si x ti:- A

si x E A

y por lo tanto, para B ~ X tenemos

si B n A = 0
si B n A -# 0.

En este caso, al conjunto XI ~ se lo representa también por XI A·

Ejemplo 7.2.8 En [0,1] consideremos la relación de equivalencia

x'" y {=? x = y o (x = O,y = 1) o (x = 1,y = O).
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Los conjuntos [0,1] Y [O, 1]1 ~ se r-epr-esentanrespectivamente por los siguientes dibu-

JOS.

• •
o

Cuando X esun espaciotopológico, esdeseabledar al conjunto cocienteXI ~
una topología demodo quela proyeccióncanónicaresultecontinua. Comola topología
indiscreta satisface esto, es natural asociar a X I~ la topología más fina que hace
continua a la proyección canónicatt : X ---+ X/~.

Definición 7.2.9 Sean X un espacio topológico y rv una relacion de equivalencia en
X. La [amilia

T = {U ~ X/~: 7r-1(U) es abierto en X}

es 'Una topología en X/~, llamada topología cociente. El espacio topológico (X/~, T)
se llama espacio cociente de X por rv o simplemente espacio cociente.

Observación 7.2.10 Es fácil verificar que la topología cociente es la topología más
fina en XI ~ que hace continua a la proyección canónica 7r.

Cuando en un cocienteX I~no explicitemos su topología significará que esta-
mos considerandola topología cociente.

En lo que sigue de estecapítulo, usualmenteescribiremostt para referimos a
la proyección canónica

7r: X ---+ X/~

Proposición 7.2.11 Se cumplen:
i) U es abierto en XI ~ <=? U = 7r(V) con V abierto saturado.
ii) F es cerrado en X I~<=? F = 7r(C) con C cerrado saturado.
iii) tt es abierta <=? saturados de abiertos son abiertos.
iv) 7r es cerrada <=? saturados de cerrados son cerrados.

Demostración Recordemosque:

U esabierto en XI ~ <=? 7r-1 (U) esabierto en X.

i) Sean U abierto en XI ~ y V = 7r-1(U). Luego V es abierto y U = 7r(V).
Además, 7r-1(7r(V)) = 7r-1(U) = V Y por lo tanto, por i) de la observación7.2.5, V
essaturado.
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SeaU = 1f(V) conV abierto y saturado. Por serV saturado,V = 1f-l (1f(V)) =
1f-l(U). Como V esabierto resulta U abierto.

ii) F es cerrado en XI ~ ~ FC = U es abierto en XI ~ ~ V = 1f-l(U)
1f-l(FC) = (1f-1(F))C es abierto en X ~ C = 1f-l(F) es cerrado saturado en X ~
F = 1f( C) con C cerradosaturado.

iii) 1f esabierta ~ 1f(V) esabierto VV abierto ~ 1f-1(1f(V)) = satV esabierto
VV abierto.

iv) 1f es cerrado ~ 1f(C) es cerrado VC cerrado ~ 1f-1(1f(C))
cerradoVC cerrado.•

satC es

Ejemplo 7.2.12 Consideremos [0,1] con la relación de equivalencia que identifica
los puntos Oy 1, es decir

X r'V Y ~ x = y o (x = 0, y = 1) o (x = 1, Y = O).

La proyección canónica tt : [0,1] -+ [O, 1]1~ es cerrada y no es abierta.

Para probar esto, consideremosun subconjunto A ~ [O, 1]. Entonces, como
vimos en el ejemplo 7.2.7,

si 0,1 rt A
si ° E A o 1 E A.

Luego, esfácil ver que 1f-l (1f(A)) escerradoVA cerradoy por lo tanto 1f escerrada.
Como [O,~) esabierto en [0,1] pero

1 1
1f-1(1f([0, 2))) = [O, 2) U {1}

no esabierto en [O,1], resulta que 1f no esabierta.

Ejemplo 7.2.13 En ~ consideremos la relación de equivalencia

X r'V Y {:} x - Y E Z.

Entonces 1f : ~ -+ ~I~ es abierta y no es cerrada.

Para probar que 1f esabierta basta ver que 1f-1 (1f(I)) esabierto VI intervalo
abierto. Dejamosesta verificación al lector.

Sea
1

F = {n + - }n>2 .n -
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Luego, F es cerrado en IRpero 7f-1(7f(F)) no es cerrado en IRpuesto que contienea
la sucesión{l }n>2 y no contienea O. Esto prueba que tt no escerrada.

n -

I o I o I o I o lo lo lo

2 3 4 5 6 7 8 9

Queremosahora encontrar condicionessuficientespara que el espaciocociente
XI ~ seaT2 , compacto o conexo.

Como 7f escontinua y suryectiva, si X escompacto (respectivamenteconexo)
entoncesXI,,-, es compacto (respectivamenteconexo). Además, por la misma razón,
podemos asegurar:

Observación 7.2.14 Si A ~ X es compacto (respectivamente conexo) y 7f(A)
XI,,-, entonces XI ~ es compacto (respectivamente conexo'[.

Observación 7.2.15 Que el espacio X sea T2 no qaromiiza que el espacio cociente
XI,,-, sea T2·

Como ejemplo, consideremosel espaciocociente IRI ~ donde

X rv y <=} X = Y o x, y E (0,1).

Este es un casoparticular del ejemplo 7.2.7 Y que denotamos también por
IRI (0,1) . En esteespaciono podemosseparar los puntos [O] y [1].

Para ver esto notemos en primer lugar que todo abierto saturado en IRque
contiene a O o a 1 debe conteneral intervalo (O, 1).

Seanu« y U1abiertos en IRI ~ tales que [OJ E o; y [1 J E U1. Por la proposición
7.2.11, Uo = 7f(Vo) y U1 = 7f(V1) donde Vo y VI son abiertos saturados en IR,O E Vo
y 1 E VI.

Por el comentario anterior, (O, 1) ~ Von VI y por lo tanto Von VI -1- 0. En
consecuenciau« nUI -1- 0.

La siguiente proposición caracteriza algunas propiedades topológicas (T2 y
conexión) en XI ~, en términos de propiedadesen X.

Proposición 7.2.16 i) El espacio cociente XI ~ esT2 si y sólo si dos clases de equi-
valencia cualesquiera son subconjuntos de X que se separan por abiertos saturados.

ii) El espacio cociente XI ~ es conexo si y sólo si los únicos saturados, abiertos
y cerrados en X son 0 y X.

Demostración i) XI "-' esT2 <=} ([x] -1- [y] => :JU y VV abiertos disjuntos en X I ~ tal
que [xJ E U e [y] E W) <=} ([x] -1- [yJ => :JUI y W1 abiertos saturados tales que

7.2.11-(i)
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[x] E 7r(U1), [y] E 7r(W1) y 7r(U1) n 7r(Wd = 0) {:} ([x] =1 [y] =? ~Ul y W1 abiertos
saturadostales que [x] < U1, [y] ~ W1 y U1 n W1 = 0).

ii) XI ~ esconexo{:} (U abierto y cerradoen XI ~ =? U = 0 o U = X/~) {:}
7.2.11

(V ~ X abierto, cerradoy saturado =? V = 0 o V = X) .•

Daremosahora una condición suficientepara que XI ~ seaT2 en términos de
la topología producto en X x X y de la proyeccióncanónica7r : X -t XI ~ .

Proposición 7.2.17 Sea rv una relación de equivalencia en X. Si rv es un subcon-
junto cerrado en el espacio producto X x X Y 7r : X -t X I ~ es abierta entonces el
espacio cociente X I~ es T2·

Demostración Sean [x] =1 [y]. Luego x ry:- y y como la relación es un subconjunto
cerrado en el espacioproducto X x X, su complemento

G = {(u, v) E X x X : u ry:- v}

esabierto y por lo tanto, usandola basecanónicade la topología producto, podemos
asegurarque existen Wx y Wy abiertos en X tales que

(x, y) E w, x Wy < G (7.2)

Sean

Como 7r esabierta, Ux y Uy son abiertos en XI ~ y satisfacen [x] E Ux y [y] E Uy.
AdemásU,nU¿ = 0 puesen casocontrario, existenWl E Wx Y ui: E Wy tales

que 7r(Wl) = 7r(W2) E Ux n Uy y por lo tanto Wl rv W2 Y (Wl, W2) E Wx x Wy, lo cual
esuna contradicción por (7.2).

Luego XI ~ esT2 .•

Observación 7.2.18 Como se verá en el ejercicio 11 de 7.3, que la relación sea un
subconjunto cerrado en X x X es una condición necesaria para que X I ~ seaT2.

Este hechonos da un método para construir espaciosque no resulten T2.

Como ejemplo de ello tomemosen IRun subconjunto A que no seacerrado,
por ejemplo A = (-1, 1], y rv la relación de equivalenciaen IRdefinida en el ejemplo
7.2.7 y que identifica los puntos de A. Claramente

rv =(AxA)U{(x,X):XEIR}
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IR

______-r~~~ __~ 1R

y por lo tanto no escerrado en IRx IR.En consecuenciaIRI ~ no esT2.

Notemos que esto es lo que ocurre en el ejemplo 7.2.15.

El siguiente teorema caracteriza las funciones continuas que tienen como do-
minio un espaciocociente.

Teorema 7.2.19 Sean X e Y espacios topológicos y rv una relación de equivalencia
en X. Entonces 9 : XI ~ -----t Y es una función continua si y sólo si 9 o 7f : X -----t Y es
continua.

Demostración Es claro quesi 9 escontinua entonces9 o 7f escontinua puestoque tt

lo es.
Supongamosahora que 9 o tt escontinua y seaW un abierto en Y. Entonces

(g07f)-l(W) = 7f-l(g-l(W)) esabierto en X y por definición de la topología cociente,
g-l(W) esabierto en X/~. Luego9 escontinua.•

Veremos ahora un resultado que es de gran utilidad para definir funciones
continuas y biyectivas desdeun espaciocociente.

Teorema 7.2.20 Sean f : X -----t Y una función y rv una relación de equivalencia en

X. Entonces existe f: XI ~ -----t Y tal que f = f 07f si y sólo si x rv y ::} f(x) = f(y).

Además, si existe f con f =f 07f se tiene que:

i) f es inyectiva {:} (j(x) = f(y) =? x rv y).

ii) f es suryectiva {:} f es suryetiva.

iii) f es continua {:} f es continua.

Demostración Supongamosqueexiste f tal que f 07f = f.
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x ~ xt:
1 -, 11

y

Si X rv y entonces íT(x) = íT(Y) Y por lo tanto 1 (íT(x)) =1 (íT(Y)), o sea

1(x) = 1(y)·
Si cada vez que x rv y setiene que1(x) = 1(y), entoncesresulta bien definida

la función
- -

f: XI ~ -+ y por 1([xl) = 1(x).

Luego 1OíT= f.
Suponemosen lo que sigueque existe 1tal que1OíT= f.

- --
i) 1 es inyectiva {:} (j ([xl) =1 ([yl) => [x] = [yl) {:} (j(x) = 1(y) => x rv y).

-

ii) 1es suryectiva {:} (dado Z E Y, ::3[x] E X/~ tal que 1([xl) = z) {:} ( dado
z E Y, ::3x E X tal que 1(x) = z) {:} 1essuryectiva.

iii) Sigueen forma inmediata del teorema 7.2.19.•

Veremos a continuación varios ejemplos que muestran a espaciosconocidos
realizados como cocientes.

Ejemplo 7.2.21 Circunferencia. Si rv es la relación de equivalencia en [O,1] definida
por

X rv y {:} X = Y o (x = O, Y = 1) o (x = 1, y = O)

entonces [O, 1]1~ ~ 51.

Para ver esto, definimos la función continua y suryectiva

1: [0,1]-+ s', 1(x) = (cos2íTx,sen2íTx).

Como 1(x) = 1(y) {:} x rv y, por el teorema 7.2.20, existe la función inyectiva

- -

1: [O,Il/~ -+ SI definida por 1 ([xl) = (cos2íTx,sen2íTx).

Además por ser 1 continua y suryectiva, también lo es1.
Como 1es biyectiva y continua, [O,Il/~ = íT([O, 1]) es compacto y SI es T2,

por el teorema 6.1.18, concluimos que1esun homeomorfismo.
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Ejemplo 7.2.22 Circunferencia. Si rv es la relación de equivalencia en IR. definida
por

entonces IR./ ~ ~ SI.

La función continua y suryectiva

f: IR. -is', f(x) = (cos27rx,sen27rx)

induce, por 7.2.20, la función continua y biyectiva

-

f: IR./~ -t SI, f ([x]) = (cos27rx,sen27rx).

-

Como IR./~ escompacto pues IR./~ = 7r([0,1]) Y SI esT2
, por 6.1.18 f resulta

un homeomorfismo.

Ejemplo 7.2.23 Intervalo. En X = [O,I]U[2, 3] definimos la relación de equivalencia

x rv y {::} X = Y o (x = 1,Y = 2) o (x = 2, Y = 1).

Entonces X/~ ~ [0,2].

Para esto, consideremosla función

f :X -t [0,2]

definida por

{
t si ° < t < 1

f (t) = t - 1 si 2;; t ;; 3
que es continua por el ejercicio 12 de 4.4.

Usando 7.2.20 y las mismas ideas que en los ejemplos anteriores se prueba
que

f: X/ ~ -t [0,2] definida por f ([x]) = f(x)

esun homeomorfismo.

Veremos ahora ejemplos de espacios cociente obtenidos por relaciones de equi-
valencia en el cuadrado ¡2 = I x I de IR.2, donde

En todos estos ejemplos describiremos la relación de equivalencia señalando
sólo los puntos distintos que identifica.
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Ejemplo 7.2.24 Cilindro. Consideremos el cilindro en ]R3

e= {(x,y,t) E]R3: x2 +y2 = 1, tE I}

y la relación de equivalencia en ]2 dada por

El espacio ]2 / ~ es homeomor]o al cilindro e.

Consideremosla función

f : ]2 ----+ e, f(s, t) = (cos27fS, sen27fS, t).

z
i t

s l. )

I I
I I
I ..1.-

....k-~-l--

I Y
I
Ix

."._-----L_

Dejamos al lector verificar que f induce el homeomorfismo

- -

J: ]2/ ~ ----+ e, f ([(s, t)]) = f(s, t).

Ejemplo 7.2.25 Cono. Consideremos el cono en ]R3

1 1
B - {( (- - t) cos27f s, (- - t) sen27f s, t) : s, t E I}

2 2

y la relación de equivalencia en ]2

1 1 1 1
(- 2' t) r-;: (2' t) 'lit E] Y (s, 2) '" (s', 2) Vs, s' E t.

El espacio cociente ]2 / ~ es homeomor]o al cono B.
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Dejamos al lector verificar que la función

f: 12
~ B,

1 1
f(s, t) = ((2 - t) cos2ns, (2 - t) sen2ns. t)

induce un homeomorfismo

Notemos que también podemosobtener el cono B identificando en el cilindro
C del ejemplo anterior, los puntos del conjunto

1 2 2
A = {(x, y, 2) : x + y = 1} ~ C.

Usando la notación del ejemplo 7.2.7 tenemosque

C/A""B.

-------

2
1 e B

Ejemplo 7.2.26 Esfera. Consideremos la esfera en ]R3

Sea r- la relación de equivalencia en 12 dada por

( 1 ) (1 ) (1) (' 1 ( 1· (' 1 . ,- - t "" - t Vt E 1 s - - "" s - -) s -) "" s -) I:;¡ s s E 1
2' 2' "2 '2"2 '2' .

El espacio obtenido es homeomor]o a S2. Es decir
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Podemosvisualizar estehecho identificando primero los puntos de cada uno
de los lados horizontales del cuadrado ]2 y luego identificamos las imágenesde los
lados verticales segúnla relación. Esto semuestra en el siguiente dibujo: la segunda
identificación esel resultado de los dos últimos pasos.

También sepuedeobtener la esferaS2 como cociente del cono B del ejemplo
7.2.25 , identificando los puntos del subconjunto

1
D = {(cos27rS,sen27rs, -2) : s E I} ~ B.

Es decir

)

---------

----------

D B

Ejemplo 7.2.27 Toro bidimensional. En]R3 tenemos el toro

T = {((2 + cosB) cos<p, (2+ cose) senip, sene) : -7r ::; e, cp ::; 7i'}.
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z

y

T se realiza como espacio cociente de 12por la relación de equivalencia

1 1 1 1
( - :2' t) rv (:2' t) Vt E 1 Y (s, -:2) rv (s, :2) Vs E 1.

Podemos obtener también T a partir del cilindro C del ejemplo 7.2.24 de la
siquienie manera:

T~C/~ donde

Esto puede visualizarse con la sucesión de pasos dibujados (los dos últimos
pasos corresponden a la identificación en C).

~ ---,

) )

---- -
<; ---,

) c: (V
Ejemplo 7.2.28 Cinta de Moebius. La cinta de Moebius es el conjunto de ]R3 defi-
nido por:

e e e 1 1
!VI = {((1 - asen - ) cose, (1 - asen - ) sene,a cos -) : a E [- -, -], e E [-7r, 7r]} .

2 2 2 2 2
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A M se la puede visualizar como la superficie descripta por un segmentoL
que sedesplazade modo tal quesu punto medio P describeuna circunferenciaSI en
el plano xv. Simultáneamente L rota con una velocidad de rotación igual a la mitad
de la velocidad angular con que P recorre SI. Así, cuando P completa una vuelta,
el segmentogira rr radianes.

Seobt.ieneque

donde

Ejemplo 7.2.29 Botella de Klein, Otro ejemplo importante es la botella de Klein
que la podemos definir por 12 / ~ donde

1 1
\/s E 1, (-2' t) rv (2' -t) 'l/t E 1.

Visualicemos esto realizando sucesivospasos.

f\ I \

I
I
I
I

\ /

Ahora debemossólo identificar los bordesmarcadosy de la forma en que indi-
can las flechas. Claramente estonosepuedehaceren }R3 puestoqueno podemoshacer
esta identificación sin una autointersección. De todos modos, es usual repesentar a
la botella de Klein de la siguiente forma.
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.•••»> -~.,..:.j.,.?
;' .

----~.

Ejemplo 7.2.30 Espacio proyectivo. El espacio proyectivo real bidimensionallRJID2

se define por

donde 'í/t, s E l.

Realicemos las identificaciones en sucesivospasos.

D.-- __ --+__ ----,C

A

D B

) )

B

> >

Al último paso no lo podemos hacer en lR3 pues sólo debemosidentificar los
arcos marcados con (+) y esto no esposible en lR3 sin autointersección.
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7.3 Ejercicios

1. Probar la observación7.1.3.

2. SeanXl, ...,X¿ espaciostopológicos y A e Xi Vi. Probar que en el espacio
k

producto TI x, secumplen:
i=l

k k

a) (TI Ai) o = TI A~.
i=l i=l

k k

b) (TI Ai) - =TI Ai·
i=l i=l

3. SeanT y 1) las topologíasen IR,usual y discreta respectivamente. Consideraren
IR2 la topología T * 1) y hallar Ao, A-y Fr A para:

a) A= [0,1] x [0,1].

b)A=(-I,I)xQ.

~ ~
4. Demostrar quesi X eshomeomorfoa X ey eshomeomorfoa y, entoncesX x Y

~ ~
eshomeomorfoa X x Y .

5. Probar la observación7.1.7. Esto es, probar que las siguientes funciones son
homeomorfismos.

a) X x Y x Z ----+ (X x Y) x Z
(x, y, z) ----+ ((x, y), z) .

b) IRn - {O} ----+ sn-l X IR+

X ----+ (II~II' Ilxll) .

6. a) Probar que si j : X ----+ Y escontinua e Y esT2 entonces

Grj = {(x,j(x)): x E X}

escerradoen X x Y.
b) Sea~ = {(x, x) : x E X}.

Probar queX esT2 si y sólosi ~ escerradoen X x X.

n

7. Completar las pruebasde 7.1.9 y 7.1.10.Es decir, si X = TI X, demostrar que:
i=l

a) X esNI <=} X, esNI Vi.

b) X esseparable<=} X, esseparableVi.

8. SeanT, 1) Y T' las topologíasen IR,usual, discreta y generadapor los intervalos
de la forma [a, b), respectivamente.
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Considerar en lR2 las topologías T * 1) y T * T' Y decidir si cada uno de los
espacios topológicos que resultan es N2, NI, separable, T2, conexo y compacto.

9. Verificar las observaciones 7.2.5 y 7.2.10.

10. En lR, con la topología usual, considerar rv definida por

X rv y {::} X - Y E Q.

Probar que 7f : lR ~ lRj rv no es cerrada y que la topología cociente en lRj rv es
la indiscreta.

11. Probar que si Xj rv es T2 entonces la relación rv es un subconjunto cerrado en el
espacio producto X x X.

12. En X = lR2
- {(O, O)} definimos la relación de equivalencia rv por

X rv y {::} Ilxll = lIyll.

a) Probar que la proyección canónica 7f : X ~ Xj rv es abierta y cerrada.

b) Probar que Xjrv es homeomorfo a lR+.

13. Probar que son homeomorfismos las funciones f de los ejemplos 7.2.22 y 7.2.23.

14. Sean
X = [-1,1], Y = Xjrvl Y Z = X/rv2

donde rvl identifica ~ con 1, mientras que rv2 identifica - ~ con -1 y ~ con 1.
Demostrar que X, Y y Z no son homeomorfos dos a dos.



CAPITULO 8

SUCESIONES

8.1 Principales resultados

La noción de sucesiónen lRn ha sido el medio utilizado originariamente para estudiar
funcionescontinuasentre espacioseuclídeosy también caracterizar los subconjuntos
compactosde estosespacios.

En el capítulo 2 hemosgeneralizadoesteconceptoenespaciosmétricosy vimos
en la proposición 2.1.22 quepodemoscaracterizar la continuidad de funcionesentre
espaciosmétricos a través del comportamiento de las sucesiones.

También podemosdeterminar la topología inducida por una métrica mediante
las sucesiones,determinando los subconjuntoscerradosdel espacio.

Proposición 8.1.1 SeanX un espacio métrico y A un subconjunto de X. Entonces
A es cerrado si y sólo si toda sucesión en A que converge lo hace a un punto de A.

Demostración SupongamosqueA escerradoy sea {Xn}nEN una sucesiónen A que
convergea Xo. Entonces,VV E [xo :lno E N tal quesi n ~ no, xn E V Y por lo tanto
V nA =F 0. Esto implica que Xo E A- = A.

Recíprocamente,si x E A- , para cadan E N podemoselegir Xn E AnB (x, ~).
Es claro que {Xn}nEN convergea x (ver 2.1.20), luego por hipótesis x E A. Así
A = A-, esdecir A escerrado.•

Es evidente que no hay impedimentos para definir los conceptosde sucesión
y de convergenciaen un espaciotopológico. Sin embargo, a diferencia de lo que
ocurre enun espaciométrico, engeneralno esposiblecaracterizarla topologíausando
sucesionessalvo bajo ciertas condicionesqueveremosmás adelante.

La noción de red en un espaciotopológico generalizala de sucesióny permite
determinar la topología del espacio. El lector interesadopodrá hallar la definición
de red y los principales resultados sobre el tema en cualquiera de los libros de la
bibliografía.

Definición 8.1.2 Una sucesion en un espacio topológico X es una función
S: N ~X. Como es habitual, denotaremos la sucesiónpor {Xn}nEN donde Xn = S(n).
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Definición 8.1.3 Una sucesioti {Xn}nEN en un espacio topológico X converge
Xo E X, si \;IV E Exo :Jno E N tal que si ti ~ no entonces xn E V. En este caso
escribiremos Xn --t Xo.

Es fácil ver que si en esta definición hacemosvariar V en una basede entornos
de xo, obtenemosun enunciadoequivalentede la convergenciade la sucesión{Xn}nEN
al punto xo.

Además, como la convergenciade una sucesióndependede susvaloresa partir
de un no E N, dos sucesionesque difieren en un número finito de elementostienen el
mismo comportamiento en lo que serefiere a convergencia.

Los ejemplosmás simples de sucesionesson las sucesionesconstantes,esdecir
de la forma Xn = Xo \;In E N. Es claro que esta sucesiónconvergea Xo·

Una sucesiónpuede convergera más de un punto. Por ejemplo, una sucesión
cualquiera en un espaciocon la topología indiscreta convergea todo punto del espacio.
Otros ejemplos de esta situación son los siguientes.

Ejemplo 8.1.4 Sean X un conjunto, Xo E X Y Lo la topología definida en 3.1.5.
Entonces:

a) La sucesión constante Xn = Xo \;In E N, además de converger a xo, converge
a todo x E X puesto que cualquier entorno de x contiene a xo.

b) Una sucesión {Xn}nEN converge a Yo si y sólo si :Jno E N tal que si n ~ no,
Xn = Xo o Xn = Yo·

Ejemplo 8.1.5 Sean X un conjunto, Xo E X Y T'"" la topología definida en el ejer-
cicio 2 del capítulo 3. Entonces:

a) Toda sucesión converge a Xo pues el único entorno de Xo es X.
b) Sea Yo =1= Xo· Una sucesión {Xn}nEN converge a Yo si y sólo si :Jno E N tal

que x., = Yo \;In ~ no·

Estos comportamientos poco apropiados de una sucesión desaparecenSI el
espacioes de Hausdorff.

Proposición 8.1.6 Si X es un espacio topológico T2, toda sucesión en X que con-
verge lo hace a un único punto.

Demostración Sea {xn} nEN una sucesiónen X que convergea Xo y sea y =1= Xo·

Por ser X T2, existen U E e,Y V E Exo tales que U nV = 0.
Como Xn --t xo, :JnoE N tal que si ti ~ no entoncesXn E V Y por lo tanto

xn ti:. u. Luego la sucesión {Xn}nEN no convergeay .•
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Los resultados contenidos en la siguiente proposición se demuestran en forma
directa.

Proposición 8.1.7 Sea {Xn}nEN una sucesión en un espacio topológico X que con-

verge a xo. Entonces:

i) Si A ~ X Y xn E A Vn E N entonces Xo E A - .
ii} Si Y es un espacio topológico y f : X ~ Y es una función continua en Xo,

entonces {f(Xn)}nEN converge a f(xo).

Demostración i) Si V E Exo, por convergencia de la sucesión, :Jno E N tal que si
n > no entonces xn E V. Luego V n A =1= 0 y así Xo E A-.

ii) Si W E Ef(xo), por ser f continua en Xo, existe V E Exo tal que f(V) ~ W.
Como Xn ~ Xo, 3no E N tal que Vn ;:::no, Xn E V.Esto implica que f(xn) E W

y por lo tanto f(xn) ~ f(xo) .•

Para espacios topológicos Ni, probaremos las recíprocas de las dos proposi-
ciones anteriores y caracterizaremos la topología mediante sucesiones.

Antes observemos que si {Vn}nE es una base de entornos de un punto x y
definimos

{V~}nEN también es una base de entornos de x. Esta familia tiene la propiedad que

por lo que la llamaremos una base de entornas encajados de x.

Luego, en todo espacio Ni existe para cada x una base de entornas encajados

de x.

Observación8.1.8 Sea {V~}nEN una base de entorno s encajados de x. Si para cada

n E N Xn E V~, la sucesión {Xn}nEN converge a x.

En efecto, si V E Ex :Jno E N tal que V~o e V y por lo tanto Vn > no

Xn E V~~ V~o~ V.

Teorema8.1.9 Sea X un espacio topológico Ni' Se verifica que:

i) Si toda sucesión en X que converge lo hace a un único punto, entonces X
es un espacio de Hausdorff.

ii) Si A ~ X YXo E A- entonces existe una sucesión en A que converge a xo.

iii) Sea Y un espacio topológico y f : X ~ Y una función. Si para cada

sucesión {Xn}nEN en X que converge a xo, {f(Xn)}nEN converge a f(xo), entonces f

es continua en xo.
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Demostración i) Supongamosque X no es T2, entoncesexisten Xl, x2 E X con
xl -# X2, tales que todo entorno de Xl intersecaa todo entorno de X2·

Por ser X un espacioNI existen {Vn}nEN y {Wn}nEN basesde entornasenca-
jados de Xl y X2 respectivamente.Como para cada ti E N se tiene que Vn n Wn -# 0,
podemos tomar un punto Yn en dicha intersección. Por la observaciónanterior, la
sucesión {Yn}nEN así definida convergea Xl y a X2, lo que contradice la hipótesis.
Luego X esun espacioT2.

ii) SeaXo E A- Ysea{Vn}nEN una basedeentornosencajadosde xo. Entonces,
como 'Vn E N severifica que Vn nA -# 0, elegimosXn E Vn nA y construimosasíuna
sucesiónen A que, por 8.1.8 convergea xo.

iii) Supongamosque f no es continua en xo, entonces ::JW E Ef(xo) tal que
para cada V E [XQ tenemosque f(V) c¡;, W. En particular, si {Vn}nEN esuna basede
entornasencajadosde xo, 'Vn E N existe Xn E Vn tal que f(xn) ~ W.

Luego la sucesión{Xn}nEN convergea Xo pero {f(Xn)}nEN no convergea f(xo)
en contradicción con la hipótesis. Así, f escontinua en xo .•

El siguientecorolario, cuyademostracióndejaremosal lector, nosmuestra que
en un espacioNI las sucesionesdeterminan los subconjuntoscerradosy por lo tanto
caracterizan la topología del espacio.

Corolario 8.1.10 Sea X un espacio topológico NI' Entonces A ~ X es cerrado si y
sólo si toda sucesión en A que converge lo hace a un punto de A .•

Si elegimoselementosdeuna sucesióndemaneraquesusíndicesseancadavez
más grandes,obtenemosuna nuevasucesiónque llamamossubsucesiónde la dada.

Definición 8.1.11 Dadas una sucesión {Xn}nEN en un espacio X y una función
estrictamente creciente de N en N que lleva k en nk, la sucesión {xnk hEN se dice que
es una subsucesión de la sucesión {Xn}nEN.

Ejemplo 8.1.12 Consideremos en IR la sucesión {(-l)n}nEN. Las sucesiones cons-
tantes iguales a 1y a -1 son subsucesiones de dicha sucesión.

Definición 8.1.13 Sea {Xn}nEN una sucesión en un espacio iopoláqico X. Un punto
Xo E X es un punto de aglomeración de la sucesión si 'VV E [XQ y'Vn E N, ::Jm 2: ti

tal que xm E V.

Es claro que SI {Xn}nEN convergea Xo, Xo es un punto de aglomeraciónde
{Xn}nEN.
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Los puntos 1 y -1 son puntos de aglomeración de la sucesión {( -l)n}nEN.

Este es un ejemplo de la situación general dada en la siguiente proposición, cuya
demostración dejamosal lector.

Proposición8.1.14 Si {Xn}nEN es una sucesión en un espacio topológico y {XnJkEN
es una subsucesión de ésta que converge a xo, entonces Xo es un punto de aglomeración
de la sucesión {Xn}nEN .•

Probaremos la recíproca de esta proposición cuando el espacioesNI.

Proposición8.1.15 Si X es un espacio topológico NI y Xo E X es un punto de
aglomeración de una sucesión en X, entonces existe 'una subsucesion de ésta que
converge a Xo.

Demostración Sea Xo un punto de aglomeración de la sucesión {Xn}nEN y sea
{Vn}nEN una basede entornos encajadosde Xo.

Inductivamente podemoselegir para cada k EN, nk tal que

Luego {XnJkEN esuna subsucesiónde {Xn}nE:'\I que convergea xo, por 8.1.8.•

A continuación veremosdos resultados que relacionan el comportamiento de
las sucesionescon la compacidaddel espacio.

Proposición8.1.16 Sea X un espacio topológico NI. Si X es compacto entonces
toda sucesión en X tiene una subsucesion convergente.

DemostraciónSeaS = {Xn}nEN una sucesiónen X. Por la proposición anterior es
suficiente probar que S tiene un punto de aglomeración.

Para cada n E N, sea

Veremosque n S;; i- 0. Supongamosque n S;; = 0, entonces U S;;c = X
nEN nEN nEN

y por lo tanto {S;;C}nEN es un cubrimiento abierto de X. Como X es compacto,
existen nI, ...,nk tales que

k
U s-e = X.
i=l ni

k k

Luego iOl S~ = 0 lo que es absurdo pues iOI S;;; = S;;j donde nj =
max{ni : 1 < i ::::;k}.

SeaentoncesXo E n S;;. Si V E Exu y ri E N, como Xo E S;; se tiene que
nEN

V n S« i- 0 y por lo tanto existe m ~ ti tal que Xrn E V. Luego hemosprobado que
Xo esun punto de aglomeraciónde S.•
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La recíprocade la proposiciónanterior esverdaderasi pedimosqueel espacio
seaN2. Para probar estehechonecesitamosel siguienteresultado.

Proposición 8.1.17 Si X es un espacioN2, todo cubrimiento abierto tiene un sub-
cubrimiento numerable.

Demostración SeanM <;;; N YB = {Bn}nEM una basenumerablede la topología de
X y seaU = {UdiEI un cubrimiento abierto de X. Tomemos

Ma = {n E M : n; <;;; u.para algún i E I}

y elijamos para cadam E Ma, i(m) E 1 tal que Brn <;;; Ui(rn)'

La familia {Ui(rn)}rnE¡\;Jo es un cubrimiento de X. En efecto, si x E X 3i E 1
tal que x E U, y comoB esbasede la topología, existem E M tal que

y por lo tanto x E Ui(rn)' Luego {Ui(rn)}rnEMo esun subcubrimiento numerabledeU .•

Proposición 8.1.18 Sea X un espacio topológico N2. Si toda sucesión en X tiene
una subsucesión convergente, entonces X es compacto.

Demostración Supongamosque exista U un cubrimiento abierto de X sm sub-
cubrimiento finito.

Por la proposiciónanterior podemossuponerqueU esuna familia numerable,

por ejemploU = {Un}nEf'I'

A los fines de obtener una contradicción, construiremosuna sucesiónque no
tiene puntos de aglomeración.

Como U no tiene subcubrimientos finitos, UI i=- X Y por lo tanto existen
n¡

Xl ~ UI y nI E N tales que Xl E UntO LuegoXl E VI = U Uj.
J=I

Ahora como también VI i=- X, existen X2 ~ VI Y n2 E N tales que X2 E Un2·

n2

Así resulta que 17,2 > nI Y x2 E V2 = U Uj.
J=1

De estamanera construimos inductivamente una sucesión{XdkEf'I que satis-
face

Esta sucesiónno tiene puntos de aglomeraciónpuessi X E X, 3j E N tal que
X E U, y éstees un entorno de X para el que no se verifica la condición dada en la
definición 8.1.13. Para ver esto, elegimosk tal que nk-l > j. Como U, <;;; Vk-1 y
xm ~ Vk-l 'l/m 2::k resulta que xrn ~ Uj, 'l/m 2::k.

Luego, por 8.1.14, esta sucesiónno tiene subsucesiónconvergente,en con-
tradicción con nuestrahipótesis. Por lo tanto X escompacto.•
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Un resultado querelacionael comportamientode sucesionescon la propiedad
topológica N2 y cuya prueba no incluiremosen estasnotas, esel siguiente.

Proposición 8.1.19 Si X es un espacio métrico y toda sucesión tiene una subsuce-

sión convergente, entonces X es N2 .•

Comotodo espaciométrico esNI, combinando8.1.16,8.1.18y 8.1.19 obte-
nemosel siguienteresultado quecaracterizacompacidaden términos de sucesiones.

Proposición 8.1.20 Sea X un espacio métrico. Entonces toda sucesión en X tiene

una subsucesión convergente si y sólo si X es compacto .•

La convergenciade una sucesiónen un espacioproducto dependedel com-
portamiento de las sucesionesque se obtienen proyectandoaquella sobre cada eje
coordenado.

n

Proposición 8.1.21 Sean Xl, ...,X¿ espacios topológicos y X = Tl X¿ Entonces la
i=l

sucesión {Xn}nEN en X converge a Xo si y sólo si Vj = 1, ...,n, {Pj(Xn)}nEN converge

apj(xo),

Demostración Si Xn --t Xo, comolasproyeccionesPj soncontinuas,Pj(xn) --t Pj(xo)

por ii) de la proposición8.1.7.
Recíprocamente,supongamosque para cada j = 1, ...,n, Pj(xn) --t Pj(xo) y

seaU = UI X ... X Un un abierto de la basecanónicade X queesentorno de Xo.

Entoncespara cada j, existe nj E N tal quesi ti 2: nj, Pj(xn) E Uj. Luegosi
no = max{nj : 1 ~ j ~ n} y n 2: no, xn E U y por lo tanto xn --t xo .•

8.2 Sucesiones de Cauchy

Finalizaremos este capítulo con las nociones de sucesiónde Cauchy y de espacio
métrico completo.

Definición 8.2.1 Una sucesión {Xn}nEN en un espacio métrico X es de Cauchsj si

VE. > O :lno E N tal que si n. 2: no y m 2: no, entonces d(xn, xm) < e.

En la siguienteproposiciónresumimosvariosresultadosbásicosacercadesuce-
sionesde Cauchy.

Proposición 8.2.2 En un espacio métrico se verifica que:

i) Toda sucesión convergente es de Cauchy.

ii) Toda sucesi6n de Cauchy es acotada.

iii) Si {Xn}nE~ es una sucesión de Cauchy y {XnJkEN es una subsucesi6n que

converge a Xo, entonces x., --t Xo.
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Demostración i) Sea {Xn}nEN tal que Xn ---t Xo y seae > O.Entonces 317.0 E N tal
que si 17. ~ no, d(xn,xo) < ~.Luegosi 17. ~ no y m ~ no

d(xn, xm) :s d(xn, xo) + d(xo, xm) < E

Y así la sucesiónesde Cauchy.

ii) Sea{Xn}nEN una sucesiónde Cauchy. Luegopara E = 1 317.0 E N tal que si
17. ~ no y m ~ no, d(xn, xm) < 1. En particular d(xn, xno) < 1 '1117. ~ no·

Sear = max({d(xi'Xno): i < no} U {l}). Es claro ahora que

{xn : n E N} ~ B(xno, r)

y por lo tanto la sucesiónesacotada.

iii) Sean {Xn}nEN una sucesiónde Cauchy y {XnJkEN una subsucesiónque
convergea Xo.

Luego, dado e > O3mI E N tal que si 17. ~ mI Y m ~ mI d(xn, Xm) < ~ y
3m2 E N tal que si k ~ m2, d(xnk, Xo) < ~.

Seano = max{ml, m2}. Si ti ~ no y nk ~ no, setiene que

e e
d(xn, xo) :s d(xn, xnk) + d(xnk, xo) < "2 + "2 < e

lo que implica que Xn ---t Xo .•

Definición 8.2.3 Un espacio métrico tal que toda sucesión de Cauchy converge se
dice completo.

La siguienteproposiciónnosmuestraque lossubconjuntoscerradosy acotados
de ]Rm son espaciosmétricos completos.

Proposición 8.2.4 Si X es un espacio métrico compacto entonces es completo.

Demostración Como todo espaciométrico es Nl, si {Xn}nEN es un sucesiónde
Cauchy en X, por la proposición 8.1.16, tiene una subsucesiónconvergente.Luego
por iii) de la proposición anterior {Xn}nEN converge.•

La recíproca de la proposición anterior es falsa. El teorema siguiente nos
da una familia importante de ejemplos de espaciosmétricos completos que no son
compactos.

Teorema 8.2.5 Para cadam E N, ]Rm es un espacio métrico completo.

Demostración Si {Xn},'EN esunasucesióndeCauchyen ]Rm, por ii) de la proposición
8.2.2, esacotada. Luego 3yo E ]Rm y r > Otal que

{Xn: 17. E N} ~ B (yo,r).

Como las bolas cerradasson subconjuntoscompactosde ]Rm, por la proposición an-
- -

terior B (Yo, r) esun espaciocompletoy por lo tanto 3xo EB (Yo, r) tal quex., ---t Xo.
Luego ]Rm escompleto.•
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8.3 Ejercicios

1. Determinar todas las sucesionesconvergentesen un espaciotopológico discreto.

2. SeaX con la topoplogía de los complementosfinitos y sea {Xn}nEN una sucesión
inyectiva, esdecir, si n =1= m entoncesXn =1= Xm. Probar que {Xn}nEN convergea todo
punto x E X.

3. ConsiderarenN la topologíadefinida enel ejemplo3.1.6. Dado k E N, determinar
todas las sucesionesque convergena k.

4. Probar el corolario 8.1.10.

5. SeanX un espaciotopológico Nl y A un subconjunto de X. Probar que x E X
es un punto de acumulación de A si y sólo si existe una sucesiónen A - {x} que
convergea x.

6. Demostrar que toda subsucesiónde una sucesióndada convergeal mismo punto.

7. Demostrar la proposición 8.1.14.

8. SeaX un espacioT2 y NI tal que toda sucesióntiene un subsucesiónconvergente.
Probar que si f : X ----* X esuna función continua, entoncesf escerrada.

9. SeanX e Y espaciostopológicoscompactosy N2. Probar queX x Y escompacto
usandosucesiones.

10. Demostrar que si X esun espaciométrico discreto entoncesescompleto.
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CAPITULO 9

APLICACIONES

En este capítulo resolvemoslos cuatro primeros problemasplanteadosen el capítulo
1 y que han sido presentadoscomomotivación para el desarrollo de los contenidosde
estasnotas.

En la resoluciónde estosproblemasjuegan un rol importante:
i) El teorema de Bolzano y la caracterizaciónde los conexosen IR.
ii) El teoremadeHeine-Borel-Lebesguedecaracterizaciónde los subconjuntos

compactosde IR.n.
iii) Propiedadesde funcionescontinuas cuyo dominio escompacto.

9.1 Un problema de existencia

¿Cuándo una ecuaciónde la forma j (x) = y puedeser resuelta en x en términos de
y? O bien, ¿paraqué y existe x tal que j(x) = y?

A continuación resolvemosesteproblema, queesel de encontrar la imagen de
j, en tres situacionesdistintas.

9.1.1SeaX un espaciotopológico conexoy compacto,por ejemploun intervalo [a, b],
una bola cerrada en IR.n o una esferaen IR.n.

Sea j : X --+ IR. continua y definimos

a = inf{j(x) : x E X}, b = sup{j(x) : x E X}.

Por el teorema de Bolzano 5.1.7, j(X) esconexoen IR. Luego por 5.1.12, j(X) es
un intervalo pero como también es compacto, por 7.1.14es un intervalo cerrado y
acotado. En consecuencia,a, b E IR. Y j(X) = [a, b].

Por lo tanto, en este casopodemos responder al problema planteado de la
siguiente forma:

Y E [a,b] <=>:3 x E X tal que j(x) = y.

9.1.2Sea j : IR. --+ IR. continua. Definimos a y b como en 9.1.1 aunque en este caso
puedeser a = -00 o b = +00. Por el teoremade Bolzano podemosasegurar:

si y E (a, b) =? :3 x E X tal que j(x) = y.
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Notemos que por ser el dominio de f no compacto, la imagen f(lR) no es
necesariamente un conjunt.o cerrado ni acotado. Por est.o,la condición que obtenemos
en este caso es más débil que la de 9.1.1.

9.1.3 Para simplificar la notación, designamos por D a una bola cerrada en lR2 y por
e a su frontera. Esto es,

D {xElR2:d(x,xo)::;r}

e {x ElR2 : d(x,xo) = r}

donde Xo E lR2, r > OY d es la distancia usual en lR2•

Nuestro próximo objetivo es encontrar condiciones para resolver el problema
de existencia planteado, cuando f : D -? lR2 es continua. Para esto necesitamos
definir el número de vueltas de una curva alrededor de un punt.o y a los fines de llegar
a ella de una forma simple daremos sólo una definición intuitiva.

Sea ip : [0,1] -? lR2 una curva cerrada, esto es, <pes continua y <p(0) = <p(1).
Sea x E lR2

- <p([0, 1]) y para cada t E [0,1] sea L¡ la semirecta con origen x y que
pasa por <p(t). Cuando t va de Oa 1 L¡ rota alrededor del punto x y como la curva es
cerrada Lo = Ll·

X ~~ +__-j,-:--;:-;;- Lt'

Así, durante este movimiento correspondiente a t de O a 1, la semirecta L¡
realiza un número entero de vueltas alrededor del punto x que le asignamos signo +
si el giro es contrario al de las agujas de un reloj, y signo - si el giro es en el sentido
de las mismas. Este número es llamado el número de vueltas de la curva <p alrededor
de x y denotado por W(<p,x).

En los dibujos siguientes damos ejemplos de curvas cerradas y explicitamos el
número de vueltas para los puntos de cada una de las regiones del complemento de la
imagen de la curva. Así, en el primer dibujo la curva es una circunferencia recorrida
en el mismo sentido al de las agujas de un reloj y por lo tanto, para cualquier punto
de la región interior el número de vueltas es -l. En cambio, para cualquier punto de
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la región exterior, es O.En el segundo dibujo la curva tiene la figura de un 8 y en el
tercero la curva es similar a un 8 seguido de una circunferencia.

o

Recordemos que e es la circunferencia en IR2 de centro Xo y radio r.

Sean I, :e~ IR2 continua y <.p: [O,1] ~ e definida por <.p(t) = Xo + re27rit
.

Para y ti:. f¡(e), se llama número de vueltas de I, alrededor de y, y se denota por
W(f¡, y), a vV(f¡ o ip, y).

El siguiente teorema da una condición suficiente para encontrar solución al
problema de existencia planteado en 9.1, para f : D ~ IR2 continua.

Teorema 9.1.4 Sean D ye como en 9.1.3 y f : D ~ IR2 continua. Si y E IR2_ f(e)
y además W (f¡C , y) =1= O entonces existe x E D tal que f (x) = y.

Demostración Daremos una prueba intuitiva y será por el absurdo, esdecir veremos
que si y' ti:. f(D) ent.oncesW(flc, y') = O.

Sea s E [O,r] donde r esel radio de la circunferencia e y denotemos por es la
circunferencia de centro Xo y radio s. Luego ea = {xo} y C; = C.

Sea y' ti:. f(D). Entonces y' ti:. f(es) Vs E [O,r] y por lo tanto está definido
W(flcs ,y') Vs E [O,r']. Para.simplificar escribimos

vV(s) = W(fICs' y').

Consideremos ahora la familia de curvas flCs para s decreciendo de r a O,que
comienza en flc y termina en f(xo) == flCo'
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Como J es continua, f¡c
s

varía paulatinamente cuando s decrece suavemente
(ver dibujo anterior). Esto dice que W(s) esuna función continua de s, para s E [O,r].
Esto es, 1V : [O, r] -t IR es continua.

Por el teorema de Bolzano, 10/([0, r]) es conexo en IR y como vV(s) E Z \ls,
resulta W([O, r]) un punto, o seaW es una función constante. En consecuencia

W(r) = W(O) = O

(la última igualdad resulta del hecho que f¡co es la curva constante f(xo)).
Luego, hemos probado:

y' ~ f(D) =? W(r) = W(J¡C, y') = O

con lo cual queda.demostrado el teorema .•

El teorema 9.1.4 tiene la siguiente importante aplicación.

Teorema 9.1.5 Sean D yC como en 9.1.3. Si f : D -t IR2 es cont-inua y J(x) = x
\Ix E e entonces D ~ f(D).

Demostración Si cp : [O,1] -t e es la función definida por cp( t) = Xo + r e2rrit,
f o cp = ip y por lo tanto

Como

W(J¡C, y) = W(cp, y).

lV( ) = {O si Y E De
ip, y 1 si Y E DO
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y

resulta 1V(flc, y) = 1 si y E DO Yen consecuencia,por 9.1.4, DO ~ f(D). Como por
hipót.esise~f(D) seconcluyequeD ~ f(D) .•

Corolario 9.1.6 No existe función continua de la bola cerrada D en su borde e tal
que deje fijo a cada punto de C.

Demostración Si f : D ~ JR2 escontinua y flc =icl entonces,por 9.1.5, D ~ f(D)
Y por lo tanto f(D) i C.•

9.2 Un problema de coincidencia

Veremosun result.adoquedice quehay un par de puntos antipodales en la circunfe-
rencia S1 para los cualescoincidenlas imágenespor una función continua.

n+1
Recordemosque, para n;::: 1, S" = {(Xl, ... ,xn+d E JRn+1 : L Xi2 = 1}.

;=1

Teorema 9.2.1 Si f : SI ~ JR es una función continua entonces existe X E SI tal
que f(x) = f(-~c).

Demostración SeaA : SI ~ SI definida por A(x) = -x (función antipodal).

)
A

Como A escontinua, 9 : SI ~ IR definida por

g(x) = f(x) - f o A(x) = J(x) - f( -x)
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es continua. Además, como SI es conexo,por el teorema de Bolzano resulta g(Sl)
conexo.

Si existe Xo E SI tal que g(xo) = Oentoncesf(xo) = f( -xo).
Si Xo E SI es tal que g(xo) = a -=J- O,tenemosque g( -xo) = -g(xo) = -a y

por lo tanto a, -a E g(Sl) que esun intervalo, por ser un conexode IR. Luego

y en consecuenciaexiste Xl E SI tal queg(x¡) = O,o sea f(x¡) = f( -Xl) .•

El teorema anterior tiene la siguientegeneralización,conocidacomo Teorema
de Borsuk- Ulam, cuya prueba no incluiremos en estasnotas.

Teorema 9.2.2 Si f : S2 ---7 IR2 es una función continua entonces existe X E S2 tal
que f(x) = f( -x).

Este resultado dice en particular que en cada instante hay un par de puntos
antipodales en la tierra que tienen la misma temperatura y presión.•

9.3 Un problema de puntos fijos

Nos interesa ahora encontrar condicionespara que una función f : X ---7 X tenga un
punto fijo, o sea,para queexista x E X tal que f(x) = x. A continuación resolvemos
esteproblema cuando X esun intervalo [a, b] de IR o X esuna bola cerradaen IR2.

Teorema 9.3.1 Si f : [a, b] ---7 [a, bJ es una función continua entonces existe x E [a, b]
tal que f(x) = x.

Demostración Sea9 : [a, b] ---7 IRdefinida por

g(x) = f(x) - x.

Luego 9 escontinua. BuscamosXo E [a, b] tal que g(xo) = O.
Si f(a) = a o f(b) = b no hay nada que probar.
Supongamosahora que f(a) -=J- a y f(b) -=J- b, por lo tanto

f(a) > a y f(b) < b.

En consecuenciag(a) > Oy g(b) < Oy como g([a, b]) es un intervalo, pues por el
teoremade Bolzano esconexoen IR, resulta

O E [g(b),g(a)] ~ g([a, bJ).

Luego, existe Xo E [a, bJ tal que g(xo) = O,o seaf(xo) = Xo.
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b

a t----j'-----t_

a b

Teorema 9.3.2 (Brouwer) Sean D y e como en 9.1.3. Si j D ~ D es una
función continua entonces existe x E D tal que j (x) = x.

Demostración Supongamosj(x) i= x , Vx E D,
Podemos construir, para cada x E D, la semirecta Lx con origen j(x) y que

pasa por x. Sea9 (x) el punt.odeeobtenido por intersección deecon Lx - {j (x) } .

Tenemos entonces la función 9 : D ~ e, tal que g¡C =id pues g(x) = x,
Vx E e y además9 es continua (esto sepuede ver en [2, pág.l09]). La existencia de
esta función 9 contradice el corolario 9.1.6.

Luego, existe Xo E D tal que j(xo) = Xo, •

9.4 Otro problema de existencia

El siguiente resultado prueba queel cuerpo de los númeroscomplejoseesalgebraica-
mente cerrado, esdecir, todo polinomio no constante con coeficienteseneseescribe
como producto de una constante y factores lineales,

Teorema 9.4.1 (Teorema fundamental del álgebra) Todopolinomio de grado mayor
o igual que 1J con coeficientes en los números complejos e, tiene una raíz en C
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Demostración Bastará probar este resultado para polinomios mónicos.
Seanti .> 1 Y

Como 1: ]R2 --+ <c , 1(x, y) = x + iy es biyectiva, por 3.2.11 podemos dar
a <C la única topología que hace de1un homeomorfismo (los abiertos en <C son las
imágenespor 1de los abiertos de la topología usual de ]R2). Así podemos identificar
]R2 con <C vía 1y considerar al polinomio como la función

p: ]R2 --+ ]R2

Z --+ p(z)

Escribimos
() n( an-l ao)pz =z 1+--+ ... +-.z zn

Como 1+ anz-1 + ... + ~~tiende a 1 cuando Izl --+ 00 resulta

I
an-l ao I 11+ -- + ... + - >-,

z zn 2

y por lo tanto si k > O

n I an-l ao I Izln ( 1 1 1Ip(z)1 = Izl 1+ -z- + ... + zn >2 > k, SI Izl > 2k)n y z > ri.

Luego, dado k > O

Ip(z)1 > k,
1

si Izl > r = maxj r¡, (2k)'ñ}. (9.1)

Tomemos k = Ip(O)1 = laol , por (9.1) tenemosque

:3r > O tal que Ip(z)1 > k, si Izl > r. (9.2)

Sean D =B (O, r) y 1: D --+ ]R definida por 1(z) = Ip(z)l. Como D es
compacto y 1es continua, 1alcanzasu valor mínimo. SeaZo E D tal que

Ip(z)1 ~ Ip(zo)l, '\Iz E D. (9.3a)

En particular

k = Ip(O)1 ~ Ip(zo)l· (9.4)

De (9.2), (9.3a) y (9.4) resulta

Ip(z)1 ~ Ip(zo)l, '\Iz E <C. (9.5)

Veremosahora que p(zo) = OY esclaro que con esto seconcluye la prueba.
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Supongamosque p(zo) = e =1 O con e E C. Sea

q(z) - p(z + zo) = (z + zot + an-l(z + zot-1+ ...+ ao =
- zn + en_lZn-1 + ...+ elz + e = zi(ei + h(z)) + e

donde e, =1 O Y h(O) = O (tomar en = 1 e i = min {j: ej =1 O}). Luego
l:SJ:Sn

q(z) = zi(ei + h(z)) + e y q(O) = e.

Encontraremos Zl E C tal que Iq(Zl)1 < [e] y esto es una contradicción puesto que
por (9.5) tenemosque

Iq(z)1 = Ip(z + zó)1 ;::: Ip(zo)1 = [c] , Vz E C.

SeaB = B( -e, lel) la bola abierta de centro -e y radio [e].

,,---- .....•
/",," .- ' .

/ "
/ '

I B
I \

I \
I \
r I
I ,
\ I
\ I
\ I

SiwEB y t « (0,1) entoncestwEB. (9.6)

Para esto, notar que B- es convexoy O E B-. Como O,w E B-, el segmentoque los
une {tw : t E [O, 1]} está contenido en B- Y O esel único punto de estesegmentoque
no está en B.

SeaWo tal que Ciwb = -e (estoes,Wo esuna raíz i-ésima de -t). Por lo tanto,

eiwb E B que esun abierto. Usando que la función

C~C, u~uw6

es continua, podemos asegurarque existe una bola abierta V de centro e, tal que

uW6 E B Vu E V. (9.7)

Como la función z ~ ei+h(z) escontinua y h(O) = Otenemosqueei+h(z) ~ e,
cuando z ~ OY por lo tanto

3c > Otal que si [z] < e entoncese,+ h(z) E V.
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