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PROLOGO

Nuestro objetivo al encarar la elaboracién de estas notas fue intentar brindar un
material accesible en espariol sobre los conceptos y resultados bédsicos de la topologia
general, pensando en aquellos estudiantes que necesitan un curso introductorio que
incluya los primeros contenidos de esta drea de la Matematica.

En los tltimos anos hemos dictado la asignatura Elementos de Topologia del
Profesorado en Matemdtica de FaMAF, experiencia que nos ha permitido observar
algunas necesidades y dificultades que tienen los estudiantes de esta carrera. Es por
eso que hemos tratado de extremar la claridad en el desarrollo de la teoria, procurando
que las definiciones y resultados expuestos scan fortalecidos con ejemplos simples y
concretos.

El material que presentamos se puede desarrollar en un curso tedrico-préctico
de aproximadamente 60 horas. Lo hemos ordenado en capitulos segiin su tematica.

En el capftulo 1 hacemos una introduccion sobre qué es la topologfa, bésica-
mente comparando esta rama de la Matemadtica con la bien conocida geometria eu-
clidea. Ademds incorporamos una breve resena histdrica sobre el origen y la evolucion
de esta teorfa. Asimismo planteamos algunos problemas simples que consideramos
interesantes como motivacion en el desarrollo de estas notas.

A modo de aproximacién a los espacios topoldgicos, en el capitulo 2 intro-
ducimos las nociones de espacio métrico y de funcién continua entre estos espacios y
probamos algunos resultados cldsicos.

En el capitulo 3 presentamos las definiciones de topologfa, espacio topolégico y
los conceptos bésicos de la teorfa, asi como los primeros teoremas de ésta. Terminamos
este capitulo considerando las funciones continuas entre espacios topolégicos y en
particular los homeomorfismos, los que nos permiten expresar la idea de invariante
topoldgico.

Los conceptos de base de una topologia, de familia de entornos de un punto
y de subespacio topoldgico son incorporados en el capitulo 4, donde damos ademés
varios resultados sobre espacios separables y espacios que satisfacen el primer o el
segundo axioma de numerabilidad.

En los capitulos 5 y 6 analizamos las principales caracteristicas y propiedades
de los espacios conexos, arco conexos y compacto, respectivamente. Por otra parte, en
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el capitulo 7 damos las definiciones de espacio producto y espacio cociente, puntuali-
zamos diversos resultados acerca de ellos y mostramos una serie de ejemplos cldsicos
que permiten visualizar estos espacios.

Finalmente, en el capitulo 8 hacemos un breve desarrollo del concepto de
sucesién y sus aplicaciones, para concluir en el capitulo 9 con el planteo y solucién
de algunos problemas paradigmaéticos de la topologfa.

Agradecemos a Nancy Moyano por la dedicacién puesta en el procesamiento del
texto y a Marcos Salvai por la colaboracién que le prestara para salvar las dificultades
suscitadas. Hacemos extensivo el agradecimiento a Ménica Bocco y Gustavo Garcia
por la ayuda brindada para la elaboracién de los dibujos que ilustran estas notas.

Por qltimo, queremos agradecer a los alumnos del curso de Elementos de
Topologia del corriente ano, por la prolija lectura de los originales de estas notas
y la deteccion de errores cometidos en su escritura, lo que ha sido de gran ayuda para
la mejor y mds cuidadosa presentacién de este trabajo.

Cérdoba, agosto de 2000

Alicia N. Garcfa
Walter N. Dal Lago



CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1 ;Qué es la topologia?

Sabemos que topos y logos provienen del griego v sus significados son:

Topos: superficie (lugar)

Logos: estudio (conocimiento).

Por lo tanto, etimolégicamente topologia significa “estudio de superficies”. Sin
embargo esto es inadecuado para un claro entendimiento de lo que actualmente es
esta rama de la matematica. Lograr una comprension de lo que significa topologia
no es posible con una definicién concisa que podamos dar ahora. Quizds la mejor
forma de apreciar qué es la topologfa es compardndola con la geometria por ser
ambas similares en varios aspectos. Como la geometria euclidea es mds familiar para
nosotros, compararemos la topologia con ella y de ahora en més geometria significara
geometria euclidea.

Etimolégicamente geometria significa “medida de la tierra” (geo: tierra, metre-
o: medir). Como se entiende hoy en dia, la geometria puede ser definida rdpidamente
como el “estudio de las propiedades geométricas de los objetos”. Esto lleva inmedia-
tamente a decir qué se entiende por:

“objeto” y “propiedad geométrica”.

Desde la escuela ya conocemos que en geometria tratamos con rectas, planos,
tridngulos, circunferencias, cubos, cilindros, etc. Estos son algunos de los objetos
estudiados por la geometria. Mirdndolos, a los fines de describirlos, podrfamos decir
que los objetos que estudia la geometria son los conjuntos. Pero esta simple descrip-
cién, nos hace perder el espiritu de la geometria puesto que de la teorfa de conjuntos
se sabe que existen biyecciones entre los conjuntos mencionados anteriormente. Esto
dice, por ejemplo, que para la teoria de conjuntos no hay diferencia entre una circun-
ferencia y una recta o un tridngulo y sabemos que esto no es asi para la geometria. Por
lo tanto, no podemos considerar a nuestros objetos como meros conjuntos. Debemos
considerar alguna “estructura adicional” que permita distinguir entre, por ejemplo,
una recta y un tridngulo o una circunferencia. Asi los objetos geométricos son sub-
conjuntos del espacio euclideo y la estructura adicional sobre ellos serd aquella que
deriva de la del espacio ambiente (cuyos ingredientes son los conceptos de distancia
y de colinealidad). Asi, un objeto geométrico es un par (conjunto, estructura).

Para continuar, es suficiente que tengamos la idea intuitiva de objeto geomeé-
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trico como cuerpo fisico con forma y tamano definido.

Queremos ahora explicar lo que se entiende por “propiedades geométricas”
de un objeto. Sabemos que en geometria trabajamos con area, volumen, curvatura,
etc., de los objetos bajo estudio. Estas son algunas de las propiedades geométricas.
Notemos que nunca miramos el color de estos objetos, ni tampoco consideramos su
olor. Entonces, jqué quiere decir propiedades geométricas?, jcuédles son los atributos
de naturaleza geométrica de los objetos?. Una respuesta rapida a esto es: “aquellas
propiedades que en tltima instancia dependen sélo de la distancia entre puntos de los
objetos”. Por ejemplo, el drea de un rectangulo, el volumen de un cubo dependen de
las longitudes de sus lados y por lo tanto de la distancia entre puntos. Luego, drea
y volumen son propiedades geométricas, no asf el color ni el olor que no tienen nada
que ver con la forma o el tamano del objeto. ;Cémo precisamos este criterio?.

Recordemos el concepto de congruencia de tridngulos que traemos de la es-
cuela:

“Dos tridngulos son congruentes si uno de ellos puede ser superpuesto sobre el otro”.
Esto se extiende de la siguiente forma.

Dos objetos A y B son congruentes si existe una funcién biyectiva f : A — B
que preserva distancia (esto es, d(f(z), f(y)) = d(z,y) Vz,y € A). Una tal f se llama
congruencia o isomeltria.

Es facil ver que “congruencia” es una relacién de equivalencia sobre el conjunto
de todos los objetos geométricos y por lo tanto ellos pueden ser agrupados en clases de
equivalencia disjuntas que llamaremos “clases de congruencia”. Una propiedad de un
objeto se dice invariante por congruencia (o preservada por congruencia) si cuando
un objeto tiene la propiedad, también la tiene cualquier otro congruente a él. Por
ejemplo, el drea de un tridngulo es una tal propiedad. Otro ejemplo, es la propiedad
de ser tridngulo isésceles. El color y el olor de los objetos no son invariantes por
congruencia.

Como una congruencia preserva distancias, también preserva cualquier pro-
piedad que dependa de distancias.

Ahora podemos precisar “propiedades geométricas” como aquellas propiedades
que son invariantes por congruencias. Con esta definiciéon hay que ver luego que
volumen, drea, curvatura son propiedades geométricas mientras que color y olor no
lo son.

Hemos precisado la nocién de “propiedades geométricas” a través de una ade-
cuada relacién de equivalencia (congruencia). En geometrfa nos interesamos sélo en
las propiedades geométricas de los objetos. Esta situacién es tipica en matematica.
Nosotros a menudo trabajamos con ciertos “objetos”, cuya definicién cambia de una
rama de estudio a otra. Estos objetos son clasificados en clases disjuntas por una ade-
cuada relacion de equivalencia (que depende del tipo de estudio) y uno se preocupa
sélo de aquellas propiedades de los objetos que son invariantes bajo esta clasificacion.

Ejemplos:

i) Teoria de conjuntos. Objetos: conjuntos (sin estructura adicional). Relacién
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de equivalencia: equipolencia (dos conjuntos son equipolentes si existe una biyeccion
entre ellos). Ejemplo de propiedad invariante: cardinal (“mimero de elementos”) de
un conjunto.

ii) Teoria de grupos. Objetos: grupos (conjuntos con determinada estructura).
Relacién de equivalencia: la definida por los isomorfismos de grupos (biyecciones que
preservan las estructuras). Ejemplo de propiedad invariante: orden de los elementos.

iii) Algebra lineal. Objetos: espacios vectoriales (conjuntos con determinadas
estructuras). Relacién de equivalencia: la definida por los isomorfismos de espacios
vectoriales. Ejemplo de propiedad invariante: dimensién de un espacio vectorial.

iv) Geometrfa. Objetos?. Relacién de equivalencia?. Propiedades invarian-
tes?.

La topologia responde también a este hecho general. Los objetos de la topologfa
son los “espacios topolégicos” (que veremos mds adelante). Ejemplos de ellos son los
objetos geométricos del espacio euclideo. La clasificacién ya no es por congruencia
sino por lo que se llama “homeomorfismo”, asi, las “propiedades topoldgicas” serdn
las propiedades invariantes por homeomorfismos.

Se puede ver una estructura similar en cada una de las ramas de la matematica
antes mencionadas. Existe una teoria que unifica esto, llamada Teorfa de Categorias,
en donde cada uno de los ejemplos anteriores es un caso particular.

Pensemos por ahora a los objetos de la topologia como los objetos de la
geometria (esto es, los subconjuntos de los espacios euclideos). Trataremos de definir
homeomorfismo.

Sean A, B subconjuntos de espacios euclideos (A C R™, B C R™). Una funcién
f:A— B escontinuaen xg € Asidados > 0,36 > 0talquesiz € Ay d(xz,xq) <6
entonces d(f(z), f(zo)) < e ; f es continua si lo es en todo punto de A.

Si una funcién f es continua y biyectiva, su inversa f~' no necesariamente
es continua. Esto no ocurre con transformaciones lineales ni con isometrias pues la
inversa de una transformacion lineal biyectiva es lineal y la inversa de una isometria
es isometria.

Un ejemplo que muestra lo dicho anteriormente es:

f:[0,1) = S, f(t) = (cos2nt,sen 2nt).

Esta funcién es biyectiva y continua pero f~! no es continua pues al acercarse al punto
(1,0) por puntos de S de la forma (a,,—1/n), sus imdgenes por f~! se acercan a 1
y no a 0.

Sean A y B subconjuntos de espacios euclideos. Un homeomorfismo de A en
B es una funcién f : A — B biyectiva, continua y tal que su inversa es continua.

Se cumple que:

i) id es un homeomorfismo.
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ii) Si f es un homeomorfismo entonces f~! es un homeomorfismo.
ii1) Si f y g son homeomorfismos entonces f o g es un homeomorfismo.

De las propiedades anteriores se obtiene facilmente que los homeomorfismos
definen una relacién de equivalencia.

Tenemos ahora sobre los objetos geométricos dos relaciones de equivalencia
definidas por congruencias y homeomorfismos respectivamente. ;Estdn relacionadas
de alguna forma?.

Es claro de las definiciones que si f es una congruencia entonces f es un
homeomorfismo. La reciproca es falsa como lo muestra el siguiente ejemplo:

£ 1 [0,1] — [0,2] , Flz) =2,

Por lo tanto, si A y B son objetos equivalentes para un geémetra también
lo son para un topdlogo. Mientras que si son equivalentes para un topdlogo no
necesariamente lo son para un geémetra. Dicho esto de otra forma: la clasificacién
topoldgica es menos fina que la geométrica (distingue menos), o bien, toda propiedad
topoldgica es también una propiedad geométrica. Varias clases de equivalencia via
congruencia forman una sola clase de equivalencia via homeomorfismo. El siguiente
dibujo grafica este hecho.

vl
/

N

Damos a continuacion tres ejemplos de varios conjuntos homeomorfos entre sf.

1
:
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i)

De los ejemplos anteriores vemos que longitud, curvatura, torsién, drea y volu-
men, que son propiedades geométricas, no son propiedades topoldgicas y por lo tanto
no son estudiadas por la topologia.

La dimensidon de un objeto es una propiedad topolégica. Esto es dificil de
probar, pero quiere decir que una linea nunca es homeomorfa a un ldmina plana ni a
un cuerpo solido.

La propiedad de ser un objeto de un sélo “pedazo”, es decir no estar armado de
varios “pedazos” disjuntos, es una propiedad topoldgica y se llama conexion. Dicho
rapidamente, dos objetos armados con distinto nimero de pedazos no pueden ser
homeomorfos.

Ejemplos:

i) y

ii)

La accién de estirar o retorcer un pedazo de alambre no cambia sus propiedades
topolégicas pero cortarlo en algtin punto si las modifica puesto que lo transforma en
un objeto disconexo.
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Para establecer cuando dos objetos son homeomorfos, se debe explicitar un
homeomorfismo. En cambio, si se desea probar la no existencia de un homeomor-
fismo entre dos objetos, no hay un método canénico para hacerlo. Es usual buscar
una propiedad topolégica que tenga uno de ellos y el otro no. Asi, esta propiedad
distingue a los dos objetos topolégicamente.

;Son equivalentes topol6gicamente el intervalo (0, 1) y la circunferencia?.

Veremos que la respuesta es negativa pues si a (0,1) le sacamos un punto lo
transformamos en un disconexo mientras que con la circunferencia no pasa esto.

Una dificultad importante que existe es que el mimero de propiedades topo-
l6gicas que son necesarias para distinguir todos los posibles pares de objetos no es
finito. Asi, aunque tengamos una computadora extremadamente eficiente que nos
pueda responder si un objeto tiene cierta propiedad topolégica, no podemos escribir
un algoritmo (o programa de computacién) que permita decidir, en un tiempo finito,
si dos objetos arbitrarios son homeomorfos.

Esto se expresa diciendo que el problema de clasificar objetos por homeomor-
fismos es indecidible. Estas cuestiones son tratadas en l6gica matemadtica.

Histéricamente, la topologia surge en el siglo XIX cuando:

i) Se empiezan a analizar propiedades cualitativas que no dependen de las
magnitudes pero que ya permitian distinguir diversos objetos entre si, extendiendo
de esta forma a la geometria;

i1) Comienza la necesidad de clarificar la teorfa de funciones a valores reales,
de una variable real, extendiendo asi al andlisis.

Su mayor desarrollo lo obtiene en esta segunda direccién. Al surgir el cédlculo
infinitesimal y diferencial, obliga a formalizar las nociones ain entonces vagas de
“proximidad” y “continuidad” (para mds detalles ver 1.2).

Sin embargo, recién a principios de este siglo se llega a la definicién rigurosa
de proximidad, continuidad y propiedad cualitativa. Es decir, se encuentra un objeto
matemadtico (espacio topolégico) donde los conceptos anteriores y las intuiciones de
las que se habfan partido tienen un tratamiento riguroso.

En un primer curso de topologia se estudian las nociones bésicas de proximi-
dad y continuidad y se introducen algunos invariantes que dependen esencialmente
de estas nociones.

En estas notas introduciremos los primeros conceptos de esta rama de la
matemadtica con el objeto de resolver ciertos problemas, que en alguna medida han
servido de motivacién para el desarrollo de la misma. Asf nuestro primordial interés
serd desarrollar los contenidos necesarios para poder encarar la solucién de algunos
problemas. Ellos son:

1. Un problema de existencia. ;Cudndo una ecuacién de la forma f(z) =y
puede ser resuelta para z, en términos de y7.
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Por ejemplo, ; si f(z) = 22 — /1 + 22, existe z € [0, 2] tal que f(z) = 33/2 7.

Daremos solucién a este problema en 9.1 cuando f : X — R es continua y
X es un espacio topoldgico conexo y compacto o X = R . También estudiaremos
el caso de una funcién continna f : D — R? donde D es un disco cerrado en R? y
obtendremos un par de consecuencias interesantes.

2. Un problema de coincidencia. ;Cudndo una funcién de una circunferencia
(esfera) en R (Rz) es tal que tiene la misma imagen para un par de puntos diame-
tralmente opuestos? Responderemos en 9.2.

3. Un problema de puntos fijos. Sea f : X — X. ;Bajo qué condiciones existe
un punto z en X tal f(z) =z ?.

Daremos la respuesta a esto en 9.3 para f continua y X el intervalo [a,b] o
un disco en el plano.

4. Otro problema de existencia. (Existencia de raices de polinomios). Todo
polinomio no constante, con coeficientes en los mimeros complejos tiene una raiz en
los complejos. Este es el conocido Teorema fundamental del dlgebra. Su prueba sera
dada en 9.4.

5. ;Son homeomorfos algunos de los siguientes espacios S*, [0, 1], [0, 1), (0, 1],
(0,1), [2,4], R, R?, {(z,y) : 0 < 2®+y? < 1} 7. A medida que introduzcamos distintos
invariantes topolégicos podremos responder a esta pregunta.

Con las nociones generales de topologia y herramientas del dlgebra se constru-
yen invariantes topoldgicos que son estudiados en “topologia algebraica” y con ellos
se pueden probar resultados de gran relevancia en la matematica actual. Ejemplo de
estos hechos y de simple enunciado son:

i) Teorema de la curva de Jordan: “Una curva simple y cerrada divide al plano
en dos regiones de las cuales es frontera”;

ii) Teorema de la invariancia de la dimensién: “R” y R™ son homeomorfos si
ysblosin=m".

1.2 Breve referencia histérica

Con el fin de exponer con algin detalle los origenes de la topologia, como consecuencia
de la necesidad de fundamentar el calculo diferencial, transcribimos a continuacion el
punto 2.43 del capitulo 2 de [1].

“La rama de la Matematica conocida como Topologfa General tiene sus origenes en
los esfuerzos realizados durante el siglo XIX para conseguir una formulacioén rigurosa de los
fundamentos del Célculo Diferencial evitando las ideas geométricas e intuitivas que usaron
originalmente los inventores del Calculo, 1. Newton (1642-1727) y G. Leibniz (1646-1716).

Este interés por el rigor llevé a A. L. Cauchy (1784-1857) y a otros matemadticos
de su época a formular conceptos precisos tanto de limite como de funcién real continua.
Mass tarde, la aparicién de extrafos ejemplos, como los de funciones continuas que no son
derivables en ningun punto, llevaron incluso a la revisién del concepto de niimero real. Entre
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las definiciones rigurosas de numero real que se establecieron, destacan las de G. Cantor
(1845-1918) y R. Dedekind (1831-1916).

Aunque la nocién de espacio abstracto fue ya vislumbrada por B. Riemann (1826-
1866), el desarrollo que llevé a la Topologia General actual lo inicié Cantor, quien en una
serie de trabajos que realizé alrededor de 1880 dio algunas de las nociones topolégicas
fundamentales, como punto de acumulacién, conjunto cerrado o conjunto abierto para los
espacios euclideos. Otras importantes nociones y avances posteriores los llevaron a cabo C.
Jordan (1838-1922), H. Poincaré (1854-1912), E. Borel (1871-1956) y H. Lebesgue (1875-
1941), entre otros. Un resultado de aquella época es el famoso Teorema de Borel-Lebesgue
sobre la compacidad de un intervalo cerrado.

A medida que estas ideas se van extendiendo, se empieza a pensar en su aplicacién
a conjuntos, no ya de puntos, sino de curvas o funciones. Esto llevé al estudio de nociones
topolégicas en espacios de funciones por matematicos como D. Hilbert (1862-1943). De
esta manera se iba preparando el terreno para un tratamiento axiomdtico de la nocién de
proximidad en espacios abstractos. Esta tendencia se vié acentuada por la importancia que
a principios de siglo tomd la nocion de teorfa axiomdtica, gracias sobre todo a los trabajos
sobre los fundamentos de la Geometria del propio Hilbert.

Los primeros intentos para separar lo que hay de comin en las propiedades de los
conjuntos de puntos y de funciones (sin acudir a la nocién de distancia) fueron realizados
por M. Fréchet (1878-1973) y F. Riesz (1880-1956) en 1906 y 1907, respectivamente. Pero
ambas aproximaciones no fueron completamente satisfactorias. También se debe a Fréchet
la nocién de espacio métrico.

La primera definicién que recoge la nocién actual de espacio topoldgico es debida
a F. Hausdorff (1868-1942), quien en 1914 definié un espacio topolégico como un conjunto
abstrato dotado de un sistema de entornos junto con la condicién de separacién 715. Haus-
dorff se apoyé en trabajos anteriores de Hilbert y H. Weyl (1885-1955), quienes dieron
una descripcién axiomdtica en términos de entornos para espacios particulares como el
plano y otras superficies. La contribucién fundamental de Hausdorff fue reconocer entre los
axiomas usados por sus predecesores aquellos capaces de dar a su teorfa toda la precisién
y generalidad deseables, fundando asi la moderna Topologfa General. Hausdorff definié
para espacios abstractos las nociones de conjunto abierto y cerrado que previamente habifa
obtenido Cantor para los espacios euclideos.

La definicién de espacio topolégico en funcién de un operador clausura fue primero
formulada por K. Kuratowski (1896-1980) en 1922 y la definicién de espacio topolégico en
funcién de una familia de abiertos fue dada por P. Alexandroff (1896-1982) en 1926 y W.
Sierpinski (1882-1969) en 1928.

Los orifgenes de la Topologfa General que hemos resumido aqui brevemente son
descriptos exhaustivamente en el Libro The Genesis of Point Set Topology de J. H. Manheim
(Pergamon Press, 1964)”



CAPITULO 2
ESPACIOS METRICOS

2.1 Conceptos basicos

En los cursos de andlisis se ha estudiado la nocién de continuidad de una funcién
de R en R y, mds generalmente, de R™ en R™ para n,m > 1. Este concepto se basa
en la idea de “proximidad”.

Recordemos que f : R — R es continua en zg si Ve > 0, 36 > 0 tal que si
|z — x0| < 6 entonces |f(z) — f(zo)| < €.

También sabemos que g : R* — R es continua en (g, yp) si Ve > 0, 36 > 0 tal
que si \/(:r: —20)% + (y — y0)? < & entonces |g(z,y) — g(zo, y0)| < €.

Decimos que una funcion es continua cuando lo es en cada punto de su dominio.

Geométricamente |z — x| representa la distancia de = a zp en la recta real,
andlogamente \/(x — xo)? + (y — yo)? corresponde a la distancia euclidea de (z,y) a
(o, %0) en el plano. Asi, estas definiciones formalizan el concepto intuitivo de que
una funcién es continua en un punto cuando los puntos del dominio “préximos” a
éste tienen su imagen “préxima” a la imagen del punto dado.

Veamos qué es la distancia en el plano euclideo R?. En principio, es una funcién
que a cada par de puntos en R? le hace corresponder un mimero real. Si denotamos
con d dicha funcién, tenemos

d:R?x R? = R.

Si analizamos con cuidado esta funcion d, observamos que tiene algunas pro-
piedades muy sencillas:
1) Vp,qeR? d(p,q) >0ydpq)=0siysdlosip=q (positividad).

i) V p,qg € R? d(p,q) = d(q,p) (simetria).
iif) V p,q,7 € R?, d(p,q) < d(p,r) + d(r, q) (desigualdad triangular).

La dtltima propiedad recibe su nombre por describir el hecho muy conocido
que la longitud de un lado de un tridngulo es menor que la suma de las longitudes de
los otros dos.

Estas son las propiedades bdsicas que tiene la distancia en un espacio euclideo.
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Ahora, como es habitual en matemadtica, podemos generalizar este concepto
de “distancia” sin restringirnos a dichos espacios, sino considerando los puntos como
elementos de un conjunto cualquiera.

Definicién 2.1.1 Una distancia o métrica en un conjunto X, es una funcion
d: X x X —>R

que satisface:
YyVea,ye X, dlz,y) >0 yd(z,y) =0 siy sdlo si z =y (positividad).
)V, ye X, dz,y) =dy,z) (simetria).
wi) Vo, y, z € X, dlz,y) < d(z, z) + d(z,y) (desigualdad triangular).
Definicién 2.1.2 Un conjunto X con una distancia d definida en dicho conjunto, se

denomina espacio métrico y se denota (X,d), o solo con X cuando la omision de la
Sfuncion d no lleva a confusiones.

Los espacios euclideos R™ con las correspondientes distancias euclideas, son
espacios métricos. En efecto, como ya sabemos, si ¢ = (21, ...,2,) € y = (Y1, .., Un)

T

d(z,y) = | > (@ — w)*.

i=1

Las condiciones i), ii) de la definicién de distancia se verifican trivialmente.
Para probar la desigualdad triangular usaremos que

(2 — i-';'n;')2 = [(z; — zi) + (2 — %)]2 = (z; — Z£)2 +ilzg — ’9‘1;)2 +2(z— 2 )z — )

y también aplicaremos la desigualdad de Schwarz

i3

Z aib; < Zn: a; i b;.
=i i=1

=1

Entonces, si z = (2, ..., 2,) tenemos que

(d(x,y))? =f} (z; — 4)? =
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= (d(,2))* + (d(2,9)) + 2d(x, 2)d(z,y) = [d(z, 2) + d(z,y)].
Observando los extremos de este desarrollo, se deduce que

d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Veamos ahora otros ejemplos.
Ejemplo 2.1.3 Sea X = R? y definamos d;((a,b), (c,d)) = max{la — ¢|, |b — d|}.

Es facil probar que esta funcion d; satisface las condiciones i), ii) de la defini-
cién de distancia. Para demostrar iii) debemos tomar tres puntos cualesquiera (a, b),
(Cid)) (6, f) € Rga Y probar que

max{|a —c|,|b —d|} < max{|a —e], b — f|} + max{|e — ¢, |f — dl}. (2.1)
Por definicién
max{ja el , b= f[} > o — ¢l (2:2)

max{le —¢|,|f —d|} > |e—]. (2.3)

Como
la—cl=|la—e)+(e—c)| <|a—e|l+|e—c|
de (2.2) y (2.3) resulta que
la —c| < la—e|l+e—c] <max{|a—el,[b— f|} + max{le —c],[f —d[}.
De forma totalmente andloga, obtenemos
|b —d| < max{|a—e|,|b~ f|} + max{le —c|,|f — d|}.

De las dos desigualdades anteriores sigue claramente (2.1).
Este ejemplo nos muestra que en un mismo conjunto, en este caso R?, se
pueden definir mas de una distancia.

Podemos generalizar d; para R™ con n > 3, definiendo
dy (21, s @), (Y1s s yn)) = maxf]a; — gl : 1 < i < .

Ejemplo 2.1.4 También en R™ con n > 2, podemos definir

d?((xls '”?mn): (yls syﬂ)) =Z |:E%' - sz :
i=1
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Dejamos al lector verificar que ds es una distancia en R®, llamada distancia
del peaton.

Para abreviar, cuando hablemos del espacio euclideo R™ como espacio métrico
sin aclarar cudl es la distancia que consideramos, supondremos que es la euclidea.

Ejemplo 2.1.5 En un conjunto cualquiera X, definimos

_J 0 siz=y
d(m,y)—{ 1 saty

Se ve facilmente que d es una distancia en X, llamada distancia discreta.

Ejemplo 2.1.6 Un ejemplo interesante es el siguiente. Sea A un conjunto y
B(A)={f: A—R: f es acotada}.
Es claro que si f,g € B(A), f — g también, por lo que tiene sentido definir

d(f,g) = sup{|f(z) — g(z)] : = € A}.

Esta es una distancia en B(A) que “mide” la mayor separacién entre f y g a
lo largo del dominio A.

Ejemplo 2.1.7 Si Y C X yd es una distancia en X, la restriccion ded a Y x Y, es
claramente una distancia en Y.

En general, esta es la distancia que consideraremos en un subconjunto de un
espacio métrico, cuando no se especifique otra.

Habiendo generalizado el concepto de distancia, podemos definir ahora ciertos
subconjuntos particulares de un espacio métrico, haciendo una analogia con lo que
conocemos en los espacios euclideos.

Definicién 2.1.8 Dado un espacio métrico (X,d), sixzg € X yr >0, los siguientes
subconjuntos de X :

a) B(wo,r) ={z € X : d(z,z0) <}

b) B (zo,7) = {z € X : d(z,z0) <7}

¢) S(xo,7) = {z € X : d(z,z0) =7}
se denominan respectivamente, bola abierta, bola cerrada y esfera, de centro xzq y
radio r.



Conceptos bdsicos 13
Observemos que estos conjuntos dependen esencialmente de la distancia d
considerada, la que evitamos incluir en la notacién de los mismos a fin de hacerla

menos engorrosa. En caso de necesidad denotaremos, por ejemplo, B4(zg, ) en lugar
de B(zo,T).

Sabemos bien que en el plano R?, la bola abierta unitaria
B((0,0),1) = {(z,y) : 2’ +3y* < 1}

tiene el siguiente gréfico

Si consideramos en R? la distancia d; definida en el ejemplo 2.1.3, el gréfico
de

B4,((0,0),1) = {(z,y) : max{|z|, [y} < 1}

sera

Para el caso de la distancia dy en R?, definida en el ejemplo 2.1.4, la bola
abierta unitaria es

B4,((0,0),1) = {(z,9) : |=| + [y| < 1}.

Como |y| < 1—|z|,paraz > 0,z—-1<y<1-z.Siz<0,-z-1<y<z+1,
por lo que el grédfico correspondiente es



14 Espacios Métricos

Si X es un espacio métrico con la distancia discreta, se ve facilmente que

L gl
B(‘T“*”):{ {XO} sir>1.

Podemos ahora extender la definicién de conjunto abierto en un espacio métrico,
siguiendo la idea que ya se vio en andlisis para el caso de espacios euclideos.

Definicién 2.1.9 Un conjunto A incluido en un espacio métrico (X, d) es abierto si
para cada x € A 3 r > 0 tal que Bz, r) C A.

La siguiente proposicién nos da una importante familia de abiertos.
Proposicién 2.1.10 En un espacio métrico (X, d), toda bola abierta es un abierto.

Demostracién Sea z € B(xg,r), entonces d{z,z9) < 7y ¢ = r — d(z,20) es
positivo. Afirmamos que B(z,e) C B(zg,7). En efecto, si y € B(z,e) entonces
d(y, zo) < d(y,z) + d(z, ) < € + d(z,x0) = 7 por eleccion de €, lo que completa la
demostracién. ®

Un resultado fundamental en nuestra teoria acerca de la familia de abiertos,
es el que se establece en el teorema que sigue.

Teorema 2.1.11 Si X es un espacio métrico, entonces:
i) X y 0 son abiertos.

it) Si Ay, ..., A, son abiertos, ﬁl A; es abierto.
i=

iit) Si {A;}ier es una familia arbitraria de abiertos, 'LeJr A; es abierto.
T

Demostracién Es inmediato que X es abierto, ya que para z € X cualquier bola
abierta de centro z estd contenida en X.



Conceptos bdsicos 15

También () es abierto, de lo contrario deberfa existir z € () con la propiedad
que ninguna bola abierta de centro x estd contenida en (), pero en () no existe ningiin
punto x.

Para demostrar ii), tomemos z Gﬁl A;, entonces z € A; Vi = 1,...,n. Como

cada A; es abierto existen ry,...,7, > 0 tales que
Blz,rgd) CA; VMi=1,.40
Sea r = min{ry, ..., 7, }, entonces
Bz, r)'€ Blz,n) €4, Vi
Luego B(z,r) gﬁl A;, lo que prueba que la interseccién es un conjunto abierto.

Sea ahora z e_U} A;, entonces existe j € I tal que z € A;. Como A; es abierto
=

Jr > 0 tal que
B(:C,T‘) c Aj g'LeJ; A;

lo que demuestra iii). B

Observemos que la interseccién de infinitos abiertos en general no es un abierto.
Por ejemplo, en R:

a) 0 (-%,3)={0}.

=]
b) o (z,00) = [0,00) donde I = {z € R: z es irracional y z < 0}.

Definicién 2.1.12 Si X es un espacio métrico, B C X es cerrado si su complemento
B¢ = X — B es abierto.

Proposicién 2.1.13 En un espacio métrico, las bolas cerradas y las esferas son con-
jJuntos cerrados.

Demostracién Tomemos la bola cerrada B (zo,r) y veamos que su complemento
(B (zo, 7)) = {z € X : d(z,z0) > 1}

es abierto. Sea z €B (o, r), entonces d(z,z0) > r y € = d(z, 7o) — r > 0. Probemos

que B(z, ) estd contenida en el complemento de B (zq,7).
Sea y € B(z,¢e), usando la desigualdad triangular obtenemos

d(‘rv I“G) S d(‘rﬂ y) + d(y‘TOJ
de lo que se deduce

d(y, o) > d(z,z0) — d(z,y) > d(z,z0) —£ =
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Como el complemento de S(zp,r) es la unién de los abiertos ( B (zo,7))° y
B(zg, 1), se concluye facilmente que la esfera S(zo,r) es cerrado. B

De las propiedades de los abiertos establecidos en el teorema anterior, y usando
las conocidas Leyes de De Morgan, se concluye directamente el siguiente resultado,
cuya demostracién dejamos al lector.

Proposicién 2.1.14 Si X es un espacio métrico, entonces:
i) X y 0 son cerrados.

n
i) Si By, ..., B, son cerrados, U B; es cerrado.
i=1

iii) Si {Bi}icr es una familia arbitraria de cerrados, ﬁ{ B; es cerrado. &
i€

Estamos ahora en condiciones de generalizar la idea de continuidad que co-
nocemos para funciones entre espacios euclideos, al caso de funciones entre espacios
meétricos, con s6lo reemplazar en la definicién la distancia euclidea por las de los
espacios métricos correspondientes.

Definicién 2.1.15 Sean (X,d) y (X', d’) espacios métricos, f : X — X' una funcion
y g € X. Decimos que f es continua en xg st Ve > 0,36 >0 tal que siz € X y
d(z,zo) < 6 entonces d'(f(x), f(zo)) < €.

También diremos que f es continua si lo es en todo punto de X.

Observemos que otra forma de enunciar esta definicién es: dada una bola
abierta de centro f(zg), B(f(®o),€), existe una bola abierta de centro zq, B(zo,9),
tal que f(B(zo,6)) € B(f(z0),¢€)-

El teorema que sigue nos muestra que la nocién de continuidad estd esencial-
mente ligada al concepto de conjunto abierto.

Teorema 2.1.16 Sean (X,d) y (X', d’) espacios métricos. Una funcion f: X — X'
es continua si y sélo si para cada V' abierto en X', f7'(V)={z e X : f(z) € V} es
abierto en X.

Demostracién Sea f continua, V' C X' abierto y z € f~!(V). Entonces f(z) € V y
como V es abierto, 3 £ > 0 tal que

B(f(z),e) € V.
Debido a que f es continua en z, 36 > 0 con la propiedad que
f(B(z,6)) € B(f(z),e) € V.

Luego B(z,6) C f~1(V) y esto prueba que f~}(V) es abierto.
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Reciprocamente, dado zo € X y € > 0, la hipétesis nos asegura que f~*(B(f(zo),€))
es abierto en X. Por lo tanto 36 > 0 tal que

B(xﬂﬁﬁ) - f_l(B(f('TU)?g))

y esto implica que
f(B(zo,6)) € B(f(x0),¢)

es decir, f es continua en zy. Como z( es arbitrario, f es continua. B

Hemos visto que en un mismo conjunto se pueden definir mds de una distancia.
En virtud de la importancia que tienen los abiertos, segtin se desprende del teorema
anterior, la pregunta que surge naturalmente es si distancias distintas en un conjunto
determinan familias de abiertos distintas.

La respuesta es negativa. En efecto, si cada bola abierta respecto de una de
las distancias contiene una bola abierta (con el mismo centro) respecto de la otra
distancia, es claro que las familias de abiertos coinciden. Enunciamos este hecho en
forma precisa en la proposicién siguiente.

Proposicién 2.1.17 Sea X un conjunto y supongamos que d y d' son distancias en
X tales que existen constantes ¢, ¢ > 0 que satisfacen:

Vz,y € X, d(z,y) < dd'(z,y) y ademds d'(z,y) < cd(z,y).
FEntonces las familias de abiertos determinadas por d y d' coinciden.

Demostracién Sea U un abierto en (X,d) y veamos que U es abierto en (X, d').
Tomemos z € U, entonces 3r > 0 tal que By(z,r) C U. Sea ' = % y conside-
remos y € By (z,r"). Por hipétesis

d(z,y) < dd(z,y) < =r
es decir y € By(z,7), lo que prueba que
By (z,7") C Ba(z,7) CU

y por lo tanto U es abierto en (X, d’).
En forma anéloga se prueba que todo abierto en (X,d’) loes en (X,d). B

Definicién 2.1.18 Dos distancias definidas en un conjunto X se dicen equivalentes
si satisfacen la condicion de la proposicion 2.1.17.

Como ejemplo, veamos que en R™ la distancia euclidea d y las d; y dy definidas
en los ejemplos 2.1.3 y 2.1.4, son equivalentes.
Sean z, y € R*, z = (21, ...,Zn), ¥ = (Y1, ..., Yn). Entonces
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d(z,y) = ﬂ; (@ —3)* < \/ﬂ 11'2%’53 (z: — 4:)?> = V/n gl%?f‘ lzi_yi| = /n di(z,y)
_ ) | = o AR c .
dy (Is y) _%1%); |$%—yt| \/11'2% (33% yz) = \,‘1; (mt yz) d(xa y)'

Estas desigualdades prueban la equivalencia de d y d;.
Por otra parte,

n
dyi(z,y) = max |z — il 52 |z; — yi| = da(z,y)

n
do(z,y) =3 | — yi| < n max |z — yi| =n di(z,y)
de donde se concluye que d; y ds son equivalentes.

Es fécil ver que si dos distancias son equivalentes a una tercera, entonces son
equivalentes entre si. Luego d y d; también son equivalentes.

Definicién 2.1.19 Una sucesion en un espacio métrico X es una funcion del con-
junto de nimeros naturales N en X. Como es habitual se usa la notacion {z,}nen,
donde x, indica la imagen por dicha funcion del nimero n.

Podemos extender la idea de convergencia de una sucesién como sigue.

Definicién 2.1.20 Diremos que una sucesion {T, }nen en un espacio métrico X con-
verge a Tg € X siVe > 0,3 N € N tal que si n > N, d(zn,zg) < €.
Denotaremos este hecho con x, — xy.

Dejamos al lector verificar la siguiente equivalencia.

Proposicién 2.1.21 Sea {z, }nen una sucesion en un espacio métrico X. Esta suce-
si0n converge a xq si y sélo si VU abierto en X conxzg € U, AN € N tal que sin > N,
z,€U. M

Observemos que, por lo visto anteriormente, la continuidad de una funcién
y la convergencia de una sucesién no cambian si reemplazamos las distancias en los
espacios involucrados por otras equivalentes.

Para finalizar este capitulo, veamos un importante resultado que relaciona
continuidad de una funcién con convergencia de sucesiones.

Teorema 2.1.22 Sean (X,d) y (X', d') espacios métricos, f : X — X' una funcion
y zo € X. Entonces f es continua en xq si y sdlo si para toda sucesion {x,}nen en X
que converge a xo, {f(Zn)}nen €s una sucesion en X' que converge a f(xo).
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Demostracién Supongamos que f es continua en zg y sean € > 0y z,, — xo. Veamos
que existe N € N tal quesin > N, d'(f(z,), f(z0)) <.

Por continuidad de f en z, dado dicho &, 3§ > 0 tal que si d(z,zo) < 6
entonces d'(f(z), f(zo)) < €.

Como z, — xg, para este § > 0 3N € N tal que si n > N, d(z,,zq) < 6.
Luego d!(f(xn)a f(-TD)) <E&.

Para probar la reciproca supongamos que f no es continua en zp y veamos
que esto nos permite construir una sucesién {z, }n,en €n X que converge a zg, pero
{f(z,)}nex no converge a f(zo).

Si f no es continua en xg, d¢ > 0 con la propiedad que cualquiera sea é > 0,
existe x € X tal que d(z,z¢) < 6, pero d'(f(z), f(xp)) > €.

En particular si tomamos 6 = % , existe ¢, € X en esas condiciones, para cada
n € N . Luego hemos obtenido una sucesién {2, }nen en X que cumple d(z,, zo) < =
Vn € N y esto claramente implica que z,, — zg.

Ahora bien, d'(f(z,), f(z¢)) > € para todo n€ N, por lo tanto para este £ > 0
no existe N € N con la condicién que si n > N, d'(f(z,), f(z0)) < €. Esto nos dice
que la sucesién { f(z,)}nen no converge a f(zy). B

2.2 Ejercicios

1. Probar en detalle que las funciones definidas en los ejemplos 2.1.4, 2.1.5 y 2.1.6
son distancias.

2. Sea B([—2,3]) con la distancia del ejemplo 2.1.6 y sea fo € B([—2, 3]) tal que su

gréfico es el siguiente
y/\

I
o, 1 2 3

Dibujar aproximadamente la regién del plano que ocupan los gréaficos de las
funciones pertenecientes a B(fo, 3).

3. Dados a,b € R con a < bsea Cla,b] = {f : [a,b] — R : f es continua}.
Probar que

8(f, g} = f £(8) - 9(8)] dt

es una métrica en C|a, b]. Ver en un gréfico qué “mide” esta distancia.
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4. Sea V un espacio vectorial (real o complejo) con una norma || ||. Probar que si
definimos

d(z,y) = ||z — yl|

entonces (V,d) es un espacio métrico.
Observar que los ejemplos anteriores son casos particulares de esta situacion.

5. Demostrar que los siguientes subconjuntos de R? y R? son abiertos, con la métrica
euclidea:

a) {(z,y) € R? : m < d((z,y),(0,0)) < n} donde m < n.

b) {(z,y,2) € R®: z,y, z € Z}°.

¢){(z.y) eR?:0<z<1,0<y<l,z#1VneN}

6. Demostrar la proposicién 2.1.14.

7. Sean E y F espacios métricos y f : E — F continua en z € E. Probar:

a) Si g : E — F coincide con f en un abierto U tal que z € U, entonces g es
continua en x.

b) Siz € A C E entonces f |4 en continua en z.

c) Si G es un espacio métrico y g : F' — G es continua en f(z), entonces go f
es continua en .

8. Sea E un espacio métrico, A C E y x € E. Se define la distancia de = a A por
d(z, A) = inf{d(z,y) : y € A}.

a) Demostrar que si definimos 6 : E — R por §(z) = d(x, A), 6 es continua.
b) Probar que si r > 0, {z : d(z, A) < r} es cerrado.

9. Demostrar la proposicién 2.1.21.



CAPITULO 3
ESPACIOS TOPOLOGICOS. FUNCIONES CONTINUAS.

3.1 Espacios topolégicos

En el capitulo anterior vimos que, en un espacio métrico, las ideas de continuidad
de funciones y convergencia de sucesiones dependen bdsicamente de la nocién de
conjunto abierto. Por otra parte, en el teorema 2.1.11 probamos las propiedades
fundamentales de la familia de subconjuntos abiertos.

Estos hechos motivan una nueva generalizacién, obteniendo espacios donde se
pueden encarar las nociones de continuidad y convergencia.

Definicién 3.1.1 Dado un conjunto X, una topologia en X es una familia T de
subconjuntos de X que satisface:

)0eT yXeT.

it) Si Uy, ...,U, € T entonces 61 U;eT.

iii) SiU; € T Vi€ I (I es un conjunto de “indices”) entonces 'Lle UieT.

Los elementos de T se denominan subconjuntos abiertos de X respecto de T
o simplemente abiertos en X.

Definicién 3.1.2 Un espacio topoldgico es un par (X,7T), donde X es un conjunto
y 7T es una topologia en X.

En general nos referiremos al espacio X o bien al espacio topolégico X y la
familia 7 quedard sobreentendida, salvo cuando estemos considerando mas de una
topologia en el mismo conjunto X. A los elementos de X los llamaremos puntos.

De la motivacién que presentamos para la definicién de topologia se observa
claramente que los espacios métricos son los primeros ejemplos de espacios topoldgi-
cos. En efecto, si (X,d) es un espacio métrico y 7; es la familia de subconjuntos
abiertos (definicién 2.1.9), el teorema 2.1.11 nos dice que 7; es una topologfa, lla-
mada topologia inducida por la distancia d.

Es evidente que P(X) es una topologia en X. Esta es la topologia en X con
“més elementos”, la llamaremos topologia discreta y la denotaremos con D. En el
otro extremo, J = {0, X} también es una topologfa en X, es la que tiene “menos
elementos” y la denominaremos topologia indiscreta.
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En los espacios euclideos, la topologia inducida por la distancia euclidea se
denomina topologia usual y es la que consideraremos si no se especifica otra.

Observemos que por la proposicion 2.1.17, dos distancias equivalentes inducen
la misma topologfa, luego las topologfas en R™ inducidas por las métricas d; y ds
coinciden con la usual.

Es facil ver que si d es la distancia discreta, 7; es la topologfa discreta.

La pregunta que surge naturalmente en este momento es si toda topologia en
un conjunto X es inducida por una distancia. Veremos mas adelante que la respuesta
es negativa.

A continuacién damos otros ejemplos de topologias.

Ejemplo 3.1.3 Si X = {a,b} entonces P(X) = {0, X, {a},{b}}. De existir una
topologia en X distinta de la discreta y de la indiscreta, deberta ser T, = {0, X, {a}}
07, ={0,X,{b}}. Es inmediato ver que ambas son topologias en X.

Resumiendo, en un conjunto de dos elementos se pueden definir exactamente
cuatro topologias.

Ejemplo 3.1.4 Sea X un conjunto arbitrario y
T.={U C X : U° es finito} U {0}
donde incluimos a () entre los conjuntos finitos.

Luego X € 7. y se satisface i) de la definicién de topologfa.
Sean Uy, ..U, € 7. Si U; = 0 para algin j, "%1 U; = 0 y por lo tanto pertenece
=

a 7.. En caso contrario,

es finito por ser unién finita de conjuntos finitos, por lo que i U; € 7.
Para ver que se cumple iii) de 3.1.1, consideremos U; € 7. Vi € I. Si U; # )
Viel

(igl )* :ig’ Ui

es finito por ser interseccién de conjuntos finitos. Si 3j tal que U; = () tomamos
J={i e€I:U;# 0}, entonces u Ui =Ll U; que es abierto por lo visto anteriormente.
1= te

Esta es la que se denomina topologia de los complementos finitos.
Observemos que si X es finito todo subconjunto de X pertenece a 7., es decir
7. es la topologia discreta.

Ejemplo 3.1.5 Sean zg € X y
Do = {U € X 2o '€ U} L {0}.

Se ve facilmente que T, es una topologia en X.
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Ejemplo 3.1.6 En el conjunto de nimeros naturales N, sea E,, = {n € N:n > m}
y consideremos

T ={E,:meN}u/{0d}.

Entonces T es una topologia en N.

Definicién 3.1.7 Si 7, y 73 son topologias en X tales que Ty C 75, diremos que son
comparables y que T; es menos fina que T3, o bien que Ty es mdas fina que Ty.

Asi, la topologfa indiscreta es la menos fina de todas las topologfas definidas
en un conjunto X y la discreta es la mas fina.

En R la topologfa usual es més fina que la de los complementos finitos. En
efecto, si U € 7. y U® = {zy,...,z}, para cada z € U el intervalo de centro z y
radio r = min{|z — ;| : ¢ = 1,..., k} estd contenido en U. Luego U es abierto en la
topologfa usual.

Dos topologias no siempre son comparables. Ejemplo de esto son las topologias
T v T3 de 3.1.3. También, si tomamos = € R y 7, la topologia definida en el ejemplo
3.1.5, ésta no resulta comparable con la usual. Dejamos al lector la demostracién de
este hecho.

Definicién 3.1.8 Un subconjunto F' de un espacio topoldgico X se dice cerrado si
su complemento F° es abierto en X.

Como en el caso de los espacios métricos, la familia de cerrados tiene las
siguientes propiedades, que se demuestran en forma andloga a la proposicién 2.1.14.

Proposicién 3.1.9 S:C es la familia de conjuntos cerrados de un espacio topoldgico
X, entonces:

)heCyXel.

i) Si Fy, ..., F, € C entonces Cll F, eC.

iti) Si F; € C Vi € I entonces -QI F,eC. n

Los cerrados determinan la topologfa ya que, si C es una familia de subconjun-
tos de X que satisface las propiedades i), ii) y iii) de la proposicién anterior, existe
una unica topologia 7 tal que C es su familia de cerrados. Esta topologia es

T ={II'C X T el

Para los fines de los conceptos estudiados en el capitulo anterior, si z es un
punto de un espacio métrico podemos considerar una familia de subconjuntos més
amplia que la formada por las bolas abiertas centradas en z. Estos conjuntos son los
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denominados entornos de x y tienen la propiedad de contener un abierto al cual z
pertenece.
Si en la definicién de continuidad de una funcién en un punto, o de convergencia
de una sucesién, sustituimos las bolas abiertas por entornos el concepto no varfa.
También en un espacio topolégico podemos definir esta nocién, la que serd de
gran utilidad.

Definicién 3.1.10 Dado = en un espacio topoldgico X, V es un entorno de z si
eriste un abierto U tal que

xelUCV.

En un espacio topolégico X cuya topologia es la indiscreta, el tinico entorno
de un punto es el mismo X. En cambio, si la topologfa es la discreta todo subconjunto
que contenga a z serd un entorno de éste, en particular {z}.

La familia de entornos de un punto z no es vacia ya que el espacio es siempre
un entorno de z. Denotaremos esta familia con &,.

Observemos que un entorno no es necesariamente abierto. Por ejemplo [0, 2]
es un entorno de 1 en R y no es abierto. Pero si es cierto que un abierto es entorno
de cada uno de sus puntos. Esta propiedad caracteriza a los abiertos, como se prueba
en la proposicién siguiente.

Proposicién 3.1.11 En un espacio topoldgico X, U C X es abierto si y sdlo si es
entorno de cada uno de sus puntos.

Demostraciéon Sea U C X con la propiedad de ser entorno de cada uno de sus
puntos. Entonces para cada z € U existe U, abierto tal que z € U, C U. Luego
(= EJU U, es abierto por ser unién de abiertos.

xr

La reciproca es inmediata, como ya lo dijimos. B

Directamente de la definicién se deducen las siguientes propiedades de la fa-
milia de entornos de un punto.

Proposicién 3.1.12 Si X es un espacio topoldgico y x € X, entonces la familia E,
de entornos de x satisface:

YYWek,zeV.

1) SiVy y Vs € & entonces ViNVsa € &,

i) SiV e& yV CW entonces W € E,.

) SiV € &,, existe U entorno de cada uno de sus puntos tal quez € U CV. B

Las familias de entornos caracterizan la topologia en el sentido siguiente: si en
un conjunto X todo elemento z tiene asociada una familia no vacia de subconjuntos
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J: tal que satisface i), ii), iii) y iv) de la proposicién anterior, entonces existe una

tnica topologia 7 en X tal que &£, = J, Vz € X. Debemos definir
T={UCX:UeJ,VzeU}U{0}.

Resumiendo, hemos visto que si bien definir una topologia en un conjunto X
es dar la familia de abiertos, podemos determinar perfectamente una topologia de las
dos maneras siguientes:

a) Dando una familia de subconjuntos de X que satisfaga las propiedades que
caracterizan a los cerrados; esto es, i), ii) y iii) de la proposicién 3.1.9.

b) Dando para cada z € X una familia no vacfa de subconjuntos de X que
cumpla las propiedades que caracterizan a los entornos; es decir, i), ii), iii) y iv) de
la proposicién anterior.

A continuacién daremos algunas definiciones bésicas que relacionan los puntos
de un espacio topolégico con un subconjunto de éste.

Definicién 3.1.13 Sea X un espacio topolégico, A C X yx € X. Entonces:
1) = es un punto interior de A si IV € &, tal que V C A. El interior de A es

A®° ={z € X : z es interior de A}.

1) x es un punto de clausura o adherencia de A siVV € E,, VN A # 0. La
clausura de A es
A" ={z € X : z es de clausura de A}.

i) z es un punto de acumulacion de A siVV € &, (V —{z}) N A # 0. El
derivado de A es

A'={z € X :z es de acumulacion de A}.

i) z es un punto de frontera de A siVV € E,, VNA#DyVNA#£0. La
frontera de A es
FrA={z € X :x es de frontera de A}.

Observemos que si en cada una de las definiciones precedentes se reemplaza en-
torno por entorno abierto los conceptos no cambian puesto que todo entorno contiene
un entorno abierto.

De estas definiciones se siguen algunos hechos simples. Decir que un punto es
interior de A, es equivalente a expresar que A es entorno de él. También es evidente
que todo punto de A es de clausura de A. En consecuencia tenemos

Fe A~
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Por otra parte observemos que si un punto de clausura no pertenece a A, es
de acumulaciéon de A. También es inmediato que los puntos de acumulacién son de
clausura, o sea

A-=AU A

Los puntos de frontera de A son aquellos que son a la vez puntos de clausura

de A y de clausura de A°, por lo tanto
Frd= A"nNAY = FrAa®

Si consideramos dos subconjuntos A y B de un espacio topoldgico X que
satisfacen A C B, es claro que

A°CB°, ACB yACB.
Esta relacién no se mantiene en el caso de la frontera. En R, por ejemplo,
[0,1] € [0,2] y Fr[0,1] = {0,1} & Fr[0,2] = {0,2}.
[lustraremos las definiciones dadas con una serie de ejemplos.

Ejemplo 3.1.14 Sea A=[0,1) CR.

Para z € (0,1) el intervalo abierto centrado en z y de radio r =
min{|z|, |1 — z|} estd contenido en (0,1), mientras que si x ¢ [0,1], dicho inter-
valo estd contenido en [0,1]¢. Por otra parte, six =0 o z = 1, todo intervalo abierto
centrado en x interseca a A y a A°.

Por lo tanto, si en R consideramos la topologia usual tenemos que

A°=(0,1), A~ =1[0,1] y FrA = {0,1}.

Si en cambio tomamos en R la topologia de los complementos finitos, como A
y A° son infinitos todo abierto no vacio interseca a A y a A°. Luego con esta topologia
tenemos que

A°=0, A =Ry FrA=R.

Ejemplo 3.1.15 En R con la topologia usual tenemos los siquientes ejemplos:
a) Como en cada intervalo centrado en un nimero real hay nimeros racionales
e irracionales
Q°=0,Q =R, Q=R y FrQ =R.
b) Cada intervalo centrado en un nimero natural contiene nimeros que no
son naturales, luego es facil ver que

N°=0, N=N, N=0 y FrN=N.
¢) Si A=[0,1] U {2},
A°=(0,1), A~ =[0,1]U{2}, A =1[0,1] y FrA = {0,1,2}.
d) Si A={%:neN},
A°=0, A~ =AU {0}, A ={0} y FrA= AU{0}.
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El interior de un conjunto A es el “mayor” abierto contenido en A, mientras
y y )

que la clausura es el “menor” cerrado que contiene a A, segin lo precisamos en la

siguiente proposicién.

Proposicién 3.1.16 Sean X un espacio topologico y A C X. Entonces:
i) A° es abierto y si U es un abierto contenido en A, entonces U C A°.
i) A es cerrado y si F' es un cerrado que contiene a A, entonces A~ C F.

Demostracion i) Si U es un abierto contenido en A, U C A° ya que por la proposicién
3.1.11, U es entorno de todos sus puntos.
Sea ahora x € A°. Entonces existe U, entorno abierto de z tal que U, C A.

Pero por lo visto en el parrafo anterior U, C A°; luego A° = Li U, es abierto por
rcA°

ser unién de abiertos.

ii) Veamos que A~¢ es abierto. Si z € A, entonces existe V' entorno abierto
de z que no interseca a A. Como V es entorno de cada uno de sus puntos, éstos no
estdn en A~. Luego V C A~°¢ y en consecuencia A~ es abierto.

Sea F' un cerrado tal que A C F. Entonces F'° es un entorno de cada z € F°¢y
ademds FNA = (0. Luego por el razonamiento hecho en el parrafo anterior £ C A~°.
Si tomamos complemento en esta inclusién obtenemos A~ C F. B

De la proposicién anterior se sigue facilmente el siguiente corolario, cuya
demostracién dejamos al lector.

Corolario 3.1.17 Sean X un espacio topoldgico y A C X. Entonces:
i) A es abierto si y solo si A= A°.
i) A° =UL€JM U, dondeUd = {U C X : U es abierto y U C A}.
i1i) A es cerrado si y sélo si A= A",
w) A- =FQFF, donde F={F CX:F escerradoy AC F}. R

La proposicién siguiente nos muestra qué ocurre cuando tomamos el interior,
o la clausura, de la unién y de la interseccion de dos conjuntos.

Proposicién 3.1.18 Si A y B son subconjuntos de un espacio topoldgico entonces:
i) (AN B)° = A°N B°.
it) (AU B)° 2 A° U B°.
) (AUB] =4 18",
w) (ANB)"CA NB~.

Demostracién Sabemos que (AN B)° es abierto y que estd contenido en A y en B,
luego por i) de la proposicién anterior (AN B)° C A° N B°.

Reciprocamente, A° y B° son abiertos contenidos en A y B respectivamente,
por lo tanto A° N B° es un abierto contenido en AN B. Asft A°NB° C (AN B)°, con
lo que se completa la demostracion de i).
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Como A° U B® es un abierto contenido en AU B, ii) se sigue de la proposicién
anterior.

Para probar iii) y iv), se procede en forma andloga a los incisos anteriores,
pero ahora se usa la parte ii) de la porposicién 3.1.16. &

Observemos que si en R tomamos I = {z € R : z es irracional}, como Q° =
I°=0y Q@ =1 =R, se tiene que

QUIP=0& (QUI’=R y @nI) =05Q nI-=R.

Luego, las inclusiones en los incisos ii) y iv) de la proposicién anterior pueden
ser estrictas.

Los espacios métricos tienen la siguiente importante propiedad de separacién
de puntos: dados dos puntos, existen entornos de cada uno de ellos con interseccion
vacia, o sea disjuntos.

Efectivamente, si z # y podemos tomar r positivo tal que r < %d(m}y). Asi

Blz, vy N Bly,7) =49

pues si existiera z en la interseccién d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) < 2r < d(z,y), lo que
es absurdo.

En cambio, no todo espacio topolégico posee esta propiedad. Por ejemplo, si
X tiene al menos dos puntos y consideramos la topologia indiscreta, como X es el
tnico abierto no vacfo no existen entornos disjuntos.

Otro ejemplo menos trivial es el que se obtiene tomando un conjunto infinito
con la topologia de los complementos finitos. En este caso, dos abiertos no vacios se
intersecan y por lo tanto no hay entornos con interseccion vacia.

Definicién 3.1.19 Un espacio topoldgico X es de Hausdorff o T si dados z, y € X
conz # vy, evisten U € &, yV € &, tales que UNV = {).

En esta definicion, al igual que en casos anteriores, podemos cambiar los en-
tornos por entornos abiertos sin modificar el concepto.

Esta cualidad de separar puntos tiene notables consecuencias. Una de ellas es
que nos permite contestar la pregunta que nos hicimos al comienzo de este capitulo:
itoda topologfa es inducida por una distancia?.

Ya habfamos anticipado que la respuesta es negativa y damos ahora una justi-
ficacién. Si toda topologia fuese inducida por una distancia, todo espacio topoldgico
serfa de Hausdorff y vimos ejemplos de espacios que no lo son. Asf el concepto de
espacio topolégico es una generalizacién estricta del concepto de espacio métrico.
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Definicién 3.1.20 Un espacio topoldgico X es metrizable si su topologia es la in-
ducida por una distancia.

Veamos un resultado simple en un espacio topolégico 75.

Proposicién 3.1.21 Si X es un espacio topoldgico de Hausdorff, entonces Vo € X
el subconjunto {z} es cerrado.

Demostracién Sea z € X y veamos que {z}° es abierto. Tomemos y € {z}°,
entonces z # y por lo que existen U € &, y V € &, disjuntos. Esto nos dice en
particular que V' C {z}¢. Luego {z}° es entorno de todos sus puntos. B

3.2 Funciones continuas

Estamos ahora en condiciones de definir qué entendemos por una funcién continua
de un espacio topolégico en otro.

Comenzaremos recordando algunos resultados bésicos de la teorfa de conjuntos
y funciones que nos serdn muy ttiles en lo que sigue.

Sean X e Y conjuntos y f : X — Y una funcién. Entonces, si A C X la
imagen de A por f es

f(A) ={f(z) : z € A}.

Por otro lado, si B C Y la pre-imagen de B por f es
fY(B)={z€eX: f(z) € B}.

Con estas notaciones tenemos:
a) Si A; y Ay son subconjuntos de X y A; C Ay entonces f(A;) C f(As).
b) Si By y By son subconjuntos de Y y B; C By entonces f~1(B;) C f~1(B,).
c) Si {A;}ics es una familia de subconjuntos de X entonces
) = - Jc 3.
F(U A)=U f(4) ¥ F(0 A4) €O F(A)
En este 1ltimo caso si f es inyectiva se verifica la igualdad.
d) Si {Bi}ier es una familia de subconjuntos de Y entonces
| N -1 3 -1 5 - =] :
FY B =Y FB) ¥ N0, B =0 f(B).
e) Si A C X entonces A C f~1(f(A)). Si ademds f es inyectiva, se cumple la
igualdad.
f) Si B C Y entonces f(f'(B)) C B. En este caso si f es suryectiva se da la
igualdad.
g) Si B CY entonces f~1(B¢) = (f~!(B))".

A la luz de lo observado luego de la definicién de continuidad 2.1.15, reem-
plazando las bolas abiertas por entornos, llegamos a la siguiente definicién.



30 Espacios Topoldgicos. Funciones Continuas.

Definicién 3.2.1 Sean X e Y espacios topoldgicos, f : X — Y wuna funcion y
zo € X. Entonces f es continua en xg $i YV € Epyey U € &, tal que f(U) C V.
La funcion f es continua si lo es en todo punto de X.

En principio podemos dar tres formulaciones equivalentes para la nocién de
continuidad de una funcién, las que serdn de utilidad en el trabajo posterior.

Teorema 3.2.2 Sean X e Y espacios topoldgicos y f : X — Y wuna funcion. En-
tonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) f es continua.

ii) YV abierto en'Y, f~1(V) es abierto en X.

iii) VF cerrado en'Y, f~1(F) es cerrado en X.

Demostracién La equivalencia entre i) y ii) se demuestra en forma totalmente
andloga al teorema 2.1.16, sustituyendo las bolas abiertas por entornos.
Para ver que ii) implica iii), tomemos F' cerrado en Y. Entonces F“ es abierto
y por ii) f~1(F®) = (f~'(F))* es abierto. Luego f~*(F) es cerrado.
Reciprocamente, para demostrar que ii) se deduce de iii) consideremos V'
abierto en Y. Luego, como V¢ es cerrado, f~1(V¢) = (f~}(V))¢ es cerrado y asf
fHV) es abierto en X. W

La siguiente proposicién resume algunos resultados simples sobre continuidad,
los que demostraremos usando el enunciado ii) del teorema anterior.

Proposicién 3.2.3 i) Toda funcién cuyo dominio es un espacio con la topologta dis-
creta, es continua.

i1) Toda funcién cuyo codominio es un espacio con la topologia indiscreta, es
continua.

111) Toda funcién constante es continua.

w) St Ty y 15 son topologias en un conjunto X, entonces id: (X, 7T;) — (X, 73)
es continua si y sélo si T es menos fina que 7.

v) Si X, Y y Z son espacios topoldgicos, f : X =Y yg:Y — Z son funciones
continuas, entonces g o f es continua.

Demostracién i) Como todo subconjunto del dominio es abierto, la pre-imagen de
un abierto es abierto.

ii) Los tinicos abiertos del codominio son dicho espacio y ), por lo tanto, sus
pre-imagenes son el espacio dominio y ) respectivamente, que son abiertos.

iii) Dado un abierto en el codominio, su pre-imagen es todo el dominio o 0,
segiin que la constante pertenezca o no a dicho abierto, luego es abierto.

iv) Es inmediato ya que la pre-imagen de un conjunto por id, es el mismo
conjunto.
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v) Sea V abierto en Z. Como g es continua g~*(V) es abierto en Y, pero como
f es continua f~'(g~!(V)) es abierto en X. Luego (go f)" (V) = f~1(g7}(V)) es
abierto en X. W

Veamos ahora un caso particular.

Proposicién 3.2.4 Sean X un conjunto, zo € X y consideremos en X la topologia
T, dada en 8.1.5. Si f : X — R es una funcion continua entonces es constante.

Demostracién Supongamos que f es continua y no constante, luego existen nimeros
reales distintos ¥, 2 que pertenecen a la imagen de f. Sean I; e [ intervalos abiertos
y disjuntos centrados en y; e yo respectivamente. Entonces f~1(I;) y f~(I;) son

abiertos en X, disjuntos y no vacios, lo cual es imposible puesto que z pertenece a
ambos conjuntos. B

Observemos que si en la proposicién anterior reemplazamos R por un espacio
de Hausdorff, con una demostracion similar, obtenemos el mismo resultado.

Definicién 3.2.5 Sean X e Y espacios topoldgicos y f : X — Y wuna funcion. En-
tonces:

i) f es un homeomorfismo si es biyectiva, continua y f~'es continua.

it) f es abierta si VU abierto en X, f(U) es abierto en'Y.

iii) f es cerrada si VF cerrado en X, f(F) es cerrado en Y.

Proposicién 3.2.6 St X eY son espacios topoldgicos y f : X — Y es una funcion
biyectiva y continua, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) f es un homeomorfismo.

i1) f es abierta.

iii) f es cerrada.

Demostracién i)=>ii). Sea U abierto en X. Como f~'es continua (f~*)"*(U) =
f(U) es abierto en Y.

ii)==iii). Si F es cerrado en X, F° es abierto y entonces f(F°) es abierto en
Y. Por ser f biyectiva f(F°) = (f(F))°. Luego f(F') es cerrado en Y.

iii)==>1). Si F' es cerrado en X, entonces por hipétesis (f~1)"1(F) = f(F) es

cerrado en Y. Usando iii) del teorema 3.2.2 se concluye que f~! es continua. B

Definicién 3.2.7 Dos espacios topoldgicos X e Y son homeomorfos si existe un
homeomorfismo entre ellos. Denotaremos esto con X =Y.
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Claramente la nocién de espacios homeomorfos define una relacién de equiva-
lencia en la clase de los espacios topoldgicos puesto que:

i) id es un homeomorfismo.

ii) Si f es un homeomorfismo entonces f~! es un homeomorfismo.

iii) Si f y g son homeomorfismos entonces f o g es un homeomorfismo.

En topologia estudiamos las propiedades topoldgicas o invariantes topolégicos
de los espacios. Estas propiedades son las que se preservan por homeomorfismos,
es decir, si un espacio topolégico tiene una de esas propiedades todo otro espacio
homeomorfo también la debe tener.

Un ejemplo de invariante topolégico es la propiedad de ser un espacio de
Hausdorft.

Proposicién 3.2.8 Si X eY son espacios topoldgicos homeomorfos y X es de Haus-
dorff, entonces Y es de Hausdorff.

Demostracién Sea f : X — Y un homeomorfismo. Tomemos 41, y2 € Y, 11 # yo.
Entonces como f es biyectiva, existen z1, o € X, 21 # x5 tales que f(z1) = y1 ¥
f(z2) = yo.

Por ser X T, existen U; y U, entornos abiertos de z; y x5 respectivamente
con Uy NU; = 0. Luego f(U,) y f(Usz) son abiertos, pues f es abierta, y son entornos
disjuntos de y; e y» respectivamente, lo que completa la demostracién. B

Cuando no explicitemos lo contrario, la topologia que consideraremos en un
subconjunto de un espacio métrico, serd la inducida por la restriccion de la distancia
del espacio métrico a dicho conjunto.

Ejemplo 3.2.9 Si f : (0,1) — (a,b) estd definida por f(t) = (b — a)t + a, entonces
[ es un homeomorfismo.
Todos los intervalos abiertos acotados son homeomorfos pues, por lo anterior,
dos cualesquiera son homeomorfos al (0,1) y por lo tanto son homeomorfos entre si.
Con una prueba similar se ve que todos los intervalos cerrados son homeomor-

fos.
t

Ejemplo 3.2.10 a) Si g: (—1,1) — R estd definida por g(t) = o » entonces g es
un homeomorfismo.

b) Si h : (0,+00) — R estd definida por h(t) = Int , entonces h es un
homeomorfismo.

Una funcién entre espacios topoldgicos puede ser biyectiva, continua y no ser
un homeomorfismo. Un ejemplo simple de esta situacién es cuando en un mismo
conjunto tomamos dos topologias, una estrictamente mds fina que la otra. En este
caso, por iv) de la proposicién 3.2.3, id no es un homeomorfismo.

Cuando tenemos una funcion biyectiva entre un espacio topolégico y un con-
junto, podemos “copiar” la topologia de aquel en este iltimo via la biyeccién.
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Proposicién 3.2.11 Sean X wun espacio topoldgico, Y un conjunto y f : X — Y
una funcion biyectiva. Entonces, eriste una tnica topologia en Y tal que f es un
homeomorfismo.

Demostracién Supongamos que existe una topologia 7 en Y que hace de f un
homeomorfismo, entonces:

i) Por ser f abierta, f(U) € 7 para todo U abierto en X.

ii)SiV € 7, U = f~}(V) es abierto en X, por ser f continua. Pero V = f(U)
pues f es biyectiva.

Luego, de i) y ii) se deduce que la tinica familia 7" posible es

T ={f(U) : U es abierto en X}.

Es inmediato ver que 7 es efectivamente una topologia en Y y que f resulta
un homeomorfismo. W

Sea M (n,R) el conjunto de las matrices n x n con coeficientes en R. La funcién
natural

f : M(nR)—R”
f((aij)ij) = (all}"".la'l‘."l.}"‘?aﬂl}"".la"n.'!b)

es una biyeccién. Por la proposicién anterior, podemos dar a M, (R) la topologia que
hace de f un homeomorfismo.
Con esta topologia, la funcién determinante

det : M(n,R) = R

es continua y por lo tanto, el conjunto de matrices inversibles GI(n,R) es un abierto
en M, (R) puesto que
Gl(n,R) = (det) (R — {0}).

3.3 Ejercicios

1. a) Verificar que las familias 7., y 7 de los ejemplos 3.1.5 y 3.1.6 , son topologias.
i.Son comparables con la topologia de los complementos finitos?.
b) Probar que si 2y € R, 7, y la topologia usual no son comparables.

2. Sea X un conjunto, g € X y 7* ={U C X : 2o ¢ U} U {X}. Probar que 7%
es una topologia en X.

3. Si 7; es una topologfa en X Vi € I, demostrar que 7' =_ﬁJr 7; es una topologia en
e
X.

4. Para cada a € R, sean [, = (—o0,a) y D, = (a, +o).
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a) Probar que 7; = {[, : a € RFU{O,R} y 73 = {D, : a € R} U {0,R} son
topologias en R.
b) Si en a) hacemos variar a en Q, json 7; y 7 topologias en R.

5. Hallar todas las topologias en X = {a, b, c}.
6. Hallar la clausura en R? de A = {(z,y) € R*: z € Q}.

7. Sea N con la topologia del ejemplo 3.1.6
a) Hallar los puntos de acumulacién de A = {4,13,28,37}.

b) Hallar los conjuntos cerrados de N.
c) Hallar la clausura de A = {7,24,47,81} y B = {3k : k € N}.

8. Sea R con la topologia 77 del ejercicio 2 , donde zy = 0. Hallar A°, A~ y FrA
en los siguientes casos:

a) A=[0,1) U {2}.

b) A= (—o0,—1).

9. Sea X un espacio topolégico. Probar:
a) Si A C X es abierto, entonces A C A™°.
b) Si B C X es cerrado, entonces B°~ C B.
c) Si € C X entonces C~ =C U FrC y C°=C — FrC.

10. Sean X, Y y Z espacios topoldgicos, f : X — Y yg:Y — Z funciones y zy € X.
Probar que si f es continua en zy y g es continua en f(zg), entonces go f es continua
en Ig.

11. Si f y g son funciones continuas de un espacio topolégico en R, probar que f+g
y [+ g son continuas.

12. Sea X con la topologia de los complementos finitos.

a) Determinar todas las funciones continuas de X en R.

b) Probar que si f : X — X es una funcién biyectiva, entonces f es un
homeomorfismo.

13. Probar 3.2.10 y concluir que cualquier intervalo abierto no acotado es homeo-
morfo a R.

14. Si f: R — R es una funcién continua, probar que f~!({a}) es cerrado Va € R.

15. Sean X e Y espacios topolégicos, Y de Hausdorff, f v g : X — Y funciones
continuas. Demostrar que {z € X : f(z) = g(z)} es cerrado en X.



CAPITULO 4
BASES. SUBESPACIOS

4.1 Bases

En el desarrollo de gran parte de los conceptos y resultados del dlgebra lineal no es
necesario considerar todos los vectores del espacio vectorial. En general es suficiente
tomar un “pequeno” conjunto de ellos con la propiedad de generar a los demds. Un
caso particular de este tipo de conjuntos es una base del espacio vectorial.

Por ejemplo, se puede definir una transformacién lineal con sélo dar las imé-
genes de los vectores de una base.

Esta situacién ocurre también en otras dreas de la matemdtica, en particular
en topologfa. A menudo es suficiente trabajar con un subconjunto de la topologia tal
que todo abierto se puede “generar” con miembros de dicho subconjunto, como es el
caso de la familia de los intervalos abiertos en R.

Definicién 4.1.1 Dado un espacio topoldgico (X, T ), un subconjunto B de T es una
base de dicha topologta si todo miembro no vacio de T se puede expresar como unién
de elementos de B.

Existe otra forma equivalente de definir base de una topologia, la que enun-
ciamos en la proposicién siguiente.

Proposicién 4.1.2 Sea (X, 7T) un espacio topoldgico. Entonces B C T es base de la
topologia si y sdlo si VU € T yVx € U existe B € B tal que

#e B Cl.

Demostracién Sean U € 7 y x € U. Si B es base de 7, entonces U = U; B; donde
i€

B; € BVi € I. Luego, existe j € I tal que € B; y claramente B; C U.
Reciprocamente, si B tiene la propiedad que para cada U € T y x € U existe
B, € B tal que B, C U, entonces es inmediato ver que U = UU B,, y asi B es una
re

base de 7. 1

Es claro que toda topologia es base de sf misma y que, si B es base de la
topologia 7 y B C B C T, entonces B’ es también base de 7.
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En un espacio métrico, de la definicién de subconjunto abierto resulta que la
familia de bolas abiertas es base de la topologfa inducida por la métrica.

En el caso particular de R?, como la topologia usual también es inducida por
las distancias d; y dy definidas en los ejemplos 2.1.3 y 2.1.4, los cuadrados sin sus
bordes y con los lados paralelos a los ejes (bolas abiertas respecto de la distancia d, )
o bien aquellos con las diagonales paralelas a los ejes (bolas abiertas respecto de la
distancia ds), forman bases de la topologia usual.

Otros ejemplos de bases de una topologia son los siguientes.

Ejemplo 4.1.3 Sea X con la topologia discreta. Como {z} es abiertoVz € X, de la
proposicion anterior se tiene que B = {{z} : xz € X} es una base de dicha topologia.

Observemos ademds que cualquier base de la topologta discreta debe contener
a B.

Ejemplo 4.1.4 Sea zq € X y consideremos en X la topologta T,, definida en 3.1.5.
Una base para 7., es

B={{zo,a} :z € X ya # 0} U{{ao}}.

Ejemplo 4.1.5 En R" la familia B = {B(z,1) : € R" yn € N} es una base de la
topologia usual.

En efecto, si U es abierto y z € U, existe r > 0 tal que B(z,r) C U. Podemos
tomar n € N con + < r, entonces B(z, 2) C B(z,r) C U y por la proposicién anterior
B resulta una base de la topologia usual.

Ejemplo 4.1.6 Sea B={(¢q— 2,9+ ) :q € Q yn € N}. Entonces B es una base
de la topologia usual de R.

Para probar esto, tomemos U abierto en R y € U. Sabemos que existe 7 > 0
tal que (z — r,z + r) C U. Por las propiedades de los nimeros reales, existen ¢ € Q
y n € N tales que
T
3
Luego z € (¢— =,q++) y este intervalo estd incluido en U, puessiy € (¢ —+,q+ =)
entonces [y —q| < +y

1
lz—ql < =<
T

ly—z| < | |+ $|<1+1<'P
Yy =y—4q g , ‘
es decir, y € (z —r,z +71) C U.

No todo subconjunto de P(X) es base de una topologfa en el conjunto X. Por
ejemplo, los subconjuntos de R

Bi=(-00,1) y By=(~1,00)
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no constituyen una base de una topologfa en R, pues sino B; N By = (—1, 1) serfa un
abierto que no se puede escribir como unién de elementos de la base.

La pregunta natural que surge ahora es qué propiedades debe cumplir un
subconjunto de P(X) para ser base de una topologia en X.

Observemos que si B es base de una topologia en X, la unién de los miembros
de B es X. Ademas, si By, B € By x € B; N By, como By N By es abierto en X,
existe By € B tal que

T e Bg g Bl I Bz.

El préximo teorema asegura que estas condiciones son suficientes para que una
familia de subconjuntos de X sea base de una topologfa en X.

Teorema 4.1.7 Sea X un conjunto. Si B C P(X) es tal que:

3} X =1] B
BEB

it) St By, By € B yxz € By N By, 3By € B tal que
re B(} Q Bl n Bg
entonces existe una unica topologia en X tal que B es base de dicha topologia.

Demostracién Por la proposicién 4.1.2, la tinica manera de definir una topologia
7T en X tal que B sea base de T es

T={UCX:VzeU,3BeBtalquez € BCU}U({0}.

Veamos que efectivamente 7 es una topologia en X.
Por i) es claro que X € 7 y por definiciéon de 7, § € 7.
Sean Uy, Uy € T y = € Uy NU,. Entonces existen By, By € B tales que

$EBlgU1 Y $EBQ§U2‘
Por ii) existe By € B tal que
&"GngBlﬂBg(_:UlﬁUg.

k
Luego U; N U, € 7. Inductivamente se completa la prueba de que Dl U; € T si

Uysvoss Up €T
Si {U,}icr es una familia de miembros de 7, U = U U: y * € U, entonces

35 € I tal que z € U;. Por definicién de 7, 3B € B tal que
ne B UJ‘ 2
Asf U también pertenece a 7 y ésta es una topologfa en X que tiene a B como base. B

Veremos ahora que si una familia de subconjuntos de X sélo satisface i) del
teorema anterior, podemos construir con ella una base de una topologia en X.
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Proposicién 4.1.8 Sea § C P(X) tal que X :sgs S. Entonces la familia B de

intersecciones finitas de miembros de S es base de una topologia en X.
Esta topologta se dice generada por S y se denomina a S sub-base de dicha
topologia.

Demostracién Como S C B, la hipétesis asegura que B satisface 1) del teorema
anterior. Ademads, si B; y B, son intersecciones finitas de elementos de § entonces
B N By también lo es. Luego B satisface ii) del teorema anterior y se concluye la
demostracion. B

Ejemplo 4.1.9 La familia de subconjuntos de R?
S={(a,b)xR:a,beR ya<b}U{Rx(c,d):c,de R yc<d}
es sub-base de la topologia usual.

En efecto, los miembros de S son abiertos en R?. Ademés
((a,b) x R) N (Rx(c,d)) = (a,b) x (c,d).

El conjunto de estos rectdngulos forman una base de la topologfa usual pues incluye
al conjunto de los cuadrados, que sabemos que es una base. Luego S es una sub-base
de la topologfa usual de R?.

Ejemplo 4.1.10 Si X es un conjunto, S = {{z}°: z € X} es una sub-base de la
topologta de los complementos finitos en X.

Para ver esto notemos que cualquier abierto no vacio U = {z1,...,z}° se
puede obtener por interseccién de un nimero finito de elementos de S de la siguiente
manera.

La nocién de base de una topologia nos permite dar una nueva equivalencia
para el concepto de continuidad de una funcién.

Proposicién 4.1.11 Sean X e Y espacios topoldgicos, f : X — Y una funcion y B
una base de la topologia de Y. Entonces f es continua si y sélo si¥V € B, f~1(V) es
abierto en X.

Demostracién Si f es continua y V € B, f~!}(V) es abierto en X por ii) de la
proposicién 3.2.2.
Reciprocamente, si W es abiertoen Y, W =_L€JIr B, donde B; € BVi € I. Luego,
4

f~Y(w) =ld f~Y(B;) es abierto en X por ser unién de abiertos y por lo tanto f es
2

continua. M
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En el Capitulo 3, luego de distintas definiciones que involucran a los entornos,
hemos puntualizado que si cambiamos éstos por entornos abiertos, los conceptos
definidos no se modifican.

Estos son casos particulares de un hecho mas general que tiene gran similitud
con lo expresado acerca de las bases de una topologia. Muchas veces, en diversas
definiciones y resultados, es suficiente considerar una familia de entornos de un punto
tal que cualquier entorno del punto contenga uno de dicha familia.

Definicién 4.1.12 Sean X un espacio topoldgico y x € X. Una familia B, C &, es
base de entornos de x, siVV € £, IW € B, tal que W C V.

Es claro que los entornos abiertos de un punto forman una base de entornos
del mismo.

En un espacio con la topologia discreta, {z} es un entorno del punto z y forma
una base de entornos de dicho punto.

Si la topologia es inducida por una métrica, las bolas abiertas centradas en un
punto constituyen una base de entornos del punto. Mis aiin, B, = {B(z, ) : n € N}
es una base de entornos de z.

4.2 Espacios Nj, N; vy separables

El ejemplo 4.1.6 nos muestra una base de una topologfia con relativamente “pocos”
elementos, mds precisamente, una base numerable.

Recordemos que un conjunto A es numerable si existe una funcién inyectiva
de A en el conjunto de mimeros naturales N. Se prueba que:

i) Los subconjuntos de un conjunto numerable son numerables.

ii) La unién de una cantidad numerable de conjuntos numerables es numerable.

iii) El producto cartesiano de un nimero finito de conjuntos numerables es
numerable.

Es conocido que @ es numerable y R es no numerable.

Definicién 4.2.1 Se dice que un espacio topoldgico satisface el sequndo axioma de
numerabilidad o que es Ny, si su topologia tiene una base numerable.

Del ejemplo 4.1.6 se tiene que R es N, pues
| 1
B={(g-~q+-):¢€Qynel}

es numerable ya que hay una biyeccién de B en @ x N y éste es un conjunto numerable
por ser el producto cartesiano de dos conjuntos numerables.

Ejemplo 4.2.2 R™ es Ny, VYm € N,
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En efecto, con un andlisis similar al caso de R, se tiene que
]' T
B={B(g,~):q€Q"yneN}

es una base de la topologia usual. Ademds B es numerable pues existe una biyeccién
de B en Q™ x N y este conjunto es numerable, por ser producto cartesiano de finitos
conjuntos numerables.

Ejemplo 4.2.3 Si X tiene la topologia discreta y es numerable, B del ejemplo 4.1.3
es numerable y por lo tanto X es Ny. Ahora, si X es no numerable (X = R por
ejemplo), como toda base de la topologia discreta contiene a la anterior B y ésta es
no numerable, X no es Ns.

Proposicién 4.2.4 Si X es un conjunto no numerable con la topologia de los com-
plementos finitos, entonces X no es Ny.

Demostracién Supongamos que exista una base numerable B de la topologia de X
y sea B = {U,}nerr con M C Ny U, # 0 ¥n. Entonces como U¢ es finito Vn € M,

U= L}l'“r Ug es numerable por ser unién numerable de conjuntos finitos. Luego 3z € X
ne il

tal que ¢ U, es decir
c che
HEN (ngh’ Un) nEM Un
Asi el abierto {z}° no contiene ningin miembro de B puesto que z € U,
Vn € M. Esto contradice nuestra suposicién. l

Definicién 4.2.5 Se dice que un espacio topoldgico X satisface el primer axioma de
numerabilidad o que es Ny, si todo x € X admite una base de entornos numerable.

Si la topologia de un espacio X es la inducida por una métrica, entonces X es
Ny. En efecto, Vo € X, B, = {B(z,1) : n € N} es una base de entornos de z y es
numerable.

Un espacio X con la topologia discreta es Nj puesto que {{z}} es base de
entornos de z.

Proposicién 4.2.6 Si X es un conjunto no numerable con la topologia de los com-
plementos finitos, entonces X no es Ny.

Demostracién Es similar a la de la proposicién 4.2.4 y la dejamos al lector. B

Proposicion 4.2.7 Si X es un espacio topoldgico Ny entonces X es Nj.
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Demostracién Sean M C Ny B = {B, : n € M} una base numerable de la
topologia de X.

Tomemos = € X y llamemos M, = {n € M : z € B,}. Entonces M, es
numerable por ser un subconjunto de M.

La familia numerable

B, ={B,:n¢c M}

es base de entornos de z, pues si V' € £, 3U abierto en X tal que 2z € U C V. Ademas,
como B es base de la topologia,

neMtalqueze B, CUCYV

por lo tanto B,, € B, y en consecuencia B, es base de entornos de z. W

Sabemos que si X es un conjunto no numerable con la topologia discreta, es
N; y no es Ny. Esto muestra que la reciproca de la proposicién anterior es falsa.

Definicién 4.2.8 Un subconjunto A de un espacio topoldgico X se dice denso en X
A =X

Proposicién 4.2.9 Sean X un espacio topoldgico y A C X. Entonces A es denso en
X siy solo si VU abierto no vacio en X, U N A # ().

Demostracién Supongamos que A es denso en X y U es un abierto no vacio. Con-
sideremos z € U, comoz € A~ =X y U € &, resulta U N A # 0.

Reciprocamente, sean z € X y V un entorno abierto de z. Como todo abierto
no vacfo interseca a A, resulta VN A # (). Por lo tanto z € A™, lo que muestra que
A =X.1m

Hemos visto que Q™ =R =17, es decir que Q e I son densos en R.

En un espacio con la topologfa de los complementos finitos todo conjunto
infinito es denso, pues todo abierto no vacio tiene complemento finito y por lo tanto
interseca a cualquier conjunto infinito.

Un tipo especial de espacio topoldgico es aquel que contiene un subconjunto
denso numerable.

Definicién 4.2.10 Un espacio topoldgico se dice separable si contiene un subconjunto
denso y numerable.

Como @ es denso y numerable, R es un espacio topolégico separable.

S1 X tiene la topologfa de los complementos finitos entonces es separable. Esto
es claro s1 X es numerable. En cambio, si X es no numerable siempre podemos tomar
un subconjunto D infinito numerable y por lo tanto denso en X. Un caso particular
de este ejemplo es tomar X =Ry D=N.

Este tltimo ejemplo nos muestra un espacio topolégico que es separable pero
no es Ny ni Ny. Veremos en la siguiente proposicion que la condicién de ser Ny es
suficiente para que el espacio sea separable.
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Proposicién 4.2.11 Si X es un espacio topoldgico Ny entonces X es separable.

Demostracién Sean M C Ny B = { B, },ear una base numerable de la topologfa de
X. Podemos suponer que B,, # 0 Vn, sino eliminamos dicho conjunto y obtenemos
una familia que sigue siendo una base de la topologfa. Para cada n € M elegimos un
punto z, € B, y definimos D = {z, : n € M }. Entonces D es numerable y es denso,
puesto que todo abierto no vacfo contiene algin B,, € B y por lo tanto interseca a D.
Luego X es separable. ®

Veremos ahora que en un espacio topolégico metrizable se cumple la reciproca
de la proposicién anterior.

Proposicién 4.2.12 Si X es un espacio topoldgico separable y la topologia es in-
ducida por una distancia, entonces X es N.

Demostracién Sean M C Ny D = {z,, : m € M} un subconjunto denso y
numerable de X. El conjunto

B = B, ?11) .meMyneN}

es numerable pues se puede establecer una biyeccién entre By M x N.

Afirmamos que B es base de la topologia de X. En efecto, si U es abierto en
X yz € U, existe k € N tal que B(z, %) C U. Como ademds = € D™, si tomamos
n =2k, 3m € M tal que z,, € B(z, %) y por lo tanto z € B(zm, ).

Solo resta probar que B(z, =) C U. Sea y € B(@m, +), entonces
1 2

1 1
dlx < » )G - = B =
(®,9) € d(z,2m) + d(2mY) < = + = =

y por lo tanto
1
Y E B(:{;,;) cl.nm

Por la proposicién anterior, cualquier espacio metrizable que no sea N3 (por
ejemplo un espacio con la distancia discreta y no numerable) nos da un ejemplo que
muestra que si un espacio topolégico es N; no necesariamente es separable.

A continuacién probaremos que las propiedades N, N, y separable son inva-
riantes topoldgicos.

Teorema 4.2.13 Sean X e Y espacios topoldgicos homeomorfos. Se verifica que:
i) Si X es Ny entonces Y es Ns.
i) Si X es Ny entonces Y es N.
i1) Si X es separable entonces Y es separable.
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Demostracién Supongamos que f : X — Y es un homeomorfismo.
i) Sea B = { B, }near una base numerable de la topologfa de X. Entonces

Br‘ = {f(Bn)}n-f:ﬁI

es una familia numerable de abiertos de Y, por ser f abierta.
Si V es un abierto en Y, como f es continua, f (V) es abierto en X y por lo

tanto existe M; C M tal que f~1(V) = L{; B;.
ne My

Por ser f biyectiva, f(f~'(V)) =V.Luego V = f( U B,) = U f(B,)lo
ne

RE)"{l ﬂf]
que prueba que B’ es una base numerable de Y, es decir, Y es Ns.

ii) Seany € Y y z € X tal que f(z) = y. Como X es N; existe By = {V, }nem
base numerable de entornos de z.
Si V es un entorno de z, contiene un abierto U tal que z € U y por ser f
abierta f(U) es un entorno abierto de y. Luego f(V') es un entorno de y.
Por lo tanto
B, = {f(Va)}nem

es una familia numerable de entornos de y, que resulta una base de entornos de dicho
punto. En efecto, si W es un entorno de y, f~'(W) es un entorno de z ya que f es
continua. Por lo tanto existe V;, € B, tal que V,, C f~1(W) y entonces f(V,) C W.

Hemos hallado asf una base de entornos numerable de y, cualquiera sea y € Y,
lo que prueba que Y es N;.

iii) Sea D C X un conjunto numerable y denso en X. Claramente f(D) es
numerable y veamos que f(D) es denso en Y.
Si V es un abierto no vacio en Y, (V) es un abierto no vacio en X, por lo
tanto f~1(V) N D # 0. Luego
VvnrD)+0

y por la proposicién 4.2.9, f(D) es densoen Y. B

4.3 Subespacios

Para finalizar este capitulo, veamos qué se entiende por subespacio de un espacio
topoldgico.
Si (X, 7) es un espacio topolégico e Y € X, es inmediato ver que

TZe={UNY :UeT}
es una topologia en Y.

Definicién 4.3.1 Con la notacién anterior, Ty se denomina topologia relativa de X
en'Y o topologia en Y inducida por T. El par (Y,Ty) o simplemente el espacio Y, es
llamado subespacio topoldgico de (X, T).
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Observemos que si Y es abierto en X, 7y = {U € 7 : U C Y'}. En este caso
decimos que Y es un subespacio abierto de X.

Consideremos a [0, 2] como subespacio de R. El subconjunto [0,1) (que no es
abierto en R), es abierto en [0,2] pues [0,1) =[0,2] N (—1,1).

SiY es un subespacio topolégico de X, la inclusién

1:Y - X donde i(z)==z

es una funcién continua pues si U es abierto en X, i }(U) = UNY es abierto en Y.
Ademis, si f : X — Z es una funcién continua la restriccién de f a Y

f|y?Y—>Z

es continua puesto que fjy = f oi. Por otra parte, si W es un subespacio topolégico
de Z y f(X) C W, la corestriccién de f a W

fo: X > W donde fo(z)= f(z)

es también continua. En efecto, si V' es un abierto en W, existe U abierto en Z tal
que V = W N U. Luego, como f(X) C W resulta f; (V) = f~}(U), que es abierto
en X por ser f continua.

Ejemplo 4.8.2 Sean k < n y RE = {(21,...,24) € R* : 2441 = ... = 2, = 0}. Esta
es la forma candnica de “mirar” a R¥ dentro de R™. Podemos ver que la biyeccion
natural

j:RF > RE donde j(zy,...,xx) = (x4, ..., 2k, 0, ..., 0)

es un homeomorfismo.

En efecto, si pensamos a j con codominio R", es claramente continua y por lo
tanto su co-restriccion a RE también lo es. Por otro lado, j ! es la restriccién a RE de
la proyeccion p : R® — RF definida por p(zy, ...,z,) = (21, ..., Zx), luego es continua.

Proposicién 4.3.3 Sean X un espacio topoldgico e Y un subespacio topoldgico de
X. Entonces:

i) ACY es cerrado enY siy solo si A= FNY donde F es cerrado en X.

i) Siz €Y,V es un entorno de x en'Y si y sélo si V =W NY, con W
entorno de x en X.

i11) St B = {B;}ic1 es una base de T, entonces By = {B; NY }ic; es una base
de Ty .

Demostracién i) Si A es cerrado en Y entonces Y — A € Ty, es decir AU € T tal
que Y —A=UNY. Luego

A=Y -AUY =UNY)UuY° =UUY®
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y por lo tanto
A=UuUY ) =U°NY.
Tomando F = U*® concluimos la prueba de la condicién suficiente de i).

Reciprocamente, si A = FNY con F cerrado en X, entonces el complemento
de AenY es

Y—A=Y - (FNY)=YN(FNY) =YN(FUYY)=YNF"

Como F¢ es abierto en X, Y — A resulta abierto relativo en Y lo que implica
que A es cerrado en el subespacio topoldgico Y.

ii) Si V' es un entorno de z en el subespacio topolégico Y, 3U abierto en X tal
que x € UNY C V. Entonces, si tomamos W = U UV, W es un entorno de z en el
espacio topolégico (X,7) y

WNY=UnNY)u(VnY)=UnNY)uV =V.

Reciprocamente, si z € Y y W es un entorno de z en X, 3U abierto en X tal
que z € U C W. Luego
zeUNY CWnNY.

Como U NY es un abierto en la topologia relativa, W NY es un entorno de x en Y.
iii) Dejamos a cargo del lector. B

Definicién 4.3.4 Si Y es un subconjunto de un espacio topoldgico X tal que la
topologia relativa de X en Y es la discreta, decimos que Y es un subconjunto dis-
creto de X.

El conjunto de nimeros naturales N es un subconjunto discreto de R.

Proposicion 4.3.5 5i X es un espacio topoldgico de Hausdor[f eY es un subconjunto
finito de X, entonces Y es discreto.

Demostracién Sea z € Y y veamos que {z} es abierto en Y.
Por ser X T3, para cada y € Y con y # z existen abiertos en X, U, y V,, tales

quez € U,yeV,yU NV, =0 Entonces U = N U, es interseccién de un
o yeY —{z}

nimero finito de abiertos, por lo tanto es abierto en X y ademads tiene la propiedad
que UNY = {z}. Es decir, {z} es abiertoen Y. R

Definicién 4.3.6 Si una propiedad es tal que, cada vez que se verifica en un espacio
topoldgico también se cumple en todos los subespacios de éste, decimos que es una
propiedad hereditaria.

Proposicién 4.3.7 Las propiedades topolégicas Ty, Ny y No son hereditarias.

Demostracién Dejamos al lector hacer en detalle la demostracion, que sigue facil-
mente de la proposicién 4.3.3. &
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4.4 Ejercicios

1. a) Probar que la familia B del ejemplo 4.1.4 es una base de 7.
b) Hallar una base de la topologia 7% definida en el ejercicio 2 de 3.3.

2. Determinar si la familia B = {(a,b) x (a,b) : a,b € Q y a < b} es una base de la
topologia usual de R?,

3. Demostrar que la familia B del ejemplo 4.2.2 es una base de la topologfa usual
de R™.

4. Determinar la topologia que genera en R? el conjunto de rectas paralelas a los ejes
coordenados.

5. Sea X un conjunto v zo € X. Para cada x € X hallar una base de entornos de z
e | X yren | X T,

6. Sea N con la topologia definida en el ejemplo 3.1.6. Hallar todos los subconjuntos
densos en N.

7. Demostrar la afirmacién de la proposicion 4.2.6. Es decir, probar que si X es un
conjunto no numerable con la topologia de los complementos finitos, entonces X no
es V.

8. Sea 7 la topologia en R generada por los intervalos semi-abiertos [a,b) donde
a < b. Probar que (R,7) es Nj, es separable y no es Na.

9. Sean X un espacio topoldgico e Y un subespacio de X. Probar:
a) Si ACY y Ay esla clausura de A en Y, entonces Ay, = A" NY.
b) Si ACY y A} es el interior de A en Y, entonces A° C A

10. Probar que si X es un espacio topoldgico separable e Y es un subespacio abierto
de X, entonces Y es separable.

11. a) Demostrar la parte iii) de la proposicién 4.3.3.
b) Demostrar la proposicion 4.3.7 .
12. a) Sean Fi, ..., F} subconjuntos cerrados de un espacio topolégico X tales que
k
X =_L_Jl F,. Sean f; : F;, — Y, para ¢ = 1, ..., k, funciones continuas con la propiedad

que si F; N F; # 0, entonces f; y f; coinciden en dicha interseccion.
Probar que si definimos f : X — Y por f(z) = fi(z) si ¢ € F;, entonces f es
continua.
b) Sea f : R? — R la funcién definida por

3 .
2yt st axy >0
fle,y) = { zy'+z si zy <0.

Demostrar que f es continua.



CAPITULO 5
ESPACIOS CONEXOS Y ARCO CONEXOS

5.1 Espacios conexos

En este capitulo abordamos el tema de la conexion de un espacio topolégico. Nos
proponemos ver si un espacio topolégico X se puede “partir” en dos subespacios
topolégicos X y Xo, tales que la topologia del espacio ambiente X se obtenga uniendo
abiertos de cada subespacio. De darse esta situacién, los subconjuntos X, y Xo
deberfan ser abiertos en el espacio X.

Definicién 5.1.1 Un espacio topolégico X es conexo si no existen U y V' abiertos
en X, no vacios y disjuntos tales que X = U U V.

Otras dos maneras de enunciar esta definicién son las siguientes:

i) X es conexo sidados U y V abiertosen X talesque UNV =0y X =UUV
se verifica que U =0 o V = 0.

i1) X es conexo si dados U y V' abiertos en X, no vacios y tales que X = UUV
se tiene que U NV # 0.

Como ya vimos, si X es un conjunto infinito con la topologfa de los comple-
mentos finitos, dos abiertos no vacfos se intersecan y por lo tanto X es conexo.

Si X es un conjunto con al menos dos elementos y consideramos la topologia
discreta, X no es conexo puesto que si ® € X, U = {2z} y V = {z}° son abicrtos en
X, no vacios y disjuntos y X = U U V.

Obviamente, cualquier conjunto X con la topologia indiscreta es conexo pues
el tdnico abierto no vacio es el propio X.

Otra equivalencia para el concepto de conexion es la que damos en la siguiente
proposicion.

Proposicién 5.1.2 Sea X un espacio topoldgico. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

i) X es conexo.

ii) Si A C X es abierto y cerrado en X, entonces A=0 0 A= X.
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Demostracién i)=ii). Sea A C X abierto y cerrado en X y supongamos que A # 0.
Entonces, si A # X, A° es no vacio y abierto en X ya que A es cerrado. Pero
ANA =0y AU A° = X, lo que contradice que X sea conexo. Luego A = X.

ii)= i). Supongamos que X no es conexo, entonces existen U y V' abiertos en
X no vacios y disjuntos tales que X = U U V. Como U =V, U es cerrado en X y
ademds U # X. Luego U es abierto, cerrado y § & U & X lo que contradice ii). B

El siguiente teorema nos da un importante ejemplo de espacio topoldgico
conexo.

Teorema 5.1.3 R es un espacio topoldgico conexo.

Demostracién Sea A C R abierto, cerrado y no vacio.
Supongamos que A # R, entonces existe zo € A° y podemos considerar los
siguientes subconjuntos

A = (—00,z0)NA y A= (z0,+00)NA.

Luego A; # 0 o Ay # 0 pues A es no vacioy A= A, U A,.

Supongamos que A; # (. Por ser interseccién de abiertos, A; es abierto en R.
Pero también es cerrado en R ya que podemos expresarlo como intersecciéon de dos
cerrados de la siguiente manera

Al = (—DO_._.I'(_]] M A.

Como A, estd acotado superiormente por zg, existe el supremo a de A,. Por
definicién de supremo, todo intervalo centrado en a interseca a A, luegoa € A7 = A;.

Puesto que A; es abierto en R, podemos tomar £ > 0 tal que (a—¢,a+¢) C A;,
lo cual es absurdo pues todos los puntos de (a,a + ) pertenecen a A; y son mayores
que el supremo de A;.

En el caso que Ay # 0 hacemos un andlisis similar, considerando a como el
infimo de A, y también llegamos a un absurdo. Luego A = R y por la proposicion
5.1.2 , R es conexo. W

Consideremos en R la topologia 7 generada por los intervalos semiabiertos a
derecha. Una base de 7 es

B = {[a,b) :a,b€E Ry a < b}.

Entonces (R, 7) no es conexo pues [0,1) € 7 y [0,1)¢ € T, ya que podemos
expresar a [0, 1) como unién de abiertos de B de la siguiente manera

[-n,0) U (U, [1,n)).

n=1 =

2

[0,1)° = (

Tcs
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Definicién 5.1.4 Un subconjunto de un espacio topoldgico es conexo si como subes-
pacio es un espacio topolégico conero.
@ no es un subconjunto conexo de R pues
Q = ((—o0,m) NQ) U ((7,+00) N Q)

y ambos miembros de la unién son abiertos en QQ, no vacios y disjuntos.

Es claro que, si z pertenece a un espacio topolégico X, entonces {z} es un
subconjunto conexo de X.

Proposicién 5.1.5 Si C # 0 es un subconjunto conexo de R, entonces C es un
intervalo.

Demostracién Supongamos que C' no es un intervalo, entonces existen a,b € C'y
x9 € R tales que a < g < by 2o & C. Luego

U=CnN(-00,z9) v V =CnN(zp,0)
son abiertos en C, no vacios pues a € U y b € V' y ademds satisfacen que
C=U0UU¥ 3 UnNnvV=8
lo que contradice que C' sea conexo. Luego C es un intervalo. H
Dejamos al lector la demostracion de la siguiente proposicion.

Proposicién 5.1.6 Dados un espacio topoldgico X y un subconjunto A de X, los
siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es un subconjunto conexo de X.

1) Si U yV son abiertos en X tales que

ACUUV, ANU#0D0 y ANV #D
entonces ANUNV #0. M

El siguiente teorema nos permitird dar una serie de ejemplos de espacios
topoldgicos conexos.

Teorema 5.1.7 (de Bolzano) Si X e Y son espacios topoldgicos, X es conexo y
f: X =Y es una funcidon continua, entonces f(X) es conezo.

Demostracién Sean U y V abiertos en Y tales que f(X) CUUV, f(X)NU #0y
f(X)NV # 0. Entonces f~}(U) y f~'(V) son abiertos en X, no vacfos y satisfacen
que X = [~1(U) U f~1(V).

Luego, como X es conexo resulta f~1(U) N f (V) # 0 y por lo tanto

f(X)NUNV #0.

Por la proposicién anterior, f(X) es conexo. B
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Corolario 5.1.8 Si X e Y son espacios topoldgicos homeomorfos, entonces X es
conexo si Yy solo siY es conexo. Esto es, la conexidn es un invariante topolégico. R

Corolario 5.1.9 Los intervalos abiertos, incluidos los no acotados, son subconjuntos
conexos de R.

Demostraciéon Hemos visto en 3.2.9 y 3.2.10 que todo intervalo abierto, atin los no
acotados, son homeomorfo a R. Luego por el corolario anterior, todo intervalo abierto
es conexo. W

Por el teorema de Bolzano, la imagen de una funcién continua de R en R? es
un subconjunto conexo de éste. Asi, la circunferencia de centro (a,b) y radio 7 es un
subconjunto conexo de R? pues es la imagen de la funcién continua

[ : R — R? definida por f(t) = (a+ rcost,b+ rsent).

Otros ejemplos de subconjuntos conexos de R? son las rectas no paralelas al
eje y, puesto que son la imagen de una funcion continua del tipo f(t) = at + b.

Una recta paralela al eje 4 también es un subconjunto conexo de R? pues es
la imagen de una funcién continua g : R — R? de la forma g(t) = (a, t).

Sabemos que si f : R — R es una funcién continua y definimos

g: R — R? por g(t) = (¢, f(t))

g es una funcién continua cuya imagen es el grifico de f. Por lo tanto, el gréfico de
una funcién continua de R en R es un subconjunto conexo de R?.

Se ve facilmente que el teorema de Bolzano implica que una funcién continua
desde un espacio topolégico conexo en un espacio con la topologia discreta es nece-
sariamente constante.

Veremos ahora una interesante aplicacién de resultados anteriores.

Proposicién 5.1.10 Si f : R — R es una funcion continua y biyectiva, entonces f
es un homeomorfismo.

Demostracién Sélo debemos probar que f es abierta. Ahora bien, como los inter-
valos abiertos contituyen una base de la topologia usual de R, es suficiente demostrar
que la imagen de un intervalo abierto es abierto.
Sean a,b € R con a < b. Por el teorema de Bolzano y la proposicién 5.1.5,
sabemos que f(a,b) es un intervalo. Debemos probar que este intervalo es abierto.
Supongamos que no es abierto y por lo tanto contiene uno de sus extremos,
por ejemplo el inferior, que denotamos c. Entonces existe zg € (a,b) tal que f(zp) = c.
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Sean ay, b, € R tales que
a<a; <xzg<b <b
luego, como f es biyectiva y f(zo) es el valor minimo de f en (a,b), resulta
f(mo) < fla1) 'y flxo) < f(br).
Ademas, la inyectividad de f implica que

flar) < f(b1) o f(a1) > f(ba).

En el primer caso tenemos que f(zg) < f(a;) < f(b)) y por el teorema de
Bolzano, existe by, € R tal que

To < by <by y fla1)= f(b2)

que es absurdo por ser f inyectiva. Por lo tanto la imagen de (a,b) es un intervalo
abierto y asi f es abierta.

4y

S(b)y

S (a) =f (b1 :

S/ (x0)-

v

La demostracién es andloga si f(a;) > f(b;). M

Proposicién 5.1.11 Si X es un espacio topoldgico, C' es un subconjunto conezo de
X yC CACC, entonces A es conexo. '

Demostracién Supongamos que A no es conexo, entonces existen U y V abiertos
en X tales que

ACUUV, ANU#0, ANV#0 y ANUNV =0,

Como todo punto de A estd en la clausura de C, si tomamos z; € ANU resulta
que z3 € C~ y U es entorno de z,. Por lo tanto CNU # 0.
De igual forma se obtiene que C NV # §.
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Ademids, CNU NV = 0 por ser un subconjunto de ANU N V. Esto contradice
la hipdtesis de que C' es conexo. B

Ahora estamos en condiciones de dar una importante caracterizacion de los
subconjuntos conexos de R.

Teorema 5.1.12 Sea C' un subconjunto no vacio de R. Entonces C es conexo si y
solo si C' es un intervalo.

Demostracién Ya vimos en 5.1.5 que un subconjunto conexo de R es necesariamente
un intervalo.
Queremos probar ahora que todo intervalo es conexo. Por 5.1.9, todo intervalo
abierto es conexo.
Ahora, si I es un intervalo, /° es un intervalo abierto y por lo tanto ¢s conexo.
Como
Tcrcds

de la proposicién anterior se sigue que [ es conexo. W

En general, la interseccion de dos subconjuntos conexos de un espacio topolégi-
co no es un subconjunto conexo. Por ejemplo, en el plano R? la circunferencia unidad
y el eje = son dos conexos cuya interseccion es {(~1,0), (0,1)}, que es discreto y por
lo tanto no es conexo.

Es inmediato comprobar que la unién de subconjuntos conexos de un espacio
topolégico no es un subconjunto conexo. Por ejemplo en R, el conjunto (—1,0)U(1,2)
no es conexo. Sin embargo, veremos en la siguiente proposicion que bajo ciertas
condiciones la unién de subconjuntos conexos es conexo.

Proposicién 5.1.13 Sea {C;}ic; una familia de subconjuntos conexos de un espacio
topoldgico X. St Fi, € I tal que

C\yNCi#0 YViel

entonces C' =U C} es conezxo.
ie]

Demostracién Scan U y V abiertos en X tales que
CEeuV,; Uncxl v Vsl

Debemos probar que UNV N C # (.
Si Uy V intersecan a Cj,, por ser éste conexo, UNV NC;, # 0 y por lo tanto

unvnc #8.
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SiUNCy, #0y VNG, =0, entonces C;, € U. Como C}, interseca a todo
C;, tenemos que

UNCi#0 Viel.

Puesto que V interseca a C, 3j € I tal que V N C; # 0. Usando que C; es conexo y
que tanto U como V cortan a C;, tenemos que U NV N C; # 0. Luego

unvncC #0.

Anélogamente, si UNCy, =0y VN C;, # 0 obtenemos que UNV NC # 0.
Entonces, por la proposicién 5.1.6, C' es conexo. B

Corolario 5.1.14 Si {C,}ic; es una familia de subconjuntos conexos de un espacio
topoldgico X tal que .m!, C; # 0, entonces C :_UI C; es conezo.
1= e

Demostracién Si zp € N C;, como {zy} es conexo, la familia formada por {z,} y los
ie] ;

C; coni € I, estd en las condiciones de la proposicién anterior donde Cy, = {zo}. B

Como una aplicacién de este corolario podemos probar que R? es conexo. En
efecto, R? se puede expresar como unién de todas las rectas que pasan por el origen.

Todo plano de R? es imagen de R? por una funcién continua, luego es conexo.
Se sigue entonces que R? es conexo por ser la unién de los planos por el origen.

De esta manera y en forma inductiva se prueba que R" es conexo, Vn € N.

También R?* — {0} es conexo pues lo podemos expresar como unién de las
circunferencias centradas en el origen y el semieje positivo de las z. Este 1iltimo
cumple el rol de C;, de la proposicién 5.1.13.

FEl hecho de que la conexién es un invariante topolégico nos permite probar
que ciertos espacios no son homeomorfos.

Observemos primero que si f : X — Y es un homeomorfismo y 4 C X
entonces f restringida a X — A es un homeomorfismo sobre ¥ — f(A).

Estamos ahora en condiciones de afirmar que R? no es homeomorfo a R pues
R* — {0} es conexo mientras que si a R le sacamos un punto no resulta conexo. M4s
generalmente,
R"™, con n > 2, no es homeomorfo a R

pues veremos que R"™ — {0} es conexo ( 5.2.5 y 5.2.7).
La circunferencia S menos un punto p es conexo. En efecto, si p = (costg,senty)
entonces S* — {p} es la imagen de la funcién

[ : (to,to + 27) — R? definida por f(t) = (cost,sent).

Luego S* no es homeomorfo a un intervalo [a, b] pues si a < tq < b, [a,b] — {to}
no es conexo mientras que S' menos un punto sf lo es.
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Dado un subconjunto conexo C de un espacio topolégico X, la unién de todos
los conexos de X que continen a C, por 5.1.14, es un conexo y es el “mayor” que
contiene a C.

Definicién 5.1.15 Un subconjunto C de un espacio topoldgico es una componente
conexa de X, si C' es conexo y no existe C; C X conexo tal que C ; (4R

Por ejemplo, si X = R — {0}, las componentes conexas son (—o0,0) y (0,00).

En el caso de un espacio topolégico discreto, cada conjunto unitario {z} es
una componente conexa de X.

También en Q las componentes conexas son de la forma {z}, ya que en Q
cualquier conjunto con mds de un punto no es conexo.
Las componentes conexas de X = R? — S* son B(0,1) y (B~ (0,1)).

Observemos que si C es una componente conexa de X entonces C es cerrado

en X pues, por la proposiciéon 5.1.11, C~ es conexo y como contiene a C' debe ser
=4

Proposicién 5.1.16 Sea X un espacio topoldgico. Entonces:
i) Vo € X existe Cy, componente conexa de X, tal que x € C;.
1) Si Cy y Cy son componentes conexas de X, entonces

CinCy=0 o C,=C0Cs.

Demostracién i) C, es la unién de los subconjuntos conexos que contienen a {z}.
ii) Sean C; y Cy componentes conexas de X. Si C; NCs # () entonces Cy U Coy
es un conexo que contiene a € y Cy. Luego

CiuC=0C vy CiUCy=05

y por lo tanto C; = C. R

5.2 Espacios arco conexos

Otra idea de conexién en un espacio topoldgico es que se puedan unir dos puntos
cualesquiera del espacio por una “curva”. Es decir que se pueda ir de un punto a
otro en forma continua en un determinado tiempo. Este es el caso de los espacios
euclideos R™ pues podemos unir dos puntos cualesquiera por un segmento.

Damos a continuacion las definiciones rigurosas de estos conceptos.

Definicién 5.2.1 Una curva en un espacio topoldgico X es una funcion continua
a:[0,1] - X. Los puntos p = a(0) y ¢ = a(1) se denominan extremos de la curva y
decimos que « une p con q.
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Observemos que si « es una curva que une p con ¢, la curva 3 definida por

B(t) = a(l —1)

satisface que 3(0) = q y B(1) = p, es decir 3 une q con p.

Que consideremos el intervalo [0, 1] como dominio de una curva no es esencial,
ya que cualquier otro intervalo cerrado es homeomorfo a éste y podemos pasar de uno
a otro en forma continua.

Definicién 5.2.2 Un espacio topoldgico X es arco conexo o conexo por curvas, i
dados p, q € X existe una curva en X que une p con q.

Un subconjunto de un espacio topoldgico es arco conexo st como subespacio
topoldgico lo es.

Si f:(a,b) — R es una funcién continua, el gréfico de f es un subconjunto
arco conexo de R% En efecto, si (1, (1)) y (t2, f(t2)) con t; < to pertenecen a dicho
grafico, podemos unirlos con la curva a definida por

a(s) = (sta + (1 — s)ty, f(sta+ (1 — 38)t;)).

Como dijimos al comienzo de esta seccion, los espacios euclideos son arco
conexos pues si p, g € R"™, se pueden unir con la curva a definida por

alt) =tg+ (1 —t)p.
La imagen de esta curva a es precisamente el segmento 7g .

Recordemos que A C R" es convero si dados p,q € A el segmento pg estd
contenido en A. Por lo tanto en A podemos unir p con ¢ mediante la curva « definida
anteriormente y asi probamos que todo subconjunto convero de R™ es arco conexo.
Proposicién 5.2.3 Las bolas abiertas o cerradas de R" son subconjuntos convezos.
Demostracién Observemos primero que si p,q € R® y t € R entonces

d(p,q) =d(p—-¢,0) y d(tp,0) = [t|d(p,0). (5.1)

Ademas, si v € R"

tg+(1—t)p—v = tg+(1—t)p—tv—(1—t)v =
= tg-v)-(t-1)(p—v).
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Por lo tanto si a(t) = tq+ (1 — t)p es la curva cuya imagen es el segmento pg,
concluimos que

alt) v =1t(q—1v) - (t = 1)(p - v). (5.2)
Entonces, por (5.1) y (5.2),sir > 0y p,q € B(v,r) tenemos para cadat € [0, 1]
d(eft),v) = d(a(t) —v,0) =d(t(g—v),({t-1)(p—-)) <

d(t(q — v),0) +d(0, (t - 1)(p—v)) =
td(g,v) + (1 —t)d(p,v) <tr+ (1 —-t)r=r

IA

Luego todo punto «(t) del segmento pg estd en la bola B(v,r) y en consecuen-
cla ésta es un convexo.

En forma totalmente andloga se prueba que las bolas cerradas son subconjun-
tos convexos. l

Corolario 5.2.4 Las bolas abiertas o cerradas de R™ son subconjuntos arco conexos. B

Si oy B son curvas en un espacio topoldgico que unen p con g y g con v respec-
tivamente, se pueden “pegar” para obtener una curva que una p con v, definiendo

| a(2t) si 0
'}’(ﬂ_{ﬁ(zz—l) si 1

La continuidad de la funcién « resulta del ejercicio 12 de 4.4 ya que [0, %]
y [3,1] son cerrados en (0,1}, t — «a(2t) y ¢ — [(2t — 1) son continuds en dichos
intervalos y coinciden en la interseccién.

Llamaremos a la curva 7 yuxtaposicién de « con [.
Usaremos esto para dar otro ejemplo de subconjunto arco conexo de R™.
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Ejemplo 5.2.5 X = R" — {0} es arco conero, ¥n > 2.

Tomemos p = (1,0,...,0). Si ¢ € X y no estd sobre el primer ¢cje, el segmento
Pq no pasa por el origen de R™ y por lo tanto

aft) =tqg+ (1 —t)p

es una curva en X que une p con q.

Si g estd sobre el primer eje, tomamos v = (0,1,0,...,0) y como en el caso
anterior, unimos p con v por una curva « y v con ¢ por una curva (3. Luego la curva
v, yuxtaposiciéon de « con g, une p con q.

En forma andloga se puede probar que si A C R" es finitoy n > 2, R* — A es

arco conexo.

Proposicién 5.2.6 Sea X un espacio topoldgico y supongamos que existe xo € X tal
que todo x € X se puede unir a xo por una curva en X, entonces X es arco conezxo.

Demostracién Sean 1, z2 € X, o una curva que une z; con xo y 3 una curva que
une xg con zz. Entonces la yuxtaposicion de a con § une z; con zo. B

Observemos que, por el teorema de Bolzano, si a es una curva en un espacio
topoldgico X que une z; con xy la imagen de o, Im e, es un subconjunto conexo de
X que contiene a dichos puntos. Esto permite probar el siguiente resultado.

Proposicién 5.2.7 5i X es un espacio topologico arco conexo entonces X es conexo.

Demostracién Sea xy € X y para cada v € X consideremos o, curva en X que une
o con z. Entonces, por el corolario 5.1.14,

X=U Ima
zeX

es conexo ya que es la unién de subconjuntos conexos con intersecciéon no vacfa
(zp € Ima,, Vz). B

La reciproca de esta proposicién no es cierta. Existen espacios conexos que no
SOn arco Conexos.
Por ejemplo si definimos A C R? de la siguiente manera

A= (0.1 % 0D U ({0} x 0. 1)U (Y, ({3} x [0.11)

se puede probar que A es conexo y no es arco conexo.

Un caso particular donde es vdlida la reciproca de la proposicion 5.2.7 es
cuando el espacio topoldgico es un subespacio abierto de R™.



58 Espacios Conexos y Arco Conexos

Proposicién 5.2.8 Si A C R™ es no vacio, abierto y conexo entonces A es arco
conexo.

Demostracién Sea o € A y consideremos el conjunto
C = {x € A : existe una curva en A que une zy con z}.

C' es no vacio pues zg € C. Probaremos que C es abierto y cerrado en A.

Si z € C, entonces existe una curva a en A que une zy con z. Como A es
abierto en R™, existe r > 0 tal que B(z,r) € A. Por el corolario 5.2.4, si z € B(z.r)
existe una curva (8 en B(z,r) que une x con z. Luego v, la yuxtaposicién de o con 3,
es una curva en A que une zg con 2 y asf z € C. Es decir B(z,r) C C' y por lo tanto,
C' es abierto.

Ahora, si existe y € A — C y tomamos s > 0 tal que B(y,s) € A, ningin
punto de esta bola pertenece a C. Sino, por el razonamiento anterior, y perteneceria
a C. Luego hemos probado que A — C es abierto en R™, o sea C es cerrado en A.

Como A es conexo, por la proposicién 5.1.2, C = A. Como consecuencia de
la proposicién 5.2.6 A es arco conexo. B

Finalmente, veremos un resultado que nos permite afirmar que la arco conexion
es un invariante topolégico.

Proposicién 5.2.9 Sean X e Y espacios topoldgicos, X arco conexo y f : X — Y
una funcidn continua. Entonces f(X) es arco conezo.

Demostracién Sean y,, y; € f(X). Entonces existen z;, z2 € X tales que f(z;) = y;
y f(z2) = 2.

Como X es arco conexo, existe una curva a en X que une z; con z,, luego
B = fooa es una curva en f(X) que une y; con y» y por lo tanto f(X) es arco
conexo. M

Corolario 5.2.10 Si X e Y son espacios topcidgicos homeomorfos, entonces X es
arco conexo si y solo si' Y es arco conexo. FEsto es, la arco conexion es un invariante
topologico. M
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Como aplicacién de la proposicion anterior veremos a continuacién un ejemplo
de espacio arco conexo.

Ejemplo 5.2.11 Sea S" la esfera de R™™! centrada en el origen y de radio uno, es
decir

n 2
S™ = {z = (21,....,Tns1) ER™ : |z|| = 1} donde |z| = (Z xf) .

=1

La funcién
oz

]

es claramente continua y su imagen es S™. Luego, por la proposicién anterior, S™ es
arco conexo.

f:R*"! — {0} —» 8™ definida por f(x)

5.3 Ejercicios

1. Dado un espacio topolégico X, probar que son equivalentes:
i) X es conexo.
ii) Si A y B son cerrados en X, no vacios y X = AU B, entonces AN B # §.

2. Sea X un espacio topolégico con la siguiente propiedad:
Vz,y € X, 3C,, subconjunto conexo de X tal que z,y € Cyy,.
Probar que X es conexo.

3. Sean 7. y 7% las topologias en R, de los complementos finitos y definida en el
ejercicio 2 de 3.3 respectivamente.
Probar que (R,7*°) es conexo y que (R, 7;) no lo es.

4. Demostrar que X es un espacio topoldgico conexo si y sélo si todo subconjunto
propio y no vacio de X tiene frontera no vacfa.

5. Demostrar que:
a) Si A= {(z,y) € R?*: z,y € Q} entonces A° es conexo.
b) Si B = {(z,y,2) € R*: z,y, 2 ¢ Q} entonces B no es conexo.
¢) Si H es un semiplano de R? determinado por una recta L, entonces H es

conexo.

6. Sean f : X — R una funcién continua, A un subconjunto conexo de X y a,b € A
tales que f(a) < f(b). Probar que sic € Ry f(a) < ¢ < f(b), entonces Iz € A con

flz]l=¢.
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7. Probar que si f : R — Q es una funcién continua entonces f es constante.

8. Demostrar que si B es un subconjunto conexo, abierto y cerrado de X, entonces
B es una componente conexa de X.

9. Probar que los siguientes espacios no son homeomorfos dos a dos:

(0,1), [0,1), [0,1] y S.

10. Probar que R? — B(0,1) es arco conexo.



CAPITULO 6
ESPACIOS COMPACTOS

6.1 Generalidades

Aunque la definicién de espacio compacto no sugiere una imagen intuitiva de estos
espacios, resulta muy til por las propiedades que ellos tienen.

Los espacios compactos conservan muchas propiedades de los conjuntos finitos.
Por cjemplo:

i) Toda funcion continua de un espacio compacto y a valores en R alcanza su
MAXImMo y su minimo.

ii) Dos subconjuntos compactos disjuntos de un espacio Ty pueden ser separa-
dos por abiertos disjuntos.

Para introducir la nocién de espacio compacto necesitamos la siguiente defini-
cion.

Definicién 6.1.1 Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X. Un cubrimiento
de A es una familia de subconjuntos de X, U = {U;},,, tal que

ACU U,
ief
St todos los elementos del cubrimiento U son abiertos en X, se dice que U es
un cubrimiento abierto de A o que U es un cubrimiento de A por abiertos de X.

Ao - L. ' _
Sild C U es también un cubrimiento de A, entonces U es un subcubrimiento
de U.

Definicién 6.1.2 Un subconjunto A de un espacio topoldgico X es un subconjunto
compacto de X si todo cubrimiento abierto de A tiene un subcubrimiento finito.
Un espacio topologico X es compacto si es un subconjunto compacto de st mismo.

La relacion entre subconjuntos compactos y espacios topolégicos compactos
estd dada en la siguiente proposicién.

Proposicién 6.1.3 Sean (X,7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces A es un
subconjunto compacto de X si y sdlo si (A, T4) es un espacio topoldgico compacto.
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Demostracién Sea A un subconjunto compacto de X y sea V = {V;},., un cubri-
miento de A cuyos miembros son abiertos en el espacio topologico (A, 74). Como cada
Vi es de la forma V; = U; N A con U; abiertoen X y A :ég{ Vi, resulta A gz_gl Uiy
por lo tanto U = {U,},., es un cubrimiento de A formado por abiertos en X. Como A
es un subconjunto compacto de X, este cubrimiento tiene un subcubrimiento finito,
digamos {U;,,U,,, ..., U, } . Claramente {V;,, Vi,, ...V;, } es un subcubrimiento finito de
V.

Supongamos ahora que (A, 74) es un espacio topolégico compacto y conside-
remos un cubrimiento de A, U ={U},.,, formado por abiertos en X (A géLéJI Us;).

Sea V; = U; N A, Vi € I. Entonces V = {V;},., es un cubrimiento abierto del
espacio topoldgico (A,74) y por lo tanto tiene un subcubrimiento finito, digamos
{Vir, Vigs -, Vi, } . Claramente, {U;,,Ui,,...,U;,} es un subcubrimiento finito de I.
Luego A es un subconjunto compacto de X. B

A continuacién daremos algunos ejemplos de espacios compactos y no com-
pactos, dejando las verificaciones a cargo del lector.
Ejemplo 6.1.4 a) Todo espacio topoldgico finito es compacto.

b) Un conjunto X con la topologta discreta es compacto si y solo si es finito
(considerar el cubrimiento U = {{z} : x € X }).

¢) Todo espacio con la topologia de los complementos finitos es compacto.

d) (a,b) y [a,b) son subconjuntos no compactos de R, con la topologia usual.
Esto se obtiene tomando ng € N tal que b —a > % y considerando los cubrimientos

{a,b=3)neNyn>no} y {la,b—;):neNyn>ne}

respectivamente (en el sequndo caso se tiene en cuenta 6.1.3).

e) Sin > 1, R" con la topologia usual no es compacto. (Considerar, por
ejemplo, el cubrimiento {B(0,k) : k € N}).

Veremos ahora un resultado que tiene gran importancia por sus aplicaciones
en el andlisis.

Teorema 6.1.5 (Heine-Borel-Lebesgue). Sean a,b € R, a < b. Entonces [a,b] es un
subconjunto compacto de R .

Demostracién Sia = b, [a,b] = {a} y por lo tanto es compacto.
Sean a < by U = {U;}ie; un cubrimiento de [a, b] por abiertos de R. Consi-
deramos

A= {z € [a,b] : [a,z] estd cubierto por un nimero finito de elementos de ¢/ }.
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Como A es un conjunto acotado (A C [a,b]) y no vacio (a € A), A tiene
supremo. Sea m = sup{z : z € A}. Claramente

a<m<hb.
Sea j € I tal que m € U;. Como U; es abierto en R existe 6 > 0 tal que
[m—6,m+ 6 CU; (6.1)

Por definicién de supremo, existe z; € A tal que m — 6 < z; < m. Como
T
[a, z4] (;:U1 U;, resulta

la,m +6] € (O U,) V. (6.2)
En particular,

[a, ] se puede cubrir con un mimero finito de elementos de U. (6.3)

Si m < b, es posible encontrar § > 0 tal que ademéds de satisfacer (6.1) se
cumpla que m + & < b. De (6.2) se obtiene que m + § € A y esto es imposible
por la eleccion de m. Luego m = b y por (6.3) podemos asegurar que existe un
subcubrimiento finito de /. &

Veremos en lo que sigue algunas propiedades importantes relacionadas con
compacidad.
Comenzaremos estudiando conjuntos cerrados en espacios compactos.

Proposicién 6.1.6 Si X es un espacio topoldgico compacto y F' C X es cerrado,
entonces I’ es un subconjunto compacto de X.

Demostracion Sea U = {U;},., un cubrimiento abierto de F. Claramente
{Uilie; U{F}
es un cubrimiento abierto de X y por lo tanto admite un subcubrimiento finito
S . N

En consecuencia, {U;,,...,U;,} es un subcubrimiento finito de U. Luego, F es un
subconjunto compacto de X. W

Proposicién 6.1.7 Si {F;},., es una familia de subconjuntos cerrados y compactos

de un espacio topoldgico X, entonces .ﬂf F; es un subconjunto compacto.
1€
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Demostracién Sea F' = ﬂ; F;. Luego F'es cerradoen X y como F' C F;, paraig € [,
1€

F es cerrado en Fj,. Por ser F;, compacto, de la proposicién 6.1.6 se tiene que F es
un subconjunto compacto de Fj; y facilmente se concluye que F es un subconjunto
compacto de X.

Probaremos ahora que en un espacio T, se pueden “separar” puntos de com-
pactos.

Proposicién 6.1.8 Sea X un espacio topoldgico T,. St F' es un subconjunto com-
pacto de X y x & F, entonces existen U y V' abiertos disjuntos en X tales que x € U
yF CV.

Demostracién Sean F' un subconjunto compacto de X y = ¢ F. Por ser X un
espacio topologico Ty, para cada y € F existen Uy, V,, abiertos en X tales que z € Uy,
yeVy,yU,NV, = ¢ . Como {V,:y €& F} es un cubrimiento abierto del compacto

F, existen y;, ..., yn en F tales que F Q;]l Vi
Sean

L

U=AUs vy V=0V,

Es claro que U y V son abiertosen X,z € Uy F C V.
Ademds, si z € UNV entonces z € Uy, Vi y existe j tal que z € V,,. Por lo
tanto z € Uy, NV, lo cual es imposible. Luego U NV = ¢ y se completa la prucba. B

La proposicién 6.1.6 dice que todo subconjunto cerrado en un compacto es
compacto. En R con la topologfa de los complementos finitos, es fdcil encontrar
subconjuntos compactos que no son cerrados, por ejemplo N. Esto dice que en general
no es cierto que todo compacto de un espacio sea cerrado, aunque en la siguiente
proposicién veremos que esto sf ocurre cuando el espacio es de Hausdorft.

Proposicién 6.1.9 Sea X un espacio topoldgico 1y. Si F' es un subconjunto com-
pacto de X entonces F' es cerrado.

Demostracién Sea zo € F°. Por la proposicion 6.1.8 podemos considerar U y V
ablertos disjuntos en X tales que g € U y F' C V. Entonces UNF = ¢ y por lo tanto
zg € U C F°. Luego F° es abierto en X. B

Veremos ahora que en un espacio 75 se pueden “separar” dos subconjuntos
compactos disjuntos. Esto es una generalizacién de la proposicién 6.1.8, puesto que
en cualquier espacio topoldgico los conjuntos de la forma {z} son compactos.

Proposicién 6.1.10 Sea X un espacio topoldgico Ts. Si Ky y Ky son subconjuntos
compactos disjuntos de X, entonces existen Uy y Uy abiertos disjuntos en X tales que
KiCU y Ky CUs.
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Demostracién Por la proposicion 6.1.8, para cada x € K, existen U, y V, abiertos
en X talesquexz e U, K CV,yU, NV, = ¢.

Como {U, : z € K5} es un cubrimiento abierto de K, existen x,...,z, en Ky
tales que K3 Q_';'Jl B

Llamemos ., Y
U, =_ﬂl Ve, v Us =_U1 Us,-
= 1=

Con una prueba andloga a la de 6.1.8 se ve que U; y U, son abiertos en X y que

KiClU, , KaCUs y UynlUs=¢. 1

Nuestro proximo objetivo es dar una condicién necesaria para que un subcon-
junto de un espacio métrico sea compacto.

Definicién 6.1.11 Un subconjunto A de un espacio métrico X se dice acotado s
exvistex € X yr >0 tal que A C B(z,r).

Proposicién 6.1.12 Sea X un espacio métrico. Si K es un subconjunto compacto
de X entonces K es cerrado y acotado.

Demostracién Como X es un espacio métrico, X es 75 y por la proposicién 6.1.9
se tiene que K es cerrado en X.

Sea zp € K y consideremos U = {B(zg,n) : n € N}. Como U es un cubri-
miento abierto de K y K es un subconjunto compacto de X, existen ny,...,nx en N
tales que

K&
i

B(SCQ, ﬂj)

I C=

1

Sing =max{n; : 1 <i <k}, entonces K C B(zg,ng) y por lo tanto K es acotado. B

Corolario 6.1.13 Sean > 1. Si K es un subconjunto compacto de R" entonces K
es cerrado y acotado. B

Observacién 6.1.14 Consideremos el espacio métrico R con la métrica discreta, es
decir
0 siz=y

d(z,y) = { 1 siz#y.

La topologia inducida por la distancia d es la discreta, por lo que (R,7;)
no es compacto aunque es cerrado y acotado. Esto muestra que la reciproca de la
proposicién 6.1.12 es falsa. Sin embargo, la reciproca de la afirmacién del corolario
6.1.13 es verdadera como veremos en el teorema de Heine-Borel-Lebesgue (7.1.14).

El siguiente resultado nos va a permitir concluir que la compacidad es un
invariante topoldgico y también construir nuevos ejemplos de espacios compactos.
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Teorema 6.1.15 5i X es un espacio topoldgico compacto y f : X — Y es una
funcidn continua, entonces f(X) es un subconjunto compacto de Y.

Demostracién Sea V = {V;}, ; un cubrimiento abierto de f(X). Como f es con-
tinua, U; = f~1(V;) es abierto en X. Por lo tanto U = {Ui},c; es un cubrimiento
abierto del espacio compacto X y en consecuencia tiene un subcubrimiento finito
{U{_l, o Ufﬂ} :

Sean y = f(x) e 4 € I tal que z € U;,. Luego

f(z) € f(Uy) = f(f (Vi) C V.

Esto prueba que
0l v,

y por lo tanto {V;,,..., Vi, } es un subcubrimiento finito de V. ®

Corolario 6.1.16 Si X e Y son espacios topoldgicos homeomorfos, entonces X es
compacto si y solo si Y es compacto. FEsto es, la compacidad es un invariante
topoldgico. W

En la observacion siguiente reunimos algunas consecuencias del teorema ante-
rior.

Observacién 6.1.17 a) S' es compacto.
Para probar esto consideramos la funcion continua y suryectiva

f:[0,1] = S',  f(t) = (cos2nt, sen2mt)

y ademds que, por 6.1.5, [0,1] es compacto.

b) (0,1) 22 S' y [0,1) 2 S puesto que S' es compacto y por 6.1.4, (0,1) y
[0,1) no lo son.

¢) (R, T) 2 (R, 7.) donde T y 7, son las topologtas usual y de los complementos
finitos, respectivamente. Esto resulta de considerar 6.1.4 ¢) y e).

d) Es facil dar ejemplos de funciones continuas y suryectivas de (0,1) en [0, 1].
Sin embargo, no existe f : [0,1] — (0,1) continua y suryectiva pues [0, 1] es compacto
y (0,1) no lo es.

Las propiedades que conocemos acerca de subconjuntos cerrados en espacios
compactos y subconjuntos compactos en espacios 15, nos van a permitir probar que
cualquier funcién continua de un compacto en un Ty es cerrada. FEste es el hecho
central del siguiente teorema, que es de gran utilidad para definir homeomorfismos,
como veremos en los ejemplos de espacios cociente en 7.2.
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Teorema 6.1.18 Sean X un espacio topoldgico compacto e Y un espacio topoldgico
Ty. Si f: X — Y es una funcion continua y biyectiva entonces f es un homeomor-
fismo.

Demostracién Serd suficiente probar que f es cerrada.

Si A C X es cerrado, por la proposicion 6.1.6, A es un subconjunto compacto
de X. Luego, por el tecrema 6.1.15, f(A) es un subconjunto compacto de Y y de la
proposicién 6.1.9 se concluye que f(A) es cerrado en Y. Por lo tanto f es cerrada. W

Probaremos ahora un resultado que tiene numerosas aplicaciones en andlisis
y que es intrfnseco a los espacios métricos compactos (por ejemplo, a los intervalos
cerrados de R).

Teorema 6.1.19 (Lema de Lebesgue). Sean (X,d) un espacio mélrico compacto y
U ={Ui},c; un cubrimiento abierto de X. Entonces existe un mimero real positivo
r = r(U), llamado nimero de Lebesque del cubrimiento U, tal que para cada z € X,
B(z,r) C U; para algini€ I.

Demostracién Para cada =z € X elegimos r, > 0 tal que B(z,r,) C U; para algiin
i € I. La familia {B(z, %) : z € X} es un cubrimiento abierto de X y por lo tanto
existen x4, ...,x, en X tales que

{B(z;, %) 1<i<n} (6.4)

cubre a X . Llamemos
. Tz .
r= mm{? : L2392 nd,

Veremos ahora que para cada x € X | la bola abierta B(x,r) estd contenida
en algin miembro de U .

Sea z € X. Debido a que la familia dada en (6.4) es un cubrimiento de X, 3j
(1 <j < n) tal que z € B(x;, i;—’) Para y € B(xz,r) tenemos

r)!(:lh-‘tj} < d(y,&‘:) +d($TJ) < A ?_:;'l % % + ?;J

= Ty,

Por lo tanto,

B(z,r) € B(zj,1,,) CU; paraalgini € I. ®
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6.2 Compactacién

Como dijimos al comienzo de este capitulo, un espacio compacto conserva muchas
propiedades de los conjuntos finitos y por esto puede ser considerado, en cierto sentido,
como “finito”.

Es fédcil ver que un espacio topolégico X no es compacto si y sélo si para todo
subconjunto compacto K se tiene que X — K no es compacto.

Podemos entonces ver a X — K como una parte “infinita” de X. Asi, si de-
seamos construir un espacio compacto a partir de otro no compacto, debemos hacerlo
destruyendo las partes “infinitas” de éste. Una forma de hacer esto y que es en cierto
sentido la mds simple, es agregar un punto al espacio no compacto y tomar como en-
tornos de dicho punto las partes “infinitas” del espacio. De este modo, se puede mirar
a R como subespacio de S*. Este método se llama compactacion de Alexandroff.

Hay otras maneras de compactacién de un espacio. Como ejemplo de ello
veremos a R como subespacio de la llamada recta real extendida que se obtiene a
partir de R agregando dos puntos.

Definicién 6.2.1 Compactar un espacio topoldgico (X,T) es construir un espacio
topoldgico compacto ( X, T) tal que:

i) X CX

ii) Tx = T (la topologta inducida por T en X coincide con la de X )

i) X es denso en jZ' ;

De esta forma, las propiedades topoldgicas de (X, 7 ) son las del subespacio X

de X que, por ser denso, estd presente en todas las partes abiertas de X .

Proposicién 6.2.2 Sea (X,7) un espacio topoldgico y consideremos un punto no
perteneciente a X, que denotaremos oo. Si X* = X U {oo}, entonces la familia

T"=TU{UCX":00eU yX —U es compacto y cerrado en X}
es una topologia en el conjunto X*.
Demostracién Queda como ejercicio para el lector. B

Notemos que si ooy y o0y son dos puntos distintos que no estdn en X y con
cada uno de ellos construimos los espacios topoldgicos ( X7, 7;*) y (X3, 75), la funcién
> * *
f . Xl —l X2
definida por

00y S1Z = 00;.

f(.z:)——-{ T siz# oo

es un homeomorfismo. Por esta razoén, el espacio topolégico (X, 7*) es independiente
(salvo homeomorfismo) del punto agregado y se llama compactado de Alexandroff del
espacio topolégico (X, 7).
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Proposicién 6.2.3 Sea (X*,7*) el compactado de Alevandroff de (X.T). Entonces:
i) X es abierto en X* y ’.7;"= z.
ii) {oc} es abierto en X* st y sdlo st X es compacto.
iti) X es denso en X* si y sdlo st X no es compacto.
w) (X*,T*) es compacto.

Demostracién i) X es abierto en X* pues 7 C 7*. Ademds, sioc € U € T
entonces

X-UnX)=X-U—-{o0})=X-U
es cerrado en X y por lo tanto UNX € 7. Ahora facilmente se concluye que ’z;*= 3

ii) Que {oo} € 7™ es equivalente, por definicién de 7%, a decir que X — {oo} =
X es compacto.

iii) X esdensoen X* <= UNX £ ¢ VU € T* U # ¢ {x} ¢ T* <> X
no es compacto (usar ii))

iv) Sea U = {U;},., un cubrimiento abierto de X* y sea U;, € U tal que
oo € U;,. Por definiciéon de 7, X — U;, es un subconjunto compacto de X y como
T¢ = T, es facil ver que X — U,, es un subconjunto compacto de X~. Luego existe
{Ui,,...,U:, } CU tal que cubre a X — U, y por lo tanto {U;,, U;,,....U;, } cubre a X*
y es un subcubrimiento finito de /. B

Ejemplo 6.2.4 Consideremos R con la topologia usual. FEl compactado de Alexan-
droff de R es S?, es decir, R* = S'.

Para ver esto, consideremos la proyeccién estereogréfica desde el polo norte

I

p:S'—{(0,1)} = R, p(z;,23) = T o

px)
plx) \

No es dificil verificar que p es biyectiva y continua e induce el homeomorfismo

o SY oy
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definido por
f(xl-,i"z) = { p(ml,ﬁfg) S] ('1:1’3:2) i Ega 1—)

El ejemplo anterior da una compactaciéon de R . Ahora veremos otra forma
distinta de compactar a R.

Denotemos por —oo y 400 a dos puntos que no estén en R y consideremos
R =RU{—0c0,+0}.
Extendemos el orden usual < de R, a R de la siguiente forma
—0<z, z<oVreERy — o0 < +00.

El conjunto ordenEdo R se llama_-recta real extendida.
Consideremos en R la topologia 7 generada por

{{fz:z>a}:aeR}U{{z:2<a}:acR}.
Dejamos al lector verificar las afirmaciones de la siguiente observacion.

Observacién 6.2.5 i)Una base de la topologia T estd formada por los conjuntos de
la forma
((1-, b): [_DO:F) Y (d +OO]

con a,b,c,d € R, ¢ # —o0 y d # +o0.
ii) La topologia Ty, inducida por T en R, es la usual de R.
ii) R es abierto y denso en R.

Proposicién 6.2.6 (R,T) es un espacio topoldgico compacto.

Demostracién El intervalo [—7, 5], con la topologia usual, es compacto por el teo-
rema 6.1.5. Sea

definida por

: il ve > morfism n consecuencia R es compacto.
Es fécil ver que f es un homeomorfismo y en cons R pacto. &

De lo anterior resulta (R,7) una compactacién de R.
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Ademas,
- T
R&[——, —
[ 21 2]
y Ccomo
0 ML

resulta que S! y la recta real extendida R son dos compactaciones distintas (esto es,
no homeomorfas) de R .

6.3 Ejercicios
1. Verificar los incisos del ejemplo 6.1.4.

n
2. a) Sean K;, i = 1,...,n, subconjuntos compactos de X. Probar que K =1 K; es

un subconjunto compacto de X.
b) ;La unién de una cantidad no finita de compactos es un compacto?.

3. Probar que A = {1}, U {0} es un compacto de R.

4. Sean zp € R, 7., y 77 las topologias en R definidas en el ejemplo 3.1.5 y en el
ejercicio 2 del capitulo 3.

a) jEs (R, 7,) compacto?.

b) ;Es (R, 7%°) compacto?.

5. Probar que si {K,}ic; es una familia de compactos de un espacio de Hausdorff X,
entonces K :-Q; K; es compacto.
1

6. Probar que no existe funcién continua y suryectiva f : [0,1] — R. En particular,
0,1] % R.

7. Probar:

a) Si A es un subconjunto compacto y no vacio de R, entonces tiene méximo
y minimo.

b) Si X es compactoy f: X — R es continua, entonces f alcanza su valor
minimo y su valor maximo.

¢) Si X es compacto, f : X — R es continua y f(z) > 0 Vz € X, entonces
dec > 0 tal que f(z) > ¢, Vz € X.

8. Si X un espacio métrico y A y B son subconjuntos de X, se define
d(A, B) = inf{d(z,y) : z € A, y € B}.

Probar:



72 Espacios Compactos

a) Si K es un subconjunto compacto de X y zyp € X, entonces existe yp € K
tal que d(zg, K) = d(zo, yo).

b) Si K; y K> son subconjuntos compactos de X, entonces existen z; € K; y
z2 € K, tales que d( K, Ky) = d(z1, z2).

9. Sean X e Y espacios topolégicos compactos y 7o y f : X — Y una funcion.
Probar que f es continua si y sélo si f!(K) es compacto para todo compacto K C Y.

10. Sea (X,7) un espacio topolégico compacto y 7. Probar:
a) No existe topologia 77 en X tal que 7; C 7 y (X, 7;) sea Ts.
b) No existe topologia T3 en X tal que 7 C Ty y (X, 73) sea compacto.
11. Probar la proposicién 6.2.2.
12. a) Probar que el compactado de Alexandroff de R™ es S™, esto es,
(R = 97,
b) Probar que el compactado de Alexandroff del intervalo (0,1] es [0, 1], esto es,

(0,1]* = [0,1].

13. Probar las afirmaciones de la observacion 6.2.5.

14. Probar que la funcién f definida en la demostracién de la proposicién 6.2.6 es
un homeomorfismo.



CAPITULO 7
ESPACIOS PRODUCTO Y ESPACIOS COCIENTE.

En matemadtica, el estudio de una estructura usualmente lleva al estudio de subes-
tructuras, estructuras producto y estructuras cociente.

7.1 Espacios producto

El producto de espacios topolégicos admite una estructura topolégica que esta carac-
terizada por la de sus espacios factores. Esto estd presente en el espacio euclideo R",
donde las nociones topolégicas estdn caracterizadas por la topologia euclidea de sus
rectas coordenadas.

Con el objeto de introducir la estructura topolégica antes mencionada, consi-
deremos los espacios topologicos X; y X,. Tenemos asociados a estos espacios el
conjunto producto cartesiano X; x X, y las proyecciones canénicas

pi: X1 X Xo — X, pi(xy,25) = 24, parai = 1,2.

Es deseable dar al conjunto X; x X, una topologia tal que ambas proyecciones sean
continuas. Debido a que la topologia discreta satisface esto, es natural requerir la
topologia menos fina que hace continuas a ambas proyecciones. Esta topologfa, 1la-
mada fopologia producto, esta dada por la interseccién de todas las topologias en
X, x X, que tienen la propiedad requerida y facilmente se puede ver que es la topologfa
generada por
S = {p; ' (U;) : U; cs abierto en X;, i = 1,2}.

Debido a que:

)pi'(V)=Vx Xy, p'(W)=X, xW

i) A (VxXp) = (0 V) x X, A (Xyx Wy)=Xi x (A W)

J= i= Jj= i=
) VxW=(VxX)Nn(X; xW)

se prueba que una base de la topologfa producto es

B ={U, x Uy : U; es abierto en X;, i =1,2}.
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Ejemplo 7.1.1 Consideremos R con la topologia usual. La topologia producto en
R? = R x R, también tiene como subbase al conjunto de franjas abiertas horizontales
y verticales y como base al conjunto de recténgulos (a,b) x (¢, d).

_-':5-_'_
v

Por lo tanto, la topologfa producto en R? es la topologia usual de R>.

En forma natural se extiende la nocién de topologia producto al producto de
una familia de espacios topoldgicos. En estas notas incluimos sélo el caso de una
familia finita X1, ..., X, de espacios topoldgicos y remitimos a cualquier libro de la
bibliografia al interesado en el caso general.

Denotamos al producto cartesiano de los conjuntos X, ..., X,, por
T
Xy X ..x X, obienpor [] X;
=

y por p; a la proyeccién canénica

T
Py :H X; = Xj, pi(z1,...,zn) = x4, paral < j < n.

i=1

Definicién 7.1.2 La topologia T en [[ X; generada por
i=1

{p;7*(U;) : U; es abierto en X;}

se llama topologia producto. Fl espacio topoldgico ([] Xi,7T) se llama espacio pro-
=1
ducto de X;, ..., Xy, y el espacio X;, i-ésimo eje coordenado.
Si17T; es la topologia de X;, denotaremos también a la topologia producto T por

TixThx...xT,.

n
Cuando en un producto [[ X; no explicitemos su topologia significard que
i=1
estamos considerando la topologfa producto.



Espacios producto 75

Observacién 7.1.3 Como consecuencia de la definicion anterior se obtiene facil-
mente:
i) Una base de la topologia producto y que llamaremos base candnica es

B={[] U:: U es abierto en X;, i =1,...,n}.

=1

i) En un espacio producto, todas las proyecciones candnicas son continuas y
cualquier topologia en un conjunto producto que tenga esta propiedad debe ser mds
fina que la topologia producto.

Consideremos en R las topologfas usual 7, la de los complementos finitos 7.
y la discreta D.

Por el inciso i) de la observacién anterior, en R x R con la topologia 7 7. , los
conjuntos que se obtienen de franjas abiertas verticales sacdndoles un niimero finito de
segmentos horizontales son abiertos de la base candnica. Los segmentos horizontales
sin sus extremos, son elementos de la base candénica de la topologia 7 % D, més atin
forman una base de 7 x D.

La siguiente es una propiedad importante del espacio producto.

Proposicién 7.1.4 Las proyecciones candnicas de un espacio producto sobre sus ejes
coordenados son funciones abiertas.

Demostracién Sean 1 < j < n y p; la proyeccién candnica sobre X;.
Si B =[] U; entonces p;(B) = U;. Por lo tanto, si B es un elemento de la
=1

base canénica de la topologfa producto, p;(B) es abierto en X.
Sea U un abierto en el espacio producto. Entonces U in B, con B; en la base
€L

canénica y p;(U) = p; (EEJL By) 21& p;(By). Por lo tanto p;(U) es abierto en X;. ®

Observacién 7.1.5 Las proyecciones candnicas de un espacio producto sobre sus ejes
coordenados no tienen por qué ser funciones cerradas.

Por ejemplo, consideremos R con la topologia usual y la proyeccion
p:RE=RxR—R.
Sea Rt = {z € R: z > 0}. El conjunto
1
= {(:E:r') :z € R}
es cerrado en R? y sin embargo p;(F) = RT no es cerrado en R.

El siguiente resultado permite caracterizar las funciones continuas en un es-
pacio producto.
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T
Proposicién 7.1.6 Sean Y un espacio topoldgico, [| X: un espacio producto y p; la
i=1

i
proyeccion candnica, para 1 < j < n. Entonces, f : Y —][ X; es continua st y sélo
i=1

sipjof:Y — X; es continua Vj =1, ..., n.

Demostracién Si f es continua, como las proyecciones p; son continuas, también lo
son p; o f, Vj.

Veamos ahora la reciproca. Debido a la proposicién 4.1.11, serd suficiente
probar que f~!(B) es abierto, VB en la base canénica de la topologia producto.

Sea B =[] U; donde U, es abierto en X, Vi. Luego,
i=1

B = UKo % e %K) A R IGE  BA T PLE % 6.8 gl )=
= py (1) Np3 ' (U2) N . N (Un)

y por lo tanto
F7HB) = (0 P (U)) =0 f7 (7 (V) =0 (pio )7 (U5).
Como (p; o f)7(U;) es abierto en Y Vi, f !(B) es también abierto en Y. B

Observacién 7.1.7 Como consecuencia de la proposicion anterior no es dificil en-
contrar homeomorfismos que prueben:

PDIXXYI X Z2XXY XZ
i) R* — {0} 2 S" ! xR* (R*={zeR:z>0}).

Debido a que las proyecciones candnicas son continuas, es claro que las propie-
dades topolégicas preservadas por funciones continuas (conexién, arco-conexioén, com-
pacidad, etc.) son heredadas por los ejes coordenados si el espacio producto las tiene.

Nos interesa encontrar propiedades topoldgicas que tenga el espacio producto
cuando las tienen todos los ejes coordenados.

En los siguientes teoremas veremos algunas propiedades que cumple el espacio
producto si y sélo si las cumplen los ejes coordenados y en particular, nos resul-
taran utiles para determinar si el espacio producto tiene alguna de estas propiedades
estudidndola en los ejes, que son espacios méas simples.

Teorema 7.1.8 Sean Xi,..., X, espacios topoldgicos. El espacio producto [] X;
=1

es Ny st y solo si X; es Ny V.

T

Demostracién Supongamos primero que [[ X; es Ny y sean N € Ny B =
=1

{By : k € N} una base numerable de la topologfa producto.
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Para 1 < j < n, definimos
B; = {p;(Bx) : k € N}.
Veremos que B; es base de la topologfa de X; y por lo tanto resultard X; un espacio
N,.

Sea j tal que 1 < j < n. Como p; es abierta, p,(By) es abierto en X, Vk. Sea
ahora U; abierto en X; y z; € U;. Parai # j elegimos un punto a; € X; y construimos

T = (a,l, vy Ly ...,an) i~ p;I(UJ) X B Uj Koo K Xn‘

T
Como p;'(U;) es abierto en [] X;, existe By, en la base B tal que

=1
z € By, C p; ' (Uy).

Luego
z; = p;(z) € pi(Bx,) C U;
y en consecuencia B; es base de la topologia de X;.
Supongamos ahora que X; es N; Vi y sea B; una base numerable de la topologia
de X;. Llamemos 7 a la topologfa producto y sea

B={By% ..x B, : B, e B,parat=1,.,n}

Es claro que B es numerable y B C 7.

Sea ahora U € T y z € U. Existe [] U;, abierto en la base canénica de 7, tal
=1

que
n
T EH U, cUu.
1=1

Como U; es abierto en X;, existe B; € B; tal que z; € B; C U;. Por lo tanto

y en consecuencia B es base numerable de la topologia producto. B

Sean 7 y 7. las topologias en R, usual y de los complementos finitos respec-
tivamente.

Vimos en 4.2.2 y 4.2.4 que (R, 7) es Ny y que (R, 7;) no lo es. Por el teorema
anterior, podemos asegurar que R? con la topologia producto 7 x 7, no es Nj.
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T
Teorema 7.1.9 Sean X, ..., X, espacios topoldgicos. El espacio producto || X; es
=1
Ny si y solo si X; es Ny Vi.

Demostracién Daremos sélo la idea de la demostracién, dejando al lector la prueba
de los detalles.

ki
Supongamos en primer lugar que [[ X; es Ny y sea 1 < j < n. Para ver que
i=1
X, es Nj, consideremos z; € X;. Construimos un punto z en el espacio producto de
modo que p;(z) = z;,

™
T = (G,]._, SIS PRERD an) EH Xz'
=1
y tomamos B, base numerable de entornos de x. Luego, p;(B;) es base numerable de
entornos de z; (ejercicio).
T
Supongamos ahora que X; es N Vi. Sea z = (xy,...,z,) €[] X; y considere-

mos B, base numerable de entornos de x;, Vi.
B,={B1 X% ..xB,:B; € B, parai =1,...,n}

es base numerable de entornos de z (ejercicio). B

Teorema 7.1.10 Sean X, ..., X,, espacios topoldgicos. El espacio producto []| X, es
i=1

separable si y solo st X, es separable Vi.

Demostracién La prueba resulta de los dos hechos siguientes, cuyas demostraciones
dejamos al lector.

T
Si D es un subconjunto denso y numerable de [] X;, entonces D; = p;(D) es

un subconjunto denso y numerable de X.

T
Si D; es un subconjunto denso y numerable de X; Vi , entonces D = [[ D, es
=1

T
un subconjunto denso y numerable de [ X;. M

=1

T
Teorema 7.1.11 Sean Xi,..., X, espacios topoldgicos. El espacio producto [[ X; es
=]

T,y siy solo si X; es Ty Vi.

T

Demostracién Supongamos que [[ X; es T, ysea 1 < j < n. Sean z;, y; € X;,
=1

x; # y;. Para i # j, elegimos a; € X, y construimos los puntos

r = (G],...,fb"j,...,ﬂ-n)

= (al, ey Yjy eeny CLR)‘
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Como z # y, existen U =[] U; y V =[] Vi, abiertos de la base canénica de
i=1 i=1
la topologia producto, tales que

zelU, yeVyUnV =0.

Por lo tanto
piU)=U; y pi(V)=V;

son abiertos en X; tales que
SEJEUJ.', ijV}ijmV}=®

pues si z; € U, NV, entonces z = (ay,...,2;,...,a,) € UNV). Luego X; es T5.
3 J i i ) J

T
Supongamos ahora que X; es Ts Vi. Sean z, y €[[ X, z # y, entonces existe
1=1

j tal que
z; = pj(z) # pi(y) = yj-

Tomamos U; y V; abiertos disjuntos en X; tales que z; € U; e y; € V.
Luego
U=p;'(U;) v V=p;'(V))

n
son abiertos en [ X; tales que
i=1

el yeVyUnVvV=>0

T
y por lo tanto [[ X; es T,. B

i=1

n
Teorema 7.1.12 Sean X, ..., X,, espacios topoldgicos. El espacio producto || X; es
£=1

conexo si y solo si X; es conexo Vi.

mn
Demostracién Si [[ X, es conexo, por el teorema de Bolzano, X; es conexo Vi.
Probaremos T1_55 reciproca por induccién. Esto es, probaremos que el espacio
producto de n espacios conexos es conexo (n > 2).
Veamos en primer lugar que si X; y X, son conexos entonces X; x X, es
Conexo.
Para esto consideramos las siguientes funciones que, por la proposicién 7.1.6,

son continuas

X Bx,xX . XEBx xX,

Xy — (xla:ri) y Lg — (371,332)-
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Por el teorema de Bolzano,

Joo (X1) = Xau x {xa} vy fo,(X2) = {21} X X;

son conexos, Vi, Ts.

Por lo tanto {X; x {z2} : 2z, € X,} es una familia de conexos. Ademds
C = {z1} x X3 es un conexo que interseca a cada miembro de la familia anterior pues
(z1,22) € CN (X1 x {z2}), Vzo. Entonces, por la proposicién 5.1.13,

CU(U (Xl X {1?2}) =X1 X Xz

]

€5 conexo.

! %

Supongamos que el espacio producto de k conexos es conexo (hipétesis induc-
tiva).
Consideramos ahora k + 1 espacios conexos, X, ..., Xx+1. Por la observacion

7.1.7 podemos escribir
k-+1

k
H X = (H Xi) X Xk
i=1

i=1
k
Por hipétesis inductiva, Y =[] X, es conexo y por lo probado anteriormente
i=1
para el caso n = 2, obtenemos que Y x X.,; es conexo. Como la conexién es
k+1
preservada por homeomorfismos, [| X; es conexo. B

=1

Teorema 7.1.13 (Tijonov). Sean Xj,..., X, espacios topoldgicos. El espacio pro-
n

ducto [] X; es compacto si y sélo si X; es compacto Vi.
i=1

Demostracién Como la compacidad es preservada por funciones continuas y ademés
k)

T
p;(I] Xi) = Xj, resulta que si [] X; es compacto entonces X; es compacto V.
i=1 1=1
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Probaremos la reciproca por induccién. Esto es, probaremos que el espacio
producto de n espacios compactos es compacto (n > 2).
Veamos en primer lugar que si X; y X, son compactos entonces X; x X, es
compacto.
Sea U ={U, }ie; un cubrimiento abierto de X; x X,. Si 2; € X, considerando
que la funcién
XQ—'+X1 XXQ, $2—>($1,$2)

es continua y que X5 es compacto, se concluye que {z;}x X, es un subconjunto
compacto de X; x Xo.

Sim = (z1,22) € X1 x Xy, existe i(m) € I tal que m € Uym).

Como Uy es abierto en X; x X, , usando la base canénica de la topologia
producto, podemos asegurar que existen V,, abierto en X, y W,, abierto en X tales
que

m = (21,22) € P = Vin X Wi, C Ujmy.

Luego

{Pn:m € {z1} X Xa}

es un cubrimiento abierto del compacto {z;} x X>. En consecuencia, existen m,, ..., m,,
tales que
(i} X X5 C By U...UPa. , (P = Vim; X Why,). (7.1)
Sea .
Ay, ==le Vs

Claramente A,, es un entorno abierto de z,. Veremos ahora que Az, X X3 es cubierto
por un nimero finito de miembros del cubrimiento .

Az
.\.'lx.-\'z
_,”3 __________ 0!’?33
m I m |
* R |
] p e s s I !
| |
Wm I I ¢ M, | |
! ! | | !
| | | 1
|
N .
I .
b b i . a8
1,
A
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Sea (uy,uy) € Az, x X,. Por (7.1), existe j tal que
(T1,u2) € P, = Vi, X Why,.
Por lo tanto uy € W, y asf
(ur,us) € Az, X Wi € Vi, X Wy, = Py, C Uy
Luego, hemos probado

Aib'l X XQ g C’Jl U'i.(m.j)'
J:

Esto es, A;, x X5 es cubierto por un nimero finito de elementos de U.

Al variar z; en X, los abiertos A,, forman un cubrimiento abierto del espacio
compacto X; y por lo tanto tiene subcubrimiento finito. Esto es, existen z1; , 212 ,
..., T1; en X, tales que

Xy =Ag, UAg, U..UA,,,

Como para cada Ag, , vale lo hecho anteriormente para A;,, cada A;, ; X X
es cubierto por un niimero finito de U;. Debido a que

&x&=QM

J=

X ..XQ)

L1,

se sigue que un numero finito de U; cubren X; x X, . Luego X; x X3 es compacto.
Supongamos ahora que el espacio producto de k espacios compactos es com-
pacto (hipétesis inductiva).
Sean X7, ..., Xx11 espacios compactos. De la observacién 7.1.7 obtenemos que

k+1 k
H Xi = (H .Xz) X Xk-+1.
i=1 =1
k
Por hipétesis inductiva, ¥ = ][] X; es compacto y por lo probado anterior-
i=1
mente para el caso n = 2, concluimos que Y x X1 es compacto. Como la compacidad
k+1
es preservada por homeomorfismos, [[ X; es compacto. B
=1

Daremos ahora algunos ejemplos que muestran el uso de los teoremas ante-
riores.

En R consideremos las siguientes topologfas: usual 7, de los complementos
finitos 7, discreta D y 779, con 2y € R, definida en el ejercicio 2 del capitulo 3.

Por lo ya visto en los capitulos precedentes, sabemos que:
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a) (R,7) es Ny, Ny, separable, Ty, conexo y no es compacto.

b) (R, 7;) es conexo, compacto y separable pero no es Ny, Ny ni Tb.
¢) (R,D) es Ny y Ty, pero no es Ny, separable, conexo ni compacto.
d) (R,7%) es Ny, conexo y compacto y no es Ny, separable ni 75.
Usando los teoremas previos podemos concluir:

i ) R? con la topologia 7 * 7. * 7*° es conexo y compacto pero no es separable,
NQ, ‘Nl ni TQ.

ii) (R®* T * D * T%) es un espacio N; y no es Ts.

iii) (R?, 7, * 7) es separable pero no es compacto.

Como consecuencia del teorema de Tijonov y de resultados del capitulo 6,
tenemos la siguiente caracterizacién de los subconjuntos compactos de R™, que por
su simplicidad resulta muy 1itil.

Teorema 7.1.14 (Heine-Borel-Lebesgue). Sean > 1 . Un subconjunto K de R" es
compacto si y solo si es cerrado y acotado.

Demostraciéon Por el corolario 6.1.13, si K es un subconjunto compacto de R"
entonces es cerrado y acotado.

Veamos ahora la reciproca. Si K es acotado entonces existe I = [a, b] tal que

ki

K CJ] I =1TI". Por el teorema 6.1.5, I es compacto y usando el teorema de Tijonov
i=1

(7.1.13) concluimos que I™ es compacto.

Como K es cerrado en el compacto I™, por la proposicién 6.1.6 resulta K
compacto. B

Ejemplo 7.1.15 Como consecuencia inmediata del resultado anterior obtenemos los
siguientes hechos.

i) B (, r) y S(x,r) son compactos de R™.

1) R™ no es compacto y por lo tanto S™ — {a} con a € S™ (que es homeomorfo
a R™) no es compacto.
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7.2 Espacios cociente

Como todos sabemos el cono, el cilindro o la pirdmide se pueden construir pegando
adecuadamente partes de un trozo de papel. Esta operacién, que “identifica” pun-
tos, da un ejemplo simple de la nocién de objeto cociente en matematica. Para su
definicion necesitaremos las nociones de particién y relacién de equivalencia.

Definicién 7.2.1 Una particion de un conjunto X es una familia P de subconjuntos
de X tal que:

i) U A=X
AeP

1) Si A,BeP yA+#DB entonces AN B = .

Definicién 7.2.2 Una relacidn de equivalencia en un conjunto X es un subconjunto
R de X x X tal que:

i) (z,z) € R Vz € X (relacion refleziva)

it) St (z,y) € R entonces (y,z) € R (relacion simétrica)

w1) Si (x,y) € R, (y,2) € R entonces (z,z) € R (relacion transitiva).

Si R es una relacion de equivalencia, (z,y) € R serd denotado por zRy. Ha-
bitualmente escribiremos ~ en lugar de R.

Observacién 7.2.3 Sea ~ una relacion de equivalencia en X. Llamamos clase de
equivalencia de x al conjunto

[zl={ye X:y~zx}.

Dejamos al lector verificar que P = {[z] : z € X} es una particion de X. Ve-
mos entonces que podemos asociar a cada relacidon de equivalencia en X, una particion
de X.

Reciprocamente, una particion P de X define naturalmente una relacion de
equivalencia ~ en X por

T~y < x ey pertenecen al mismo miembro de P.

Es facil ver que al realizar las dos construcciones anteriores se obtiene nueva-

mente el objeto original. Esto es,

~ — 77 — A

P - ~ — P.
Definicién 7.2.4 Sea ~ una relacion de equivalencia en X. Se llama conjunto co-
ciente de X por ~ y se denota por X/., al conjunto cuyos elementos son las clases
de equivalencia. Esto es,

X/w={z]:z € X}.
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La aplicacion m : X — X/., definida por n(z) = [z]|, se llama proyeccion
canonica.

Para A C X se llama saturado de A por ~ (o saturado de A ) al conjunto

satA={rx € X :3a€ A cona~ z}

y se dice que A es saturado si satA = A .
Observacién 7.2.5 Es facil verificar que:

i) satA = w1 (w(A)).

i) sat(U A;) =U satA,.

iti) 7 1(B) es saturado, VB C X/...

Ejemplo 7.2.6 Definimos en R la relacion de equivalencia ~ por
r~ySr=yoxycELd
Asi,

gty e

y por lo tanto

sat{l} =Z vy sat[0,1] =[0,1] UZ.
El ejemplo anterior se generaliza de la siguiente forma.

Ejemplo 7.2.7 En un conjunto X consideramos un subconjunto A. La relacion de
equivalencia en X que identifica los puntos de A estd definida por

r~ySr=yozx,ycE A
Luego,

a={ % SaEd

y por lo tanto, para B C X tenemos

‘B — B siBNA=10
ST =N BUA  siBNA#0.

En este caso, al conjunto X/.. se lo representa también por X/ 4.
Ejemplo 7.2.8 En [0,1] consideremos la relacion de equivalencia

av paympe=y g lz=0y=1 g o= Ly=0)
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Los conjuntos [0,1] y [0,1]/. se representan respectivamente por los siguicntes dibu-
jos.

Cuando X es un espacio topolégico, es deseable dar al conjunto cociente X/
una topologfa de modo que la proyeccién canénica resulte continua. Como la topologfa
indiscreta satisface esto, es natural asociar a X/. la topologfa mds fina que hace
continua a la proyecciéon canénica 7 : X — X/ ..

Definicién 7.2.9 Sean X wn espacio topoldgico y ~ una relacion de equivalencia en
X. La familia
T ={UCX/.: 7' (U) es abierto en X}

es una topologia en X/, llamada topologia cociente. El espacio topoldgico (X/.,T)
se llama espacio cociente de X por ~ o simplemente espacio cociente.

Observacién 7.2.10 FEs fdcil verificar que la topologta cociente es la topologia mds
fina en X/.. que hace continua a la proyeccion candnica .

Cuando en un cociente X/.. no explicitemos su topologia significard que esta-
mos considerando la topologfa cociente.
En lo que sigue de este capitulo, usualmente escribiremos m para referirnos a
la proyeccion candnica
T: X — X/ .

Proposicién 7.2.11 Se cumplen:
i) U es abierto en X/.. © U = w(V) con V abierto saturado.
1) F' es cerrado en X/.. & F = 7(C) con C cerrado saturado.
ii1) 7 es abierta < saturados de abiertos son abiertos.
w) m es cerrada < saturados de cerrados son cerrados.

Demostraciéon Recordemos que:
U es abierto en X/ < 7 1 (U) es abierto en X.
1) Sean U abierto en X/. y V = «~(U). Luego V es abierto y U = n(V).

Ademss, 7~} (n(V)) = #~Y(U) = V y por lo tanto, por i) de la observacién 7.2.5, V
es saturado.
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Sea U = 7(V) con V abierto y saturado. Por ser V saturado, V = n~!(n(V)) =
7~ HU). Como V es abierto resulta U abierto.

ii) F es cerrado en X/. <> F° = U es abierto en X/ & V = 77 1(U) =
71 (F¢) = (77 1(F))¢ es abierto en X < C = 7~ !(F) es cerrado saturado en X <
F = m(C) con C cerrado saturado.

iii) 7 es abierta < 7(V') es abierto VV abierto <> 7~ (7(V)) = satV es abierto
VYV abierto.

iv) 7 es cerrado < 7(C) es cerrado VC cerrado < 7~ 1(n(C)) = satC es
cerrado VC' cerrado. B

Ejemplo 7.2.12 Consideremos [0,1] con la relacion de equivalencia que identifica
los puntos 0 y 1, es decir

e~y r=yo@=0y=1)o(z=1y=0).
La proyeccion candnica w: [0,1] — [0,1]/~ es cerrada y no es abierta.

Para probar esto, consideremos un subconjunto A C [0,1]. Entonces, como
vimos en el ejemplo 7.2.7,

v B A si0,1¢ A
i (?f(A))—{AU{o,1} si0€ Aole A

Luego, es ficil ver que 7~ !(7(A)) es cerrado VA cerrado y por lo tanto 7 es cerrada.
Como [0, 3) es abierto en [0, 1] pero

7 ([0, 5)) = 0,5) U {1}
no es abierto en [0, 1], resulta que 7 no es abierta.
Ejemplo 7.2.13 En R consideremos la relacion de equivalencia
r~yS T —yE L
Entonces m: R — R/ es abierta y no es cerrada.

Para probar que 7 es abierta basta ver que 7 *(7([)) es abierto VI intervalo
abierto. Dejamos esta verificacién al lector.
Sea

1
F = {'T?, + ;}'n_)_'? 1
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Luego, F es cerrado en R pero #~!(7(F)) no es cerrado en R puesto que contiene a
la sucesién {%},ng y no contiene a 0. Esto prueba que 7 no es cerrada.

]
twd
£
i b
(o))
-~
o
o

Queremos ahora encontrar condiciones suficientes para que el espacio cociente
X/ sea Ty , compacto o conexo.

Como 7 es continua y suryectiva, si X es compacto (respectivamente conexo)
entonces X/. es compacto (respectivamente conexo). Ademds, por la misma razon,
[)OdeanS asegurar:

Observacién 7.2.14 S5i A C X es compacto (respectivamente conexo) y w(A) =
X/~ entonces X/. es compacto (respectivamente conezxo).

Observacion 7.2.15 Que el espacio X sea Ty no garantiza que el espacio cociente
X/~ sea Ts.

Como ejemplo, consideremos el espacio cociente R/.. donde
z~ysSz=youzyeE (0,1)

Este es un caso particular del ejemplo 7.2.7 y que denotamos también por
R/(0.1) - En este espacio no podemos separar los puntos [0] y [1].

Para ver esto notemos en primer lugar que todo abierto saturado en R que
contiene a 0 o a 1 debe contener al intervalo (0,1).

Sean Uy y U,abiertos en R/.. tales que [0] € U y [1] € U;. Por la proposicién
7.2.11, Uy = w(Vp) y Uy = w(V}) donde Vj y V; son abiertos saturados en R, 0 € V}
yleW.

Por el comentario anterior, (0,1) C V5N Vi y por lo tanto VNV, # 0. En
consecuencia Uy N U; # 0.

La siguiente proposicién caracteriza algunas propiedades topolégicas (75 y
conexién) en X/., en términos de propiedades en X.

Proposicion 7.2.16 i) El espacio cociente X/ es Ty si y solo si dos clases de equi-
valencia cualesquiera son subconjuntos de X que se separan por abiertos saturados.

i1) El espacio cociente X/.. es conexo si y solo si los tinicos saturados, abiertos
y cerrados en X son @ y X.

—

y] = 3U y W abiertos disjuntos en X/ tal

Demostracién i) X/. es T & ({z] #
# [y] = 3U, y W, abiertos saturados tales que

que [z] € U e [y] € W) 72.«1::1:»_(?_) ({z]

oy



Espacios cociente 89

[z] € w(Uh), [y] € #(W1) v n(Uh) N7(W,) = 0) & ([z] # [y] = U1 y W, abiertos
saturados tales que [z] C Uy, [y] C W, y Uy NW, = 0).

ii) X/. es conexo < (U abierto y cerradoen X/ = U=00U = X/.) ot
(V C X abierto, cerrado y saturado =V =00V = X). 1

Daremos ahora una condicién suficiente para que X/. sea T, en términos de
la topologfa producto en X x X y de la proyeccién canénica 7: X — X/ .

Proposicién 7.2.17 Sea ~ una relacion de equivalencia en X. Si ~ es un subcon-
junto cerrado en el espacio producto X x X ym: X — X/. es abierta entonces el
espacio cociente X /. esTy.

Demostracién Sean [z] # [y]. Luego 2 ~ y y como la relacién es un subconjunto
cerrado en el espacio producto X x X, su complemento

G={(u,v) e X x X :unuv}

es abierto y por lo tanto, usando la base candnica de la topologia producto, podemos
asegurar que existen W, y W), abiertos en X tales que

(z,y) € W, x W, C G (7.2)

Sean
U =m(W,) y U, =n(W,).

Como 7 es abierta, U, y U, son abiertos en X/.. y satisfacen [z} € U, y [y} € U,.
Ademds U, NU, = 0 pues en caso contrario, existen w; € W, y wo € W), tales
que m(wy) = w(ws) € U, NU, y por lo tanto wy ~ wy y (wy,wy) € W, x Wy, lo cual
es una contradiccién por (7.2).
Luego X/ esT,. W

Observacién 7.2.18 Como se verd en el ejercicio 11 de 7.3, que la relacion sea un
subcongunto cerrado en X x X es una condicion necesaria para que X/.. sea Ts.

Este hecho nos da un método para construir espacios que no resulten 75.

Como ejemplo de ello tomemos en R un subconjunto A que no sea cerrado,
por ejemplo A = (—1,1], y ~ la relacién de equivalencia en R definida en el ejemplo
7.2.7 y que identifica los puntos de A. Claramente

~ =(Ax A)U{(z,z):z e R}
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LT N

y por lo tanto no es cerrado en R x R. En consecuencia R/ no es T5.
Notemos que esto es lo que ocurre en el ejemplo 7.2.15.

El siguiente teorema caracteriza las funciones continuas que tienen como do-
minio un espacio cociente.

Teorema 7.2.19 Sean X e Y espacios topoldgicos y ~ una relacion de equivalencia
en X. Entonces g : X/ — Y es una funcion continua si y sélo sigon: X — Y es
continua.

Demostracién Es claro que si g es continua entonces g o m es continua puesto que =
lo es.

Supongamos ahora que g o 7 es continua y sea W un abierto en Y. Entonces
(gom) Y (W) = w1 (g~!(W)) es abierto en X y por definicién de la topologfa cociente,
g1 (W) es abierto en X/.. Luego g es continua. B

Veremos ahora un resultado que es de gran utilidad para definir funciones
continuas y biyectivas desde un espacio cociente.

Teorema 7.2.20 Sean f: X — Y una funcion y ~ una relacién de equivalencia en
X. Entonces existe ]H‘: X/~ — Y tal que f =; om siy sélo siz ~y= f(z) = f(y).
Ademds, si existe )_‘ con f =1_" om se tiene que:

i) } es inyectiva < (f(z) = f(y) = z ~y).

i1) j_“ es suryectiva < f es suryetiva.

iii) f es continua < f es continua.

Demostraciéon Supongamos que existe )_’ tal que } om = f.
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5 X
f 5 U
Y

Si z ~ y entonces m(z) = w(y) y por lo tanto ;“ (m(zx)) :} (7(y)), o sea

f(x) = f(y).
Si cada vez que x ~ y se tiene que f(z) = f(y), entonces resulta bien definida
la funcion

fi X/~ - Y por f([z]) = f(=z).
Luego } om = f.
Suponemos en lo que sigue que existe f tal que f or = f.

i) f es inyectiva & (f ([z]) =f (ly]) = [2] = [¥]) & (f(2) = f(y) = =~ p).

ii) f es suryectiva < (dado z € Y, J[z] € X/ tal que J_‘ ([z]) = 2) & ( dado
z €Y, 3z € X tal que f(z) = 2) & f es suryectiva.

iii) Sigue en forma inmediata del teorema 7.2.19.

Veremos a continuacién varios ejemplos que muestran a espacios conocidos
realizados como cocientes.

Ejemplo 7.2.21 Circunferencia. Si ~ es la relacion de equivalencia en [0, 1] definida

por
s~y r=yo(e=0y=1)0(x=1y=0)

entonces [0,1]/. = S*.
Para ver esto, definimos la funcién continua y suryectiva
f:[0,1] = 8!, f(z) = (cos2nz,sen2wx).

Como f(z) = f(y) © = ~ y, por el teorema 7.2.20, existe la funcién inyectiva
]7: [0,1]/. — S! definida por J_” ([z]) = (cos 27z, sen 27x).

Ademads por ser f continua y suryectiva, también lo es J_"
Como f es biyectiva y continua, [0,1]/. = 7([0,1]) es compacto y S* es T,

por el teorema 6.1.18, concluimos que f es un homeomorfismo.
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Ejemplo 7.2.22 Circunferencia. Si ~ es la relacion de equivalencia en R definida
por
ey r—yel

entonces R/ = S
La funcién continua y suryectiva
f:R =S f(z)= (cos2nz,sen2mz)

induce, por 7.2.20, la funcién continua y biyectiva
;‘: R/. — S, J_” ([x]) = (cos 27wz, sen 2mz).

Como R/.. es compacto pues R/.. = 7([0,1]) y S! es T?, por 6.1.18 f_" resulta
un homeomorfismo.

Ejemplo 7.2.23 Intervalo. En X = [0,1]U[2, 3] definimos la relacion de equivalencia
Foou i =9 D=1 =2) 0 [=2,0=1)
Entonces X/ = [0,2].
Para esto, consideremos la funcion
f:X—][0,2
definida por

¢ si DXt
f(t)“{ t—1 st 2<t<3
que es continua por el ejercicio 12 de 4.4.
Usando 7.2.20 y las mismas ideas que en los ejemplos anteriores se prueba
que
f: X/ — [0,2] definida por f ([z]) = f(z)

es un homeomorfismo.

Veremos ahora ejemplos de espacios cociente obtenidos por relaciones de equi-
valencia en el cuadrado I? = I x I de R?, donde
11
I=[-= =]
2°2
En todos estos ejemplos describiremos la relacion de equivalencia senalando
solo los puntos distintos que identifica.
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Ejemplo 7.2.24 Cilindro. Consideremos el cilindro en R3
C={(z,5.t) eR: 22 +* =1, t € I}

y la relacion de equivalencia en I* dada por

1 1
—= ) s (= TR0
(~5:)~ (58 Veel

El espacio I*/.. es homeomorfo al cilindro C.

Consideremos la funcién

f:I* - C, f(s,t) = (cos2ms,sen2ms,t).

~nZ
AL
Fill
\._____‘__
| |
A A | |
By f I J_.-*/
> > P P
— | V
| I =
X |
.

Dejamos al lector verificar que f induce el homeomorfismo

£ C f(((st)]) = f(s,0).

Ejemplo 7.2.25 Cono. Consideremos el cono en R3
1 1
£ {((5 — t) cos 27s, (—2— —tysen2ms,t) : s, t € I}

y la relacion de equivalencia en I?

1) 1 1 1
—— [ — = - ~ ’— v ‘ I.
(—5 0~ Gt) Vel y (5,3)~(s,5) Va5

El espacio cociente I1%/.. es homeomorfo al cono B.

93
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Dejamos al lector verificar que la funcién
9 1 1
f:I*—> B, f(st)= ((5 — t) cos 27s, (-2; —t)sen27s. t)
induce un homeomorfismo

f: 1%/, — B.

Notemos que también podemos obtener el cono B identificando en el cilindro
C del ejemplo anterior, los puntos del conjunto

1
A={(x,y,-2—):582+y2=1}§a

Usando la notacién del ejemplo 7.2.7 tenemos que

Cla™B.

— —_—

Ejemplo 7.2.26 Esfera. Consideremos la esfera en R?
S? = {(z,y,2) eR®: 22 + 42 + 22 = 1}.
Sea ~ la relacion de equivalencia en I* dada por

1 1 1 1 1 1
—— )~ (= t)Vtel - —— ] )~ (8 =) Vs, 8 ;
( 2’ ) (2: ) i (Sa 2) (3s 2), (312) (3:9) Vs,.s €1

&

El espacio obtenido es homeomorfo a S*. Es decir

I’/ =52
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Podemos visualizar este hecho identificando primero los puntos de cada uno
de los lados horizontales del cuadrado I? y luego identificamos las imdgenes de los
lados verticales segiin la relacién. Esto se muestra en el siguiente dibujo; la segunda
identificacion es el resultado de los dos tiltimos pasos.

ROXSVAS?

También se puede obtener la esfera S? como cociente del cono B del ejemplo
7.2.25 , identificando los puntos del subconjunto

N
>
L

1
D = {(cos2ms,sen 27s, _5) :s€l} C B.

Es decir
B/p = S2

—_—

Ejemplo 7.2.27 Toro bidimensional. En R® tenemos el toro

T = {((2+ cos ) cosp, (2 + cosf)senp,send) : —m < 0, < 7}.
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T se realiza como espacio cociente de I* por la relacién de equivalencia
1 1 1 1
(“'é,t)w(i‘t) vtel Y (S,‘—‘i)’\'(é,é) Vs e I.

Podemos obtener también T a partir del cilindro C del ejemplo 7.2.24 de la
siquiente manera:

1 1
T=Cl. donde (z,¥, —5) ~ (z,y, 5).

Esto puede visualizarse con la sucesion de pasos dibujados (los dos tltimos
pasos corresponden a la identificacion en C').

A 4

G~

Ejemplo 7.2.28 Cinta de Moebius. La cinta de Moebius es el conjunto de R® defi-
nido por:

M= {((1- aseng)cosﬁ',(l — asen g)senﬂ,acosg) ra € [—-1~ %It‘? € [—m, 7]}

27
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A M se la puede visualizar como la superficie descripta por un segmento L
que se desplaza de modo tal que su punto medio P describe una circunferencia S' en
el plano zy. Simultdneamente L rota con una velocidad de rotacién igual a la mitad
de la velocidad angular con que P recorre S'. Asi, cuando P completa una vuelta,
el segmento gira 7 radianes.

Se obtiene que

1 1
M =1%/.. donde (—E,f)w(a,—f) vtel.

F

Ejemplo 7.2.29 Botella de Klein. Otro ejemplo importante es la botella de Klein
que la podemos definir por I?/.. donde

1 1 1 1

-

Visualicemos esto realizando sucesivos pasos.

| 1,_%_%°
L

Ahora debemos sélo identificar los bordes marcados y de la forma en que indi-
can las flechas. Claramente esto no se puede hacer en R? puesto que no podemos hacer
esta identificacién sin una autointerseccion. De todos modos, es usual repesentar a
la botella de Klein de la siguiente forma.

k4

Y
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Ejemplo 7.2.30 Espacio proyectivo. FEl espacio proyectivo real bidimensional RIP?
se define por

1 1 1 1
2--— 2 A ~ = — —_—— o | — —
RP* = I*/.. donde ( 2,t) (21 £y ls, 2) ( 3,2) Vt,s € I.

Realicemos las identificaciones en sucesivos pasos.

D . c

< D B
| A q_>_>
A 4 B

CRED AR

Al ltimo paso no lo podemos hacer en R? pues sélo debemos identificar los
arcos marcados con (+) y esto no es posible en R? sin autointerseccién.
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7.3 Ejercicios

1. Probar la observacién 7.1.3.

2. Sean Xj,..., X espacios topolégicos y A; C X; Vi. Probar que en el espacio

k
producto [] X; se cumplen:

=1

d) (li Ai)o Z]_:—i AS
b) (1T A~ =11 A7

3. Sean 7 y D las topologias en R, usual y discreta respectivamente. Considerar en
R? la topologfa 7 * D y hallar A°, A~ y FrA para:
a) A=1[0,1] x [0, 1].

b) A=(-1,1) xQ.

4. Demostrar que si X es homeomorfo a X e Y es homeomorfo a Y, entonces X x Y
es homeomorfo a X X Y .

5. Probar la observacién 7.1.7. Esto es, probar que las siguientes funciones son
homeomorfismos.
a) X XY XxZ—- (XxY)xZ
($=y=z) = ((.’L‘y).Z) 5
b) R* — {0} — S™ ! x R*

z = (2, ll2ll) -
6. a) Probar que si f : X — Y es continua e Y es Ty entonces

Grf ={{z, f(z)) ;2 € X}

es cerrado en X X Y.
b) Sea A = {(z,z) : z € X}.
Probar que X es Ty si y s6lo si A es cerrado en X x X.
7. Completar las pruebas de 7.1.9 y 7.1.10. Es decir, si X =[] X; demostrar que:
i=1
a) X es N} & X, es Ny Vi.

b) X es separable <> X; es separable V,.

8. Sean 7, D y 7' las topologias en R, usual, discreta y generada por los intervalos
de la forma [a, b), respectivamente.
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Considerar en R? las topologias 7 * D y 7 % 7’ y decidir si cada uno de los
espacios topoldgicos que resultan es Ny, Ny, separable, T3, conexo y compacto.

9. Verificar las observaciones 7.2.5 y 7.2.10.
10. En R, con la topologia usual, considerar ~ definida por
T~y Tz—yEeQ.

Probar que 7 : R — R/~ no es cerrada y que la topologfa cociente en R/~ es
la indiscreta.

11. Probar que si X/~ es T5 entonces la relacién ~ es un subconjunto cerrado en el
espacio producto X x X.

12. En X =R? — {(0,0)} definimos la relacién de equivalencia ~ por
z~y e =yl
a) Probar que la proyeccién candnica m: X — X/ ~ es abierta y cerrada.
b) Probar que X/~ es homeomorfo a R*.
13. Probar que son homeomorfismos las funciones j_° de los ejemplos 7.2.22 y 7.2.23.

14. Sean
)(‘——[‘—1,1], YZX/N] y Z=X/'V2
donde ~; identifica % con 1, mientras que ~y identifica —% con —1y % con 1.
Demostrar que X, Y y Z no son homeomorfos dos a dos.



CAPITULO 8
SUCESIONES

8.1 Principales resultados

La nocién de sucesién en R™ ha sido el medio utilizado originariamente para estudiar
funciones continuas entre espacios euclideos y también caracterizar los subconjuntos
compactos de estos espacios.

En el capitulo 2 hemos generalizado este concepto en espacios métricos y vimos
en la proposicién 2.1.22 que podemos caracterizar la continuidad de funciones entre
espacios métricos a través del comportamiento de las sucesiones.

También podemos determinar la topologia inducida por una métrica mediante
las sucesiones, determinando los subconjuntos cerrados del espacio.

Proposicién 8.1.1 Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X. Entonces
A es cerrado si y sélo si toda sucesion en A que converge lo hace a un punto de A.

Demostracién Supongamos que A es cerrado y sea {z, },en una sucesion en A que
converge a rg. Entonces, VV € &, Ing € N tal que si n > ng, z,, € V' y por lo tanto
V N A#(. Esto implica que zg € A~ = A.

Reciprocamente, si z € A™, para cada n € N podemos elegir z,, € AN B(z, ﬁ)
Es claro que {z,}nen converge a z (ver 2.1.20), luego por hipétesis z € A. Asi
A= A", es decir A es cerrado. B

Es evidente que no hay impedimentos para definir los conceptos de sucesiéon
y de convergencia en un espacio topolégico. Sin embargo, a diferencia de lo que
ocurre en un espacio métrico, en general no es posible caracterizar la topologia usando
sucesiones salvo bajo ciertas condiciones que veremos mds adelante.

La nocién de red en un espacio topologico generaliza la de sucesion y permite
determinar la topologia del espacio. El lector interesado podra hallar la definicién
de red y los principales resultados sobre el tema en cualquiera de los libros de la
bibliografia.

Definicién 8.1.2 Una sucesion en un espacio topoldgico X es una funcion
S :N —X. Como es habitual, denotaremos la sucesion por {z,}nen donde z, = S(n).
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Definicién 8.1.3 Una sucesion {z,}nex en un espacio topoldgico X converge
zo € X, si VV € &, Ing € N tal que si n > ngy entonces z, € V. En este caso
escribiremos &, — xg.

Es fdcil ver que si en esta definicién hacemos variar V en una base de entornos
de z(, obtenemos un enunciado equivalente de la convergencia de la sucesién {z, }nen
al punto zg.

Ademis, como la convergencia de una sucesién depende de sus valores a partir
de un ng € N, dos sucesiones que difieren en un mimero finito de elementos tienen el
mismo comportamiento en lo que se refiere a convergencia.

Los ejemplos mds simples de sucesiones son las sucesiones constantes, es decir
de la forma x, = 2o Vn € N. Es claro que esta sucesién converge a xy.

Una sucesion puede converger a mas de un punto. Por ejemplo, una sucesién
cualquiera en un espacio con la topologfa indiscreta converge a todo punto del espacio.
Otros ejemplos de esta situacién son los siguientes.

Ejemplo 8.1.4 Sean X un conjunto, o € X y 7, la topologia definida en 3.1.5.
Entonces:

a) La sucesion constante x,, = xg Yn € N, ademds de converger a xy, converge
a todo x € X puesto que cualquier entorno de x contiene a xg.

b) Una sucesion {x,}nen converge a yg si y sélo si Ing € N tal que si n > ny,
Ty = Lo 0 Ty = Yp-

Ejemplo 8.1.5 Sean X un conjunto, zo € X y T* la topologia definida en el ejer-
cicto 2 del capttulo 3. Entonces:

a) Toda sucesion converge a xg pues el unico entorno de xg es X.

b) Sea yo # xo. Una sucesion {,}nen converge a yo si y sélo si Ing € N tal
que T, = Yo Yn > nyg.

Estos comportamientos poco apropiados de una sucesién desaparecen si el
espacio es de Hausdorff.

Proposicién 8.1.6 Si X es un espacio topoldgico Ts, toda sucesion en X que con-
verge lo hace a un 1unico punto.

Demostracién Sea {z,},en una sucesion en X que converge a g y sea y # .
Por ser X T, existen U € £, y V € &,, talesque UNV = 0.
Como z, — zg, Ing€ N tal que si n > ng entonces z, € V y por lo tanto
T, ¢ U. Luego la sucesién {z,}nen no converge a y. B
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Los resultados contenidos en la siguiente proposicién se demuestran en forma
directa.

Proposicién 8.1.7 Sea {z,}nen una sucesion en un espacio topoldgico X que con-
verge a xy. Entonces:

i) SiAC X yzx, € AVn € N entonces o € A™.

it) Si'Y es un espacio topoldgico y f : X — Y es una funcidn continua en xg,
entonces { f(xn)}nen converge a f(zo).

Demostracién i) Si V € &,,, por convergencia de la sucesion, 3ng € N tal que si
n > ng entonces z, € V. Luego VN A# Dy asf zg € A™.

ii) Si W € Ef(ay), pPOr ser f continua en xo, existe V € &, tal que f(V) C W.
Como x,, — xp, Ing € N tal que Vn > ng, =, € V. Esto implica que f(z,) € W
y por lo tanto f(z,) — f(zo). W

Para espacios topoldgicos Ni, probaremos las reciprocas de las dos proposi-
ciones anteriores y caracterizaremos la topologia mediante sucesiones.

Antes observemos que si {V,,},en €s una base de entornos de un punto z y
definimos
n
()
V.= .ﬂl Vi
i=

{V,/ }nen también es una base de entornos de z. Esta familia tiene la propiedad que
Vo1 CVe V¥neN

por lo que la llamaremos una base de entornos encajados de x.

Luego, en todo espacio Ny existe para cada x una base de entornos encajados
de z.

Observacién 8.1.8 Sea {V},en una base de entornos encajados de z. Si para cada
neNz, € V), la sucesion {z,}nen converge a z.

En efecto, si V € & 3ng € N tal que V,;, C V y por lo tanto Vn > nq
€V, EVL. CWV

Teorema 8.1.9 Sea X un espacio topoldgico Ny. Se verifica que:

i) Si toda sucesion en X que converge lo hace a un tnico punto, entonces X
es un espacio de Hausdorff.

i) St AC X yxg € A™ entonces existe una sucesion en A que converge a xg.

iii) Sea Y wun espacio topoldgico y f : X — Y wuna funcion. Si para cada
sucesion {x,}nen en X que converge a xo, {f(z,)}nen converge a f(zo), entonces f
es continua en xg.
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Demostracién i) Supongamos que X no es Th, entonces existen z; z, € X con
T # Ty, tales que todo entorno de z, interseca a todo entorno de z,.

Por ser X un espacio N; existen {V,}nen ¥ {Whs }nen bases de entornos enca-
jados de z; y zp respectivamente. Como para cada n € N se tiene que V,, N W,, # 0,
podemos tomar un punto y, en dicha interseccién. Por la observacién anterior, la
sucesion {yy, }nen asi definida converge a x; y a z,, lo que contradice la hipétesis.
Luego X es un espacio T5.

ii) Sea zg € A~ y sea {V}, }nen una base de entornos encajados de zo. Entonces,
como Vn € N se verifica que V,, N A # 0, elegimos z,, € V;, N A y construimos asi una
sucesion en A que, por 8.1.8 converge a .

ili) Supongamos que f no es continua en zg, entonces IW € &) tal que
para cada V' € &,, tenemos que f(V) € W. En particular, si {V,,}nen s una base de
entornos encajados de zo, Vn € N existe z,, € V, tal que f(z,) ¢ W.

Luego la sucesion {z, }ren converge a o pero { f(z,) }nen no converge a f(z)
en contradiccién con la hipétesis. Asi, f es continua en zp. B

El siguiente corolario, cuya demostracién dejaremos al lector, nos muestra que
en un espacio NV las sucesiones determinan los subconjuntos cerrados y por lo tanto
caracterizan la topologfa del espacio.

Corolario 8.1.10 Sea X un espacio topoldgico Ny. Entonces A C X es cerrado si y
solo si toda sucesion en A que converge lo hace a un punto de A. R

Si elegimos elementos de una sucesién de manera que sus fndices sean cada vez
mds grandes, obtenemos una nueva sucesién que llamamos subsucesién de la dada.

Definicién 8.1.11 Dadas una sucesion {Z,}neny €n un espacio X y una funcion
estrictamente creciente de N en N que lleva k en ny, la sucesion {x,, }ren se dice que
es una subsucesion de la sucesion {x, }nen.

Ejemplo 8.1.12 Consideremos en R la sucesion {(—1)"}nen. Las sucesiones cons-
tantes iguales a 1 y a —1 son subsucesiones de dicha sucesion.

Definicién 8.1.13 Sea {z, }nen una sucesion en un espacio topoldgico X . Un punto
To € X es un punto de aglomeracion de la sucesion siVV € €, yVn € N, I3m > n
tal que x,, € V.

Es claro que si {z,}nen converge a xg, 2o es un punto de aglomeracién de
{mn}nEN-
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Los puntos 1 y —1 son puntos de aglomeracién de la sucesion {(—1)"},en.
Este es un ejemplo de la situacién general dada en la siguiente proposicién, cuya
demostracién dejamos al lector.

Proposicién 8.1.14 Si {z,}nen s una sucesion en un espacio topolégico y {xn, }ren
es una subsucesion de ésta que converge a xg, entonces xq es un punto de aglomeracion
de la sucesion {x,}nen. W

Probaremos la reciproca de esta proposicién cuando el espacio es Ny.

Proposicién 8.1.15 Si X es un espacio topoldgico N1 y xy € X es un punto de
aglomeracion de una sucesion en X, entonces existe una subsucesion de ésta que
converge a Iy.

Demostracién Sea xp un punto de aglomeracién de la sucesién {z,}n,en v sea
{V3 }nen una base de entornos encajados de zo.
Inductivamente podemos elegir para cada k € N, n;, tal que

Tos EVE ¥ mp > WL
Luego {z,, }ren es una subsucesién de {z,},.cx que converge a zg, por 8.1.8. ®

A continuacién veremos dos resultados que relacionan el comportamiento de
las sucesiones con la compacidad del espacio.

Proposicién 8.1.16 Sea X un espacio topoldgico Ny. Si X es compacto entonces
toda sucesion en X tiene una subsucesion convergente.

Demostracién Sea S = {z,},en una sucesion en X. Por la proposicién anterior es
suficiente probar que S tiene un punto de aglomeracion.
Para cada n € N, sea

8 ={& i 2 Bk

Veremos que (L S, # 0. Supongamos que Al S, =0, entonces U S5;¢=X
ne ne

nel
y por lo tanto {S,“},en es un cubrimiento abierto de X. Como X es compacto,
existen ny, ..., n, tales que

k
U Sp=X
k k
Luego n S, = 0 lo que es absurdo pues '91 Spy, = Sy, donde n; =

max{n, : 1 <i < k}.

Sea entonces z, € ﬂ‘%} S, . S1V €&, yn €N, como zqg € S, se tiene que
nei

VNS, #0y por lo tanto existe m > n tal que z,, € V. Luego hemos probado que
Ty es un punto de aglomeracién de S. W
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La reciproca de la proposicién anterior es verdadera si pedimos que el espacio
sea Ny, Para probar este hecho necesitamos el siguiente resultado.

Proposicién 8.1.17 Si X es un espacio Ny, todo cubrimiento abierto tiene un sub-
cubrimiento numerable.

Demostracién Sean M C Ny B = { B, }nea una base numerable de la topologia de
X y sea U = {U,}ier un cubrimiento abierto de X. Tomemos

My={n€ M : B, CU, para algiini € I}

y elijamos para cada m € My, i(m) € I tal que By, C Uigm).
La familia {U;(m)}mens, €s un cubrimiento de X. En efecto, si z € X 3i € 1
tal que z € U; y como B es base de la topologfa, existe m € M tal que

T€ By CU;
y por lo tanto & € Uym). Luego {Uiim) }mens, s un subcubrimiento numerable de &/. B

Proposicién 8.1.18 Sea X un espacio topoldgico Ny. Si toda sucesion en X tliene
una subsucesion convergente, entonces X es compacto.

Demostracién Supongamos que exista U/ un cubrimiento abierto de X sin sub-
cubrimiento finito.

Por la proposicién anterior podemos suponer que I es una familia numerable,
por ejemplo U = {Up, }nen.

A los fines de obtener una contradiccién, construiremos una sucesiéon que no
tiene puntos de aglomeracion.

Como U no tiene subcubrimientos finitos, U; # X y por lo tanto existen

T 71
z1 ¢ Uy y ny € N tales que z; € Uy,. Luego z; € V; =Y U;.
J:
Ahora como también Vi # X, existen x5 ¢ Vi y ny € N tales que x5 € U,,.
ng
Asf resulta que ng > ny y 22 € V5 =_Ul .
‘?.._-
De esta manera construimos inductivamente una sucesion {zj }ren que satis-
face
Nk
e € Vi =.U1 Ui, ne>ngy v ok & Vit
J:

Esta sucesién no tiene puntos de aglomeracién pues si x € X, 37 € N tal que
x € U; y éste es un entorno de x para el que no se verifica la condicién dada en la
definicién 8.1.13. Para ver esto, elegimos k tal que ngy_; > j. Como U; € Vi y
Zy & Vi1 Vm > k resulta que z,, ¢ U;, Ym > k.

Luego, por 8.1.14, esta sucesién no tiene subsucesién convergente, en con-
tradiccion con nuestra hipétesis. Por lo tanto X es compacto. B



Sucesiones de Cauchy 107

Un resultado que relaciona el comportamiento de sucesiones con la propiedad
topolégica Ns y cuya prueba no incluiremos en estas notas, es el siguiente.

Proposicién 8.1.19 Si X es un espacio métrico y toda sucesion tiene una subsuce-
sion convergente, entonces X es No. R

Como todo espacio métrico es N, combinando 8.1.16, 8.1.18 y 8.1.19 obte-
nemos el siguiente resultado que caracteriza compacidad en términos de sucesiones.

Proposicién 8.1.20 Sea X un espacio métrico. Entonces toda sucesion en X tiene
una subsucesion convergente si y sdlo si X es compacto. B

La convergencia de una sucesiéon en un espacio producto depende del com-
portamiento de las sucesiones que se obtienen proyectando aquella sobre cada eje
coordenado.

mn

Proposicién 8.1.21 Sean X1, ..., X,, espacios topoldgicos y X =[] X;. Entonces la
i=]

sucesion {Tnnen en X converge a xg si y sélo siVji=1,...,n, {p;j(@,)}nen converge

a p;(xo).

Demostracién Si z,, — z, como las proyecciones p; son continuas, p;(z,) — p;(zo)
por ii) de la proposicién 8.1.7.
Reciprocamente, supongamos que para cada j = 1,...,n, p;(z,) — p;(zo) v
sea U = U; X ... x U, un abierto de la base canénica de X que es entorno de zg.
Entonces para cada j, existe n; € N tal que si n > n;, p;(z,) € U;. Luego si
ng =max{n; : 1 <j<n}yn>ng z, €U y por lo tanto z,, — z,. A

8.2 Sucesiones de Cauchy

Finalizaremos este capitulo con las nociones de sucesiéon de Cauchy y de espacio
métrico completo.

Definicién 8.2.1 Una sucesion {x,}nen €n un espacio métrico X es de Cauchy si
Ve > 0 dng € N tal que sin > nyg y m > ng, entonces d(z,, Tm) < €.

En la siguiente proposicién resumimos varios resultados basicos acerca de suce-
siones de Cauchy.

Proposicién 8.2.2 En un espacio métrico se verifica que:

i) Toda sucesion convergente es de Cauchy.

ii) Toda sucesion de Cauchy es acotada.

1ii) Si {xy tnen es una sucesion de Cauchy y {x,, }ren €s una subsucesion que
converge a To, entonces r, — Iy.
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Demostracién i) Sea {z,}nen tal que z,, — zy y sea € > 0. Entonces 3ng € N tal
que si n > ng, d(zn, zg) < 5. Luegosin > ngy m > ng

d(xnzxm) = d(xm J:{J) + d(IOa xm) <€
y asi la sucesion es de Cauchy.
i1) Sea{x, }nen una sucesion de Cauchy. Luego para £ = 1 Ing € N tal que si
n>mngym2> ng, dTy, Zm) < 1. En particular d(z,,z,,) <1 Vn > no.
Sea r = max({d(z;, Tp,) : 1 < ng} U {1}). Es claro ahora que
{zn :n € N} C B(zp,,7)
y por lo tanto la sucesién es acotada.

iii) Sean {z,}nen una sucesion de Cauchy y {z,, }ren una subsucesién que
converge a .

Luego, dado e > 0 dmy; € Ntal quesin > my y m > my d(zn, ) <
JIm, € N tal que si k > my, d(zy,, 7o) < 5.

Sea ng = max{m,,ma}. Sin > ng y nx > ng, se tiene que

¥

rolm

d(zp,z0) < d(Zp, Tp,) + d(Tn,, o) < -;— + g— <€

lo que implica que z,, — 7. W

Definicién 8.2.3 Un espacio métrico tal que toda sucesion de Cauchy converge se
dice completo.

La siguiente proposicién nos muestra que los subconjuntos cerrados y acotados
de R™ son espacios métricos completos.

Proposicién 8.2.4 Si X es un espacio métrico compacto entonces es completo.

Demostracién Como todo espacio métrico es Ny, si {z, }nen €s un sucesion de
Cauchy en X, por la proposicién 8.1.16, tiene una subsucesion convergente. Luego
por iii) de la proposicién anterior {,},ey converge. B

La reciproca de la proposicién anterior es falsa. El teorema siguiente nos
da una familia importante de ejemplos de espacios métricos completos que no son
compactos.

Teorema 8.2.5 Para cada m € N, R™ es un espacio métrico completo.
Demostracién Si {z, },en €s una sucesién de Cauchy en R™, por ii) de la proposicién
8.2.2, es acotada. Luego dy, € R™ y r > 0 tal que

{zn:n €N} C B (yo,7).
Como las bolas cerradas son subconjuntos compactos de R™, por la proposicién an-

terior B (3o, ) es un espacio completo y por lo tanto 3z, €B (9o, ) tal que z,, — zq.
Luego R™ es completo. B
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8.3 Ejercicios
1. Determinar todas las sucesiones convergentes en un espacio topolégico discreto.

2. Sea X con la topoplogia de los complementos finitos y sea {z, },en una sucesién
inyectiva, es decir, si n # m entonces x,, # z,,. Probar que {x,},en converge a todo
punto z € X.

3. Considerar en N la topologfa definida en el ejemplo 3.1.6. Dado & € N, determinar
todas las sucesiones que convergen a k.

4. Probar el corolario 8.1.10.

5. Sean X un espacio topoldgico N; y A un subconjunto de X. Probar que z € X
es un punto de acumulacién de A si y sélo si existe una sucesién en A — {z} que
converge a .

6. Demostrar que toda subsucesiéon de una sucesién dada converge al mismo punto.
7. Demostrar la proposicion 8.1.14.

8. Sea X un espacio Ty y N, tal que toda sucesion tiene un subsucesién convergente.
Probar que si f : X — X es una funcién continua, entonces f es cerrada.

9. Sean X e Y espacios topoldgicos compactos y N,o. Probar que X x Y es compacto
usando sucesiones.

10. Demostrar que si X es un espacio métrico discreto entonces es completo.
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CAPITULO 9
APLICACIONES

En este capitulo resolvemos los cuatro primeros problemas planteados en el capitulo
1 v que han sido presentados como motivacién para el desarrollo de los contenidos de
estas notas.

En la resoluciéon de estos problemas juegan un rol importante:

1) El teorema de Bolzano y la caracterizacién de los conexos en R.

ii) El teorema de Heine-Borel-Lebesgue de caracterizacién de los subconjuntos
compactos de R™.

iii) Propiedades de funciones continuas cuyo dominio es compacto.

9.1 Un problema de existencia

;Cudndo una ecuacioén de la forma f(z) = y puede ser resuelta en z en términos de
y?. O bien, jpara qué y existe z tal que f(z) = y?.

A continuacion resolvemos este problema, que es el de encontrar la imagen de
f, en tres situaciones distintas.

9.1.1 Sea X un espacio topoldgico conexo y compacto, por ejemplo un intervalo [a, b],
una bola cerrada en R™ o una esfera en R".
Sea f : X — R continua y definimos

a=inf{f(z):z € X}, b=sup{f(z):z€ X}

Por el teorema de Bolzano 5.1.7, f(X) es conexo en R. Luego por 5.1.12, f(X) es
un intervalo pero como también es compacto, por 7.1.14 es un intervalo cerrado y
acotado. En consecuencia, a,b € Ry f(X) = [a,b].
Por lo tanto, en este caso podemos responder al problema planteado de la
siguiente forma:
y € [a,b] < 3 z € X tal que f(z) =y.

9.1.2 Sea f : R — R continua. Definimos a y b como en 9.1.1 aunque en este caso
puede ser a = —o0 0 b = +00. Por el teorema de Bolzano podemos asegurar:

siy € (a,b) = 3z € X tal que f(z) =y.
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Notemos que por ser el dominio de f no compacto, la imagen f(R) no es
necesariamente un conjunto cerrado ni acotado. Por esto, la condicién que obtenemos
en este caso es mds débil que la de 9.1.1.

9.1.3 Para simplificar la notacién, designamos por D a una bola cerrada en R? y por
C a su frontera. Esto es,

D = {zeR?:d(z,z0) <1}
C = {aeR:d(z,z)=r

donde g € R?, 7 > 0 y d es la distancia usual en R?.

Nuestro préximo objetivo es encontrar condiciones para resolver el problema
de existencia planteado, cuando f : D — R? es continua. Para esto necesitamos
definir el nimero de vueltas de una curva alrededor de un punto y a los fines de llegar
a ella de una forma simple daremos sélo una definicién intuitiva.

Sea ¢ : [0,1] — R? una curva cerrada, esto es, ¢ es continua y ¢(0) = ¢(1).
Sea 2 € R? — ¢([0,1]) y para cada t € [0,1] sea L; la semirecta con origen z y que
pasa por ¢(t). Cuando t va de 0 a 1 L, rota alrededor del punto = y como la curva es
cerrada Lg = L;.

L
o

o(r’)

Asi, durante este movimiento correspondiente a ¢ de 0 a 1, la semirecta L,
realiza un nimero entero de vueltas alrededor del punto = que le asignamos signo +
si el giro es contrario al de las agujas de un reloj, y signo — si el giro es en el sentido
de las mismas. Este ntimero es llamado el nimero de vueltas de la curva ¢ alrededor
de = y denotado por W(p, ).

En los dibujos siguientes damos ejemplos de curvas cerradas y explicitamos el
nimero de vueltas para los puntos de cada una de las regiones del complemento de la
imagen de la curva. Asf, en el primer dibujo la curva es una circunferencia recorrida
en el mismo sentido al de las agujas de un reloj y por lo tanto, para cualquier punto
de la regién interior el mimero de vueltas es —1. En cambio, para cualquier punto de
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la regién exterior, es 0. En el segundo dibujo la curva tiene la figura de un 8 y en el
tercero la curva es similar a un 8 seguido de una circunferencia.

0
Recordemos que C es la circunferencia en R? de centro zy y radio r.
Sean f) : C — R? continua y ¢ : [0,1] — C definida por ¢(t) = zg + re®™.

Para y ¢ f1(C), se llama nimero de vueltas de f, alrededor de y, y se denota por
W(f1,9), e W(fioe,y).

El siguiente teorema da una condicién suficiente para encontrar solucién al
problema de existencia planteado en 9.1, para f: D — R? continua.

Teorema 9.1.4 Sean D y C comoen 9.1.8y f : D — R? continua. Siy € R*—f(C)
y ademds W(fic,y) # 0 entonces eziste x € D tal que f(z) =y.

Demostracién Daremos una prueba intuitiva y serd por el absurdo, es decir veremos
que si y' ¢ f(D) entonces W(fic,y') =0.

Sea s € [0, 7] donde r es el radio de la circunferencia C' y denotemos por C; la
circunferencia de centro zg y radio s. Luego Cy = {zo} y C, = C.

Sea vy ¢ f(D). Entonces y' ¢ f(Cs) Vs € [0,7] y por lo tanto estd definido
W(fic,,y') Vs € [0,r]. Para simplificar escribimos

W(s) = W(fic,,¥)-

Consideremos ahora la familia de curvas fic, para s decreciendo de r a 0, que
comienza en fic y termina en f(zo) = fic, -
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|

e

Como f es continua. fio, varfa paulatinamente cuando s decrece suavemente
(ver dibujo anterior). Esto dice que W(s) es una funcién continua de s, para s € [0, 7).
Esto es, W : [0,7] — R es continua.

Por el teorema de Bolzano, W([0,7]) es conexo en R y como W(s) € Z Vs,
resulta W ([0, 7]) un punto, o sea W es una funcién constante. En consecuencia

W(r) = W(0) = 0

(la dltima igualdad resulta del hecho que fi¢, es la curva constante f(zo)).
Luego, hemos probado:

y ¢ f(D)=W(r)=W(fic,y)=0
con lo cual queda demostrado el teorema. B
El teorema 9.1.4 tiene la siguiente importante aplicacién.

Teorema 9.1.5 Sean D y C como en 9.1.8. Si f : D — R? es continua y f(z) ==z
Vz € C entonces D C f(D).

Demostracién Si ¢ : [0,1] — C es la funcién definida por ¢(t) = zo + r e*™,
fop =y por lo tanto

W(fic,y) = W(p,y).

Como
0 siye D-
wew={ ] 30
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—————— o(0)=¢p(1)

resulta W(fic,y) = 1siy € D°y en consecuencia, por 9.1.4, D° C f(D). Como por
hipétesis C C f(D) se concluye que D C f(D). m

Corolario 9.1.6 No existe funcion continua de la bola cerrada D en su borde C tal
que deje fijo a cada punto de C.

Demostracién Si f : D — R? es continua y fic =id entonces, por 9.1.5, D C f(D)
y por lo tanto f(D) #C. ®

9.2 Un problema de coincidencia

Veremos un resultado que dice que hay un par de puntos antipodales en la circunfe-
rencia S! para los cuales coinciden las imdgenes por una funcion continua.

n+1
Recordemos que, paran > 1, S® = {(z1,...,Zny1) € R** : 5 22 = 1}.
i=1

Teorema 9.2.1 Si f: S — R es una funcién continua entonces existe z € S' tal

que f(x) = f(~z).

Demostracién Sea A : S' — S! definida por A(z) = —z (funcién antipodal).

.xo

Como A es continua, g : S — R definida por

g(z) = f(z) — f o A(z) = f(z) — f(—x)
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es continua. Ademds, como S! es conexo, por el teorema de Bolzano resulta g(S')
CONexo.

Si existe zo € S! tal que g(zo) = 0 entonces f(zo) = f(—x0).

Si zg € S? es tal que g(xg) = a # 0, tenemos que g(—z¢) = —g(zp) = —a y
por lo tanto a, —a € g(S') que es un intervalo, por ser un conexo de R. Luego

0€ [~al,lal] € g(57)
y en consecuencia existe z; € S! tal que g(z1) =0, o sea f(z;) = f(—z;). A

El teorema anterior tiene la siguiente generalizacién, conocida como Teorema
de Borsuk-Ulam, cuya prueba no incluiremos en estas notas.

Teorema 9.2.2 Si f: S? — R? es una funcién continua entonces existe x € S* tal
que f(x) = f(-z).
Este resultado dice en particular que en cada instante hay un par de puntos

antipodales en la tierra que tienen la misma temperatura y presién. B

9.3 Un problema de puntos fijos

Nos interesa ahora encontrar condiciones para que una funcién f : X — X tenga un
punto fijo, o sea, para que exista z € X tal que f(z) = z. A continuacién resolvemos
este problema cuando X es un intervalo [a,b] de R o X es una bola cerrada en R?.

Teorema 9.3.1 Si f : [a,b] — [a,b] es una funcidn continua entonces existe z € [a,b]
tal que f(z) = x.

Demostracién Sea g : [a,b] — R definida por
o(z) = f(z) - =

Luego g es continua. Buscamos zq € [a, b] tal que g(z¢) = 0.
Si f(a) = a o f(b) = b no hay nada que probar.
Supongamos ahora que f(a) # a y f(b) # b, por lo tanto

fla)>a y f(b) <b.

En consecuencia g(a) > 0y g(b) < 0 y como g([a,b]) es un intervalo, pues por el
teorema de Bolzano es conexo en R, resulta

0 € [9(b), 9(a)] < g([a,b]).

Luego, existe zy € [a, b] tal que g(zo) = 0, 0 sea f(zg) = .
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b 4

Teorema 9.3.2 (Brouwer) Sean D y C como en 9.1.8. Si f : D — D es una
funcion continua entonces existe x € D tal que f(z) = z.

Demostracién Supongamos f(z) # z , Vz € D.
Podemos construir, para cada z € D, la semirecta L, con origen f(z) y que
pasa por z. Sea g(z) el punto de C obtenido por interseccién de C con L, — { f(z)}.

Mx)

8(x) g(x)
Ly Ly g(x)=x

Tenemos entonces la funcién g : D — C, tal que g =id pues g(z) = =z,
Vz € C y ademds g es continua (esto se puede ver en [2, pdg.109]). La existencia de
esta funcién g contradice el corolario 9.1.6.

Luego, existe ¢ € D tal que f(xg) = 2. M

9.4 Otro problema de existencia

El siguiente resultado prueba que el cuerpo de los mimeros complejos C es algebraica-
mente cerrado, es decir, todo polinomio no constante con coeficientes en C se escribe
como producto de una constante y factores lineales.

Teorema 9.4.1 (Teorema fundamental del dlgebra) Todo polinomio de grado mayor
o igual que 1, con coeficientes en los nimeros complejos C, tiene una raiz en C.
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Demostracién Bastara probar este resultado para polinomios mdénicos.
Seann > 1y

p(2) =2"+a, 12" ' +...+ay, a;€C Vi

Como f : R? —» C, f(x,y) = x + iy es biyectiva, por 3.2.11 podemos dar
a C la unica topologfa que hace de f un homeomorfismo (los abiertos en C son las
imdgenes por f de los abiertos de la topologia usual de R?). Asf podemos identificar
R? con C via f y considerar al polinomio como la funcién

p: B — R°

z — plz)
Escribimos p(2) = (14 221 4 4 90
2 zn

Como 14 2224 .. + 2 tiende a 1 cuando |z| — oo resulta

n— : 1
‘l+a 1+...+@ p N -
z 2 2
y por lo tanto si £ > 0
n b — a Zn . 1
() =l 1+ 2+ 25 Bl sk i el > @ty f2f >
Luego, dado k£ > 0
p(z)| >k, si|z|>r=max{r,(2k)"}. (9.1)
Tomemos k = |p(0)| = |ag| , por (9.1) tenemos que
JIr > 0 tal que |p(2)| >k, si |z| > (9.2)

Sean D =B (0,7) y f : D — R definida por f(z) = |p(z)|. Como D es
compacto y f es continua, f alcanza su valor minimo. Sea zp € D tal que

p(2)| = |p(=0)|, Vz e D. (9.3a)

En particular
k = |p(0)| = |p(20)] - (94)
De (9.2), (9.3a) y (9.4) resulta

lp(2)] > Ip(20)|, VzeC. (9.5)

Veremos ahora que p(zp) = 0 y es claro que con esto se concluye la prueba.
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Supongamos que p(zp) = ¢ # 0 con ¢ € C. Sea

q(z) = plz+2)=(z42)"+an1(z+20)" 1+ ...+ a9 =
= 242" . Fazte=2(g+h(2) +e

donde ¢; # 0y h(0) =0 (tomarc, =1 e =lIél_ié1 {7 : ¢; # 0}). Luego
sI1=sn

a(z) = F(e+h(zx) +c vy q0)=c

Encontraremos z; € C tal que |g(21)] < |c| y esto es una contradiccién puesto que
por (9.5) tenemos que

la(2)| = Ip(z + 20)| 2 |p(20)| = |¢|, Vze€C.

Sea B = B(—c, |c|) la bola abierta de centro —c y radio |c|.

- e, N
s S
/// \\\
,/ B b
\
{ % \
r \
\ = I
\ ]
\ /
\ /
N 7/
N, Ve
\\_%‘ ”,/
Siwe B y te€(0,1)entonces tw € B. (9.6)

Para esto, notar que B~ es convexo y 0 € B~. Como 0,w € B~, el segmento que los
une {tw : t € [0, 1]} estd contenido en B~ y 0 es el tinico punto de este segmento que
no estd en B.

Sea wy tal que c;wf, = —c (esto es, wy es una rafz i-ésima de —é). Por lo tanto,
c;wy € B que es un abierto. Usando que la funcién

C—-C, u— uwé
es continua, podemos asegurar que existe una bola abierta V' de centro ¢; tal que
uwy € B YueV. (9.7)

Como la funcién z — ¢;+h(z) es continua y h(0) = 0 tenemos que ¢;+h(z) — ¢
cuando z — 0 y por lo tanto

Je > 0 tal que si |z| < € entonces ¢; + h(2) € V.
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