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INTRODUCCTIORWN
Jorge VARGAS - Hilda 0. GONZALEZ

En el afio 1994 se llevd a cabo un Seminario sobre
fundamentos de la geometria en el Departamento de Matemética de
la UNIVERSIDAD NACIONAL DE SAN LUIS, como resultado de dicho
trabajo se han elaborado materiales sobre el tema mencionado.
Esta nota constituye una introduccidn a ellos y refleja parte de
lo expresado en el curso.-

Por Ultimo, solicitamos a los lectores enviarnos las
correcciones que se consideren necesarias para incluirlas en

futuras ediciones,

Los egipcios o los babilonios, transmitieron los
conocimientos en forma desordenada y justificaban los resultados
con la experiencia fisica, mas que con razonamientos. A wmedida de
gue la forma de elaborar conocimientos progresd, esto es, los
razonamientog se fuercn haciendo cada vez was rigurosos, surgid
la necesidad de indicar cuales son las gallinas y cuales son los
huevos de la geometria. Es decir, indicar cuales son los puntos
de partida de la geometria y como se deducen sus consecuencias.
EUCLIDES, comenzd esta tarea, la gque fue finalmente completada
por DAVID HILBERT, japroximadémente 2000 afios después!.

. El matemdtico griego EUCLIDES, del cual se tienen
pocos datos sobre su vida, entre los siglog IV - III antes de
Criste, posiblemente afics. 323-285/283 a. de (C., fundd en
Alejandria su célebre escuela. LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES ["The
Thirteen Books of Euclid's Elements, 3 vol. (1908; 2° ed. rev.
1926), es una traduccidn inglesa, con comentarios de T. L. Heath]
constituyen el tratado de geometria por antonomasia y conservan,
después de més de dos wmileniocs, todo su valor :

La obra es un modelo de tratamiento deductivo de la
geometria y solc en los UGltimos cien afics, con el establecimiento
de laé geometrias no euclidianas y la critica de los Elementos -

por Hilbert (1899) se hicieron obras de tan elevado valor légico.

. £l matemético alemd&n DAVID HILBERT (1862-1943)



considerado una de las primeras figuras cientificas del Siglo XX,
fue el iniciador vy principal impulsor del wmovimiento de
axiomatizacién que ha impreso sus rasgos caracteristicos a la
matemdtica moderna y gque ha conducido a imponer definitivamente

en esta ciencia el llamado método de formalizacidn.

La obra que marca una época en este sentido es: "LOS
FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA" ["Grundlagen der Gecmetrie" (1899) o
su posterior traduccidn inglesa: "The Foundations of Geometry"

{1902)1; en la cual Hilbert lleva a la luz v corrige una gran
cantidad de lagunas dejadas por Euclides en la construcclén
axiomdtica de la geometria cliasica.

. El1 uso frecuente que hace el gran matemdtico griego
de las figuras y de los llamados a la intuicidn, ocultaba el
hecho de que, a menudo, se introducian en las demostraciones
suposiciones que no estaban validadas por axiomas o por teoremas
anteriores. Esto significaba introducir axiomas implicitos en las
demostraciones y debilitaba la estructuracién légica del sistema.

En particular los axiomas de orden y de continuidad
faltaban casi todos del esquema euclidiano. Euclides redactd los
axiomas de incidencia, la infinitud de las rectas y el postulado
de paralelismo; a partir de ellos dedujo 1lo conocido de la
geometria hasta entonces. Hilbert, en su "Grundlagen", introduce
21 axiomas agrupados en los 5 grupos siguientes: Incidencia -
orden - Paralelismo - Congruencia - Continuidad o Axioma. de

Argquimedes.

. Una verdad basada en nuestra percepcidn es: Si
elegimos un segmento como unidad de medida de longitud, entonces
yuxtaponiendo dicho segmento tantas veces como sea necesario
alcanzamos cualquier punto de la recta gque lo contiene. El
jesuita ltallano GEROLANO SACCHERI (1667-1733), asume este hecho
como verdad absoluta para deducir que si ignoramos el postulado
de las paralelas entonces la suma de los &dngulos interiores de un
trid&ngulo es a lo sumo dos rectos. Puesto que demuestra que: "Si
la suma de los 4ngulos interiores de. un tridngulo es mayor que
dos rectos" se contradlce la verdad absoluta mencionada. Casi con
segurldad podemos afirmar gue esto llevd a Hilbert a introducir
el Axioma de Arqulmedes _

El intento mas elaborado para demostrar el postulado V




de EUCLIDES y el gue ha tenido mayor alcance en sus consecuencias
fue hecho por el Sacerdote Saccheri, profesor de matemdticas de

la Universidad de Pavia.
Su gran obra "EUCLIDES AB OMNI NAEVO VINDICATVS: SIVE

CONATUS GEOMETRICUS QUO STARILIUNTUR PRIMA IPSA GEOMETRIAE
PRINCIPIA", fue publicada en 1773 en Miléan.

No parece que llamara mucho la atencidén de sus
contemporénecs, ya que fue olvidada pronto y no hay indicios de
que ni GAUSS, ni LOBACHEWSKY, ni BOLYAI -los fundadores de la
geometria 1O euclidiana- tuvieran noticia del 1libro o de su
autor, sin embargo, su trabajo coloca a Saccheri entre los
grandes matemidticos que han contribuido al desarrollo de la nueva
geometria. ‘ _ ,

Tal y como se indica en el titulo, ellprropésito de
Saccheri al escribir su libro fue el de liberar a Euclides de
toda sospecha de error (en particular, y cosa de la mayor
imporﬁancia, del error de haber hecho la hipétesis contenida en.
el postulado V). Su procedimiento para lograr esto introdujo en
la geometria una figura de gran importancia: EL CﬂADRILATERO DE
SACCHERI ("Geometria Axiomatica", L.M. BLUMENTHAL (Ed. Aguilar
1965) su edicién original: "A Modern View of Geometry" (1561)).

Los trabajos de: FRANCISCO VIETA (o VIETE)
(1540-1603), matemdtico francés, considerado el inventor del
dlgebra moderna; vy de RENE (o RENATO) DESCARTES (1596-1650)
(RENATUS CARTESIUS en su forma latinizada) también hombre de
ciencia francés; permitieron describir los elementos de la
geometria euclidiana en coordenadas.

Las contribuciones de Descartes a la geometria y al
dlgebra se encuentran en su "GEOMETRIA"™ (1637}, obra de poca
extensidn, de pocc mids de 100 péaginas.

[DESCARTES; "LA GEOMETRIA", traducida por Pedro Rossell Soler,
Espasa-Calpe Argentina, S.A. (1947)].

Su aporte capital es la creacidén de la geometria
analitica, sintesis de la geometria comin y del &lgebra; su
fundamento es la correspondencia entre los nlimercs reales y los
puntos de una recta. La introduccidén - de las coordenadas
rectangulares (coﬁocidas como cartesianas) y, merced a estas, la
representacidén grafica de las funciones (o sea, establece una

correspondencia entre el ente analitico y = £(x), y los puntos de



una curva determinados por los pares de nfimeros x e y) le
permiten escribir las ecuaciones de la recta, paréabola,
circunferencia ... y clasificar las curvas segin el grado de las
ecuaciones que las representan.

(Esto es, lo gue hacemos al finalizar el tercer‘aﬁo).

. Esto junto con el descubrimiento de 1os_irracionales
‘por los  Pitag6ricos unos 1500 afios antes y la necesidad de
. definir el nﬁmero I en forma correcta, probablémenté ‘1lév6 a
. Hilbert a definir el axioma de continuidad. o

. En el siglo pasado MORITZ PASCH (1843-1931) formula
el postulado que lleva su nombre, a saber: "En el plano, si una
'reCta‘inside sobre un lado de un tridngulo, y no acierta con los
Vérticés, entonces ella debe cortar a uno de los otros dosg
lados"g la .justificacién de este hecho probablemente genero los
axiomas de orden y de divisién del plano.

Con Pasch aparece claramente formulada la concepcidn
acerca. de la naturaleza estrictamente axiomdtica de la
matemitica. Asi fue el primero en organizar sobre esta base el
sistema de .la geometria proyectiva absoluta, eén sus "LECCIONES DE
- GEOMETRIA" {“VORLESUNGEN UBER NEUERE GEOMETRIE“ (Leipzig,
Teubner, (1882)].

. Otra razdn para los axiomas de orden, continuidad Y
Arquimedes es probablemente la observacién de BERNHARD.RIEMANN
(1826-1866) de gue hasta 1854 nadie habia precisééo el concepto
de que las rectas no tienen principio ni fin. _

7 Esto le llevd a decir; para mi la infinitud de la recta
significa: vcada vez gue fijamos un origen en una recta,
suponemos que toda vez que marcamos un punto en ella es posible
encontrar uno mas alejado”. '

A partir de esto demuestra que Supone que: "la suma de
los angulos interiores de un tridngulo es mayor que dos’ rectos“-
no lleva a contradiccidén alguna. ‘_ '

Probablemente aqui nace la geometria proyectiva.

Las obras completas de este matemético alemén discipulo
y continuador de GAUSS Karl Friedrich (1777 1855) constltuyen un
solo volumen _

A pesar de ello sus contribuciones 1origina1es han



abierto nuevos rumbos en teorias fundamentales.

. Posteriormente Hilbert y MaxDehn (1200) [(1) Math,
Aann., t. {LIII), pdgs. 405-439: DIE LEGENDRE'SCHEN SATZE UBER DIE
WINKELSUMME IM DREIECK"] construyeron ejemplos de geometrias
donde vale el concepto de infinitud de Riemann y no el axioma de
Arguimedes.

| Para la geometria modelada en los nimeros reales valen
ambos axiomas. L
, El intento de expresar con mayor rigor matemdtico los
criterios de igualdad de tridngulos o poligonos, de acuexdo a los
niveles de la segunda mitad del siglo pasado, especialmente
usando el concepto de funcién como lo plantea el matemaitico
alemdn FELIX KLEIN (1849-1925), probablemente condujo a los
axiomas de Congruencia. ‘

Tuvo graﬁ importancia su unificacién y sistematizacidn
de las geometrias en lo que se llamé el Programa de ERLANGEN
{(1872) . Geometrias a las cuales Klein les dié los nombres con que
se conocen en la actualidad: geometria hiperbdlica, eliptica,
parabdlica. | ,

Finalmente al triatar de escribir en:forma algebraica
los problemas de construccidén con regla y compds llevaron
nuevamente a la necesidéd del axioma de las Paralelas,
Argquimedes, Congruencia y Continuidad.

Para construir una teoria satisfactoria del concepto de
drea, Hilbert descubrié que no necesitaba el axicma de las
paralelas, pero para lograr que valga que figuras de igual &rea
son equivalentes, Hilbert y Dehn, en 1980, wmostraron que es
necesario considerar los axiomas de Arquimedes , Congruencia,'
Paralelismd, Orden y Continuidad. .

Una demostracién de esto se puede encontrar en: FORDER,
Henry G.: "FOUNDATIONS OF EUCLIDEN GEOMETRY" (1927) (Bdit. Dover,
1958}, en esta obra el matemdtico neozelandés, seguidor de

Hilbert, expone con mucho detalle el trabajo de Hilbert.

. Una linda tarea para la R.E.M. seria escribir en

Espaﬁol, el dltimo problema mencionado arriba.

Sintetizando decimos que Hilbert descubre gque los

axiomas necesarios para dar mayor coherencia, solidez vy



justificacién a la edificacidén de la geometria construida por los
Griegos (330-275), Euler, Saccheri, Lagrange (1736-1813}, Gauss Yy

muchos otros son:

I) AXIOMAS DE INCIDENCIA
II) AXIOMAS DE ORDEN
ITI) AXIOMAS DE CONGRUENCIA
IV) AXIOMA DE ARQUIMEDES
V) AXIOMA DE PARALELISMO

. VI) AXIOMA DE CONTINUIDAD

La parte mds importante de ésta formulacidn es la que
se refiere a la COMPATIBILIDAD e INDEPENDENCIA de los axiomas.
Para demostrar la compatibilidad Hilbert muestra como se pueden
asociar numeros a los puntos, rectas, etc., de modo que a
. cualquier contradiccidn que resultara en la geometria
corresponderia una contradiccién en la aritmética, cosa que €l no
admitia.

ﬂPara demostrar la independencia de los axiomas,
Hilbert, construye geometrias que satisfacen a todos menos a uno
de los postulados admitidos: geometrias no euclidianas,
no-arquimedeanas, etc. | '

Una descripcién completa de estos axiomas se encuentran
en el libro de P. PUIG ADAM: Curso de "GEOMETRIA METRICA® (1961)
o, en el libro de J. A. TIRAO: "EL PLANO" (Edit. Docencia, 1979).

En sendos trabajos gque aparecerdn en REM que son:
"AXTOMAS DE LA GEOMETRIA EUCLIDIANA A PARTIR DE SIMETRIA "AXIAL“
por: Patricia L. GALDEANO, Olga M. VANNUCCI y Maria A. MINI; y
"AXTOMAS DE LA GEOMETRIA EUCLIDIANA A PARTIR DE CONCEPTOS
METRICOS" por: Nélida iris AURIOL, Maria Rosa BERRAONDO y Norma
R. CERIZOLA; se presentan otras formulaciones de los axiohas.

. Entre las contribuciones de Saccheri es de destacar:
si se aceptan los axiomas de incidencia, orden, congruencia y
arquimedes entonces es valido que en todo triéngulo rectangulo

los dos angulos no rectos deben ser agudos.

. MAX DEHN construyd ejemplos de planos euclidianos
donde valen los axiomas de incidencia, orden, congruencia y 1no

vale el de arquimedes y ejemplos de tridngulos rectidngulos de




“modo que: la suma de los &ngulos interiores es mayor que dos
rectos. Por consiguiente, uno de los dngulos no rectos es obtuso.

En el libro de Forder antes mencionado se hace un
profundo ahéliais donde se muestra la necesidad de cada uno de
los axiomas para lograr que los teoremas propuestos por Euclides,
SuUs sucesores O por nuestra percepcidén del espacio sean
verdaderos.

Muchas wveces hemos escuchado las denominaciones
"GEOMETRIA EUCLIDIANA", "GEOMETRIA NO EUCLIDIANA", “GEOME}TRiA
PROYECTIVA". Es natural preguntarse: ¢como encajan cada una de
ellas en el esquema de Hilbert?. La respuesta es: por ejemplo,
Geometria no euclidiana es un modelo de geometria donde valen los
axiomas I, II, III, IV y V: axioma de  las paralelas es
reemplazado por el siguiente V*: "Por un punto exterior a una
recta pasan infinitas paralelas a ella". |

En los articulos de BAZAN y otros, REM, Vol. 1 N° 3 y
de BOGGINO—MIATELLO,~REM,AVol. 3 N° 1 y N° 2 se encuentra mayor
informacidn.
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UNA FORMULACION DE LOS AXIOMAS PARA LA
GEOMETRIA EUCLIDIANA

Cada vez que se construye un nueVo trozo de matematica,
interesa saber sobre gque suposiciones estd basada (esto es: los
axiomas); para luego examinar la coherencia = de este nuevo
conocimiento. En el transcurso de la historia las Formas
Axiomaticas de la Geometria han seguldo pasos muy 1entos _

EUCLIDES, unos dos mil afios atrds recopild los axiomas que se
conocian en ese momento, para la geometria euclidiana. o

HILBERT, aproximadamente en 1890 (Dos mil afios ‘después)
completd esta lista y enuncid los teoremas méds importantes.

A continuvacién damos wuna lista de axiomas, que data
aprox1madamente de 1920 y gque aparece en el 11bro de PUIG ADAMS,
GEOMETRIA METRICA (1950).

HILBERT dividié los Axiomas de la Geometria Euclidiana en:
I) AXIOMAS DE INCIDENCIA '

I1) ) DE ~ORDEN ,
III) DE CONGRUENCIA
1V) DE PARALELISMO
V) DE CONTINUIDAD

Aproximadamente en 1960, A, CHOQUET, en su "Geometria
Métrica", utilizando espacios métricos, marca la diferencia con la
teoria de GEORGE D. BIRKHOFF (1930) queda un cdnjunto de axiomas
de la Geometria FEuclidiana a partir de regla, compés Yy
transportador. ' _
| Con PEANO.y E. PERRY comienza a preocupar la CONSISTENCIA
de la Geometria.

Nota: -Sugerimos la lectura del libro: "GEOMETRY" by EARL
PERRY, (AXIOMATIC DEVELOPMENTS WITH PROBLEM SOLVING) (Copyright
(1992) by Marcel Dekker, Inc.).

Y también en muy Gtil la consulta de: "EL PLANO" de J.A.
TIRAO (1979).
Brevisimo comentario scbre el concepto de:

CONSISTENCIA {
Cada vez que se tiene un sistema axiomdtico, se escriben

posibles enunciados de teoremas, es decir se escriben
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implicaciones p — g y se analiza su verdad en base a los
axiomas. '
Escrita todas las implicaciones p — ¢, se define
THCONSISTENCIA diciendo:
hay p y q proposiciones de modo que es imposible decidir:

p —— ¢ es Verdadera.
o g —_.p es Verdadera.
Nuestro oxrden de partida es el siguiente:
Se fija un conjunto N, llamado "PLANO"; y una familia R de
subconjuntos, NO VACIOS Y PROPIOS, del mismo 1, que se llaman
"RECTAS", v se supone verifican los axiomaé de incidencia, ordén;

paralelismo, congruencia y continuidad,
Observacidén: a) Decimos subconjuntos Propios, con lo cual queremos

significar, subéonjuntos distintos de 1I.
b) Card I (# T} = 2

I no puede ser un conjuntoc unitario, pues en &se caso, el
subconjunto llamado recta seria "Vacio', y en tal caso estariamos
en contradiccién con el pedido de considerar subconjuntos NO
VACIOS. . - : o ‘

Y.= AXIOMA DE INCIDENCIA
1) V a el existe r ¢ R que lo contiene.

2) "Un par de puntos determinan una dnica recta'.
Si A,B € R # (AnB) = 2 » A = B
Sugerimos "FUNDAMENTOS DE GEOMETRIA", de Forder (ﬁ 1927)
(Edit. Dover); quien, en "inglés antiguo", después de dar axiomas,

busca que teoremas los cumplen.

TEOREMA. Si A y B € R, entonces wvale uno solo de los tres
siguientes enunciados:

i) # (AnB) = 1 o) ii) AnB = ¢

Ellos significan lo siguiente: .

i) Las rectas A y B tienen un elemento comiin; es decir se

O

iii) A = B.

cortan en un punto.

ii) Las rectas A vy B no tienen elementos comunes; o sea son
disjuntas (es decir son paralelas).

iii) Las rectas tienen todos los elementos comunes, © Sea se

cortan en mds de un punto, es decir son paralelas (son

12



coincidentes) .
Definimos: La recta A es paralela a B, =,
AlB si A =8B & AnB = ¢

II.- AXIOMAS DE ORDEN (son los mds dificiles)
Orden en un conjunto X es una "relacién", que escribimos:

st e X x X que satlsface ________
i) (a a) € s (es decxr a = a)
ii) (a,b) e sy {(b,a) €« £=a =b

{es decir: asb ybsasa=b)
iii) (a.b) e sy (b,c) € =» (a,c) & =

(es decir: a = b

b s o s a=<c Transitividad)

Supondremos verificados los axiomas.

Ejemplos

1) Sea X = Q - (a,b) e = 98 (b-a) =z 0
Seab - a=-£ . ; ) ﬂsqr =0 si (sp-qr) e Z = 0
! ! si gse Z >0
2) Sea X = R Y a = a.,a.,8, ....; b = bo’b1'ba l'os.

desarrollos decimales de dos nimeros reales, entonces por
comparacién de ellos, obtenemos un "orden":

a=>» e

a =b Vi s N
def.

O sea que el primer digito distinto marca el orden.
Observacién.

El orden en @ o en R estd relacionado con las operaciones de
suma y producto porque valen las leyes de monbtonia

Un orden es total si Va, b e X vale la ley de trlcotomia
o sea vale una de las tres posxbllldades '
_ ac<b : o b«<a o a=>b .
Ejemplo: 1) El orden en @ o R es total; pues dados dos nimeros,
siempre se puede decir cual es el mds chico.

13



2) Sea X = N, un orden no total es: a = b & alb

def .

Teorema: En C no existe orden total en el cual valen las

leyes de monotonia.

ORDEN EN R [x]: Conjunto de polinomios a coeficientes reales

en una wvariable. .

Sean los polinomios P =ax + ... +a,

n<m=0p=<g
P=<4qd4ein =m ya = bn = p‘< q

Ejemplos: 1} 1 < X < X < < ..
2) M« X € X € cinevnnss
3) x° < 2x° pues: n = 3 = m Yy
4) x> + 80 < 2%
Un polinomio p es positiﬁo:
p >0 dgr.(grado p-> 0 o (grado p =0

ORDEN EN R (x): Conjunto de funciones

coeficientes reales en una variable.
Se define en forma andloga.

racionales a

CUAL ES LA DIFERENCIA ENTRE ESTE ORDEN EN R[x] Y EL ORDEN EN

0 ¥ EN R (ESTO ES EN LOS NUMEROS)?
La respuesta es:

El orden (usual) en R y 0O es arquimedeano; y el orden

definido en R[x] v R(x) no es arquimedeano.

Intuitivamente esto significa lo siguiente:
8i se toma una unidad y se yuxtapone
numérica" X, se cubre X.

unlidad

[4] a 2a 3a 4a

14
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Que se entiende por cubrir X?

Cubrimiento de X = U [na, (n+l) al
' ' _' nel
Sea X un cuerpo con orden total (tricotomia), leyes de

monctonia. .
va > 0 fijo

ORDEN EN X ES ARQUIMEDEANO = X = U I[na, (n+1) a)
, . _ o ' nez L

0 también podemos decir:

X= U; [na, (n+1)al] e ¥ b e X 3 n entero tal que

nez b € [na, (n+1) al.

o en otra forma equivalehte: _
e ¥Yb>03nos>0 tal que b < na

Observacidén: Decimos n entero,pues debemos pensar gque para

ncubrir" X, debemos ir a derecha e izquierda del cero.

-2a -a 0 &

Demostremos la afirmacidn:
El orden en el cuerpo R[x] no es arquimedeano.

En efecto: fijo como a € X el extremo superior del segmento.

‘unidad [0,M]; o sea éﬂﬁmﬂ° - o ' .
Llamamos p a un polinomio perteneciente a R[x], entonces:
fna, (n+1)al = {p : n T =p = (n+1) T} <
¢ {polinomios de grado o}
Luego:

U [na, (n+1) al ¢ {p: grado p = 0} = RIx]
neZz

Nota: En los cuerpos RIx] y R(x) no se puede "medir" bien.

" Tengamos el conjunto T llamado plano,

subconjuntos R, no vacios y propiocs, llamadas rectas.

AXIOMA DE INCIDENCIA:
1) Yva e T 3 € R que lo contiene
2) "Un par de puntos distintos determinan una anica recta"
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A, BeR # (AnB)z 2 » A = B,

Dos rectas se dicen incidentes si se intersecan en un sclo

punto.

AXIOMA DE ORDEN:
Cada recta R € R estd munida de un orden total =Y ademds se

satisface:
i) vVa <, b i ceR c*ayb: a <p © <R,b
ii) vaeR 3 ¢,beR a=#cyb:c <q 8 < b

O sea que fijado un punto a en la recta, siempre hay un punto
més lejos y uno mis cerca (ii), y i) dados 2 puntos siempre hay

uno en el medio.

iii) AXIOMA DE PASCH
1) Para toda recta R, el conjunto II-R se expresa como unién

disjunta de dos conjuntos no vacios R, s R_

y ambos convexos. wZl
2) Ademds Vp e R, VYV qeR_ R* p

pg N R = ¢.

{(Esto es lo mas Ffuerte). R” g

Este axioma. nos dice que:
1) Cada recta divide al plano en dos convexos disjuntos.
2) S8i se quiere pasar de uno al otro, hay que atravesar la

recta,

Definamos los conceptos de segmento y convexo.
Dados dos puntos a y b se puede determinar un segmento que

anotamos ab,
sia=b » ab= {a}

si a * b por el axioma de incidencia existe una Gnica

. L ] def.
recta ab que los contiene, entonces llamamos: SEGMENTO ab =

siendo ab = R - - {xeab : a= x=s_ b}

Observaciones: 1) La definicién nos dice gue un segmento ab es el
' s

~conjunto de puntos de la dnica recta ab gque  los contiene,
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intermedios entre a y b.
2) 8i a # b el segmento es infinito, pues la recta que lo coﬁtiene
‘es infinita, dado que por el axioma de orden ii) fijado un punto
sobre la recta siempre hay uno mas lejos, 'y asi siguiendo.

Con el cbndepto de segmento, teﬁemos el dejCONVEXIDAD.

El conjunto F ¢ 1 es convexo si Ya, b & F ‘ab g F

e e o : La.# b L

Es deéir, un conjunto es conVeXo, si dado un par de'puntos
distintos, se tiene un segmento totalmente contenide en el
conjunto (el segmento "vive" dentro del conjunto).

Ejemplo de Convexos

1} Un segmento ab

2) Una recta R es un convexo, pues dados dos puntos distintos
ellos determinan una recta; si se con81deran solo los puntos
.1ntermedlos se tiene el segmento contenido en la recta.
3) Un planc I, es un convexo. ‘

DEFINICION DE ANGULO Y SECTCR ANGULAR
Nota: Tirao, padg. 10. Def. 1-7, Def. 1-9.

. ANGULO es la unién de dos semirrectas, no coincidentes, ni

opuestas con el mismo origen _
SEMIRRECTA de origen ¢ contenida en la recta R es el

conjunto: {x e R : xsc} o {xeR:x aic}.
(esto es: fijo un punto de una recta y tomo todos los que le
"siguen®) . _.7. - — _ e% ' ‘
. SECTOR ANGULAR “2f (ob), n (oa),

, = _ ,
O sea, las semirrectas oa, ob se

prolongan en dos rectas que las

contienen; ellas determinan dos
_ —
semiplanos (ob’)ﬂ vy (ob)b, con el

borde incluido; la regidn comin de ellos es el sector angular.
Nota: Esta definicidén se puede leer en el Repetto. '
Con Euclides no es tan claro ver que es esto.

17



A

TEOREMA: Si aob es un angulo, un punto p e 53 y un punto

q € oB, R es una semirrecta de
origen 0 contenida en el
A

gector angular del - aob,

aentonces:

qo b Rnpg# ¢

J.A.TIRAO, en "EL PLANO" (pdg. 11) enuncia este teorema como
1.4. asi: "Toda semirrecta interior a un &ngulo, interseca a
cualquier segmento gue apoya sus extremes en cada uno de sus

ladog". Y lo demuestra:

Sean p y g dos puntos sgituadeos en lados distintos del angulo

de vértice 0.
Tomando g’ en la semirrecta opuesta a Sg, el segmento pg’ no

corta a la semirrecta interior R, por estar en semiplanos
>
distintos respecto de oa.

Tampoco corta a la semirrecta
opuesta a R, por estar pq' en

el mismo semiplano gue R
&
respecto de ob.

Por --lo tanto p y g' estan de
un mismo lado respecto de la

recta que contiene a R.
Como q y ' estdn separados por dicha recta R, también lo

estdn p y q. - '
Es decir, el segmento pg interseca a la recta de R en un

punto de ella, interior al &ngulo.
Por lo tanto interseca a la sgemirrecta R como se queria

demostrar.

MODELOS DE GEOMETRIA
{(Ejemplos que se construyen en base a conceptos conocidos).

I.- Se toma K un cuerpo, se fija el "plano" I = K x K.
Si a,b,c e Kcon a # 0 y b# 0, sea el subconjunto de II

18



= {{x,y) € KxK : ax + by = c}

abe
y la familia de ellos:

9‘2={Rz::l;:.

. ¢ a/b,c e K variando 3?0-5,b¢9}

(en ggté familia, asi defihidap_varios conjuntoé van a dar la
misma recta).. . ' o .' ‘
Entonces: el par (M,R) satisface el Axioma de Incidencia,
En efecto: | -
1} ¥V (x,y) € T = KxK existe R, € R qpé lo-contiene.
2) Si se toman dos.- puntos en 0 = KxK, la recta que ellos
determinan es una combinacidén lineal, de las rectas que contienen

a cada uno de ellos. :
IT.- Si ademds se supone gque K tiene orden total (es decir

vale la ley de tricotomia) y vale monotonia.
Se puede dar orden a R

bc
1) Si b =0 R = { F@ W& - ax ] : x e K }
. a,b,o, b
' X X
p <Ra,b,c,q def. p < q
2) 81 b =0=s a="0 Raﬂhc = {[ = y} y € K }
b o< a,b,c,q atr. ¥p < ¥4
Cbservacidn:
i) Sea x, vy € K (X <y =» X < ME%X— < vy)
En efecto: X <V X <y
~monotonia 2X <« X + ¥y X + Yy < 2y
X <« =¥ o pues 0 <1
7 < 0 <1
monot . 0 < 2

“ii) El orden € es total, porque es total el orden en K

El orden <4 es total, porque es total el orden de K
: abe ‘
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VERIFICACION DEL AXIOMA DE ORDEN (en el modelo II)
i) 8i a « b= 3 C; ac< C < b C#ayhb CeR
ii} vCeR=3h, k, :' h « C <k C=2hvyk h, K e R

Sia=p, b=g

X+ X c - ax
P <, g= i) 3C = [ 5 . 5 ] si b =0 (1)
abg
B a Y, * Y, _
&= ol 5 si b =0 (2)
_ a = 0
tal gque p <R'C <a a
c - ax
i) [xh + 1, 5 ] si b= 0
ii) 3 h =
2) [ —,y o+ 1 } g1 b = 0
a h 2 % 0
¢ - ax .
1) [xh - 1, 5 ] si b= 0
K =
c
2) ( —_ , Y, -1 } si b =20
a h a = 0
pues X = X X = X
Q i -1 <« 0
Monot. X < x + 1 X -1 < x
LEMA 1: BEn 1T = K x K si a # b ge tiene
: >
ab = {x € ab = R a= x= b} =
= {x : x = tb + (1-t) a, t € K, 0=t =1}
Vo Vg
LEMA 2: ‘ e >
i) si v, BV e R&bm > Ra'b'c = {v/v(t) =V + t(vi-vo), t & K}
{es decir si v # v, & R entonces la recta R 'ge puede
expresaxr en la forma paramétrica v(t) = v o+t (vimvo) ).

ii) S8i v < v =2 (vi{t) < wvi(s) e £t <« 8 en K)
o R i R
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Obgervaciocnes:

1) Lema 2 implica el Lema 1: ‘ _ ,
Del lema 2i): R .= {v / vi(v) =V o+t (v;—vo) t e K} =
={v /vie) =v (1-t) + £ v, t eK] .
- 2) Del Lema. 1, dedu01mos gque el concepto de segmento abstracto
- coincide con el de segmento cla81co, si O = KxK.
Entonces, 1a convaxxdad abstracta, de la geometria c01nc1de con
1a convexldad clésica.

VERIFICACION DEL AXIOMA DE PASH {(en el modelo II)

En el modelo, la recta R = R - = {(x,y) € KxK : ax+by = c}

construimos los conjuntos: L
.= {(x,y) € KXK : ax + by > c} (semiplano superior)
Nota: Llamamos semiplano abierto: R, o R_ sin borde
Llamamos semiplano (a secas) con borde
(En el Axioma se usa con borde)
(Aqui se refiere a sin borde}
R = {(x,y) € KxXK : ax + by < ¢} (semiplano inferior)
1) Ellos son no vacios y disjuntos por construcciédn, eéto es
_ R.NnR_=¢
.y son convexos, pues vale leyes de monotonia?.
2) ¥ peR, - ¥V.q € R_ . pd AR =P, o© sea que el
segmento pg que une los puntos p Yy g que pertenecen a cada uno 'de
‘los semiplanos intersecan a la recta R en el.punto I, es decir:

pd n R = {I} | R+ R_
Sea p = {X,y) e R, = ax + by » ¢ I
: P
q = (u,v} e R_» au + bv < ¢ g

y por Lema 1, el segmento pg = {V : V = tp + (1-t) g, 0 = t = 1}
| | t € K
=V = tix,y) + (1-t) (u,v), 0 =t =1, t e X} =

= Vi V= (tx + {1-t) u, ty + (1-t} v}, 0=t =1}

y, entonces para determinar el punto I, debemos buscar el t e
{0,1] tal que: _
I(t) = a {(tx + (1-t) u) + b (ty + (1-t) v) = ¢

" Efectivamente:

t =0 % au + bv < ¢
t =1 % ax + by » ¢ por lo tanto por el Teorema de

“Bolzano“, exigtird un t € [0,1] tal que: I(t) = ¢

21



I1I.~ MODELOS DE FELIX KLEIN Y DE HENRI POINCARE (1854-1912)

(GOTTINHEM = 1900)
Son modelos mas interesantes gue los anteriores, y en los

cuales "falla" o no vale la siguiente afirmacién:
En el conjunto H = KxK, sea R la familia de subconjuntos R

{rectas}, entonces:
Si pe¢R=»3! SeRtal quepes y 8 //R

7

[

(existe unlca)

Félix Klein y Henri Poincaré "decretan" o.defineﬁrecta de una
manera totalmente distinta a la usual.

(1961-1965) "

["Geometria Axiomitica", L.M. BLUMENTHAL. Cap. 8, p&g. 202:
Postulados de los planos no Euclideos.

Introduccidn: En la seccidn 1.7 hemos seflalado que fue GAUSS
quién primero usd el término geometria no euclidea para denotar la
geometria gque resulta de sustituir el quinto postulado de
Euclides, por su negacién, y mantener los restantes postulados que
Euclides introdujo explicita e implicitamente en su desarrollo de
la Geometria.

En este sentido no hay mds gque una geometria no euclidea: la
geometria de la hipdtesis del ANGULO AGUDO DE SACCHERI.

§ 1.3 [EL POSTULADO QUINTO {postulado de las paralelas) es la
piedra angular sobre la gue descansa la grandeza de Euclides como
matemdtico. (330-275 antes de J.C.). ,

["Geometria no Euclideanas®", R. BONOLA, cap. 1, pag. 19, § 1.

Euclides 1llama paralelas a dos rectas coplanarias que,
prolongadas cuanto se quiera, no se encuentran.

"SI UNA LINEA RECTA QUE CORTA A OTRAS DOS FORMA ANGULOS

INTERNOS DEL MISMO LADO DE LA SECANTE CUYA SUMA SEA MENOR DE

DOS RECTOS, AQUELLAS DOS, PROLONGADAS HACIA ESTE LADO, SE

ENCUENTRAN",

Sln embargo, desde el tiempo de Félix Klein ha sido adoptada
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otra nomenclatura. La geometria estudiada por Saccheri, Gauss,
Bolyai, Lobachewsky se conoce en la actualidad cbmo geometria
hiperbdlica, mientras que otra geometria en la cual DOS RECTAS
" NUNCA SON PARALELAS {y las rectas son de extensién finita, pero no
acotadas) - la llamada geometria eliptica - se denomina.también no

euclidea. ‘ :

§ 8.1. Modelo dé& Poincaré del planc hiperbélico (H)

s de gran utilidad el siguiente modele para el plano
hiperbélico introducide por el gran matemdtico f£rancés Henri

Poincaré (1854-1912).
"“Una recta horizontal L divide el plano euclideo en dos

partes: un semiplano ‘"superior" y un semiplano "inferior" (la
recta misma no pertenece a ninguno de los dos semiplanos. .

Los puntos dél plano hiperbdlico son los puntos del semiplano

euclidec superior determinado por L,
plano W = { z e C : Im (2} > 0 }.

Y las rectas del plano hiperbdlico son las
semicircunferéncias' (abiertas) euclideas con centros en L |y
situadas en el semiplano superior de L; junto con 1la mitad

"superior de las rectas euclideas verticales. '

(Es evidente que a cada dos puntos distintos p.,q del plano

hiperbdlico corresponde una sola recta gque los contiene) .

g i

ol

“~o1

\/x 'LV" Vv tj Y

UV gy i

Es conveniente llamar a los puntos de L puntos ideales 0
impropios del plano H. 81 se mantiene p fijo mientras q recorre la
recta L{p,q), bien hacia u o hacia v; la distancia crece sin
limite, asi que las rectas del planoc H son de extensidén infinita.

. Dos réctas son paralelas entre si; si vienen un punto ideal
en comin; por ej. Lip.,q) y Li{p',q'}; o son dos rectas verticales

distintas; ej.: Lip",g") vy L (p*g*).
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Es evidente gue dos rectas distintas de H, pueden ser no
paralelas ni cortarse; por ej.: Lip,q) v L{p,q). Dos rectas de
esta clase se llaman no'secantes, gse caracterizan por tener una

perpendicular comin (esto es, existe una perpendicular a cada dos
rectas no secantes). ’

El modelo del plano hiperbdlico considerado ofrece la
ventaja de ser conforme o isogorial. Esto significa que el &ngulo
comprendido por dos rectas hiperbdlicas es precisamente el angulo
gue forman cuando se consideran como figuras euclideaé. Asi por

ejemplo el &dngulo que forman las rectas L{p’',q’') y L{r,s) es el
angulo {euclideo) formade por las tangentes a las dos
semicircunferencias euclideas en sus puntos de interseccidn.

Puesto que las semicircunferencias son tangentes en v, las rectas

Lip’,q') v L{p,q) forman &anguloc de OO; esto es caracteristico de

las rectas paralelas.
Nétese gque por un punto exterior a una recta se pueden

trazar dos rectas, cada unahde ellas paralela a la recta dada. Asi
por ejemplo: las rectas L(p’,q’) y L{a,b) pasan por el puntb E, Y
cada una de ellas es paralela a la recta: L{p,q).
Nota: (J.V.) En la recta L{p",q"}) el orden es el usual.
En la recta L(p,qg) el orden es el dado por el

sentido del movimiento de las agujag del reloj:
Nota: "GEOMETRIAS NO EUCLIDEANAS", L. Santald {EUDEBA

Cuadernillo 45 (1961-1963) ) cap. 8, § 8.3, pédg.55.

MODELGOS DE KLEIN FELIX
Considera como plano un disco abierto de centro (0,0) vy

radio 1, subconjunto del plano R® = R x R
D=1{(xy) e KxK:x%x+v <1} ¢ R x R
Considera como rectas la interseccidn

de las rectas de K x K con II :
Agqui el orden es el inducide.

Dada la recta ¥ < II, un punto
P e I, afuera de r, todas las

rectas s son paralelas.
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III.~- AXIOMAS DE CONGRUENCIA - APLICACIONES

Conocemos dos maneras de hacerlo:

Cong, 1. {Ségln Hilbert vy otros}.

a) Indicar cuales son las funciones que se denominan
TRANSFORMACIONES RIGIDAS (T.R.)

b) Definir: S = 8’ &25° 3 fe T.R. de modo que £(S) = S
(es decir: 8 es congruente con 8’ sgi existe una £ gque lleva un
conjunto S en el otro 8'; y el transformado por £ del conjunto 8

es el migmo S).

Cong, 2. (Segln Hilbert).

a) Indicar cuales segmentos son congruentes.

b) pDefinir: f: I — I es una T.R. o isometria, pues: para
£(s8).

]

todo segmento S

- AFIRMACION
[(T,R) + Axiomas: Incidencia, Orden, Congruencia 1] «——
[(II,R} + Axiomas: Incidencia, Orden, Congruencia 2]
Son SISTEMAS EQUIVALENTES.

-Idea intuitiva de congruencia

. Si se toma el dibujo de una figura sobre un papel, se 1o
levanta y si se puede volver a poner sobre la figura, éstas son
congruentes, .

(1) Esto es: Congruencia entre F y F' ¢ NI significa si ({se

{traglada + se rota + se invierte (con respecto a una recta)

convenientemente la figura F se obtiene la F’. !

‘Observaciones: x ] =7/
. : -~ . : .
Klein, en el siglo pasado, se ~ e

dié cuenta de estos pasos. w b
En la antiguedad, no se podia

. - \.-. l ‘,ﬂ“?
formalizar, pues no se tenia -hl_ —

el’ concepto de funcidn.
Recién con Dirichlet (siglo pasado) se pudo hacer.
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Usande funciones la (1) significa lo sigulente: ‘ _
(2) F = F' si es posible encontrar f£: NI — 1T "que no
deforme", de modo que: f£(F) = F’ siendo f la "composicidn' .
£ = v{rotacién) o {traslacidén) o (inversidn)"

"que no deforme" significa "no destruye" los objetos de la

geometria. _
(egs decir no destruye las Trectas, ctridngulos, cuadrados,
segmentos, poligonos, etc.).
"no destruye" gignifica preserva tamafic de segmentos, angulos,

etc.

Ahora, como no tenemos métrica debemos dar significado a
todo 1lo dicho anteriormente en términos de los Axiomas de

Incidencia y orden; y eso nos dard el punto de‘partida,

Nota: Conocida eg la pregunta: QUIEN ESTA PRIMERO LA GALLINA
O EL HUEVO?. _ ‘
Se puede jugar con las respuestas, pero en algin momento se

debe decidir, quién es la "gallina'.

Y en ésta decisidn estd la grandiosidad de los matemdticos de
darse cuenta cuales son los Axiomas (esto es la "gallina®") de los

cuales sBalen los resultados (estos son los "huevosg").

Si aceptamos como axioma: que se lleven rectas en rectas;

para lograr que se lleven segmentos en segmentos, hay que agregar
algo. B

Esto es: queremos gue los extremos vayan a extremos. Como se
tienen los Axiomas de Ordeﬁ, y segmento se define con los Axiomas

de Orxden, se deberd pedir que se preserve el orden.

%q o \?) (1) Es decir: f deberd llevar
B “":F{a,) £(b) (2) el seg. (1), al (2) o al
> k) £ (3). |
B — )
Es decir: Los segmentos estén definidos a partir del orden:
_ _ o
seg {ab) = {x e ab : a = x = b}
Entonces buscamos una £ tal que:
f (seg {(ab)) = segmento (f(a) £(b))
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Y lo deseable es que preserve los extremos.

En la recta hay un orden natural {"dado por Diog"), entonces
. . «> I
en el orden dado por el axioma en flab) = B vale f(a) <4 f(b) &

f{b) <y fla).

Nota: i) La transformacién f rigida, debe ser inzedtiva,
porque de lo contrario "colapsaria", segmentos . .en puntog y . no-

permitiria comparar objetos.
(inyectividad equivale a "no colapsar").

ii) £ rigida deberia ser suryectiva, porque deseamos con ella
llegar a todo el plano. .

iii) Otra razdén para la biyectividad de una T.R. f es que
deseamos definir formalmente rotacidén, traslacién, inversidn, que
son todas biyectivas.

QUEREMOS QUE LA T.R. LLEVE SEGMENTOS EN SEGMENTOS
(que lleva recta en rectas, estamos convencidos), y para ello

buscamos que lleve los extremos en extremos.

B Para que f(seg (a,b) ) = seg (f(a), £(b) ), f debe cumplir:
i) 8i f(a) < f(b) =» v¥x con a = x s b vale f(a) = E(x) s f (b)

ii) si f(b) <5 f(a) = vx con a = X =, b vale f(b) = f (x) = f(a)
Es decir:

por el Axioma de Incidencia,
por los puntos que 1lamamos
a, b, f(a), f(b), pasa una
Gnica recta, A por los
primeros, B por los
segundos.

81 la transformacidén f es rigida, entonces 3zb pasa a
f{a)f(b), y ello estd definido por el orden de la recta B.

8i £ es inyectiva, entonces (a # b s f(a) = £(b)).

Para que se cumpla i) f debeé ger wondténa creciente.

Para que se cumpla ii) £ debe ser monétona decreciente.
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Nota: La inversidén transforma al revés
(Esto es da vuelta el orden) pb

.; Para que se transformen segmentos en

segmentos (f de la recta A en la recta £(A)) esto es: Ta

f: A — £{(A) = B ‘ s o] it

v | f de la recta A con su orden natural <, en dal
f de la recta £(A) = B con su orden natural <

& H

eg decir:

£(a, <,) — (£(), <)

debe preservar o invertir, el orden <1 <y dados por el Axioma de

orden.

También queremos que £ e T.R. transforme semirrectas en

semirrectas.

semirrectas:

. > —
[a,b] = {x e ab = A: a = x} n {x e ab = A : x =, b}

VAVIVIV)
AN ANELY

P2 P EEL PR
FF 77 TN

i

Un segmento se puede pensar como interseceidén de dos

Notamos que decir fgue lleve semirrectas en semirrectas

equivale a monotonia".

Es decir: (semirrectas en semirrectas) @ mondtona.
Por lo siguiente:
Fijamos las rectas A y £(A) = B con los ordenes
| <, % dados por el axioma.

81 x, vy e A

(x, +2) € (y, +o) &y 5, X

Entonces: f(y) =, F(x) & (£{x), +a ) S (£(y). +WB)

fol
th
3
v
h
il
¢
h
L
.é..
8
¥
(3]
S
<]
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Si f lleva semirrectas en semirrectas, significa que:

. £ (x, ooA) (£ (x), +mB) o fi{x, +mA) = (-0, f£{x})
(1) (I1) B
Yy ft(ly, o) = (£(y}, wB) o Ely, +4o) = (*wa, fi{y))

A

entonces f es mondtona.

~Como f es inyectiva (los "o" no se pueden mezclar).
Vale la 1° columna (I) o la 2° columna (II)

---------

B:f(}’))

— 00

Si la semirrecta (y,») va por f

a la (-=, £(y)), se tiene que f no +00 ’IG(A“)-"‘*B

es funcidn.

Conclusién final: f preserva segmentos e

¢ £ es monétona e 7
_ ‘ % [ transforma semirrectas en semirrectas.
Volvemos a explicar, de otro modo:
(f lleva semirrectas en semirrectas) s f es mondtona.
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Debido al ‘'"orden natural' que tiene la 7recta, vale

f(y'o) <y f(xo) o al revés f(y’o) > f(xc).

Fijamos f(yo)

A

/¢%Q

. Queremos probar: VYa <, b » f£{a) <5 f(b).

(Deberiamos congiderar todas las posibilidades para ubicar a ¥y b
en la recta). Tomamos por ejemplo: y < X < & < b.
Entonces las semirrectas (b,+w) ¢ (a,+w) < (x ,+o) < (y_,+e)

por £ que es funcidn (por hipétesis) van a las semirrectas:

too

Ardy ~ 35€ Xo a “ b

B=ft4 ) el f@) D) 4o
3 _

f(b,+w) ¢ fla,@) « £(x_,@) ¢ £y, +o) o (1)
como f£(y ) <, £lx ) resulta (£(x ), =) < (Ely ). =) ) (2)

. Ahora f(a,+w) va a (f(a), =) '

& a {(-», £{a)) este caso no puede ser por la

inclusidn (2). '

. Lo mismo para f(b, +w) entonces se tiene:

(E{b), w) c (£{a}, )
Por lo tanto f(a) < f£(b}.

B
Aclaracién: Por ejemplo:

(1) (a,w) por £ va a la semirrecta fla,n); no puede ser a la
f(a,-»), pues vale la inclusidn (2); vy tiene que estar contenida
en {f(x)r m)-“

o B

{Queda pensar sobre las otras posibilidadesl].
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AXIOMA DE CONGRUENCIA VERSION: O

VAmos a declarar "la gallina®" de nuestro comentario anterior, -

esto es las funciones que no deforman.

AX CONG. 0 Existe un G = subgrupo < Biyecciones (1) que
llamamos TR (Transformaciones rigidas) y que cumplen: '

1) Si AeR » £(A) e R 3 VE € G

2) Si:A es semirrecta =+  f(A) es semirrecta.

{La inversa de una T.R. es rigida)
{(La composicién de una T.R. es rigida)
3} AX CONG. (RIGIDEZ) ‘
i} v (a,b) segmento, Vv £ € G tal que

~f{a,b} < (a,b) 6] f(a;b) > {(a,b) se satisface que:
f(a,b) = (a,b).
{esto significa que f "no destruye longitudes" de segmentos.

ii) V.aocb y V £ € G que verifica:
N .

£(S (aob)) c $(aob)
& f£(8 (acb})) > S(aob) entonces vale que

. . f (aob) = aob
{esto significa que f(T.R.) "no destruye medidas de &ngulos".
4) EXISTENCIA DE T.R.

Cada vez que fijemos semirrectas R Y Rz y semiplanos S, Y

8, correspondientes a las rectas que determinan R vy R,, entonces
existe una dnica feG, de modo que:

£(R) = R, 4 f(Sz) = 8,

Geométricamente esto significa lo siguiente:
Dibujamos dos semirrectas R1 Y Ra’ cada una de ellas
determinan una recta gue llamamos igual R1 Y Ra'

i}

Cada una de las rectas determina dos semiplanos, elejimos uno

para cada recta, los llamamos 81’ 82 e indicamos con rayado.
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Fntonces en el ejemplo considerado, la T.R. f lleva 1la

semirrecta R& en la I el semiplano S1 en el 8,

Las cuatro posibilidades de eleccidn, en nuestra

interpretacidén geométrica son:

Ahora, si pienso que algln
fuera por f llevado a P'e 5,
posibilidad ya estd contemplada

punto P en el semiplano M de (2)
f no seria inyectiva; puesg esa

en el caso {(4}. Entonces:

En el caso (2) todos los puntos de 8, van por f a S . Y por

4) del AX CONG.0, f es Unica.

Nota: {(Tirao, Def. 1.16, pag. 16)
FdfrF' si 3 f e G de modo que £(F) = F’

relacidén de equivalencia, pues G es grupo) .

"congruente®.

(Con esto se define formalmente Simetria axial y Simetria

central).

(#) En efecto: (G,0) es grupo, entonced la operacion "o

composicidén es interna; existe

tiene inverso.

elemento neutro y cada elemento

Veamos que la relacién "s" de congruencia definida, es de

equivalencia, esto es:

1) REFLEXIVA: F = F pues existe la funcién identidad f, que

es el elemento neutro de G. de modo que £(F) = F.

2) SIMETRICA: F

F' e P/ =

F
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F e F' ¢ 3Ff: f(F) =F ¢—— 3F' Fa=f(F') ¢« F' =F
def G es grupo def .
"3) TRANSITIVA: (F = F’' y F’ = F') » F = F¢
F = F' ¢ 3 feG: £(F) = F'
et : 3 h = (gof) € G:
VYo H3 . . t -
Fre F 2 3.f§Gw g{F'}) = p"
hi{F) = (gof} (F) = g(f(F)) = g(F'} = F" 3 h(F} = F*"

% F = F"

Indicamos cual es el subgrupo G de T.R. con el cual

‘trabajamos y que verifica los axiomas de congruencia.

PARA LA GEOMETRIA RUCLIDEANA
I) CASO EN QUE IT = R x R.

caomposictoén

G = {ﬁ: f =1 @oRot aeR o eR }
a o

2 Vo -
L {x) = a + X% (x € R™) (Traslacidn segin un vector a)
a
rot |X) = [cos o - sen o x) _ [x cos o - y sen ¢
oy sen o cos o Y X sen ¢ + Yy cos O
e RxR '
& ;
RSc. |X] - |-cos @ - sen T x| |-x cos ¢ - y sen &
: o ~ ~ ~ ~
3% gsen o cos © Y X sen O + y Cos O

G
]

. 2 . 2 . . '
{func1ones de R® en R” gque preservan dlstan01a} =

{f: R® s R tal que d(f{x), fly) = a (x,y} V¥x,y € Ra}
Hay que probar gque se cumplen los axiomas.

La demostracidén se propone como ejercicio en Hoffman, y en

el Fleming estd desarrollada con cuentas.
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PARA LA GECMETRIA NO EUCLIDIANA
II.~ CASO EN QUE T ES EL SEMIPLANO DE POINCARE

(1) T = {z e C: I (z) >0}
esto es, el plano en el modelo de Poincaré, esta constituido por
el semiplano euclideano y > 0. O sea se conviene en suponer un par
de ejes ortogonales x e y; y representar cada punto por el nimero
complejo: z = x + i vy. :

(2) Las rectas son las semicircunferencias cuyo centro esté
sobre el eje x, y como caso limite, las rectas pérpendiculares al

eje x., O sea:
' Semicircunferencias de centro en el eje real, y las
R = ; ‘1 . .
semirectas euclideanas, perpendiculares al eje x
(3) Los movimientos, son las TRANSFORMACIONES

az + b
cz + d

- f: ¢ —> C  tqg. f(z)

con la condicién de que a,b,c,d sean reales y ad-bc > 0.

O bien podemos decir que gi se tiene una matriz

a b 2x2 a b)] |
[c d) € R con det (c d] =z 1
se pueden construir las homografias, las transformaciones de
Mobious: |
) _az + b _ g _
£: © ~—— C f(Z) wa—i——;——a"l hif [ --'a---] =0

Se pueden comprobar los resultados:

I [ az + b ) T (z)

cz + d loz + dlz

y como consecuencia de estas cuentas, se tiene:

Sizel » -221%Db g
oz + d

Ademds, se tiene otra funcidén natural fo(z) = - z (que
toma un z, lo conjuga y lo rota).

Y las funciones:
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F i T e T _ 3z +b
'S A cz + d

Hy

biyectivas
f: 0U-—5T

Entonces el conjunto generado por todas las fA Y por f0 con

la operacidén ”_"'fA of = fAB, es grupo.

Llamamos:

Gmral subgrupo de biyecciones de NI generado por fo

Y {f, : A — )

Este G, satisface el AXIOMA DE CONGRUENCIA, se puede
encontrar el desarrollo de esto, con bastante detalle, en NOTAS DE
GENTiLE, REVISTA DE EDUCACION ¥ TAMBIEN EN HERRERO. -
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CONSECUENCIAS DE LOS AXIOMAS DE CONGRUENCIA
Recordemos que trabajamos con el conjunto II 'llamado plano; que

de el aislamos la familia R de subconjuntos R que llamamos rectas, Y

gue cumplen los axiomas:
Axioma de incidencia
1) Para todo punto del plano, existe una recta que lo contiene.

2} Un par de puntos distintos determinan una dnica recta.

Axioma de orden
Toda recta R € R esta munida de. un orden; esto es £fijado un

punto en ella, siempre hay un punto mds lejos y uno més cerca y dado

dos puntos siempre hay uno en el medio.
Nota: Con estos conceptos podremos hacer una teoria scbre

dngulos ordenados.

Recordemos ademds, el AXIOMA CONG. (Versidén 0) (pag.3) que
nos hablaba de 1la existencia de una familia G (o subgrupos) de

funciones f biyectivas, llamadas transformaciones rigidas (T.R.) que

cumplen ciertas propiedades.
1) Transforman rectas en rectas f {recta) = recta
2) Transforman semirrectas en semirrectas.,
f (semirrecta) = semirrecta.
3) AXIOMA DE RIGIDEZ
i} £ no destruye longitudes de segmentos.

ii) f no destruye medidas de angulos.

4) EXISTENCIA DE T.R. .
Fijadas gemirrectas Y semiplanos correspondientes
existe una Unica T.R., gue transforma recta en recta y semiplano en

semiplano.

Entonces, si tomameos una T.R. que llamamos T (TeG) podemos
definir: ‘
CUONGRUENIA DE FIGURAS
0 sea decimos cuando una figura se puede poner encima de otra.
Sean F, F, c I F =F &5 3TeT.R. : T(F) = F,

{congruentes)
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Y el Axioma de Rigides lo enunciamos:

Si TeT.R.,, ab=cdy T(ag) c o } . T(3E) - =4

(segmento)

Y el AXIOMA DE EXISTENCIA (o AXIOMA de CONSTRUCCION)

- lo reenunciamos asi:

ﬂ:mm_gﬁ Dadas las semirrectas_g y g,'que fijan.los

semiplanos: .
o semiplano de la recta determinada por A.
— ' 43 '8 semiplano de la recta determinada por B.

//f7?f7—?;7~:j>7f7 . '

. ‘ - Entonces:

’ @/”’/'

- . / -3 T ¢ T.R.: T(q) B

T(A) = B

(El armado de este axioma, se debe al poder de sintesis de Hilbert).

f

En éste marco y con el AXIOMA DE EXISTENCIA (4), definiremos
ROTACION, | : |

Intuitivamente: Rotacidén de centro 0 y &ngulo o
La Ro,a’

semirrecta de origen_ 0 (rl) gque

lieva por definicidn la

contiene al punto p,en la semirrecta
r, que contiene al puntoc R(p)

{("rotado de 'p"); v el semiplano

gque determina r,, se transforma en

el semiplano que determina r,.

Esto es vdlido para toda semirrecta de origen 0.

Cémo se vincula ésta idea intuitiva con el axioma de
existencia?.

Formalmente

Fijamos la construccidn anterior, el origen 0, un &ngulo de
vértice 0; entonces quedan fijados. -
o semiplano de A gue contiene B.

L : €
g semiplano de la recta B, gque no
—r
contiene a la recta A.

Entonces el axioma dice:

existe wuna lnica transformacidn
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rigida T = T que depende del

punto 0 y de las rectas A y B tal gue transforma la recta A en la By
el semiplano o en el B.
B (p)
3t Te T.R. T zTO,/Z ' :T(A) =B
SA L T(a)=B

2B (p)

< nosotros no

Hay un Teorema que muesgtra como calcular TO,
A

lo demostramos.

Dibujemos, para interpretéf este resultado:

Dibujamos la seirrecta 85, y el &ngulo de lado gﬁ congruente al
A

dngule AB y con la "misma orientacidn" (sea horaria o anti-horaria).

20 50
e OSrve

Nota: Podriamos pensar que la orientacién del &ngulo de lado 63
A~

congruente con el AoB, es la horaria; pero esa orientacidn no sirve,

porgue?.
En la semirrecta S se "marca g" tal que og = op
Conclusidn:
B
re
q"T‘Tr (p}
O\A

La demostracidén de éstre resultado, implica "gran sufrimiento".
"Marca q" quiere decir tomar cualguier transformacidn rigida ¢

que lleva op en ‘B y definir q = f(p).
Ahora nosg hacemos la pregunta si se cambia la T.R. £ se

obtienen, quizds, distintos g?
La respuesta es no. Demostramos.
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\
/'O ’P e 0 P

Supongamos que existen dos T.R. £ v g que llevan 5§ en S;

es decir: £(5B) = g(aB) =8
tales que: por f obtenemos q : £ ~—> q = f(p)
g obtenemos q,: g q,= g(p}

Si tenemos en cuenta el AXIOMA DE ORDEN (p&g..-/6 ) en su parte
i1} (tricotomia), podemos decir que la recta “E’estd munida de un
orden total y vale:

| 0 =q=q 6 0sq =q (*)

Usando el teorema gue decia:

he T.R. = h (;;) = h(a) h(x)
(h {semirrecta a%) = semirrecta de origen h{a) y contiene al punto
hix). | |
Podemos decir:

£(0B) =S =03 — £(0) =0

g(ag%) =s=8?;1 — gl{0) = 0
oqg = t{07f(p) = £(Op) = op

. fET.R. g + 53 = 53 =3

5, - gOI5®) - g@;aﬁ} *

: GET.R.
Y por las desigualdades: (*) tenenmos:
og € 6@1 o} 8&1 € og

Entonces, por el Axioma de rigidez podemos decir que:

59 - &9,
luego:
4= q {cqd)

Nota: Para "comprobar el proceso" que hemos geguido, se puede

hacer el mismo esquema, para a&ngulos; esto es cambiar segmentos por
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angulos, _
Comenzamos el proceso "marcando angulos".
Los pasos que hemos geguido son:
Idea intuitiva de rotaciédn.
Demostracidén formal (abstracta)
Comprobacidén gque el proceso seguido es efectivamente una

rotacién {obtenido a partir del axioma).

Lo dificil en esto, es el punto de partida (o de arranque); no
siempre es claro cual es la "gallina" (= axioma), de la cual se
obtendraén "los huevos" (= resultados). _ -

En la determinacidén de estos puntos de partida, ({los AXEOMAS)
aparece la genialidad de HILBERT.

Todas las T.R. se pueden obtener mds o mencs de la misma forma.

LA SIMETRIA CENTRAL
De este conjunto de T.R. obtenemos los resultados due

demostraremos al final.
a) Todo segmento tilene punto wedio (Tirao, Teor. 1.9, p&g. 17 no

demostrado) .
b) Para todo punto p éxterior a una.recta;R, siempre (.} existe
al menos una recta L que pasa por p y es paralela a R. 2 L
Vwe¢R 3L :LpasaporpylL //R. ' 0

(.) En la Geometria Euclideana existe una sola.
En la Geometria No Euclideana, por ejemplo en plano de
Poincaré, existen infinitas. '
<) Dos angulos opuestos por el vértice son congruentes,
(Tirao, Tecr. 1.7, pdg. 16 - No demostrado).

LA SIMETRIA AXIAL
De egtas T.R. sacamos el resultado:
Dada la recta B vy el punte p en el planoc M, existe una Unica

recta L que pasa por p y es perpendicular a B, eg decir:
dada By pell, 3! L tqg peL y B L L
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Decimos:
B y L son incidentes (.)
B L1, s { los cuatro dngulos determinados

(B-perpendicular a L) por B.y L son congruentes. : '

((.) Dos rectas son incidentes si se intersectan en un solo punto) .

: %?.. .
. - =9 """-T

Los axiomas que seguimos usando (o que "estdn en danza'") son

Incidencia - Orden - Congruencia.

Observacién: La existencia de perpendicularidad a una recta por.
un punto del plano, nada tiene gque ver con el AXIOMA DE LAS

'PARALELAS.
Esto no estd claro en el libro de REPETTO) .-

Se llama &ngulo recto a todo dngulo congruente con unco de sus

adyacentes. (Tirao, Def. 1.19, pag. 18) (*).

(Las rectas que contienen a los lados de un A&ngulorectose

(*) llaman rectas perpendiculares).
{La perpendicularidad es una relacién simétrica).

Nota: (Def. 1.8, pag. 10, Tirao)
i} Dos é&ngulos gon adyacentes si tienen un lado comin y los

otros dos son semirrectas opuestas. _
- ii) Dos angulos son opuestos por el vértice si los lados de uno

de ellos son las semirrectas opuestas de los lados del otro.

(0)

\/

A
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A
Angulo adyacente al acb
~ —_ -
Dado el &angulo aob; esto es la unidén de las semirrectas 0a, 0b
{no coincidentes, ni opuestas)

y con el mismo origen 0; existen

-

a ! las semirrectas opuestas 93’ a
& s — —

la 0a y 0b’ a la 0b, porque por

_1;1 el axioma de orden podemos

pensar que dados 0, 3 y B

- -
existen puntos "para el otro lado'" de 0 gque 'generan" las a’ y b’.
el A A A A
Los &ngulos a'ob, b’oa son adyacentes al aob a3y a’'ob, b’oa son

congruentes.
(Los &ngulos adyacentes desde el punto de vista de medida son

indistintos) .

Observacidn: Vemos que se puede hablar de perpendicularidad sin

tener transportador.-

Porgque al tener las T.R. (transformaciones rigidas) (gque son
n&estroi "comparadores") podemos compararAénguloi.
agb < plg 8i existe T ¢ T.R. tal que T(aocb) = slg con s interior al
plqg. ‘ ‘

A A

"Voy a probar" que es posible incluir el &ngulo aob dentro del plg

al revésg):

42



Se pueden pfeéfntér las dos posibilidades:
(1} T(b) e S{qlp) &  T(b) ¢ S(qlp) (2)
(sector angular) ' ‘

TEOREMA : . .

CASO 1: 1T(b) € S{glp)- (1)

CASC 2: " 1lg <€ S(pl T(b)) (2)

Demostracién: intuitivamente es obvia, pero .... terrible vy
horrible usando los axiomas de orden.

Si se da el caso 1 entonces acb < plg

Si se da el caso 2 entonces acbh » plg

Nota: S8i se hace lo mismo para orden de segmentos se tendria la

© evaluacién de prodesos

Los pasos a seguir serian: . _ o~
Definir orden de segmentos : - )’ -~ 'm..““"\
Comprobar tricotomia. ' —_ T )

| a b p "TH ST

(Apoyarse en el Axioma de Rigidez) 7

(Demogtraciones no .triviales) \\‘“m“hm%,’rhl) %?

SIMETRIA CENTRAL .
Explicamos lo que hace {intuitivamente)

Fija el centro 0 y calcula 8§ (p} =

Dibuja la semirrecta op, el segmento Op, y luego la semirrecta

opugsta a 56, y sobre ella se marca un punto p tal que: ogq = op
s (p) = q

10(5 A lf%&b ™ l_ ﬁl Por la T.R. la semirrecta Op es
*l*”*L o h S /’_ llevada a la opuesta y el semiplano
P

« en el ¥, ‘
‘ Esto para todas las semirrectas de

Y

A H/l
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origen 0.

Formalmente, comc se abstrae esto:
- .

Fijo 0 y A semirrecta de origen 0
—
y o« = semiplano de A

Por el axioma de congruencia:

it 8 e TR tal que SO(A) = opuesta a A = A
- So(a) = opuesto de o = (1
TEOREMA :
i) 8 (x) =x=»x =20 (es decir el GUnico punto fijo de S es 0)

ii) s® = identidad
iii) 8i B es una semirrecta de origen 0, la SO(B} eg la dpuesta
{para toda B).

Y B semirrecta origen 0 = SO(B) = opuesta de B.

("Aqui recuperamog la definicién intuitiva de S;W.
iv) Si L es una recta.

0 ¢ L > 8 (L) // L y disjunta de L

i*) x = 0= 8 (0) = 0!

(decimos que S ileva semirrectas de origen en origen:

§,(0) = 0 pues S () = A opuesta.

— ¥
s (pl) = 8 (p) S (1)

entonces §_(0) = origen de & = 0
Demostracidn: i) Sé(x) =X X = 0
8i x € T se pueden dar las posibilidades 1) x ¢ AVA
M = (AvA) v (oud) 2) x € A
' 3) x € A
1) 8i x ¢ AVA s x e & O X € &
] { ‘ $( agqui va a parar la imagen

I

o _
. ///,f”’””#’#‘so(x) por def. de S_.
|

ahora S {a) = dy S (@ =a = S(y)=y - Yy € o U .

4] ' o
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Como por hipdtesis, So(x) = X

T = {AVvR) v (ad'v &),
[*]

O

X € semirrecta A

si x ¢ semiplano « x € semirrecta A
x ¢ semiplano & [ * =

» x estd en la unién disjunta Avi, es decir: {x € AvVA

(K = 8_(a) por def. de s.)

{*}[si X € o, no puede ser, pues S, lo maﬁéa'aqui

X € &, no puede ser, pues So lo manda aqui

[**] x e semirrecta A, no puede ser, pues So lo manda a A

entonces x, solo puede estar en 0.]
Formalmente esto es:
Si x e AUA puede ocurrir: : _
[**] 1) x € A Y x # 0 =) So(x) e A s So(x) ® x (contra la
hipbtesis absurdo).
o)
2) x e_fi Yy x # 0 =3 So(x) € A =» S(;(x) # x {contra la
hipdtesis absurdo).
Luego la Unica posibilidad para x es que sea x = 0.
ii) 8] = identidad (6 S o S = identidad)
- Como. probamos que dos funciones son iguales, sin evaluar las
funciones?.
Una manera de hacerlo seria ver que V¥x: 8 (8 {x)) = x.
.. En lugar de ver esto, usamos el Axioma de Congruencia més
propiedades de funciones. _ _ o o ‘
Buscamos dos T.R., T y 8, con ciertas Propiedades b's tratamos
de probar que T=S. o
El Axioma de Congruencia dice: encuentre semirrectas

A1 Y B; o p}ano deEA:

-B planc de’B
y verifique que T(A) =B . s(a) = B
' T(a) =B . S(a) = B.

Esto basta, pues el Axioma dice existe una tnica funcién f que

lleva Aen By a en 8.
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Entonces por la unicidad T = S come funciones.

= A gue usamcsg para definix S .
]

A que usamos para definir # .

it

A
B
o o que usamos para definir It .
B

B que usamos para definir H .

Entonces: ident. (A1) = ident (A} = A = B
ident. (o} = o = B

Si(A) = (so 8.} (B) =8 s* = Ident.

,/”’Mﬂ”ﬁﬂ-w—m_b%““h\““
A~ S = 50(/-1) > A

' X T 5 (S(A)

gi se considera un semiplano «, e tiene un proceso similar:

[+

s (s (@) = S (&) = (a) =« =§.

Pues recordemos gue: si T € T.R.

T (semirrecta L)

i
241 B o

semirrecta H = T(D)
7

)

semiplano E = T{

T {semiplano o}

Nota:
para simetria axial, hay un teorema andlogo, la demostracidn es

egencialmente la misma.

iii) Si B es una semirrecta de origen 0 = SO(B) es opuesta de B:
8i B = A no hay nada que probar, se obtiene por def. de 8, -
Idea (se fija un elemento y despues se construye la opuesta).

Tomemos una semirrecta B y buscamos la semirrecta

-7, mree—3 —
55;0 0s_(p) = opuesta‘ a op
= SG(B)

esto es lo mismo gue decir

que p, O, So(p} egtan en

>N

la misma recta y en el

orden So(p) < 0 < p.

Digamos que p € o = 8 _(p) € o
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def de So
Gnica que lleva o en a. (S_1lleva a p en

S (p). _
o ¥ e
Veamos que pasa con la interseccidén p So{p) n A

El Axioma de Orden nos dice gue el segmento p-Séipi corta a la

3 , — gy o
semirrecta A, en q: p S (p) na = {q}. S )
{s (@} =2 |
~ Ahora S _(p S (p) n A) = 8 (p S (p) n 8 () (*)

SD es bivyectiva.

Calculemog cada intersecando:

8 (p S (p) = 8, (p) S;(So(p) =p 8 (p (2)
Gy i
Con la (A) pasa lo mismo:
—  2mam ]
S {(A) = {(recta que contiene a S (A) ) = A (3)
[+ 1 r [+
ac K A

Reemplazando (2) y (3) en (*): tenemos:

| {a)
(s (@} = ..ot =p S (p) nA = {q
\ conjuntos de 1 elemento
luego: :
| s la) a=»gq=0 (4) por parte i) del teorema.
. - e '

Ademds, si por (1} p So(p) Q A = {q} e g =0c¢ E_E*TET

y por {(4) q= 0 : °

entonces hemos obtenido que p, 0, So(p)‘estén alineados;
Ypy So(p) opuestos (con réspecto al 0}
esto esg: So(p) < 0 < p.

Nota: El tipo de cuentas realizadas en (*) son comunes en

simetria axial, para evaluar procesos. Hay 4 o 5 lugares donde se usa

el mismo razonamiento.
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iv) L recta, 0 ¢ L = SO(L) es paralela a L y disjunta de L.

l_ Supongamos
: 1) 8 (L) = L
g SO(L)nLqﬂq{)’\ﬂ °
¢ < ¥ 2) S (L) nL = {q}
2) 8i 8 (L) n L = {a} » 9« L vy g e 5 (L). Igual que en (*) de iii)
sacamos gue So(q) =g=qg=20

luego g = 0 € L absurdo {(hipdtesis 0 ¢ L).

1) Sea p‘e L, por 1ii) p ¥ Su(p) estdn sobre la misma recta p y-so(p)
estdn en L entonces, por Axioma de incidencia "la misma recta es L"

=2.0 e L absurdo.

Observacién: La demostracién de éste teorema es pesada, pero

muestra que la potencia del Axioma de Congruencia ayuda a confirmar

lo intuitivo.

EXISTENCIA DE PUNTO MEDIO

TEOREMA: TODO SEGMENTO TIENE PUNTO MEDIC (UNICO)

m & pgq

oW = mg
{congruente)

m es punto medio del segmento pg <2

I.- UNICIDAD

Si m y m, son puntos medios = m o= m.

{No demostramos)
Idea: Usar el Axioma de Rigidez

Probar Sm = Sm_ =2 m =8 {m) = 8 {m)
1 2 2 2 m 2

entonces eso significa que m, es punto fijo de s .
1

Luego por i) del Teorema pég.eq{ m,o= m,.

 IT.- EXISTENCIA

mmmmmm 4 — - 4

Sea el segmento pg, por el axioma de orden, existe un 1 e 549

(recta que determinan p y 4q);
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anterior al p y gv l <p<g — s
Tomamos la dnica T € T.R. tal que: T(pg) = gl
| : y T (o) = &
por el Axioma de Congruencia, tal "especimen" existe.
{*Esto nos lo dan los dioses")
(¢ es un semiplano de ﬁa} fijado; gue por Axioma de Congruencia

existe). _ . _ ‘ O S -
Encaramos ahora, las etapas "duras" de la demostracidn:
T = identidad |

Dibujamos el segmento pg, la T lo transforma en pg c 1, ademés T(///)
: o

= #

—~

o
. L= . —
T(semirrecta rp) = semirrecta gs

2. ., .
a) T° hace lo siguiente:
"ileva una semirrecta en si misma’.

T T T e

1 i r
Lowar

PR A
(.) "Pensamos que el segmento pg estaba dentro del gp, pero por el

Axioma no puede esta uno dentro del otro, tienen igual longitud.

ol

Entonces son igualés"}
{p va al g: T(p) =g : y g va al p: 'T(qT = P
2

(..) T2(p) = T(T(pP)) = T(q) = p » (T° = Identidad).

Expresamos formalmente, lo dicho intuitivamente.
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— —
T{p) = g porqgue T(origen de pq) origen de gl.

T(q) s p < d (en la semirrecta el

/
— — / orden es total)

\ p = Tlg) < g

- T(g) d > pd o T(q) q < pa ¢
Ademéasn: .

pd = T(Bq) = T(@ T(p) = Tl@a =» Tld -p
v Ax.de rilgldez .
— — -— — - -

T’ {pg) = T{T(pg)) = Tl(gp) = T(gp v pl) = T{gp) v T{pl}
—_ = — ey
= pg v gl = pl’ = pg

Luego 7% = Identidad

nr? 1leva un semiplano a en si mismo".
TP (a) = T(T(a)) = T(&) = & = a =

Axioma de Congruencia T identidad.

1

b} T tiene un punto fijo m.

Sea a * ¢, fijemos x € o, entonces por definicidn de T
e

T(x) € & y por Axioma de Orden x T(x) n pqg = {m}
> ¢y
(T(m)} = T(xT(x) n pq) = T(XT(x)) n T(pg) =
. > >
= T() @ TG n T(p) T(Q) = TGO x 0 pd = {m)
Entonces T{m) = m.

(Vemos que esta demostracidn implica un nuevo tipc de algebra donde

todo se traduce en componer funciones).

c) m € pg Demostrar en forma similar a 1) del Teor. pég.é/7f
(So(x) = x s X = 0)
d4) pm = mq, es decir T(pm) = gm

T(pm) = T(p) T(m) = qgm.

EXISTENCIA DE PARALELAS A UNA RECTA DADA
PROPOSICION: Para todo punto p exterior a una recta R, siempre
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existe al menos una recta L gque pasa por p ¥y es paralela a R.
Es decir: Dada la recta R, V p ¢ R 3 recta L: p e L, y L//R

P L » g (R
| = p

a) Demostracidn: Sea R, p ¢ Ry g € R, por lo demostrado antes
) (pag /) el segmento Py tiene punto medio
m. Y ademds pm = mg, y si agregamos el
axioma de rigidéz (gue nos permite.
asegurar que la T.R..'Sm no destruye la
_ longitud de los segmentos).
Resulta: Sm(q) = D ‘

(el transformado por T.R. S (simetria con respecto a m) de g es p).

b) Por iv) del Teorema pég.éﬂy
Podemos afirmaf:
meR=8S (R //R
luego L = 8 (R). :
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PANTALLAZO SOBRE LA SUCESIVA INCLUSION ¥ USO DE LOS AXIOMAS PARA
DEMOSTRAR PROBLEMAS DE GEOMETRIA. -
gintesis de conceptos vistos anteriormente.-

Se mostrd como se usaban las transformaciones rigidas (T.R.} ¥
un nuevo tipo de algebra’ que se traducia en 1la composicidn de
funiciones para demostrar conceptos de la Geometria.

Por ejemplo en el Teor. ii) Sz = identidad, se usd como prcbar
la igualdad de dos funciones, sin evaluarlas. (pég.'??’) o en Teor.
b) T tiene un punto fijo m, (pég.?83 se "componian" T.R., igual gue
funciones.

Se hizo todo esto para mostrar este "uso novel" de los
conceptos en cosas de Geometria.

Ademés, hemos venido, tomando siempre como punto de partida un

conjunto II 1lamado plano; del cual aislabamos una familia R, de

subconjuntos privilegiados R 1lamados rectas, esto es: R ¢ P(I}, que
satisfacen los axiomas:

INCIDENCIA (I)

1) Para todo punto del plano, existe una recta que lo contiene.

2) Un par de puntos distintos determinan una uUnica recta.

ORDEN (0)
(1) Cada reté A e R, tiene un orden total: <yt (esto es se satisface

la ley de tricotomia).

Orden: (fijado un punto A, siempre hay uno mds lejos y uno mas

cerca. Dados dos puntos, siempre hay uno en el medio.

Entonces con ésto se pudo defimir:

L —

Seggento XY aZe. {z erfft; X <, Z<AY}mmKuY

Con la definicién de segmento se tiene la definieidn de:

CONVEXO

.Sean los conjuntos N, A y H-A = A_ v A con A,y A ® @,
entonces:

A+ son convexos ¢ (v a e A , bed_ = ab n A = ¢)
- + - P

Ahora enunciamos otro AXIOMA DE ORDEN (un Orden y probkaremos
la equivalencia entre los Ax. 0 Yy Ax. 0.

Se arranca con un plano II, una familia
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R c (I
El AXIOMA DE INCIDENCIA {(I) vale.

II.- AXIOMA DE ORDEN (0) ({(debido a Pasch).
Para todo tridngulo Ty para toda recta L "que corta" a un lado

- de T, entonces T corta a otro lado.

"o;‘fg\lado” : | | \

nCortal significa lo gque hemos tratado de mostrar con los
dibujitos. Llega la recta a "un lado" del T, entra lo atraviesa y
-sale del T por "otrxo lado"f ,
También tenemos aqul que cada recta AeR tiene un orden total y

tendremos un nuevo concepto de segmento.

3i la dupla (I, R) satisface (I,0) ¢

ot

(If, R) satisface (I,0)

es decir‘
(1) « (I}

(i) ' . | L L g

() (I+0) = 0.

b ' L_..].-
Sea un T: éﬁl y una recta L que pega asi: :
. C. _ ‘
Hay que probar gue: Lnch=¢
6 L nab=g¢ L'corta" al ac

(o)

SeaM =L vL vLy digamos que a € L, ¢ € L_; porque si:'a vy

¢ pertenecieran a L , entonces el segmento {lado) ac c L,
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= ac n L ¢ L+ AL = ¢
o gsea ac n L = ¢ absurdo, pues tomamos L. "corta" a ac.
En este supuesto, tenemos dos posibilidades para b
1} b e D, o 2) beL_

L. L. ¢ L
Lo T

(A)

(1) beL,, cel_ = bcnL = ¢

por (0)

(2) belL_, aeh, = ab n L = ¢

por (0)

Nota: Faltaria tomar tcdos los casos en que L togue un vértice,

pero eso lleva un montdn de subcasos; Yy no gueremos "considerarlos".

(ii)
()  (I+0) =» (I,0)

Hay que "probag": Si A es una recta = II-A = A v A
A+ convexos, si a € A, beA = abnhd=#*¢

En realidad, damos la idea, .a grandes razgos, de’ la

demostracidn; para lograrla hay que trabajarla mucho.

< Sea la recta A, a,b puntos en los
}% distintos semiplanos que ella
X determina, y tomemos un punto

'b xeh . ‘ “

Con los puntos a, b, X podemos dibujar el tridngulo: T, de
manera que la recta A corta al tridngulo en X, entonces, COmMO pOX
hipétesis se cumple el Axioma de 5, la A corta al otro lado del T.

(pues si A pega en "un lado" "pega en otro". En realidad en ésta
peg peg
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construccidn, la recta A toca a dos lados del T gue se unan en el
vértice x, =» corta al otro lado ab. Luego ab n A = ¢.

' Nota: Esta reformulacién del Axioma de Orden (que data de
principio de siglo) se llama AXIOMA DE PASCH (que data de mediados de
siglo) . | | S

Ahora si tenemos el plano 0, la familia de rectas R y los
Axiqmés: INCIDENCIA, ORDEN (0) y CONGRUENCIA (Cong.) los resultados
- rescatables de antes son: 3 |
1) Nocién de perpendicularidad (pag. 40 Tema: Simet. Axial).

Por un punto exterior a una recta, pasa una Unica perpendicular:
Para roda recta A, un punto b e II 3! LIA talque b e L.
2) Existencia de punto medio de un segmento

3) Nocidn de paralelismo Por un punto exterior a una recta, pasa

al menos una paralela.
¥ recta A, b ¢ A existe al menos una recta H//A y b € H
H//A (H paralela a A) significa H y A disjuntas,
‘ L es decir: Hn & = ¢. |
| Si se considera el punto m, medio
H b _ del ségmenﬁq ab, se tiene que
4m . H = 8 (3)
i =) ' A es decir, la recta H que "anda

o

bien", es la que se obtiene como
“transformada' de la A por la T.R, Sm, con respecto al punto m, que
se comporta como un "espejo", puntual gue refleja la H.
Entonces: '
/ Si hay‘més.de una paralela por b » hay infinitas.
81 H = 8 (A) <\o

m

Hay una sola.

" Esta conclusidén salvo el Axioma de Orden, aparecid ya en la
tecria de BUCLIDES. '

55




TEOREMA DE SACHERI - LEGENDRE

Primero decimos que es medida de dngulos.

Sea 4 = {todos los &ngulos en el plano T}
(&ngule = unidén de todas las rectas no opuestas, no
coincidentes)

Relacidn de equivalencia

Dos a&ngulos son equivalentes (congruentes)
xoy ~ apg e 3 T e T.R. tg T(xoy)
def .

i

apq
El hecho de que el conjunto de las T.R. es un grupo implica que

la relacién (~) definida es de equivalencia.

A

Medida del dngulo aob = u{aob) dgf'clase de equivalencia del

angulo aocb = {rgs dngulos, tg rps = aob}.
Luego ufaob) e 4/= (conjunto cociente, por la relacién de

equivaléncia, def. de £f).

Notemos qgue para medir un angulo siempre se buscaba un nimero,
para la medida u; agui va no tenemos nlmeros, tenemos clases de

equivalencia que son las que la definen en abstracto.

SUMA DE MEDIDAS "DE ANGULOS ; o . b P
\
A A 1) \ P.b
ufaob) + u(prs) = gg . _&///,// e
D . 5 Q.
1) Definicidén facil, tengo angulos, A 1

Perc el problema es gue no sa sabe F—PwT

1 i

gque es un angulo llano. ]

Entonces se "inventa una letra" T (ojo significa 180°} y se
define: R L
2) M ¢ 4/~ plaob) + ulpre) =1 ¢ /= ‘ :
(Asi como en Andlisis se inventa el "o" para extender, aqui se

inventa esto para "distender".
A A A

3) p{aob} + u(prs)dsfﬁu(a,ob), ) e {d/= x {1})

Se inventa el par {(u,) que e al producto cartesgiano.
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O sea, pata que todo ande bien, inventa los simbeolos 2H, 31,
nll, ... y el par (g (acb), nl) y define suma
(i (aob), niI + (u (prs), wmi)
" TEOREMA DE SACHERI ‘
Sea el plano T, el. mconjunto de retas R y los axlomas de

Incidencia, Orden y Congruen01a R _ e e
i) 8i para un tri&ngulo A la suma de éngulos interiores = I =» vale
para todo tridngulo. ‘

ii) Si para un tri&ngulo A la suma de dngulos 1nteriores < I = vale
para todo tridngulo.

iii) 8i para un tridngulo A la suma de angulos interiores > T =» vale
para todo tridngulo.

Ejemplos de estos tres casos se dan en:

i) Geometria Euclideana (G.E.)

~ii) Geometria No Euclideana (G.N.E.)

iii) En la esfera.

Aplicacidn a la G.N.E.

La suma de los &ngulos interiores del cuadrilétero dibujado es =
90° + 90° + (90°+a} + (90°-B) = 4 rectos + ég;gl < 4‘Rectos |
“>< 0 pues B> «

Observacién:

. ¥ Yy r, son rectas euclideanas.

. ¢ Y ¢, son rectas no euclideanas.

. Los &ngulos a en el sentido de la G.E. son

"opuestos por el vértice" o “alternos internos entre paralelas”.
Los ¥ = 90° pues, recordar gue en una circunferencia, el'radio es
perpendicular al "arco de la circunferencia®.
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Entonces, para el cuadrildtero la suma de los dngulos interiores
es <« 4 R, vy 81 se toma uno de los dos tridngulos determinados por una
diagonal, tiene que darse: (suma de &ngulos interiores del triangulo)
< 2R.

Luego por Sacheri - Legendre vale para todo tridngulo. -

Nota: Para "demostrara® teoremas de la G.N.E. se usan teoremas
de la G.E.
La "férmula midgica" que hay que demostrar es:

dx dy

M- (suma de &ngulos interiores del tridngulo N.E.) = [J —
b

{medidos en radianes) l
Regtén trtitangular.

I es siempre mayor que el valor de la integral que es un

ndmero positivo pues la funcién integrando es positiva.

El Teorema de Sacheri - Legendre estd demostrado en el libro
"Foundations of Euclidean Geometry" de Forder (Edit. Dover), pero

requiere una maquinaria matemdtica inventadas por Sacheri. -

TEQREMA
Sea el plano 1, el conjunto de xectas R, los Axicmas:
(Incidencia + Orden + Congruencia) + Ax. Arquimides.

Entonces: (suma de dngulos . interiores) s I (= 2 rectos).

Demostracidén estd& en el FORDER.

Congiste en suponer gue la (suma de &angulos interiores) > I ¥y
entonces contradecir Argquimides) (aqui.si vale Ax. de Orxden).
{(Arquimides quiere decir, medir, dar una unidéd,_ trasladarla ¥y
"cubrir" toda la recta). "

(Arguimides vivid aproximadamente 1500 afios antes que Sacheri) .

Nuestras hipbtesis de trabajo siguen giendo: Los conjuntos I
(plano), R (rectas) y los Axiomas: (INCIDENCIA, ORDEN, CONGRUENCIA)
ARQUIMIDES.

Entonces podemos definir:

MEDIDA DE UN SEGMENTO u(a,b)

Sea S = clase de los segmentos en II.

+
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El segmento ab es congruente con el cd si el segmento ab es
equivalente con el cd.

ab ~ cd si ab = c¢d

El hecho de que el conjunto de las T.R. es grupo. Implica que lé”:
relacién ~ de congruencia es de equivalencia. T

Al conjunto cociente S/~ lo llamamos M.S. {Medida de los
,segmentos}. (Las clases de equivalencia son todos los segmentos
"equipolentes" a uno dado, como ge dice en Fisica).

Medida de un segmento ab °&£f-

p(ab) = clase de equivalencia que le corresponde
= {cd : dC = &B)
En M.S. hay orden (=): a 4 b
Vi )
#(c¢d) = p(ab) si cd = al = ab) L/:?C\ZT/
= C

Se puede'probarjqué es orden total. L
{Tenemos el Ax. de Congruencia = para la relacién de orden < vale la

Tricotomial) .

En M.S8. hay suma: y podemos definir:

u{ab) + p(cd) aSr pAxXY) ~ con Xy calculado asi:
| XY 45081
{(En esto no hay nada raro) a b £2
Ji 1 ]
x W’J
Proposicidn (MS, +) es grupo abeliano). ::é;;& 3

Proposicidn. Valen las leyes de monotonia para + y <.
* 8i agregamos el AXIOMA DE LAS PARALELAS (existe dnica

paralela)puede definirse multiplicacidédn en M.S.
\ o . __ def. -
' p(ab) pled) = play) llamando

y = {paralela) n aB

. Se fija un segmento u=unidad, sobre una
\ - recta ge fija el u y se marca el segmento

.CL ,Z cz cd {como en el dibujo que cd > u; © puede
C \\\ \\ D N _
‘ \ ‘ c o

Se marca otra recta gue pasa por ¢, Yy en ella se toma el ab
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con a = C,

Se une b con 1 y por d se traza la Unica paralela a la recta

—
bl, lo cual se puede pues, suponemos tener el Ax. de las paralelas.
' —_— 3

Llama "y" a la interseccién de la paralela yd (yd//bl) con la
w——
recta ab,

Nota: Habria que verlflcar que todo esto estd bien definido. En

realldad asi eg; todo anda bien.

TEOREMA: Sean II, R los axiomas (I+0+C) + AX. PARALELAS. Entonces
el conjunto M.S. con +, %, < es cuerpo ordenado.
Lo dificil de demostrar es que:
' ui{ab) . pled) = u(cd) u(abh) es conmutativa?.
Con los ax. (I+0O+C) + paralelas se demuestra el Teorema de Pappus y

con este teorema se demuestra la igualdad.

Lo que quiso hacer DESCARTES Yy no lo "supo hacexr", aunque "lo
blZO bastante bien". ' ‘
DESCARTES
Considera M, R, Ax. (I+0+C+Paralelas) y fija una recta'A, un
origen OeA, toma una recta B perpendicular a A (BLla) por 0.
Fija un segmento unidad u, entonces:
(M, +, ., <) = F (cuerpo

¢

befine Mme—r ¥

Field)"

in

2

funcidn que a cada punto p asocia "lag coordenadas".

B p f———— "coordenadas".
que es el par de medidas
Y- --qp (u(SR), u(5y))

Antes de Descartes (aproximadamente afio

| 1500) no se c¢onocian lag coordenadas.

v K Son obra de él.

El teorema "gordo" que ne demostramos {pues hay muchos libros

gue lo hacen).
La funcién ¢: M —e—rs F°
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D ey (u(Bﬁ), u(E?)) es bivyectiva
L.a recta LeR vista en Fa, esta es:
(L) = {(x,y): hx + 1y = m)
una recta de la geometria analitica.
Con los Ax (I+0+C) + Paralelas se tiene el Fa-y la funcidén ¢, y

con ellos se vuelve a recuperar el Ejercicilo del comienzo.
§i a las hipétesis U, R, Ax(I+O+C+PARALELAS) se agrega el Ax

de Arguimides se tiene que:
F es arquimediano.

Y reciprocamente: &
Si F = MS es arquimediano,; en el orden (<) definido,

% vale Ax. de Arquimides.

Proposicidén: Sea F cuerpo ordenado

F arquimedeano « F" isomorfo a un subcuerpo de R.

{¢) R es arquimedeanoc » todo subcuerpc es arquimedeano.
{#) Para cada punto p de F construimos "una cortadura".
Sea R = {de cortaduras de Dedekind}

{(A,B): A,Bc Q@ y AUB = @}

- Todos los elementos de A son < gque los de B,

y todos los elementogs de B son > que los de A.

1

Hi

B
Ejemplo: A PG,
X < 2 Xz 5 2
v 2 = {x: X < 0}, {x: }
xz 0 x>0
Se toma: A = {p/a < x} B = {p/g > x} p/g e @

A B son # ¢ por ser F arquimedeano.
(Por ser arquimedeano, siempre hay enteros > o (menores) < que
“cualquier cosa'). | ’
Esto es: 3 p, € N tg. p, > X%

-3 p € -N tg. p < X.
Luego Ax # ¢ .

Bx # ¢.
Se define:
' Y: F ———a R
x|~————> (Ax, Bx} = (x)

{¥ manda éada ¥ en la cortadura).
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Demostrar' que la funcidn ¥ es un isomorfismo, lleva "un buen
rato™.
O sea, demostrar que:
Y es aditiva: Y (x+y) = y¥(x) + W(yf
Y es multiplicativa: y(x,y) = ¢(x) . W(Y)
Ademds, demostrar: X <. ¥ 2 W () <R Wy .
Yy que ¥ es inyectiva. '

~ RESUMEN |
Si se parte de T, @ + Ax (I+0+C+PARAL.+ARQUIMIDES) entonces:
| T <R “
Observacidn:
[ € > significa "contenido" no solo en el sentido de conjuntos; sino

con sentido méds fuerte indicando gue hay estructuras gue se conservan

y con mayor fuerzal.

Y se definen una & y un isomorfismo y¥:

T —s 2 3R °
& yrxy

de modo que a las rectas en II les corresponden las rectas de la

Geometria Analitica (o rectas de Desgcartes)

2

Rectas en II » RectagenR .
DESCARTES

Comentamos dos maneras de armar Geometria.

(I) 8i no se sabe que son los ndmeros — no se tiene "medida".

Este fue el drama de los griegos. Entonces habia que definir
medida. ' '

Se consideran los "Segmentos", de ellos se saca la medida y se

obtienen los nameros.

(ITI) 8i se conocen los nlmeros (aproximadamente 1840 con
Dedekind se tienen los R) se puede obtener F que resulta iscmorfo a
R; y la Geometria Analitica.

. Desgcartes, péra que la medida de segmentos {(u (AB) sean los
nimeros Reales, agrega un axioma mis. ‘ .
O sea, que para que los "nameros" {que no sabe que son) que

andan en ¢: I — F° sean los R,. define sucesiones de Cauchy y piden
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que ellas converjan. Resumiendo:
para lograr que F° = R° (o M.S. =
Toda sucesgidn de Cauchy en

R} agrega un axioma més:

¥ converge.

Toda sucesidn converge a un nlimero.

TEOREMA: F arquimedianoly completo & F = R.

Demostracidn:

Se puede ver en. Rey Pastor,

Volimen I; o en

Revista de la REM (§ Nimeros Reales).

DISTINTAS FORMAS DEL AXIOMA DE LAS PARALELAS (P)

TEOREMA;

Se tiene: 1, R, Axiomas (I+0+C+P+ARQ.) =

ooy
W o=

P ) Suma de. angulos interiores de un A = I

otro lado.

Pa) Existen A semejantes no

P) 8i A//B, a,a’

€ A, b,b’
m punto medio del ab, y L//A por m

A

18
e

L

L e - -

!
4

8

L b7

=

€ B,

P_) Todas las perpendiculares a un lado de un angulo agudo cortan él

congruentes.

» L pasa por el punto medio
de a'b’ '

Demostraciédn de todo esto figura en
los textos cléasicos.
(Y como en el Repetto de la escuela

secundaria) .

Ahora, la cosa es cambiar el Ax. P por algin P .
'Hay muchas formas mds del axioma P:

si A//B, I4a, Mla

L

PQ

M

A

Z

v

Versidén original de Euclides.

8B

entonées: T =m, los segmentos 1 y m
son congruentes.
Esto que
equidistan. '

dice dos paralelas -
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P.) Si J;.:J«A, BaL = {p} _ .“'NP L ‘
uilpb) = 1 recto = AnB = ¢ :52;;%§Erﬁﬂ““~~8
6 A//B y/ ' A

Si se logra: L
(fI, R + Ax/ (I+0+8+Bj+ARQ) » (fI,R) satisface los axiomas I,0,C,P,Arq.
Cambiando P por cualquier P; se tiene la misma teoria. .
Todo esto estéd bosquejado en la Geometria No Euclideana de Santald,

pero ... hay que tener mucha paciencia para leerlo.-
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OTRA FORMULACION DE LOS AXIOMAS PARA LA
GEOMETRIA EUCLIDEANA

Resumen de las ideas desarrolladas anteriormente.

Tuvimos dos ver81ones de los axiomas para la G.E.

“Una formula01on no supone conocer los nimeros reales.

Se partia suponiendo la existencia del plano I, el conjunto de
rectas R Y los axiomas de incidencia, oxrden, congruencia, luego .se
agregaba paralellsmo ' ?

[(, R, Ax(I+O+CONG)) + PARAL.].
. Entcnces se definia longitud del segmento ab, se tenia un
Cuerpo.
Luego se agregaba el AXIOMA DE CONTINUIDAD, entonces se obtenia
que 1T era isomorfo a R°. - |

Otra formulacidn se puede'construif abeptando como conocidos
los nimeros reales, en este caso todas las cosas se pueden presentar
de otro modo.

En este caso se parte suponiendo la existencia del plano II, Yy
el conjunto R de rectas.

Se acepta con la misma formulacién los axiomas de incidencia,
orden,. congruencia y paralellsmo |

Luego el AXIOMA DE CONTINUIDAD se reformula.

Como ge conoce los nimeros, para medir longitudes, basta fljar
(0 definir) una unidad vy declarar como se mide.

Entonces lo que se hace es lo gsiguiente:

se fija (para siempre) una recta A, un punto o € A una unidad
de wedida p £ 0. ' _

Como se acepta el axioma de orden, la recta A tiene un orden,‘
esto es, se tiene (A, <A).

Entonces se decreta el:

AXIOMA DE CONTINUIDAD
Existe una funcidén X: A — R biyectiva y que preserva'orden:

=,d % X(p) = X{q)

permite obtener el punto medio de un segmento:

*E) ; 2al . X (punto medioc del segmento pg)

y ademds: X(&)'; 0, Xy = 1
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Xl ) =3 (3 e Z). .
s 4 4L A
i . N i i 4
5 Al L A ' . : i
Az = - ¢ v R o
T ) : T (<1} T (“42) Toee (4em-1)
0 sea que: un = Tou (unq) (n € Z)
uooes el "traslado" por T del uoeo@ partir del cero "o, con 1a

unidad u.
Ademds se supone; que el cambio de unidad de medida estd (dado
por la funcidén Y, asi:) Si o, veAY Y: A — R entonces
vp € A (c = n® real fijo) y, — Yv(p) = C Xu(p)

Nota: La notacidn significa lo mismo que para X:

X : funcién X construida a partir de ¢ con la medida u.

Y - funcién Y construida a partir de o con la medida v.

YV(G) = 0 Yv(v}) = J (§ € Z)
Yv(v) = 1
¢ g i Ii ~ ' ‘4
Vy V2 Ve,
tﬁ;/(V) éhV64u
Nota: .
( ) Yv(p) ( )
vpza Y (p) = C X (p) = = C {constante Yp#O
. v u Xuzp;

coclente

Nos muestra que la idea es que el cambio de unidades de medida
es proporcional.
Por ejemplo el cambio de la' unidad u = o° grados sexagesimales]
a v = radianes: | B
360° e 211 rad.

211
[ —— 1 — [ bl o]
o X €00 o

0]
3]

En regla de tres simple, se supone que una variables
proporcional a otra.
Pero quien me dice gue el cambio es éste?

otro ejemplo: el cambio de "yardas" a "metros":

b
rsmsars yardas | u yardas —— 0,9 m.
gy metros y yardag —————— m = 0.9 Y

Esto intuitivo estd declarado como axioma.
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Esto es, por “decreto" decimos que hay proporcionalidad,
porqué?! . |
Con éste axiomé de continuidad se define:
DISTANCIA DE p a g EN EL PLANO II.

p.gell dp,g) = X('Tq)_—- X(Ty) = X(T) =0
{este- es nuestro aparato.  de medir;-Con-ésta-definicién-declaram@s-

como se mide: "se toma un- segmento y se traslada".

P 3
T %
L, :
_ g Te
X %X
: | ﬂ? gue lleva:
- ' 0 = T{o) ~— X(To) = 0
X (T X(G) T —— X(T) =

Con esto lo primero gue se espera es que las T.R. no destruyen

0O sea, se toma T e T.R. gue lleva

| : p —» o
L ;4 q —» ?A e o4
— Y la funcién biyectiva:

X: A — R

' distancia.

{Que es lo que esencialmente hicieron los griegos).

Teorema: La funcién distancia d: Ox0I —L R > 0 cumpla' las
propiedades: '
i} dip,q} = 0 ¢ p =g
S ii) d(p,q) = dlg,p)
iii) d(p.q) = dlp,r) + d{r,q)

Nota: Y a partir de aqui salen el Teorema de Thales, y todos

ctros vinculados con distancia.

AXIOMAS METRICOS Y VECTORIALES
Otra novel formulacién de los axiomas gue venimos considerando.
Nota: En la "ENCICLOPEDIA  BRITANICAY {Tema: Geometria

Euclideana. Axiomas de Hilbert (1898)). Se puede encontrar una

formulacidén de este tipo.
. "Siempre se supone como punto de partida: la existencia del

plano H y‘de la familia R ¢ P(I), de subconjuntos A, NO VACIOS vy
EROPIOS del mismo M, que se llaman rectas, que satisfacen los
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axiomas.

AXIOMA DE INCIDENCIA
(A e R» ¢ 5 A <l entonces

W’*——’
rectas, conjuntos ne vacfos y no todo el plano)
v x,e I Yyel x # ¥y, 3! A e R tal que x & A, ¥y € A.
gtnlca. .
Este axioma se reegcribe agi:
Si . AeR_ BeR ' "y el # (AnB) = 2 - =3 A=B
R S
A ¥ B rectas cardinal
Y vxell Yyell X ® Yy 3 ReR tal gque x € A, ¥y € A.
AXTOMA DE PARALELISMO
¥ AeR, peA 3! BeR tal que {gné ; ¢ (B//A)

Con esto se puede definir. Proyeccidn scbre una recta C.

B : Sea la recta C y una recta B X C

x (B no paralela a C). .

! Por un punto X se traza una

; N pafalela a B, ella es {nica por
h < : -
; 4 el axioma.

| ,

B//B x € B .
IBX . X Y X

Digo que la recta B interseca a C, o sea B n C # ¢, porgue ei

pensamos lo contxario:‘anC = ¢ se contradice el hecho de gque hay una
Gnica paralgla a B por h.

én efecto: si h = BnC entonces tenemos: h € B y h € C, por
contradiccién suponemos: ChB = ¢ o sea C//Bx por construccidn:
“Ban =‘¢ o sea B//Bx y esto dice que hay dos paralelas:a B por h, le
cual contradice la unicidad del axioma (una paralela a B por X} .

Luego: B n C = {Px}. .
Neota: 81 se define proyeccidn, se puede armar THALES entonces:
se puede tomar como AXIOMA el Teorema de THALES y a partir de alli

armar la geometria.

€8



e

- AXTOMA DE ORDEN

Suponemos que en cada recta A hay orden total (<A) {esto es se
; cumple ctricotomia), y se satisface lo siguiente:
Sea A//B A e R a,a’ €e A y L & R {(recta) talqﬁe L//a
B e R b,b' € B '
i entonces: _ P :
- alt A _— — _
=5 ' ' ' oo hnab g s Lana'b #¢
\ . - 1 _ L//A '
\ ! L
e e i . Nota: Esto en la G.N.E. no se
\ ‘,; E5 - cumple. Por ejemplo en el modelo
‘ .
L b7 . de Poincaré es falso.
. g
. a//B vy A//L. y- 'n//B B, A
b Lnab = ¢ A T Nt
‘ . L ocorta a ab en ¢ y ¢’ pero mo en . L
: I k ) S
a' y b’ ‘ | | hlizc SNt a

o sea L na'b' = ¢.

Teorema: Sea P la proyeccidn paralela a B € R sobre C

Sea H ¢ R no paralela a B, entonces B Y

la funcidén: : ’ : _““_wwjgﬂ_ﬂﬂw~fﬂ"
P: (H, <, } — (C, < ) ) . - ! |
| | !

B
“i{gue va desde H con su oden’ <y

hasta C con su.orden <_ } - v ' 12(

¢s biyectiva, preserva orden y segmantos*
Se puede encontrar una demostracién en el LICHNEROVICZ.

Damos a continuacién axiomas que complementan nuestro estudio.
AXIOMA DE ESTRUCTURA AFIN DE LA RECTA,
AXIOMA DE PERPENDICULARIDAD, :
AXIOMA DE SIMETRIA.

AXTIOMA DE ESTRUCTURA;AFIN DE LA RECTA
Nuestro punto de partida los conjuntos T, R y los axiomas:

Incidencia, Orden, Paralellsmo
Ademés ge suponen con001dos 105 nimeros reales, entonces el

axicma dice: .
P " (I) Existe una funcién d: UxI —— R, llamada distancia que




satisface:
a) ¥x e T vy e Il dix,y) = dly,x)
b) Para cada recta fija D, ¥ cada do & D fijo
(esto es: (cada vez que se marca un origen)
1a funcién d: do w° ——— R = 0
asigna a cada x de 1a semirrecta de "origen" do,

x f——— d{do, %)

au distancia al

origen do:

4; EZ D esta funcién es biyectiva.
\; R
O di{x,do}

Como en D, tenemos un orden =, podemos pensar do < X (do menor

que x)
¢) 8i x Y Sz dix,z) = dix,y) + d{y,z).
es decir: cuando se tienen 3 puntos alineados "ir de" x a z es igual

que "ir de" x a y y luego de vy a z.

Con esta parte del axioma se puede:hablar de

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

Se toma un segmento ab, contenido en una recta A.
b x Se tiene una funcidén 4@ tal que:

& m X .
asigna:

A
AQ é/ ‘Z \p a — O B
0 clia,b) d(a,b) d’,(d@a,) b ——s dia,b)

en "algin lugar" el punto medio

2’ dia,b)

m — 5
esto por b). Con la funcién 4

biyectiva. A ;

Por c) dl{m,b) = 5

puss d{a,m) + d(m,b) = dla,b)

_d(a,b)
2
entonces: d{m,b) = d(gfb)

Enunciamos, la segunda parte de este axioma.

(II) Sean A y B dos rectas paralelas, ¥ los puntos a, a’' € A,
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b, b’ € B, m punto medio de ab’

; :
QL 9@ f\ m’ punto medio de a’b’
f \ entonces
m ! oy L :
f \ si L//A y L pasa por m
{ B s L pasa por m’.

i \
b b
Como 'no se han mencionado las T.R. {(transformadas

rigidas), no tenemos perpendiculares.
Todo lo que hemos enunciado nos lleva a pensar en el Teorema

de THALES.

AXIOMA DE PERPENDICULARIDAD
Existe una relacién vi#, llamada de perpendicularidad, en RxR

(recordar gue una relacidn es un subconjunto, en este caso de RxR).
que permite determinar si dos rectas A y B "estdn en
perpendicularidad*, o "no estén en perpendicularidad".
Esto es: '
(A,B) ¢ L ¢« A L B
(A,B) ¢ L ¢ A KB
Esta relacién satisface las propiedades:
a) Simétrica ALB —— BlA
(no valen ni reflexiva, ni transitiva).
b) 8i ALB —> AXB
c) ¥ AeR, 3! ReR tg RLA.
esto es: dada una recta A)% entre todas las rectas que se puedan
tomar, existe al menos una que es perpendicular a ella.
dy 8i AMB vy L//B s ALL

A B cy+d) implican que "la perpendicular® a
una recta, por un punto exterior de la
iw misma, es Gnica
Nota: Hilbert (aproximadamente 1900), considerdé la teoria de

Euclides, y buscd que cosas podia demostrar encontrandose con gque
todo lo gque habia alli, hacia falta.
Posteriormente, Frechet (aproximadamente 1910) incorpora el

concepto de distancia.
(Estos conceptos de distancia y perpendicularidad se pueden consultar
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en el LICHNEROVICS).
8i en el sistema de axiomas: (I+0O+CONG.+PARAL. ) cambiamos el

AX. PARAL. por THALES, se pueden obtener las mismas cosas.

AXIOMA DE SIMETRIA
"LLAS FUNCIONES SENO Y COSENO ESTAN BIEN DEFINIDAS", €8 nuestro

"novel" enunciado.

Sean A1 y A2 semirectas-con el mismo origen 0 (ellas determinan
un angulo) .
La funcidén "cos" que es?.
Tomemos la perpendicular a
A1 por O. N
Sea % € Az, por el Ax. de

paralelismo, tenge proyecciones

entonces ge puede proyectar X

sobre A1l.
Sea P = proyeccién paralela sobre At
(+ a A1 por 0).
Entonces:
afo,P )
.
tgiELflz

{funcién de x, sl % se mueve en A2)

(1} = "cos (A1 A2)"
o también si:
Q = proyecciodn paralela sobre Az.
(L a Az por 0)
Entonces:
(2) ' 2{3:2X) = "cos (A2 A"
El axioma propone Jque las "razones' (1) y (2) no dependen del x,

son constantes e lguales.

AXIOMA DE SIMETRIA
- cos (A1 A2) = cos (Az A1)
Con éste axioma se puede definir PRODUCTO ESCALAR

oy
0%,

Se fija un 0 e I, X = Y = 0¥,
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prod. escalar XY dzfid{o,x) d(o’y)\Egidigg#jﬁb—wmw_mw//
L

(producito de 'las normas X cosenc}

v TRANSFORMACIONES RIGIDAS (T.R.) _ ,
T: T — 0 es T.R. 81 d{Tx, Ty) = di{x,y) Vx Vy.
Y es T biyectiva. ' '

N9§§;'Con trabajo se puede demostrar, o digamos se puede obtener

_la prueba del Ax. de Congruencia.
Si T = RxR el Ax. de CONG. se verifica tomando como
TR{x) = (£: R® —— R°: Vx,¥ a(f(x),£(y)) = dix,y)}

donde d(x”yf = [(u1~u2}2'+ (v1~v }

2,172
] sl
2

= {(u ,v
X tu, , v}
= (u,v
I Y (u,,v,)
Observacidén: Recordemds que hemos considerado como punto de

parcida el sistema: .
(1) (0, R + AX. (T+PARAL.+0‘) + AX.(AFIN+PERP.+SIMETRIA)]
Se puede cambiar | ' por CONGRUENCIA
vy se obtiene un sistema equivalente: _
(II) (I, R + AX. (I+PARAL.+0') + AX (AFIN=CONGRUENCIA) ]
O seauque si se cambian los Ax. de perpendicularidad y simetria
por el de congruencia, vaien todbs los resultados; y reciprocamente.
La diferencia es que se define: -
f e TR si d(f(x), £(y)) = dlx,y) vx Vy.

COMENTARIOS DE LA GEOMETRIA NO EUCLIDEANA

Porqué en la G. no E. no hay homotecias?

En G. no E. por un punto exterior a una recta, pasan mas de
una paralela, y esto seglin Sacheri quiere decir que:

¥ {dngulos interiores de un A} < 2 Rectas.

Como se calculan dreas?. (como se construyen areas?)
‘Funcién Area =  a : {poligonos Convexos} — R,
et. =
y satisface: A
a uF = a {F + a (¥
(F1 2) | { 1) { 2}
.- {unién de "2 cosas")
'si F,'n F, = unién ‘de segmentos (ed. las "cosas" se cortan en
"segmentitos" (en "flacos") ' ' r
° o s . . - 1 5
% F1 n Fz = ¢ - (unién de interiores es vacio) 2
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EN LA GEOMETRIA EUCLIDEANA

Se prueba gue en un tridngulo hay:
3 bases: a

O
ia

& b
3 glturas: h 6 h & h
a b [

l : mn ee———
Se prueba.v——z——~ a hé = 5 b .

y se define: a (8) = —=Dbh
a (cualquier regién) = § o (A1) con Al = A
i :

(0 sea se "triangula" la regidn)
) (La sumatoria no depende de la

P~

! .\AJ ‘ triangulacién).
I ~

Una demogtracién se puede ver en el

REPETTO.
tiene ese resultado) .

(Hay teoremas de por medio; pero se ob

EN LA GEOMETRIA NO EUCLIDEANA {G.N.E. }
Se miden &ngulos f{en radianes)

Se define:

= 1 - {a+f+7y)} > 0O

(vtriangulo" no euclideano, sus ladog no son

rectas, son “"arcos").

cualquier regién) = ¥ a4 (A1)
i

a
y entonces se define &rea como

xm(
Hay que definir triangulacién NE
la suma de las Areas de los ttridngulitos® no euclideanos.

Luego probar que:

o s un area.
ei las hay, queremos que hagan lo siguiente:

X = constante.

Las homotecias H,
1) d(H(a),
2) a (H(F) = K alF)
3) H preserva angulos.

H(b)) = K d(a,b)
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En la G.E. existen lac homotecias.

En la G.No E. no puede haber homotecias, porque por ejemplo, si
se toma un "tridngulo NE®, por la homotecia va a un "tridngulo NE*
quizas mds grande, pero seguro los dngulos, cambiaron,

y 1a H debe preservar dngulos.-
- Por 2) a(H(A)) = K* a_(A)
esto es por definicidn: |

I = (a+8+y) u_Kz
x>0

L)

(- (a+B+7))

entonces K = 1 y la homotecia de razén 1 es la identidad.
H = identidad
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AXTOMAS DE LA GEOMETRIA EUCLIDEANA A PARTIR
DE LA SIMETRIA AXIAL

INTRODUCCION

Primero, haremos un listado de los axiomas, a los que.

analizaremos y luego resolveremos ejercicios y problemas, siempre en
el contexto de la Geometria Euclideana.

Axioma

Axioma
Axioma

Axioma
Axioma
Axioma

Axioma
Axioma
Axioma
Axioma
Axioma
Axioma

Axioma

aungue

Axioma

Axioma

Axioma

I.- Dados dos puntos distintos del plano A,B existe una fnica
recta 1 = 1(A,B) que contiene a dichos puntos. o
II.- Todos los puntos del plano que no estan en 1, forman dos

conjuntos disjuntos no nulos.

'III.- Dos purntcs A y B pertenecen a dlstlntos gemi-planos

determinados por la recta 1 si y solo si 1 n (A,B) = ¢.

1Vv.- si Be (A,C) = Ce (AB).

V.- Existe una recta.

VI.- Para toda recta 1 existe una Unica funcidn G, del plano
en el plano que aplica a los puntos de un semiplano
determinado por 1 en h puntos del otro semiplano. '

VII.- G, mapea rectas en rectas.

VIII.- @ =i 1

IX.-VLegl: G L=L

X.- Todo &ngulo tiene una vecta bisectriz.

XI.~ Todo segmento tiene una recta medlatrlz

XII.~ 8i un producto de reflexiones mapea una semlrrecta a
gsobre si misma, entonces es G% o i.

XIII.- S8i afb y d L a, ent. d L b,

Completando esta lista de axiomas incluimos -los siguientes
no los usaremos.
() sia=z0, bz0yac« ~%m b, para todo n € N entonces a=0
X*,- 8i una recta tiene un punto interior a un circulo,
entonces interseca a este circulo en dos puntoes.
XIII* - Sl dos rectas paralelas tienen un fin en comin,
entonces no tienen una perpendicular comin. Si ellos

78



no tienen un fin en comiin, entonces tienen una Unica
perpendicular comGn.

1.~ Cdnjuhtbs—en el plano

La geometria. plana es el estudic de ciertos conjuntos llamados

planos (los notaremos con 1etras griegas mintisculas) Y sus elementos

son los puntos. Otros _conjuntos de puntos 8son. los . 81ngles y--las.
rectas. o ‘ ' N

No definiremos puntos*ni rectas porque pafa nosotros su interés
-r681de en las propledades que son descrlptas por los Axiomas, los que
son el minimo necesario para demostrar algunos teoremas de la
geometrla euclldeana Cabe aqu1 aclarar, due a :los puntos  los
notaremos con letras mayusculas Y a 1as rectas con mindsculas; ademas
- usaremos 81mbolos y conceptos ba51cos de la teoria de conjuntos por
.todos conocidos. |
1.1, Def..-DQs‘reCtas disjuntas son paralelas.

‘;mgﬁ ' alfb si y solo s8i anb = ¢

si*a'nb * ¢ son rectas concurrentes.

2.« Los axidmas-y sus consecuenciag
Axioma I: Dos’ puntos dlstlntos del plano A Y B/ determlnan una unlca
recta 1 = 1 (A,B) que contlene a dichos puntos.
Axioma II: Todos los puntos del planc gue no estan en 1, forman dos
o conjuntos disjuntos no nulos.
SR Los subconjuntos descriptos en el

£

Axioma II se llaman semiplanos.

. sl existe alguna recta g'que pase por C de
% 0 modo que A y B queden en distintos
semiplanos. '

2.1;2{ Déf.: Llamamos segmentoc (A,B) al conjunto de puntos que estén
. entre A y B,

,EQEE: l.os puntos extremos A y B no pertenecen al segmento. .

2.1.3. Def.: Llamamos segmento cerrado de extremos A y B si (A,B) le
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unimos sus puntos extremos. e.d.:
[A,B] = (A,B) vA URB

Ejercicio 1.- Probar que (A,A) = ¢
D||. Supongamos que {A,A) = ¢, entonces existe 1 € (A,A), luego existe
g que pasa por € que deja a A en distintos semiplanos lo que

contradice al Axioma II (los semiplanos son disjuntos).
Axioma III: Dos puntos A y B pertenecen a distintos semiplanos

,,,ﬁ::::Q;::::w«wfa determinado por la recta 1 si y
~— & gsolo si 1 n (A,B) = ¢ '

Axioma IV: Si B € (A,C) entonces C ¢ (A,B)

o . 0
h jt C
El conjunto vacio satisface naturalmente los Axiomas I al IV.-

Axioma V: Existe una recta.

Probaremos la siguiente proposicién:

2.1.4. Prop.: Dos rectas distintas tienen a lo mis un punto en cowdn.

Demost.: Es inmediata; ei tuvieran dos puntos en comiin por el Axioma

I la recta seria dnica. o

La_proposiciéh siguiente es una reformulacidn del Axioma 111.

2.1.5. Prop.: Si C estd entre A y B, entonces A y B estdn en
distintos semiplanos para toda recta g que pasa por C,
distinta de 1(A,B). |

Ejercicio 2.~ B e (A,C) = (A}B) n {B,C) = ¢

Demost . : Supongamos gue existe D e (A,B) n (B,C)

En éfecto, D € (A,B), luego por la proposicidén 2.1.5. toda
recta que pasa por D, distinta de 1(A,B) deja a A y a B en distintos
semiplanos, por otro lado, D € (B;C), andlogamente, %oda‘recta que
pasa por D deja a B y a 1 en distintos semiplanos, ehtonces Ay C
pertenecen al mismo semiplano, lo que contradice la hipétesis.
Ejercicio 3.- Probar que el plano contiene infinitos puntos.

[Recordar: Un conjunto contiene infinitos puntos si para'cualquier
nimero ¥ de estos, contiene N+1 puntos distintos].

Demost.: 1) Existe un punto por el Axioma V, existe una recta: 1l y
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por el Axioma II, 1 determina dos semiplanos disjuntos no vacios,
luego existen al menos dos puntos, uno en cada semiplano. '

2) Tenemos ahora N puntos, probaremos que existen N+1.
Estos N puntos. “determinan - un naimero finito de rectas (Ax I), es
obvio que podemos conslderar una de estas rectas de modo “tal que

queden los N ‘puntos’ en uno da los semlplanos determmnades por ella,“r
luego por el Axloma IT en el otro semlplano (w ¢) exlste al menos 

otro punto.

2.2.- Conjuntos convexos _ _
2.2.1. . D f}: Un- subconjunto del plano es convexo si y solo si para
' todo par de puntos distintos de este conjunto, el

segmento que determlnan esta incluido en él.

Ejamplos: Son conjuntos convexos: el vacio, el plano, los segmentos,

las rectas, las semlrrectas, log semiplanos, etc,

2.2.2. Prop051c1on: La 1nterse001on de dos conjuntos convexos es un

S conjunto convexo.
ngoét.: Sean a y B dos conjuntos convexos del plano, P y Q dos
puntos del plano, tal que:
Peanpg = ¥ Qeanpg
como. P Yy Q pertenecen a o« ¥y como o es convexo entonces el‘segménto
(P, Q) € a. '

Del mlsmo modo, Py Q pertenecen a By como B es convexo, el segmento

(P, Q) S B. _ . ,
Por 'lo tanto el segmento (P, Q) € an B, luego a n B es un'conjunto

?

convexo. _ ,
Ejerc;cxo 4.~ Mostrar que la unidén de dos conjuntos convexos no

slempre es convexo. _
Demost.: Por el Axioma V, existe la recta 1 que determina dos
o semiplanos, sean A y B dos puntos

respecto de 1, luego por el
 Axioma ‘I, los puntos A 'y ‘B
_ determinan una recta a la que

divide  al plano de dos
gsemiplanos. '
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Consideremos los semiplanos oy m mostrados en la fig. esg
evidente que la unidén MoV T no es un conjunto convexo.
r

2.3.- Trié&ngulos
2.3.1. Def.: Dados tres puntos no alineados, se llama tridngulo al
¥ ‘ " conjunto unidén de los segmentos gque ellos
determinan dos a dos, es decir,
L 2 A (A,B,C) = [A,B] v [B,C] v [C,A]
Notacién: En adelante notaremos al semiplano determinado por la recta
1{A,B) al gue pertenece el punto C por ch'
2.3.2. Def.: Dados tres puntos no alineados A, B, C llamamos interior
del triéngulé A {A,B,C) a la interseccién de los
— > >

semiplanos AB_ , BC, vy CAB'

2.3.3. Prop.: El intericr de un tridngulo es convexo.
Demost .: Consecuencia inmediata de la Prop. 2.3.2, por ser el
interior del tridngulo interseccién de semiplanos.
2.3.4. Teorema de Pasch’s: "Si una recta interseca a un lado de un

triangulo y no pasa por ningln vértice, interseca exactamente
a uno de los otros lados" |
Ejercicio 5.- Probar que si D € (A,C) en el tridngulo A (A,B,C) vy.
E € (B,D), entonces existe F € (B,C) tal que E € (A,F).
Demogt.: Por el Axioma I existe una Gnica recta 1 = 1(A,F), como 1
8 ) intersec¢a al lado Eﬁ del tridngulo
A (B,D,C), entonces por el Teorema

de Pasch’a intergeca a (B,C} o
(D,C) en un punto F. 81 F e (D,C)

entonces por el Ax. I, dos puntos'

2 determinan una tnica recta
1(A,F}) = 1(A,D) en consecuencia E € 1{A,D), lo gue es absurdo, luego
F e (B,Cj. '

2.4. Simetrias ,
Introduciremos la 1dea de "Simetria" apoyandonos en ctros

~conceptos bésicos:

Intuitivamente: dos figuras gon congruentes sl existe un

"movimiento" que superpone una sobre otra, de esta idea intuitiva
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daremos una nocién axiomética, para ello explicaremos claramente su
significado. ‘

Una primera explicacién de la idea de movimiento seria
onsiderar el plano como algo estitico y solo se mueven ciertos
oﬁj untos de puntos en el mismo, por ejemplo tridngulos, esto lo
SMOS v1buallzar como tener dos coplas idénticas del planc ambas

las mlsmas flguras. ,Dos puntos en planos dlStlntOS se

-"(": 00
fJ

@]
8]
b

cocrresponden uno al otro en este movimiento de tal forma que al flnal
coinciden, . _ A ' i
Esta identificéciéh de dos planos con  un movimiento,
matematicamente 1o pédemoé descrlblr usando la idea de funcién
y = F{x}, que a puntos de un plano le asigna puhtos en el plano.
2.4.1. Simetria respecto de una recta: Decimos que una funcién o, es

una simetria respecto de una recta 1 si a cada punto A le
asocia otro GQ(A) tal que 1 es "mediatriz".del segmento

a0 (A)1. T |

Las propledades de las simetrias son descrlptas por ocho

axiomas, los que damos en dos grupos: ‘
Aﬁiomé VI.- Para toda recta 1 existe una ftnica funcidén o, del plano
| en el plano que aplica a los puntos de un semiplano
determinédo.por'lien h puntos del otro semiplano.

Axioma VII.- o mapea rectas en rectas.

Axioma VIIT.~ of = 1 1

Axioma IX.- ¥V L & 1: 017L = L

1
. o (D)
2.4.2. Def.: Llamamos involucién a la funcién que compuesta con si

misma nos dia la identidad
2 .
o" o= i
‘Nota: Por el Axioma VIII la simetria axial es una involucidn.

2.4.3. Prop.: Una inveolucidn es una funcién uno a uno del plano en si
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mismo. ‘
Demost.: Sean A, B, C puntos del plano tal que B = o A Yy B = ¢ C,

entoncesd:

T B = UEA = A
de aqui A = C

B =0 = C
Esto prueba que las imdgenes de dos punteog distintos del

plano por una involucidén no coinciden.
 2.4.4. Prop.: ([A, O}A] nlz=g¢g

A . Demost.: Esto es consecuencia de
los axiomas IIT vy VI,

¢h
% .
Para los dltimos axiomas necesitamos algunos conceptos

complementarios.

2.5, Semirrectas
Un punto P sobre una recta 1 determina dos semlrrectas Cada

semirrecta es la unidn del punto P con la interseccién de la recta 1
con uno de los semiplanos determinados por una recta g (distinta de

1} que pasa por P,

La notacidén que usaremos sera 11 Y 12, o la semirrecta de origen

P que contiene al punto Q = P, lo gque notamos por PI[Q].

2.6. Angulos
-6.1. Def.: Angulo es la unién de dos semirrectas con origen comin:
a, v b1 = < (31’b1}

\S]
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N
_ e ‘ si a = P[A] y b, = PIB]
M\,{ < (a,/b) = < APB = < BPA
2.6.2. Def.: La bisectriz de un d&ngulo < (a1‘bz) es la recta

£t = F(ai,bl) tal que b1 =0 2

5 b,
2.7. Mediatriz
2.7.1. Def.: La mediatriz de dos puntos A, B a la recta m = m(A,6B)
tal que B = o A ]
L
A . M B

£l punto medic M[A,B] de A %Yy B es el puntec m n [A,B], su

existencia estd asegurada por la Prop. 2.4.4.

2.8, Rectas perpendicularesg o
2.8.1. Def.: Una recta a es perpendicular a otra b (alb) si a # b y

oca = a.
b
La recta perpendicular -a la recta 1 en el punto A, la notaremos
por p{l,Aa). ’ '
2.8.2. Def.: 8i a y b son perpendiculares a 1(A,B) en A y B, entonces

la recta m(A,B) = p(i{a,B), M(A,B)) la llamamos recta
media entre a y b, la gue también notaremos m(a,b).

a m(a,b) b

M{a,B)

2.9, Movimientos
2.9.1. Def.: La composicién de un nimero finito de simetrias es

llamado movimiento v lo notaremos por el simbolo Z.
ahora si estamos en condiciones de enunciar los dltimos axiomas:
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Axioma X.- Todo d&ngulo tiene una recta bisectriz.

Axioma XI.- Todo segmeﬁtd tiene una recta mediatriz.

Axioma XII.- Si un producto de reflexiones mapea una semirrecta a
gobre gi misma, ent. eg GL o 1.

Axjoma XIII.- Si ajby d L a, ent. d L b.

2.10. Propiedades o consecuencias de los Axiomas

2.10.1. Prop.: alb si y slo si a = b y 0.0, = 00

a
P. O P
a
b
g P coc P =00 P
a a
2.10.2. Prop.: alb entonces bla
2.10.3. Prop.: ¢ = 0, entonces a = b
2.10.4. Prop.: La bisectriz de un dngulo es Gnica.
2.10.5. Prop.: atb entonces $a L $b
2.10.6. Prop.: A través de cualquier punto P existe una Gnica recta

perpendicular p(g,P), a la recta g.
2.10.7. Prop.: Si alb y blc entonces aljc

c
a
b
Ejercicio 6.- A través de cualquier punte P ¢ g existe una Unica

paralela a g.
Demost.: Probaremos la existencia y unicidad de tal recta:
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1°) Existencia.

P Dada g v P ¢ g, por la Pfop. 2.10.6

existe l=p(g,P) y también h=p (g, P),
luego entonces por Prop. 2.10.7

2%) Unicidad.

Supongamos que por P pasan dos paralelas a g, sean ellas e y h:
como cﬂg y 1lfg, por el Ax. XIII cll y como p(h p) es Gnica entonces
o=h.

2.11. Congruencias de figuras . |
2.11.1. Def.: Dos flguras en al plano- 8 Y 5’ son congruentes (8=}
si y solo si existe un movimiento T tal que S’ es la

imdgen de 8 en la transformacidn I.
e.d. S’ = Z (8)
Enun01amos lo siguiente:
2.11.1. Prop.: La congruenc1a es una rela01on de equivalencia en el
' conjunte de figuras del plano.
iy s =8 A
ii) 8i S & S’ entonces 8’ & S
iii) 81 8 = 8’ y 8’ = 8" entonces
) 5 = 8" ‘
Este concepto, tiene muchas,aplicaciones, una de las més conocidas es

la congruencia de tridngulos.-

L
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PLANOS Y ESPACIOS PROYECTIVOS
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Introduccidén: En esta monografia se dard la construccién
de la Geometria Plana y del Espacio Provectivo. La construccién
Gqiue 82 elaborard, serd dada de un punte de vista abstracto,
partiendo de un conjunto de entes, indefinidos, que se llamaran
"puncos" y '"rectas', ligados por ciertas relaciones cuyo sentiao
s& expresard por medio de un sistema de axiowmas. Las consecuencias
légicas que se deriven a partir del sistema de axiomas,
constituird la GCeometria Plana vy del Espaclo Proyectivo. E1
sistema de axiomas gue se considerard para desarrollar esta
tecria, serd la propuesta por Adler, [6], pag. 70.

Se enunciardn los teoremas de Desargues, Pascal vy
Brianchon y se dard un ejemplo de un plano no arguesiano.

En este restmen no serd presentada la geometria métrica

croyectiva gue puede verse en (6], capitulo X.

1. Axiomas de Incidencia y Existencia

Axiomas de Incidencia

1. 81 A y B son puntos distintos, existe al menos una recta
gue contiene A y B.

2. 81 Ay B_son puntos distintos, existe a lo mds una recta
gue contiene A y B. _

3. 81 A, B, C son puntos que no estédn todos sobre una misma
vecta y si D, E son puntos distintos tales que B, C, D
¢s8LAn sobre una misma recta y C, A, E también estdn sobre
una recta, existe un punto F tal gue los puntos A, B, F
estan sobre una recta y los puntos D, E, F estdn también
sobre una recta {(Fig. 1.1).

Notacidén: La dnica recta determinada por los puntos

disvintos A y B {Ax ¥ y 2) se denotard con AB

Definicién de tri&ngule. Diremos gque tres puntos
cualesgquiera gue no estdn en una recta {(no colineales), &, B, C,
determinan un tridngulo. Los puntos A, B, C vy las rectas AR, AC,
" BC son llamados respectivamente los vértices y los lados del

tridngulo ABC.

89



Después de definir tridngulo, el axioma 3, se puede
sustituir por 37,

3', 8i una recta interseca dos lados de un tridngulo,
entonces interseca al tercer lado.

Axiomas de Existencia
4, Existe al menos una recta. .
Existen al menos tres puntos distintos sobre teda recta,
No todos los puntosg estén sobre una misma recta.
No todos los puntos estdn sobre un mismo plano.

W .~ o

Si 8 es un 3—@Spécio, todo punto estéd en S.

Naturalmente los Axiomas 7 y 8 adguieren significado,
solo después de definir plano y 3-espacio, Para definir plano,
necesitamos la existencia de tres puntos no colineales. La
existencia de tres puntos no colineales esté garantizada por los
Axiomas 1, 2, 4 y 6.

Definicién de plano. Sean A, B, D tres puntos no
colineales. Llamaremos planc ABR;D al conjunto de los puntos de las
rectas que ligan el punto D, con puntos de la recta AB, Diremos
gque el plano AB;D es el plano generado por la recta AB y el punto
D.
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Usando el Axioma 3, se demuestra dgue el planc AB;D
coincide con &l plano BD;A y' el plano AD;B. Por eso podemos
referirnos al planc determinado por los tres puntos no colineales

L, B, D, gue denotaremos planoc A B D.

_ Diremos que cuatro puntos son no coplanares, 81 no estén
en un mismo plano. La existencia de cuatro puntos no coplanares

estd garantizada por el Axioma 7.

Definicién de 3-espacio. Dados el punto P y el plano ABD
ccn P no perteneciente al plano ABD, llamaremos 3-espacio
proyectivo o espacio proyectivo de 3 dimensiones al conjunto de

los puntos de las rectas que ligan P con puntos del planoc ARBD.

_ También aqui se puede demostrar gue el conjunto de
puntos de las rectas que ligan un punto, de los cuatvxo A, B, D, P,
con puntos del plano determinado por los tres puntos restantes es

siempre el mismo.

- La geometria plana proyectiﬁa se obtiene reemplazando
los Axicmas 7 y 8 por un solo Axioma. '
7¢. Si S, es un plano, todo punto estd sobre 8,.

2. Consistencia del Sistema de Axiomas 1 a 8.

_ Desde un punto de vista légico, podemos sentar . la
siguiente definicidn. ‘ ‘ ,

Definicién. Un sistema axiomatico, sé llama consistente

si no implica enunciados contradictorios. [1], Vol.5 pag. 50, {2]

pég.'SO.-

La consistencia de un sistema de axiomas esta
estrictamente vinculado ¢on la existencia de un modelo. Modelo es
una atribucidén de significados a los términos indefinidos, donde

todos los axiomas del sistema se convierten en enunciados
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verdaderos. Si el sgistema de axioma conduce a contradicciones,

evidentemente no puede tener un modelo.

El sistema axiomdtico 1 a 8 es consistente. Se dara
primerc modelos del sistema 1 a 7' y después modelos del sistema 1

a 8.

Sea K un cuerpo. Definimos un punto P, como una terna
(x,y,2) de elementos de K, no todos nulos, tales que {>x,>y,>2)
con 0#>eK, cualquiera es idéntico a (x,v,z).
Una recta estd definida como el conjunto de puntos que satisface
una ecuacidén de la forma.ax + by + cz=0, con a,b,c € K, no todos
nulog. Se verifican facilmente los axiomas 1 a 7.

Observemos gque el plano proyectivo P, definido, contiene
un plano afin. En efecto, consideremos la siguiente funcién

inyectiva. _
# — P definida por (x,y) — (x,v,1) & (>x, >y, >}, con > * 0.
Las rectas de 4 corresponde a rectas de P, pero no reciprocamente
la recta z = 0 en el plano ? no es correspondiente de -ninguna

recta de 4, porque, estéd excluida la posibilidad a=b=0. Daremos el
nombre de recta al infinito o recta impropia en # a la recta de
ecuacidén z = 0. Cualquier punto de P de coordenadas (x,y,0) es
punto de la recta z = 0. Llamaremos puntos impropios o puntos al
infinite los puntos de coordenadas (x,y,0). Se concluye, que los
puntos del pléno proyectivo son log puntos del plano afin
correspondiente mids los puntos de la recta z = 0. Observemos gque
dos rectas distintas de P que se cortan sobre la recta z = 0,
serdn paralelas distintas en el plano afin, teniendo ambas el
mismo punto al infinito.

Se han construido modeles del plano proyectivo,
dependiendoc del cuerpc K considerado. Si K es un cuerpo infinito,
se obtiene un modelo con infinitos puntos. 8i K tiene k elementos,
entonces cada recta definida sobre K, tiene k+1 puntos y el plano
proyectivo tiene k® + k + 1 puntos. Demostremos esto. Una recta g

es el conjunto de soluciones de una ecuacién del tipo ax+by+cz=0,

con (a,b,c)=#(0,0,0}), a,b,c € k. Supongamos a#0, entonces la recta
g es el conjunto de soluciones de la ecuacién x + —g— Y + : z=0.
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Las soluciones son las ternas (- —gw Yy - mg— Z,¥,2). Puede ser y=0

& y#0. Si y=0, se obtienen (- ugu z,0,2), y como debe ser z # 0 el

punto {- —§~ z, 0, z) es idéntico al punto (- —gm, 0, 1}. 8i y=0,

el punto (- =2 y = &= z2,y,2) es idéntice al punts (- Do . S _2
a a ta a a Y

1, —%-) y hay k puntos de este tipo.

En total en la recta x + '§— Y + ég— = 0 hay k+1l puntos. Veamos

ahora que el planb proyectivd tiehe k2+k+1 puntos. Sea (x,y.z) un
punto._PQede ser x20 & x=0. Si x#0 el punto (k;y,z)_ea idéntico
al punto (1,'—¥~', ~§~) Y hay k® puntos_coﬁ primera coordenada
distinta de cero. Si x=0, y=0 & vy#0. 8i y:OIel punto {0,0,z) es
idéntico al (0,0,1) porque =z#0. Si y=#0 el punto (0,y,z) esd

idéntico al punto (0,1, ~§w) y hay k puntos de este tipo. O sea
que hay k+1 puntos con primera coordenada ighal a . cero. En total

se obtiene k%+k+1 puntos;
Tomando K = z, = {0,1}, el plano proyectivo sobre z,

viene 2° + 2 + 1 = 7 puntos. Estos puntos son Ai(l,0,0), Aa(o,l,o)
2,(0,0,1), A,(1,1,0), A(1,0,1), A (0,1,1) y A',,(l,i,l).' Tal plano

puede ser representado por:
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La recta A1Aa tiene ecuacidén y = 0, la recta AJ& tiege
ecuacién x + y + 2z = 0, etc. La descripcidén de este plano se debe
a Fano (1892), (3] p&g. 23.y tiene 7 puntos. Se demuestra, sin
dificultad que en cualguier espacio proyectivo que satisfaga los
Axiomas 1 a 6, todo plano proyectivo contiene al menos 7 puntos.

Construiremos ahora un modelo de un . 3-espacio
proyectivo. Sea K un cuerpo. Definimos punto P, como una 4-upla
(xl,xz,xs,x§),cqn X € K, i=1,2,3,4 y no todos nulos, considerando.

{> X, o> X, > X, > x@) idéntico a (X“J%,Xaﬁ%) siempre que >»0.

plano, como el conjunto de puntos gue satisface una ecuacidn
lineal homogenea axfdw%+cximba=0 con a,b,c,d € X y (a,b,c,d) =

(0,0,0,0). Recta, el conjunto de puntos gque satisface dos
ecuaciones lineales homogéneas distintas. Se verifican facilmente

log Axiomas 1 a 8.

3. No categoricidad del Sistema de Axiomas 1 a 8

Un sistema de axiomas es categdrico, cuando existe un

Gnico modelo salvo isomorfismes, [2], pég.‘GO

Tomando K = Zz v XK = R, se ve que el sistema de
Axiomas 1 a 8 no es categdrico.

El sistema de axiomas que define el cuerpo de los
ndmeros reales como cuerpo ordenado, arguimediano Yy completo
(completo con respecto a las sucesiones fundamentales ¢ de Cauchy)
es categdérico, [4] pdg. 137. También el sistema de axiomas de

Peano que define los ntmeros naturales es categdrico, [4] péag. 41.
4, Algunas consecuencias de los Axiomas de Incidencia y Existencia
La estructura axiomdtica presentada es suficiente para
la prueba de los siguientes teoremas: .
Teorema 1. Si dos puntos de una recta estdn sobre un

plano o, todo punto de la recta estéAsobfe o.
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Teorema 2. Dog rectas cualesquiera, distintas se
intersecan en un (nico punto.

Teorema 3. Una recta y un plano en un 3- espaczo tienen
al menos un punto comun.

Teorema 4. Dos planos distintos en un 3-espacio se

intersecan en un recta.

‘Teorema 5. Tres planos distintos en un 3-espacio tiene

al menos un punto comin.

El Teorema 2 marca la esencial diferencia que hay entre
el plano euclidiano y el plano‘ﬁfoyectivo. En el ﬁléno euclidiano
dos rectas distintas no se intersecan si son paralelas, La
demostracibén de estos teoremas puede verse en {5} pég. 17-23. Aqui
daremos la demostrac16n del Teorema 1.

Sea a .el plano determinado por los puntos A, B y D y sea
r la recta PQ con P e ¢ y Q € . S

Pueden ocurrir las siguientes posibiiidades

1) PeAB ) ~ 2) PeAB |
1) 8i PeAB y " QeAB por Ax.2 PQ=AB y -por definicidén de «, .
AB = PQc a. 81 Q # RB, como Q e «, Q es punto de la recta que
liga D con un punto 8 de la recta AB (Fig. 4-1).

Supongamos P # 8, entonces los puntos : ' B

P,Q,8 no estén sobre .una misma recta. ‘
Sea RePQ. Podemos suponer D#R porgue
si R=D, Red. N _

S, Q y D estén en una misma recta y
P, 0, R estdn también en una misma

: Fig. 4-1
recta, por el Axioma 3, existe F tal que los puntos P,S,F estén en
una recta y los puntos F,R,D estdn también sobre una recta
FePS = AB b'4 ReDF, R pertenece a o porgue

pertenece a una recta que liga D, con el punto F de la recta AB.
8i P=S, DP=PQ (Ax.2) y entonces RePQ=DP pertenece a o, porgue
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PelB.
2) P¢AB. Como Pext, P es punto de la recta que liga b con el punto
§ de la recta AB (Fig.4-2) ' p D -
S = A & 8= B porque A # B. '
Sis=a24a AB = SA y el plano «
estd generado por SA y D, pero

entonces o también egtd generado

_ Fig. 4-2 T
por SD y A. P & 8D v haciendo el mismo anélisis gque en 1, resulta
que todo punto de la recta PQ esté en o. .

5. Principio de Dualidad
Este principio fué establecido por Gergonne Joseph Diez

(1771-1859) distinguido gedmetra gque publicé en su- revista cerca
de doscientos trabajo, que establece: Toda propiedad de una figura
plana, subsiste cuando en su enunciado se camblan las palabras
"punto" por "recta", "recta" por "punto'" y las frases "pasan por"
por "estén en" y "estan en'" por "pagan por'". ‘

Este principio se amplia al espacio, sustituyendo 1la
palabra punto por plano y reciprocamente, la palabra recta por
recta v la frase '"pasan por" por "estén en" y reciprocamente. |

Ejemplo en el plano: "Recta que pasa por dos puntos
distintos" (Ax.1) por "Punto que estd en dos rectas distintas”
(Teorema 2). En el espacio "Recta que pasa por dos puntos
distintos" por "Recta que estd en dos planos distintos" (Teorema
5). ' |

El Principio de Dualidad es uno de los recursos WAS
fecundos de la Geometria Proyectiva que no comparte la Geometria
Euclidiana (no vale Teorema 2, enunciado dual del Ax.1}. Asi por
ejemplo, demostrado el Teorema de Pascal (Teorema de Brianchon) se
demuestra inmediatamente el Teorema de Brianchon (Teorema de

Pascal).

Teorema de Pascal

Pascal Blaise, nacidé en Clermont, Francia en el aflo 1623
y murié en 1662. Con el nombre de hexagrammum mysticum dié a
conocer Pascal en su Essal pour les Coniques, escrito cuando
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apenas contaba dieciseis afios, el teorema que lleva su nombre
enunciandolo asi: En todo exdgono inscripto en una circunferencia,
los puntos de interseccién de tres pares de lados opuestos eetén_
en linea recta, entendiendo por lados . opuestos dos tales que,
cualqulera que sea el sentido en que se recorra el contorno ‘del
éxégono, gquedan separados por un vértice (vale el Teorema para un -
'exégono 1nscrlpto en’ una cénlca, Flg 5=1) . e

Teorema de Brianchon , e G :

Brianchon Charles Jules, Geémetra Francés (1785 1864),
quién se debe un profundo estudio de las cénicas, demostrd el
teorema que lleva su nombre y que se enuncia asi: En todo ‘ex8gono
c1rcunscr1pto a una cbnica, las rectas que unen tres pares de
vértices opuestos se cortan en un punto, entendiendo por vértices
opuestos dos tales que, cualqulera que sea el sentido en que se '
recorra el‘cpntorno del gxégono,_quedan separados por un lado 
(Fig. 5-2). | :

5 6. Teorema de Desarques .

| Trataremos ahora el Teorema de Desargues (1593-1662) que
lo enuncid en’ 1643 'y relaciona dos tridngulos homolégicos. Este
teorema establece: Sean dos tridngules ABC y A'B'C’ situados en el
mlsmo plano o en dlferentes planos gue cumplen que las rectas AA’,

BB' Y CC' concurren en un punto 0, entonces los puntos comunes a’ -

la recta AB y A'B’, .BC y B! C', AC y A'C’ son distintos Y

colineales (Fig. 6- 1) . :
Estos. trlénguloa se 1laman homolégicos }r de ellos ha
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hecho Bertrand Gambier un estudio sistemdtico: Triangles

homoliques, Paris 1938,

. Fig. 6-1

La demostrac;én de este teorema puede verse en [3], pég.
27 o en (6] pdg. 77. Hay que considerar dos casos, el caso en que
ambos triingulos estén en diferentes planos y el caso en que ambos
tridngulos estin en un mismo planoc. Si los triféngulos estdn en
diferentes planos, naturalmente se miran los ﬁriéngulos en un
3-espacio y se usan recursos de un 3-espaclo. Si los tridngulos
estén en un mismo plano, en la demostracién del teorema interviene
de manera esencial que el plano que contiene ambos trifngulos estd
en un 3-espacio. No es posible la demostracién si se considera
solamente un plano (no inmerso en el espacio) que contenga ambos
trifngulos, es decir no es posible la demostracidn con los
recursos de la Geometria Proyectiva. de _dos dimensiones.
Mostraremos con un ejemplo, qgue existen planos proyectivos en los
cuales no vale el Teorema de Desargues. Hilbert, [7], fué el
primerc en considerar un plano no arguesiano, considerando el
problema de la inmersidén de un plano en un espacio de tres
dimensiones, concluyendo que una condicién necesaria vy - suflc1ente

para que exista tal 1nmers;6n.que5 nfel plano valga el Teorema de

Desargues. ; S : A
El ejemplo gque daremos de un plano no arguesiano se debe
a F.R. Moulton [8], y es copia de [3] (p&g. 29-30-31}).

| Consideremos en un plano euclidiano, un sistema de ejes
0xy ortonormados. Tomemos como puntos del plano que ldego, '
denominaremos no arguesiano, los puntos del plano euclidiano vy
para rectas {no arguesianas) los puntos, soluciones de
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y=m{x-a)f({y,m),
donde m es el coeficiente angular y f definido de la siguiente
manera ‘ _ ' |
0 fy,m) = 1

{1} si m = .
(2) sims>0:- e y=s0 T E(y,m) =1
(3) sim>0 e y>0  flym =5

Por lo tanto las_redtas del planoc no arguesiano son las
rectas del plano euclidiangt_excepto aquellas que tienen pendiente
m positiva (# 0). .Asf si m>0, una recta no arguesiana ser&
construida por dos semi-rectas LM definida por (2) y MN definida
por (3} como en la Fig. 6-2. ' '

®

x\}

Fig. 6-2

Si Py Q son dos puntog distintos, unc encima del eje x
y- - otro debajb, P y Q determinan una y solo una recta no
arguesiana. En efectoz De P se obtiene P’ duplicando la ordenada
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de P, y de Q se obtiene Q', tomando la mitad de 1aﬂoxdenada de Q.
Por propiedades de proporcidn, PQ’ y P’'Q intersecan el eje. x en el
punto M, luego hay una dnica recta determinada por P y Q, la recta
Q,M,P. -
Dos rectas no arguesianas se dice paralelas, si 8us
semirectas correspondientes don paralelas en el sentido usual.
Demostraremos gue este plano es no arguesiano.

Consideremos la Fig. 6-3

Y

Fig. 6-3

Las rectas AB, BC y CA son respectivamente paralelas a
las rectas A'B’, B'C’ y C'A’, en el semiplano deba}o del eje X.
Entonces las rectas no arguesianas correspondientes también lo son
m s 0 para las rectas BB' y CC' y m > 0 para la recta AA', ge
sigue que la recta no arguesiana AA', no pasa por el punto 8,
comiin a las rectas BB’ y CC', como queriamos mostrar.

En este ejemplc el plano proyectivo, estd formade por
los puntos del plano euclidiano, juntamente con lag rectas no

arguesianas y la "recta al infinito".
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Creo que ' todo lo que puede ser objeto del

pensamiento cientifico en general, enm cuanto que -

estd maduro para la formacidn de una teoria, cae en
el &mbito del método axiomdtico, y  asi,
indirectamente, en el de la matemdtica. Bajo la
bandera del método axiomidtico, la matemdtica parece
llamada a tener un papel rector en la ciencia.

David Hilbert

§ 0 - UN POCO DE HISTORIA

Los condeptos_géométricos‘més antiguos que se conocen
pertenecen a tiempos_prehistéricos y.surgieron para satisfacer
necesidades précticés'y de la vida cotidiana.

Bl hombre construyd objetos con bbrdes rectos,
necesité. dibuijar sobre el suelo lineas rectas, tridngulos,
cuadrados, ete., Medir longitudes, determinar distancias,
estimar areas vaolﬁmenés.

Los egipcios vy babilonids poseian ya una cantidad
‘respetable de conocimieﬁtos geométricos. Sabian estimar las
dreas ,y volimenes mas senéillos, conocian con considerable
exaétitudfél-coéiénﬁe de 1a ldngitud'dé'ﬁha éircunférencia,'a
su diémetro.‘Esta geometria era ma&s que nada una coleccidn de

reglas extraidas de la experiencia y no se distinguia en
A . .

X,
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general de la aritmética, pero no estaban todavia en posesidn
de la geometria como ciencia tedrica.

‘El contécﬁo crecienté‘entre el Oriente y los griegos
gque comienza en los tiempos del imperio persa y culmina con las
expediciones de Alejandro, permitié tener acceso a los griegos
de éstos conocimientos geom&tricos.

En Grecia, la geometria continud desarrolléndose bajo
la tutela de grandes’filésoﬁos: Thales, Demdcrito, mudoxio vy
otros. Hicieron también grandes aportes Pitdgoras y Sus
sucesores.

Asi, la geometria se vio encauzada hacia la
recopilacién‘de.nuevos resultados fmé la clarificacién de las
relaciones de unos con otros.

Estas relaciones se fueron transformando en forma
gradual en deducciones légicas de unas proposiciones a partir
de otras, lo que llevd a dos resultados: primero, al‘concepto
dé teorema Y. BU demostracién, segundo, & la clarificacidén de
aquellos principios fundamentales a partir de las cuales se
pueden deducir los restantes, es decir los axiomas.

Asi fue como la geometria se convirtidé gradualmente
en una teoria matematica.

Is en la época griega donde se produce una ruptura
con una forma del pensamiento matemdtico, som@tiéndolo'a otras
exigencias y se la orienta hacia la construccidn de medelos que

pueden operar independientemente de la realidad, representando
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un.mundo ideal y abstracto, déscon@ctadd_de las e#igencias de -
la vida cotidiana. |

Hacia el afio 300 a. de C., llegd a Alejandria
Euclides.

| Lo que ha convertido a Euclides en uﬁO‘de los hombres
mds famosos en la historia de las matemdticas fue su libro de
los "Elementos".

A partir del cuerpo conocido de laé mateméticas
griegas, compuso un tratade magistralmente organizado y que ha
tenido tanto éxito que suplantd —eﬁ lo gue al tratamiento de la
geometria se refiere- a otras exposiciones sistemiticas
griegas.

-""Allo largo de siglos, han aparecido mds de 2.000
ediciones de los "Elementos'", teniendo éxiﬁo nB sélo en su
‘época sino cuando volvid a. conocerée en Europa durante el
Renacimiento. o |

Fue leido posteriormente ébr gréndes matemdticos como
Newton, Leibnitz, Bertrand Russell. Este Gltimo, gquien  lo
recordé con gran carifio. En su autobiografia escxibié: |

 wA la edad de 11 afios empecé.a leer a Buclides con la
guia de mwmi hermano. Este fue uno de 165 mas grandes
acontecimientos de mi vida, tan deslumbrante como el primer
‘amﬁrn, - S Lo

Tanta ha sido su influencia que se ha constituido en
el paradigﬁa cientifico hasta la.actualidad.mEn topologia, en

el A4lgebra abstracta y en el andlisis funcional, los
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matemdticos presentan los axiocmas y luego proceden, pasc a

paso, hasta construir sus teorias.
La Axiomética:

Las ventajas de una teoria axiomdtica son:

-Evita caer en un razonamiento circular.

-Cada proposicidén tiene una sdcesién dé precedentes
claros que se deducen de los axiomas y definiciones.

-Permite escoger los antecedentes de una proposicidn
y detectar si se altera o elimina un postulado basico (ver
Apéndice 1}).

-También hace mads facil dar con generalizaciones ¥y
aplicaciones que podrian haber pasado inadvertidas si se

utiliza un método més intuitivo (ver Apéndice 2).
Comentario:

#1 libro en el gue se ha fundamentado esta
monografia: :"L'enseignement de la Gecmetria"™ de Gustave
Choquet, presenta una axiomdtica de la Geometria basada en las
nociones de paralelismo, perpendicularidad y distancia., pero
bajo una forma gque conduce natural y rdpidamente a la

estructura algebraica del plano y del-espacio.
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Apéndice 1:

La sorpresa de los matemdticos ante construcciones
gecmétricas gque contradecian a la eqclidea, y que eran tan
consistentes como- ella desde el punto de vista 1légico
(postulado de la paralela iinica - V POstulado)’fue un punto de
partida muy:importante para el hallazgo de las geometrias no
euclideas, dado que este postulado es realmente independiente
de los otros.

Asi .Bolyai (1802-1860). y Lobakevski (1793-1856)
résolvieron la cuestiéh construyendo la geometria ﬁiperbélica,_
y Riemann la, eliptica, en lags cuales el postulado de las
paralelas no se verifica. |

| En la geometria hiperbdlica, por un'punto exterior a
una recta pasan infinitas rectas que no la cortan. En la
geometria eliptica _en cambioc- por un punto' exterior a una
recta no pasah rectas paraleias.

De este modo, la geometria euclidea queda entonces
como caso. intermedio entre la hiperbdlica y la eliptica y por

ello suele denominarse parabdlica.
Apéndice 2:

Rara vez se obtiene un descubrimiento significativo

si se hace uso de un procedimiento puramente axiomatico. El
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pensamiento constructivo, guiado por la intuicién es la

verdadera fuente de creacidn matematica.

NOCIONES PRELIMINARES

Trabajaremos con un conjunto llamado planc y notado
7. Llamaremos a sus elementos puntos. Sea P una familia de
~subconjuntos dé“w ﬁue“llamar@mos rectas.

Presentamos una axiomdtica de ia geometria que‘
contiene los axiomas necesarios para construirla.

pasaremos a detallar los mismos

AXIOMA 0: El plano contiene al menos dos rectas y

roda recta contiene al menos dos puntos.

pDefinicidén 1: -Decimos que las rectas A,B de w son

paralelas (A || B) si 6 bien A=B 0 bien A n B= ¢.

AXIOMAS DE INCIDENCIA

AXIOMA I,: Para todo par (x,v) de puntos de 7w existe

una y sb6lo una recta gue contiene a "x® y a "y".
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AXIOMA Ip: Para toda recta D y para todo punto x pasa -

por x una paraléla y s6lc una a bD.

Notacidn: Para todo par de puntos distintos notaremos
l;(x,y) la recta que pasa por x e y.

Definicidn 2: @as clases de equivaiencias sobre D
asociadas al paralelismo son llamadas las direcciones; la clase
de equivaiéncia a la que pertenece la recta D se llama la

direccidén de D.

Definicién 3: Proyeccibn oblicua: Sea D una recta y &
una direccidn distinta de la de D. Se llama proyeccidn oblicua

paralela a 6 a la aplicacidn

@ DT ey D
m b~ @ (m)
tal que a cada m € 7 le hace corresponder el punto @ (m) que

resulta de la interseccidén entre D y la recta de direcéién 5 .

gue pasa por m.

Observacidén: Se .puede demostrar que dada una recta D

existe una direccidén & distinta de la de D.
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AXIOMAS DE ORDEN:

AXIOMA IIgz: A toda recta D estdn asociados dos
estructuras de orden total opuestas una de la otra. ”

Utilizaremos la siguiente terminclogia:

1).Se llama recta orientada a toda recta.munida de
algunﬁs de sus Srdenes.

2) Para todo par de puntos a y b distintos, la
expresién "recta orientada a{a,b)", designa la recta al(a,b)
orientada de tal forma gue a < b,

3) Para toda recta orientada D y para toda a ¢ D, se
ilama semirrecta positiva abierta (respebtivamente cerradal de
origen a de D, al conjunto {x : a % x} {respectivamente
{x : a = x}.

La expresidn "semirrecta D(a,b)" designa la
semirrecta positiva (abierta o cerrada) de origen a de la recta
orientada afa,b).

4) Los intervalos f[a,bl, [a,bl, y la,bl se definen
como es habitual y no dependen del orden gue se haya tomado
sobre la recta gue pasa por a,b (afb).

Definicidén 4: Se dice que un subconjunte X de = es

convexo si para todo x,y perteneciente a X se cumple I[x,y]lcX.

AXIOMA IIp: (Relacidn entre las estructuras de orden

de diversas rectas).

110



AURIOL - BERRAONDC ~ CERIZOLA

Para todo par'(A,B)gde.rectas.paralelas,_y para todos .
los puntos a, b, a', b' tales que a, a' €¢ Ay b, b' ¢ B, toda
paralela a estés rectas que corta al “la,bl corta también

fa',b'].

Fig.2 | .B/. ' \a.- A

[N /
/ \b6

Proposicién 1: Sea D una recta, & una direccidn

distinta de la de D y sea @ la proyeccidn oblicua sobre D
paralela a 6. Entonces, para todo x, y € w tenemos

@ (Ix,yl) = [ @ (x), @ (]

Demostracidn: Si a(x,¥y) tiene direccidn 8, es

avidente (Fig.3a). | |
| En otro caso, - st Ay B son las rectas de direccidn &
que pasan por x e ¥y -respectivamente, el Axioma 1IIy dice

. gue @ es una biyeccién de [x,y] sobre [ @ (x), @ (y)] (Fig.3b

/] Fig.3 _A(x,‘/) !
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Proposicién 2: Si el cardinal de cada recta es > 2,
para toda recta D existe 'una particiéﬁ'ﬁnica de (w-D) en dos
conjuntos convexos, w1 Y Wz nO vacios y tales que si xjemy,
xpemy entonces el intervalo [x1,x5] encuentra a D,

Los conjuntos 14 y Ty de la proposicidn se llaman
semiplanos abiertos asociados a D; w3 U D, 73 U D son los

semiplanos cerrados asociades a D vy también son convexos.
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'Que tode nuestro conocimiento ' empieza con la
experiencia, es efectivamente cosa sobre la cual no
hay ~duda..., pero aungue nuestro conocimiento
empieza con la experiencia no nace todo é1 de 1la
experiencia.' : : ' .

Emmanuel Kanpt

§ 1 - AXTOMAS DE ESTRUCTURA AFIN

El axioma siguiente y sus consecuencias utilizan los
nimeros reales R con la estructura de cuerpo conmutativo,

ordenado, arquimediano y completo [7].
AXIOMA III,: (Estructura afin de cada recta)

Al plano w estd asociada una aplicacidn-
d: T X ¥ ——>» R,

llamada distancia y tal que

S d(y,x) = d(x;y) x,yeﬁ'

2. Para tcdajrecta orienﬁada_n, todo x € Dy todo 1 = 0, existe
en D un punto y ﬁnico‘tal gque |

X sY. .Y _d(x,y).m_i

3. para x ¢ [a,bl , d{a,x) + d{x,b) = d(a,b)

Este axioma concierne a 1la estructura afin de

cualguier recta de w; y sera completado'por el Axioma IIIp que
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establece una relacién entre las estructuras afines de las

diversas rectas.

Observacién: Se deduce facilmente del Axioma -IIIg, ¥
IIT53 que
d(x,y) = 0 =p x =y

Proposicidén 3: Para toda recta orientada D y para
todo a € D existe una Gnica aplicacién creciente f:D«%thal que
f(a) = 0y d(x,y) = |f(y) - f(x)| para todo %,y ¢ D.

Esta f es una biyeccidn de D sobre R, llamada

aplicacidn candnica.

Demostracidn 1: Unicidad

De las hipdtesis se ve que d(x,a)=|f(x) |
Yy que Fx)= d(a, x) gia < x (1)

~d{a,x) si x < a

Mostrando que si definiéramos f por la relacidn (I}
se cumplirian las hipdtesis del enunciado, resultarad 1la
unicidad:

De IIIz3 se deduce que:

x=asy d(x,y)= d{x,a) + dla,y) = -f(x) + F{y)

asxsy dla,y)= d(a,x) + d(x,y) = F(x) + d(x,y)
X=ysa d(x,a)=d{x,y)+d{(y,a) o gea -Ff{x)=d(x,y)-f(y)
y asi siempre gue xsy, se tiene

d{x,v) = Fly) -fi{x)
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Cémo d(x;y)%ﬂf---‘ |
CAGLy) = 1F ) - F] v sy (six = y)
'y resulta f creciente . ‘: _ _

Por_otra_pafte; (x<y  fly) - F(x) = d(x,y)$0)
y' esto prueba la inyectiQidéd' | |

Por dltimo, para‘f z 0 el Axioma IIIgzo muestra que
axisten x,y tales que |

? & sea f(is'; 7

asx vy d(a,x)
y ysa Yy d{a.y) =1 & sea fly) = -f
por lo tanto f(D)=R y f es suryectiva.

La existencia de f estd dada por (I)|}

Nota: Esta proposicién muestra que toda recta con
origen es isomorfa a R mediante un isomorfismo dnico que
conserva la estructura de esa recta asociada a su orden y a su

distancia.

.?or esto, siempre gue sea conveniente, podremos
identificar toda recta oriéntada con origen, con R y trasladar_
sobre ‘ella las pro?iedades' de 168 reales mediante el

Iisomorfismo,f. |
Consideraremos entonces una recta ‘orientada con
'origen (b,0) vy su "aplicacién_canéniﬁa“ I sob;e R, para dar la

éiguiente.términdlogia Y/ﬁ obsérvéciénes:. |
1. La abcisa de x (x¢D) en (D,0) es fix), y vale d(0,x) & -

d(0,x) segéﬁ que 0 < x & x < 0.
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2. La medida algebraica de un paf%(f}y) de puntos de (D,0) es
el pﬁmero ‘é'f
% = Fly) - f(x) = Oy - Ox
y vale d(x,y) 6 -d{x,y) (x =y 6 y = x); ademds no depende
del origen 0 elegido scobre D (es facil verlo) y cambia por su
opueéto cuaﬁdo se toma el orden inverso en D.

Cuando el origen 0 considerado en D permanece
invariable a lo largo de todo un tema, es cdmodo identificar a
x con su abscisa f(x) y asi escribir por ejemplo

§§ =y - % como en R. |
3. I.a Recta (D,0}) estd provista de una estructura de espacio
vectorial uni-dimensional con origen 0 (transferida pbr el
igsomorfismo candénico ).

4. El punto medio de un par de puntos (x,y) distintos de n es
el punto m de s(x,y) definido sobre esta recta con origen
arbitrario, por

m-x =y - m;

entonces m =_1 (x+y)
2

El medio de {(x,x) es x
5. Debido al isomorfismo candénico existe el punto wmedio y es
anico.

6. La recta de w7 tiene infinitos puntos.

Ahora demostraremos una afirmacidn que, a través de
los recursos graficos habitualmente. .utilizados en geometria

para’ representar entes geométricos resulta "evidente", pero
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gue, sin embargo.éxige“dﬁa demogtracidn, résultando un teorema
fundamental de la geometria. - -

Para ello_se_utiliza la completitud de la recta gque
es trasladada a ella desde R por el isomorfismo canénico -
escablecido en la Prpposicién 2 y en cuya demostracién se

utiliza de manera esencial el Axioma IIIgzs.

AXIOMA DE COMPLETITUD (de encaje de intervalos)

Si se tiene un sgistema de segmentos en el cual cada
uno contiene al siguiente y si en este sisﬁema siempre puede
gncontrarse un segmento de medida menor que cualguier ndmero
dado, existe un punto fGnico que se halla dentro de estos
segmentos . |

Fig.4

.Recordemos gue una circunferencia se determina por sﬁ.
centro y su radio. Los pUnﬁos'del planb que se enduentran_a una_'
distancia del centro mayor gque el radio, se llaman externos con
respecto a la circunferencia y los que sé hallan a. una
-distancia del centro mendr'que el radio se llaman iﬁternos_con

respecto a la misma.
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Los intervalog {a,b] también son llamados segmentos.

Pasaremos ahora a enunciar y deméstrar el giguiente

Teorema 1: Un segmento gue una un’punto interng, con
respecto a la circunferencia, con otro externo, tendrad con la
circunferencia un punto cowin, y solamente:uﬁo.

Fig.5

Demostracidn: Sea C(0,r)={xem|d{(x,0)=x} la
circunferencia de centro o y radio r; a punto interno y b punto

externo con respecto a C(0,x)

Sea m el punto medio de (a,b). Entonces
I. 8i d(mg,0)=r, m; es el punto buscado
II. 8i d(my,0)<x, my es interno y re-denominamos:
aj= my y by=b (asi {aj,byl ¢ [a,bl)
III. 8i dimj.0}>xr, m} es externo y re-denominamos:

aj= a blm My {asgi {al,bl] ¢ [a,bl)}
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En los casos II y III buscamos el punto medio

mp de (aj,bj) y hacemos el mismo andlisis anterior, obteniendo

el punto buscado & en caso contrario otro subihtervalo

[ag,b3] c [aj,bjl

Asi sucesivamente, en.caso de no encontrar el punto
buscado como punto medio de alglin subintervalo, se obtiene una
sucesidén de "intervalos encajados®

[a,bl> [a3,b1]1D3.....D [ay, by]
donde todo a3 es interno y todo by es externo a la
‘circunferencia, y cada intervalo tiene longitud igual a 1la
mitad del anterior.

Entonces por el Axioma de encaje (o de completitud)
existe un UGnico punto situado dentro de todos estos segmentos.
Como ese punto sé encuentra entre todos lo internos y todo los
externos (con fespeéto-a la circunferencia) del segmento [a,bl,
no puede ser‘ni_interno ni externo, y. por consiguiente serd un

punto de la ciftcunferenciaf

Otra forma equivalente de enunciar este teorema es:
‘Teorema 1°': Toda semirrecta que mace en el interior
de una circunferencia, tiene con ella un punto en comin.

Fig.6
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AXIOMA IIIy: {(Relacidén entre las estructuras afines
de diferentes rectas)
Para todo par de rectas paralelas (A,ﬁ1ﬁ3y puntos a,
b, a', b* tales que a,a‘'¢A y b,b'eB, la paralela.a‘estas rectas

que pasa por el medio de (a,b), pasa también por el medio de

(a*,b*)

[

Daremos ahora algunas definiciones:

Definicidén 4: Se llama Paralelogramo a.toda cuatri-
upla (a,b,a',b’) de puntos de m tal que (a,a') y (b,b?) tienen'
el mismo punto medio.

Los pares (a,a'}l y {(b,b') se llaman diagondles
Ny
Fig.#8 b 4

m
i

3 b

Definicidén 5: 81 =x,y,memw, se dice qgque x e ¥ son

simétricos con respecto a m si el punto medico de (x,vy) es m,
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Definicién 6: Para cada mewr se llama sgimetria de
centro m a la aplicacidén 8 de w en m gue a cada x le asigna el
punto's(x) simétrico de x con respecto a m.

Observacidn: Es importante notar que para
cualesguiera puntos a,b,b'ewm existe un a' dnico tal que
(a,b,a',b') es un paralelogramo: a' es el simétrico de a con

~

respecto al punto medio de (b,b')

“Definicidn 7: Para cada 0ew se llama plano w provisto

del origen 0, al par (w,0).

Definicién 8: La adicién + en (w,0), es la operacidn
interna (Xx,y) = X+Y
donde x+y es el punto tal que (0,x,%+y,y) es un paralelogramo.

Fig.9

o

De lo anterior se obtiene el siguiente resultado que

no demogtraremos

Teorema 2: a) El plano (w,0)}) con la operacidn + e€s un

grupo abeliano con elemento neutro 0.
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b) Para todo par de rectas Dj,Ds distintas
que pasan por 0, el grupo (w,0) es suma directa de los
subgrupos D y D3, es decir que todo xem se escribe x=xj+x)
para algin xjeDq y algln xgeDy.

Para dar a (w,0) estructura de espacio vectorial,

definiremos la multiplicacidn por escalares de R.

Definicién 9: En (w,0) la aplicacién (} ,x) —~—p|.x de
Rxm— T se define por: |

1. },0=0

2. 8i x$0, }. x es el producto de x por |} en el espa-
cic vectorial constituido por la recta a{0,x) con origen 0.

Esta operacidén se llama multiplicacién escalar emn
{(n,0}).

El resultado que damos a continuacidén no es otro gue

el Teorema de Thales.

Teorema 3: Sea D una recta que pasa por 0, & una

direccidn distinta de la de D, y @ la proyeccidén oblicua sobre

D paralela a §. Entonces, para todo |[eR y todo xew)@(hx)=k°@(x)

s kx

Fig.10
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Demostracidén 1° caso: Sea | racional.

para n entero no negativo, la igualdad
nX= X+....+X
n veces
muestra gue
@(nx)= ne@{x) (#) (ver Nota al £final de la
demostraciodn)
Como (-nlp= -(nu) y @(-u)= -@{w), la igualdad (¥)

vale para todo neZ

gi x es de la forma_l y (n$0) la igualdad (%) da
- .
@ly)= ne@(l y) y asi @1 y) =1 @(y)
n n n

Entonces para todos los enteros P, 4,40 vy todo xew:

@( p x) =@ {(p{_1x)) = p@ (_1x)) = pl 1l @ (x})1 =_p @(x).
q- qd 0 | | g

ahora para féQ sigamos considerando x+o (pues si x=0
es trivial).

éi a({,x) tiene direccidén §, se tiene @(l.x)=0 | yel

{emﬁmase verifica.

En caso contrario @(x)#$o, y orientamos 4{o,x) y D de
modo que o<x en a{o,x) y o<@(x) en D.

La aplicacién | +—}.x de R en 4{o,x) es creciente.

‘La aplicacién y+—@(y) de 4(o,x) en D es creciente.

Entonces también ilo son las aplicaéiones | ——@(}x) vy

F -3 p@f) . Como hemos demostrado que estas dos aplicaciones
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coinciden para |} racional ellas resultan idénticas por una

propiedad de R que admitiremo

Nota: Usando Axioma III; se puede probar que si
@ es una proyeccién oblicua y m es punto medio de (x,y)
entonces @(m) es el medio de (@(x),@(y)).

En consecuencia resulta gue toda proyeccidn oblicua
de un paralelogramo es un paralelogramo, y entonces como
(0,%x,x+y,x) es paralelogramo, también lo es (0,@(x), @{x+y) .,
@{y)) por lo que resulta que @(x)+@(y)= @(x+y) (definicidén de
suma) .

Se puede demostrar dque bara todo & eR y todos los
X, vew se cumple

Flxt+y) = =ty

y entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4: El plano (w,0) prqvisto de la adicidn y de
la multiplicacidén escalar es un espacio vectorial sobre R de
dimensgidén 2, donde los subespacios afines de dimensién 1 son
las rectas de . |

Aplicacidn: Dada una recta D, y una direccidn o
distinta de la de D, la proyeccidén cblicua de (7,0) en (D,0)

es una aplicacidn lineal.
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No hay problemas resueltos, hay solamente problemas
mis o menos resueltos. S
H. Poincare

§ 2 - AXIOMAS DE ESTRUCTURA METRICA

Perpendiculares

Axioma de las perpendiculares

Hemos utilizado una distancia para enunciar el Axioma
IITI pero el plano definido por los Axiomas I, II y III no posee
estructura métrica verdadera; cada una de las rectas de w estd
munida de una métrica pero las métricas de las diversas rectas
no estan reiacionadas por ningin axioma de paso; el Axioma IIIp
noc hace mas gue introducir los puntos medios o sea un nocién
afin.

vVamos ahora a relacionar las métricas de diversas
rectas de w graciag a las proyecciones ortogonales; para eso
vamos a precisar .en primer lugar la nocion de rectas

perpendiculares.
AXIOMA IV,: (de las perpendiculares)

. La perpendicularidad (notada 1) es una relacidn

‘binaria sobre el conjunto D de las rectas de w, tal gue
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1. AMB <==> BlA (simetria)

2. A'B ==> A y B no son paralelas

3. Para toda recta A existe al menos una recta B falzgue
Als

4. pPara todo par de rectas (A,B) tal que éiB se tiene 1la .

siguiente equivalencia |

B“B“<=m> AlB?

Perpendicularidad de dos direcciones

Diremos gue dog direcciones &,8', son perpegdi—
culares, y notaremos 6+8 si existen dos rectas D,D° de
direcciones &,0' tales que DiD'.

Se define asi una relacidn binaria sobre el conjunto
% de direcciones; el IV, muestra que esta relacién posee las
propiedades P' siguientes:

1. Simetria

2. Antirreflexividad (8.8 imposible)

3. Para toda direccibén 8§, existe una direccidn &°f
Gnica tal que 818",

Inversamente se verifica gue toda xelacién binaria
sobre el conjunto £ de direcciones gue posee ias propiedades P°
egs la relacién asociada a una relacidén de perpendicularidad
sobre el conjunto p de rectas.

Luego, dar una relacidn de perpendicularidad sobre D

que satisface el Axioma IV equivale a dar sobre £ una relaciodn
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que satigface las propiedades P'; eso vuelve a dar una

particién de .8 .en subconjuntog tales dgue ‘cada uno contiene

golamente dos elementos (que constituyen un par de direcciones
perpendiculares) .
En consecuencia el Axioma IV, no contribuiria en nada

al estudio métrico del plano si no fuera compleméntado por el

Axioma IVy gque va a hacer intervenir las distancias.

. Cociente de proyeccidén de un par de semirrectas del

migsmo origen

‘Definicién 10: Para cada recta D llamamos proyeccidn
ortogonal sobre D a la proyeccidn oblicua sobre D paralela é la
direccién perpendicular a la de D.

Sean entonces Aj;, Ay dos semirrectas de origen 0 Yy
sean D3, Dy las rectas que las contienen orientadas de tal modo
que A1z0 y Ap=0

| (A{ = 0 significa que 0 = a para todo ae€d;)

Para cada xeDq, notaremos 0% la medida algebraica de
(0,x) sobre la recta orientada Dy; en forma anadloga sobre Da.

Sea @ la proyeccibn ortogonal sobre Dy vy sea a el
punto de Ao tal que 0a=1.

‘para cada }eR se tiene @(}a)= le(a).

Entonces, como todo xeDy es de la forma b.a, el
cociente o@(x) /0% estd definido para todo x$0, es constante e

igual a o@(a); de agui la definicidn.
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Definicidn 11: En basge a las consideracioneg
anteriores, llamamos cociente de proyeccidén de A5 sobre Ay al

escalar k (notando c(Ay.,A3)) tal gque o@(x) = k0x para todo

xeDy.

Tenemos entonces c¢(Aq,A3)= 0@(a)
Resulta obvio que ©(By1,Az)= 0 <=>@(a)= O0<==> AjylA,.

Si Aq=Aj, c(Aj,Ay)=1; s8i Aq y As son opuestas
C(Al,A2)= -1

Nota: el c¢(Aq,Bp) no es otra cosa gue el coseno del
éhgulo entre Ay ¥y Az;

Producto escalar

Axiomg de simetria

AXIOMA 1IVy: Para todo par (Aq,Ap) de semifrectas del

mismo origen se tiene

c{Aq,Bq)= c(By,Aq)

128



AURIOL - BERRAONDO - CERIZOLA

Norma Yy producto escalar

Definicién 12: En el plano con origen (w,0) llamamos
norma de x (para xew) al nimero positivo |=ll=d (0, x).
Es inmediato que x| es nulo s6lo si x=0, y que para

todo escalar b, || txl= |Fl x|, siendo en particular | -xll==] .

Definicidn 13: En el plano (w,0) llamamos producto
escalar de los vectores x e y al namero real notado x.y asi
definido |
1. 8i al menos uno de log vectores X o Yy eS8 0, x.y=0
2, si x}0 e y+0, y si ponemos X=D(0,x), Y=D(0,¥),

x.y=[xj . [yl . eX¥)

Es a veces cdmodo escribir x.x como x?.

Consecuencias inmediatas:

1. La relacién x.y=0 equivale a decir que x O Yy €S 0,
o bien que Xl¥.

5n este caso también diremos que xly, o sea

x.y= O<===>xly.
2. ééa D .una recta orientada que contenga a 0 y x; si @ designa
la prayeécién ortogonal sobre D, se tiene que

S x.y= 0x .m)

. Esta relacién es evidente si x o y es 0; en otro

caso, como el cambio de orientaci6én de D no cambia el producto
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0x . 0@(y) es suficiente demostrar la relacidén cuando D es la
recta orientada a(0,x); entonces:

o% = x|, v 08(y) = lyllex¥)
y de aqgui resulta.la relacidn.

Fs a veces cdmedo notar c(x,y) en lugar de c(X,Y).

> x.y de (w,0)x{w,0)

Teorema 5: La aPiicacién (x,v)
en R es gimétrica y bilineal.

Ademds es pésitiva en el sentido que x.x>0 para todo
x+0; mas precisamente se tiene gue para rodo x,

x.x=xf?.

Demostracidn:

La simetria resulta de la igualdad c(x,y)=cly.x) que
gse deduce del Axioma IVy. |

| Ahora, para cada x, la aplicacién y -—> X.¥

de (r,0) en R es lineal:

51 x=0, es evidente.

$i x$0, sea @ la proyeccién ortogonal sobre.la recta
orientada a{(0,x); entonces la aplicacién y —n@(y) de (m,0) en

1a recta orientada 4(0,x) provista del origen 0 es lineal, y

como la aplicacidn u > Op de a(0,x) en R es también lineal,

asi resulta la aplicacidén compuesta y—->0@({y), y por
consiguiente es lineal y—s>0x . 0@(y)=x.y. Debido a la simetria

ge obtiene la bilinealidad.
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La igualdad x.x=||x}|* es inmediata de la definicién de

‘producto escalar y de c(x,x)=1]]
Identidades y desigualdades
1. (& &ixi)_{ (Z Byy4) =.LaiByxiyy para aj,ByeR
3 3 Ll

X, YjET

" de donde en particular se obtiene para a,bew

(atb}? = a2+b?® + 2a . b
y de aqgui |
{a+b)? + (a—»b)2 = 2(a*+b?)
(a+b)? - (a-b)? = 4 a . b
2. eyl s Il - vl

Demostracién: Para todo FeR, se tiene
{ }~x~y)2,..—l’ ‘]—Z_x-f-z F.x.y + y? =z 0.
(%a igualdad valé por -la igualdad 1).
El trinomib de 2do grado en | es positivo para todo
"}, v por consiguieﬁﬁe el discriminante deber se‘so, o sea
(x.y)? = x2y? vy asi Ix.y| s|x| . |yl
La igualdéd resultard cuando el trinomio se anule, es
decir para | tal. que y= | x y esto significa que 0,x,y estén

alineados.
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Proposicién 3: Para todo x,y de (m, 0} con x$0 e y$0,
se cumple:
le(x,y) | <1 <==> 0,x%,y no estdn alineados.
c(x,y)=1 <==> las semirrectas D(0,x) y D(0,y) son idénticas.

c(x,y)=-1 <==> las semirrectas D{0,x) y D{0,y) son opuestas.

Definicidn 14: Se llama rectangulo a todo
paralelogramo (a,b,a',b') tal que en el plano {(w,a) se cumple

b.b'=0 (es decir bib').
Enunciaremos algunos lemas ¥y proposiciones:

Lema: En todo rectdngulo las longitudes de los lados

opuestos son iguales.

Proposicién 4: Toda traslacidén es una isometria.
Corolario: En (m,0), para %, y ¢n se tigne.

dz (x,y)= |ly-xll? = (x-y)

Proposicidén 5: Para todo a,bem, gi f es la traslacidn
a —> b, y e# son productos egscalares en (m,a) vy (wmDb)’
respectivamente, entonces,sixew, VeET:

x.y= f(x)*fly)
de 1o cual se deduce que f es un isomorfismo del espacio

vectorial {(m,a) con su producto escalar sobre (w,Db).
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CE1 penéér estd muy'iejoé del saber.

Proverhio

§ 3 - PROPIEDADES METRICAS ELEMENTALES
Relaciones métricas en paralelogramos y triangulos

Proposicidén 6:

a) En todo paralelogramo, la suma de los cuadrados de
las diagonales 'es igual a la suma de los cuadrados de los
lados. o

b) Decir gue un paralelogramo es un rectangulo
equivale a detlir gque sus diagonales son iguales.

‘,pémﬁgtracién: Para simplificar calculos supongamos

wqgque 0 es uno de sus vértices; el paralelogramo es entonces de

kY

la forméﬁlo,x,x+y,y).

| La identidad ‘ *
(x+y)? +;(;~y)2 = 2(x2+y’)

- demuestra (a)

Fig.1l1l
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Para (b), la identidad {(x+y)? - (x-y)?= 4x.y muestra

que [x+y| = |[x-y| <=> x.y=0 <=> (0,x,x+y,y) es un recténgul

Proposicidn 7: Sea (a,b,c,) un tridngulo cualquiera
de 7w tal que atb y akc; sean o,R,86 sus lados vy k el cociente de
proyeccidtn de las semirrectas D(a,b), D(a,c). Entonces

o= B* + §2 -2kf6

En particular W= R2+52<=m> b{a,b) + D(a,c)

Fig.1l2

2

Demogtracidn: En el plano (mw,a) podemos escribir
o?= d?(b,c) = (c-b)?= c2+b?-2¢.b= R2+62-2k RS
Por otra parte dado que $B4+0,

kf38=0<=m=>k = 0 <==> D(a,b)lD(a,c

Reconocemos en la adltima parte de la proposicién, el
Teorema de Pitdgoras, del cual se puede dar una demostracidn

que ne usa el productc escalar explicitamente.

Proposicidn 8: |x+y| = lx]| + [yl para todo x,yve (w,0)

y la igualdad vale gi xel0,y] o vel0,x].

Demostracibén: Si x=0 o y=0 es trivial.

En otro caso; sea o=|x|, B=|y|, 8=|x+vy].
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Tenemos 0?=a*+B2+2affc{x,y) = o?+B*+2al=(w+BR) 2,
y la igualdad vale cuando c(x,y)=1.

Asi d=a+R y la igualdad vale si xel0,y} & yel0,x}.

Corolario: Para todo X, Y.2€n se cumple
d{x,y) = di(x,z) + dl(z,y) y la igualdad vale cuando x,y,z estan

alineados.

Demostracidn: En {w,2z) la relacidn a demostrar seria

-yl = f=f + Jy]

vy esto vale por Proposicidén 8.

qu' Léﬁa: Para todo kel-1,1] existe un par (A,B) de
semirrectas de origen 0 tal gque c(A,B)ml.
;'. Demostracidn: Sean U,V dos reétas orientadas
'lperpendiculares que pasen por 0 y sea b el punto de coordenadas
(k,VI-k?) en el éistema de coordenadas (U,V).

. Las semirrectas A,B buscadas seran: la semirrecta

.. e
.*

positiva de U y la semirrecta D(Q,b).

Fig.13
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Comentario: Notemos que esta construccidn usa de
manera esencial la existencia de la raiz cuadrada V1-k?; el
lema puede no ser cierto en ciertos planos en gue se satisfagan
los axiomas I, II, III, IV donde el cuerpo R sea reemplazado
por un subcuerpo conveniente K de R, en el cual no siempre

exista dicha raiz cuadrada.
Proyeccidn ortogonal

Propogicidén 9: Sea D una recta, aer y sea p la
proyeccidn ortogonal de a sobre D. Entonces
1. Para todo x,veD

d(p,x) = d(p,y) <==> d{a,x) = d{a,y)
2. 8i Dy es una de las sgemirrectas de D de origen p, 1la

> dfa,x) de Dy en R es estrictamente creciente.

aplicacidn x
Demostracidn:

1. Dado gue D(p,a)lD, por una proposicién anterior se tiene que
d? (a,x)= a2 (x,p) + d?({a,p)
d*(a,y)= 4*(y,p) + &*(a,p)

Fig.14

..
P
)

e

\
1 S
e}
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asi d(x,p)= d{y.p)<==>d2 (x,p)= d? (y,p)<==>d2(a,x)= d?(a,y)<==>
<==> d(a,x)= d(a,y) o
2. Usando también d?(a,x)= d?(x,p) +d?{a,p), resulta que a

medida que d(x,p) crece estrictamente, también lo hace d{a,x).

Corolario: La distancia d(a,x) es5 minima en el {nico

punto x=p.

En efecto, esto resulta del estricto crecimiento de

df{a,x) .

Corolario: Sea D una recta, aeD y bé;D, entonces

pl a(a,b)<==>d(a,b) = d(b,x) Para todo xeD.

Corclario: Para todo a,b,c¢c,em y todo xelb,ec]l se
cumple
d(a,x) = sup(d(a,b).d(a,c))

Fig.15

Proposicién ld: La proyeccién ortcgonal sobre una
recta disminu§e las distancias.

Demostracidn: Designamos por D' la paralela a D que
pasa por x;x',y' las proyecciones ortogonales de x,y sobre D y

por y'' la proyeccidn ortogonal de y sobre D'.
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asi d{x,pl)= d(y,p)<==>d? (x,p) = a? {y,p)<==>d? (a,x) = dz (a,y)<==>
<mm> dla, X) = d(a,y)
5. Usando también d4?{a,x)= az (x,p) +4d2(a,p), resulta que =a

medida que d{x,p) crece estrictamente, también lo hace dla,x).

Corolario: La distancia d(a,x) es minima en el dnico
punto X=p.
Fn efecto, esto resulta del estricto crecimiento de

dia,x) .

Corolario: Sea D una recta, ash yio#IL entonces

Dl ala,b)<®>d(a,b) = d(b,x) para todo xeD.

Corolario: Para todo a,b,c,em Y todo x¢ [b,cl se
cumple
dla,x) = sup(d(a,b),d(a.c))

Fig.15 <

Proposicidédn 10: La proyeccién ortogonal gobre una
recta disminuye las distancias.

Demostracién: Désignamos por D' la paralela a D que
pasa por x;x',y' las proyecciones ortogonales de %,y sobre Dy

por y'' la proyeccidn ortogonal de y sobre D7.
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En el rectangulo (x,y'',y',x'), se cumple

alx',y*i=dlxy'y .y
Fig.16 X nt
yu h
x! ¥\ b

En el triangulo rectangulo (x,y,y'') tenemos d(x,y'"‘)
= d(x,y).
Asi, d(x',y')=d(x,y), y la igualdad se da solamente

si x,y estan sobre una paralela a D.

Producto escalar y distancia en una base cualquiera

‘Una base del plano (m,0) es un par (ag,ap) de
@leméngos de w distintos de 0 y no alineados con 0.

Todo xew se escribe entonces de forma dnica,

X= G¢jag + gaz

Los escalares ¢j,¢2€R son.ias coordenadas
de x con regpecto a la base (ajq,ap);
¢lag.gpaz son las componentes de x

Fig.17
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con respecto al sistema de ejes ( a(0,ay), a(0,a3)).
Sean x,x'em vy (¢1,¢2).(g1'.¢2"') sus coordenadas con
respecto a la base dada. Las relaciones
X = ¢1831+623a3
x'= gplaz+ga’ay
dan
x.y= 16121 + §2¢2'az’? + (g162° + ¢261') aj.a
Para x=y obtenemos la forma cuadratica que expresa
%2 en funcién de ¢1.¢3.
| Las foérmulas se gimplifican. si (aq.,as) eg una base
ortonormal, es decir tal que:
flax) = a2l =1 vy agtay
Entonces

.Y = §161'+6262° v %7 = %.x= g124qp?.-

Log matemdticos gon como los amantes... Conceded a un matemdtico

el minimo principle que &1 gacari de alli una consecuencia que

tendréis que concederle también, y de esa consecuencia’otra.
Fontenelle,
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