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Estas notas contienen lo que consideramos un curso bésico de
Topologia General y que hemos dictado varias veces en FaMAF. Con el
objeto de mostrar el uso de la Topologia en distintas areas, hemos
incluido temas como propiedades topolégicas de grupos y cocientes de
grupo de matrices, realizaciones de espacios cocientes como
superficies de RG, y topologias en espacios de funciones. Ademas
tratamos de ilustrar los nuevos conceptos mediante ejemplos que
aparecen frecuentemente en Matematica, poniendo especial énfasis en
el caso de espacios métricos.

La presente es esencialmente una versién en espaficl de una
primera edicién publicada por la Universidad Federal de Pernambuco,
Brasil. La diferencia principal es la incorporacién de las
demostraciones de los teoremas en el capitulo VI y la inclusién de
un capitulo sobre metrizabilidad e inmersién en cubos.

Queremos agradecer especialmente a Luisa Isabel Gallardo por el
trabajo de dactilografia y por su gran predisposicién ante las

numerosas correcciones.

Isabel G. Dotti y Maria J. Druetta.
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CAPITULO |

ESPACIOS TOPOLOGICOS

1. Conceptos elementales.

Resumimos las propiedades de los abiertos en R". Un
subconjunto A de R" es abierto si para cada x = (X1’X2""’ xn) € A
existe r > 0 tal que B(x,r) < A, donde

n
Blx,r) = {(y.,..., y) e R [ E (=%, 1F17% < %},
1 n L Ja
Con esta definicién de abierto resulta:
A1~ R" es abierto.
Az— El conjunto vacio @ es abierto.
AS* Si {Al}iEI es una familia de abiertos entonces ¥ A1 es

abierto.
A~ 81 {)i";i}];‘__1 es una familia finita de abiertos entonces 151 A es
abierto.

Estas propiedades de los abiertos en R" se verifican en un
r

espacio metrico; esto es, un conjunto X munido de una aplicacién

d: X x X > R, 1llamado distancia, satisfaciendo 1las siguientes

condiciones:

d - d(x,x) =0 d(x,y) > 0 X #y
d- d(x,y) = dly,x)

da_ d(x,y) = d(x,z) + d(z,y)

donde %,y,z en X son arbitrarios.

Al par (X,d) 1lo 1llamaremos espacio métrico. En estas

condiciones, para cada x € X y r > 0 definimos la bola abierta de

centro x y radio r por B(x,r) = {y € X: d(y,x) < r}. Diremos que

A ¢ X es abierto si para todo x € A existe r > 0 tal que B(x,r) c A.



En un espacio métrico ademas de Al, A2, Aa’ Aé, se verifican:
A B(x,r) es abierto.

En efecto, si y € B(x,r) entonces B(y,8) c B(x,r) con
3 = r-d(x,y) pues d(z,x) = d(z,y) + d(y,x).
Resulta entonces que si A # g,

A es abierto & A es unién de bolas abiertas.

AB* Si x # y entonces existen A y B abiertos tales que x € A, y € B,
ANnB=o

AT- Si x € A, A abierto en X, entonces existe ne N tal que

B[x,%) e A; {B(x'%)}nem es una familia numerable con la siguiente

propiedad: ©Si A es abierto y x € A entonces existe n € N tal que
1

B(X'I_l) < AL

1.1.1. Ejemplo.

. . . n
Consideremos ahora las siguientes métricas en R'.

5i x = (xl,...,xn) ey= (yl,...,yh) son elementos de R, definimos

_ JPU X
dl{x,y} = [igl[xi yi)]

d2[x,y] = méx {(x -yi)}
1=i=n

d (x,y) = E |xi—y1|.
i=1

Visualizando en Rz, las bolas Bi(O,l) en las métricas di,i =1,2,3,
son




Las funciones d1: R®" x R® - R, i =1,2,3, dan a R" tres estructuras
diferentes de espacio métrico que son equivalentes en el siguiente
sentido: las d1’ i=1,2,3, definen la misma familia de abiertos.
En efecto, dados x €e R y r > 0 se cumple

Bs[x,r) c Bl(x,r] c Be(x,r) £ B3(x,nP] = Bl(x,nr]

ya que dz(x,y) = dl(x,y} = da(x,y} - o) da(x,y).

De la observacién de las propiedades de los abiertos en un
espacio métrico surge, como generalizacién de este concepto, la
nocién de espacio topolégico que sera el objeto de estudio de este
curso.

1.1.2. Definicion. Un espacioc topolégico (X,T) es un conjunto X y

una familia T de subconjuntos de X que satisface:

Ai—XET.
A2 - @ € T.
A3 'Sk A1 € T, 1 € I, entonces .n Ai € T.
A, -Si A,..., A €7 entonces 151 A €T
A los elementos de la familia T los llamaremos abiertos. Una.

r
familia T que satisface A1’ Az’ AS y A4 se llama una topologia en X.

1.1.3. Ejemplos.

- X conjunto, T = {X, @} es la topologia indiscreta.

- X conjunte, T = P(X) es la topologia discreta.

- X conjunto, T = {A c X: CA es finito} v {@}, donde CA = X-A
denota el complemento de A. T se llama la topologia de los
complementos finitos.

) - (X,d) espacio métrico. Definimos Ty llamada la topologia
metrica (o topologia inducida por la métrica), de la siguiente
manera.,

A e T, sii para cada x € A existe r > 0 tal que B(x,r) c A.

- Si X=R", la topologia dada ‘por la métrica d = d =~ del



Ejemplo 1.1.1 se llama la topologia usual de R".

.
1.1.4. Definicion. ' Sean T ¥ T dos topologias sobre X. Diremos
que T, < T, [Tl es menos fina que rz] si todo abierto segin T, lo es
segun T B =y, (las topologias son iguales) si Ty L W
12 < Tf

- Las topologias T, 1 =1,2,3, de 1.1.1. son iguales.
i

- Si X=R y definimos Toe T de la siguiente manera,
A e T, & Para todo x € A, [x,b) ¢ A para algian b € R.
A e T, ¢ Para todo x € A, (b,x] ¢ A para algiun b € R.
Puede verse facilmente que la topologia usual de R es estrictamente

menos fina que Ty (6 Tz)'y que T, y T, no son comparables.

1.1.5. Definicion. Un espacio topolégico (X,T) se dice metrizable
si en X estéd definida una distancia d tal que T, =T

’
- Todo espacio discreto X es metrizable con la metrica discreta

asi definida:

= 0si x=y
dix,y) = { 18l x=y

’
1.1.6. Definicion. Un espacio topolégico se dice Hausdorff o Tz si

dados x # y en X existen U, V abiertos disjuntos tales que x € U e
y € V.

- Todo espacio metrizable es £ (ver ABL
- Como la topologia de los complementos finitos en X infinito

no es T2 (AnB=g@ con A, B abiertos = X “finito), X no es
metrizable.

- Sea (X,T) un espacio topolégico e Y un subconjunto de X.
Definimos en Y una topologia TIY de la siguiente forma:
A e TlY < A=BnYconBer.

La topologia TlY se llama la topologia relativa de X a Y.



- Si en R tomamos Y = [0,1] entonces [O,%) es abierto en Y pero
no es abierto en R.

- 51 Y es abierto en X, todo abierto en Y es abierto en X.

- Si (X,T) es un espacio topolégico, Z c Y c X entonces
TlZ = (TlY)IZ‘

- La restriccién de la topologia usual de R® a R* x {0}, k < n,
es la topologia usual de R,

1.1.7. Definicion. Un subconjunto Y de X se dice discreto si la to-

pologia relativa de X a Y coincide con la topologia discreta en Y.
2. Conjuntos cerrados. Entornos. Interior, clausura.

r
1.2.1. Definicion. Sea (X,T) un espacio topolégico, A ¢ X se dice
cerrado si CA es abierto (o sea, CA € T).

Resulta de la definicién que,

- En la topologia indiscreta los unicos cerrados son @ y X.

- En la topologia discreta todo subconjunto es cerrado.

- En la topologia de los complementos finitos, los conjuntos
finitos, X y @ son los cerrados.

- En un espacio métrico (X,d) la bola cerrada de centro x € X y
radio r > O definida por B (x,r) = {y € X: d(y,x) = r} es cerrado en
X con la topologia métrica. Un intervalo cerrado en R es cerrado.

- 51 Y c X tiene la topologia relativa de X entonces A es

cerrado en Y &< A =B n Y con B cerrado en X.

En un espacio topolédgico (X,T) si ¥ denota 1la familia de

cerrados en X, se cumple:

F1_ X e &.

F-@2e€@.

2

F-SiF €% i=1,... n, entonces U F e 9.
3 i i=1 1

F;— Si Fi € ¥ 1 € I, entonces e Fi e F.



Reciprocamente, si ¥ ¢ P(X) es una familia que satisface F_,
Fe’ Fa y F4 entonces definiendo , A € T sii CA € ¥, se obtiene una
topologia T en X cuya familia de cerrados es %.

1.2.2. Definicion. Sea (X,T) un espacio topolégico y x € X.
Un subconjunto V de X es un entorno de x si existe A € T tal que
X e AcV.

-En la topologia discreta cualquier conjunto que contenga a x

es entorno de x.
- En la topologia indiscreta el Unico entorno de x es X.

- En la topologia usual de R, un intervalo cerrado [a,b] es
entorno de todo x € (a,b).

- Si V ¢ X (espacio topolégico) entonces,
V es abierto & V es entorno de cada uno de sus puntos.

Para cada x € X, denotamos con V(x) la familia de entornos de
x. Entonces V(x) satisface:
V- V(x) # a.
V- x €V para todo V € V(x).

V-Si Ve V(x) y U> V entonces U e V(x).
V.-.81 Vj, Vz € V(x), entonces V1 N Vé € V(x).

V- Si U e V(x) entonces existe V c U tal'que x € VyVelViy) para
todo y € V.

Sea X un conjunto y supongamos que cada x € X tiene asociado
una familia B(x) que satisface Vo Vé, Vs’ V4 y Vg Entonces
podemos definir en X una topologia tal que para todeo x € X, B(x)
es la familia de entornos de x. Esta topologia se llama Togologia
a partir de sistemas de entornos y se define asi

A e T sii A € B(x) para todo x € A.

Es consecuencia inmediata de Vl, V3 y V4 que T es una



topologia. Para ver que V(x) = B(x), notemos que si V € V(x) existe
Aet tal que x€e AcV y por Vs’ V € B(x). Si U e B(x), la
condicién Vs implica la existencia de W tal que x e W, Wc Uy We T
por definicién de T; resulta entonces que U e V(x).

r
1.2.3. Definicion. (X,t) espacio topolégico, A ¢ X. x € X es,

punto interior de A si existe B € 7 tal que x € B c A.

punto clausura de A si para todo V € V(x), Vn A = 2.

punto de acumulacion de A si para todo V € V(x), (V-{x}) n A # @.

Denotamos con Ao, A y A’ el conjunto de puntos en X que son puntos
interiores, puntos <clausura y puntos de acumulacién de A

respectivamente.
1.2.4. Ejemplos.

En R con la topologia usual,

-72° =g Z=2Z Z = conjunto de numeros enteros
-0’ =2 Q=R @ = conjunto de numeros racionales
= [e,b) " =ila,b]® = (a,b) [a,b)” = (a,b)” = (a,b]” = [a,b]

(=]

e {%: o et 4%

| s R | 0 RN SR ()

]
-
|
(o]
Il

= {%: n

1.2.5: Proposici;n. Sea A un subconjunto de espacio topolégico X.
Se cumple,

(i) A° = U {B c A: es abierto}. En consecuencia, A° es el
mayor abierto contenido en A.

(ii) A=n {B> A: B es cerrado}. En consecuencia A es el
menor cerrado que contiene a A.

Demostraci;n: (i) Si B es abierto, Bc A entonces Bc A° y en
consecuencia uU {B c A: B es abierto} c A°. Si x e A°, por
definicién existe B abierto tal que x € B ¢ A.

(ii) Es claro que si B es cerrado tal que AcB, AcB Yy en
consecuencia A ¢ n {B > A: es cerado}. Reciprocamente, si x ¢ A

existe V entorno abierto de x tal que V n A = @. Luego x ¢ CV ,



siendo CV un cerrado que contiene a A. =

I
=

1.2.7. Corolario: (i) A es abierto sii A

=1

(ii) A es cerrado sii A =
i
3. Base de una topologia.

Al definir la topologia de un espacio métrico X comenzamos con
las bolas abiertas y a partir de ellas definimos la topologia como
la familia de aquellos A tales que para cada punto en A existe una
bola abierta centrada en dicho punto y contenida en A. Vamos a
decir que B = {B(x,r): x € X, r > 0} forma una base de la topologia
métrica en X.

I
1.3.1. Definicion. Sea (X,T) un espacio topolégico. Una familia
)
B c T es base de la topologia T si para cada A € T y para cada x € A
existe B € B tal que x € B c A,

1.3.2. Proposicion. B es base de T sii para todo A # @, A e T,
A= % Bl, Bi € B.

I
Demostracion: es una consecuencia inmediata de la definicién ver que
si Aet, A= v {Be B: Bc A}. |

1.3.3. Definicion. Una familia U(x) c V(x) es base de entornos de
x si para cada V € V(x) existe U e U(x) tal que U c V.

1.3.4. Ejemplos.

- Si X tiene la topologia discreta, B = {{x}, x € X} es base de
la topologia y U(x) = {{x}} es base de entornos de x € X.

- 8i (X,d) es un espacio métrico y T, ©s la topologia métrica
entonces 3B = {B(x,r): xe X y r >0} es Dbase de T y

d
B(x) = {B(%,r): r > 0} es base de entornos de x € X.



No es cierto que cualquier familia B de subconjuntos de X es
base de alguna topologia sobre X como lo muestra el siguiente
ejemplo: X = {a,b,c}, B ={X, @, {a,b}, {b,c}}. Sin embargo se
tiene la siguiente.

13055 Proposici;n. Sea X un conjunto y B ¢ P(X). Entonces B es
base de alguna topologia sobre X sii B cumple

(i) X =vu {B: B € B}.

(ii) Si A, B € B entonces para cada x € A n B existe C € B tal
que X € Cc AnB.

Demostracion: Si B es base de una topologia T sobre X es claro que
B cumple (i) e (ii).

Reciprocamente si B ¢ P(x) satisface (i) e (ii) definimos T de

la siguiente manera:

A e T sii A= Y Bj con B1 edB 6 A =2

Se ve facilmente que T es una topologia en X tal que B es base

de . Mas auin, T es la topologia menos fina que contiene
g B, |

Como una consecuencia inmediata de 1.3.5. se tiene,
1.3.6. Proposicion. Si ¥ c P(X) satisface Yo S = X entonces la
familia de intersecciones finitas de miembros de ¥ es base de una

topologia sobre X y es la topologia menos fina que contiene a ¥.

La topologia dada por la proposicién anterior se dice generada
por ¥ y ¥ se llama sub-base de la topologia.

1.3.7. Ejemplos.

- La topologia generada por las semirrectas (a,+») y (-w,b)
a,b € R coincide con la topologia usual.

- La topologia de los complementos finitos es la topologia en X




generada por los subconjuntos de X cuyo complemento es un punto.
4. Espacios Nl, Nzny separables.

Todo espacio topolégico (X,T) tiene wuna base (B = T).
Interesan las bases formadas por subconjuntos simples y con minimo
nimero de elementos. Por ejemplo interesa el caso en que la
topologia tiene una base numerable. En esta situacién diremos que
el espacio topolégico X satisface el 2do. axioma de numerabilidad o
que X es Na'

Un espacio topolégico X satisface el 1ler. axioma de
numerabilidad (X es Nl) si el sistema de entornos de cada punto

tiene una base numerable.

- Todo espacio métrico X es N1’ B(x) = {B(x,%l, n e Ny, x € X.

= By Wy B Bl BT %}: a, €0, 1=1...,n meN

es una base numerable de la topologia usual.

1.4.1. Definicion. Sea X un espacio topolégico e Y un subconjunto
de X. Y es denso en X si Y = X. X se dice separable si existe un
subconjunto de X denso y numerable.

1.4.2. Proposicion. Un subconjunto Y de un espacio topolégico X es
denso si y solamente si A n Y # 0 para todo abierto A # @.

La prueba queda como ejercicio.

1.4.3. Proposici;n. Dado un espacio topolégico X, sean
(i) X es N.
(ii) Xes N,.
(iii) X es separable.

Entonces (ii) = (i), (ii) = (iii). No son «ciertas las

reciprocas.

/
Demostracion: Sea B = {Bn}nEN una base numerable de la topologia de

X. Para  probar (ii) = (i), sea x e X. La familia

10



B(x) = {Bn: X € Bn} es numerable y es una base de entornos de x ya
que si A es abierto con x € A, existe Bn tal que x e Bn < A.

(i1) = (iii). Para cada Bn # @, sea bn € Bn. El conjunto
A= {bn}nE|N es denso en X, por definicién de base.

Veamos que no son ciertas las reciprocas.

Si X es un conjunto infinito no numerable con la topologia
discreta entonces X es N1’ X no es N2 puesto que no es separable (el
Unico subconjunto densc de X es X).

Para probar que separable no implica Nz’ sea X un conjunto
infinito no numerable con la topologia de los complementos finitos.
Si A c X es infinito entonces A es denso. Resulta entonces que X es
separable pues basta tomar un subconjunto de X infinito numerable.

Si B = {Bn}nEN es una base de la topologia [Bn * @), como
C{“e[N Bn] =V CB_ es numerable [CBn es finito) y X no es numerable,
existen x # y € O Bn. Esto contradice el hecho que B es base, ya

que x € C{y}, que es abierto, y no existe n e€ N satisfaciendo
xEBncC{y}. ™

Para espacios métricos se tiene que N2 Yy separable son

equivalentes.

1.4.4. Teorema. Sea X un espacio métrico. X es separable si y
solamente si X es N2.

r
Demostracion: Por la proposicién anterior tenemos que probar que si

X es separable entonces es Nz. Sea D = {Xn}nEN un subconjunto denso

de X. Mostraremos que B = {B(xn,%]; n, me N} es base de la
topologia métrica.

Sea A ablierto y sea x € A; por definicién existe r > 0 tal que

B(%,r) < A Sigue que existe m tal que %{ g y B{x,%) nD=# @
Si x € B(x,lj n D entonces x € B(x ,l) ¢ Bz, r) c A =
n m n’m

En general no es cierto que N1 ¥y separable implique N2.
Consideremos como ejemplo X = R con la topologia generada por los

11



intervalos semiabiertos [a,b). Para ver que dicha topologia no es

N2 observemos que si x € R, cualquier base debe contener un conjunto
cuyo infimo es x.

1.4.5. Definicion. Una familia de conjuntos 4 es un cubrimiento de
un conjunto B si B c u {A: A e d}. La familia es un cubrimiento

abierto de B si los miembros de # son abiertos. Un subcubrimiento

es una subfamilia que también es cubrimiento.

1.4.6. Teorema de Lindeloff: Si X es un espacio topolégico N2
entonces de todo cubrimiento por abiertos de Y c X puede extraerse
un subcubrimiento numerable.

Demostracion: Sea o = {Ai}iEI un cubrimiento por abiertos de Y

y sea B = {Bn}nEIN base de la topologia de X.

Para cada i € I, »‘5..1 = ngBi pues B es base. En consecuencia,
|
B = {Bi: J e IV i € I} ¢ B es una subfamilia numerable de B que
]
la denotamos por {ﬁn}jew' B’ tiene la siguiente propiedad: para

]
cada j € N existe ij € I tal que A1 5 Bn (pues asi fue construida

]
Bl Luego {Al}jEN c dcubre a Y (Y c 1N Bn ) y ademas es

j J
numerable. u

Un espacio topolégico es un espacio de Lindeldff si  todo
cubrimiento abierto del espacio tiene un subcubrimiento numerable.
Sigue de 1.4.6. que todo espacio topolégico N2 es un espacio de
Lindel&6ff. La reciproca no vale (ver Ejercicio 13).

12



EJERCICIOS
1. Dar todas las topologias de X = {a, b}; X = {a, b, c}.

2.. Supremo e infimo de topologias.

a) La interseccién de una coleccién cualquiera de topologias de X es
una topologia de X.

b) La unién de dos topologias de X puede no ser una topologia de X
(a menos que X no contenga mas de dos puntos).

c) Para cualquier coleccién de topologias de X hay una unica
topologia, infimo, que es la méxima entre aquellas menores que todos
los miembros de la coleccién; y una unica topologia, supremo, que es
la minima entre aquellos mayores que todos los miembros de Ila

coleccién. Dar la topologia infimo.

3. Sea c: P(X) — P(X) un operador que satisface.
i) o=2¢°
ii) Ac A’ VACKX
1i1) (A)° = A° _
iv) (& wB)® = A% u B
Y sea t° = {A c X: A= A°}. Mostrar que T = {B c X: CB € t°} es una
A

topologia en X tal que A = A® para todo A € P(X).

4. Mostrar: a) (AnB)  =A°AB°y (AUB) =A uB.
b) Las igualdades (AUB)° =A°UB® y (ANnB)  =AAnB no son
ciertas en general.

5. Se define Fr(A) = A n CA (frontera de A). Mostrar:

a) Fr (A v B) ¢ Fr (A) v Fr(B) y de un ejemplo donde la inclusién
sea estricta.

b) A = A u Fr(A)

c) (CA)” = c(k)

d) K = A - Fr(A)

e) Un conjunto es cerrado sii contiene a su frontera, ¥y es abierto

sii es disjunto con su frontera.
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6. Definiciones. Un espacio topolégico X es TO: si para todo par x e

y € X existe un entorno de uno de ellos que no contiene al otro.

= T1: sl para todo par x e y € X existen entornos U, V de X ey

respectivamente tales que y ¢ U, x ¢ V.

- T2: si para todo x # y en X existen entornos U, V de xey

respectivamente tales que Un V = g.
Probar que:

a) X es T1 < {x} es cerrado para todo x € X.

b) Mostrar que T2 = T1 = T0 y no valen las reciprocas.

c) En cada conjunto X hay una topologia J minima entre las que hacen
de (X,J) un espacio T1' Dar dicha topologia.

d) Si X es un espacio T1 entonces el conjunto de puntos de
acumulacién de un conjunto dado es cerrado.

e) Si A es una parte propia infinita de un conjunto X entonces

existe una topologia T2 en X tal que todo punto, salvo uno, es
abierto y A no es cerrado. b

7. Sea X=R y T la topologia generada por los conjuntos
Ca = {x € R: x = a}.

a) Cuadles son los abiertos?, los cerrados?

b) Mostrar que (R,T) es un espacio I, y'ns T. Es e

c) Dar la clausura e interior de los siguientes conjuntos:

- {x} - {d}y v (e,;d), a ¢ (e,d)

= [fel; bl -{xeR: x>ayxeN

- {x e R: x > a}.

d) Mostrar que (R,T) es separable, N1 pero no es Nz'

8. El conjunto de los numeros irracionales con la topologia usual
es separable?

s
9. Topologia del orden. Sea X un conjunto ordenado por una
relacién < antireflexiva (es falso x < x). La topologia del
orden < tiene una sub-base formada por todos los conjuntos de 1la

forma {x: x < a} 6 {x: a < x} para algun a € X.

14



a) La topologia del orden de X es la minima topologia en la cual el
orden es continuo, Esto es, Si a, be X y a < b entonces existen
entornos Ude a y V de b tales que: x e U, y € V 5 x < y.

b) Cuadl es la topologia del orden en R?

c) Sea Y una parte de X ordenado por <. Entonces Y esta ordenado

por <, pero la topologia del orden en Y puede no ser la relativa a Y
de la topologia del orden de X.

10. En R® dar la topologia generada por ¢ para
-# el conjunto de todas las rectas en R°.

-¥ el conjunto de todas las rectas paralelas al eje x.

11. Probar que en un espacio topolégico N2 toda base contiene una
subfamilia numerable que también es base.

12. Topologia de los intervalos semiabiertos. Sea X = R y sea J la
topologia que tiene como base a la familia de todos los intervalos
[a,b) = {x e R: aa= %< b}, a, beR

a) Los miembros de la base son abiertos y cerrados.

b) (X,J) es separable, N1 pero no Nz

c) Si Ac R, A - A’ es numerable.

d) Todo subespacio de (X,J) es separable.

e) Todo subespacio de (X,J) es un espacio de Lindelsff.

13. Topolog;a de los rect;ngulos semiabiertos.
Sea ¥ = R x R y sea Tt la topologia generada por conjuntos de la
forma A x B con A = [a,b), B = [c,d).
a) (Y,t) es separable.
b) (Y,T) contiene un subespacio cerrado que no es separable.

c) (Y,T) no es Lindeloff pues admite un subespacio cerrado que no es
Lindeloff.

14. Definamos en R x R el siguiente orden: (a,b) < (c,d) < a < c 6
a=cyb<d Sea Tt la topologia del orden en R x R.

a) Analizar cuidles son los abiertos en esta topelogia y decir si es

T
2
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b) Si
de la

(0,0)

p: RxR - R xR, ¢(a,b) = (b,a),

se define la topologia o

siguiente manera: Ue o < ¢p(U) € T. Mostrar que
v (x) AV () = V (x nueds

(0,0) (0,0)
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CAPITULO I

CONTINUIDAD

1. Funciones continuas.

Sean (X,t) e (Y,J) espacios topolégicos y sea f: X — Y una
funcién.
2101 Definici;n. f se dice continua en x € X si para cada
Ue VJ(f(x]) existe V e VT(X) tal que f(V) ¢ U f se dice continua
si lo es en cada x € X.

BulaZs Proposici;n. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(i) f es continua.
(ii) Para todo x € X, si Ue VJ{f[x)) entonces £ (U) e Vt{x].
(iii) Para todo A € J, £ }(A) e .
(iv) Si V es miembro de una base de J, £ (V) e .
(v) Si V es miembro de una sub-base de J, £ (V) € .
(vi) Para todo F cerrado en Y, £ }(F) es cerrado en X.
(vii) £(A) c F(A) para todo A c X.

(viii) £71(&) > £7'(A) para todo A c Y.

r
Demostracion:

Probaremos (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (V) = (vi) = (vii) = (viii).

) s (i1). Si Ue V&(f(x]), por definicién de continuidad en x
existe V e ¥V _(x) tal que f(V) c U. Luego V c £ (f(V)) c £1(U) y

1 -1
en consecuencia f (U) es entorno de x.

(i1) > (iii) Basta observar que si A es abierto en Yy x € £ 1(A), A

es entorno de f(x) y en consecuencia £ (A) es entorno de x.

(iii) = (iv) y (iv) = (v) son inmediatas.

17



(v) > (vi) Si F es cerrado en Y, Y-FeJ y por lo tanto
Yo PR (8 S:) con Sf € ¢, sub-base de J.

Luego, X = £7/(F) = £71(Y-F) =y (B £7(s]) ¢ =.

(vi) = (vii) Sea A c X; como F(A) es cerrado en Y, f Y (F(A)) es un
cerrado en X que contiene a A (A c £ 1 (£(A))).
Luego A ¢ £ H(£TA)) y £(A) c £(£ 2 (£TAY)) < F(A).

(vii) » (viii) sea A c Y. Aplicando (vii) a f *(A) se tiene

£E7Y(A)) c £(£7Y(A)) ¢ A Yy en consecuencia,

£ UK) e £ BT a) € TTUE)
(viii) » (i) queda como ejercicio para el lector. ]

Son consecuencias inmediatas de la definicién las siguientes
propiedades:

- 581 f: X—>Y, g Y — Z son funciones continuas entonces gof
es continua.

-Si f: X—> Y es continua y A ¢ X entonces fIA: A—>Y es
continua, A con la topologia relativa de X.

- Si f: X —> Y es continua entonces f: X — f(X) es continua,
f(X) con la topologia relativa de Y.

2.1.3. Ejemplos.

- Una funcién constante f: X — Y es siempre continua.

- Si X es discreto toda funcién f: X — Y es continua. Si Y es
indiscreto y X es cualquier espacio topolégico f: X — Y es
continua.

- Si (X,d) e (Y,d’) son espacios métricos entonces f es
continua en x si para todo € > 0 existe & = 8(e,x) tal que
d’ (f(y),f(x)) < € si d(x,y) < 8.

- Las siguientes funciones son ejemplos de funciones continuas.

f: RxR — R (Rz ¥ R se consideran con la topologia usual)
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fix,y)
f(x) =ax, aeR

oy

1
ks
<

2. Funciones abiertas, cerradas. homeomorfismos.

2.2, Definici;n. Sean X e Y espacios topolégicos.

Una funcién f: X — Y se dice abierta si f(A) es abierto en Y
para todo A abierto en X. Analogamente, f se dice cerrada si f(F)
es cerrado para todo F cerrado en X.

f es un homeomorfismo si f es biyectiva, continua con inversa
£ continua.

2.2.2. Ejemplos.

- Sea I: (X,Tl] — (X,tg) la funcién identidad. Entonces I es
continua sii T, < T, 81 Ty 3 Ty entonces 1 es abierta pero no es
continua. Ademéds, I es homeomorfismo sii 71 = g

= Toda funcién f: X — Y con Y discreto es abierta y cerrada.

- Toda funcién biyectiva y continua de R en R es un
homeomorfismo. Ver Ejercicio 4.b.

- Existen funciones biyectivas y continuas de Q en Q que no son
homeomorfismos (@ con la topologia relativa usual de R). Para

ejemplo de una tal funcién referimos a [D].

- Son ejemplos de homeomorfismos las siguientes funciones,

- L
< B ( 1,1] — R 4 f{X} —Fm
g: (0,1) — (a,b) . g(t) = (b-a)t + a
tgh: R — (-1,1) (tangente hiperbélica)

- Sea Mn(R) el conjunto de matrices nxn con coeficientes reales
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2
y sea ¢: Hn(R) — R" la biyeccién definida por

a_,...,a
11 in
= . N
L3 (all' ) aln’a21' ' “en’ * anl’ 'ann]
TR |

Demos a Mn(R] la topologia tal que ¢ es un homeomorfismo, o sea
la topologia inducida por la distancia d,

- _ 2,1/2
d(A,B) = (L|_,%/_,(a, - b )%
2
que es la distancia wusual en R". Observemos que si

xi? = E?=1 xf, X € ER“Z, d(A,B) = llg(A) - @(B)I.

Con esta topologia en Mn(R] la funcién determinante
det: M;(R} — R es continua (resulta de considerar la férmula para
el calculo del det A, A € MH{R}). Luego,

GL(n,R) = {A € Mn(R): A es inversible}
es un abierto en Mn(R), pues GL(n,R) = {A € Mn(R): det A # 0}).

2.2.3. Proposicion. Sea f: X — Y, X e Y espacios topolégicos. Las

siguientes propiedades son equivalentes.
(i) f es homeomorfismo.
(ii) f es continua y abierta.

(iii) f es continua y cerrada.

Demostraci;n: (i) = (ii). Como f es biyectiva y f ' es continua
resulta f(A) = (£ 1)71(A) es abierto cualesquiera sea A abierto
en X.

(ii) » (iii) Si F es cerrado en X, f(CF) = Cf(F) es abierto en
Y 6 £(F) es cerrado en X.

(iii) » (i). Si A es abierto en X, (£ !)™(A) es abierto en Y
pues (£ 1)71(A) = £(A) = C(£(CA)) y f(CA) es cerrado. =

20



EJERCICIOS

1. Sean X e Y espacios topolégicos y f, g: X — Y aplicaciones
continuas. Si Y es T, entonces {x € X: f(x) = g(x)} es cerrado en
X En consecuencia si dos funciones continuas coinciden en un

subconjunto denso, coinciden en todo el espacio.

2. Sea I' un cubrimiento finito cerrade de un espacio topolégico
X tal que para cada A € I' esta definido fA: A — Y continua con la
propiedad f,|, = = fslana' Probar que f: X — Y definida por

f(x) = fA(x) si x € A, es continua.

3. Sean f, g: X — R funciones continuas. Probar:
a) af: x —-a f(x), a€R es continua.
b) |f]: x — |f(x)| es continua.

c) Las funciones f + g, f - g, f.gy si g # 0, £ son continuas.

Aqui (f+g)(x) = f(x)+g(x), (f-g)(x) = f(x) - g(x)
- f . Flx)
(f.g)(x) = £l).g(x) , g[x) =T

d) Las funciones max {f,g}, min {f,g} son continuas.

4. a) Probar que dos intervalos cualesquieras del mismo tipo
(abiertos, semiabiertos o cerrados) son homeomorfos.

b) Toda biyeccién continua de R en R es un homeomorfismo.

S. Probar que si p es wun polinomio entonces p: R — R,

i .
p(x) = J' a x cona €R, es una funcién cerrada.
1
1=0

B. Sea f: X — Y una funcién y consideremos X x Y con la topologia
generada por {U x V: U abierto en X y V abierto en Y}.

Si G(f) = {(x,f(x)): x € X} ¢ X x Y, probar que F: X — G(f)
X — (x,f(x)) es un homeomorfismo sii f es continua.

7. Sea n — r_ una biyeccién de N sobre Q@ n [0,1]. Definimos en

[0,1] la funcién f(x) =} o 7n (1/2)".  Probar que la restriccién
n
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de f al conjunto de los numeros irracionales del [0,1] es continua,

pero f no es continua en [0, 1].
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CAPITULO Il

CONEXION Y COMPACIDAD

1. Espacios conexos.

Intuitivamente, un espacio conexo estd constituido de un tdnico

componente. Formalizamos enseguida esta idea.

r
3.1.1. Definicion. Un espacio topolégico X se dice conexo si no
existen abiertos (resp. cerrados) A, B en X tales que: A # @, B # g,
AnB=gy AuB=X

Sigue de la definicién, que si X es un espacio topolégico
entonces:

- X es conexo si y solamente si cada vez que X = A u B, con A,
B abiertos (cerrados) disjuntos en X entonces A = @ 0o B = 2.

- X es conexo si y solamente si los Unicos abiertos y cerrados

en X son X y @,

f
3.1.2. Proposicion. Un espacio topolégico X es conexo si y
solamente si no existe f: X — {0,1} continua y suryectiva, {0, 1}

con la topologia discreta.

Demostracion: Si existe f: X — {0,1} continua y suryectiva
entonces X = £ {0} U £{1} es unién disjunta de abiertos no
vacios. Reciprocamente, si X = A U B, A, B abiertos no vacios,

A nB =g, la funcién f: X — {0,1} definida por

f(x) = { B wm
1 X € B
resulta continua y suryectiva. ]

r
3.1.3. Definicion. Un subconjunto Y de un espacio topolégico X se

dice conexo si, con la topologia relativa, Y es un espacio conexo.
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3.1.4. Ejemplos.

- Todo espacio topolégico (X,T), T topologia indiscreta, es un
espacio conexo.

- Con la topologia discreta ningin espacio con mas de un punto

es conexo.

- El conjunto @ de los nuUmeros racionales con la topologia
inducida de R no es conexo pues Q@ = [(-o,v2) n Q] U [(VZ2, ») n Q].

- 51 X es un conjunto infinito y T es la topologia de los

complementos finitos entonces (X,T) es conexo.
3.1.5. Proposicion. El intervalo [0,1] ¢ R es conexo.

Demostraci;n: Supongamos que [0,1] = AuB con A y B cerrados
disjuntos, o € A. Sea

o =sup {a € A: a = b, para tode b € B}.
Entonces « € A (pues A es cerrado) y a =2 0. Probaremos que o = 1 y

como consecuencia resultara B = @.

Supongamos 0 = a < 1 y sea £ > 0. Existe b e€ B tal que
« =b<a+ ey por lo tanto « = inf B. Como B es cerrado resulta
o € B contradiciendo A n B = @. |

3.1.8. Proposicion. Sea X un espacio topolégico y C un subconjunto
de X. Si C es conexo entonces C conexo.

Demostracién: Supongamos que C no es conexo y sean A, B abiertos en
X tales que C=(AnC)u(BnC), AnCT #8, BnC=g y
AnBnC =@

Notemos que la condicién A es abierto en X nos permite concluir
que si AnC # o entonces AnC # @. Anadlogamente Bn C # @. Como

ANBnCcAnBnNnC =g resulta C no conexo. =

r
3.1.7. Proposicion. Sean X e Y espacios topolégicos, X conexo. Si
f: X — Y es continua entonces f(X) es conexo.

Demostracion: Supongamos, por el absurdo, que f(X) no es conexo.
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Sigue de 3.1.2. que existe g: f(X) — {0,1} continua y suryectiva,
{0,1} con la topologia discreta. Nuevamente la proposicién 3.1.2.,
aplicada a la funcién gof: X — {0,1}, permite concluir que X no es

conexo. L]

3.1.8. Proposicion. Sea X espacio topolégico e {Yi}i&_I una

coleccién de subconjuntos de X tales que para cada i € I, Y1 es

conexo e Y1 N Y_; # @ cualesquiera sean i, j € I. Entonces 1¥; Y1 es

conexo.

s y e #
Demostracion: Sea f: 'y Y1 — {0,1} una funcién continua, {0,1}
con la topologia discreta. Si x ey son elementos de (2 Yi,

existen i1, je I tales que x € Yi, y € Yj ¥y siendo Y1 N Yj * @
podemos considerar z € Y1 a) Yj.

Como Yi e Yj son conexos resulta f(x) = f(z) = f(y) y en
consecuencia f es una funcién constante. Aplicando la proposicién

3.1.2. resulta - Y1 un subconjunto conexo. ]
3.1.9. Proposicion. Sea {Yi}iEI una. coleccién de subconjuntos de X
tales que Yi es conexo para todo i eI, y 2y Y.1 * @. Entonces

Y es XO.
1€r Yy cRRe
7 .
Demostracion: Es consecuencia inmediata de la proposicién anterior.

3.1.10. Corolario. Sea Y c X, X espacio topolégico. Entonces Y es
conexo si y solamente si dados x e y en Y existe un conexe C < Y tal

que x € Ce y € C.

r
Demostracion: Si Y es conexo, es inmediata la afirmacién. Sea
ahora y € Y y denotemos con C_ el conexo que contiene a x e y,
X
cualquiera sea x € Y. Es claro que Y = Y C e ye n C. Se
¥EY x xX€Y x
deduce entonces de la proposicién anterior, que Y es un subconjunto

conexo. u

)
3.1.11. Definicion. Un subconjunto C de R" se dice convexo si dados
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x e y en C, el segmento [x,y] = {(1-t)x+ty, t € [0,1]} que une x con
y, esta contenido en C.

Como {(1-t)x+ty, t € [0,1]} es imagen por una funcién continua
del conexo [0,1], resulta del Corolario anterior que [x,y] es

conexo.
- n
3.1.12. Corolario. Todo convexo C ¢ R’ es conexo.

Sigue inmediatamente,
- R" es conexo, n € NN.

n _ . _ 2 2 .
B*(a,r) = {{xl,...,xh}.igf (-2, )" < r% , & (aj,....,a) ,
es conexo.
- D" = {(Xl,...,xn} e R™: xf = 1} es conexo.
i=1
- 1" = {(Xl,---,xn] e R": 0= X, =1, 1= 1,...,n} es conexo.

Como consecuencia de 3.1.2. podemos también caracterizar los
subconjuntos conexos de R.

3.1.13. Proposicion. Sea R con la topologia usual. Un subconjunto

I de R es conexo si y solamente si I es un intervalo.

Demostraci;n: Recordamos que I es un intervalo si y solamente si
cada vez que a <b con a, bel se cumple que si ¢ satisface
a < c < b entonces c € I. En particular I es convexo y por lo tanto
conexao.

Supongamos ahora que I no es intervalo y sean a, be I, c ¢ I
satisfaciendo a < ¢ < b. Resulta entonces I no conexo pues
I =((-wc)nl)vu(lec, o) nI). ]

Concluimos esta seccién con mds ejemplos de espacios conexos.
3.1.14. Ejemplos.

- R™{0} = {x e R™: x = 0} es conexo si n = 2.
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En efecto, sean x ey en R" -{0}. Si xey son linealmente
independientes, el segmento [x,y] € R"-{0} contiene a x e y. si
x e y son linealmente dependientes, existe z € R"-{0} tal que {x,z}
y {z,y} son conjuntos de vectores linealmente independientes. Sigue
entonces que [x,z] v [z,y] € R"™-{0} es un conexo que contiene a
X e y. Como consecuencia del corolario 3.1.10. obtenemos que R"™-{0}

€5 coneXxo.

-s" = {[xi,.., xn+1] e R™. i x? = 1} es conexo si n = 1.
Para demostrar la afirmacién anterior basta considerar

£: R™-{0} — 8", f(x) = o donde nxi? = ¥ x
y verificar que f es una funcién continua y suryectiva.

- GL(n,R) = {A e Mn R): A es inversible} no es conexo.

En 2.1.4. vimos que GL(n,R) es un subconjunto abierto de Mn(R),
2
Mn[R} con la topologia de R" (por lo tanto Mh(m) es conexo). Como

la funcién det: GL(n,R) — R-{0} es continua y suryectiva resulta
GL(n,R) no conexo.

En forma andloga podriamos considerar Mn(E), matrices nxn con
2
coeficientes complejos, con la topologia de €", 1luego HH{E] es

conexo.

Veremos en 4.6.9., que GL(n,C) = {A € Mn(E]: A es inversible}
es un abierto conexo de GL(n,C). Notemos que el argumento anterior,
utilizado para demostrar que GL(n,R) no es conexo, no nos sirve en
este caso pues la funcién det definida en GL(n,C) tiene imagen

c-{0} = R®-{0) Y vimos que R®-{0} es conexo.
2. Componentes conexas.

Sea X espacio topolégico y definamos en X la siguiente
relacién:

X ~ y si y solamente si existe B ¢ X, B conexo, tal que x e y € B.
Es facil ver que ~ es una relacién de equivalencia. A la clase

de equivalencia de x, que denotamos C, la denominamos componente
X
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conexa de X. Resulta de 3.1.10 que las componentes conexas de x son
conexos. Mas ain, si x € B con B conexo entonces B c Cx. Por 1lo

tanto Cx es el mayor subconjunto conexo de X al cual x pertenece.

r
3.2.1. Definicion: Un espacio topolégico X se dice localmente

conexo si para cada x € X existe una base de entornos conexos de x.

3.2.2 Ejemplos.

Con los siguientes ejemplos mostraremos que los conceptos de
conexién y conexién local son independientes.

= %
conexo.

- X

(a,b) U (c,d) en R con b < ¢ es localmente conexo ¥y no

Rx @ v {(x,x): x € R}, con la topologia relativa de RZ,
es un conjunto conexo y no localmente conexo.

-X=R" con la topologia wusual es un espacio conexo y
localmente conexo.

- X=R x 0, con la topologia inducida de Rz, no es conexo ni
localmente conexo.

3.2.3. Teorema. Si X es un espacio topolégico, son equivalentes

(1) X es localmente conexo.

(ii) Si A ¢ X es abierto, las componentes conexas de A son
abiertas.

(i11) Los abiertos conexos constituyen una base para la
topclogia de X.

r
Demostracion: (i) = (ii). La componente conexa de x en A es
c: = {y € A: y ~ x en A}. Sea entonces y € C:. Como X es
localmente conexo y A es abierto, existe Vy entorno conexo de vy,
V <A Luego, si ze€V, z~yen Ay como y ~ x resulta V c¢ Cﬁ
y A ) ¥ Y x
0 sea Cx es abierto.
(11) = (iii) S1 x € A y A es abierto entonces x e Cl < A, c:
abierto y conexo.
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(iii) =» (i). Es inmediata. @
Notemos que, debido a 3.1.6. y 3.2.2., las componentes conexas

en un espacio topolégico localmente conexo son abiertas y cerradas.

3.2.4. Proposicion. Sean X e Y espacios topolégicos y f: X — Y una
funcién continua. Si ademas f es abierta o cerrada, entonces i .0
con la topologia relativa de Y, es localmente conexo.

Demostraci;n: Supongamos que f es suryectiva. Si f es abierta, Y
resulta localmente conexo como consecuencia de la definicién.
Sea entonces f cerrada. Si A es un subconjunto ablierto de Y y
D es una componente conexa en A, se verifica que
£f71(D) = u {C: C es componente conexa en f -(A) y £(C) n D= @&},
y como consecuencia f (D) es abierto en X. Resulta entonces

Y-D = £(X-f"'(D)) cerrado, ¥ por el teorema anterior Y es localmente
conexo. m

3. Espacios conexos por curvas.

Una curva en un espacio topolégico X es una funcién continua
o«: [0,1] — X. Los puntos a(0) y a(1) son los extremos de la curva,
cuando «(0) = a(1) la curva se denomina cerrada. Observemos que si
« es una curva en X, su imagen {a(t): t € [0,1]} es un conexo en X.

Este concepte de curva permite definir en X 1la siguiente
relacién:

X ~ y sl y solo si existe « curva en X con «(0) = x, a(l1) =y

Esta relacién es de equivalencia pues,
- X ~ X. Basta tomar a(t) =x, t e [0,1].
- X~y=ay~X Si « es una curva tal que «(0) = x, af(l) =y
entonces «’: [0,1] — X definida por a'(t) = «(1-t) satisface
«’(0) =y, «'(1) = x.
“X~Y, ¥y~vz=>x~2z Sean ay B curvas en X tales que «(0) = x
(1) = y = B(0), B(1) = z. Entonces y(t) definida por
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al2t) 0=t =

N =

y(t) =

B(2t-1) =t =1

o N~

es una curva en X tal que y(0) = x, (1) = z.

3.3:.1. Definici;n. Un espacio topolégico X se dice conexo por
curvas si X ~ y cualquiera sean x e y en X. En otras palabras, dos
puntos de X estédn ligados por una curva.

Un subconjunto Y ¢ X es conexo por curvas si Y,
topologia relativa de X, es conexo por curvas.

con la

A la clase de equivalencia de x € X, dada por la relacién ~, la

denotaremos Bx y la llamaremos componente conexa por curvas de x.

f
3.3.2. Proposicion. Si X es un espacio conexo por curvas entonces X
es conexo.

Demostracion: Dados x e y en X, la imagen de la curva «: [0,1] — X

que los liga es un conexo que los contiene.
proposicién resulta de 3.1.20. |

Por lo tanto 1la

La reciproca de 3.3.2, no es valida. En efecto, sea

X = X1 v Xé con la topologia relativa de R®, donde
X, ={0,y) € R -1 2ys1) y X ={(xsend) x> 0.

—




Entonces,

- X es conexo. Supongamos X = Au B, A y B abiertos en X,
AnB=g. Si (0,1) € A entonces B n X1 = @ (pues X1 es conexo) y
B n Xé =@ (pues A n Xa t @y Xé es conexo). Por lo tanto B=g y
resulta la afirmacién. Si (0,1) € B vale el mismo argumento.

- X no es conexo por curvas. Lo que ocurre intuitivamente, es
que puntos de X1 y X2 no estan unidos por curvas en X. Probaremos a
seguir que si a: [0,1] — X es una curva tal que «(0) = (0,1)
entonces todo elemento de Im(a), en particular «(1), pertenece a Xf

Siendo X1 un cerrado en X, resulta que m_ltxi) es cerrado y no
vacio en [0,1]. Ademas a'l(Xl) es abierto en [0,1]. En efecto, si
t0 € a_l(xl) y U= Xn B[m(to),% ; existe £ >0 tal que

a(to—e,t0+e] c U. Por lo tanto a(to—c,t0+e] < la componente

o to)

conexa de m(tn) en U, y es claro que C =Un X1’ o sea dd(xll

ot )
0
es abierto como queriamos mostrar. m

I
Observacion. El espacio X antes construido no es localmente conexo
y posee dos componentes conexas por curvas, X1 y Xz. En particular,
el ejemplo anterior muestra que las componentes conexas no son
abiertas en general.
3.3.3. Ejemplos.
- Todo subconjunto convexo de R" es conexo por curvas.

- R"-{0} es conexo por curvas si n = 2. (Ver 3.1.14).

- Si X es conexo por curvas y f: X — Y es una funcién continua

entonces f(X) es conexo por curvas. En particular, usando
f(x) = Tgﬁ‘ f: R"-{0} — S", resulta S" conexo por curvas para
nzl,

- Sea Y = X U C donde X es el espacio definido luego de 3.3.2 y

C es la imagen de una curva que une (0,1) con (%, 1). Entonces Y es

conexo por curvas.
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. r
3.3.4. Definicion. Un espacio topolégico X se dice localmente

conexo por curvas si todo x € X posee una base de entornos conexos

por curvas.

3.3.5. Proposicion. Si X es un espacio conexo y localmente conexo

por curvas entonces X es conexo por curvas.

Demostraci;n: Sea X, €X y sea A= {x € X: x ~ xo}, donde ~ es la
relacién de conexién por curvas. Como X es localmente conexo por
curvas resulta que A es un conjunto abierto y cerrado Yy por lo tanto
A = X y X es conexo por curvas.

Para ver que A es abierto, si x e Ay U es un entorno conexo
por curvas de x es claro que U c A pues y ~ x con x ~ X De igual
forma resulta CA abierto, o se A es cerrado. ]

Se deduce de la prueba de la proposicién anterior que sdélo se
necesita la hipétesis que todo punto en X tiene un entorno conexo
por curvas.

Dejamos como ejercicio la demostracién de los siguientes
resultados.

i
3.3.6. Proposicion. Sea X un espacio topolégico. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.
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(i) X es localmente conexo por curvas.

(ii) Las componentes conexas por curvas de los subconjuntos
abiertos de X son abiertas.

(iii) Los abiertos conexos por curvas constituyen una base para
la topologia de X.

3.3.7. Corolario. Si X es localmente conexoc por curvas, las
componentes conexas por curvas B son abiertas y coinciden con las
=

componentes conexas Cx, cualesquiera sea x € X.

4. Espacios compactos.

3.4.1: Definici;n. Un espacio topolégico X se dice compacto si todo
cubrimiento abierto de X admite subcubrimiento finito.

Un subconjunto ¥ ¢ X se dice compacto si lo es con la topologia
relativa de X.

4
3.4.2. Definicion. Una familia ¥ de conjuntos tiene la propiedad de
'
interseccion finita si la interseccién de cada subfamilia finita de
¥ es no vacia.

r
3.4.3. Proposicion. Un espacio topolégico X es compacto si y
solamente si la interseccién de toda familia de cerrados, con la
propiedad de interseccién finita, es no vacia.

f
Demostracion: Es consecuencia inmediata de 3.4.1. y 3.4.2.
considerando para una familia {F}}iel de cerrados con la propiedad
de intersecién finita la familia de abiertos {CFi} ¥ viceversa. m

3.4.4. Ejemplos.
- Todo intervalo [a,b] de R es compacto.

Este resultado, conocido como teorema de Heine Borel, se demuestra

en cursos bésicos de Analisis real. Daremos posteriormente, otra
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demostracién de este importante teorema. Ver 4.2.8.

- 81 X es un espacio discreto entonces X es compacto si y solo
si X es un conjunto finito.

- Cualquier conjunto con la topologia indiscreta es un espacio

compacto.

- Todo conjunto X con la topologia de los complementos finitos
es compacto.

- R con la topologia usual no es compacto pues el cubrimiento
{(-n,n): n € N} no posee subcubrimiento finito. Andlogamente, un
intervalo (a,b) no es compacto pues el cubrimiento
{(a,r): a < r < b} no posee subcubrimiento finito.

- Si consideramos en R la topologia T definida por
T={AcR: 0¢AO6CAes finito} resulta (R,T) compacto y Tz'

¥’
3.4.5. Proposicion. Sea X un espacio compacto e Y c X un

subcon junto cerrado. Entonces Y es compacto.

r
Demostracion: Sea {Ui}iEI un cubrimiento abierto de Y y {Al}1EI la
familia de abiertos en X tales que Ui = A1 n Y. Resulta entonces
{Ai}1EI v {CY} un cubrimiento de X. Como X es compacto, esta

familia admite un subcubrimiento finito de X y por 1lo tanto un
subcubrimiento finito de Y. ]

3.4.6. Corolario. La interseccién arbitraria de conjuntos cerrados

y compactos es compacto.
'
Demostracion: Sigue inmediatamente de 3.4.5. |

’
3.4.7. Proposicion. Sea X un espacio Tz’ K ¢ X un subconjunto

compacto y x € CK. Entonces, existen abiertos disjuntos V y W tales
que K c Vyx e W

Demostracion: Como X es Tz’ para cada y € K existen abiertos Vy y

wy tales que y € Vy, X € w;, Vy n Wy = @. Luego, existen Yoo ¥
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— - n
en K tales que K = 1Q1 (Vyin K). Entonces V = U Vy y

W= §1 Uy son los abiertos con las propiedades buscadas. ]
i

3.4.8. Corolario. Todo subconjunto compacto de un espacio Tz, es
cerrado.

r
3.4.9. Proposicion. Todo subconjunto compacto de R" es cerrado y
acotado.

Demo:traci;n: Sea K ¢ R”, K compacto. Como la topologia usual de
R" es T, resulta K cerrado. Si K no fuese acotado, la familia
{B((0,n): n € N} n K seria un cubrimiento de K sin subcubrimiento
finito. |

Probaremos en el capitulo IV que vale también la reciproca de
3.4.9. (Ver 4.2.9).

I
3.4.10. Proposicion. Sean Kl y I(,2 subconjuntos compactos disjuntos
de un espacio topolégico T2. Entonces, existen abiertos disjuntos V
y W tales que K1 cVy K.2 c W.

!
Demostracion: Para cada x e Kz, existen (por 3.4.7.) abiertos

dis juntos Vx, Nx tales que K1 c Vx Yoo € Wx. Como K2 es compacto,

existen x,..., x en K tales que K c 1§1 wx; Sean entonces

V= 151 Vo, W= i@j W . Se verifica facilmente que V y W son
i - 1

abiertos disjuntos tales que K1 cVy K2 c W. u

s
3.4.11. Proposicion. Sean X e Y espacios topolégicos, f: X — Y
continua. Si X es compacto, entonces f(X) es compacto.

Demostracion: Supongamos que f es suryectiva. Sea {th}lEI
cubrimiento de Y. Entonces {fulﬂ%)}iel es un cubrimiento de X y
por lo tanto, existen i,..., i tales que X = j§1 f‘_l(Ul ). Luego

J
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3.4.12. Corolario. Si X es compacto e Y es Tz' toda f: X — Y
continua es cerrada. En particular, si f es biyectiva y continua
entonces f es un homeomorfismo.

!
Demostracion: Sea F cerrado en X. Por 3.4.5. F es compacto, luego
f(F) es compacto por 3.4.11. Como Y es T2 resulta de 3.4.8. que
f(F) es cerrado. B

Dada f: X — Y continua y suryectiva interesa a menudo conocer
condiciones que permitan obtener la compacidad de X a partir de la
de Y. Las funciones propias tienen esa propiedad como probaremos a
seguir:

Una funcién continua, suryectiva, cerrada f: X — Y y tal que

£ (y) es compacto, cualquiera sea y € Y, se denomina propia.

i’
3.4.13. Proposicion. Sean X e Y espacios topolégicos y f: X — Y
propia. Si Y es compacto entonces X es compacto.

I
Demostracion: Sea {Wi: i € I} un cubrimiento abierto de X. Para
cada y €Y, £ My) < 2 wi{y); por lo tanto existe un

subcubrimiento W (y), j =1,...,n(y) tal que £ l(y) ¢ ;‘tiﬁ;] W (y).
J j

Como f es cerrada existe un entorno V(y) que satisface
f‘hl(V(y)] < ?i!);) ‘dl (y) y como Y es compacto existen Yyr-eey, tal
que Y = 1§1 V(yl]. Se verifica ahora facilmente que la subfamilia

{Wi (ys). J= 1,---.n(ys), s =1,...,k} es un subcubrimiento de X. =
J
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EJERCICIOS

1. Muestre que:
a) R con la topologia generada por {x € R: X = a} es conexo.

b) R con la topologia generada por los intervalos semiabiertos no es
conexo.

2. Pruebe que si B es un subespacio conexo de un espacio topolégico

X, entonces todo subconjunto D de X que satisface Bc Dc B es
conexo.

3. Sea f: [0,1] — [0,1] una funcién continua. Muestre que existe
x € [0,1] tal que f(x) = x.

4. Muestre que no son homeomorfos 1los siguientes espacios

topolégicos.
a) X = [a,b) Y = (c,d)
b) X={xe€eR" n=z2: |x—x0|2 < ra} Y = (e,d)
c) x=¢g! Y = subespacio de R
d) X=8% n>1 Y = g
5. Sea Y = { % n € N}, X=Y¥x [0,1],
Z =Y v {0}, X =Z=x [0,1],

X" = X" v {(x,0): x e [0,1]}.

a) Encuentre en X, X’ y X” las componentes conexas.
b) ¢Cudles de los espacios X, X‘, X” es conexo?, conexo por curvas?

localmente conexo?

c) Existe f: I — X, X’, X” continua tal que f‘|X x¢ yn = 1d?

6. Sea Y un espacio topolégico compacto, Tz vy f: Y —> Y una funcién
continua. Muestre que R f"(Y) # & (£f° = I, " = fof™").

7. Probar,

a) Si A es un conjunto compacto no vacio de R entonces el supremo y
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el infimo de A pertenece a A.

b) Toda funcién continua real f de un espacio compacto X toma su
valor maximo y su valor minimo. Es decir, hay puntos x e y en X
tales que f(x) y f(y) son, respectivamente, el supremo y el infimo
de f(X) respectivamente,

c) Sea f una funcién real continua de un espacio compacto X. Si f
es siempre positiva entonces f esti separada de cero, en el sentido
de que hay un ¢ > 0 tal que f(x) > ¢, cualquiera sea x € X.

8. Demostrar los siguientes resultados:

a) Sea f: X — R una funcién continua, x e y € X tales que
f(x) < f(y). Entonces para cada ¢ tal que f(x) < c < f(y) y para
cada subconjunto conexo A de X que contiene a x e y existe z € A tal
que f(z) = c.

b) Si f: R— R es continua y biyectiva entonces f es
homeomorfismo.

c) Todo abierto de R es unién numerable de intervalos abiertos
disjuntos dos a dos.

d) Bx, la componente conexa por curvas de X € X, es conexa por

curvas y es el mayor conjunto con dicha propiedad al cual x
pertenece.

9. Sea (X,d) un espacio métrico. Probar que,

a) Si A ¢ X entonces A = {x € X: d(x,A) = 0}, donde

d(x,A) = inf {d(x,y): y € A}

b) Si A ¢ X la funcién dA[x) = d(x,A) es continua en X.

c) Si A y B sobconjuntos cerrados disjuntos de X y A es compacto,
entonces existe x € A tal que d(x,B) = d(A,B) > 0. Este resultado
deja de cumplirse si ninguno de ellos es compacto.

d) Si A, B son cerrados y compactos entonces existen x € A, y €B
tales que d(x,y) = d(A,B).

10. Sea f: (¥X,d) — (Y,d’) una funcién continua. Entonces si X es
compacto f es uniformemente continua.
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11. Muestre que la interseccién de dos subconjuntos compactos K1 y
I(_2 puede no ser compacta.

12. Sea Y espacio topolégico y A un subconjunto de Y. Sea C un
conexc en Y tal que CnA=#@ y CnCA=aga. Muestre que

CnFrA = a.
2

JPor qué A {(x,y,0) € R3: %2 + yz = 1}
C =1{(0,0,2) € R*: |z| = 1}

no es un contraejemplo?

13. Considere en I% (I = [0,1]) la topologia del orden definida en
el ejercicio 14 (Capitulo I). Encuentre las componentes conexas. ¢Es

1° compacto con dicha topeoclogia?
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CAPITULO IV

TOPOLOGIAS PRODUCTO Y COCIENTE

1. Producto finito de espacios topolégicos.

Sean Xl v X2 espacios topolégicos y sea B la familia de todos
los productos cartesianos U1 X Uz’ donde U1 es abierto en Xl,
i=1,2. Entonces B es base de una topologia en X1 X X2 que se
denomina topologia producto de X1 b4 Xz' Un subconjunto W c X1 % Xz
es abierto en la topologia producto si para cada (X1'x2) € W,
existen abiertos

U1 (s X1’ U2 (= X2 tales que (xi,xz] € U1 X U2 < W.

Con esta topologia las proyecciones p,: X1 X X2 s Xl,
pi(xl,xz) = Ko i=1,2, son funciones continuas pues
-1 o -1 . i

P, (U1) = le k% ¥ By (U2) X x U, La continuidad de las
proyecciones sirve para caracterizar la topologia producto en el
siguiente sentido. Sea T wuna topologia en X1 b4 X2 tal que
P, X1 ® Xz — X1 i =1,2 es continua. Entonces Lﬁ X X2 vy X1 % U2

son abiertos en Xl X X2 cualquiera sean los abiertos U1 en Xi,
i=1, 2, y por 1o tanto U X U = U X X N X ® U es abierto en
X X X Resulta entonces que la topolog1a producto en X e X es

la togologia menos fina tal que las proyecciones son contlnuas

Si {XJ} ., ©S una familia finita de espacios topolégicos, la

topologia producto de Xlx...x Xn esta dada inductivamente por la
topologia producto de [Xlx...x Xn—l) 4 Xﬁ

4.1.1. Ejemplos.

- La topologia producto en R" coincide con la topologia usual
de R".

- R**'-{0} con 1a topologia relativa de R" es homeomorfo a
R" x S" con la topologia producto, R* = {x € R: x > 0}. La funcién
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n+1l

que le asocia a x € R "-{0} sus coordenadas polares (Hxﬂ,ﬁ§w) es

claramente un homeomorfismo.
Probaremos a continuacién que un producto finito de espacios
topolégicos compactos es compacto.

4.1.2. Teorema. Si ZXl v X2 son espacios topolégicos compactos

entonces X1 X X,2 es un espacio compacto.

/
Demostracion: Veremos que 2% X1 X X2 — X2 es propia. La
compacidad de X1 X Xz seguira de 3.4.12.
Es claro que p, es continua y suryectiva. Ademas

P;ltxz] = X1 X {Xz} es compacto, cualquiera sea x_ € Xz. Veamos que

2
P2 es cerrada. Sea ahora F c X1 X X2 un cerrado y X, € Xé-pz(F).

Entonces Xl X {xz} nF=2 y como F es cerrado, existen
Ux1 y Vx1 entornos de X, ¥ X, tales que lex Vxln F = . Como X1 es
compacto, X = O U1. El entorno W= A Vi satisface

1 1
Wn p2(F) = g y por lo tanto p, es cerrada. =

2. Producto arbitrario de espacios topologicos.

No hay dificultad en extender 1la definicién de topologia
producto al producto cartesiano de wuna familia arbitraria de
espacios topolégicos.

Sea I un conjunto de indices, {X } una familia de espacios

i 1€l

topolégicos no vacios, X un conjunto y {fi}leI una coleccién de

funciones, f1: X — Xf
La topologia generada por
{le[Vi]: V., abierto arbitrario en X, 1 eI}
es la topologia menos fina tal que las funcione%r fi. iel, son

continuas. A esta topologia se la denomina topologia inicial de la
familia {fi}iEI'

Si {Xi}iEI son espacios topolégicos, Xl # @ cualquiera sea
i € I, entonces definamos
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g, X = {f: I — oy Xt f(i) Xi}.

X = 1E1 Xi estd naturalmente identificado con el conjunto de uplas

bﬂ}lel con x € Xi para cada i1 € I, mediante f = [f(l)}iEI. Las

proyecciones P, X — Xi estan definidas como pitf] = f(i).

La topologia productoc en X es la topologia inicial de 1la

familia {pi}ief

topologia menos fina que hace de las proyecciones pJ: 121 Xi —> XJ

En otras palabras, la topologia producto es la

funciones continuas.

Una base para la topologia producto es

= a ) o
B ={ 125 Py (Vl)- J es finito, J ¢ 1, V. © X es abierto}

Notemos que

A Vk i k
P, {Vk) = 121 Yi donde Yi =

X1 i#k
Por lo tanto
. Vi ield
p, (V) = Y donde Y, =
185 1 i ng i i X1 1¢J

Resulta entonces que la base de la topologia producto estd dada por
productos de abiertos, uno en cada factor Xi y salvo un numero
finito, los abiertos coinciden con Xr

r
4.2.1. Ejemplo. Topologia de la convergencia puntual.

Sean X e Y espacios topolégicos. Si denotamos por

X

Y" = {f: X —¥Y: f es una funcién},

como YX = ng Yx, Yx = Y cualquiera sea x € X, podemos considerar en
Y la topologia producto y transformar YX en un espacio topolégico.
r

La topologia producto en Yx se llama topologia de la convergencia
puntual (Ver 5.1.8).

Si X, € Xy Ui c Y son abiertos, 1 = 1,...,k entonces

X

E(xi....,x ; U ,...,Uk) = {f € Y": f(xi) € Ui, I = X et}
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es un elemento de la base de dicha topologia.

Con €(X,Y) denotamos el subespacio de Yx de funciones continuas
de X en Y.

4.2.2. Proposicion. Las proyecciones de un espacio producto 1592

sobre cualquiera de sus espacios coordenados son funciones abiertas.

f
Demostracion: Sea A = iEI Ai, Ai abierto en Xi, Ai = Xi salvo para

un numero finito de indices.

Como pl(A] = Ar iel y todo abierto en 12} Xi es unién de
elementos de la base resulta P, abierta, cualquiera sea i e I. =

4.2.3. Proposicion. Una funcién f: Y — igl Xl, Y espacio

topolégico, es continua si y solamente si plof es continua, para
todo 1 € I.

'
Demostracion: Si piof es continua, cualquiera sea i € I entonces f
es continua pues

-1, -1 -1 - -1 -1
f {pi (U1 In.cun P, (Ui )) = (p1 of ) (Ui In...n (p1 of) (Ui )13 =

1 1 n n 1 1 n n

A continuacién probaremos que ciertas propiedades topolégicas
como separacién de puntos, conexién y compacidad se preservan al

tomar productos arbitrarios.

4.2.4. Proposicion. Sea {Xi}iEI una familia de espacios

topolégicos. Entonces lgl Xl es T2 si y solamente si cada XF
iel, es T2

Demostraci;n: Sean X, y € iEI Xl, X # y. Por lo tanto existe j e I
tal que x(j) =y (j) y si XJ es Tz’ existen U, V entornos disjuntos
en X de x(j) e y(j) respectivamente. Es claro entonces que p]i[U}
y p; (V) son entornos disjuntos de x e y en I, X,

Reciprocamente, supongamos que 12& Xi es T2 Yy sean xj #y. en

]

XJ. Tomemos X, y enlgI Xi, definidos como sigue: x(j) = xr
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y(3) = Yy x(k) = y(k) si k # j. Como J, X, es T, existen Uy V,
abiertos de la base, tales que x e U, yeV, UnV = g Por 1lo
tanto pJ{U} y pj(V) son entornos (por 4.2.2.) de x, e yJ
respectivamente y pj[U] n pJ(V) = 2. ]

4.2.5. Teorema. El producto de espacios topolégicos es conexo si y
solamente si cada espacio coordenado es conexo.

Demostraci;n: Es claro que si 1&1 Xl es conexo entonces Xi
también es conexo, 1 € I.

Supongamos entonces Xl conexo, cualquiera sea i €1, y 151 X1
Nno conexo. Existe (por 3.1.2.) una funcién continua y suryectiva
f: lglx - {0,1}, {0,1} con la topologia discreta.

Si ae 1E1 Xi es tal que f(a) =0, sea
Aj[a] = {y e JI X pi{y) - pi(a}, v i=® j}.

Es claro que Aj[a) es homeomorfo a Xj y que a € Aj[a], luego
f(y) = 0, para y € Aj(a]. Si

ALk(a] ={y e 1E1 Xl: pl(y) = pi(a), v i=# jk}

entonces ALk(a) . Ak(y), y por lo tanto f(y) = O para todo
y € Abk(a). Continua;do con este proceso podemos mostrar que el
conjunto & de los elementos del producto que difieren de a en un
nimero finito de coordenadas poseen la misma imagen por f. Como
este conjunto 4 es denso en 1E1 I\{i y f es continua, resulta f

constante. =]

Precisaremos del siguiente lema para probar que la compacidad
también se preserva al considerar productos arbitrarios.
4.2.6. Lema de Alexander. Sea X un espacio topolégico y ¢ una
sub-base de la topologia de X tal que todo cubrimiento de X por
elementos de ¥ admite subcubrimiento finito. Entonces X es un

espacio compacto.

Demostracion: Supongamos que (X,t) no es compacto. Entonces
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F=({Bc T B cubre a X y ninguna subfamilia finita de B lo cubre}
es no vacia. Ordenemos ¥ por inclusién y sea ?0 ¢ F, ?o totalmente

ordenado. Entonces R%; A es una cota superior de ?0 Yy por el lema
0

de Zorn existe un subconjunto maximal M en F.
Notemos que:

(1) AetT, A¢g M=>13 M,...,M € M tal que AU H1 V...UM =X
(ii) A, BeT, Ae M, Be M=>AnBgeg M
(iii) Be M, AcB=Ae M

Sea ahora Me M y 51""‘Sk € ¥ tal que M > Sln...n Sk. Sigue
de (iii) que S, n...n S € My de (ii), que existe j tal que SJ € M.
Por lo tanto, si X = wZH M, para todo x € M existe S € ¥ n M tal que
X € S. Luego X = Y, Sj, Sj € ¥ n M y obtenemos un cubrimiento de X,
por elementos de la sub-base, que no admite subcubrimiento finito.m

4.2.7. Teorema (Tijonov). Sea {Xi}ieI una familia de espacios

topoldgicos. Entonces iEI Xi es compacto si y solamente si cada XV
i € I, es compacto.

r
Demostracion: Supongamos que Xi es compacto, para todo i € 1 y sea
4 wun cubrimiento de 12} X1 por elementos de la sub-base
¥ {pzl(Ui}: iel, Ui abierto en X1}' Si
4 ={AcX: Aes abierto y p. '(A) € 4,

existe un j € I tal que ﬂj cubre a Xj pues 4 es un cubrimiento.
Como X, £ es compacto, XJ = kglAk, Ak € dj, Yy como consecuencia
2 -1
iEI Xi - k§1 P, [AkL
Reciprocamente, si iEI Xi es compacto, X1 es compacto pues las
proyecciones son continuas y suryectivas. B

’
4.2.8. Aplicacion. Teorema de Heine-Borel.
Como consecuencia del teorema de Tijonov daremos una

demostracién de la compacidad del intervalo [0,1].

Para cada n € N sea Xn = {0,1} con la topologia discreta y
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o
f£: Ty X — [0,1] definida por f((a )] ) = .21 2_} a,. Probaremos
i=

que f es continua y suryectiva y como consecuencia de 4.2.7

obtendremos la compacidad de [0, 1].
4]

0 1 :
Sea (al)i=1 < nEIN Xn Yy g Como i§1 ; < o, existe N >0
[21]
tal que ) —% < g£. Entonces, para todo (xi}i1 tal que x =a si
e ® o . 1 = 4
i < N tenemos |f((x1}i=1)—f{(a1}1:1}| = |§£xi— ai)£T| = 1§i ET < g.

[v1]

Como el conjunto de tales (xi]‘:’_1 constituyen un entorno de (al}l_1

obtenemos la continuidad de f.
Probaremos ahora que f es suryectiva. Si x € [0,1] definimos
inductivamente xn[n € N) como sigue. Sea

1
B { 0 six <5,
e K 1
i >
1 sixz=zs.
Supongamos que Xpponoa X estan definidas de manera que X, = 0 o
n
x =1, 1=1,...,nyademds 0 = x - } x - < —l. Sea
i i i n
i=1 2 2
n
0 si X~ E = gl
BT n+1
_ i=1 2 s
x ——
n+l ”
1 si X ) X, —% = fl
1=1 2 2r
n+1 1 1 &
Entonces 0 = x - §} x —< ¥y por lo tanto f((x ) ) =,
jop b ol on+1 17
como queriamos demostrar. ]

Los teoremas de Heine-Borel y Tijonov  aseguran que

1", I =10,1], es un espacio compacto. Por lo tanto wvale 1la
reciproca de 3.4.9. o sea

4.2.8. Corolario. K c R” es compacto si y solo si K es cerrado y
acotado.
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’
3. Topologia cociente.

Vimos en las secciones anteriores que si f: — Y es una
funcién del conjunto X con valores en un espacio topolégico Y
entonces es posible definir una topologia en X de manera que f es
continua y que dicha topologia es la menos fina con tal propiedad.

Interesa ahora considerar la situacién reciproca. Si f es una

funcién de un espacio topolégico X en un conjunto Y, la familia
{A c Y: £71(A) es abierto en X}

es una topologia en Y, y es la més fina que hace de f una funcién
continua. Dicha topologia se llama la topologia final para f.

Sea (X,T) espacio topolbgiéo, ~ relacién de equivalencia en X,
X/~ el conjunto cociente y 8: X — X/~ (la aplicacién canénica) la

funcién que asocia a cada x € X su clase de equivalencia en X/~.

’
4.3.1. Definicion. La topologia cociente en X/~ es la topologia
final para 6, esto es, la topologia mas fina que hace de 6 una
funcién continua. En dicha topologia,

A es abierto en X/~ <> 8 '(A) es abierto en X.
4.3.2. Definicion. Si B es un subconjunto de X, el saturado de B es
el subconjunto 8 '(8(B)). Un subconjunto B de X se dira saturado si
e '(e(B)) = B.

Sigue de las definiciones anteriores,

- A es abierto en X/~ &< A

I

6(B), B abierto saturado en X.

- A es cerrado en X/~ < A 6(B), B cerrado saturado en X.

4.3.3. Definicion. lLa relacién de equivalencia ~ en X se dice

abierta (resp. cerrada) si 6 es una funcién abierta (resp. cerrada)

en X/~ (con la topologia cociente).
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Se verifica facilmente,
4.3.4. Proposicion. Una relacién ~ en X es abierta (resp. cerrada)
si y solamente si saturados de conjuntos abiertos (resp. cerrados)

son abiertos (resp. cerrados).
4.3.5. Ejemplos.

- X=R ,y la relacién ~ definida por x ~ y < x-y € Z.
Entonces ~ es abierta pues e '(e(a,b)) = Yy (a-n,b-n) y no es
cerrada ya que tomando F = {n + %: nz2, neZ resulta que

0 ¢ 6 (a(F)).

- X=1[0,1], ~ la relacién: x ~ye=x=0, y=1 6 x=1,
y=046 x =y.
Esta relacién es cerrada y no es abierta. Este ejemplo muestra

que restricciones de relaciones abiertas pueden no ser abiertas.

- X=R, ~dada por x ~y e x =y 6 x, y € Z.

Como 6 '(6(F)) =F 6 FuzZ (F < R), resulta ~ una relacién cerrada.
Ademas la relacién no es abierta pues 6_1{9(0,2}] = (0,2) v Z.

El espacio cociente X/~ no es Nl. Supongamos que lo es y sea
{Vn} una base numerable de entornos de 6(0). Entonces B_I(Vn) es
una familia de entornos de Z y podemos elegir a € 9-1(Vn],
k < a < k+1. Si B = {al: i € N} entonces CB es abierto saturado y

8(CB) no contiene a V_ cualquiera sea n.

4.3.8. Proposici;n. Sean X e Y espacios topolégicos, ~ relacién de
equivalencia en X y f: X/~ — Y. Entonces f es continua si y solo
si f¢B es continua. Ademas f es abierta si y solo si f(8(B)) es
abierto, cualquiera sea B el abierto saturado de X.

r
Demostracion: Es claro que si f es continua, fo8 resulta continua.
Reciprocamente, si A es abierto en Y, (£<0) '(A) = 67 (£ *(A)) es
abierto en X y por definicién de la topologia cociente resulta

£71(A) abierto en X/~. Ademas, f es abierta si y solamente si, f(A)
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es abierto, cualquiera sea el abierto A en X/~. Como todo abierto A
en X/~ es de la forma 8(B) con B abierto saturado en X, sigue la

Gltima afirmacién.

4.3.7. Propasici;n. Sea X un espacio topolégico y ~ wuna relacién
de equivalencia en X. Entonces

(1) Si X/~ es T2 entonces el grafico de la relacién ~,
G, ={(x,y) €e X x X: x ~y} es cerrado.
(ii) si G_ es cerrado y 6 es abierta, la topologia cociente en

X/~ es Tz'

Demostraci;n: (i) sSea (x,y) ¢ G, , o sea 8(x) # 68(y) y sean U, V
abiertos disjuntos en X/~ tales que 8(x) € U, 8(y) € V. El producto
6"1(U) x 8°1(V) es un entorno de (X,¥) que no intersecta a G_. Como
(x,y) es arbitrario resulta G_ cerrado.

(ii) si e(x) # 6(y) en X/~ entonces (x,y) ¢ G_. Como G_ es
cerrado existen abietos A y B en X, xe€ A e y € B tales que
AxXxBnG_ =@  Siendo 8 abierta resultan 6(A) y 6(B) entornos

disjuntos de 6(x) y 6(y) respectivamente. ]

r
4.3.8. Proposicion. Sea X espacio tpolégico y ~ relacién de
equivalencia en X. Si X/~ es conexo y 87'(8(x)) es conexo para todo
x € X, entonces X es conexo.

Demostracion: Supongamos X = A u B, A y B abiertos disjuntos, no
vacios. Como 67 '(8(x)) es conexo, cualquiera sea x € X, resultan A

y B abiertos saturados y como consecuencia X/~ no es conexo. [ ]
4. Ejemplos de espacios cocientes.

Son muy pocos los resultados de caracter general que se
obtienen al estudiar propiedades topolégicas en el cociente en
término de las dadas en X. Esto se debe al hecho de que las
posibles relaciones en X pueden ser muy variadas (ver 4.3.5.).

Sin embargo abundan los ejemplos y las realizaciones de
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espacios conocidos como cocientes. En esta seccién presentamos
algunos de ellos; los cocientes de grupos de matrices aparecen en la
seccidn 6.

Es claro, intuitivamente que si en [0,1] identificamos solo 0O

con 1 obtenemos un circulo. Comenzamos probando esta afirmacién.

4.4.1. Si en [0,1] consideramos X ~y < x=0, y=1 6 x = 1,
y =0 6 x = y entonces [0,1]1/~ es homeomorfo a S'.

En efecto sea ¢: [0,1] — S' definida por ¢(t) = gt Como
@(0) = 9(1) existe una unica p: [0,11/~ — S! tal que el diagrama

0,17 —2-5 §

J

[0,1]1/~

es conmutativo. Probaremos que ¢ es un homeomorfismo.

La funcién ¢ es inyectiva pues ¢(x) = ¢(y) implica x ~ y.

Ademés dado (x,y) € R®, x° + y2 = 1, existe un Unico « € [0,2n) tal
que cosa« = X, sena = y. Tomando t = E% resulta ¢(t) = (x,y), o sea

¢ es suryectiva y por lo tanto ¢ también lo es. La continuidad de ¢
es consecuencia de 4.3.6 y como [0,1]/~ es compacto y S' es T,
resulta @ un homeomorfismo. =

r
4.4.2. Definicion. El toro n-dimensional T" es el espacio cociente
denotado por R"/Z", que se obtiene considerando en R" la relacién
X~y e xyel.

4.4.3. T" es homeomorfo a (S')™

Definamos ¢: R* — (S J' por o(t,,...,t ) = (™% ..  &"¢ ),

Como elementos relacionados en R" poseen igual imagen por ¢, existe

una tnica ¢: R"/Z" — (S')" tal que el siguiente diagrama,
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es conmutativo.
No es dificil verificar, utilizando argumentos como en 4.4.1
que ¢ es biyectiva y continua. Observando que R"/Z" = 6(1"),

I = [0,1], sigue que ¢ es cerrada y por lo tanto un homeomorfismo.

Sigue de 4.4.1 y 4.4.3.
4.4.4. [0,1)1/~ ~ S' =~ R/Z.

4.4.5. Definicion. El espacic proyectivo real n-dimensional RP" es
el espacio cociente R™'-{0}/~ donde x ~ yey=Ax, A#0, A €R.

El espacio proyectivo complejo n-dimensional CP" es el espacio
cociente C™'-{0}/~ donde X ~ y ey = A x, A # 0, A € C.

Consideremos en S" la relacién ~, dada por x ~ y ey = #x.

R

En S 1a relacién 9 dada por x e I X = Ay, A € st
Entonces
4.4.8. (i) RP" es homeomorfo a S"/~_.
(11) CP" es homeomorfo a §°™ '/~ .

(i) Consideramos el diagrama

R*!'-{0y £ g®

2] BR

RE® ——3. S5

¥

donde ¢(x) = ﬁ%& y OR es la proyeccién en el espacio cociente

obtenido por la relacién BR. Como,

B09(x) = 8 0p(y) &y =2 9(X) &y = % X & 8(y) = 8(x)

existe una unica ¢: RP" — Sn/~R tal que @oB8 = 6.°¢ y ademas ¢ es
inyectiva. Como eRew es suryectiva, ¢ también lo es. Sigue de

4.3.6. que ¢ es continua (pues Bnop lo es) y abierta (pues ¢ manda

abiertos saturados en abiertos y ~q €S claramente abierta).

(ii). Consideramos como antes el diagrama
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y se demuestra en forma enteramente andloga que la funcién ¢ que
hace conmutativo el diagrama es un homeomorfismo.

Es importante individualizar los espacios RP! y cpl. Sigue de

consideraciones previas.

4.4.7. (1) RP! es homeomorfo s st

(ii) P! es homeomorfo a S°.

Sabemos de 4.4.6. que RP' =~ Sl/~R y cp! ~ 83/~C. Para probar

(i) consideremos el diagrama

L
eni /f
Si/~R donde f(z) = z°.
De la equivalencia
2 2
= - = e ide
z, =z, & (z1 22)(21+22) 0 ez =t z,

resulta la existencia de f inyectiva y tal que ?oBR = f. Es claro
que ademads resulta f continua y suryectiva (pues f lo es) y cerrada
(pues RP! es compacto y s! es TZL

Para demostrar (ii), consideremos el diagrama

53 f Sz

[

2 2 -
CP donde f[zl,zz] = (|21| —|22| i 2,22).

Notar que 90(21’22) = Bc(zl,zzl implica (21,22} = A (21,22),

1

A €S, Por lo tanto existe f continua y tal que ?oﬂc = f. £
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resultara inyectiva si verificamos que puntos identificados por f -

son también identificados por Bc' Para ello observemos que si
£ r 3

[21,22). [21,22), son elementos de S7,

2 2 _ 2_ 2 - - i
|21| ~|22| = [zi] [z;| =z =AzZ, z, =mz, A peS.
La condicién Z1Eé = Z;Eé implica A =p y por 1lo tanto
0 (z.,z.) =6(z',2"). Ademds f es suryectiva (luego f) pues,
c 12 c 1t %2 .
si (a,z) € S® entonces f[(a+1) 2 £ w5 ] = (a,z).
2 [2(a+1)]

Finalmente f resulta cerrada pues CP' es compacto y S es T2.

5. Cocientes del cuadrado unidad.

Los siguientes espacios cocientes son obtenidos haciendo iden-

tificaciones en los bordes del cuadrado unitario J% con J = [—é. %].

4.5.1. Cilindro y cono.

Dada. la relacién ( 1/2,t) ~ (-1/2,t), para todo t e J, el
espacio cociente J2/~ resulta homeomorfo al cilindro C c Rs,
C = {(cos2nu,sen2mu,t): (u,t) € J%y. Si identificamos ademds los
puntos del ©borde superior de C entre si, obtenemos el
Cono = {(1/2-t) cos2mu, (1/2-t) sen2mu,t): (u,t) e Jz}.

4.5.2. Cinta de Moebius.

En J? consideramos ahora la relacién (-1/2,t) ~ (1/2,-t). Al
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cociente J?/~ se lo llama cinta de Moebius y se lo denota M.
Es posible pensar a M como subespacio de R Para ello
definimos ¢: | asi

¢(u,t) = ((1-t senmu) cos2mu, (1-t senmu) sen2mu,t cosmu).

Es claro que ¢ es continua y verifica que ¢(u,t) = ¢(u’,t’) si
y solo si (u,t) ~ (u’,t’). La funcién ¢ inducida en J%/~ resulta
ser un homeomorfismo sobre la imagen de ¢.
Dicha imagen es

{(cos 68(1-a seng], sen 8(1-a Sen%), a cosg), aedJ, 6 € [0,2n]}

y se puede visualizar como la superficie descripta por un segmento
unitario L cuyo punto medio P recorre la circunferencia unitaria S!
en el plano XY. Simultaneamente el segmentoc L rota sobre el eje
tangente a s! en cada instante. La velocidad de rotacién de L sobre
el eje es la mitad de la velocidad angular con que P recorre 5t
Luego cuando P completa una vuelta, el segmento L gira m.

Las distintas relaciones entre las velocidades angulares de P y

L permite obtener distintos modelos de cinta, torsioén doble, triple,
etc.

4.5.3. Toro.

El cociente J%/~ donde (-1/2,t) ~ (1/2,t) y (u,-1/2) ~ (u,1/2)
es homeomorfo a R%/Z° = g pues la relacién de equivalencia anterior
es la restriccién a J2 de la relacién x ~ y & x-y € 22, X, Yy € RE.
Podemos también identificar T° con el siguiente subespacio de Ra,

2)1/2 2

Y = {(x,y,2) € R%: [(x® + v ~21%4+2% = 1}.
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g Iip, 5,18

La aplicacién ¢: I
¢(u,t) = (cos2mul(cos 2nt+2), sen2nu(cos2nt+2), sen2nt )
origina un homeomorfismo %: il

4.5.4. Espacio proyectivo.

El cociente J2 /e donde (u,-1/2) ~ (~u,1/2) y

(-1/2,t) ~ (1/2,-t) es homeomorfo a RP®. En efecto el homeomorfismo

2(u,t)

ylu,t) =
1+min{4u?, 4t%}

entre J? v D? induce un homeomorfismo entre J%/~ y DE/E, donde x = y
si ysolosliy=z2x, si|x|]=16y=xsi |x|<1.

La funcién (x,y) — (x,y,fl—xz—yzl de D?® en S° induce un
homeomorfismo entre D°/= y SZ/~R = RP® (Ver 4.4.8) y por lo tanto
J2/~ es homeomorfo a RPZ como afirmamos.

4.5.5. Botella de Klein.

En J? identificamos (u,-1/2) ~ (u,-1/2) y (-1/2,t) ~ (1/2,t) y
obtenemos J%/~, la botella de Klein K.




6. Cocientes de grupos de matrices.

Sea K=R&6Cy Mn[K) = {matrices nxn con coeficientes en K}.
definen

GL(n,K) = {A € Mn(K}: A es inversible}

SL(n,K) = {A € Hn(K}: det A = 1}

0(n) = {A € M (K): AAY = A*A = I}

U(n) = {A € M (C): ARY = A'A = I}

donde A' y A denotan las matrices traspuesta y conjugada de A,
respectivamente.
Dadas A, B € MD(K), A= [aij), B = (bij) i,j=1,...,n,
d(A,B) = IA-BI = [ ¥ (au—bu}zluz
i,]

define una distancia en P%(K); el espacio métrico que resulta es
2

homeomorfo a K" con la topologia usual. (ver 2.1.4).

En lo que sigue consideraremos M;(K) con la topologia métrica
antes definida. Vimoes en 2.1.4 que 1la funcién determinante
det: MH(K) — K es continua, por lo tanto GL(n,K) es un subconjunto
abierto de Mn[K). Ademas el producto de matrices

GL(n,K) x GL(n,K) — GL(n,K)
(A,B) — A'B
y la inversién
GL(n,K) — GL(n,K)
A —s A"

son funciones continuas. (Resulta al considerar (A'B}lj, (A‘l)ijl
GL(n,K) con la topologia relativa de Mn[K] es un caso particular de
una estructura mas general, la de grupo topolégico.

En SL(n,K), O(n) y U(n) consideraremos la topologia relativa de
GL(n,K). En estos grupos de matrices resultan también funciones
continuas las operaciones de multiplicacién e inversién.

A continuacién veremos algunas propiedades topolégicas de estos
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grupos de matrices.
r
4.6.1. Proposicion. Los grupos O(n) y U(n) son compactos.

Demostracion: ~Sea A = (a ) € O(n). La condicién A-A" = A%-A =1
implica que las filas (columnas) son ortogonales y de longitud 1.

Por lo tanto |a”| = 1 cualquiera sea i,J, y la imagen de O(n), por
2
el homeomorfismo entre Mn(m) y R", esta contenida en un conjunto

acotado.
Como O(n) es, por definicién, la imagen inversa de I por una
funcién continua, 0(n) es cerrado. Sigue de 4.2.9 que 0O(n) es

compacto. La demostracién en el caso de U(n) es similar. [ ]

Notemos que de det(A-A*) = 1 obtenemos (det A)® =1 o sea, si
A € O(n), su determinante es * 1. Como el determinante de A = (ai]
definida por By B <3 B, ™ I, 1321 ¢ aij =0 i # j, es -1, el
determinante de la identidad I es 1, y ambas son matrices de O(n),

resulta

4.6.2. Proposicion. 0O(n) no es conexo.

Sea,
S0(n) = {A € O(n): det A = 1}

con la topologia relativa de Mn(R]. Como SO(n) es cerrado en 0O(n),
S0(n) es compacto.

Veremos a continuacién que SO(n) es conexo. Comenzamos
identificando SO(n-1) con el subgrupo de SO(n),

SO(n-1) = {A € SO(n): Ael " 8 S . 1505 o...00F.

Definimos en SO(n) la relacién A ~ B si y solo si B™'-A € SO(n-1).
Al espacio cociente SO(n)/~ lo denotamos SO(n)/SO(n-1).

4.8.3.Proposicion. S0(n)/SO(n-1) es homeomorfo a S™ !,

Demostracion: Sea el diagrama
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so(n) & g™
BEL ek
)

SO(n)/S0(n-1

donde ¢(A) = A[el} es la primera columna de la matriz A. (La
condicién AA = I asegura que las columnas tienen longitud 1)
Notemos que

p(A) = ¢(B) = Ae = Be, B_1A91 =e e A~B
Luego existe ¢ inyectiva y continua, ¢o8 = ¢.

La funcién ¢ (luego ¢) es suryectiva pues todo vector vy de

longitud 1 en R" puede completarse a una base ortonormal {vl,...,vn}
de manera que la matriz, cuyas columnas son los vectores Vi
i=1,...,n, pertenezca a SO(n). Como SO(n)/~ es compacto ¢ resulta
un homeomorfismo. ]

4.6.4., Corolario. S5S0(n) es conexo.

Demostraci;n: Si n=1, S0(1) = {1} es conexo. Supongamos que
SO(n-1) es conexo. Como SO(n)/SO(n-1) = SO(n) = S™' es conexo y
6_1(9{A]), A € S0(n), es homeomorfo a S0O(n-1), aplicando 4.3.8
resulta SO(n) un espacio conexo. S

4.6.5. Corolario. O(n) posee dos componentes conexas.

'
Demostracion: Es inmediata. =

Si A€ U(n), la condicién A-A® =1 implica que det(A-AY) =

= det A det A®

obtenemos

= det Adet A=1 o sea, si nos restringimos a U(n)

det: U(n) —> S!
Mas aln, la funcién anterior es suryectiva pues la matriz (aij]

. 10 = o _ . 5
tal que B =8 B, - 1. =i 1 > 1; aij =0 si 1= j, posee
e

determinante e'”.
SU(n) = {A € U(n): det A = 1}
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es la Imagen Inversa del 1, cerrado en U(n), luego compacto. Como
en el caso de SO(n) consideramos

SU(n-1) = {A € SU(n): Ae1 = el}

y la relacién en SU(n), A~ B si y s6lo si Bl.A e SU(n-1).
Denctamos con SU(n)/SU(n-1) al coclente SU(n)/~ .

4.6.6. Proposicion. SU(n)/SU(n-1) es homeomorfo a S°"*.

Demostracion: Es andloga a la prueba de 4.6.3. L

4.6.7. Corolario. SU(n) es conexo.
!
Demostracion: Similar a la de 4.86.4. [ ]

Vimos que O(n) no es conexo. Sin embargo U(n) es un espaclo
conexo pues

4.6.8. Proposicion. El grupo U(n) es homeomorfo a S' x SU(n). En
particular U(n) es conexo.

Demostraci;n: Si A€ Mn(C] escribimos A= (vl,...,vn}, donde
v, ® c" denotan las columnas de A y sea ¢: S' x SU(n) —s U(n) defi-
nida por ¢(z, A) = [2V1’V2""‘Vn)' La funcién ¢ es claramente con-
tinua. Ademds ¢ es Iinyectiva pues det (zvl,...,vn) = z para
(vi,...,vn) € SU(n). Si B = (wl,...,wn) € Uln) y w = det B entonces

@ (w, {ﬁwl,wa..... wn)] = B y por lo tanto ¢ es suryectiva, luego un

homeomorfismo. m
Recordemos que GL(n,R) no es conexo. Sin embargo,
4.6.9. Proposicion. GL(n,C) es conexo.
Demostracion: Mostraremos primero que toda transformacidén
T € GL(n,C) admite una descomposicién polar T = P-R donde P es

hermitiana definlida positiva y R es unitaria.
Dado en €" el producto interno

<(21,..., zn),[wl,....wn)> = z z W,

una transformacién T en Gl(n,C) se dice hermitiana si
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<Tz,w> = <z,Tw>, 2z, weClC® (e T =T); definida positiva si

<Tz,z>> 0 si z # 0 y unitaria su <Tz,Tw> = <z,w>, z,w € C". Si
T € GL(n,C), T-T es hermitiana y definida positiva; luego existe P,
su raiz cuadrada (P® = T-T*). La transformacién R = P '-T es
unitaria pues

<Rz,Rw> = <P Tz,PVTw> = <Tz,P2:Tw = <z,w

y T = P-R es una descomposicién polar,
Para verificar que GL(n,C) es conexo basta considerar el
producto de la curva (sP + (1-s)I) de transformaciones hermiticas

definidas positivas y una curva Hs de transformaciones unitarias
uniendo I con R. =



EJERCICIOS

1. Sean X, Y, Z espacios topolégicos, X x Y el espacio producto y
f: XxY — Z. Muestre que si f es continua entonces las funciones
fix, ): ¥ -2, f(x, )(y) = f(x,y) y f{ ,y): X = Z,
f( ,y)(x) = f(x,y) son continuas, cualquiera sean x e y. Dar un

ejemplo mostrando que la reciproca no vale.

; N _ 1 ) .
2. Sea i = ngNIn' L = [D’H] Y sea. d la distancia
dxy) = [} (x-y)%1"% %, y eP.

n=1
Pruebe que la topologia métrica inducida por d coincide con la
topologia producto. Deduzca que IN es compacto.

3. Sean {X } espacios topolégicos y a € X = 1EI X Muestre que

i'i€1 i’
el conjunto de elementos de X que difieren de a en un nimero finito

de coordenadas es denso en X.

4. Sea {Xl}ie[ una familia de espacios topolégicos. El espacio
producto I, X es N, (resp N2} si y solamente si cada X es N

(resp Nz} y todos, salvo una cantidad numerable, son indiscretos.

5. En YX considere la topologia cuya sub-base son los conjuntos
M(K,U) = {f € 6(X,Y): f(K) c U}
donde K es compacto en X y U es abierto en Y. A esta topologia se

la denomina topologia compacto abierta. Pruebe que la topologia de

la convergencia puntual (ver 4.2.1.) es menos fina que la topologia
compacto abierta.

i’ 1e1
de equivalencia abiertas en Xi. Def inamos 121 Xi la relacién

6. Sea {X} una familia de espacios topolégicos y = relaciones

f ~g e pi(g) .’ pi(f) para todo i e I.

Pruebe que (12&X11/~ es homeomorfo a 1EI(X1/~1L

7. Sea X =Ry ~ dada por x ~ y < x-y < Q.
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Muestre que la relacién no es cerrada y que la topclogia cociente en
R/~ es la indiscreta.

8. En R® con la topologia usual considere 2, la particién formada
por R x {0} y todos los conjuntos {(x,y), y # 0}. Sea ~ la relacién
dada por D y sea R%/~ el espacio cociente.

Muestre que la proyeccién candénica es cerrada, no es abierta y
2
que R"/~ no es Ni.

9. Sea X =R - {%, neZ n=#0, 1, -1} y sea ~ la relacién de

equivalencia asociada a
D = {Z-{0}, {0}, {x, 2= O < |x| < 1}.

Pruebe que la proyeccién no es abierta ni cerrada, que el
grafico de la relacién es cerrado y que X/~ es Tg

10. Muestre que si X es localmente conexo y ~ una relacién de

equivalencia entonces X/~ es localmente conexo.

11. Sea en D” la relacién x ~y e x =%y, x, y e ST . Pruebe

que el espacio cociente que denotamos con D"/S™' es homeomorfo a
RP".

12. Si X es un espacio topolégico, el cono de X se define por

. X x [0,1] ; o
o # x,1) = (x,1) @ ©%X E€ X y la suspension de X por
Kogee [=1,1]
SX = . oo, x! e X,

(x,1) (3" ;1) 0%:~1)

(x“,-1)

Pruebe que SS” es homeomorfo a S™' y CS® es homeomorfo a D"'1.
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CAPITULO V

CONVERGENCIA

Iniciaremos este capitulo introduciendo las nociones de
sucesiones y redes.

Tradicionalmente las definiciones basicas de topologia en Rn,
como continuidad y 1limite se hacian a partir de la idea de
sucesiones, que es de gran utilidad practica (Un ejemplo es la
caracterizacién de conjuntos compactos por 1la propiedad de
Bolzano-Weierstrass). Esto todavia es posible en espacios métricos,
pero en el ambito de los espacios topoldgicos las sucesiones no son

suficientes y es preciso considerar una generalizacién, que es la
nocién de redes.

'
1. Sucesiones en espacios topologicos.

f

5.1.1. Definicion. Dado un espacio topolégico X, una gucesion en X
es una funcién f: N — X. Denotaremos una sucesién por {xn} donde
x = f(n).

n

!
Una. subsucesion de {xn} es una funcién k — x_tal que k — n

k
k

(N — N) es una funcién estrictamente creciente.

Diremos que una sucesién {xn} converge a X (xn — X para
n — o) si para cada U entorno de x existe n €N tal que x €U
para todo n = n,-

- Para (X,d) espacio métrico tendremos que X — X sii para cada
€ > 0 existe n, € N tal que d(xn,x] < gsinz=z n,.

- Es inmediato que si x — x entonces para toda {x }
n nk
subsucesién, x — x para k — .
k
- Toda sucesién constante, xn = xb para n = nb, converge a X .
- En un espacio discreto las unicas sucesiones convergentes son

las constantes.

63



- 51 X es un conjunto infinito con 1la topologia de los
complementos finitos, entonces existen sucesiones que convergen a

mas de un punto. Esto sucede porque el espacio no es Tz‘

5.1.2. Proposicion. Si X es un espacio T2 toda sucesién en X

converge a lo sumo a un punto.

Demostraci;n: Es inmediata ya que si x # y en X, existen U, V
entornos disjuntos de x e y respectivamente. Luego si X — Xy
X — Yy se tendria una contradiccién, ya que existiria n, € N tal
que X € Un V para n = n. |

La reciproca de la proposicién anterior no es cierta como 1lo
muestra el siguiente ejemplo: Sea X un conjunto infinito no
numerable y definamos en X la topologia de los complementos
numerables de la siguiente manera,

T=9{ AcX: CA es finito o numerable} v {@}.

En esta topologia las unicas sucesiones convergentes son las
constantes pero el espacio no es Tz‘ Por lo tanto el hecho que en
un espacio topolégico toda sucesién tenga a lo sumo un punto limite
no caracteriza los espacios T2. Mas adelante veremos que

considerando redes en lugar de sucesiones vale la reciproca de
5.1.2,

f
5.1.3. Definicion. Sea X espacio topolégico. x € X es un punto de
r
aglomeracion de {xn} si para todo U € V(x) y para todo m € N, existe

neN n>m tal que X € U.

r
5.1.4. Proposicion. Sea X un espacio N1' Un punto x es un punto de

aglomeracién de {xn} si y solamente si existe una subsucesién {xn}

k
tal que X —x (k — o).
k

Demostracion: Es claro que si existe una subsucesién X — X, Xes
k
punto de aglomeracién de {xn} (Note que esta afirmacién es valida

para cualquier espacio topolégico).
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Reciprocamente, sea X wun punto de aglomeracién de {xn}.

Construiremos una subsucesién {xn}' tal que x — X Para ello,
k k
sea {Bn}new una base numerable de entornos de x. Entonces
V = A B es también una base numerable en V(x) tal que V cV
n i=1 n n+1 n
para todo n € N.
Sea {xn } definida de la siguiente manera: Supongamos
k
i = sy . 2 _
definido n_, ¥ sea n =min {m e N: m n_ ., X € Vk} Por
construccioén n > . xnk — X sl k — o, ya que xnk € Vk. ]

Mostraremos ahora que las sucesiones convergentes caracterizan las
topologias Nf

f
5.1.5. Proposicion. Sea X un espacio topolégico N1 y Ac X.

X € A & existe {xn} C A tal que x_ — x.

r
Demostracion: Sea {Vn}nEN una base numerable de entornos de x tal
que V. .cV, nehN. Si x € A entonces x € V n A define una
n+1 n n n
sucesidén que converge a X.
La reciproca es trivial y es valida para cualquier espacio

topolégico. B

Si el espacio no es Nl, la proposicién anterior no es
verdadera. Consideremos en R la topologia de los complementos
numerables y sea A = (0,w). Entonces O € A pero ninguna sucesién en
A converge a cero (Recordemos que en esta topologia las unicas

sucesiones convergentes son las constantes).

5.1.6. Corolario. Si X es un espacio N1 entonces A es cerrado en X
sii para toda {xn} c A tal que X — X se cumple x € A.

Quedan asi, en espacios N1’ caracterizados los cerrados, y en

consecuencia los abiertos, mediante la convergencia de sucesiones:

A es abierto sii ninguna sucesién en X-A converge a puntos de A.
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5.1.7. Proposicion. Sea X un espacio topolégico N1 e Y un espacio
topolégico.
Una funcién f: X — Y es continua en x € X si y solamente si

f{xn) — f(x) para toda {xn} tal que x — x.

!
Demostracion: Sea {Vn}nEN una. base numerable de entornos de x tal

que Vn+ < Vn, n € N. Si f no fuese continua en x, existiria U

lantorno1 de f(x) tal que £f(U) no es entorno de x. Luego
Vn,(f"liU} para todo n € N, pudiendo construir asi una sucesién
X € Vn tal que f‘(xn) € U, ne€N. En consecuencia, xn — X ¥y
f‘(an — f(x).

La reciproca es inmediata y valida para cualquier espacio
topolégico. L

La topologia de los complementos numerables en R, provee un
ejemplo de un espacio topolégico que no es N1 y donde la Proposicién

5.1.7 deja de cumplirse.

Estudiamos ahora la convergencia de sucesiones en el producto
de espacios topolégicos.
5.1.8.Pr-0posic1;m. Sea {xi}iEI una familia de espacios topolégicos
y X = 1Q1x1 el espacioc producto. Si {xn} es una sucesién en X,

X — X & pi(xn) — pi(x) para todo i € I,

donde P, X — }'{i denota la proyeccidén sobre Xi.

Demostraci::n: Si x — x es claro que pi[xn) —)pi[x] (i €l) ya
que p, es continua (Proposicién 5.1.7.). Reciprocamente, sea x € V
y V abierto de la base de la topologia producto. 0O sea,
V= 1ijj"i(\fj] donde J (finito) ¢ I y Vj es abierto en X_1 (3 € J):

Para cada j e€ J, como pj[xn) —)pj(x), existe n_ e N tal que

= - =
pj{xn} € Vj Vnz=z n. Si n, max {nj } y n=z n, entonces

: -1 _
p.(x) e Vj para todo j € J o sea, X € 495 P, (V}} = V. F

]

Como una consecuencia inmediata de 1la proposicién anterior

; ; X
veamos ahora como converge una sucesién de funciones en Y con la
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topologia definida en 4.2.1.

I
La topologia producto en YX, o sea la topologia de la
convergencia puntual, recibe su nombre pues,

fn - f < px[fn) — px{f) para todo x € X.

= fn(x) — f(x) para todo x € X.

Como una aplicacién de 5.1.7. describimos los homomorfismos
continuos de R™ en R".
5.1.8. Proposicién. Tedo homomorfismo continuo f: R — R es de la
forma f(x) = a x con a € R. En general, todo homomorfismo continuo
de R" en R" es una transformacién lineal.

Demostracion: Para todo x €e R y p € Z tenemos, f(p ) = p f(x). Si
p, g € Z, q # 0 entonces para p, qe Zy q # 0,

- X X Xy o P =« P
f(x) = flq q} q f{q) v f(q} s f(x). Luego f(q x) g £(x).

Sea ahorar € R, y {rn} < @ tal que r —r. Como f es continua,

f(r x) = f[(%gm rn]x) =fllim r x) =
= lim £f(r_x) = (lim r )f(x) = r f(x).
O sea, f es una transformacién lineal. Luego si f(1) = a tenemos

f(x) = £(1 x) = f(1) x para todo x € R.
En forma andloga se prueba que todo homomorfismo continuo de R"™
en R” es una transformacién lineal.

No es cierto en general que todo homomorfisme f: R — R sea

cont inuo. Para construir un homomorfismo no continuo basta
considerar R como Q0-espacio vectorial. Notemos que dimQ R es
infinito no numerable.

Sea B0 una base de R (sobre Q). Dado un intervalo (a,b)c R
cualesquiera, existe B base de R sobre @ tal que B ¢ (a,b). En
efecto, para x € Bo’ 0 ={gx: e O} es denso en R y en
consecuencia existe gqe Q tal que gx € (a,b). Repetimos el

argumento para todo elemento de Bo y obtenemos una base B de R sobre
0 tal que B ¢ (a,b).
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Entonces para el intervalo (0,1) es posible encontrar una base
B c (0,1) y ademas una sucesién {bn} c B tal que bn — 0 (n — ).
Definimos f(bn) =n, f(a) =0 para a € B, a = bn. Extendemos la
definicién linealmente y f resulta un homomorfismo. Como f([0,11])
es no acotado, f es un homomorfismo no continuo.

Observemos que el grafico de f = {(x,f(x)): x € R} es un
subgrupo denso de RZ. Los puntos de la forma (0,q), g € @, son
puntos de acumulacién de dicho grafico ya que

b b

n

(0,q) = 1lim (q = flq 53))
N30

En el caso de un homomerfismo continuo f: R — R el grafico de

f es una recta y se puede probar (Bourbaki [2]) que si el grafico de

un homomorfisme no es un subgrupo denso entonces f es continuo.

2. Redes.

B.2.1, Definici;m. Una relacién =z en un conjunto no vacio D se
dice que dirige a D si cumple
(ii) m=z= m para todo m € D (= es reflexiva).
(ii) m=2nyn = p entonces m = p (= es transitiva).
(iii) Si m,n € D entonces existe pe D tal que p2Zm y p=n
(= es filtrante).

Diremos que (D, =) es un conjunto dirigido y = una relacién que
dirige a D.

5.2.2. Ejemplos.

- N, el conjunto de los numeros naturales y R, el conjunto de
los nimeros reales estéan dirigidos por la relacién usual =.

- En un espacioc topolédgico X, para cada x € X el sistema de
entornos de x, V(x), estd dirigido por la relacién de inclusién,
et

- La familia de partes finitas de un conjunto X estda dirigido
por la relacién ">".
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5.2.3. Definicion. Una red en un espacio topolégico X es una
funcién S: D — X donde (D, =) es un conjunto dirigido. Denotaremos
una red por {Sn, n € D, 2}, donde Sn = S(n). Para el caso D = N con

la relacién usual =, tenemos una sucesién.

Diremos que una red S = {Sn, n €D, =z} en X converge a x € X
si para cada U € V(x) existe m € D tal que Sn € Usi n = m.
Observemos que la nocién de convergencia depende de la funcién
S, de la topologia de X y de la relacién =2 en D. Cuando no haya
lugar a confusién, diremos simplemente que la red Sn converge a X
y denotaremos Sn — X.

- S1 X es un espacioc indiscreto, toda red converge a todo punto
de X.

- Si X es discreto, Sn — x sil S = x para n = n,.
n
Veamos ahora como es posible caracterizar la clausura de un

conjunto, o sea la topologia del espacio, en términos de la
convergencia de redes.

5.2.4. Teorema. Sea X un espacio topolégico y A c X.
(i) x € A & existe una red en A que converge a X.

(ii) A es cerrado en X < ninguna red en A converge a puntos de
X-A.

Demostracion: (i) Si x € A entonces para todo U e V(x) existe

X € U n A La red {xU, U e V(x)} satisface x.,€ A (Ue V(x)) y
converge a X. La reciproca es trivial.

U

(ii) es inmediato de (i) ya que A es cerrado sii A = A. &

La convergencia de redes también caracteriza las topologias Tz'
r
5.2.5. Proposicion. Un espacio topolégico X es Hausdorff (T2] siy

solamente si toda red en X converge a lo sumo a un punto.

¥
Demostracion: Supongamos que S = {Sn, n € D} es una red en X tal

que Sn — X, Sn —> y con x #y en X. Por ser X un espacio T2 y por
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la definicién de convergencia, sean U, V entornos disjuntos de x e y
respectivamente y m, m’ € D tales que si n = m, Sn eUysinzm,
S’n e V. Luego para nzp (pz2m, p = m’) tenemos S eUnyV, lo
cual es una contradiccién.
Reciprocamente, supongamos que X no es Tz' Luego existen x # y
en X tales que Un V # ¢ para todo para U, V con U e V(x), V e V(y).
Sea D = V(x) x V(y) dirigido por la relacién = asi
definida: (U,V) =2 (U',V') ea Uc UV y Vc V. Entonces 1la red
{Subv),(U,V) € D}, donde S“Lv) € Un V, converge a x e y. B
Generalizamos ahora las proposiciones 5.1.7 y 5.1.8.
5.2.6; Proposici;n. Sean X e Y espacios topolégicos y f: X — Y una
funcién. Entonces, f es continua en x sii para cada red S que

converge a x se cumple que foS converge a f(x).

s
Demostracion: Supongamos que f es continua en x. Entonces para

V e V(f(x)) existe U e ¥V(x) con f(U) ¢ V; en consecuencia si S es

una red tal que S — x, Sn € U para todo n=m en D. Luego
(feS)(n) = f(Sn] € V para n = m.

Supongamos ahora que f no es continua en x. Entonces existe
Ve V(f(x) tal que UZ £ (V) cualesquiera sea U e V(x). O sea,
para cada U e V(x) existe S, € U tal que f(SU) € V. Luego
S = {SU, U e V(x)} es una red en X tal que S converge a x, y foS no
converge a f(x). =
5.2.7. Teorema. Sea {X} una. familia de espacios topolégicos,

i 1€l
entonces una red S en 1 Xi converge a X sii p1°5 converge a pl(x]
i€I
en X1 para todo i € I.

’
Demostracion: Es inmediato por la continuidad de las proyecciones

P, que si S—oxen OX
ier
Supongamos ahora que S es una red en I Xt tal que
i€l
pios — pl(x], ielI. Sea V entorno de x, miembro de la base de la

topologia producto, o sea V = 1 0 p;1(Vl) donde J es un subconjunto

finito de I. Para cada j € J, como pJ(S) — pj(x), existe n € D

. pj°S(XJ — pi(x] para todo i € I.
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tal que pj(Sn] € V, para n 2 n. Si n, €D es tal que n, =n
Y jeJ, (D es dirigido), resulta entonces que pJ(Sn) € Vj para
tode jedJ y n= n; en consecuencia, Sn €V para n=n y

0
S — x. &

F
3. Subredes y puntos de aglomeracion.

Generalizamos ahora los conceptos de subsucesiones ¥y puntos de
aglomeracién de una sucesién, para obtener una caracterizacién de

los conjuntos compactos de un espacio topolégico en términos de
convergencia.

5:3: 1 Definici;n. Una red {Tm, m € E} es una subred de la red
{Sn, n € D} si existe una funcién N: E — D tal que,

(1) T = SoN

(ii) Para cada n € D existe m € E tal que si p = m se cumple Np Z n.

Observe que una subsucesién es una subred de la sucesién {x }.
n

’ ’
5.3.2. Definicion. Un punto x € X es un punto de aglomeracion de

una. red S = {Sw n € D} si para todo U e V(x) y para todo m € D,
existe ne D tal que nzm y Sn € U.

Las siguientes definiciones nos seran de utilidad para el
enunciado del Lema 5.3.4.
5.3.3. Sea S = {Sn, ne€ D} una red en X y sea A ¢ X. Diremos que,
S esta eventualmente en A si existe m € D tal que Sn € A para todo

nzm S estd frecuentemente en A si para cada m € D existe n € D

tal que n =z m y Sn € A.

5.3.4. Lema. Sea S una red en X y sea 4 una familia de subconjuntos
de X tal que,

(i) S esta frecuentemente en cada miembro de 4.
(ii) La interseccién de dos miembros de 4 contiene un miembro de 4.

Entonces existe una subred de S que esta eventualmente en cada
miembro de 4.
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Demostraci;n: Consideremos la familia # dirigida por la relacién
"c" (inclusién): Sea E = {(m,A) € D x : SIn € A} y notemos que de
(i) se deduce que E # ¢. Definamos la siguiente relacién en
E: (mjA) =2 (n,B) & mznyACcB.

La condicién (ii) y el hecho que D es un conjunto dirigido
implican que E esta dirigido por la relacién =.
Definiendo N: E — D como N(m,A) = m, es facil ver, usando (i), que
T = SoN es una subred de S. Veamos ahora que la red T esta
eventualmente en cada miembro de 4. Para A e 4, sea m e D tal que
Sm € A, o sea (m,A) € E; es claro que si (n,C) = (m,A) entonces
Thnc} = Sn € Cc A ]
5.3.5. Teorema. Sea X espacio topolégico. Entonces x es punto de

aglomeracién de una red S en X sii existe una subred de S que
converge a X.

Demostracion: Sea x € X punto de algomeracién de una red S: D — x.

Entonces V(x) satisface

(i) S esta frecuentemente en cada miembro de V(x).

(ii1) La interseccién de dos miembros de V(x) es un miembro de V(x).

Luego por el lema anterior, existe una subred en S que converge a X.
Reciprocamente, sea T = SoN una subred de S que converge a x ;

probemos que x es punto de algomeracién de S. Sea U e V(x) y sea

m € D. Tenemos,

- Existe g € E tal que SN €eUsipz=gqg (T — x).

P
- Existe g’ € E tal que Np 2 msipzq’ (T es subred de S).

Si elegimos r € E tal que rzq, r = gq’ (= dirige a D),

tenemos que para n = Nr se cumple n 2 m y Sn e U ]

4. Compactos y redes.

Recordamos que un espacio topolégico X es compacto si todo
cubrimiento abierto de X admite subcubrimiento finito. Fue
demostrado en 3.4.3. que un espacio es compacto si y solamente si

toda familia de cerrados con la propiedad de interseccién finita
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tiene interseccién no vacia.

El siguiente teorema da 1la caracterizacién de compactos
mediante la convergencia de redes.

5.4.1. Teorema. Un espacio topolégico X es compacto si y solamente
si toda red en X tiene una subred convergente.

Demostraci;n: Sea S = {Sn: ne D una red en X. Para cada n € D
consideremos An = {Sm: m = n}. Entonces {Eﬁ: n € D} es una familia
de cerrados con la propiedad de interseccién finita ya que
{An: n € D} tiene dicha propiedad. Si x € oy K; entonces x es
punto de aglomeracién de la red S y por el teorema 5.3.5. existe una
subred de S que converge a X.

Para probar la reciproca, sean ¥ una familia de cerrados con la
propiedad de interseccién finita y @0 la familia de intersecciones
finitas de miembros de ¥. Es claro que ?0 tiene la propiedad de
interseccién finita y en consecuencia para cada F e ?0 existe
S, € F. Luego la red S = {SF, F e 90, €} tiene una subred
convergente y por el Teorema 5.3.5., un punto de aglomeracién x.
Veamos que x € F, para todo F € . Sean F € % ¢ 90 y Ue V(x). Por
definicién de punto de aglomeracién, existe F’ € F tal que SF, e U.

Como SF, € F' y F' c F se tiene que SF, €eFNnU oseaxeF=F. n

5.4.2. Teorema. Si X es un espacio topolégico Nz las siguientes
afirmaciones son equivalentes

(i) X es compacto.
(i1) Toda sucesién en X tiene una subsucesién convergente.

Si ademds X es un espacio T1 cualesquiera de las anteriores es
equivalente a la siguiente,

(iii) Todo subconjunto infinito de X tiene un punto de

acumulacién.

Demostracion: (i) = (ii) Es valida para espacios Nf

Resulta de 5.4.1. y 5.3.5. que toda sucesién en X tiene un
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punto de aglomeracién, y aplicando la Proposicién 5.1.4. se deduce

la implicacién, si X es un espacio Nf
(ii) = (i) Sea {Ui}iEI un cubrimiento abierto de X. Por
1.4.5, como X es un espacio Né, una subfamilia numerable, digamos
U ) cubre a X, o sea X= U U,
n nEN n=1 n ®
Supongamos que ninguna subfamilia finita de {Un}n=1 cubre a X.

Como U1 G X, existen x, ¢ U1 y n € N tales que X, € Unl, Yy €n

-

consecuencia X, € A1 = 0 De igual modo, como A1 ¢ X existen

=1
n
B - -
X, 3 ﬁl y n, > n, tales que X, € Aa e jgl Uy Continuando con este
procedimiento construimos una sucesién infinita {xk} (de infinitos

elementos distintos) tal que,

=]

k
>
gl Uj g S0 n Yy X

€ A =
X X X k-1

1 €A

J
Dicha sucesién no tiene punto de aglomeracién y en consecuencia no

k

contiene subsucesiones convergentes.

(ii) & (iii). Observemos también que es valida para espacios
N1' Es claro que si A es un subconjunto de X con infinitos
elementos, A contiene una sucesién de infinitos elementos todos
distintos y en consecuencia si una subsucesién de dicha sucesién
tiene un punto limite, dicho punto limite es puntos de acumulacién
de A.

Para la reciproca, queda como ejercicio para el lector probar
que si X es un espacio N1 y T1 se cumple:
Si x es punto de acumulacién de una sucesién {xn} entonces x es
punto de aglomeracién de {xn}. ]

Es conveniente destacar que existen ejemplos de espacios no
compactos con la propiedad que toda sucesién admite subsucesiones
convergentes. Para tales ejemplos ver [K], Topologia general,
paginas 74 y 187.

Interesa ahora dar una caracterizacién de los subcon juntos
compactos en espacios métricos.

5.4.3. Teorema. En un espacio métrico las siguientes afirmaciones
son equivalentes.
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(i) X es compacto
(ii) Toda sucesién en X admite subsucesién convergente.

(iii) Todo subconjunto infinito en X tiene un punto de
acumulacioén.

Demostraci;n: Por las observaciones hechas en 5.4.2., (ii) y (iii)
son equivalentes ya que un espacio métrico es Tl. Ademés como X es
N1’ (i) » (ii) y s6lo resta probar que (ii) = (i). Para ello
mostraremos que si (X,d) es un espacio métrico satisfaciendo (ii)
entonces X es separable y en consecuencia es Nz‘ Luego aplicando
Teorema 5.4.2. tendremos que X es compacto.
Para cada n € N sea
A% = {Mc X: dix,y) = % para todo x # y en M}.

Podemos suponer que ﬂn # ¢ para todo n € N. Ordenemos ﬂn por
inclusién. Como todo subconjunto totalmente ordenado de ﬁ% tiene
cota superior, existe en Mn un elemento maximal que lo denotamos por
Mn. Observemos que Mn es finito ya que X satisface la condicién
(ii). Veamos que el conjunto M = u1 M es denso. En efecto, para
cada ne€ N y x ¢ M existe y ¢ M tal que d(x,y) < H ya que M es
maximal. Luego y € B(x, —) n Mo B(x, —] nNM= g @

Notemos que hemos probado el siguiente.

5.4.3. Teorema. Todo espacio métrico compacto es separable (en
consecuencia NzL

Terminamos este capitulo mostrando que 1los cubrimientos
abiertos en un espacio métrico compacto tienen 1a siguiente
importante propiedad.

5.4.5. Teorema. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y U un
cubrimiento abierto de X. Entonces existe un numero positivo

= A(U), 1llamado el numero de Lebesgue del cubrimiento, tal que
cada bola B(x,A) estd contenida en algin miembro de 1.

Demostracion: Sea U = {Ul}iEI Para cada x € X, elijamos r(x) > 0O

tal que B(x, r(x)) c U para algin i € I, y del cubrimiento abierto
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{B(x,%—r(x]]} extraemos un subcubrimiento finito
1

{B(X1’§ r(xl)}i=1_‘.n.

Si A =min {5 r(x): 151 = n},
entonces A > 0 es un namero de Lebesgue. Para cualquier
B(x,A), x € X, tenemos x € B(xi,% r(xi]) para alguan i, y en

consecuencia si y € B(x,A),

dly, %) =d (y,%x) + d(x,x) <A + 5 r(x) < r(x,).

Esto es, B(x,A) c B(xl,r(xl)] ¢ U para algin U e . n

5.4.6. Corolario. Si A es un subconjunto compacto de un espacio
métrico y U es entorno de A entonces existe un numero positivo A > 0
tal que para todo x € A, B(x,A) c U.

5.4.6. Ejemplo. Con el siguiente ejemplo mostraremos que en un
espacio métrico los subconjuntos cerrados y acotados pueden no ser

compactos.

Sea X = {x = {xi}iEN: X € R, y 12:!){1' < w} con la distancia

d(x,y) = E?|xi—yl| six={x}ey={y}
i=1

< } : o estd contenido en la bola

La sucesién {en} con (en]i = { i =
cerrada de centro O (todos los términos cero) y radio uno pero no
tiene subsucesiones convergentes ya que d(ei,ej) = 2 para i # j.

Mas aun (X,d) es un espacio métrico completo en el cual no se cumple
que las bolas cerradas y acotadas son compactas. Por definicién, en
un espacio métrico completo, toda sucesién de Cauchy converge (Ver

Cap.VII, 3.)
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EJERCICIOS

1. a) Si {xn} es una sucesién con rango finito entonces posee alguna
subsucesién constante

b) Si f: N —> Q es una biyeccién, todo numero real es punto de
aglomeracién de {f(n)}.

2. Un punto x € X es punto de aglomeracién de {xn} sii todo entorno

de x tiene infinitos términos de la sucesién {xn}.

3. Sea X un espacio topolégico N1 y T1’
a) Si x es punto de acumulacién de {Xh} entonces x es punto de
aglomeracién de {xn}.

b) Mostrar que la reciproca no es cierta en general.

4. Probar que si A es un subconjunto de un espacio topolégico X
entonces x € X es un punto de acumulacién de A sii existe una red en

A-{x} que converge a x.

5. En un espacio métrico dos cualesquiera de 1las siguientes
afirmaciones implica la tercera.

(a) X es compacto.

(b) X es discreto.

(c) X es finito.
6. Un espacio métrico compacto es completo.

7. Sea fn: X — R una sucesién de funciones continuas tales que
fn(x) — f(x) uniformemente en X. Probar que f es continua.

8. Sea X como en el ejercicio 8 del Cap. IV. Probar que para cada
1
n+1
espacio cociente a A =R x {0}. Si {Nn: n € N} es una subsucesién

entero no negativo m, la sucesién {(m, ): n € N} converge en el

de N entonces la sucesién {(n, N 11 ), n € N} no converge a A.
n
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9. Sea I x1I (I = [0,1]) con la topologia del orden definido en el
Ejercicio 13 Cap. III, Probar que I x I no es metrizable.

10. Sea X un espacio topolégico. Decimos que A ¢ X es un retracto
de X si existe r: X — A continua tal que r'|A = 1d,.
Probar que si A es retracto de X entonces A es cerrado en X.

11. Un espacio topolégico se dice numerablemente compacto si todo
cubrimiento abierto numerable tiene subcubrimiento finito.
Probar,

a) Un espacio T1 es numerablemente compacto sii todo conjunto

infinito tiene un punto de acumulacién.

b) Un espacio N1 es numerablemente compacto sii toda sucesién tiene
subsucesién convergente.

12. Mostrar que el conjunto de puntos de algomeracién de una red en

X es cerrado.

13. Sea X el conjunto de pares de enteros no negativos con la
siguiente topologia:

Si (m,n) # (0,0) entonces {(m,n)} es abierto.

Un subconjunto U es entorno de (0,0) sii {n: (m,n) ¢ U} es finito
salvo un numero finito de enteros m. Probar que

a) X es un espacio Hausdorff.

b) Todo cubrimiento abierto de X admite subcubrimiento numerable.

c) Ninguna sucesién en X - {(0,0)} converge a (0,0).

d) Hay una sucesién S en X - {(0,0)} que tiene a (0,0) como punto de
aglomeracién, y S restringida a cualquier conjunto cofinal de
enteros no converge.

14. Sea I = [0,1], X = II el espacio producto y sea A el subconjunto
de X formado por las funciones caracteristicas de puntos.

a) X es separable.

b) El conjunto A con la topologia relativa de X es discreto y no
separable.

c) Existe un unico punto de acumulacién x de A en X, y si U es un
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entorno de x entonces A-U es finito.

d) €(I,I) (ver 4.2.1) es un subespacio de II que no es cerrado y en

consecuencia no es un subconjunto compactc de II. _
Es ®(I,I) un subconjunto compacto de II con la topologia

compacto abierta? (Ver ejercicio 5 de capitulo IV).

e) Probar que en II la topologia de la convergencia puntual es

estrictamente menos fina que 1la topﬁ}ogia compacto abierta.

0 X * =

n
Considere la sucesién fn(x) =

o

®

I
=

que converge a la funcién nula.

15. Filtros.

Hay una teoria de la convergencia construida sobre el concepto
de filtro. Sea X un espacio topolégico. Un filtro % en X es una
familia de subconjuntos no vacios de X tales que,

1) AABe¥F=>AnBed,

i1) Ae% B> A=Beé¢.

Un filtro ¥ converge a x (¥ — x) sii todo V € V(x) satisface

VeZ

Probar las siguientes afirmaciones.

a) Un subconjunto U es abierto sii U pertenece a todo filtro que
converge a puntos de U.

b) Un punto x es de acumulacién de un subconjunto A sii A -{x}
pertenece a algin filtro que converge a x.

c) Sea ¢x la familia de todos los filtros que convergen a X.
Entonces n {¥: ¥ ¢X} = {x}.

d) Si ¥ es un filtro tal que ¥ - x y U es un filtro tal que U > ¥
entonces U — x.

e) Un filtro ¥ que no esta contenido propiamente en ningan otro
filtro es un ultrafiltro.

Si ¥ es un ultrafiltro en X, se cumple.
A, BcX, AuBeF=2AecFé6BcF (o excluyente)

En particular, si Ac X, Ae Fo6cAed.
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f) Todo filtro esta contenido en un ultra-filtro (Lema de Zorn).

g) Una funcién f: X — Y es continua en x € X sii para todo filtro ¥
tal que ¥ — x se cumple f(¥) — f(x).

h) Un filtro ¥ en 1I=II)(jl converge a X sii pi(i’v‘) converge a pl[x) para
todo i € 1I.

i) Un espacio X es compacto sii todo ultrafiltro en X converge.

J) Filtros y redes conducen a teorias esencialmente equivalentes.

-8Si §= {Sn: neD es una red en X, entonces la familia
F = {A c X: S esta eventualmente en A} es un filtro en X.

- Sea ¥ un filtroen X y sea D = {(x,F): xe€e Fy F € %
Dirijase D asi: (y,G) = (x,F) & G c F y sea S: D — X definida por
S(x,F) = x.

Entonces ¥ = {A ¢ X: S est4 eventualmente en A}

k) Si {xi}ier es una familia de espacios compactos mostrar (usando

filtros) que lIEJIXi es compacto.
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CAPITULO VI

PROPIEDADES DE SEPARACION

En este capitulo introduciremos nuevas nociones en espacios
topolégicos y discutiremos las relaciones entre ellas. Estas
nociones requieren que la topologia "separe" ciertos tipos de
subconjuntos del espacio. Las topologias Hausdorff que ya
estudiamos tienen la propiedad mas simple de separaciéon que es, por
definicién, separar puntos distintos por abiertos disjuntos. Una
condicién de separacién mas fuerte se obtiene reemplazando uno de
los puntos o también los dos puntos por subconjuntos cerrados y que

son los espacios regulares y normales respectivamente.
1. Espacios regulares, completamente regulares.

6.1.1. Definicion. Un espacio topolégico X se dice regular si para

cada x € X los entornos cerrados de x forman base de entornos.

La siguiente da una definicién equivalente.
5 e Proposici;n. X es regular si y solo si para cada A cerrado
en X y para cada x ¢ A existen U, V ablertos disjuntos tales que
xelU yAclV.

Demostracion: Sea A cerrado en X y x ¢ A. Como CA es entorno de x,
por definicién de regular, existen U abierto y V cerrado tales que
x € Uc V c CA. Luego Uy CV son abiertos disjuntos tales que

x € U, A c CV. La reciproca queda como ejercicio. =

- Todo espacio métrico es regular. En efecto, {B(x,r) : r > 0}
es base de entornos cerrados de X.

- Todo subespacio de un regular es regular.

- Producto de espacios regulares es regular.

- Todo espacio compacto y T2 es regular (Ver 3.4.7.).
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En los espacios regulares, los puntos pueden reemplazarse por
subconjuntos compactos como lo muestra la siguiente.
6.1,3. Propnsici;n. Sea X un espacio topolégico regular. Si K es
un subconjunto compacto de X y U es entorno abierto de K entonces
existe V entorno cerrado de K tal que V ¢ U.

I
Demostracion: Para cada x € K, por la regularidad de X, existen wx
abierto y ‘Vx cerrado tal que x € wx € Vx c U De la compacidad

de K (Kc W), se deduce que K c iglwxi =We 191Vx1 = V. Es
claro que W es abierto, V es cerrado, y en consecuencia V es un

entorno cerrado de K, contenido en U. ]

6.1.4. Definicion. Un espacio topolégico se dice completamente
regular si para cada x € X y para cada U entorno abierto de x existe
una funcién continua f: X — [0,1] tal que f(x) =0 y f(X-U) =1

Es claro que todo espacio completamente regular es regular Yy

todo subespacio de un completamente regular también es completamente
regular.

2. Espacios normales.

r
6.2.1. Definicion. Un espacio topolégico se dice normal si para
cada par de cerrados disjuntos A y B existen Uy V abiertos
dis juntos tales que Ac Uy B c V.

- Todo espacioc discreto es normal. También wun espacio
indiscreto es normal.

- Todo espacio métrico (X,d) es normal.
En efecto, si A y B son cerrados disjuntos en X,
U= {x € X: d(x,B) > d(x,A)} y V={xe X: d(xA) > d(x,B)}
son abiertos disjuntos que contienen a A y B respectivamente.
— Todo subespacio cerrado de un normal es normal.

- El producto de espacios normales no necesariamente es normal
(ver Ejercicio 10).
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- Todo espacio normal y T1 es regular.
- Todo espacio compacto y T2 es normal (Ver 3.4.10)
- Todo espacio compacto y regular es normal (Ver 6.1.3.)

r
6.2.2. Proposicion. Si X es un espacio regular y N2 (6 Lindelsff)
entonces X es normal.

Demost.r-aci;n: Sean A, B cerrados en X tales que A NnB-= g. Es
claro, por definicién de regular, que para cada x € A existen Ux
abierto y Vx cerrado tales que X € Ux c Vx ¢ CB. Luego x € Ux Yy
anB= @. De esta forma 1la familia U = {U abierto en
X: UnB= @} cubre a A y de la misma forma la familia ¥V = {V
abierto en X: VnA-= 2} cubre a B; en consecuencia

UvuVui{C(AuUB)} es un cubrimiento abierto de X que admite un

subcubrimiento numerable. Obtenemocs asi {U} y 1V}

n neN n" neN
cubrimientos abiertos de AyB respectivamente tales que
Un NnB= 8 V nA= o Denotemos con

r = 572 L— — Ti

Un - Un kgn Vk Y Vn Vn kgn Uk'
Por construccién, U; n V; = @ si m=n {V;‘ = Vm) y de la misma
forma (intercambiando los roles de Un y Vn], U; N V;l = @ sim=n.
Observemos asi que U; n V:n = @ para todo m,n € N.

Definiendo U = YU U; y V= . V; resulta que UnV= g AcU,
B e V.

Probemos que B c V; para ello sea x € B y sea ne€ N con
X € Vn. Como Uk NnB= @ para todo k €N resulta que
Bc o CO c kél Ccy, = C[kQIUk) y en consecuencia,
- I
X € Vn N C(kgl Uk] = Vn A Uk Vn. [

6.2.3. Teorema de Urysohn. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

(i) X es normal.

(ii) Para todo par A, B de cerrados disjuntos existe una
funcién continua f: X — [0,1] tal que f(A) = 0 y f(B) = 1.
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'
Demostracion: (ii) = (i) es inmediato.

(1) » (ii) Sean A, B cerrados en X tales que A n B = g.
Sea D = {—r:: m, n son enteros no negativos}. Si denotamos con
2
I =[0,1]1, DN I es denso en I.

Vamos a construir una familia de subconjuntos de X, ¥ = {Ut.}tED
tal que para s < t se cumpla Us < Ut.

Definimos para t € D, t > 1, Ut =Xy U =CB. Es claro que se
cumple para t > 1, U1 g Ut = X.

Construyamos UO: Sean U, V abiertos en X tales que A c U, Bc V
(X es normal) y UnV = @ Si U, = U, se cumple Uo ¢ CV =CV c CB

= Ul.

Ahora, para todo teD, O0<t <1, t puede expresarse
univocamente como una fraccién irreducible de la forma t = 2111:1’
2

m, n € N.
Construyamos por induccién sobre n los conjuntos Ut.

Supongamos que si t es una fraccién diadica (t € Dn I) con

denominador menor o igual que 2" han sido construidos los U con

t

la propiedad: t < s = Ut cU. Seat = 2m:1. Se tiene,
2
e B 2m<t(2m+.2= m+1=B.
2n-1 zn zn 2n-l

Luego Ua y UB han sido construidos y Uoc c UB' Como Uoc y_CU son

cerrados disjuntos existen U’ y W abiertos tales que Uac u’,

CUB cWy UnW= @ pues X es normal. Def'inimos Ut = U, Se
cumple l_Jm <y, vy l_Jt < Ug (U, =0 cCW=CWc Ug)-

Queda como ejercicio verificar que los Ut asi construidos
satisfacen la propiedad s < t = US [ Ut’ considerando los distintos
casos correspondientes a los posibles denominadores de s y t.

La familia ¥ es un cubrimiento abierto de X. Definimos
f: X — 1 asi,

f(x) = inf {t e D: x € Ut}.

Resultan entonces f(A) =0 (A c UO) y f(B) =1 (si x e B,
X ¢ U1 = CB y en consecuencia x € Ut para todo t > 1),

Probemos la continuidad de f. Para ello basta mostrar que para
La={tEI: t < a} yRa={teI: t > a} con a € I, se cumple que
fql{La) y f‘—l[Ra) son abiertos en X.
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Esto lo haremos mediante los siguientes pasos.
(1) £7(L) =U{U: t eD, t < a}.
(2) £7(I-R)) = n {U: t €D, t > a}.
(3) £7(I-R) = n {U;: teD, t > a).

Il

Para probar (1), observemos que si x e fﬁlfLa), o sea f(x) < a, por
definicién de infimo existe t € D con x € Lk, t>a. Ysl xe Uk con
t <a, f(x) =t <aoseaxe ffl(La).

La prueba de (2) es inmediata, también por definicién de infimo,
observando que I—Ra =4{t e I: t = a}.

Probemos (3): Sear e Dn I, r > a arbitrario. Como D n I es denso
enr, sea s € Dnl tal que a < s < r.

Por construccién de 1la familia &, Us c Ur ¥ en consecuencia

tg%}k (< U; (<5 UL para todor > a (reDnl).

s e
Luego (05U, < S Ra) por (2). =

6.2.4. Corolario. Todo espacio normal y T1 es completamente
regular,

El teorema de Urysohn puede ser considerado como un caso
especial del siguiente teorema general.

Seguimos denotando con I el intervalo [0,1].

6.2.5. Teorema de Extension de Tietze. Sea X un espacio topolégico.

Las dos siguientes propiedades son equivalentes.
(i) X es normal.

(ii) Para todo cerrado Y c¢ X, cada funcién continua f:' Y —>1
tiene una extensién continua F: X — I (Esto es F satisface
Fly = £).

i
Observacion. Casos particulares de este importante problema de
extensién de funciones continuas ya han sido resueltos con
anterioridad. Como ejemplos, tenemos los siguientes resultados.

- Sea X un espacio completamente regular. A cerrado en
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Xyxe A SiY=AUH{x} entonces f: Y — I definida por f(x) = 0,
f‘|A = 1 es continua y admite una extensién continua F: X — 1I.

- Sea X un espacio normal y A, B subconjuntos cerrados
disjuntos de X. Si Y=AUB Y T f: Y — I es definida como f|A =0,
le = 1 entonces f tiene una extensién continua a X (Teorema de
Urysohn).

- Es claro que si Y es un subespacio no compacto (no conexo) de
un espacio topolégico compacto (conexo) X la identidad I: Y — Y no
admite wuna extensién continua T: X — Y (tal extensién seria
suryectiva).

Prueba del teorema.

(ii) = (i) Es inmediato ya que si A, B son cerrados disjuntos,
Y=AUB es cerrado y la funcién continua f: Y —3 I definida por
f(A) =0, f(B) = 1 se extiende a F: X — I. Tomando U, V entornos
abiertos disjuntos de 0 y 1 respectivamente, A c¢ £1(U), B c F (V)
y FIU) n FY(V) = @.

(ii) = (i) Para cada para A, B de subconjuntos cerrados de X
denotamos con fA,B: X — I una funcién continua (dada por el Teorema
de Urysohn, por ejemplo) tal que fA,B(A} =0 y fA,B(B} = 1,
Definimos por induccién, funciones fn: Y -1, g X —1I,
n=20,1..., como sigue:

Sea fO = f y supongamcs que fn continua ha sido definida. Sean
= . <lg_n - i - 2 (2yn
A = {x € Y: fn(x) =3 (3) Y oy B = {x e Y: fn{x) = 3 [§J }

Entonces Ah y anon subconjuntos cerrados disjuntos de X (son
_ a1 1 .2.n _ p=1,:2 2.n
cerrados en Y pues A = ([0,§ (5) 1)y B = £ ([§ (5) ,11)) y en
consecuencia, estan definidas fA B :X — I continuas.
11’ n
Si g = % (%Jn fAh'Bn: X —1 definimos fn+1: Y — I como

fn+1(x] = fn(x) - gn[x).
Veamos que fn+1(x] =z 0 o equivalentemente, gn(x) = fn(x}.

Para ello basta observar que si x € A, gn(xJ = 0 y en consecuencia

_ . : 1 2 i G
0= gn(x) = fn(x). Si x ¢ A, fn(x) > 3 {§ )" y como gn[x) S 5 (3),

86



también resulta gn(x) = fn(xJ.

Probemos ahora que f‘n(x) = (%)“ para todo n (*).

Supuesto valido para n, observemos que si x € B, g (x) = %—(%)"
— (24N 5 1,2,n _ (2yn+1
Y frﬁ-l(x) = (§) 5(5) - (g) .
Para x ¢ B, £ (x) <2 (g}n = (EjEE y en consecuencia
n n F "3 |

£,,00 = (x)< (%)“*1.

n+l

Observemos ademds que para cada x € X, 0 = g (x) = %(%)n.

] o0
Luego zgn(x} s% E(%]n que es una serie numérica convergente.
n=0 n=0

oW

Esto implica que F(x) = Egn(x) es una serie uniformemente
n=0

convergente en X y define wuna funcién F: X — I continua.

Probaremos que F(x) = f(x) para todo x € Y. Para ello, como

g (x) =f (x) -f _(x), se tiene
n n n+l

n

F(x) = 1im [ g (x)] = lim [f(x) - £ _(x)]
n-»0 k—E——:O x n-0 S

f(x) - 1lim f‘n+1{x} = f(x) ya que lim fn{x)
n-»o n-3o0

0 (por (*)). W

Notemos que el teorema deja de cumplirse si X no es normal.
Basta tomar X infinito con la topologia de los complementos finitos.
Como Y € X cerrado es finito, cualquier f: Y — I no constante es
continua y no admite extensién continua F: X —- I (F seria
constante).

3. Espacios localmente compactos.

r
6.3.1. Definicion. Un espacio topolégico se dice localmente

compacto si para cada x € X existe un entorno compacto de x.

- Todo espacio discreto es localmente compacto.

- Todo espacio compacto es localmente compacto.

- R" es localmente compacto (B(x,r)”, r > 0 es un entorno
compacto de x).
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- @ con la topologia usual, no es localmente compacto.

- Un espacio métrico puede no ser localmente compacto.

)
6.3.2. Proposicion. Si Y es un subespacio cerrado de X, localmente

compacto, entonces Y es localmente compacto.

Demostraci;n: Sea Yc X, xe€Y. Por la compacidad local de X,
existe V entorno compacto de x. Como VAN Y es cerrado en V, VN Y
es un subconjunto compacto de X, y en consecuencia es un entorno
compacto de x en Y. ]

r
6.3.3. Proposicion. Si X es un espacio localmente compacto
Hausdorff (o regular), entonces la familia de entornos cerrados y
compactos de cada punto de X forma base de entornos.

Demostraci;n: Sea x € X y U entorno abierto de x. Consideremos
primero el caso X localmente compacto y regular. Por la compacidad
local de X existe V entorno compacto de x. Como U n V es entorno de
X, la regularidad de X implica la existencia de W entorno cerrado de
x tal que Wec Un V. W resulta compacto ya que es cerrado en V.
(W e V).

Supongamos ahora X localmente compacto y Hausdorff. Si V es un
entorno compacto de X, por ser V un subespacio regular (V es
compacto Hansdorff), existe W un entorno cerrado de x en V tal que
Wec VnU W resulta asi un entorno compacto de x en X pues V es
entorno de x en X (W es entorno de x en V) y W es cerrado en V, que
es compacto. [

6.3.4. Corolario. Si X es localmente compacto Hausdorff entonces X
es regular.

Como una aplicacién del Teorema de Urysohn tenemos,
I
6.3.5. Proposicion. Sea X un espacio localmente compacto y regular.
Si A es un subconjunto cerrado y compacto de X ¥ U es un entorno de

A entonces existe un entorno cerrado y compacto V de A tal que
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Ve T Mas autn, existe f: X — [0,1] continua tal que f(A) =0
fF(X-V) = 1.

1

Demostraci;n: Sea A ¢ U, U entorno de A. Siguiendo la prueba de la
Proposicién 6.1.3. con Vx cerrado y compacto resulta A c Wc V c U,
W abierto y en consecuencia V es un entorno cerrado y compacto de A.
Como A y V-W son dos subconjuntos cerrados disjuntos en V, y V es un
subespacio normal (V es regular y compacto) el Teorema de Urysohn
asegura la existencia de g: V — [0,1] continua tal que g(A) = 0,
g(V-W) = 1.

Definiendo f: X — [0,1] de la siguiente manera,

_Jegx) si xeV
f(X)_{l si x e X-W

f estd bien definida (Para x eV -W=VACW g(x)=1) y

resulta continua pues {V, X-W} es un cubrimiento cerrado de X.

6.3.6. Corolario Si X es localmente compacto y regular (o
Hausdorff) entonces X es completamente regular.

El siguiente teorema, importante por sus aplicaciones, también
es valido para espacios métricos completos, segun veremos en 7.3.3.

6.3.7. Teorema de Baire. Si X es un espacio topolégico localmente
compacto y Hausdorff (o regular) entonces la interseccién de una

familia numerable de abiertos densos en X es denso en X.

Demostracién: Sea, {Gh}:ﬂo con G ablerto y denso en X; probaremos
que A Gn es denso. Para ello sea U abierto en X y veremos que
Un n Gn es no vacio. Bajo nuestras hipétesis, podemos construir VO
compacto tal que Vo cUn Go' En efecto, U n G0 es abierto no vacio
Yy para x € Un Go, aplicando la Proposicién 6.3.3., se tiene 1la
existencia de Vb abierto, V subconjunto cerrado y compacto de X
tales que x € VO cVclUn Gb; en consecuencia Vo es compacto vy
vhc UnG, (?0 c V por ser V cerrado).

De igual forma construimos, por recurrencia, una familia de
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abiertos Vn, neN tales que

Vn es compacto y Vn € Vw_ n Gn {Vn_

nG = o).
1 n

1

Resulta asi que {V;}new es una familia de subconjuntos cerrados

de Vh con la propiedad de interseccién finita (V; g V;_i para

tode n). La compacidad de ?6 implica que existe x € 7; para todo

nelN ComoV ¢V nG cUnG se tiene que x e Un AG. ]
n 0 n n n=0 n

6.3.8. Corolario. Si X es localmente compacto Hansdorff (o regular)
entonces X no puede expresarse como una reunién numerable de

subconjuntos cerrados todos con interior no vacio.

’
Demostracion: Mostraremos que si X = ngNFn con Fn cerrados,

entonces existe n € N tal que ﬁn = @,

En efecto si para todo n € N, ?n = @, resultard que {CFn}nEN
es una familia de abiertos densos en X y en consecuencia n CFn @
por el teorema de Baire. Esto contradice el hecho que X = ngNFN

pues de aqui se deduce nQNCF: @. ]

Las hipétesis de abiertos y numerable en el Teorema de Baire
son esenciales pues xgm(ﬁ—{x}) = 2 yQnR-0Q= g

6.3.9. Aplicaciones.

- Un espacio con la propiedad de que toda interseccién numerable
de abiertos densos es densa se llama espacioc de Baire. El

subespacio @ ¢ R no es de Baire.
o

Un subconjunto Y ¢ X se dice magro si Y= @. (o equivalentemente
X-Y es denso).

Una reunién numerable de subconjuntos magros se llama conjunto de
lra. categoria.

Por ejemplo, el conjunto de irracionales no es de 1ra.
categoria ni tampoco un FG. Un conjunto se dice que es un FG si es

reunién numerable de cerrados. Un Ga es una interseccién numerable
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de conjuntos abiertos.

- El conjunto de puntos de discontinuidad de wuna funcién
f: R —> R es un FF.

En efecto, para 8 > 0 si

p(t,8) = sup {|f(x) - f(y)]: %,y € (t-8,t + 3)}

entonces p(t) = inf p(t,8) es semicontinua superiormente y f es
8>0
continua en t sii p(t) = 0.
Luego {discontinuidades de f} = n§1 p;%%3 «) es un Fc'
Tenemos asi que no existe f: R — R funcién continua en Q y

discontinua en R-Q. Sin embargo

0 si x g 0
glx) =
% si x = g con (p,q) =1

es una funcién continua en los irracionales y discontinua en el
complemento (o sea Q).

- Otra consecuencia del teorema de Baire (Ver Yoshida, pag. 12)
es la siguiente:

Si fn: X — R es una sucesién de funciones continuas que
converge puntualmente a una funcién f: X — R entonces el conjunto

de puntos de discontinuidad de f es de 1ra. categoria.

- Como aplicacién del resultado anterior, consideremos X = IiR o sea
X xthIt con It =1=1[0,1] VvVt eR.

5 = s m, _ 1 xe€
Si A= {fn’m(t] = |cos 2 mt|™ n, me N} y f(x) = { 0 xeQ °

entonces A es un conjunto numerable tal que f € A pero ninguna

sucesién en A converge a f.

- Existen funciones continuas de [0,1] en R que no tienen

derivada en ningin punto. Para una prueba , ver [D] pag. 300.

4. Compactificacion de Alexandroff.

Veamos ahora que todo espacio localmente compacto X es
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subespacic denso de un espacio compacto y Hausdorff. Por ejemplo
podemos pensar (-1,1) como subespacio de gt y también (-1,1) como
subespacio de [-1,1]. En el primer caso agregamos un punto al
intervalo mientras que en el segundo agregamos dos puntos.
Existen varias formas de compactificar un espacio, la mas simple
consiste en agregar un punto que no pertenece al espacio y se
denomina compactificaci;n de Alexandroff o compactificacian por un
punto. Formalizaremos este concepto.

Supongamos que X es un espacio topolégico no compacto y sea w
un punto que no pertenece a X. Sea X*=xU {0} y damos a X 1a

siguiente topologia.
T = {U:U es abierto en X} U {V c XX~V es cerrado y compacto en X}

Tenemos el siguiente,

6.4.1. Teorema. Xi es un espacio topolégico compacto, la inclusién
i: X — X' es un homeomorfismo sobre la imagen (o sea la topologia
de X coincide con la topolgia relativa de X“) ¥ X es un subespacio

denso. Ademas X es T2 sii X es localmente compacto y Tz'

Demostracién: Observemos que por definicién de T, un conjunto U es
abierto en X sii a) Uc X es abierto en X, y b) si « € U, entonces
X-U es cerrado y compacto. Ademds si U es abierto en X" es claro
que U-{w} es abierto en X. Resulta entonces que si « pertenece a la
unién de los miembros de una familia de abiertos en X*, entoces w
pertenece a alguno de los miembros U, y el complemento de la unién
es un subconjunto cerrado del compacto X-U y por lo tanto compacto.
Si w estd en la interseccién de dos abiertos de X‘, entonces el
complemento de la interseccién es la unién de dos cerrados compactos
de X y por lo tanto es cerrado y compacto. Es fécil deducir ahora
que unién arbitraria e interseccién finita de miembros de T es un
miembro de t.

Es claro que la topologia de X coincide con la topologia

relativa de X* ¥y X es un subconjunto abierto y denso (X no es
compacto).
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Si U es un cubrimiento abierto de X*, entonces = esta en algun
Ude U y X-U es compacto, de modo que existe un subfamilia finita de
U que cubre a X-U, que conjuntamente con U cubre a X*. Luego X* es

un espacio compacto.

Mostremos ahora la Ultima afirmacién. Si X‘ es T2. es claro
que X también es T2 pues tiene la topologia relativa. Si x € X,
sean U, V abiertos en X tales que UnV = @, xe€ Uy o€ V. Luego

Ue X‘—V. xelUnXc X'—V con Un X abilerto en X y X‘—V un
subconjunto compacto de X, o sea X*-V es un entorno compacto de X y
X es localmente compacto. Para ver la reciproca, resta mostrar que
x € X e w poseen entornos disjuntos. Para ello, si V es un entorno
compacto de X, sea U abierto tal que x € U c V; luego X*4V es un
entorno abierto de o disjunto de U. ]

6.4.2. Observaci;n. Si X ya es compacto, entonces » es un punto
aislado de X (es decir, {w} es abierto y es cerrado).
Reciprocamente, si o es un punto aislado de X*, entonces X es
cerrade y por ende compacto (X resulta denso en X" sii X no es
compacto).

Para concluir notemos que la compactificacién de Alexandroff de
X es unica en el siguiente seﬁtido: Si P, # P, ion dos puntos que no
pertenecen a X. Luego X =XU {pi} y Xé =X U {p2} con la
topologia definida anteriormente en cada caso, son homeomorfos. lLa
funcién I: XI — X; definida por I(x) = x si x € X e I{pl) =p, es

un homeomorfismo.

6.4.3. La compactificacién de Alexandroff de R"™ es S". 0O sea
(R")" ~ s,

Sea e € S" el ultimo vector de la base canénica de R

y ¢: S" - {e .} — R" la proyeccién estereografica, o sea

<X, e >e - X
s n+1" n+1
< > -
X’en+1 1

p(x) =
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Definiendo ¢: S™ — R" U {w}, ¢le ) = »w se obtiene un homeomorfismo
n+l

de S" sobre la compactificacién de R™.

- Si en D" = {x € R™: Ixl = 1} identificamos su frontera S"!

con un punto, el espacio obtenido D"/S™!, es homeomorfo a S®. El

X

—_— s
T-xI S€

homeomorfismo f de {x € R": lxll < 1} definido por f(x) =
extiende a un homeomorfismo con f(lixll = 1) = o,

5. Paracompacidad.

r
6.5.1. Definicion. Una familia % = {F‘i}iEI de subconjuntos de un

espacio topolégico X es localmente finita si para cada x € X existe

Ue V(x) tal que Un F1 = @ para todo i € I - J, donde Jc I es
finito (pudiendo ser J = ga).

Por ejemplo en R el cubrimiento {(n,n+2): n € N} es localmente
finita pero {(-w, n): n € N} no lo es.

Si U, V son dos cubrimientos de X, se dice que ¥ es un refinamiento

de U si para cada V € V existe U e U tal que V c U.

)
6.5.2. Definicion. Un espacio topolégico X se dice paracompacto si

todo cubrimiento abierto admite un refinamiento abierto localmente
finito

- Todo espacio compacto es paracompacto.

- Todo subespacio cerrado de un espacio paracompacto es
paracompacto.

- Todo espacio métrico es paracompacto (Ver [D] pag. 186).

- Producto de espacios paracompactos no es necesariamente
paracompacto (Ver Ejercicio 18).

f
6.5.3. Proposicion. Si X es un espacio paracompacto Hausdorff
entonces X es regular.

Demostracion: Sea A cerrado en X y x ¢ A. Como X es Hansdorff,
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para cada y € A existen Uy. Vy abiertos disjuntos tales que y € Vy,
X € U,‘ Entonces U = {Vy: y € A} U {X-A} es un cubrimiento abierto
de X, que admite un refinamiento V = {Vi}lEI’
finito. Si V=u{VeV: Vn A=+ @} entonces V es un abierto que

contiene a A. Sea W entornc abierto de x y sean Y, € A, \.*'i eV,

abierto y localmente

i=1,...,n tales que VlnAf# @, Vlch, Vlnwat @ y
i

Wn VJ = Y j#1 ,1=1,...,n (V es refinamiento de U localmente

finito, pudiendo ser vacia esta familia finita de ‘»"1 S L P o1 1

si U=Wwn( A Uy}’ U es entorno abierto de x tal que
N i

UnV= g [

6.5.4. Proposicion. Si X es un espacio paracompacto y regular
entonces X es normal.

Demstr-aci::n: Sean A y B cerrados disjuntos de X. Para cada x € A
sea Ux entorno abierto de x tal que Ux nB= @ (X es regular).
Luego U = {Ux: X € A} es un cubrimiento abierto de X que admite un
refinamiento v abierto Y localmente finito. Luego
U=u{Vel: VhnA# 2} es un abierto que <contiene a A.
Construimos V abierto que contiene a B, disjunto de U asi:

Para cada y € B sea Wy entorno abierto de Y,
?y = { V’;: i=1,...n} eV (pudiendo ser vacia) tal que
Vinwyi @, i lis os st = mly); ‘.’ic:UX Ux, para X.,...,x € A

i i
y ademas Vr nA=# g

Luego VY = wy n .0 (X-Ux) es abierto, y si V = Y

V tenemos que
1 YE€EB 'y 1

i=1

BceVyUnV= . =u

Por Gltimo damos algunas condiciones para que un espacio sea

paracompacto.

6.5.5. Proposicion. Si X es un espacio Lindeloff [Nz), y regular
entonces X es paracompacto.

Demostracion: Sea U = {Ui}ler un cubrimiento abierto de X. Dado
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x € Xsi x € U para algun i € I, por la regularidad de X, existe \')
abierto tal que X € V Yy V c U Luego la familia
= {V ablerto en X V c U para algin U € U}

es un cubrimiento (no vacio) de X del cual puede extraerse un
subcubrimiento numerable, digamos {V } Luego para cada n € N
existe U e U tal que V €U yen consecuencia {U } el cubre a X.
Entonces {U’} <N definida por - U' = _n 'R V es un cubrimiento
abierto de X, refinamlento de U (U’ i U ) que ademas es localmente
finito (U, nV = @ si k > n).

6.5.6. Particion de la unidad. Definiciones.

Dado un espacio topolégico X y una funcién f: X — R definimos
Sop(f) = {y: f(y) # 0} (Soporte de f).

Dada una familia {f i e I} de funciones cont inuas f : X — R,
diremos que dicha familia es una partlcion de la unidad de X si,

(a) {Sop(fi)}iEI forman un cubrimiento cerrado de X que e€s
localmente finito.

(b) } fi{x} = 1 para todo x € X.

Dado un cubrimiento abierto U = {l%}iEI de X, una particién de

la unidad {fl}iEI se dice subordinada al cubrimiento U si

Sop(fi) c U, para todo i € I.

Finalizamos esta seccién con el enunciado del siguiente teorema
y para cuya prueba nos remitimos a [D], pag. 170.

6.5.7. Teorema. Sea X un espacio paracompacto y Ié. Para cada
cubrimiento abierto de X, existe una particién de la unidad
subordinada a dicho cubrimiento.



EJERCICIOS

1. Dar ejemplos de espacios X tales que
a) X es regular, no T, y no T2.
b) X no regular, no L.

c) X es T2 y no regular.

2. a) Si X es un espacio regular y A es un subconjunto compacto de
X, entonces A es compacto.

b) Dar un ejemplo de un espacio en el cual no se cumple a).

3. Sean X e Y espacios topolégicos, A y B subconjuntos compactos
de X e Y respectivamente. Si W es entorno de A x B en X x YV,

entonces existen U, V entornos de A y B respectivamente tales que
Ux VcW.

4. Sea X un espacio topolégico, ~ una relacién de equivalencia
cerrada en X.
a) Si U es abierto en X entonces la unién de las clases de
equivalencias contenidas en U es un conjunto abierto.

Si ademds toda clase de equivalencia en X es finita entonces,
b) X Hansdorff = X/~ es Hansdorff.

c) X regular = X/~ es regular.

5. Sea X = [0,1]1, D = {rl—l: n € N}. Demos a X la topologia que
tiene por sub-base a todo abierto de X-{0} como subespacio de R, y
todo conjunto B, = {teX: t<a, teD}conOc<ac<l.

Probar que X es T2 pero no es regular ni compacto.

6. Sea X = (0, %J U (%, 1). Los conjuntos
o . - 1 -
Ba,b = {x e X: a< x < b} con 0 =g = 5 = b <1

forman una topologia sobre X. Mostrar que X es normal y no Ta'

7. Sea X un espacio completamente regular y K ¢ X un subconjunto
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compacto. Si U es un entorno abierto de K, mostrar que existe

0 x € K

f: X — I continua tal que f(x) = { 1 x € X-U.

8. Sea {Xi}1EI una familia de espacios topolégicos
a) Si X1 es T1 para tode i € I entonces J X es Tl.

b) Si Xi es regular para todo i € I entonces I X es regular.

c) 81 Xl es completamente regular entonces igIXj es completamente

regular.

9. a) La imagen de un espacio normal por una funcién continua y
cerrada es un espacio normal.

b) a) Deja de cumplirse si la funcién no es cerrada.

10. El1 producto de espacios normales puede no ser normal. Para
ello considere R® con la topologia producto y R con la topologia
generada por los intervalos semiabiertos [a,b). Ademas este

espacio es regular y no es normal.

11. a) La imagen de un espacio localmente compacto por una
funcién continua y abierta es localmente compacto.
b) a) deja de cumplirse si la funcién no es abierta.

12. a) Si A es un subconjunto denso de un espacio topolégico y U
es abierto, entonces U c (A n U)".

b) Si X es un espacio T2 e Y es un subespacio localmente compacto
entonces Y es abierto en X.

c) Si X es un espacio localmente compacto regular e Y es un
subespacio abierto de X, entonces Y es localmente compacto.

13. Sea {Xi}iEI

a) Si una cantidad infinita de espacios coordenados no son

una familia de espacios topolégicos.
compactos entonces todo subconjunto compacto de iglxi tiene

interior vacio.

b) 1E}X1 es localmente compacto sii tedos los X1 son localmente
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compactos y todos, salvo un numero finito, son compactos.

14. a) Dar sobre el conjunto de los numeros reales una topologia
que lo haga compacto y TZ

b) Si una topologia hace de un conjunto X un espacio compacto y
Tz’ ninguna otra topologia estrictamente mads fina o estrictamente
menos fina hace de X un espacio compacto y Tz'

15. Sea X un espacio T2, regular que no sea normal, y sean A, B
dos cerrados disjuntos tales que todo entorno de A corta a todo
entorno de B. Sea

A={(x,x): xeX} yR=AU (A x A).

a) R es cerrado en X x X y el espacio cociente (X x X)/R es un
espacio T2 que no es regular.

b) Si S=AU (A x A) U (B x B) entonces S es cerrado en X x X
pero (X x X)/S no es un espacio Ta'

16. E1 producto de espacios paracompactos puede no ser

paracompacto. Considere R en 1la topologia generada por los

intervalos semiabiertos [a,b). R’ con la topologia producto es

regular, Lindeldff y no es normal (luego no es paracompacto).

17. Probar a) (R™)
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CAPITULO VI

INMERSION Y METRIZACION

A
1. Teoremas de inmersion en cubos.

Un cubo es el producto cartesiano de intervalos unitarios
cerrados. Esto es, un cubo es el conjunto
*={fA I, 1= [0,1]} con 1la topologia de la convergencia
puntual. El cubo se usa como un espacio canénico, conocemos sus
propiedades topolégicas y nos interesa describir aquellos espacios
topolégicos que son homeomorfos a subespacios de cubos.

7.1.1. Sean X e {Yi}iEI espacios topolégicos y sea
F = {fi: X — Yi: fl es continua}lEI. Consideramos Y = igIY1 con la
topologia producto y denotamos con f: X — Y = 1E}Yi a la funcién
natural definida por

f{%) (1) = fl(x)

Definici;n. Diremos que la familia ¥ separa puntos de cerrados si
para cada A cerrado en X y x ¢ A existe fi e §F tal que
fi(x) ¢ f;TIT.

Diremos que la familia ¥ distingue puntos de X si para cada par
de puntos x # y en X existe fi € ¥ tal que fi(x) # fi[y}.

7.1.2. Lema de Inmersion. Seguimos con la notacién anterior

(1) La funcién f es continua.

(1i) Si ¥ distingue puntos de conjuntos cerrados de X
entonces f es abierta sobre f(X).

(i11) f es una biyeccién sobre f(X) sii ¥ distingue puntos
de X.

f
Demostracion: (i) Es claro que f es continua pues piof = f‘1 para
todo i € I.

100



(ii) Sea U abierto en X y probaremos que f(U) es abierto en
f(X). Seay e f(U), y = f(x) con x € U. Luego, x ¢ X-U existiendo
f €9 tal que fj(x) & fITY:UT. Si

V= fy e Yoy e F DR = p )t (Y -F 1),
el cual es abierto en Y, mostraremos que f(U) =V n f(X) y en
consecuencia f(U) es abierto.
Es claro que f(U) ¢ V n f£(X). Para la inclusién inversa, si
z = f(x ) con z, = fj[xol Z f;TX:UT, tenemos que f}(xo} & fJ(X—U) y
en consecuencia, X, ¢ X-U; o sea X, € Uy z = f[xol e f(U).

(iii) es inmediato que f es inyectivo si ¥ distingue puntos
de X. [

7.1.3. Teorema de Inmersion 1 (de Tijonov). Un espacio topolégico X
es completamente regular y T1 sii X es homeomorfo a un subespacio de
un cubo.

Demostraci;n: Es claro que si X es homeomorfo a un subespacio de un
cubo es completamente regular y T1 Ya que un cubo tiene estas
propiedades.
Reciprocamente, sea ¥ = {f: X — I: f es continua}. Veamos que ¥
distingue puntos de cerrados. Si A es cerrado en X y x € X-A, que
es abierto, existe f: X — I continua tal que f(x) =0 y f(A) = 1
pues X es completamente regular. Luego f(x) ¢ f(A)” (£(A)” = {1}).

Como X es un espacio T1’ es claro que ¥ distingue puntos y por
el Lema de Inmersién, la funcién

F: X > 1%, F(x)(f) = £(x),

es un homeomorfismo sobre el subespacio F(X) del cubo Ig. (]

7.1.3. Teorema de Inmersion 2. (de Urysohn). Un espacio topolégico
X es regular, Hausdorff y T1 sii X es homecmorfo a un subespacio de
un cubo IIN (producto numerable de intervalos unitarios cerrados I).

Demostracion: Es claro que un subespacio de un cubo IIN es regular,

T1 y N2 pues I[M tiene estas propiedades.

Reciprocamente, mostraremos que existe una familia numerable de
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funciones continuas de X en I que separan puntos de cerrados de X.
Para ello, sea B una base numerable de la topologia de X y
sea 4 = {(U,V): U Ve By UcV}. Esta familia es no vacia (X es
regular) y ademéds es numerable. Notemos que por 6.2.2., X es un
espacio normal, y por Teorema 6.2.3., para cada par (U,V) € d existe
fmv: X — I continua tal que f(U) =0, f(X-V) =1 (Un X-V = 2).

Luego ¥ = {fU,v: (U,V) € 4} es una familia numerable de funciones
continuas que distingue puntos de cerrados de X. En efecto, si A es
cerrado y x & A, por definicién de base y por la regularidad, sea

(Usvyied tal qgue x € U gV & X-A T c™). Por definicién fu v

satisface fu,v[X] =0 ¢ fU,viAi {fu,v(A) = 1).
Nuevamente por el Lema de Inmersién, la funcidn
A\ =
Pie 5 T (ST s e eyee fe ol i
def'ine un homeomorfismo de X sobre su imagen. ]

2. Espacios metrizables.

Recordamos que un espacio topolégico X se dice metrizable si la

topologia de X es inducida por una métrica en X.

7.2.1. Definicion. Dos métricas p, d en X son llamadas equivalentes

si las topologias métricas Iinducidas por p y d coinciden.

7.2.2. Proposicion. Una condicién necesaria y suficiente para que
dos métricas p y d sean equivalentes en X es que para cada X, e Xy

£ > 0 las siguientes dos condiciones se cumplan:

= : < 8 2
(1) 3 61 Sl{xo,e}. p{xo,x] 61 = d[xo,x] €.
@) 3 62 = éz{xo,c}: d(xo.x) R8s p(xo,x] < £,
Demostracion: La prueba es inmediata teniendo en cuenta que las

topologias métricas tienen por base las bolas abiertas
{Bp(x,r]: x e X, r >0}y {Bd(x,r]: x € X, r > 0}. =

7.2.3. Corolario. Sea (X,d) es un espacio métrico. Entonces para

cada M > 0 existe una métrica Py equivalente a d tal que pH[x,y} =M
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para todo (x,y).

Demostracion: Basta definir pn(x,y) = min {M,d(x,y)}. P, ©s una

métrica sobre X la cual es equivalente a d. [ ]

7.2.4. Propiedades de las topologias métricas.
Ya hemos estudiado muchas de las propiedades topolégicas de los
espacios métricos y de algunos espacios en particular,

- Metrizabilidad es un invariante topolégico.

- Todo subespacio Y de un espacio metrizable X es metrizable.
Si d es la métrica que induce la topologia de X, d’ = d|YKY induce
la topologia relativa de Y.

- Todo espacio metrizable es N1 (1:1:1)5

- Todo espacio metrizable es T2 Y en consecuencia es T1'
E1.1.5Y,

- Todo espacio metrizable es regular y normal (Ver 6.1.2. y
B:2:1. ).

— Todo espacio metrizable es paracompacto (Ver [D], pag. 186 6
[K] pag. 184).

- R" es metrizable.

- 81 X }14 es una familia finita de espacios metrizables

CE

entonces X = M X , con la topologia producto, es metrizable.

; IR |

Si d, (i =1,...n) define la topologia de X, la distancia d,
n

n
definida por d(x,y) = {E di(xi,yl}z]u2 si X = (xl,...,x ) e
1=1

= {yl,...,ygl, induce la topologia de X.

Mas generalmente tenemos.
r

7.2.5. Proposicion. Si {Xn}nem es una familia numerable de
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n
espacios metrizables entonces X = 151Xn, con la topologia producto,

es metrizable.

Demostracion: Sea dn la distancia que define la topologia de Xn
(n € N), y supongamos, por 7.2.3., que d_ = ﬂ% (esto es, V x,y € X,
2

d (x,y) = 3).

Definimos d en X de la siguiente manera,
d(x,y) = sup {dn[xn,y“): nelN si x= [xn) ey = {yn]

Es facil ver que d es una distancia en X. Veamos ahora que d induce

la topologia producto.

Sea x € X y sea U en la base de la topologia producto. O sea,

n
U= g U con U = { Bn[xn'rn) neJ , donde J ¢ N es finito.
neN "n n X W i

n
Sirs= ?é? r, es claro que B(x,r) < U. Luego la topologia producto
es menos fina que la topologia métrica.

Reciprocamente, sea x € X, y r > 5 2 Si
antxh) = sup {dn(xn,yn): X, ¥, € Xn}.

6n(Xn) — 0 (pues dn = —%) y en consecuencia, existe n, € N tal que
2
A
Sn(X“) < 5 sl n = n,.

n

Si Ul = Bl[xi,r/Z) i= 1,...,n0 y U= nENUn donde U; = Xn para

nzn, tenemos que U c B(x,r). En efecto, si y € U se cumple que
P r :
dn(xn.yn) < 7 para = n. r? sea dn(xn,yn) <5 cualesquiera sea n, Yy
en consecuencia d(x,y) = 5 < . u
’
7.2.6. Proposicion. Sea {Xl}iEI una familia de espacios topolégicos
n

cada uno de ellos con mas de un punto. Si X = T.X con la

p=1"1
topologia producto es metrizable entonces X1 es metrizable para todo

i € I, y ademas la familia de indices I es numerable.

Demostracion: Supongamos que X e€s metrizable, y sea X = (xp)
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con x? € Xi (i e€eI). Para cada je I, la inclusién

0 ‘ "
£+ X 5% X, — (%) con X, = { s s B J,
J ] ) i i _

xJ i=3]

es un homeomorfismo de Xj sobre un subespacio de X y la distancia dJ
en XJ, inducida por 1]' define la topologia de XJ.

Como X es N1 (por ser metrizable), sea {Vn} ey Una base

numerable de entornos de X Para cada ne€ N, sea I(n) ¢ I un
[+ 4]
subconjunto finito tal que x e BI(n} c Vn donde BI(n} = iglUi con
Ui = { Xi i¢I(n) donde U? es abierto en Xi'
U’: i € I(n)
Notemos que J = YN I(n) es numerable. Si I no fuera numerable
tendriamos J g I y existira i0 € I tal que '10 ¢ J. Como X
0
contiene mas de un punto, sea Ui entorno abierto de xf en Xi tal
0 8.
que U g X - Entonces el abierto U definido en X por U = UL
0 0 B
X i=1i ;
donde Ui = i 0, es un entorno abierto de X, tal que
X i=1
i o]

o}
V; ¢ U para todo n, lo cual contradice el hecho que {Vn}nEEN es base

de entornos de X Luego I es numerable. =

Estamos en condiciones de caracterizar los espacios
metrizables.

7.2.7. Teorema. Si X es un espacio topolégico Ti, las siguientes
propiedades son equivalentes.

(19 X es regular y 2do. axioma.
(ii) X es homeomorfo a un subespacio de un cubo Iw.

(iii) X es metrizable y separable.

Demostracion: Es inmediato de Teorema 7.1.3, de las propiedades de
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I[M y de Proposicién 1.4.3. ]

En general, un espacio topolégico X es metrizable sii X es T1’
regular y la topologia tiene una base B = YN Bn donde cada Bn es
una familia localmente finita. Ver [K] pag. 1489.

3. Otras propiedades de los espacios metricos.

En 1.4.5. vimos que si X es un espacio N2 entonces es
Lindelsff, o sea de todo cubrimiento por abiertos de X puede
extraerse un subcubrimiento numerable. Veamos que si X es métrico
se cumple la reciproca. Luego en un espacio métrico separable, N2 y

Lindeloff son equivalentes.

’
7.3.1. Proposicion. Si X es un espacio métrico que es Lindeloff
entonces X es separable (luego Nzl

Demostracion: Mostremos que para cada £ > 0 existe un conjunto D(e)
numerable con la siguiente propiedad:

Para cada x € X existe X. € D(e) tal que d[x,xe} < g.

En efecto, como X =U({B(x,e): x € X} y es Lindelsff,
X =y, B(x ,e). Si definimos D(e) = U {x}, D(e) tiene Ila
n n n n

propiedad deseada.

Para mostrar que X es separable sea D = n§1 D(%), D es
numerable y mostremos que es denso. Para ello sea x € X y &€ > 0.
Si n satisface que B(x,%) c B(x,e) entonces D{%) satisface que

1 1
existe X € D(E) tal que d(x,xn) < & Luego X € B(x,e) y

B(x,e) nD # @, n

7.3.2. Definicion. Una sucesién {x } en un espacio métrico (X,d) se
dice que es de Cauchy si para todo £ > 0 existe n, € N tal que
d[xn,xm) <e€sin m =Zn. Un espacio métrico se dice completo si

0
toda sucesién de Cauchy converge.
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Mostramos ahora el teorema de Baire para espacios métricos
completos.
7.3.3. Teorema. Si (X,d) es un espacio métrico completo entonces

la interseccién de toda familia numerable de subconjuntos abiertos
densos de X es denso en X.

Demostracion: Sean {Vn}neﬂ‘i con Vn subconjuntos abiertos densos en
X. 51 W# ¢ es un abierto en X, mostraremos que oy Vn tiene un
punto en W.

Como V1 es denso, W n Vl es un conjunto abierto no vacio, y en
consecuencia existen X, yr, tales que

(1) B(xl,rl) c Wn V1 y 0< 5, < 1.

i =
Sin 2 :\\:n‘1 ¥ ..

Vn n B(xwd,rn_l) # @ y podemos encontrar X yr, satisfaciendo

son elegidos, la densidad de Vn muestra que

(2) Bx,r) ¢V nB(x ,,r ) y 0<r <1.
n n n n-1 n-1 n

Por induccién, esto proceso produce una sucesién de Cauchy {xh}
en X. En efecto, si 1 >ny j > n, la construccién muestra que X,y
xj ambos pertenecen a B[xn,rn) y luego d(xi,xj] <2 r < 2N
Por la completitud de X existe x € X tal que X — X

Como X, € B(xn,rn) si 1 > n, resulta que x ¢ B(xn,rn) , ¥ en
consecuencia x € Vn por (2). Usando (1) tenemos que X € W, lo cual
completa la prueba. =

7.3.4. Corolario. En un espacio métrico completo, la interseccién
de una familia numerable de Ga‘s densos es un Ga.

Demostracion: Esto resulta del teorema, ya que todo G6 es la
interseccién de una collecién numerable de conjuntos abiertos y la

union mumerable de familias numerables es numerable. [ ]

Finalizamos esta seccién con un diagrama de 1las nociones
topolégicas, y relaciones entre ellas, mas importantes discutidas en
estos capitulos; los espacios son siempre Hausdorff.
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Hausdorff

Regular

i

Completamente regular

)

Noqﬁél Tﬁ&::ttb

Paracompacto Localmente compacto

HetriéZEZe Fsa::::r ;:::;B

Regular Lindeloff Baire
Métrico Separable Compacto ’
Métrico compacto ::::;> Métrico Completo

Observacién: sin hipétesis adicionales, en general no se cumplen las

implicaciones inversas.
4. Variedades topolégicas.

I
7.4.1. Definicion. Un espacio topolégico Hausdorff X se dice que es
una variedad topolégica de dimensién n si para todo x € X existe un
entorno de x que es homeomorfo a un abierto de R".

7.4.2. Ejemplos.

- R%, s", RP", T" son variedades topolégicas.

- Con la topologia relativa de Rz, la figura ocho no es una
variedad topolégica.

- Si X es una variedad topolégica conexa la dimensién de X esta
bien definida. Esto se deduce del hecho que un abierto de R™ no
puede ser homeomorfo a un abierto de R™ s1 n # m. Este resultado no

es trivial y se prueba con herramientas de Topelogia Algebraica.
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Como las variedades topolégicas son localmente euclideas, ellas
son localmente compactas, regulares, localmente conexas y localmente
conexa por curvas. Ademas son N1 ¥ localmente metrizables. En una
variedad topolégica los conceptos de conexién y conexién por curvas
son equivalentes (Proposicién 3.7.5).

El siguiente teorema muestra que en una variedad topolégica
conexa, ademds de metrizabilidad, paracompacidad y 2do. axioma son
equivalentes.

7.4.3. Teorema. Sea X wuna variedad topolégica conexa. Las

siguientes condiciones son equivalentes.
(1) X es N,
(ii) X es metrizable.

(iii) X es paracompacto.

Demostraci;n: (i) » (ii) Resulta del Teorema 7.1.3. ya que X es Nz'
regular y Tl.

(ii) = (iii) Ver [D] pag. 186.

(1ii) = (i) Por ser X una variedad topolégica paracompacta,
eXiste un cubrimiento U de X por abiertos de clausura compacta
homeomorfos a abiertos de R", que es localmente finita (primeramente
se cubre X por abiertos de ese tipo y se toma un refinamiento
abierto localmente finito de dicho cubrimiento).

Sea Uo uno de esos abiertos; cubriendo ﬁ6 por entornos abiertos
que cortan a U a lo sumo en una cantidad finita (U es localmente

finita), por ser ﬁﬁ compacto, ﬁb interseca a lo sumo una cantidad

finita de abiertos de U que los denotamos por U, U2,...,U . De la
1
misma forma tenemos que Uﬁ V] U1"' U U; (es compacto) interseca un
1
namero finito UL G =5 Un del cubrimiento U. Continuando con
1 2

este proceso por induccién, obtenemos

n
U=O, U 0’0 v O T ..., =8
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igualdad que se cumple por construccién de los Ul’s.

Claramente U es abierto. También es cerrado pues, como U es
localmente finita, 1la familia {Ul}'::'EI c U también es localmente
finita y U = 1§0 U, = U

Como X es conexo, X = 1§0 U1 es una unién numerable de abiertos

homeomorfos a R", luego unién numerable de abiertos l'wl2 y en

consecuencia X es Nz‘ o]
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EJERCICIOS

1. Si (X,d) es un espacio métrico, probar que la funcién distancia d
es continua.

2. Probar que metrizable es una propiedad topolégica.

3. Si {X}]_, es una familia de espacios metrizables, entonces
n

1E1Xi’ con la topologia producto, es metrizable.

4. si (X,d) s un espacio métrico probar que d’ = d define una

1+d
metrica en X equivalente a d.

5. Sea . Rzo — R una funcién no decreciente tal que
f(x) =0 e x =0y fix+ty) = f(x) + f(y).

Si (X,d) es un espacio métrico y p(x,y) = f(d(x,y)) entonces p
es una métrica sobre X que es equivalente a d.

6. Sea f: X — Y continua. Si X es compacto y metrizable e Y
Hausdorff entonces f(X) es metrizable.

7. Sea (X,d) e (Y,p) espacios métricos. Una funcién f: X — Y es
r
una isometria sii

d(x,y) = p(f(x),f(y)) para todo par x,y € X.

Probar que una isometria es un homeomorfismo sobre su imagen.

8. Sea II con la topologia producto.
a) Probar que II es compacto, Hausdorff, conexo y normal.
. _ 41 . _ :
b) 81 A = {H' n € N} entonces 1EIA1 donde A = A (i €eI) es un
subespacio de II que no es normal.
9. Sea X un espacio métrico. a) Si {xn} es de Cauchy, y alguna

subsucesién converge a x, entonces {x } converge a X.
n

b) Si X es un espacio compacto entonces X es completo.
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