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Agradecimientos

Sin dudas la �nalización de esta estapa de mi vida es consecuencia de un sin número de
factores. La astronom�́a es también sin dudas una pasión para m�́, algo que hago con mucho
cariño y perseverancia. He disfrutado mucho de esta etapa de mi carrera, en perspectiva, tanto
de los triunfos como de las frustraciones. Es una etapa durante la cual además de formarme
como investigador, se ha moldeado parte de mi carácter. Como persona estoy seguro que no
hubiera llegado a esta meta sin tantas personas que me rodearon y contuvieron en diversas
ocasiones, a ellos quisiera especialmente agradecerles.

A mis padres por el apoyo brindado, incondicionales mamá y papá que desde aquellos
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RESUMEN

La determinación de parámetros orbitales de sistemas exoplanetarios a partir de datos de
velocidad radial es un proceso complejo. Mientras que los primeros candidatos a exoplanetas
eran rutinariamente observados durante varios per�́odos antes de ser publicados, en la actua-
lidad los candidatos planetarios son publicados incluso cuando las observaciones cubren tan
solo un per�́odo.

Un requisito fundamental para cualquier estudio dinámicoes la disponibilidad de valores
con�ables para las masas y parámetros orbitales. Debido a que muchas veces los resultados
de los ajustes orbitales son muy sensibles al método numérico y/o conjunto de datos, pre-
cisamos una estrategia que pueda identi�car los extremos globales de la función residual y
debemos estimar de alguna forma los niveles de con�anza en los parámetros determinados.
Las caracter�́sticas altamente no-lineales de las ecuaciones involucradas impiden asumir erro-
res Gaussianos en sus parámetros. Es por ello que las desviaciones estándar que se encuentran
en publicaciones, generalmente muestran valores subestimados. La ausencia de una solución
orbital con�able ha dado origen a estudios dinámicos más generales, que no se restringen
sólo al análisis de una única condición inicial.

El presente trabajo explica y desarrolla estrategias de búsqueda de m�́nimos globales para
funciones no-lineales como as�́ también las estrategias de evaluación de errores. Particular-
mente centramos nuestra atención en el sistema HD82943 pordos razones: primero porque
está demostrado que los mejores ajustes orbitales de este sistema muestran un comporta-
miento dinámicamente inestable, implicando que no es consistente con la con�guración real
de los planetas; segundo, porque ya fue estudiado por variosautores proveyendo una buena
base con la cual comparar nuestros resultados.

Finalmente en la última parte del presente trabajo, abordamos la generación de datos
sintéticos para planetas que se encuentran en resonanciasde movimientos medios. Nuestros
resultados permiten explicar algunas de las posibles caracter�́sticas en la distribución de ele-
mentos orbitales, que indican tendencias a sobreestimar parámetros como excentricidades y
amplitudes de oscilación de los ángulos resonantes.

La metodolog�́a desarrollada fue aplicada a otros sistemasplanetarios y a otras técnicas de
detección. El presente trabajo abrió muchas posibilidades de investigación que se encuentran
en curso actualmente, como la determinación de parámetros planetarios en sistemas estelares
binarios, análisis de detección para planetas en resonancia de movimientos medios 1:1 y
análisis de las variaciones entre los tiempos consecutivos de tránsitos de un planeta, debido a
la presencia un compañero no identi�cado.

Palabras Clave: Planetas extrasolares. Detección. Dinámica. Algoritmos genéticos. Minimi-
zación multiparamétrica no-lineal.
Clasi�caciones:
97.82.-jExtrasolar planetary systems.
97.82.CpPhotometric and spectroscopic detection
95.75.-zObservation and data reduction techniques; computer modeling and simulation
02.50.Ng.Monte Carlo methods in probability theory and statistics
02.60.-x.Numerical methods (mathematics)
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ABSTRACT

The determination of mass and orbital parameters for exoplanetary systems from radial
velocity data is a complex process. While early planet candidates were routinely observed for
multiple periods before publication, recently the planet candidates have been published when
observations span only a single orbital period.

A fundamental requirement for any dynamical study is the availability of reliable values
for these parameters. Since the outcome of orbital �ts are usually very sensitive to numerical
method and/or the data set, we need a strategy that can identify the global extreme for resi-
dual function and estimate the levels of con�dence in the orbital parameter space. The highly
nonlinear character of the equations, prevent the usual assumption of a Gaussian distribution
of errors. This is why the standard deviations found in publications generally show unde-
restimated values. The absence of a reliable orbital solution has given rise to more general
dynamical studies, which are not restricted to the analysisof a single initial condition.

This work explains and develops strategies for �nding global minima for non-linear func-
tions as well as assessment strategies for errors evaluations for these problems. In particular
we focus on the system HD82943 for two reasons: �rst because it is shown that best �ts in the
system systematically correspond to dynamically unstablebehavior, implying that is not con-
sistent with the actual con�guration of the planets. Second, because it was previously studied
by several authors providing a good base from which to compare our results.

Finally in the last part of this work, we address the generation of synthetic data for pla-
nets that are in mean-motion resonance. Our results explainsome of the possible features
in the distribution of orbital elements that show trends to overestimate parameters such as
eccentricities and amplitudes of oscillation of the resonant angles.

The tools developed throughout this work were applied to other planetary systems and
other detection techniques. This work has opened many possibilities for research that are
currently under way, such as the determination of planetaryparameters in tight binary ste-
llar systems, analysis of detection of planets in 1/1 mean motion resonance and analysis of
changes between consecutive transit times of a planet, due to the presence of an unidenti�ed
companion.
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1.3.6.5. Expansiones El�́pticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1.3.7. Efecto Rossiter-McLaughlin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 36
1.3.7.1. Ecuaciones para modelar el efecto RM . . . . . . . . . . . 39

1.4. Efectos de Selección y L�́mites de detección . . . . . . .. . . . . . . . . . . 42
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3.6.1. Análisis dinámicos en soluciones Jackknife y Grilla . . . . . . . . . . 109
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Caṕ�tulo 1

Introducci ón

La pregunta acerca de la existencia de otros mundos ha estadopresente en la historia de
la humanidad por milenios, pero sólo la evidencia cient�́�ca reciente pudo con�rmar lo que
muchos otros han anticipado: los planetas existen y son comunes fuera del Sistema Solar. El
primer descubrimiento de otro sistema planetario fue en 1992 con la detección de dos planetas
tipo terrestre (siendo sus masas de 2.8M � y 3.4M � ) orbitando el pulsar PSR 1257+12. Sin
embargo, este hallazgo no recibió toda la atención que se podr�́a haber esperado, probable-
mente debido al hecho de que estos dos planetas orbitan una “estrella muerta” muy diferente
al Sol y poseen menos probabilidad de albergar vida en su vecindad.

Recién cuando Michel Mayor y Didier Queloz (1995) descubrieron el primer planeta
extrasolar orbitando una estrella de secuencia principal,el mundo abrió los ojos a este nuevo
hito histórico. Desde entonces se han sucedido en ritmo creciente los descubrimientos de
nuevos planetas y hasta abril de 2010 se han detectado 386 sistemas planetarios que contienen
un total de 453 cuerpos planetarios, con cuarenta y cinco sistemas que contienen más de un
planeta. El catálogo actual de planetas extrasolares es actualizado en forma continua e incluye
una inmensa cantidad de sistemas que poseen las más variadas caracter�́sticas orbitales. Más
allá de los esfuerzos en la búsqueda de planetas del tamaño terrestre en la actualidad, los
datos observacionales en sistemas múltiples tienen implicaciones importantes para modelos
de formación planetaria, proveyendo indicios importantes acerca del rol que tienen diferentes
mecanismos as�́ como su evolución dinámica.

Sin dudas es necesario el conocimiento de las técnicas que posibilitan dar las caracter�́sti-
cas del movimiento de estos nuevos mundos. Como es de esperar, estas técnicas de obser-
vación astronómica tienen asociadas errores y limitaciones. Es objetivo del presente cap�́tulo
describir tales técnicas y repasar cuales son las caracter�́sticas planetarias que podemos ob-
tener con ellas. Más adelante nos dedicaremos al análisisde los datos y a extraer la máxima
cantidad de información disponible en los mismos.
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1.1. Descubrimientos de exoplanetas

Las especulaciones de planetas orbitando otras estrellas datan de, al menos, principios del
siglo XVIII. En el art�́culoGeneral Scholium, publicado en 1713, Isaac Newton razona:“y
si las estrellas estrellas �jas son los centros de otros sistemas parecidos, estos se formaron y
est́an sujetos al dominio de sus estrellas”1.

Aseveraciones acerca de la detección de exoplanetas datandel siglo XIX. Una de las pri-
meros involucra a la estrella binaria70 Ophiuchi. En 1855 el Capitan Jacob, trabajando para
el Observatorio de Madras, reportó que las anomal�́as orbitales hac�́an “altamente probable”
que exista un cuerpo planetario en este sistema. Más tarde,See (1896) de la Universidad de
Chicago, a�rmó que las anomal�́as orbitales probaban la existencia de un cuerpo oscuro en el
sistema de70 Ophiuchicon per�́odo de 36 años alrededor de una de las estrella. Sinembargo
Ray Moulton seguidamente publicó un trabajo probando que dicho sistema de 3 cuerpos con
aquellos parámetros orbitales ser�́a altamente inestable (Sherril, 1999). Durante 1950-1960
Van de Kamp hizo una prominente serie de anuncios de detecci´on, esta vez para planetas or-
bitando la estrellaBarnard. Más tarde se corroboró que estos reportes iniciales eranerróneos.
Recientemente Bailes et al. (1991) anunciaron descubrir unplaneta en órbita alrededor del
pulsar PSR 1829-10, usando variaciones en el tiempo entre los pulsos. El anuncio recibió una
atención inusitada, pero pronto el equipo de trabajo se retractó (Lyne y Bailes, 1992).

El primer descubrimiento con�rmado fue realizado en 1988 por el grupo de astrónomos
canadienses Campbell, Walker y Yang. Sus observaciones de velocidad radial suger�́an que
un planeta orbitaba la estrellaGamma Cephei. Los descubridores se mantuvieron cautelosos
acerca del anunciar una detecciónplanetaria real y un escepticismo generalizado persistió en
la comunidad astronómica por varios años. Esto fue fundamentalmente debido a que las ob-
servaciones estaban en el l�́mite de las capacidades instrumentales de la época. Otra fuente
de confusión fue que algunos posibles planetas podr�́an ser de hecho enanas marrones, obje-
tos intermedios entre los planetas y las estrellas. Subsecuentes trabajos de Lawton y Wright
(1989) y Walker et al. (1992) trataron de esclarecer la situación del sistema. Sin embargo, se
debió esperar hasta 2003, donde el grupo de Hatzes con�rmóla existencia de un planeta, con
las técnicas mejoradas de velocidad radial.

A principios de la década del 90 los radio-astrónomos Wolszczan y Frail (1992) anuncia-
ron el descubrimiento de planetas alrededor del pulsar PSR 1257+12. El descubrimiento fue
rápidamente con�rmado y es generalmente considerado la primer con�rmación de�nitiva de
exoplanetas. Se cree que estos planetas alrededor del pulsar se formaron de remanentes inu-
suales de la supernova que produjo el pulsar, en una segunda etapa de formación planetaria, o
incluso podr�́an ser los remanentes rocosos de planetas gigantes gaseosos que sobrevivieron
a la explosión de la supernova y luego cayeron en espiral hacia sus órbitas actuales.

El 6 de octubre de 1995 los astrónomos del Observatorio de Ginebra, Didier Queloz y
Michael Mayor, anunciaron la primer detección de�nitiva de una exoplaneta orbitando una
estrella de secuencia principal,51 Pegasi, inaugurando la era moderna del descubrimiento
de exoplanetas. Los avances tecnológicos, más notables en las técnicas de alta resolución

1el texto original puede ser consultado en:
http://en.wikisource.org/wiki/TheMathematicalPrinciplesof NaturalPhilosophy(1729)/GeneralScholium.

 http://en.wikisource.org/wiki/The_Mathematical_Principles_of_Natural_Philosophy_(1729)/General_Scholium
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Figura 1.1: Histograma de detecciones anuales de exoplanetas hasta abril del 2010. En el año en curso se estima
un total de 120 planetas a descubrir (ver texto para más detalle).

espectroscópica, abrieron el camino hacia una gran cantidad de nuevos descubrimientos.

Si bien las técnicas espectroscópicas dominaron los descubrimientos en los últimos 15
años, durante los últimos 4 años se han mejorado las técnicas de detección por tránsito y
se esperan aún más decubrimientos una vez procesados los datos de las misiones espaciales
Corot y Kepler.

Al 14 de abril de 2010 se conocen 379 sistemas planetarios totalizando 446 planetas y
con 45 de esos sistemas planetarios con más de un cuerpo alrededor de la estrella central.
Estos números se incrementan continuamente y la Figura (1.1) muestra la cantidad de descu-
brimientos por año desde las primeras detecciones. Los colores están asociados a las técnicas
utilizadas, donde vemos que el azul (para velocidad radial)es ampliamente dominante con
casi un 85%del catálogo, seguido por el verde (para tránsitos) representando casi un 10%de
la muestra. Las otras técnicas como variaciones de tiempo de pulsar (5 planetas, en violeta),
detección por imagen directa (11 planetas, en marrón) y microlente gravitacional (9 plane-
tas, en naranja) tienen representación despreciable. En la actualidad dos páginas de internet
mantienen actualizado el catálogo de exoplanetas, constituidas por recompilaciones de datos
generales:

www.exoplanet.eua cargo de Jean Schneider del Observatorio de Par�́s.

www.exoplanets.orgactualizada por Jason Wright, Geoff Marcy y el consorcio del
California Planet Survey.

Más allá de que el número total de exoplanetas no coincidaentre ellas, cabe destacar que si
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Figura 1.2: Histogramas de excentricidades de los exoplanetas según datos de los 2 catálogos mencionados.
Sólo se tomaron exoplanetas detectados con Velocidades Radiales. El primer bin del grá�co de la izquierda
muestra la mayor diferencia apreciable entre ambos catálogos (Realizado el 14/4/2010).

se comparan los parámetros orbitales entre ambas fuentes existen diferencias signi�cativas;
por lo tanto cuando se utilicen parámetros para realizar estad�́stica se deben recon�rmar las
fuentes de los datos. A modo de ejemplo mostramos en la Figura1.2 los histogramas de
todos los planetas detectados con técnica de velocidad radial al 14 de abril de 2010. Existe
una diferencia apreciable en el primer bin del histograma: mientras que en el grá�co de la
izquierda aparentemente no existen exoplanetas con excentricidades desde 0 hasta 0.1, en
el histograma de la derecha se encuentran unos 75 exoplanetas dentro del mismo rango de
excentricidades2.

1.2. ¿Qúe es un exoplaneta?

Desde los primeros descubrimientos de planetas alrededor de otras estrellas se planteó la
necesidad de de�nir más precisamente que es un planeta. Se podr�́a de�nir básicamente un
exoplaneta como un planeta orbitando a una estrella distinta de nuestro Sol. Por lo tanto
primero debemos de�nir que es una estrella.

Tradicionalmente se de�n�́a una estrella como: un objeto capaz de realizar fusión de
hidrógeno en su interior. Sin embargo estrellas denominadasenanas marronessiempre de-
sa�aron esta distinción: demasiado pequeñas para sostener la fusión del hidrógeno, aunque
tienen la habilidad de fusionar el deuterio. No obstante debido a la escasez de tal isótopo, este
proceso perdura sólo una �́n�ma parte de la vida de la estrella (unos 100 millones de años) y
por lo tanto cuando son descubiertas han cesado dicha fusión mucho tiempo antes. La masa
m�́nima de las enanas marrones es unas 13 masas de Júpiter (M jup ), para objetos de metali-
cidad solar. Spiegel et al. (2010) mostraron, mediante la utilización una variedad de modelos
de objetos subestelares, que este l�́mite puede variar desde unas11M jup hasta16M jup depen-

2Dicha discrepancia fue personalmente discutida con J. Wright quién no supo explicar su origen.
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diendo de su metalicidad. Debido a que muchasenanas marronesorbitan otras estrellas y a
que no producen reacciones nucleares al momento de detectarse deber�́an ser descritas como
planetas según la de�nición del primer párrafo.

Recientemente, se encontraron objetos en cúmulos estelares jóvenes que tienen masas
menores que las requeridas para sostener cualquier tipo de reacción. Ellos parecen�otar
libres en el mediointra-cúmulo, debido a que no están ligados gravitacionalmente a otros
miembros del mismo. Estos objetos han sido denominados “planetas �otantes libres”, porque
según algunas hipótesis de su formación pueden haber sido eyectados del sistema estelar
donde se formaron (Boss et al. 2003). Sin embargo, otra posibilidad es que su formación sea
causada por un auto-colapso a partir de una nube primordial (Whitworth y Zinnecker, 2004).

Debido a estas ambigüedades, en 2003, la IAU (Unión Astronómica Internacional) de�-
nió en su grupo de planetas extrasolares (WGESP) lo siguiente:

En lugar de tratar de construir una de�nición detallada de qué es un planeta, de-
signado a cubrir todas las posibilidades futuras, el WGESP acordó restringirse
a si mismo en desarrollar una de�nición aplicable a los casos reclamados como
una detección, es decir: los relevamientos de velocidad radial para compañeros
de estrellas tipo solar (en su mayor�́a) y los relevamientosde imagen directas
paraobjetos �otantes libresen cúmulos de estrellas jóvenes. A medida que se
hagan nuevos descubrimientos en el futuro, el WGESP va a de�nir sus méritos
individuales y circunstancias y tratará de ajustar los nuevos objetos en la de�ni-
ción de “planeta”, revisándola cuanto sea necesario. Este es un enfoque gradual
de una de�nición que evoluciona, guiada por las observaciones que son las que
de�nen todo �nalmente. Enfatizando que es sólo una de�nición de trabajo, sujeta
a cambios a medida que se aprenda más sobre el censo de compa˜neros de baja
masa, se acordaron las siguientes a�rmaciones:

Los objetos con masas reales abajo del l�́mite de masa para fusión termonu-
clear del deuterio (actualmente calculado en 13M jup para objetos de meta-
licidad solar), que orbiten estrellas o remanentes de estrellas sonplanetas
sin importar cómo se hayan formado. La masa/tamaño m�́nima requerida
para un objeto extrasolar para ser considerado un planeta debe ser la misma
que la usada en nuestro Sistema Solar.

Los objetos subestelares con masas superiores al l�́mite demasas para la
fusión termonuclear del deuterio sonenanas marrones, sin importar cómo
se formen o dónde se localicen.

Los objetos �otantes libresen cúmulos estelares jóvenes, con masas infe-
riores al l�́mite de fusión termonuclear del deuteriono son planetas, sino
sub-enanas marroneso cualquier nombre que sea más apropiado (en algu-
nos trabajos recientes se denominanplanemos).

Al momento, 7 años después de la escueta de�nición de trabajo, no se ha avanzado sobre el
tema y parece ser su�ciente dicha de�nición. Por momentos la masa m�́nima está lejos del
alcance de las capacidades actuales de detección, mientras que la masa máxima parece ser un
buen punto de partida para de�niciones futuras.
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1.3. Técnicas de detección de exoplanetas

Si bien de forma teórica hay desarrolladas varias técnicas de detección, prácticamente el
95 % de los exoplanetas detectados son por técnicas de Velocidad Radial y Tránsitos (unos
440). Mientras tanto Imagen Directa (11), Microlente Gravitacional (Microlensing, 9) y Va-
riación en el tiempo de pulsaciones del pulsar (Pulsar Timing, 8) representan sólo el 5 %.
Existen otras técnicas como Astrometr�́a, que aún no producen descubrimientos, pues las li-
mitaciones tecnológicas no lo permiten. Cada una de las técnicas tiene sus puntos fuertes y
débiles pero por el momento basta con decir que ninguna técnica por s�́ sola brinda la informa-
ción total deseada y la combinación de varias es necesariapara estudiar distintos aspectos de
los planetas extrasolares y sistemas exoplanetarios. Haremos un breve repaso por las técnicas
haciendo especial hincapié en Velocidad Radial y Tránsitos debido a su importancia.

1.3.1. Astrometŕ�a

Este método consiste en medir precisamente la posición dela estrella en el cielo y medir
como la misma cambia en el tiempo. Si la estrella posee un planeta, la interacción gravitatoria
causará que la estrella se mueva alrededor del centro de masa del sistema. Debido a que la
estrella es mucho más masiva que el planeta, frecuentemente el centro de masa se encuentra
dentro del radio de la estrella. Si bien la técnica astrométrica es la más antigua de las desa-
rrolladas para buscar exoplanetas y se hizo popular debido asu éxito en caracterizar estrellas
binarias astrométricas, ninguno de los anuncios sobrevivió al escrutinio de otros astrónomos.
Desafortunadamente los cambios en la posición estelar sontan pequeños y las distorsiones at-
mosféricas como los errores sistemáticos tan grandes quelos telescopios en tierra no pueden
producir mediciones lo su�cientemente precisas. En 2002, el telescopio espacial Hubble, uti-
lizó posiciones astrométricas para caracterizar un planeta previamente descubierto alrededor
de la estrellaGliese 876.

Una de los principales potenciales de la técnica es su ventaja a ser más sensible en la
detección de planetas con órbitas más alejadas, haciéndola complementaria a otros métodos.
Sin embargo se requieren tiempos de observación largos (posiblemente décadas) para que
puedan ser detectados y completar observaciones de un per�́odo. En contraposición debido a
las limitaciones en la calidad de las observaciones sólo las estrellas más cercanas (20-25 pc)
son factibles de ser observadas con esta técnica desde la Tierra.

La Figura 1.3 muestra el desplazamiento del Sol debido al efecto del movimiento pla-
netario (de Júpiter y Saturno principalmente), visto a unadistancia de 10 pc; esta �gura se
denomina “wobble” de la estrella. La amplitud de este desplazamiento es de 500 microsegun-
dos de arco (mas). El desplazamiento debido a la Tierra presentar�́a una amplitud de 0.3mas
a la misma distancia. En la misma �gura, a la derecha se observa el wobble deHD 33636,
siendo esta una de las mejores determinaciones astrométricas que se poseen, utilizando el
Telescopio Espacial Hubble. Se observa que el movimiento detectado es aproximadamente
un orden de magnitud mayor que el producido a nuestro propio Sol.

Cada observación de la estrella debe proporcionar coordenadas celestes (�; � ), pero en la
imagen CCD poseen coordenadas estándares (�; � ) que se encuentran en el plano tangente a la
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Figura 1.3: Izquierda: Movimiento astrométrico del centro solar (wobble) alrededor del baricentro del Sistema
Solar debido a todos los planetas en un per�́odo de 50 años, desde una distancia de 30 años luz (Jones, 2008). El
c�́rculo a trazos muestra el movimiento del Sol sólo debidoa Júpiter. El tamaño del disco del Sol es mostrado
en la esquina superior derecha para comparación. Derecha:wobble deHD 33636, una estrella central de 1M �

a 28.7 pc de distancia, se deduce la presencia de un cuerpo adicional subestelar de 142M jup , que queda fuera
de las de�niciones de planeta. Reproducido de Bean et al (2007).

esfera celeste (ver, Kovalevsky, 1995). La relación entreel sistema de coordenadas estándares
(�; � ) y el sistema de coordenadas instrumentales medidas (x; y) puede ser establecida en
forma polinómica (Bean et al. 2010) según:

x0 = x + LCx (MB-MV ) � XF x ;

y0 = y + LCy(MB-MV ) � XF y;

� = Ax 0+ By0+ C � P� � � � � � t � ORBIT� ; (1.1)

� = � Bx 0+ Ay0+ F � P� � � � � � t � ORBIT�

donde (MB-MV) es el color fotométrico, LCx y LCy son correcciones laterales de color;
XFx y XFy son correcciones cruzadas de los �ltros; A y B son lasescalas de la placa y
parámetros de rotación, mientras que C y F son corrimientos; � � y � � son las componentes
de los movimientos propios,� t es la diferencia de tiempo a la época media;P� y P� son los
factores componentes del paralaje� ; y �nalmente ORBIT� y ORBIT� son las componentes
astrométricas de la órbita perturbadora. La órbita astrométrica ORBIT�;� es función de los
parámetros orbitales per�́odoP, tiempo de pasaje por el pericentro� p, excentricidade, semieje
mayora, posición del nodo ascendente
 , inclinacióni y argumento del pericentro! .

La semiamplitud del wobble que describe una estrella de masaM � y a una distancia del
observadorD, puede calcularse como:

� = 3:00
� M �

M �

�� mp

M �

�� a
1UA

�� 1pc
D

�
� as; (1.2)

donde la perturbación es producida por un planeta de masamp, orbitando a una distanciaa
de su estrella. Esta fórmula posee el estándar de comparación: un planeta tipo terrestre que
orbita a una estrella de masa solar, con su órbita a 1 UA, y ubicándose a una distancia de 10
pc del observador.
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En 2009 se propuso la existencia del planeta VB 10b de masa= 7M jup , orbitando alre-
dedor de la estrella enana roja VB 10 (Pravdo y Shaklan, 2009). Sin embargo, las determina-
ciones actuales convelocidad radialhan descartado la existencia de algún planeta alrededor
de esta estrella (Bean et al. 2010).

1.3.2. Imagen Directa

Los planetas son una fuente de luz extremadamente débil comparada con las estrellas y
tienden a perderse dentro del resplandor de la estrella que orbitan, siendo extremadamente
dif�́cil su detección directa.

Los telescopios pueden detectar imágenes de exoplanetas solo en circunstancias excepcio-
nales, cuando el planeta es especialmente grande (mayor queJúpiter), ampliamente separado
de su estrella y/o su�cientemente caliente para emitir radiación infrarroja.

La evolución global de planetas aislados es caracterizadapor su enfriamiento secular, que
reduce su luminosidad en tres o cuatro órdenes de magnitud cuando tienen edades entre Myrs
y pocos Gyrs (e.g., Burrows et al. 1997). La luminosidad estelar retrasa el enfriamiento, y
añade una componente de luz re�ejada a la emisión térmica. Esto crea una dicotom�́a en las
estrategias de detección preferidas: los planetas jóvenes son más fácilmente detectables a
través de su emisión térmica en longitudes de onda� �m ; mientras, planetas viejos y fr�́os
a varias UA (es decir, análogos a Júpiter) pueden probablemente ser observados re�ejando la
luz de su estrella en longitudes de onda visibles. El brillo de gigantes gaseosos fr�́os puede ser
estimado relativamente fácil escalando con Júpiter, cuyo hemisferio iluminado es3 � 10� 9

menos brillante que el Sol en longitudes de onda visibles. Las separaciones angulares de los
planetas extrasolares de sus estrellas son casi siempre< 100. Esto signi�ca que, en una imagen,
se encuentran dentro del l�́mite de seeing de observatoriosdesde tierra. Este seeing puede ser
reducido, pero nunca completamente eliminado, con ópticaadaptativa. La Figura 1.4 resume
las separaciones angulares que se deben medir para detectardistintos tipos de exoplanetas
(rocosos, gaseosos, etc) en función delcontraste(es decir la razón de brillo entre la estrella
y el planeta que la orbita).

Uno de los principales inconvenientes de este método es quelos descubrimientos solo
cuentan con un par de observaciones poco separadas temporalmente, por lo tanto es dif�́cil
con�rmar la órbita y sólo se obtiene la distanciaosculadora, que puede o no ser cercana al
semieje de la órbita.

Sumado a ello, las distancias que nos separan de las estrellas observadas no son conocidas
con absoluta precisión3 por lo tanto las distancias del planeta a la estrella también tienen
bastante incertidumbre. Conocida la distancia a la estrellad en parsecs y medida la separación
angular de la estrella al planeta en segundos de arco, se obtiene la distancia instantánea del
planeta a la estrellaA en unidades astronómicas según:

A[UA] = d[pc]� 
 [00] (1.3)

3Los errores en las distancias a las estrellas más cercanas se conocen por paralajes y las determinaciones
más precisas provienen de las mediciones de Hipparcos, cuyos errores están estimados en el 10 %.
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Figura 1.4: Posibles planetas detectables en el plano contraste vs separación angular. La di�cultad de detección
se incrementa desde arriba a la derecha (bajo contraste - gran separación) hacia la esquina inferior izquierda (alto
contraste - pequeña separación). La posición esperada de exoplanetas conocidos se indica basados en modelos
de sus atmósferas. Los análogos a la Tierra en zonas habitables son mostrados en 10 pc y 100 pc de distancias,
para estrellas de distintos tipos espectrales. Adaptada deQuirrenbach (2006).

En julio de 2004, un grupo de astrónomos anunciaba el primerdescubrimiento de este tipo y
que se denominó2M1207b, cuya estrella central es una enana marrón, luego fue con�rmado
y se estimó su distancia a la estrella en 30 UA (Chauvin et al.2004).

Por otro lado, la existencia de discos de “residuos” (denominadosdebris disks) alrededor
de estrellas, proveen un argumento contundente de la existencia de objetos sólidos en estos
sistemas. Esto, en s�́ mismo, no provee información acercade la existencia de planetas, de-
bido a que en las últimas etapas de formación los objetos s´olidos pueden no formarlos. Sin
embargo es posible detectar exoplanetas indirectamente por su in�uencia en la morfolog�́a de
los discos, como en el caso deFomalhaut(Kalas et al. 2005). Los planetas su�cientemente
masivos abren un vac�́o en los discos, que pueden ser observados directamente con imagen
o indirectamente analizando la distribución espectral deenerg�́a (SED). Si existe ausencia
de material en alguna región del disco, el �ujo con el que se contribuye es menor y deber�́a
haber una disminución en la SED. Un buen ejemplo de esto es HR4796 donde existe un
disco prominente observado en longitudes de onda infrarroja media e infrarroja cercana, que
sugieren la interacción con un planeta (Telesco et al. 2000). Sin embargo, en otros casos, las
observaciones del Telescopio Espacial Hubble probaron quelas estructuras observadas como
anillos son en realidad espirales, que podr�́an deberse a interacciones con una binaria cercana
(particularmente el caso deHD141569estudiado en Clampin et al. 2003).

1.3.3. Pulsar Timing

Un pulsar es una estrella de neutrones: un pequeño y ultradenso remanente de una estrella
que explotó como una supernova. El pulsar emite ondas de radio en uncono de luzmuy
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estrecho y posee un per�́odo de rotación extremadamente regular. Cuando el alineamiento con
el observador es favorable, se puede observar un efecto de pulso, similar al que se observa con
un faro. Estos pulsos son muy precisos y estables en el tiempo, por lo que es posible detectar
pequeñas variaciones en su periodicidad. Si el pulsar posee un planeta, se moverá alrededor
de su baricentro y la diferencia de tiempo entre pulsos puederevelar los parámetros de la
órbita (Wolszczan y Frail, 1992).

Este método fue originalmente utilizado en el estudio de binarias que conten�́an un pul-
sar, pero es tan sensible que es capaz de detectar planetas mucho más chicos que con otros
métodos, hasta centésimas de masas terrestres. Tambiénes capaz de detectar interacciones
mutuas y perturbaciones entre varios miembros de un sistemaplanetario, revelando as�́, más
información acerca de los parámetros orbitales. En 1992 Aleksander Wolszczan y Dale Frail
descubrieron dos planetas alrededor del pulsar PSR 1257+12con masas de 3.4 y 2.8M � (ma-
sas terrestres). Su descubrimiento fue rápidamente con�rmado, convirtiéndolo en el primer
planeta detectado fuera de nuestro Sistema Solar.

Las observaciones del pulsar, son mediciones de los tiemposde arribo de los pulsos
(TOAs, del inglésTimes of Arrival). En el caso de un pulsar que forme parte de un siste-
ma binario, los TOAs exhiben variaciones periódicas, resultantes del movimiento del pulsar
alrededor del centro de masa. Tales variaciones pueden ser modeladas (Konacki et al. 2000)
con la fórmula:

� t = x
h
(cosE � e) sin ! +

p
1 � e2 sinE cos!

i
; (1.4)

donde

[x = asini=c; E � esinE = n (t � � p) ; n =
2�
P

; ] (1.5)

y � t es el adelanto/retraso adicional en el TOA,E es la anomal�́a excéntrica,a; e; !; sini; P; � p

son los elementos keplerianos de la órbita yces la velocidad de la luz. Cuando un pulsar tiene
N planetas que no interactúan, las variaciones TOA se convierten en (Konacki et al. 2000):

� t =
NX

j =1

x j

h
(cosE j � ej ) sin ! j +

+
q

1 � e2
j sinE j cos! j )

i
:

(1.6)

En la práctica los parámetros a modelar, por medio del ajuste de cuadrados m�́nimos a los
datos, son:x j ; ej ; ! j ; Pj ; � pj , es decir, la proyección del semieje mayor de la órbita delpulsar,
excentricidad, argumento del pericentro, per�́odo orbital y tiempo del pasaje por el pericentro
respectivamente.

La deducción de la dependencia con estos parámetros se puede realizar describiendo el
movimiento del pulsar en un sistema de referencia baricéntrico, con el ejez del sistema
dirigido hacia el baricentro del Sistema Solar y el planoxy del marco de referencia en el
plano del cielo (en la Figura 1.5 se muestra la geometr�́a de un sistema con dos planetas no
coplanares).
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Figura 1.5: Geometr�́a de un sistema con dos planetas. Los ángulos! 1, ! 2 son los argumentos de pericentro,

 1, 
 2 longitudes de nodo ascendente,i 1, i 2 inclinaciones de las órbitas de los planetasB y C; � 1 y � 2 son
los ángulosn1On12 y n2On12 respectivamente. Los ángulosI; � 1; � 2 pueden hallarse resolviendo el triángulo
esféricon1n12n2. Reproducido de Konacki et al. (2000).

Con estos ejes de coordenadas tenemos,

� t = �
1
c

R 0 � bz; con R 0 = �
1

M �

NX

i = 1

m i R i ; (1.7)

dondebz es el versor a lo largo del ejez del marco baricéntrico del sistema del pulsar yR j

son las posiciones baricéntricas de los planetas. Asumiendo que:

mj

M �
aj sini j = x j c;

GM �

(1 + mj =M� )2
= n2

j a3
j ; (1.8)

con parámetros planetarios orbitalesaj ; nj ; ej ; ! j ; � pj . Esta representación permite interpretar
naturalmente el movimiento del pulsar como una superposición de movimientos el�́pticos de
sus planetas alrededor del baricentro del sistema. Una teor�́a de perturbaciones anal�́ticas se
puede ver en el trabajo de Konacki et al. (2000).

Si se considera un solo planeta de masamp en una órbita circular con per�́odoP e incli-
nacióni orbitando a una estrella de neutrones “canónica” de masa 1.4 M � , la amplitud de los
residuos del timing� puede ser escrita como (Cassen et al. 2006):

� = 1:2ms
� mp

M �

�� P
1año

� 2=3
sini; (1.9)

Las mediciones TOA son utilizables para detectar planetas de hasta� 0.01M � .

Los residuos keplerianos dependen dex j = mj sini ; esto signi�ca que la masa del planeta
y su inclinación orbital no se pueden determinar independientemente. En contraste la fuerza
de la interacción mutua entre los planetas depende de sus masas. Integrando un sistema de
N-cuerpos y modelando largas series de timing se pueden obtener los valores de masas e
inclinaciones por separado (Konacki y Wolszczan, 2003).
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Figura 1.6: Mediciones y modelo ajustado a las variaciones TOA para el pulsar PSR B1257+12. El modelo en
l�́nea continua es superpuesto a las observaciones (puntosnegros) y fue construido utilizando las variaciones
keplerianas del planetaB y C. El eje vertical representa los TOA en�s . Reproducido de Konacki et al, 2000.

La Figura 1.6 muestra los tiempos de pulsación (TOAs) obtenidos con el observatorio
de Arecibo desde 1990. El pulsar de 6.2 ms, PSR B1257+12, ha sido regularmente medido.
Asumiendo una masa estándar de1:4M � , las masas modeladas para los planetasB y C
son4:3 � 0:2 y 3:9 � 0:2M � respectivamente. Las correspondientes inclinaciones orbitales
obtenidas (53� y 47� ) implican que son casi coplanares (Konacki y Wolszczan, 2003).

El principal inconveniente de la técnica de pulsar-timinges que los pulsares son relativa-
mente raros, por lo tanto poco probable que un gran número deplanetas se encuentren con
este método. Además carecen de interés de estudio inmediato, pues la vida como la conoce-
mos no podr�́a sobrevivir en planetas que orbiten pulsares,debido a las radiaciones de altas
energ�́as que ellos reciben.

1.3.4. Microlensing

La teor�́a de relatividad general, permite explicar porqueel camino recorrido por un haz
de luz es curvado por la presencia de un campo gravitacional.En principio cualquier objeto
masivo puede actuar como una lente, curvando la luz de un objeto de fondo y causando la
magni�cación temporaria de su brillo. Este efecto puede ser observado en la escala galáctica,
donde por ejemplo un cúmulo masivo “cercano” actúa como lente de una galaxia lejana. En
el caso de perfecto alineamiento la lente causará que el objeto de fondo aparezca como un
anillo denominadoAnillo de Einstein, de radio angular:

� E =

s
4GM � (Ds � DL )

c2DsDL
(1.10)

dondeDL es la distancia a la lente,DS es la distancia a la fuente (fondo),G es la constante de
la gravedad,c la velocidad de la luz yM � la masa de la lente. En el caso de un alineamiento
imperfecto aparecen dos imágenes simples del objeto de fondo alrededor de la lente (ver
Figura 1.7-a).

En el caso de detección planetaria con el método de lente gravitacional, una estrella con
su planeta actúan como la lente y el objeto de fondo es una estrella distante. Este evento se
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Figura 1.7: Geometr�́a de evento de lente.(a). El alineamiento perfecto entre la estrella de fondo, la estrella lente
y el observatorio. Si el alineamiento no es perfecto se forman dos imágenesI 1 e I 2. (b). En el caso donde la
estrella lente tiene un planeta. Adaptado de Bennet et al. 2006.(c). La observación de una de las imágenesI del
evento de microlente. Cuando el planeta pasa por la región del anillo de Einstein, se producir�́an dos imágenes
muy cercanas, debido a las limitaciones actuales en resolución espacial, se aprecia un aumento de brillo en la
imagen.

denominamicrolente gravitatoriao microlensingy se re�eren al caso especial donde se crean
múltiples imágenes pero están separadas por unos pocos milisegundos de arco y por lo tanto
no son resueltas espacialmente con las capacidades actuales.

La deducción de las ecuaciones escapa a nuestro enfoque y puede ser consultada en Gaudi
(2010), mientras que un análisis profundo de la técnica puede consultarse en Cassen et al.
(2006). Simplemente mencionaremos que la curva de magni�cación principal Q(t), puede ser
escrita en función de la distancia proyectada entre la estrella de fondo y la de primer plano,
u(t):

Q(t) =
u2(t) + 2

u(t)
p

u2(t) + 4
(1.11)

Además, la relación de masa entre la estrella y el planeta� , puede estimarse a partir de
la duración total del evento principaltE y de la duración de la anomal�́a planetariatp (ver la
Figura 1.7-c), con la ecuación:

� =
�
tp=tE

� 2
(1.12)

Además, la diferencia en tiempo entre el pico principal y elde la anomal�́a del plane-
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Figura 1.8: Observaciones de un evento de microlente OGLE-2007-BLG-368. Los distintos colores correspon-
den a distintos observatorios y la curva continua el modelo ajustado. Reproducción de Sumi et al. 2010.

ta, permite estimar la distancia proyectada entre el planeta y la estrella, denominadab. Sin
embargo existe una degeneración en el problema y la soluci´on a la curva de luz puede ser
resuelta también por una distancia1=b(Cassen et al. 2006). Otros parámetros que pueden ser
determinados son el movimiento propio y paralaje� de la estrella que tiene el exoplaneta.

Los planetas masivos son más fáciles de detectar, porque es más fácil que su luz inter-
cepte la fuente de la microlente. Sin embargo, la sensibilidad del método permite detectar
planetas tipo terrestres. Una de las desventajas notables es que el método demicrolensing
no se puede repetir debido a que la probabilidad de alineamiento nunca ocurre nuevamente.
También los planetas detectados tienden a estar varios miles de parsecs de distancia, por lo
que seguimientos con otros métodos observacionales son imposibles. Sin embargo si se ob-
serva su�ciente cantidad de estrellas de fondo (observandohacia el centro de la galaxia) con
su�ciente precisión, el método eventualmente revelarácuán comunes son los planetas tipo
terrestres en la galaxia. Los eventos de microlensing son cortos, durando desde semanas o
d�́as, mientras la Tierra y las estrellas se mueven relativamente. Más de mil de estos eventos
se han observado durante los últimos 10 años (Gaudi, 2010).

En 1991, los astrónomos Mao y Paczynski propusieron el método para buscar exoplane-
tas. Recién en 2002 el método fue exitoso, llevado a cabo por un grupo de astrónomos polacos
(Udalski et al. 2002), aunque debido a las limitaciones del método no se obtuvo con�rmación
clara. La Figura 1.8 muestra la microlente de OGLE-2007-BLG-368 publicada en Sumi et al.
(2010), que contó con la colaboración de 12 observatoriosa lo largo del mundo. El evento
fue producido por una estrella enana K, con masaM � = 0:64M � ubicada a una distancia de
DL =5.9 Kpc. La anomal�́a planetaria es causada por un planeta de masamp = 20M � , a una
distancia proyectadad = 2:8 UA de su estrella y cuyo semieje fue estimado ena = 3:3 UA.

1.3.5. Tránsitos

Cuando un sistema planetario está orientado en el espacio de tal forma que el plano de la
órbita se encuentra cercano a la l�́nea de visión del observador, los planetas periódicamente
transitarán frente al disco estelar. Las observaciones fotométricas de estos eclipses pueden
ser usadas para inferir parámetros f�́sicos y orbitales delos planetas.
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Para poner en práctica la técnica, la precisión fotométrica y el tiempo de muestreo de
la curva de luz deben ser altos (mejor que� 0.005 mag y� 5 min en muestreo temporal).
Las curvas de luz de alta precisión como las obtenidas por elTelescopio Espacial Hubble,
permiten por ejemplo, estimar radios planetarios muy precisos (Brown et al. 2001). Además
se pueden buscar satélites planetarios, anillos o planetas adicionales (Agol et al. 2005). Du-
rante el tránsito se puede emplear espectroscop�́a de trasmisión para estudiar la composición
qu�́mica y propiedades f�́sicas de las atmósferas planetarias (Brown 2001). El estudio de los
cambios relativos entre la profundidad de los tránsitos como función de la longitud de onda,
es una manera de probar las propiedades de absorción de la atmósfera planetaria (Charbon-
neau, 2002a). También es posible detectar el achatamientode los planetas, determinando su
tasa de rotación (Seager y Hui, 2002).

En contraparte para cada candidato a planeta detectado por tránsito, se debe determinar
su masa con la técnica de velocidad radial (Vr ):

Primero, porque varios objetos astronómicos de distinta masa, tienen los mismos ta-
maños (es decir sus radios). Estos objetos son: lasenanas M tard́�as(M � 80M J ), las
enanas marrones(13M J < M < 80M J ), y losplanetas gigantes(M � 13M J ), según
se menciona en Seager y Mallén-Ornelas (2003).

Segundo, porque es posible identi�car erróneamente la presencia de un planeta, cuando
en realidad se están observando las manchas estelares.

La curva de luz de un planeta que transita permite obtener unasolución bajo ciertas su-
posiciones:

i) que se tengan al menos dos tránsitos observados (para determinar el per�́odo)

ii) que se asuma órbita circular,e=0

iii) que la masa del planeta sea menor que la masa de la estrella,mp << M �

iv) que la luz provenga de una estrella individual

v) que los eclipses tengan fondos planos, es decir que el compañero transitó completamente
frente al disco estelar

Respecto del punto (ii) recordemos que las búsquedas de tr´ansitos desde la Tierra esperan en-
contrar planetas de corto per�́odo, porque tienen la mayor probabilidad temporal de mostrar
tránsitos. Se supone que los planetas de corto per�́odo tienen órbitas circulares (e=0), como
resultado de la circularización tidal (Seager y Mallen-Ornelas, 2003). Respecto a la suposi-
ción (iv), se debe tener cuidado de no tener luz contaminante de una fuente adicional que se
mezcle con la estrella. Finalmente para (v), los tránsitosplanos aparecen en una banda donde
el oscurecimiento del limbo es débil (dentro de los l�́mites del muestreo temporal y el ruido
observacional), como por ejemplo la banda I.
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1.3.5.1. Ecuaciones para resolver la curva de luz

La geometr�́a del tránsito, juntamente con la disminución de la curva de luz son mostradas
en la Figura 1.9. En l�́nea continua se marca como es la curva de luz que se produce durante
el tránsito. También se marcan la profundidad del tránsito (� F ), la duración total del tránsito
(tT ) y la duración del tránsito entre el ingreso y egreso (tF ) (i.e., la parte “plana” de la curva
de tránsito, cuando el planeta es totalmente superpuesto asu estrella). El primero, segundo,
tercero y cuarto contactos son marcados para un planeta que se mueve de izquierda a derecha.
También se muestran los radios de la estrella y planeta (R� , Rp) y el parámetro de impacto
b correspondiente a la inclinación orbitali . Parámetros de impactob distintos (o inclinacio-
nes distintas,i ) producen distintas duraciones de los tránsitos como se muestra con la curva
punteadas de la Figura 1.9.
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Figura 1.9: Esquema de los observables de la curva de tránsito. Arriba . Se dibujan los cuatro contactos de
dos tránsitos distintos: uno que pasa por el centro de la estrella y el otro con parámetro de impactob. Abajo.
Curvas de luz que producen los tránsitos esquematizados enla parte superior. La l�́nea continua describe el �ujo
observado para un planeta que transita por el centro de la estrella y la l�́nea punteada corresponde al planeta que
transita con parámetro de impactob. Adaptado de Seager y Mallen-Ornelas, 2003.

Existen 5 ecuaciones que describen completamente la curva de luz del planeta en tránsi-
to (para su deducción consultar Cassen et al. (2006) y Seager y Mallen-Ornelas, (2003)),
considerando una curva de luz producida por dos esferas que pasan una delante de la otra:

� F �
F lujo sin tránsito � F lujo con tránsito

F lujo sin tránsito
=

�
Rp

R�

� 2

; (1.13)
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tF =
P
�

sin� 1

0

B
B
@

R�

a

2
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�
1 � Rp

R �

� 2
�

�
a

R �
cosi

� 2

1 � cos2 i

3

7
5

1=2
1

C
C
A ; (1.14)

tT =
P
�

sin� 1

0

B
B
@

R�

a

2

6
4

�
1 + Rp

R �

� 2
�

�
a

R �
cosi

� 2

1 � cos2 i

3

7
5

1=2
1

C
C
A ; (1.15)

P2 =
4� 2a3

G(M � + mp)
; (1.16)

R� = kM x
� ; (1.17)

Las primeras tres ecuaciones ((1.13)–(1.15)) describen lageometr�́a del tránsito en térmi-
nos de los observables. La Ecuación (1.16) es la Tercera Leyde Kepler. La Ecuación (1.17)
expresa la relación masa-radio estelar en función de dos parámetros:k y x. k es un coe�ciente
para cada tipo de secuencia estelar (secuencia principal, gigantes, etc.) yx describe la ley de
potencia de la secuencia (x ' 0:8 para estrellas de secuencia principal F–K (Cox 2000)).

Más allá que resulte simple del esquema determinar los observables (Figura 1.9), las
observaciones reales lucen un poco más ruidosas (Figura 1.10) y debe realizarse una buena
modelización de datos.

Figura 1.10: El panel superior muestra los datos crudos de los proyectosHATNety WHAT, que constituyen una
curva de luz con 26400 observaciones en bandaI , mostradas en fase con un per�́odo P = 5.63341 d�́as (Bakos et
al. 2007, para HD 147506). La profundidad del tránsito es del orden de 5 mmag, con una relación señal-ruido
de 26. El panel de abajo muestra los mismos datos bineados conun tamaño de bin de� = 0 :0005.

Cada tránsito observado brinda 5 parámetros a determinar: la disminución en el brillla
� F , la duración total del tránsitotT , la duración entre el ingreso y egresotF y defnir el
tiempo del máximo de la ocultación respecto a algún origen arbitrario.
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1.3.5.2. Paŕametros orbitales a partir de observables

Si se despejan las ecuaciones de la sección anterior se obtiene:

i) La relación de los radios entre el planeta y la estrella, apartir de la Ecuación (1.13),

Rp

R�
=

p
� F ; (1.18)

ii) El parámetro de impactob, se de�ne como la distancia proyectada entre el centro de
la estrella durante el medio del tránsito en unidades deR� (ver Figura 1.9), y que puede ser
obtenido combinando (1.14) y (1.18),

b �
a

R�
cosi =

2

6
4

(1 �
p

� F )2 � sin2 t F �
P

sin2 t T �
P

(1 +
p

� F )2

1 � sin2 t F �
P

sin2 t T �
P

3

7
5

1=2

; (1.19)

iii) La razón entrea=R� , que puede ser obtenida directamente de la ecuación (1.15),

a
R�

=

"
(1 +

p
� F )2 � b2(1 � sin2 tT �

P )

sin2 tT �
P

#1=2

; (1.20)

iv) La densidad estelar� � , puede ser derivada de la ecuación anterior y la Tercera Leyde
Kepler conmp � M � (Ecuación (1.16)),

� �

� �
�

M � =M�

(R� =R� )3
=

�
4� 2

P2G

� "
(1 +

p
� F )2 � b2(1 � sin2 tT �

P )

sin2 tT �
P

#3=2

: (1.21)

Los 5 parámetros f�́sicosR� , M � , i , a, y Rp pueden ser derivados de las soluciones de
arriba usando una ecuación adicional: la relación masa-radio estelar (Ecuación (1.17)).

La masa estelarM � , se calcula utilizando la Ecuación (1.21) y (1.17):

M �

M �
=

�
k3 � �

� �

� 1
1� 3x

: (1.22)

El radio estelar,
R�

R�
= k

�
M �

M �

� x

=
�
k1=x � �

� �

� x
(1 � 3x )

; (1.23)

El radio orbitala se puede derivar usandoM � y de la tercera Ley de Kepler conmp � M � ,

a =
�

P2GM �

4� 2

� 1=3

; (1.24)
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Con la Ecuación (1.19), la inclinación orbital es:

i = cos� 1

�
b
R�

a

�
; (1.25)

Finalmente, el radio planetario es

Rp

R�
=

R�

R�

p
� F =

�
k1=x � �

� �

� x
(1 � 3x ) p

� F : (1.26)

Para estrellas de la secuencia principalk = 1 y x � 0:8, en cuyo casoRp

R �
=

�
� �
� �

� � 0:57 p
� F .

Alternativamente se puede aproximar la curva de luz en función de la distancia proyectada
entre la estrella y el planeta (d � d(t)). Cuando se tiene una fuente uniforme, la razón entre el
�ujo oscurecido y no oscurecido está dada porF e(p; z) = 1 � � e(p; z), deducida en Mandel
y Algol (2002), donde:

� e(p; z) =

8
>>>><

>>>>:

0 1 + p < z
1
�

�
p2� 0 + � 1 �

q
4z2 � (1+ z2 � p2)2

4

�
j1 � pj < z � 1 + p

p2 z � 1 � p
1 z � p � 1;

(1.27)

donded es la distancia centro del planeta-estrella,Rp el radio del planeta,R� el radio estelar,
z = d=R� la separación normalizada de los centros,p = Rp=R� la razón de tamaños,� 1 =
cos� 1[(1 � p2 + z2)=2z]; � 0 = cos� 1[(p2 + z2 � 1)=2pz]. Geométricamente� e(p; z) es el área
superpuesta entre dos c�́rculos de radioR� y Rp cuyos centros están separadosz unidades.

El oscurecimiento l�́mbico causa que una estrella tenga un brillo central más intenso que
en los bordes, en lugar de comportarse como una fuente de luz uniforme. Esto produce que
la parte plana de la curva de luz (marcada con tF en la Fig. 1.9), tenga una pequeña “panza”.
Claret, (2000) propuso una ley de oscurecimiento l�́mbico para calcular curvas de luz más
precisas, que ajusta una amplia gama de rangos de modelos estelares y bandas de observación
con la forma:

I (r ) = 1 �
4X

n=1

cn (1 � � n=2); (1.28)

donde� = cos� =
p

1 � r 2, r es la coordenada radial normalizada medida sobre el disco de
la estrella yI (r ) es la intensidad espec�́�ca como función der o � con condición de contorno
I (0) = 1 (ver Mandel y Algol (2002) para más detalles).

Recientemente se mostró que los planetas con órbitas exc´entricas deber�́an ser más fáciles
de detectar (Barnes, 2007). El mismo autor ha demostrado quesi se ajusta el radio estelar con
los otros parámetros, se produce un error sistemático en las determinaciones resultantes. Si se
analizan las aceleraciones orbitales, se obtienen diferencias entre las duraciones del tiempo de
ingreso y egreso, que permiten obtener la excentricidadede la órbita usando sólo mediciones
fotométricas. Por el momento este efecto no es medible con la tecnolog�́a disponible (Barnes,
2007).
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1.3.6. Velocidades Radiales

La velocidad con la que una estrella se mueve en la direcciónradial desde el baricentro del
sistema solar, es decir su velocidad radial, puede deducirse del desplazamiento de la posición
de las l�́neas espectrales a través del efecto Doppler.

Al comienzo de este trabajo en 2006, casi la totalidad de los exoplanetas eran indirec-
tamente detectados midiendo el movimiento de la estrella a la que orbitaban, mediante las
técnicas de velocidad radial (Vr ). Las técnicas deVr empleadas fueron mejorando. En 1988
donde se iniciaron los programas observacionales, los errores en medición eran de 20 m/s. En
la actualidad gracias a mejoras, tanto tecnológicas como técnicas, han disminuido los erro-
res nominales hasta 20 cm/s. Estos errores son calculados a partir del análisis del corrimiento
Doppler de las l�́neas espectrales, sin embargo es un error formal y existe una fuente adicional
de errores. Recordemos que la Tierra, provoca cambios en la velocidad del Sol su velocidad
que tienen una amplitud de sólo 9 cm/s, mientras que Júpiter induce una perturbación de 12.5
m/s.

Nuestro trabajo, es realizado analizando las velocidades radiales. Sin embargo, mucha de
la teor�́a subyacente de modelización de datos es aplicable a cualquiera de las otras técnicas
de detección. Si bien en este trabajo no realizamos el análisis Doppler de las observaciones, es
sumamente ilustrativo conocer las bases de la reducción delos datos observacionales ya que
nuestro análisis tiene en cuenta las caracter�́sticas de la obtención de los mismos (como ser,
errores Gaussianos en las mediciones, indeterminación dela velocidad absoluta del baricentro
de la estrella, etc).

La espectroscop�́a Doppler es un método de detección indirecto que utiliza la medición
de la luz estelar para medir la in�uencia gravitacional de unplaneta sobre su estrella. En
los sistemas planetarios, la estrella y el planeta orbitan su baricentro común. De acuerdo al
efecto Doppler-Fizeau (efecto Doppler de ahora en más), laluz emitida por una fuente que
se aproxima (que se aleja) al observador sufre un corrimiento hacia longitudes de onda más
cortas (largas). Según el trabajo de Anne Eggenberger y St´ephane Udry (2010), en su forma
relativ�́stica más simple, el corrimiento puede expresarse como:

z =
� � � 0

� 0
=

1 + Vr =c
p

1 � V 2=c2
� 1; (1.29)

dondez es llamado “redshift” (en sentido general),� y � 0 son las longitudes de onda ob-
servada y en reposo,Vr la velocidad radial del baricentro,c es la velocidad de la luz yV la
velocidad total del movimiento del baricentro del sistema.

Los métodos tradicionales de medición de velocidad radial consisten en observar una
estrella y seguidamente un espectro de comparación. La luzde la lámpara de comparación
brinda las l�́neas espectrales en reposo para el observador, mientras que por efecto Doppler, la
estrella tiene sus l�́neas espectrales corridas. Este método es repetido en distintos momentos
a lo largo del año y de esta forma se tienen las velocidades radiales observadas. La porción
del espectro visible de estrellas tipo F, G, K y enanas M contiene una considerable porción de
l�́neas de absorción metálicas, que se usan para medir este efecto. La �gura 1.11 muestra una
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parte del espectro de una estrella tipo solar que posee al menos un planeta,51Peg, ilustrando
las múltiples l�́neas de absorción en un espectro.

Los mejores resultados con las técnicas tradicionales no superan la precisión de 200 m/s,
dejando fuera de esta forma la posible detección de exoplanetas. Sin embargo según Eggen-
berger y Udry (2010), existen errores sistemáticos cuyas causas son:

Movimiento del fotocentro en la ranura del espectrógrafo:en unidades Doppler, el an-
cho de la ranura es de unos pocos km/s, signi�cando que errores más grandes que 1 m/s
ocurren cuando el fotocentro se mueve sólo pocos10� 3 anchos de ranura. En la prácti-
ca, los movimientos del fotocentro debido a errores del guiado, foco y �uctuaciones
del seeing son del orden de10� 1 anchos de ranura. Una solución a este problema es
usar �bra óptica, para uniformizar la luz de la estrella en la entrada del espectrógrafo.

Variaciones del �́ndice de refracción y �exiones termodinámicas: una solución parcial
al problema es estabilizar y controlar el espectrógrafo enpresión y temperatura, aunque
algunos corrimientos no se pueden evitar; otra solución esutilizar una calibración si-
multánea en longitud de onda para monitorizarlos. En estosinstrumentos un cambio de
1o K en la temperatura produce un cambio neto de� 90 m/s, mientras que un cambio
de presión de 1 mbar produce un corrimiento de� 300 m/s.

Tiempos de exposición y corrección baricéntrica: las velocidades radiales clásicas son
corregidas al baricentro del Sistema Solar. Las principales contribuciones del movi-
miento baricéntrico de la Tierra son la rotación diurna dela Tierra (1-2 m/s, depen-
diendo de la latitud del observatorio) y la traslación terrestre (� 30 km/s). Al nivel
necesario del m/s, el movimiento del Sol alrededor del baricentro del Sistema Solar y
de la Tierra alrededor del baricentro Tierra-Luna son signi�cativas. Para obtener ve-
locidades radiales es necesario conocer las efemérides precisas del Sistema Solar y el
valor del tiempo en el instante medio de cada observación, con error menor que 30 s.
Vale la pena mencionar el hecho que la luz toma unos 1000 segundos (0.01 d�́as) para
ir desde un punto al otro diametralmente opuesto en la super�cie de la Tierra. Esto sig-
ni�ca que el tiempo de un fenómeno no será el mismo en todos los puntos de la Tierra
y por lo tanto estas correcciones al tiempo deben ser aplicadas.

En la actualidad, la alta precisión necesaria conllevó aldesarrollo de dos tipos de técnicas
de alta precisión que reducen estos errores sistemáticos: una técnica que utiliza una celda de
celda de absorcióncon iodo (I 2) y la otra denominada dereferencia simult́anea. Ambas usan
el mismo tipo de espectrógrafo, pero di�eren en diseño y modos de operación.

1.3.6.1. T́ecnica con celda de absorción

El método fue introducido en Marcy y Butler (1992) y consiste básicamente en hacer
atravesar la luz de la estrella por una celda de absorción deI 2 sobreimprimiendo en el CCD
ambos espectros a la vez. El espectro compuesto resultante entra al espectrómetro donde es
convolusionado con el per�l del instrumento y dispersado casi linealmente sobre el CCD.
El principio de análisis tiene en cuenta que, elcorrimiento observado del espectro estelar
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Figura 1.11: Espectro de la estrella con planetas51 Peg, ilustrando las múltiples l�́neas de absorción en su
espectro. Reproducido de Eggenberger y Udry (2010).

consiste en 2 partes: el corrimiento Doppler propio y un corrimiento pequẽno esṕureo. El
corrimiento Doppler espúreo es representado enteramentepor el corrimiento de las l�́neas de
I 2, que luego es aplicado como corrección al corrimiento observado del espectro estelar.

Este método corrige los errores causados por los diferentes caminos ópticos que atravie-
san el haz de luz de la estrella y el de la lámpara de comparación.

La gran cantidad de información Doppler contenida en estosespectros (alrededor de 300
l�́neas de absorción estelar) requiere un análisis que esen general su�ciente para tratar todas
las correcciones necesarias4.

Para tener idea de los l�́mites de precisión alcanzados, basta mencionar que para una
estrella de magnitud visual V=13 observada con el observatorio Lick, el corrimiento en el
CCD de las l�́neas espectrales de solo 0.01 pixeles en el detector corresponde a un error de
medición de 25 m/s.

El análisis Doppler riguroso debe considerar entonces el modelo completo del espectro
observado, incluyendo el corrimiento del espectro estelar(� � s), el corrimiento de las l�́neas
deI 2 sobreimpresas (� � I 2 ), y la PSF del espectrógrafo. El espectro observado es compuesto
por dos funciones, dependientes de la longitud de onda:

4debido a que las observaciones necesarias son realizadas endistintos momentos, existe una �exión del
espectrógrafo, movimientos del detector, distintos fotocentros en las ranuras e iluminación imperfecta del es-
pectrógrafo que causa distorsiones en la dispersión del espectro al igual que en la respuesta del detector a la
señal recibida denominada PSF (del inglés, Point Spread Function).
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el espectro estelar intr�́nsecoI s

la función de transmisiónTI 2 de la celda de absorciónI 2.

El producto de estas dos funciones es convolucionado dentrodel espectrógrafo con la PSF
e integrado sobre el pixel del CCD para reproducir el espectro observado. El espectro tomado
a través de la celda de absorción,I obs(� ), se puede modelar como (Marcy y Butler, 1992):

I modelo = k[I s(� + � � s) � TI 2 (� + � � I 2 )] 
 P SF; (1.30)

donde la constantek es proporcional al nivel de exposición de la observación.Las incógnitas
a determinar son:� � s, � � I 2 y k, determinados por el métodos de cuadrados m�́nimos ajus-
tando la observación con la respuesta teórica de la ecuación (1.30). Este proceso se realiza en
todo el espectro pero seleccionando cientos de pequeñas porciones del espectro de alrededor
de 2 	A denominadas “chuncks”.

El corrimiento Doppler corregido� � es simplemente dado por:

� � = � � s � � � I 2 ; (1.31)

Que es convertido en velocidad a través de una expresión m´as precisa para el corrimiento
de las l�́neas espectrales (Marcy y Butler, 1992):

� = � 0
(1 + � � cos� )(1 + � g)

n(1 � � 2)1=2
; (1.32)

donde� 0 es la longitud de onda en reposo,� = � 0+� � , � = v=ces la velocidad topocéntrica
respecto de la velocidad de la luz,� es el ángulo entre la l�́nea de visión y el vector velocidad
topocéntrico de la estrella,� g es el enrojecimiento gravitacional del haz estelar yn es el
�́ndice de refracción del aire en el espectrógrafo. Ignorar � g y n causa errores relativos en la
velocidad menores que 1 m/s. Los términos de la expresión relativ�́stica deben ser tenidos
en cuenta a �n de evitar errores de varios metros por segundo.Una de las desventajas de
este método, es que se obtienen corrimientos Doppler relativos al modelo,no velocidades
absolutas. Sin embargo los enormes errores sistemáticos son eliminados (Eggenberger y
Udry, 2010).

Las 2 funciones necesarias en la Ecuación (1.30) son determinadasa priori en la puesta a
punto del espectrógrafo:

I s se obtiene observando la estrella sin la celda deI 2. Esto brindaI s 
 P SF, no la
I s deseada. Por lo tanto se realiza la deconvolución usando latransformada de Fourier
para obtener el parámetro deseado.

La función de transmisión de la celda deI 2 (i.e.TI 2 ), se obtiene observando solamente
la celda deI 2. Esta observación se hace bajo estrictas normas y su espectro se en-
cuentra disponible bajo pedido. La función de transmisión TI 2 provee dos elementos
importantes en el proceso de modelado. Primero brinda una precisa escala de longitu-
des de onda. Segundo, brinda un espectro de referencia con elcual determinar la PSF
del espectrómetro.
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Los espectrógrafos que buscan planetas, basados en esta t´ecnica, son: HAMILTON (Ob-
servatorio Lick, USA), HIRES (Telescopio Keck, Mauna Kea, USA), UCLES (AAT, Siding
Spring, Australia), HRS (Telescopio HET, Davis Mountain, USA) y UVES (Telescopio VLT,
Paranal, Chile). La precisión de estos instrumentos indica que es posible obtener errores in-
ternos de hasta 2.5 m/s.

1.3.6.2. T́ecnica de referencia simult́anea

La técnica de referencia simultánea involucra el uso de 2 �bras ópticas que alimentan al
espectrógrafo: la �bra óptica del objeto (que tiene la luzestelar) y la �bra óptica de refe-
rencia que recoge la información de longitud de onda de referencia. La longitud de onda de
referencia utiliza una lámpara de Thorio-Argon (Th-Ar). El método a veces se conoce como
técnica simultánea de Thorio, exige mucha precisión en el instrumento y el análisis Doppler
es directo.

Una caracter�́stica del método es que se implementa en un espectrógrafo, con muy alta
estabilidad mecánica y térmica. El uso de �bra óptica reduce inestabilidades en la variación
de la iluminación y variaciones del per�l instrumental (PSF), que no se pueden corregir en
la calibración simultánea. La estabilización térmica, implica que ambos caminos ópticos de
ambos haces de luz son similares en el espectrógrafo. La velocidad radial es obtenida con
correlación cruzada entre el espectro observado y máscaras que consisten en plantillas bina-
rias (templatescon valores 0 y 1) formados por rectángulos. Esquemáticamente la función
de correlación es construida moviendo la posición de la m´ascara, sobre una ventana centrada
en la velocidad radial de la estrella (más detalles en Baranne et al. 1996, Pepe et al 2002).
Las máscaras usadas para correlación son basadas en espectros de alta relación señal/ruido
de estrellas brillantes o bien de espectros sintéticos.

Los espectrógrafos que buscan exoplanetas basados en estatécnica son: ELODIE (Teles-
copio de 1.93 m, Haute Provence, Francia, no funciona desde 2006), CORALIE (Telescopio
Leonard Euler, La Silla, Chile), HARPS (Telescopio ESO 3.6 m, La Silla, Chille) y SOPHIE
(Telescopio 1.93 m, Haute Provence, Francia). La precisión de estos instrumentos actualmen-
te es superior a 1 m/s.

1.3.6.3. Errores de las mediciones y Jitter estelar

El análisis Doppler provee una medición formal de los errores, sin embargo puede ha-
ber un error adicional más dif�́cil de caracterizar, proveniente de un ruido intr�́nseco en la
velocidad del centro de masa de la estrella.

Entre las fuentes deerrores sisteḿaticosen las mediciones se incluyen los problemas en
el modelado de las l�́neas espectrales y la caracterización del espectrómetro.

Entre las fuentes deerrores intr �́nsecos, el jitter estelares su causante y se piensa que su
origen es la combinación de movimientos convectivos en la super�cie, actividad magnética y
rotación (Saar y Donahue, 1997). Esta cantidad depende de las propiedades estelares como
tasa de rotación y tipo espectral pero es t�́pica de 1-5 m/s para estrellas cromosféricamente
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Figura 1.12: Mediciones de velocidad radial en HARPS sobre 4estrellas de tipo solar. Son claramente visibles
las oscilaciones en todas ellas y sus amplitudes son comparables. Reproducido de Eggenberger y Udry (2010).

estables (Cumming et al, 2008 y referencias en el art�́culo). Desafortunadamente a veces no
es fácil identi�car estas variaciones espúreas y en algunos casos como en HD 165435 tienen
una amplitud de 80 m/s (Queloz et al. 2001) y están correlacionados con la variabilidad fo-
tométrica. Los estudios sistemáticos de la actividad estelar y variación de las velocidades han
demostrado que es dif�́cil identi�car correlaciones con los parámetros astrof�́sicos (Eggenber-
ger y Udry, 2010).

El Sol, por ejemplo, oscila en varios modos de baja amplitud,cada uno caracterizado
por una señal menor que 20 cm/s y per�́odo de tiempo entre 3 y 15 minutos. Estas �uctua-
ciones son debidas a movimientos estocásticos convectivos, cercanos a la super�cie solar.
En la Figura 1.12 aparecen observaciones recientes que muestran este comportamiento para
varias estrellas de tipo solar. Si bien los modos individuales de oscilación son del orden de
10-50 cm/s para estrellas de secuencia principal, su interferencia constructiva puede produ-
cir variaciones hasta 10 veces mayores en tiempos de escala de minutos. A pesar que estas
oscilaciones pueden ser interesantes desde el punto de vista estructural son un ruidomolesto
cuando se realiza la búsqueda de exoplanetas.

Por otro lado, los compañeros adicionales de baja masa indetectables, pueden ser una
fuente adicional de variabilidad en la velocidad. Se encuentran enmascarados en el ruido pro-
pio de las velocidades. El l�́mite de detección de planetasvar�́a según el programa observacio-
nal. Es comúnmente aceptado como l�́mite de detección unaamplitud de la señal K=10 m/s,
aunque programas espec�́�cos han llevado este l�́mite a K=2m/s (HD 156668b, con una masa
equivalente a 4M � , Howard et al. 2010), e incluso K=0.8 m/s (HD 10180b 1.35M � , Lovis
et al. 2010). Una primera estimación basada en el relevamiento con el instrumento HARPS
sugiere que un30 %de las estrellas enanas G y K tienen un planeta con masas menores que
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30 M � y per�́ocosP < 50 d�́as (Mayor et al. 2008). Estos planetas tienen una amplitud de
señal muy baja y con otros instrumentos de menor precisión, pueden ser confundidos con el
comportamiento del jitter estelar.

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente, la incerteza � i en cada velocidad ra-
dial medida, puede ser caracterizada como la suma cuadrática de los errores sistemáticos e
intr�́nsecos, de�nida por:

� 2
i = "2

i 0
+ � 2

J ; (1.33)

donde" i 0 es dado por el proceso de la determinación del valor de la velocidad radial y
� 2

J es el valor del jitter estelar. A lo largo del trabajo se adoptan los valores sugeridos de
jitter estelar y son útiles porque de esa forma se “suavisa”el peso individual de cada dato.
En nuestros trabajos se buscaron mejores ajustes probando distintos valores de jitter, y las
soluciones encontradas no var�́an signi�cativamente. La ´unica excepción que encontramos es
en el sistema HD 73526, donde este peso sobre las observaciones cambia drásticamente las
soluciones.

1.3.6.4. Velocidad Radial en funcíon de parámetros orbitales

Veamos ahora como obtener los parámetros planetarios en función de la velocidad radial
de una estrella. La velocidad de una estrella respecto al observador puede ser descompuesta
según dos direcciones, una de ellas en la dirección del observador y que es llamadaVelocidad
Radial y la otra proyectada sobre el plano tangente a la esfera celeste, indirectamente medida
a través de técnicas astrométricas.

La orientación de la órbita de un sistema extrasolar en el espacio está de�nida según
muestra la Figura 1.13. La orientación del ejex está dada en la dirección a
 , que es el nodo
donde el movimiento del planeta es dirigido hacia el observador. El ejey es también tangente
a la esfera celeste ortogonal al anterior yz es dirigido en la l�́nea de la visual alejándose
del observador. Por convención la órbita está orientadade tal forma que el argumento del
pericentro está dado por! + � , i es la inclinación del plano de la órbita con respecto al cielo.

La expresión exacta para la velocidad radial que produce unplaneta en su órbita alrede-
dor de la estrella de masaM � , puede ser deducida fácilmente en función de sus parámetros
orbitales (ver Beaugé et al. 2007b) y está dada por la expresión:

Vr = K [cos(f + ! ) + e cos(! )] + V 0 (1.34)

dondeK es la amplitud de la variación de la velocidad radial, la excentricidad ese,
el argumento de pericentro! . V 0 es el desplazamiento arbitrario del origen. Se encuentra
escrito en forma vectorial, pues es necesario una componente (V0) por cada conjunto de datos
que se disponga (sea un observatorio y/o instrumento diferente, ver Sección 1.3.6.1).

La amplitudK puede ser escrita como:
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Figura 1.13: Marco de referencia astrocéntrico rotado, donde se muestra el plano orbital y el plano tangente a la
esfera celeste. El origen de los ángulos es el punto
 y el planeta (c�́rculo negro) se encuentra en el pericentro
de la órbita. Reproducido de Beaugé et al. (2007b).

K =
m

m + M �

2�a
P

sin i
p

1 � e2
(1.35)

dondeP es el per�́odo,a el semieje,m la masa planetaria yM � la masa estelar.

La anomal�́a verdaderaf se relaciona con la anomal�́a excéntricaE de la siguiente manera:

tg
�

f
2

�
= tg

�
E
2

� r
1 + e
1 � e

; (1.36)

y luego con la ecuación de Kepler obtenemos la anomal�́a media:

E � e sinE =
2�
T

(t � � ) (1.37)

donde� es el tiempo del pasaje por el pericentro, por convención elorigen de la órbita.

Resumiendo, se pueden identi�car 6 parámetros planetarios que determinan la curva de
velocidad radial y de�nen el conjunto deparámetros primarios:

K, la amplitud de la velocidad radial

P, per�́odo orbital

e, excentricidad

! , argumento de pericentro
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� , pasaje de tiempo por el pericentro

V0, velocidad radial del baricentro respecto a un 0 arbitrarioy asociado al conjunto de
observaciones (ver explicación en 1.3.6.1)

A �n de disminuir errores numéricos, el tiempo de pasaje porel pericentro� es dado en
unidades de tiempo a partir de la primer observación disponible. El origen temporal de las
observaciones es desplazado con el mismo objetivoJD-2400000.

Utilizando la tercera ley de Kepler:

n2a3 = G(m + M � ) (1.38)

donden = 2�=P es la velocidad angular media alrededor de la órbita yG es la constante de
Gravitación Universal.

Los parámetros secundariosutilizados para estudiar la dinámica del sistema son:m, la
masa del planeta y a, el semieje de la órbita. La masa del planeta debe ser obtenida combi-
nando (1.35) y (1.38) para obtener la expresión:

�
m� sin(i )

� 3

(m + M � )2
=

P
2�G

K 3(1 � e2)3=2; (1.39)

que en términos computacionales puede ser resuelta iterativamente. Debemos hacer una sal-
vedad, ya que estrictamente hablando, se determina el parámetrom.sin(i), y aunque la incli-
nación no se puede determinar directamente se asume una inclinación de 90o por lo que se
tiene unamasa ḿ�nima para cada planeta. Luego, con la ecuación (1.38) se puede calcular el
valor del semieje,a. Los parámetros secundarios tienen, de por s�́, asociado un error intr�́nse-
co porque dependen expl�́citamente de la masa de la estrella(determinada indirectamente,
espectroscópica o fotométricamente, y cuyo error es de un8 %).

Si aproximamosm � M � , se obtiene una expresión para la masa planetaria m�́nima:

m� sin(i ) '
�

P
2�G

� 1=3

KM � 2=3
p

1 � e2 (1.40)

El desconocimiento de la inclinación de la órbita es un problema a la hora de estudiar
la dinámica. En sistemas de múltiples planetas, se puedencalcular las razones de masas y
semiejes. Si suponemos que los planetas son coplanares, podemos aproximar el cociente
entre las masas:

mj sin(j )
mi sin(i )

'
mj

mi
(1.41)

que no es afectado por la inclinación.Esto es ventajoso desde el punto de vista dinámico,
ya que se ha demostrado que el comportamiento de ambos planetas dentro de la reso-
nancia depende principalmente de la raźon de masas entre ellos y śolo débilmente de las
masas individuales (ver Beauǵe et al. 2003, 2006 para ḿas detalles).
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El ajuste de velocidad radial con el modelo kepleriano, permite determinar la presencia
de un compañero planetario, dando 4 de los 6 elementos planetarios para describir una órbita
(los otros 2 son la longitud del nodo ascendente
 y la inclinación orbitali ). Eggenberger
y Udry (2010) a�rman que, la masa real del planeta y la masa m�́nima no di�eren más de
mp � 2mpsin(i ), en casi el 90% de los exoplanetas. Sin embargo no especi�can cómo se
estiman estos valores. Dado que el método por el cuál se puede determinar la inclinacióni
es mediante tránsito (1.3.5) y que la geometr�́a del problema de tránsitos favorece detectarlos
cuandoi � 90� , este valor puede contener un alto sesgo observacional.

Si consideramos un planeta en órbita circular, alrededor de una estrella de masa solar, la
Ec. (1.35) se simpli�ca como:

K [m=s] = 28:57� m� sin(i )[M jup] P � 1=3[años] (1.42)

Debido a que la probabilidad de detectar un planeta, dependeesencialmente del valor de
la amplitud de la velocidadK , esta expresión indica que la medición Doppler favorece la
detección de sistemas planetarios con planetas masivos y de corto per�́odo.

En el caso de tener más de un planeta, y cuando ellos no evidencien interacción, se pueden
sumar las contribuciones keplerianas que produce cada uno por separado. Por lo tanto cada
señal está caracterizada porM parámetros (M = 5 � npla + nobs), teniendo el cuenta el
número de planetas (npla ) y el número de conjuntos observacionales (nobs).

La suma de las contribuciones individuales de los planetas (Vr (i )), está dada por la suma
de ecuaciones de la forma de la Ecuación (1.34), es decir

Vr =
nplaX

i =1

Vr (i ): (1.43)

Nombraremos los parámetros orbitales desde el planeta más interno al más externo por
razones de simplicidad. Existe cierto criterio generalizado, de nombrar los planetas desde el
más interno en orden alfabético, empezando por la letrab. Sin embargo cuando se descubren
exoplanetas previamente no detectados, puede ocurrir que se encuentre más próximo a la
estrella central y por lo tanto la regla alfabética pierde sentido (e.g. 55 Cnce, Fischer et al.
2008)

En el caso de sistemas exoplanetarios donde la excentricidad de alguno de los planetas
es cercana a cero (ei � 0), a �n de evitar la inde�nición del ángulo$ i , es conveniente usar
variables regularizadas:

k = ecos[$ ] (1.44)

h = esin [$ ] (1.45)

Para �jar algunas ideas, la Figura 1.14 muestra cómo cada uno de los parámetros prima-
rios modi�cados cambia la forma de la velocidad radial.
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Figura 1.14: Ejemplos de dependencia del modelo -Ecuación(1.34)- con cada uno de los parámetros primarios.
La señal representada por la l�́nea continua tiene P=10 d�́as, e=0, K=50 m/s,! = 0 � , � =2.5 d�́as, yV0=-30 m/s.
Los parámetros primarios fueron cambiados de a uno por vez yen l�́nea a trazos se dibuja la velocidad radial
resultante. Adaptado de Eggenberger y Udry (2010).
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1.3.6.5. Expansiones El�́pticas

Podemos aproximar la expresión exacta de la Ecuación (1.34), escribiéndola en función
de elementos orbitales osculadores y expandiendo las funciones trigonométricas:

Vr = K
�

e cos(! ) + cos(f )cos(! ) � sin(f )sin(! )
�

+ V 0 (1.46)

La anomal�́a verdaderaf puede ser escrita, a través de la ecuación de Kepler y utilizando
las expansiones en serie de Bessel como (Murray y Dermott, 1999):

sin(f ) = 2
p

1 � e2

1X

s=1

1
s

d
de

Js(se)sin(sM ) (1.47)

cos(f ) = � e+
2(1 � e2)

e

1X

s=1

Js(se)sin(sM ) (1.48)

dondeJs(se) es la función de Bessel de primer orden, dada por la expresi´on:

Js(se) =
1
�

Z �

0
cos(sE � s esin(E))dE: (1.49)

Escribiendo expl�́citamente hasta orden 4 en excentricidades, obtenemos:

sin(f ) = sin(M ) + esin(2M ) + e2
�

9
8

sin(3M ) �
7
8

sin(M )
�

+

e3
�

4
3

sin(4M ) �
7
6

sin(2M )
�

+ #(e4) (1.50)

cos(f ) = cos(M ) + e(cos(2M ) � 1) +
9
8

e2 (cos(3M ) � cos(M )) +

4
3

e3 (cos(4M ) � cos(2M )) + #(e4) (1.51)

Esta serie converge rápidamente para pequeños valores dee, aunque es divergente para valores de
e > 0:6627434. Más adelante volveremos sobre este punto.

1.3.7. Efecto Rossiter-McLaughlin

En 1924 Richard Rossiter y Dean McLaughlin midieron la proyección, sobre el plano del cielo, del
ángulo formado por el plano de la órbita y el eje de rotación estelar (ángulospin-́orbita=� , de ahora
en más) para las binarias eclipsantes,beta� Lyrae y Algol respectivamente. El trabajó consistió en
modelar las variaciones de la velocidad radial de las estrellas, medidas durante el tránsito. Este efecto
actualmente denominadoRossiter-McLaughlin(RM de ahora en más), se mani�esta cada vez que un
objeto (estrella o planeta) oculta parte de la super�cie estelar.

Es de interés particular medir este efecto en Júpiters calientes5, pues no se entiende bien su proceso
de formación. Se supone que los Júpiters calientes se forman lejos de la estrella y luego sufren una

5Planetas del orden de 1M jup y per�́odos P� 3 d�́as.
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�

Figura 1.15:Izquierda. Esquema de la con�guración espacial necesaria para observar el efecto RM. (adaptado
de www.oklo.org ). Derecha. Diagrama de orientación de ejes donde se ve más claramente que� es una
proyección y existe una simetr�́a no resuelta sobre el ejeX. Adaptado de Fabrycky y Winn (2009).

migración hacia la estrella hasta su posición actual. Trabajos recientes como Benitez-Llambay et al.
(2010) tratan de explicar mejor estos procesos. Los mecanismos de migración no son bien conocidos
y algunos de ellos di�eren en el alineamiento spin-órbita:

Existe una basta literatura que considera la interacción disco-planeta (Lin et al. 1996, Papaloi-
zou y Terquem 2006) y, según los resultados de las integraciones numéricas, este mecanismo
no afecta el ángulo� .

En contraste otras teor�́as sugieren eventos disruptivos como interacciones planeta-planeta (Ra-
sio y Ford 1996) y colisiones de planetesimales (Murray et al. 1998) que pueden causar una
aleatoriedad en la alineación spin-órbita.

Los planetas en órbitas estables pueden presentar grandesoscilaciones en inclinación y ex-
centricidad debido a perturbaciones seculares de planetasmás alejados. Estas oscilaciones se
encuentran acopladas y ocurren en un rango espec�́�co de valores; este efecto es conocido como
Mecanismo de Kozai (Kozai 1962). Una combinación entre la circularización tidal y el meca-
nismo de Kozai podr�́a explicar la formación de planetas cercanos a la estrella (Nagasawa et
al. 2008) y midiendo la alineación spin-órbita se puede identi�car este mecanismo en sistemas
extrasolares.

La geometr�́a del problema puede ser analizada en la parte derecha de la Figura 1.15. El sistema
de coordenadas está orientado de tal forma que el ejeẐ está en dirección al observador ŷX yace
sobre la ĺ�nea de nodos de la órbita planetaria yŶ completa el sistema ortogonal. El nodo ascendente
del planeta (la ubicación donde el planeta cruza el plano del cielo con _Z > 0), es enX < 0. En este
sistema de coordenadas,no (la normal al plano de la órbita) está en el planoY Z y es especi�cado por
el ángulo de inclinación de la órbita:

io = cos� 1(no � Ẑ ); (1.52)

que var�́a de 0 a�= 2. Para especi�carns se necesitan 2 ángulos, el ángulo de inclinación del spinde
la estrella

i s = cos� 1(ns � Ẑ ) (1.53)

www.oklo.org
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Figura 1.16: Ilustración esquemática de la curva de velocidad anómala que produce el efecto RM. Los 4 distintos
caminos que puede seguir un planeta, a-d, en el panel de la izquierda corresponden a las curvas de velocidades
en la derecha. Reproducido de Ohta et al. 2005

y el ángulo �nal � que se entiende de la �gura es en ángulo entre el ejeŶ y la proyección dens sobre
el plano del cieloXY . Concluyendo,

no = Ŷsin io + Ẑ cosio

ns = X̂ sin i s sin � + Ŷ sin i scos� + Ẑ cosi s (1.54)

Para un planeta que transita,io es medible mediante el análisis de la fotometr�́a del tránsito, y �
(el ánguloproyectado spin-órbita) mediante el efecto RM (el ángulo es el ángulocompletospin-
órbita). Cuandoj� j es pequeño, entoncesj� j es un ĺ�mite inferior del valor de . Un valor alto dej� j
implica que hay una gran diferencia de ángulo spin-órbita. Por simetr�́a una con�guración (io; � ) no
se puede distinguir de una con�guración (� � io; � � ). Valores positivos de� tienen el spin estelar
rotado en el sentido de las agujas del reloj y valores negativos de� en sentido contrario de las agujas
del reloj. Valores dej� j mayores que� � io corresponden a órbitas retrógradas.

Si en su recorrido el planeta cruza a través del disco estelar de forma no paralela al ecuador de la
estrella, el cero de velocidad radial no ocurre en el punto medio del tránsito y la curva de velocidad
radial es asimétrica. La Figura 1.16 muestra como este efecto actúa dependiendo de la dirección del
tránsito.

Las velocidades radiales observadas durante el tránsito pueden ser combinadas con otros datos,
incluidas lasVr fuera del tránsito y la fotometr�́a del tránsito, acotando la ubicación de la órbita del
planeta.

Muchos trabajos recientes de exoplanetas realizan mediciones del efecto RM, aunque los ĺ�mites
de precisión restringen su aplicabilidad a casos espec�́�cos. Los ángulos medidos para los planetas
extrasolares6 no evidencian tendencia hacia algún valor y se obtienen incertezas de unos� 10� .

6http://www.aip.de/People/rheller/content/main_spino rbit.html .

http://www.aip.de/People/rheller/content/main_spinorbit.html
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1.3.7.1. Ecuaciones para modelar el efecto RM

Presentaremos un desarrollo básico de las ecuaciones en elefectoRM, aunque los pormenores y
mejoras al modelo pueden ser consultadas en Giménez (2006)y Gaudi y Winn (2007).

Consideremos una estrella de masaM � y radio R� que tiene un planeta que transita con masa
m y radioRp. La órbita tiene un per�́odoP, excentricidade y argumento de pericentro! . Se puede
escribir la variación de velocidad radial neta de la estrella (� V ) como la suma de la velocidad radial
de la estrella debido al movimiento orbital (� VO , ver Ecuación (1.34)) y la velocidad radial anómala
debido al efectoRM (� VR):

� V (t) = � VO(t) + � VR(t): (1.55)

donde “O” es reservado para las contribuciones por el movimiento del planeta en su órbita y la “R”
para contribuciones de los efectos Rossiter-McLaughlin y rotación estelar.

Por conveniencia se escribe el efecto de RM como:

� VR (t) = K R g(t; xp; yp; 
; �; ::: ); (1.56)

separando la amplitud totalK R del efecto RM de la función adimensionalg(t) < 1. La amplitud es
dada por:

K R � VS sin I S

 2

1 � 
 2 ; (1.57)

= 52:8 m=s
�

VS sinI S

5 km=s

� �
Rp

RJup

� 2 �
R�

R�

� � 2

(1.58)

donde
 � Rp=R� . En la última igualdad, se asumió que
 � 1. La función adimensionalg depende
de la posición proyectada(xp; yp) del planeta, pero también de
 y del oscurecimiento ĺ�mbico (� ).
Por simplicidad, se usa una función parametrizada linealmente con la ley de oscurecimiento ĺ�mbico,
de tal forma que el brillo super�cial (no ocultado) de la estrella es:

I (x; y)
I 0

= 1 � �
h
1 �

�
1 � x2 � y2� 1=2

i
; (1.59)

La Figura 1.17 muestra tres trayectorias de un planeta que transita sobre el disco estelar. Estas
trayectorias tienen el mismo parámetro de impactob, y consecuentemente todos ellos producen la
misma señal fotométrica. (recordemos que el parámetro de impacto es dado porb = acosi=R � , donde
a es el semieje mayor). Sin embargo las trayectorias di�eren en el valor de� , y consecuentemente
producen distintas formas de RM, como se dibuja en los paneles inferiores. La sensibilidad de la
forma del efecto de RM con� es lo que permite al observador estimar el alineamineto spin-órbita.

Un caso especial, simple de analizar, ocurre cuando el discoplanetario es totalmente contenido
dentro del disco estelar y el oscurecimiento ĺ�mbico es despreciable (� = 0 ). En este caso,g es la
distancia perpendicular desde el eje orbital estelar proyectado,g(t) = xp(t). Si consideramos una
trayectoria rectiĺ�nea a través la cara de la estrella, con parámetro de impactob, podemos escribir la
posición del centro del planeta en función del tiempo como:

xp(t) = t � cos� � bsin �;

yp(t) = t � sin � + bcos�; (1.60)
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Figura 1.17: La dependencia del efecto RM con respecto a� . Se dibujaron tres trayectorias posibles de un
planeta que transita. Las con�guraciones tienen el mismo parámetro de impacto (b = � 0:5) y producen la
misma curva de luz, pero di�eren en� y producen distintas curvas RM. En los paneles inferiores semuestra la
velocidad radial resultante, para el caso donde no hay oscurecimiento por limbo (� = 0 ) con l�́neas punteadas;
mientras que en l�́neas sólidas se reproduce la velocidad radial cuando� = 0 :6. Adaptado de Gaudi y Winn,
(2007).

dondet � � (t � t tra )=Ttra , t tra es el tiempo del punto medio del tránsito,Ttra = R=vorb es el tiempo
de cruce por el radio correspondiente a la velocidad orbitaldel planeta en el tiempo de tránsito (debido
a esto la duración del tránsito es aproximadamente2Ttra

p
1 � b2) y � es el ángulo de la trayectoria

con respecto a el ecuador estelar aparente. Se de�ne� entre� 180� y +180� ; Si � > 0, el planeta
se mueve hacia el norte estelar cuando cruza a través del disco. La indeterminación del parámetro de
impactob $ � b presente en la solución de la señal fotométrica, es resuelta cuando se considera el
efecto RM.

En el caso de rotación uniforme, sin oscurecimiento ĺ�mbico y cuando el planeta está totalmente
contenido en el disco estelar, la curva de RM es simplemente una función lineal del tiempo (ecuación
1.60). Si asumimos que el planeta es pequeño (
 � 1), y no se tienen en cuenta las fases de ingreso y
egreso7, se usa la aproximación simple dada por:

g(t) =
�

xp(t) si
p

t2
� + b2 � 1;

0 caso contrario:
(1.61)

En el caso de considerar el oscurecimiento ĺ�mbico, la expresión deg es más complicada y necesita
ser evaluada numéricamente. Sin embargo se pueden consultar los trabajos de Ohta et al. (2005) y
Giménez (2006) para obtener algunas aproximaciones anaĺ�ticas.

Para conocer la importancia del efecto RM podemos comparar la amplitud de la velocidad ra-
dial, K O (Ec. 1.35), con la amplitud de la velocidad radial anómalaK R (Ec. 1.62) que produce el
efecto RM. Asumiendo órbitas circulares (e = 0 ), con ángulos proyectados pequeños
 � 1, y con

7ya que constituyen una pequeña fracción de la duración total del tránsito (� 2
 )
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inclinacióni = 90 � , se obtiene (Gaudi y Winn, 2007):

K R

K O
=

�
PV3

2�Gm

� 1=3 �
� �

� p

� 2=3

; (1.62)

donde� p y � � son las densidades medias del planeta y la estrella, respectivamente. Suponiendo que
� � =� p no var�́an demasiado entre sistemas estelares, el orden de magnitud deK R=KO depende prin-
cipalmente de: el per�́odo orbital, la masa del planeta y la velocidad proyectada de rotación de la
estrella:

K R

K O
� 0:3

�
m

M Jup

� � 1=3 �
P

3 d�́as

� 1=3 �
V

5 km=s

�
(1.63)

Para sistemas extrasolares comparables a la masa de Júpiter y con per�́odos de 1–4 d�́as (Júpiters Ca-
lientes) esta relación es menor que 1. Sin embargo las propiedades de los sistema conocidos tienen
efectos de selección ya mencionados: los tránsitos de planetas grandes y de corto per�́odo son mucho
más fáciles de detectar que planetas pequeños de largo per�́odo (Gaudi, 2005). Una aplicación in-
teresante de la Ec. (1.63) es que para los planetas más dif�́ciles de detectar, la amplitud del efecto de
RM excedela amplitud de la velocidad orbital. En particular para un planeta de masa terrestre con un
per�́odo de 1 año,K R=KO � 3 paraV = 5 km=s (Gaudi y Winn, 2007).

Podemos hacer una estimación simple para determinar los órdenes de magnitud de� que produce
el efecto RM. Para esto, es útil considerar los tiempos relativos de 3 eventos observables:

I. el instantet tra de la mayor profundidad del tránsito. Ent = t tra , la distancia proyectada estrella-
planeta es m�́nima.

II . el instantetorb cuando la variación de velocidad radial es nula. Ent = torb , la estrella se mueve
en el plano del cielo.

III . el instantet rot cuando la velocidad anómala que produce la variación RM esnula. Ent = t rot , el
planeta yace directamente en frente del eje de rotación estelar.

Para una órbita circular con� = 0 , estos 3 eventos son simultáneos. Si la órbita es circular, pero
� 6= 0 , entoncest tra = torb perot rot ocurre antes o después (utilizando la Ec. 1.60):

t rot � t tra

Ttra
� btan �: (1.64)

Para órbitas no circulares,t tra y torb no son más simultáneos. A primer orden en excentricidadesse
obtiene,

torb � t tra =
P
2�

(ecos! ) ; (1.65)

donde! es el argumento del pericentro. Al mismo orden, la diferencia de tiempot rot � t tra y la
duración del tránsitoTtra son multiplicadas por el mismo factor1� esin ! , y as�́ la Ec. (1.64) continúa
siendo válida. Estas expresiones dan una idea de la precisión en tiempo necesaria para poder medir� .
Por ejemplo, para un tránsito en latitud media enb = 0 :5 que dure 2.5 horas, una inclinación spin-
órbita de� = 1 � corresponde a un desplazamiento de tiempo de 45 segundos entre el tiempo medio
de tránsito y la anulación de la forma del evento RM.

De la misma forma se puede derivar la incerteza en� , pero basados en las mediciones espec-
troscópicas. Consideremos una serie deN velocidades radiales tomadas en tiempostk durante el
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Tabla 1.1: Valores de observables para detectar planetas tipo Júpiter y tipo terrestres. La estrella central se asume
que es idéntica al Sol y que se encuentra a 10 pc del observador.

Técnica Observable necesario Júpiter Tierra
Imagen directa contraste de brillo en� visible 6 � 10� 7 1.5 � 10� 10

Imagen directa contraste de brillo en� = 10� m 1.5� 10� 7 1.2 � 10� 7

Imagen directa separación angular 0”.50 0”.1
Astrometr�́a amplitud astrométrica 500� as 0.3� as
Velocidad radial amplitud deVr 13 m/s 0.1 m/s
Tránsito profundidad del tránsito� F 1 % 0.01 %
Timing residuos del timing TOAs 2.5 s 1.5 ms
RM amplitud RV dentro tránsito 52.8 m/s 0.4 m/s

tiempo de tránsito (entre el primer y cuarto contacto, ver Figura 1.9), cada una de las cuales tiene
un error asociado� (el mismo para todas). Consideremos también el caso donde las mediciones RM
son la única fuente de error (asumimos que ambos, el tránsito fotométrico y la órbita determinada por
espectroscopia han sido medidas precisamente). De esta forma las incertezas en los tiempos de con-
tacto,t tra , y los parámetros
 y btienen incertezas despreciables y la velocidad orbital� VO(t) puede
ser precisamente extra�́da de la variación total de velocidad observada durante el tránsito para aislar
la forma de RM. Los únicos parámetros a determinar cuando se ajusta el tránsito son� y V , que se
pueden combinar en un vector bidimensional~a. Las incertezas esperadas en� y V para un conjunto
de datos equiespaciados y grandes son:

� � = Q� 1
R

�
(1 � b2) sin2 � + 3b2 cos2 �

b2(1 � b2)

� 1=2

; (1.66)

� V

V
= Q� 1

R

�
(1 � b2) cos2 � + 3b2 sin2 �

b2(1 � b2)

� 1=2

; (1.67)

donde se de�nió

QR �
p

N
K R

�
: (1.68)

El factorQR es proporcional a la razón señal sobre ruido. Es destacable la relación existente entre las
Ecs. (1.66) y (1.67) es� V (� )=V = � � (� � � ). De todas formas se puede deducir que la incerteza
depende de la geometr�́a del tránsitoby la geometr�́a de la órbita� .

1.4. Efectos de Selección y L�́mites de deteccíon

El amplio rango de propiedades de los exoplanetas implica grandes diferencias a la hora de detec-
tarlos. Muchas veces se usan las referencias de la Tierra y J´upiter como comparación de los potencia-
les observables provenientes de los métodos de detección. La Tabla 1.1 muestra los valores t�́picos de
señal que deber�́an ser detectados por una técnica para asegurar detecciones positivas.

Podemos resumir la información de las secciones precedentes en el planoMasa ḿ�nimaen función
del semieje como se ve en la Figura 1.18. Los planetas del Sistema Solar se encuentran marcados como
referencia. Las ĺ�neas verticales indican per�́odos t�́picos de referencia. Las ĺ�neas horizontales están
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Figura 1.18: L�́mites de detección según las distintas t´ecnicas. Los puntos rojos indican la posición de los
planetas del Sistema Solar nombrados con sus iniciales.

asociadas a la profundidad del tránsito necesarias para ladetección (1 % y 0.01 %), las ĺ�neas a trazos
con pendiente positiva indican los ĺ�mites para la amplitud detectada por velocidad radial (10 m/s
y 1 m/s), mientras que las ĺ�neas a trazos con pendiente negativa indican la precisión astrométrica
necesaria en las posiciones para estrellas a distintas distancias. Por ejemplo para detectar un planeta
tipo Saturno necesitamos medir profundidades de tránsitomenores que� 0.1 %; o una amplitud de
velocidad radial de 5 m/s; o una precisión astrométrica de10 � as para una estrella a 100 pc. La ĺ�nea
roja negativa marca el ĺ�mite de detección del efecto RM para las precisiones actuales; se observa que
gran cantidad de los actuales exoplanetas son plausibles demedir y as�́ brindar más pistas acerca del
pasado evolutivo de cada sistema (ver Subsección 1.3.7).

Ahora bien, si sobre la Figura 1.18 dibujamos los elementos orbitales de los exoplanetas descu-
biertos hasta abril de este año podemos �jar aún más ideas(Figura 1.19, adaptada con la Figura de
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Exoplanet_Period- Mass_Scatter.png ).
En primer lugar notamos que la gran mayor�́a de los sistemas extrasolares tienen obviamente grandes
masas, mucho más que decenas de veces la masa terrestre. Esta tendencia hacen el análisis estad�́stico
complicado, sin embargo estas altas masas son en parte a un efecto de selección: todos los métodos
de detección son más sensibles a descubrir planetas masivos. A pesar que los planetas tipo terrestres
son más dif�́ciles de detectar, aparentemente son mucho m´as comunes (Butler et al. 2006) y es as�́ que
las técnicas de detección más sensibles como microlentegravitacional y pulsar timing tienen su peso
estad�́stico.

Muchos exoplanetas orbitan alrededor de su estrella a distancias mucho más cercanas que en
nuestro propio Sistema Solar. Esto nuevamente es debido a efectos de selección, ya que la velocidad

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Exoplanet_Period-Mass_Scatter.png
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Figura 1.19: L�́mites de detec-
ción según las distintas técni-
cas. Los puntos rojos son re-
ferentes a la posición de los
planetas del Sistema Solar.
Los distintos puntos de colo-
res son exoplanetas cataloga-
dos según el método de detec-
ción: verde: tránsitos, azul: ve-
locidad radial, violeta: pulsar
timing, marrón: imagen direc-
ta y naranja: microlente gra-
vitacional. Existen 2 grupos
bien diferenciados: los puntos
verdes, planetas predominan-
temente cercanos a la estrella
y los azules un poco más dis-
persos, pero exhibiendo cierta
concentración alrededor de� 1
[UA].

radial es un método más sensible a detectar planetas con órbitas más cercanas. Los astrónomos, ini-
cialmente se sorprendieron por estos planetas gigantes cercanos a las estrellas que denominaronhot
Jupiters(Júpiters Calientes). Según los más recientes trabajosacerca de la formación de exoplanetas,
aparentemente al menos uno o dos exoplanetas deber�́an existir en cada sistema, con órbitas y tamaños
comparables a Júpiter y Saturno (Crida et al., 2009).

Los planetas detectados por Tránsito presentan per�́odosmás cortos debido principalmente al
método de detección: las probabilidades de detección detránsito de un planeta que está lejos de la
estrella son muy bajas porque su posibilidad de transitar sobre el disco estelar es inversamente propor-
cional al tamaño de la órbita. Sumado a ello, la probabilidad de realizar la observación justo durante
el tránsito es un factor importante.

Gran parte de los exoplanetas tienen órbitas excéntricas. Esto, en principio, no es un efecto obser-
vacional ya que un planeta puede ser detectado igual, sea o noexcéntrico. La prevalencia de órbitas
eĺ�pticas es una incógnita, ya que algunas teor�́as de formación sugieren que deber�́an ser circulares.
Sin embargo veremos que parte de este sesgo puede ser un efecto de selección (Cap�́tulo 5).



Caṕ�tulo 2

Obtención de los paŕametros planetarios

A pesar que en el cap�́tulo anterior discutimos varias técnicas de detección, a lo largo del resto de
la tesis nos restringiremos a las detecciones por velocidadradial.

La determinación de los parámetros orbitales de sistemasexoplanetarios a partir de los datos de
velocidad radial, es un proceso complejo. Aunque los primeros sistemas exoplanetarios eran ruti-
nariamente observados por varios per�́odos antes de su publicación, en la actualidad los candidatos
planetarios son publicados cuando las observaciones cubren apenas un per�́odo orbital e inclusive
con regiones de la orbita no uniformemente observadas. Existen también algunos sistemas donde se
dispone de varios conjuntos observacionales, como paraEpsilon Eridaniy Upsilon Andromedae, au-
mentando la información disponible, pero a su vez haciendomás dif�́cil la tarea de la interpretación de
los datos. Por estos motivos es fácil interpretar erróneamente los parámetros orbitales y el incremento
del número de observaciones a lo largo del tiempo puede modi�car los ajustes obtenidos. Las ecuacio-
nes que relacionan las observaciones con los elementos orbitales (y masas planetarias m�́nimas) son
altamente no lineales, permitiendo en principio la existencia de varios m�́nimos locales en el espacio
de parámetros.

La mayor�́a de las veces las observaciones de velocidad radial (yi ) se encuentran disponibles de
manera libre. En algunos casos los autores no proveen los datos y se deben emplear métodos de
extracción de la información contenida en las imágenes publicadas, en forma de archivos postcript (en
la bibliograf�́a este tipo de datos es denominadodextered data).

Dado el conjunto de observaciones se necesita resumir e interpretar los datos ajustándolos a un
“modelo” que depende de parámetros ajustables. Esto se conoce como:Modelización de Datos. Dis-
ponemos de lasN velocidades radiales observadas (yi ) para cada tiempo (t i ), y por otro lado para
cada tiempo (t i ) podemos calcular la señal de la velocidadVr (t i ) con la Ec. (1.34). El objetivo que
se plantea es encontrar el conjunto de parámetros planetarios que reproduzcan la funciónVr (t i ) de tal
forma que su comportamiento sea lo más parecido posible a los datos observacionales (yi ). Existen
distintos enfoques para determinar los parámetros planetariosA i = A(K; T; e; !; �; V0):

Los métodos de Fourier. Se utiliza una descomposición armónica de la señal en unconjunto
de frecuencias. Las frecuencias pueden ser preestablecidas (como el caso de la transformada
discreta de Fourier, aplicable sólo en el caso de datos equiespaciados) o se puede utilizar un
rango cualquiera de frecuencias de interés (como en el casode la transformada de Fourier para
datos compensados).

45
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Losmétodos de Cuadrados Ḿ�nimos. Dada una función modelo se calculan simultáneamente
frecuencias y parámetros planetarios, tal que ellos sirvan para reproducir el comportamiento
global de la función que queremos modelar. Debido a la formano-lineal de la función, existen
dos enfoques que utilizaremos:

Los métodos determiń�sticos. Consisten en un método iterativo, en los cuales se
comienza con una solución (potencialmente pobre) y se van introduciendo cambios
en la solución, cada uno mejorando la anterior. Estos métodos buscan la dirección
en la cual la función residuoR decrece, ya sea utilizando evaluaciones de la función
(por ejemplo Simplex), e inclusive sus derivadas (Métodosde Gradiente, por ejem-
plo Levenberg-Marquardt). Son métodos muy sensibles a lascondiciones iniciales
donde comienzan las iteraciones.

Losmétodos estoćasticos. Se incorpora la selección probabiĺ�stica (aleatoria) en el
proceso de minimización. Esta aleatoriedad puede estar presente en la forma de la
selección de los elementos de la función (por ejemplo Simulated Annealing) o bien
en el algoritmo mismo (como por ejemplo métodos evolutivoscomo Algoritmos
Genéticos). La aleatoriedad introducida puede proveer la“iniciativa” necesaria de
posicionarse lejos de la solución local cuando se busca un ´optimo global.

También es necesario de�nir unafuncíon de ḿerito que mida el acuerdo entre los datos y el
modelo. La función de mérito es convencionalmente diseñada de tal forma que pequeños valores de
ella representen el mejor acuerdo con los datos. Los parámetros del modelo son entonces ajustados
para lograr un m�́nimo en la función de mérito, obteniendoas�́ los parámetros del mejor ajuste. Dicho
de otra manera, el proceso de ajuste es un problema de minimización en varias dimensiones.

La obtención de los parámetros no es el �nal del problema, para ser genuinamente útil el proceso
de ajuste debe:

a ) brindar los parámetros del mejor ajuste

b ) estimar los errores en los mismos

c ) medir estad�́sticamente la bondad del ajuste

Cuando el tercer punto sugiere que el modelo no es representado por los datos, entonces los puntos
(a) y (b) no tienen importancia. Ellos nos indican si un ajuste es aceptable cuando el grá�co de los
datos y el modelo son parecidos. La base de los siguientes desarrollos pueden ser consultadas en Press
et al. (1992).

Este tipo de problemas muchas veces utiliza los denominadosmétodos globales, ya que realizan un
barrido general de todas las soluciones posibles en el espacio de parámetros, su costo computacional
es elevado y nunca se tiene la certeza de haber encontrado el m�́nimo global de la función. De alguna
manera todos los métodos pueden modi�carse para que su búsqueda sea global dentro del espacio de
parámetros, con mayor o menor e�ciencia, recordando tres reglas:

Nunca sentirse afortunado.Puede ser que sólo tengamos un m�́nimo local en lugar del m�́nimo
global.

Todo tiene un costo.Si queremos encontrar el m�́nimo global debemos trabajar para obtenerlo.
Asociado a esta regla se deben considerar tres aspectos relacionados con la e�ciencia:
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1. E�ciencia Absoluta. ¿Cuán precisa es numéricamente lasolución dada por mi método?

2. E�ciencia Global. ¿Cuán seguro estoy que la solución esel verdadero m�́nimo de mi
solución?

3. E�ciencia Relativa. ¿Cuánto tiempo de cómputo es necesario para hallar la solución?

Los métodos más elegantes son designados para cumplir tanto como sea posible los puntos (1) y
(3). Sin embargo el punto (2) es bien resuelto sólo si se tiene una condición inicial conveniente.

La evolución es más inteligente que uno!.Si bien por el momento esta frase parece no tener
sentido, veremos con la introducción deAlgoritmos Genéticosla importancia de la misma.

2.1. Métodos de Fourier

Si bien los métodos de Fourier constituyen una de las herramientas numéricas más comunes,
también resultan ser una de las más complicadas. Los posibles problemas no solo se restringen a di�-
cultades numéricas, sino también teóricas. El tratamiento erróneo de los datos no solo puede dar resul-
tados imprecisos sino también pueden ser completamente equivocados. En cierto sentido, el principal
propósito del Análisis de Fourier es el siguiente: dada una funciónf (t), encontrar una aproximación
f̂ (t) tal que:

f̂ (t) =
X

�

F� e� i 2��t : (2.1)

En otras palabras, deseamos encontrar una descomposiciónarmónica de la función. Si ésta es
naturalmente periódica o casi-periódica (también llamada de multiperiódica), lo que buscamos esen-
cialmente es determinar cuales son las frecuencias� involucradas en la variación de la funciónVr con
respecto det. Por el momento vamos a suponer queVr es de�nida sobre un cierto intervalo �nito de
la variable independientet 2 [0; T]. Notemos que, en la sumatoria de la Ec. (2.1),� es una variable y
no un �́ndice entero1.

No obstante este método tiene la importante limitación deque únicamente se evalúa la potencia
del espectro en determinadas frecuencias (las frecuenciasde Fourier) que pueden no ser en las que
estamos interesados. Veamos a continuación como funcionan los métodos de Fourier.

2.1.1. Principios de Fourier

Para representar unaVr cualquiera en el espacio de funcionesL 2[0; T ] (cuadrado integrables), pri-
mero debemos elegir una base para el espacio. Recordemos queel espacio posee dimensión in�nita, y
por lo tanto precisamos in�nitas funciones base para representar cualquier elemento. Se puede denotar
una base genérica de la forma:

f � � g donde � � (t) 2 L 2[0; T ] (2.2)

y donde necesitamos in�nitos (y adecuados) valores de� tal de generar todo el espacio. El parámetro
� puede variar en forma discreta o continua pero, cualquiera sea el caso, si solo consideramos un
numero�nito de ellos, el conjuntof � � g generara un sub-espacio (del espacio total).

1A �n de evitar confundir terminolog�́a denominaremose a la base del logaritmo natural, “e=2.7182..”;
alternativamente trabajaremos con desarrollos planares yreservamosi =

p
� 1.
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Si consideramos un conjunto discreto de valores de� , la aproximación de la funciónVr en este
espacio modelo es representada por la combinación lineal:

f̂ =
X

�

F� � � (2.3)

donde los coe�cientesF� son incógnita.

Debido a quef̂ puede ser considerada como una proyección deVr en un sub-espacio, podemos
de�nir la funcíon residuoR tal que:

Vr = f̂ + R (2.4)

que se corresponde con las componentes deVr que no fueron proyectadas; o sea, aquellas componentes
que son normales al sub-espacio modelo. En general, los coe�cientesF� serán elegidos de forma que
jRj2 sea el menor posible (i.e. la mejor aproximación).

Un caso particular de gran interés, dentro de la Mejor Aproximación, consiste en elegir las fun-
ciones bases como:

� � (t) = e� i 2��t (2.5)

para ciertos valores de� que pueden ser tanto discretos como continuos. Estas funciones (2.5) forman
lo que se llama debase arḿonica del espacio de funciones. Existen in�nitas bases posibles,ya que
podemos generar distintas secuencias:

f � � g = ( e� i 2�� 1 t ; e� i 2�� 2 t ; e� i 2�� 3 t ; : : : ) (2.6)

simplemente eligiendo los� i de forma diferente. Si reemplazamos (2.5) en (2.3), siempreque podamos
suponer el residuo muy pequeño, obtenemos que los coe�cientes de la mejor aproximación armónica
son dados por:

F� =
1
T

X

!

B � 1
!;�

Z T

0
f (t)ei 2�!t dt (2.7)

donde el tensor métrico es dado por:

B �;! =
1
T

Z T

0
ei 2� (� � ! )t dt (2.8)

= ei� (� � ! )t sin (� (� � ! )T)
� (� � ! )T

:

Una consecuencia muy importante de esta ecuación es que lasfunciones basee� i 2��t en general
no de�nen una base ortogonal, por lo tanto resulta complicado calcular la matriz inversa deB �;! . En
otras palabras, aunque el producto internohe� i 2��t ; e� i 2�!t i = 1 si � = ! , en general no se cumple
que el producto interno sea nulo cuando� 6= ! .

Independientemente de las di�cultades puramente numéricas, esto implica que el coe�ciente corres-
pondiente a la frecuencia� se verá afectado (o contaminado) por las contribuciones deotras frecuen-
cias diferentes. Esto es inevitable al trabajar con bases no-ortogonales, y es una caracter�́stica que
será importante a la hora de de�nir y trabajar con las Transformadas de Fourier.
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2.1.2. Transformada discreta de Fourier

La de�nición clásica de laTransformada de Fourierde una funciónf en una frecuencia� arbitraria
esta dada por:

F (� ) � h e� i 2��t jf i =
1
T

Z T

0
f (t)ei 2��t dt: (2.9)

En otras palabras, la transformada de Fourier es laproyeccíonde la función originalf sobre la función
� � (t) = e� i 2��t .

Si disponemos, por ejemplo de una integración numérica, podemos muestrear con un conjunto
equiespaciado deN puntos, de forma tal quef n = f (tn ) donde

tn = (� ; 2� ; : : : ; N �) ! tn = n� : (2.10)

La cantidad� se denominaescala del muestreo (i.e. sampling rate)y denota el intervalo det
entre datos. Tomando la función peso comown � 1=N 8 n, tenemos que la Transformada Discreta
de Fourier (i.e.Discrete Fourier Transform - DFT) esta de�nida como:

F̂ (� ) =
1
N

NX

n=1

f nei 2��n � : (2.11)

Ahora bien, para cada valor de� existe un valor critico de� , llamadafrecuencia critica de Nyquist
denotada por� c, que es dada por:

� c =
1

2�
: (2.12)

Esta cantidad es muy importante porque denota cual es la máxima frecuencia que es identi�cada por
el muestreo de datos.

En las aplicaciones prácticas, no es posible evaluar la transformada de Fourier de una función
discreta entodoslos valores continuos de frecuencias, sino que se trabaja con un cierto conjunto �nito
de frecuencias espec�́�cas. Estas frecuencias son elegidas de tal forma que el tensor métrico (Ec. 2.8)
sea la matriz identidad. De hecho, lo que comúnmente se entiende comoTransformada de Fourier
Discreta(DFT) se re�ere no sólo a la discretización de los datos, sino también de las frecuencias del
espectro.

El �nal del intervalo de la variable independiente se corresponde conT = N � , de forma tal que
tenemos en totalN datos. También vamos a suponer (y esto es importante) que elnumero total de
datos es par.

Con estas especi�caciones, vamos a considerar un espacio modelo generado por las funciones
basee� i 2�� k tn , donde las frecuencias cumplen con la condición (frecuencias de Fourier):

� k =
k
T

=
k

N �
; k = �

N
2

; : : : ; 0; : : : ;
N
2

: (2.13)

Con esta elección, el tensor métrico es la matriz identidad (ver Ec. 2.8), y la transformada de
Fourier (ecuación (2.11)) es dada por:

F� k = he� i 2�� k tn jf i =
1
N

NX

n=1

f nei 2�kn � =T : (2.14)
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Notemos que, para los efectos de cálculo, hicimos variar el�́ndicek de0 a N , siendo que los valores
deFk parak � N

2 van a corresponderse a las frecuencias negativas� k� N .

La Anti-Transformada Discretaposee la forma análoga:

f n =
1
N

NX

k=1

Fke� i 2�kn � =T (2.15)

Esta función discreta reconstituida se denominaSerie de Fourier Discreta.

La DFT posee otra desventaja que tiene que ver con el número de operaciones numéricas que son
necesarias para su cálculo. Aunque esta limitación es de ´�ndole numérica y no teórica, puede ser muy
importante.

Una forma de reducir el número de operaciones es lo que se conoce como laTransformada Ŕapida
de Fourier - FFT. No obstante este método tiene la importante limitación de que únicamente se evalúa
la potencia del espectro en determinadas frecuencias (las frecuencias de Fourier) que pueden no ser las
que interesan. Más precisamente, es una descomposición de la serie temporal en una base ortonormal
de�nida por un número �nitoN=2 de frecuencias, dondeN es el número de datos.

El método además es de�nitivamente inútil para evaluar bajas frecuencias. A pesar de que a menu-
do es utilizada, la FFT no debe aplicarse a observaciones no equiespaciadas puesto que no se cumple
la hipótesis fundamental (datos equiespaciados). Peor a´un, suele utilizarse la FFT para evaluar la po-
tencia en frecuencias que no son las de Fourier, alegando de que se está trabajando con la transformada
continua. Todo esto hace que la potencia evaluada mediante FFT sea incorrecta y por lo tanto se iden-
ti�quen mal las frecuencias asociadas a la señal periódica.

La idea de la FFT consiste en aprovechar el caso cuandoN es un número par, y reagrupamos los
términos de la ecuación (2.14) en la forma:

F� k =
NX

n=1

f nei 2�kn=N =
N=2X

n=1

f nei 2�kn=N +
NX

n= N=2+1

f nei 2�kn=N

=
N=2X

n=1

f nei 2�kn=N +
N=2X

n=1

f n+ N=2ei 2�k (n+ N=2)=N (2.16)

=
N=2X

n=1

(f n + f n+ N=2ei�k )ei 2�kn=N :

En conclusión, tenemos que:

Fk =
NX

n=1

f nei 2�kn=N �!
N=2X

n=1

f (1)
n ei 2�kn=N ; (2.17)

donde los nuevos coe�cientes sonf (1)
n = ( f n + f n+ N=2 ei�k ). Si ahoraN=2 es nuevamente un nu-

mero par (i.e.N divisible por22), el proceso puede ser repetido, subdividiendo nuevamentela última
sumatoria en dos términos, reagrupando los sumandos, de�niendo la funciónf (2)

n , etc.

Este proceso puede ser continuadom veces, siempre que el limite de la sumatoria resultanteN=2m

sea par. As�́, el caso más favorable ocurre cuando el numerode datos es en realidad una potencia de
dos. En tal caso, la transformada de Fourier se traduce en un ´unico término donde su coe�cientef (m)

0
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es una suma de(m � 1) evaluaciones de la función. El número total de operaciones a ser realizadas se
reduce desdeN 2 aN log2 N . Según Press et al. (1992), si tomamosN = 106 el cálculo de la FFT es
40000 veces más rápido que la DFT.

2.1.3. Determinacíon de Paŕametros orbitales con ańalisis de Fourier

Recordemos la forma de la función periódica que queremos analizar:

Vr = K [cos(f + ! ) + e cos(! )] + V 0 ; (2.18)

donde vemos que la dependencia temporal se encuentra en la anomaĺ�a verdaderaf . Haciendo uso de
la ecuación de Kepler podemos expandirf 2 en series de excentricidadesej tales que:

ei f j =
k= 1X

k= �1

Ck (ej )eikM j (2.19)

dondeM j = n j (t � � ) es la anomaĺ�a media,� el tiempo de pasaje por el perihelio yCk(ej ):

Ck(ej ) =
1

2�

Z 2�

0

�
cosE � ej + i

q
1 � e2

j sinE
�

e� ik (E � ej sin(E )) (2.20)

Reemplazando en la expresión general se obtiene:

Vr =
NX

j =1

K j ei! j

1X

k=1

Ck(ej )eik �n j (t � � ) + V 0 ; (2.21)

A quinto orden en excentricidades, los coe�cientesCk(ej ) pueden escribirse como3:

C1(ej ) =
�

1 �
9
8

e2
j +

25
192

e4
j

�
+ i

�
1 �

7
8

e2
j +

17
192

e4
j

�
(2.22)

C2(ej ) =
�

1 �
4
3

e2
j +

3
8

e4
j

�
ej + i

�
1 �

7
6

e2
j +

1
3

e4
j

�
ej (2.23)

Según Correia (2008) podemos escribir la transformada de Fourier para un número discreto de
observacionesN , no equispaciadas, en un intervalo de tiempo [0,T]:

F (� ) �
1
T

NX

k=2

Vke� i�t k (tk � tk� 1); (2.24)

dondeVk es la velocidad radial medida en la fechatk . Los parámetros orbitales pueden ser determi-
nados como se detalla a continuación:

Determinación deV0

2haciendo uso de los desarrollos de la Sección (1.3.6.5).
3solo escribiremosk=1 y k=2, ya que es su�ciente considerar sólo dos frecuencias para este análisis.
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Reemplazando la Ec. (2.18) en la transformada de Fourier dada por la Ec. (2.24)
y eligiendo� = 0 , siempre que los datos sean más o menos uniformemente distri-
buidos en el intervalo de observación, se obtiene:

F (0) = V0; (2.25)

y una vez obtenido este corrimiento es sugerible sustraer este valor de los datosVk

y continuar el análisis de Fourier sin esa parte en la Ec. 2.18.

Determinación den j

La frecuencian1 corresponde al compañero de la estrella con mayor amplitudK 1,
dado por la frecuencia� asociada al pico más alto en el espectro de potencias, es
decir:

j F (n1) j � j F (� ) j ; 8� (2.26)

Luego de localizarn1 es relativamente sencillo encontrar los otros parámetros. Una
vez que la órbita del primer compañero es completamente establecida, se reco-
mienda sustraer su contribución y seguir evaluando para encontrar otros posibles
compañeros de la estrella.

Determinación de parámetros orbitales restantes (ej ; K j ; � j y ! j )

Reemplazando la expresión (2.21) en (2.24) y eligiendo� = n j y � = 2n j

F (n j ) = K j ei! j C1(ej ) e� in j � j (2.27)

F (2n j ) = K j ei! j C2(ej ) e� i2n j � j (2.28)

donde las cantidadesF (n j ) y F (2n j ) se determinan haciendo las transformadas de
Fourier con la Ec. (2.24). Tomando módulo de las expresiones de arriba se obtiene:

j F (n j ) j= K j j C1(ej ) j y j F (2n j ) j= K j j C2(ej ) j (2.29)

de la que se obtiene una expresión impĺ�cita para la excentricidad que puede ser
resuelta con algún método iterativo tal que se satisfaga la ecuación:

j F (2n j ) j
j F (n j ) j

=
j C2(ej ) j
j C1(ej ) j

(2.30)

Una vez determinadoej se puede deducir directamente el valor deK j de la Ec.
(2.29):

K j =
j F (2n j ) j
j C2(ej ) j

=
j F (n j ) j
j C1(ej ) j

; (2.31)

luego tomando el cociente entre 2.27 y 2.28:

ein j � j =
F (n j )C2(ej )
F (2n j )C1(ej )

; (2.32)

para �nalmente obtener:

eiwj =
F 2(n j )C2(ej )

K j F (2n j )C2
1(ej )

(2.33)
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Concluyendo entonces, es posible determinar un compañeroestelar a partir de los datos obser-
vacionales, haciendo la correspondiente transformada de Fourier para 3 frecuencias, a saberF (0),
F (n) y F (2n). En esta deducción se empleón y 2n pero se podr�́a haber elegido cualquier frecuencia
múltiple den. Sin embargo, a no ser que la excentricidad sea muy elevada, las frecuencias conside-
radas corresponden a los picos más altos y por lo tanto son f´acilmente reconocibles en el espectro de
potencias.

Más aún, si la excentricidad es cercana a 0, (que es en teor´�a el caso para los “Júpiters Calientes”,
F (kn) � 0 excepto parak = 0 ; 1; En este caso,wj y Tj no pueden ser determinados, pero aún as�́ es
posible establecer la posición del planeta en la órbita,� j = ! j � n j � como:

ei� j =
F (n j )

K j C1(ej )
: (2.34)

Los parámetros orbitales determinados con este método, obviamente tienen error y son proporcio-
nales a la precisión de las observaciones e inversamente proporcionales al número de datos disponi-
bles. Si se dispone de un gran número de datos se incrementa la convergencia entre la transformada
discreta y la continua.

Como ya mencionáramos el acuerdo entre los parámetros de Fourier y los parámetros verdaderos
se puede mejorar trabajando con la función de mérito� 2

� . La utilización de estos métodos es mucho
más rápida que métodos de cuadrados m�́nimos, ya que los parámetros determinado ya están asociados
a la periodicidad de la señal y por lo tanto muy cerca de la función real. Inclusive cuando las interac-
ciones entre los planetas son débiles, los resultados son satisfactorios. Este método ha sido probado
en tres sistemas planetarios distintos (Correia et al. 2005, Lovis et al. 2006 y Pepe et al. 2007) dando
los mismos resultados que otros métodos alternativos.

El problema de este método es que si tenemos, por ejemplo, 2 planetas con per�́odos conmensu-
rables, es probable que el planeta de menor señal no sea detectado. Esto se debe a que la señal débil
puede ser enmascarada por un armónico de la primer señal. Otra desventaja es que las frecuencias de
Fourier pueden no estar bien determinadas, debido a que las observaciones son no equispaciadas y a
veces la señal no cubre su�cientemente varios per�́odos orbitales.

Existen alternativamente otros métodos de análisis de Fourier, como el propuesto por Konacki y
Maciejewski (1999), donde se analiza la relación entre lospicos del periodograma. El método ha sido
desarrollado utilizando series convergentes de elementosorbitales y demostrando que cada uno de los
elementos de la serie tiene amplitudes más pequeñas a medida que el orden de la serie aumenta.

2.1.4. Ańalisis de Fourier en datos no equiespaciados

La estimación de frecuencias (y del espectro de potencia) de una serie temporal formada por datos
no-equiespaciados es un problema común. En astronom�́a, la disponibilidad del telescopio, el clima y
las estaciones son los principales responsables de que las series de observaciones consecutivas, var�́en
desde horas a semanas e inclusive meses.

Como hemos visto en las secciones precedentes, a veces se usala expresión Ec. (2.11) para datos
no equiespaciados con la excusa que los resultados son comparables. De hecho, el análisis de datos
simulados muestra que los resultados están en buen acuerdocon la frecuencia real en una amplia
variedad de situaciones, excepto algunos casos que mencionaremos más adelante. Gran parte de los
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resultados y métodos explicados a continuación fueron desarrollados por Ferraz-Mello (1981). Teóri-
camente el uso de una transformada de Fourier �nita para datos no equiespaciados es inválida, salvo
en el caso de un proceso Gaussiano (ruido blanco) en cuyo casoencontrar el espectro no tiene sentido.

Varias técnicas se propusieron para estimar el espectro, algunos métodos consideran métodos de
ordenamiento de fase, que son derivados de la idea emp�́ricade probar con distintos per�́odos hasta
que una curva suave es obtenida. Con respecto a este estad�́stico podemos citar los trabajos de Pel't
(1975), el método de Minimización de Dispersión de Fase (e.g. Stellingwerf, 1978) o el Método de
M�́nima Entrop�́a (e.g. Cincotta et al. 1995 y 1999).

Los métodos actuales de transformada de Fourier para tratar con datos no-equiespaciados consis-
ten en el análisis de frecuencia por cuadrados m�́nimos, donde la funciónf̂ = H0 + H1cos(2��t ) +
H2sin (2��t ). Para valores tentativos de la frecuencia� se calculan las constantesH i y el Coe�ciente
de Correlación Espectral (Ferraz-Mello 1981, Foster 1996) que es un número menor a 1 y está asocia-
do a la probabilidad de que la frecuencia� sea real y no producto del azar.

Existe una amplia mención en la literatura al método Lomb (1976) y Scargle (1982) (Lomb-
Scargle). Sin embargo las base ortogonalizada utilizada es incompleta (H0 = 0) y no considera los
pesos individuales de los datos. Como consecuencia, no es posible realizar un �ltrado de los armóni-
cos en una serie temporal. El método fue mejorado por Ferraz-Mello (1981) (seguidamente por Foster
(1996)) utilizando la base completa y considerando los pesos individuales.

Consideremos el proceso periódicog(t) = y(t) + x(t), dondey(t) es una función periódica, y
x(t) un proceso Gaussiano representado por una variable normal cuya media es nula y su varianza es
� 2 (� N (0; � 2)).

Asumamos la serie temporalf (t1); f (t2); :::; f (tN ), formada por muestreo del proceso periódico,
a los cuales se sumó una constante tal que:

NX

l=1

f (t l ) = 0 (2.35)

Para una frecuencia de prueba� , el ajuste de la curva de regresión sinusoidal de máxima similitud
tiene una base:

H0(t) = 1

H1(t) = cos(2��t ) (2.36)

H1(t) = sin(2��t )

Podemos construir una basef h0; h1; h2g ortonormal por medio del método Gram-Schmidt,

h0 = a0H0;

h1 = a1H1 � a1h0(h0; H1) (2.37)

h2 = a2H2 � a2h0(h0; H2) � a2h1(h1; H2)

En estas fórmulas, los paréntesis indican el producto interno,

(g1; g2) =
NX

l

g1(t l )� g2(t l ) (2.38)
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Los coe�cientesa0, a1 y a2 en la Ec. (2.37) son determinados de tal forma que:

(h0; h0) = ( h1; h1) = ( h2; h2) = 1 (2.39)

as�́ �nalmente se obtiene:

a� 2
0 = N;

a� 2
1 = ( H1; H1) � a2

0(H0; H1)2 (2.40)

a� 2
2 = ( H2; H2) � a2

0(H0; H2)2 � a2
1(H1; H2)2 � a2

1a4
0(H0; H1)2(H0; H2)2

+ 2 a2
0a2

1(H0; H1)(H0; H2)(H1; H2)

donde los coe�cientes de la regresión son:

c0 = ( f; h 0) = 0 ;

c1 = ( f; h 1) = a1(f; H 1) � a2
0(H0; H1)2 (2.41)

c2 = ( f; h 2) = a2(f; H 2) � a1a2c1
�
(H1; H2) � a2

0(H0; H1)(H0; H2)
�

La función en la nueva base ortonormal puede ser entonces expresada como:

f (t) = c0h0(t) + c1h1(t) + c2h2(t) (2.42)

Para datos equiespaciados este procedimiento equivale a una aproximación de ajuste a una curva
utilizando tres parámetros: una “sinusoide” más una constante. Si el per�́odo no es conmensurable con
el espaciamiento de los datos y la serie es su�cientemente larga para cubrir toda la fase uniformemente,
uno tiene:

(H0; H1) � (H0; H2) � (H1; H2) � 0 (2.43)

(H1; H1) � (H2; H2) �
1
2

a2
0 =

N
2

(2.44)

con

c1 � a0
p

2(f; H 1)

c2 � a0
p

2(f; H 2) (2.45)

De esta forma, el cálculo delespectro de potenciaes dado por:

I (� ) = 2 a2
0kF (� )k2 = c2

1 + c2
2 (2.46)

dondeF (� ) es la transformada discreta de Fourier (DFT) dada por la Ec. (2.11). Para series temporales
con datos no-equiespaciados, la medición del espectro de potencia es equivalente, pero ahoraF (� ) es
la transformada de Fourier discreta de datos compensados(DCDFT):

F (� ) = ( f; h 1 + ih 2)=(a0
p

2): (2.47)

El producto interno dado por la ecuación (2.38), debe ser modi�cado de acuerdo a los datos que se
consideran. Para considerar la diferencia de precisiones entre distintas observaciones, se usa la función
de pesowi = w(t i ) (asociada al inverso cuadrado del error en las mismas)

(g1; g2) =
NX

l

wt l g1(t l )� g2(t l ); (2.48)
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debido a esta nueva de�nición del producto interno, se deduce que:

a� 2
0 =

X
wi ;

a� 2
1 =

X
wi cos2x i � a2

0

� X
wi cosx i

� 2 (2.49)

a� 2
2 =

X
wi sin2x i � a2

0

� X
wi sinx i

� 2 � a2
1

� X
wi cosx i sinx i � a2

0(
X

wi sinx i )(
X

wi cosx i )
� 2;

dondex i = 2 ��t i y todas las sumas desdei = 1 hastai = N . Los coe�cientes de la regresión son:

c0 = 0

c1(� ) = a1

X
wi f (t i )cosx i (2.50)

c2(� ) = a2

X
wi f (t i )sinx i � a1a2c1

� X
wi cosx i sinx i � a2

0(
X

wi sinx i )(
X

wi cosx i )
� 2;

el cálculo del espectro de potencia es la intensidad dada por:

I (� ) = c2
1 + c2

2 (2.51)

La teor�́a de la regresión lineal pide que0 � I (� ) � Q, donde Q:

Q = ( f; f ) =
X

wi f 2(t i ) (2.52)

Esta propiedad es utilizada para introducir una escala de normalización el estad�́stico:

S(� ) = I (� )=Q (2.53)

que se denominacoe�ciente de correlacíon espectraly es tal que0 � S(� ) � 1 para todo� . En un
caso degenerado, cuandof (t i ) es un ruido blanco (es decir no tiene ningún tipo de periodicidad), los
coe�cientes de regresiónc1 y c2 son variables normales con la misma varianza quef (t i ) y I (� )=� 2

sigue una distribución chi-cuadrado. La cantidad(N � 1)S(� ) puede ser considerada como una varia-
ble de prueba. Para un dado resultadoS(� ) permite calcular la probabilidad de obtener un resultado
cuando se trabaja con ruido blanco calculando:

Prob(S(� )) � A = Prob(� 2
� ) � (N � 1)A (2.54)

es decir para un dado� , la probabilidad queS(� ) sea mayor que un dado ĺ�mite de detección preesta-
blecido (A) puede ser expresado en función de la distribución de una variable chi-cuadrado.

2.1.5. Diferencias entre DFT y DCDFT

La principal diferencia entre ambos métodos es que DFT utiliza frecuencias de Fourier (� k = k
T ),

mientras que DCDFT realiza una regresión en base sinusoidal para cualquier valor de frecuencia� i

deseado. Además, las bases y justi�caciones de la DFT son basadas en el equiespaciamiento de los
datos, mientras que en la DCDFT esta condición no es necesaria.

Existen trabajos donde se utiliza la DFT (Ec. 2.11) para datos no equiespaciados, con el pretexto
que los resultados son comparables (Deeming, 1975). Ferraz-Mello (1981) realizó una amplia variedad
de pruebas, estimando el espectro para datos que simulaban observaciones no-equiespaciadas de un
proceso periódico muestreado en los tiempost i :

x i = sen(�t i + A) + B� i (2.55)
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Figura 2.1: Espectro obtenido usando DCDFT (curva sólida)y DFT (curva a trazos) de un proceso periódico
simulado para una frecuencia muy baja (� = 0 :02) y relacion S/N=3.5.

donde� i es una variable de distribución normalN (0; 1), siendoA una constante arbitraria yB un
factor relacionado a la razón señal-ruido (S/N).

A continuación expondremos algunos de sus resultados. En primer lugar se con�rmó que se puede
utilizar la DFT cuando solamente se está interesado en la estimación delper�́odo y cuando la relación
señal/ruido es pequeña (S=N � 2:5). Cuando la relaciónS=N es alta, la estimación no compensa-
da dada por la DFT lleva aerrores en la determinación del peŕ�odo, que dependen del tamaño del
muestreo y del número de per�́odos cubiertos. Sin embargo los cálculos usando (2.41) son mucho más
rápidos que con (2.50) por lo que es conveniente, por lo menos en primera aproximación, calcular
usando DFT y luego mejorar con DCDFT. La justi�cación del uso de la DFT estándar, reside en el
hecho que los coe�cientesa1 y a2 (de la DCDFT) oscilan alrededor del valor medioa0

p
2.

Ferraz Mello mostró que, aún cuando la DCDFT no sea mejor que la DFT en la determinación del
per�́odo en una serie de puntos (cuandoS=N � 2:5), tiene la ventaja de dar una mejor estimación de
la altura del pico. Este último punto es crucial si se quiereinterpretar correctamente la señal, más que
solamente determinar un per�́odo. Las discrepancias entrelos espectros determinados con la DCDFT
y con la DFT se vuelven notables para frecuencias pequeñas.De hecho para pequeñas frecuencias
(per�́odos grandes) no hay su�ciente cobertura en el espacio de fase y los valores dea1 y a2 de la
DCDFT pueden tomar valores muy distintos dea0

p
2. La Figura 2.1 muestra el espectro estimado

para un proceso periódico de muy baja frecuencia (� = 0 :02) y relaciónS=N=3.5, con un muestreo
de 60 datos distribuidos sobre un per�́odo de la señal (2.55). Los resultados muestran la DCDFT en
curva continua y la DFT curva a trazos: la DFT muestra un errordel 5 % mientras que la DCDFT da
el valor correcto para el per�́odo.

2.1.6. Filtrado de armónicos

El proceso periódico estudiado puede estar conformado porvarias señales. A pesar que se puede
seleccionar un per�́odo para la inspección del espectro, nada se puede decir de las otras periodicidades
a través del análisis del mismo espectro: otros picos presentes pueden ser alias del pico principal.
Si uno desea buscar otras periodicidades aparte de la seleccionada, es fácil �ltrar la serie temporal y
eliminar laondacuyo per�́odo ha sido identi�cado. Denominemos� al per�́odo cuya onda está de�nida
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por:
d(�; t ) = c1(� )h1(�; t ) + c2(� )h2(�; t ): (2.56)

La serie temporal �ltrada será:
f (t) = f (t) � d(�; t ) (2.57)

y por lo tanto obtenemos:

d(t j ) = d0 + d1cos(x j ) + d2sin(x j ); (2.58)

conx j = 2 � �t j . Según Ferraz-Mello (1981) puede obtenerse que:

d2 = a2c2

d1 = a1c1 + d2a2
1

h
a2

0(
X

wj cosx j )(
X

wj sinx j )(
X

wj cosx j sinx j )
i

(2.59)

d0 = � a2
0

�
d1

X
wj cosx j + d2

X
wj sinx j

�

En adición, se pide que:
(f ; h 0) = 0 (2.60)

Finalmente calculandôQ:
Q̂ = ( f ; f ) = Q[1 � S(� )] (2.61)

que permite que nos demos cuenta queS(� ) es una estimación de la información relacionada con la
frecuencia seleccionada. Los coe�cientes de correlaciónespectral de la serie �ltrada, evaluados en�
son cero, es decir:

Ŝ(� ) = 0 (2.62)

Vale la pena mencionar que en el caso donde la base no incluyeH0(t) (como en el periodograma
Lomb-Scargle), se puede construir el �ltrado armónico pero no se cumple la Ec. (2.62) debido a la
incompletitud de la base (es realizado un �ltrado incompleto). La calidad del �ltrado depende de la
calidad del estimador de la intensidad del espectro de potencias en la frecuencia seleccionada� y eso
justi�ca el uso de DCDFT.

2.1.7. Probabilidades de detección y l�́mites de con�anza

Cuando uno construye la funciónS(� ) en un rango de frecuencias y con un determinado paso
de muestreo, se puede gra�car la funciónS(� ) en función de� , denominadoPeriodograma. Si uno
quisiera evaluar de forma aproximada cuando es importante una señalS(� ), se puede establecer un
nivel de ruido y considerar importantes todos los picos dos otres veces mayores que dicho ĺ�mite.
Una forma más rigurosa de evaluar la importancia de un pico en el periodograma es calcular el FAP4,
de�nido como la probabilidad de obtener un pico por azar con alta señal, cuando se trabaja con ruido
blanco. Algunas formas utilizadas para calcular el FAP de una señal son:

4del inglésFalse Alarm Probability, i.e. Probabilidad de Falsa Alarma.
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Figura 2.2: Espectro obtenido usando DCDFT con pesos individuales todos iguales (curva sólida) y pesos
individuales proporcionales a los errores en cada medición (curva a trazos). Los datos corresponden al
residuo de un ajuste con dos planetas en el sistema HD82943. La relación S/N se puede estimar en�
2.5 y el l�́mite de con�anza del 95 % fue calculado con las aproximaciones de las Ecs. 2.63. Dado el alto
nivel de con�anza del pico adicional, podemos asumir como real la existencia del tercer planeta en el
sistema.

Cálculos Anaĺ�ticos. Según se menciona en Ferraz-Melloy Quast (1987), se puede deducir una
fórmula general y calcular las siguientes cantidades:

G = �
N � 3

2
ln(1 � S)

H =
N � 4
N � 3

(G + e� G � 1)

� =
2(N � 3)� t � � �

3(N � 4)
(2.63)

C = (1 � e� H )� ;

donde� t es el intervalo de tiempo cubierto por las observacionesN (con N >> 10), � �
es el rango de las frecuencias muestreadas que integran el periodograma construido.C es la
con�anza del resultado y(1 � C) � FAP debe ser interpretado como la probabilidad de tener
la altura del pico más alto por azar. Por ejemploC = 0 :05 � 5 % es considerado un número
grande para esta probabilidad. En los trabajos de descubrimientos de exoplanetas es normal
encontrar valores deFAP = 10 � 3 para considerar una buena detección.

Trabajos del grupo del Observatorio de Ginebra proponen determinar el FAP numéricamente
(Lovis et al. 2010). La idea es realizar permutaciones aleatorias de los residuos de un ajuste,
calculando el pico de potencia de cada intento. Se construyela distribución de estas potencias
(que puede ser modelada con una distribución gaussiana). La estimativa del FAP ser�́a entonces
la probabilidad de obtener un valor igual a la potencia de la señal original. La Figura 2.3 ilustra
como funciona este método.

Otros autores (e.g. Anglada-Escudé et al. 2009) proponen una forma numérica alternativa. Los
autores generan un conjunto de datos sintéticos utilizando la mejor solución del ajuste Keple-
riano. Cada conjunto sintético se genera sumando a la velocidad radial nominal un ruido gaus-
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Figura 2.3: Distribuciones de picos de potencia para los planetas del sistema HD10180. Izquierda una señal que
es signi�cativa y derecha una señal que tiene un FAP de0:6 %.

siano5 y se redetermina el mejor ajuste orbital. Este proceso se repite varias veces. Se realizan
1000 conjuntos sintéticos y se evalúa el porcentaje de ajustes orbitales que mejora la solución
original. Ese porcentaje es elFAP buscado. Este es un proceso computacionalmente muy len-
to y engorroso y si el FAP es pequeño, muchas veces se deben generar hasta105 conjuntos
sintéticos.

La Figura (2.2) muestra el periodograma sobre los residuos del ajuste orbital kepleriano de las
velocidades radiales (para el sistema HD82943 con 2 planetas). En otras palabras se busca la presencia
de una señal periódica adicional. Ambas curvas fueron calculados con DCDFT pero uno considera
todos los datos con el mismo peso (curva sólida, P� 836 d) y el otro dando los pesos individuales a
cada observación (curva a trazos, P� 829 d). En la �gura se muestra el nivel de con�anzaC=95 %
(marcado como una ĺ�nea horizontal) y calculado con la aproximación dada por la Ec. (2.63). El valor
del pico del espectro (S� ) y la frecuencia asociada (� ) a este pico di�eren levemente.

Veamos un ejemplo de la determinación numérica del FAP. LaFigura 2.3 muestra la distribución
de potencia de picos (Peak power distribution) generando permutaciones aleatorias de los residuos del
ajuste. A la izquierda se muestra una señal con gran probabilidad de ser planeta, mientras que a la
derecha se muestra una señal con FAP del0:6 %(= 0:006), es decir 94 % probable de ser planeta. La
ĺ�nea continua muestra la potencia del pico en los datos reales, mientras que las ĺ�neas a trazos muestran
los ĺ�mites de detección con FAPs del 10 %, 1 % y 0.1 % basadosen estas distribuciones. En el grá�co
de la izquierda se dibuja la Potencia de la señal de� 0.45 (ĺ�nea negra vertical). La distribución de
los picos en cada conjunto de residuo generado posee la distribución mostrada en rojo. Se ajusta una
distribución Gaussiana y se averigua el área normalizadabajo la curva que queda a la derecha de
la señal, esta área corresponde al FAP de la señal, que en este caso es de10� 4. En el grá�co de la
derecha, el per�́odo a analizar tiene una Potencia Normalizada de� 0.14 (marcado nuevamente como
una ĺ�nea vertical cont�́nua). La distribución de potencias obtenidas, sobre los conjuntos de residuos
arti�ciales, muestran una distribución gaussiana que se encuentra visiblemente sobre la potencia de la
señal. El área normalizada a la derecha de esta potencia es0.6 %, es decir la señal posee un FAP del
0.6 %.

5con desviación estándar igual al RMS del ajuste kepleriano.
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2.2. Métodos Cuadrados Ḿ�nimos

El método de cuadrados m�́nimos puede pensarse como un casoparticular de lo que se conoce
comoEstimadores de Ḿaxima Similitud(Maximum Likelihood Estimators).

Habiendo especi�cado el tipo de base que vamos a adoptar (i.e. las funciones� k ), el problema
de modelización se reduce a la determinación de los coe�cientesAk . Como siempre, estos son los
parámetros del ajuste y son tratados como las variables delsistema. Cada conjunto de valores del
espacio de parámetrosf Akg denota una aproximación distinta, algunas parecidas con los datos origi-
nales, otras muy diferentes.

La idea básica es partir de la premisa que los datos (observacionales o experimentales) pueden
tener errores. O sea, nosotros podemos mediryi , pero el valor “real” puede de hecho seryi � " i .

La minimización de residuos o maximización de la funciónLikelihood(L ) es un proceso equiva-
lente. Para un dado conjunto de datos medidosD y dado un modeloM con parámetrosA, la función
L es de�nida mediante un modelo de ruido (Barnes, 2007):

L (D ; M; A ) = prob(D jM; A ) (2.64)

En palabras,L es la probabilidad de medir los datosD , dado el modeloM mediante los paráme-
trosA. La estimación del máximo deL implica obtener los valores de los parámetrosA de tal forma
que los datosmedidosson los correspondientes a las mediciones más probables deobtener6.

Veamos un ejemplo: trabajemos con una hipotética distribución Gaussiana de errores, la probabi-
lidad de obtener un dato es,

L (D ; M; A ) = Pi (yi jA; � i ) =
1

q
2�� 2

i

exp
�
�

1
2

�
yi � f (x i ; A)

� i

� 2�
(2.65)

Mientras mayor sea la distancia entre el datoyi (cuyo error asociado es� i ) y el ajustef (x i ) (cal-
culado con los parámetros A), menor será su probabilidad7. Haciendo lo mismo para losN + 1 datos,
tendremos que la probabilidad compuesta será dada por el producto de las probabilidades individuales,
o sea:

P =
NY

i =0

exp
�
�

1
2

�
yi � f (x i )

� i

� 2�
: (2.66)

Dados coe�cientesAk , la expresión (2.66) de�ne la probabilidad de que todos losdatos se en-
cuentren enyi suponiendo que sus valores “verdaderos” sonf (x i ). A partir de aqu�́ surge claramente
que el mejor ajuste será aquel donde la cantidad (2.66) sea máxima.

6En realidad esta no es la pregunta que estamos realizando. Loque en realidad queremos saber es cuales son
los parámetros más probables dados los datos y el modelo. De esta forma deber�́amos maximizar prob(AjM; D )
en lugar de prob(D jM; A ), lo que requerir�́a aplicar el teorema de Bayes (e.g. Barlow 1993).

7 En el caso de trabajar con una distribución de Poisson (utilizada para datos discretos.) la probabilidad de
medirn fotones en un pixel del CCD dado un valor medio� de fotones en dicho pixel está dada por:

L (n; � ) = Pi (nj� ) =
� n

n!
e� �

donde se aprecia que en este caso la estimación del parámetro es independiente del modelo.
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Ahora bien, maximizar esta cantidad es equivalente a maximizar el logaritmo natural deP. Existen
dos razones para trabajar con logaritmo, primero que hay unamultiplicación de números potencial-
mente pequeños que cuandoN es grande puede producir un problema computacional. Segundo se
adopta una forma más conveniente en forma matemática. As´� maximizaremos:

Ln(P) =
NX

n=1

Ln e

�
� 1

2

�
y i � f ( x i )

� i

� 2 �

+ C (2.67)

identi�cando la suma,

� 2 =
NX

n=1

�
yi � f (x i )

� i

� 2

(2.68)

dondeC son los términos constantes (por construcción). En otraspalabras maximizar elL se reduce
a minimizar� 2, ya que:

Ln(P) = �
1
2

� 2 + C (2.69)

donde� 2 es igual a la función residuoR2 tomando la función peso igual a:

wi =
1
� 2

i
: (2.70)

Concluyendo, el MCM es un EstimadorL (de Máxima Similitud) de que los datos se correspondan
a la función ajuste, s�́ y solo s�́ suponemos que los “errores” tienen una distribución normal alrededor
del ajuste. Vemos también quela funcíon peso puede ser asociada a la dispersión o error de cada
dato individual. O sea, aquellos datos que están pobremente determinados,y por ende tendrán un valor
grande de� i , tendrán un peso pequeño dado por la inversa del cuadrado de la desviación estándar. Si
consideramos que todos los datos poseen el mismo error, entonces podemos simplemente obviar la
función peso y tomarla igual a uno en todo el intervalo.

Cuadrados m�́nimos sin las funciones de pesosw(x) son también llamados de Cuadrados M�́nimos
per se. Cuando hacemos uso de la función peso, el método es a vecesconocido comoMétodo de Chi-
Cuadrado. El nombre proviene del hecho que, en estos casos, se designala función

hw(x)R2(x)i ! � 2 =
NX

i =0

�
yi � f (x i )

� 2

� 2
i

; (2.71)

con lo cual el mejor ajuste será aquel que minimice� 2.

La pregunta que surge inmediatamente es si es correcto considerar una distribución normal para
los errores. Es bien sabido que la distribución de probabilidad de la composición de un gran número
de desviaciones aleatorias siempre converge a una distribución normal. Esto es lo que se llama de
Teorema Central del Ĺ�mite, ver Sección 3.

Sin embargo, a la hora de trabajar con datos observacionaleso experimentales, muchas veces esta
convergencia no ocurre, especialmente si el numero de datoses limitado. El problema más importante
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es que, en general, las distribuciones experimentales poseen una “cola” mucho mayor que la prevista
por una distribución Gaussiana. En otras palabras, en los casos reales existen muchos más puntos
fuera del rango3� de lo que uno esperar�́a si la distribución fuese normal. También es posible que,
debido a errores groseros como el funcionamiento inadecuado del equipo, técnica, etc..., existan datos
much�́simo mas allá del resto de las observaciones. Estos datos a veces se denotan comooutliersen el
sentido que están ubicados afuera del rango esperado, y se corresponden con una estad�́stica diferente
respecto de la Gaussiana.

El principal problema de los outliers es que, según un ajuste de cuadrados m�́nimos, la probabilidad
de ocurrencia de estos puntos es tan baja que el método optará por distorsionar todo el ajuste para
acomodarlos equivocadamente (en Press et al. 1992, se menciona que en una distribución normal, la
probabilidad que un dato esté ubicado a una distancia� 20� es del orden de10� 88). Esto es uno de los
principales motivos por el cual el MCM es muy sensible, y puede dar resultados erróneos si tenemos
(aunque más no sea) un único punto signi�cativamente fuera del resto del conjunto de datos.

Esta sensibilidad de los Cuadrados M�́nimos puede ser atenuada (y a veces eliminada) con algunas
modi�caciones. Estos son los llamadosMétodos Robustosque se caracterizan por adoptar distribucio-
nes de errores diferentes de la normal para los datos. Tambi´en existen variantes que permiten un
tratamiento especial de los outliers. Si bien estos son métodos válidos para el tratamiento de datos,
basan su método en considerar una gran cantidad de puntos, contrario a nuestro caso donde todas las
observaciones son necesarias y no podemos prescindir de algunos datos en forma arbitraria.

Asumiendo una distribución Gaussiana de errores, dos formas deR son usualmente encontradas
en la literatura:

(wrms)2 =
1

S(N � 1)

NX

i =1

(yi � Vr i )2

� 2
i

con
1
S

=
1
N

NX

i =1

1
� 2

i
(2.72)

� 2
� =

1
N � M

NX

i =1

(yi � Vr i )2

� 2
i

dondeyi es la velocidad radial al tiempo de observaciónt i , y Vri es el valor calculado de la
Vr a partir del modelo que tiene los elementos orbitales en el momento de la observaciónt i . Como
mencionáramosM es el número de parámetros ajustados (M = 5npla + nobs), mientras que� =
N � M es usualmente referido como el número de grados de libertadde la regresión. El peso que se
asigna a cada observación es dado por� 2

i y es la suma cuadrática del error en cada la velocidad radial
y el jitter estelar (i.e� 2

i = "2
i + � 2

J , ver Sección 1.3.6.3).

El valor de� 2
� es usualmente utilizado como estimador de buen ajuste entrela comunidad as-

tronómica. Sin embargo, como puede verse en la ecuación, es muy sensible a los valores que se
asuman en los errores de los datos y en el estimado del jitter.En este sentido elwrms es mucho más
independiente de los valores"2

i y � 2
J , consistente con un estimador de buen ajuste. Por esta razón a

lo largo del trabajo, se darán ambos valores de las funciones residuo, pero la comparación con otros
trabajos debe realizarse utilizando el wrms.

2.2.1. El Principio de Cuadrados Ḿ�nimos

Aunque el método de cuadrados m�́nimos (MCM) es generalmente utilizado para el ajuste (o mo-
delización) de datos, resulta conveniente comenzar a discutirlo como una aproximación de funciones.
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Supongamos que tenemos una funcióny(x) conocida y dada en forma anaĺ�tica (no es lo mismo que
pedir que la función en s�́ sea anaĺ�tica). La idea es conseguir representar o aproximar esta función
como una combinación lineal de un conjunto de funciones más simples que sean una base del espa-
cio de funciones cuadrado-integrables. El caso t�́pico es aproximar por polinomios, pero esta no es la
única opción.

Vamos a de�nir:

y(x) : la función que queremos aproximar en un intervalox 2 [a; b] de la variable independien-
te. Ya quex puede ser una variablen-dimensional, vamos a generalizar el intervalo de interés
comox 2 D, conD � < n .

f � k (x)g : un conjunto de in�nitas funciones anaĺ�ticas (i.e. continuas y con derivadas de orden
arbitrario continuas). Vamos a exigir que estas funciones sean linealmente independientes, de
forma tal que no existan ninguna secuencia de realesf ai g tal que� k(x) =

P k� 1
i =0 ai � i (x).

Decimos que nuestro conjuntof � k (x)g forman unabasepara un cierto espacio de funciones.

f (x) =
P M

k=0 Ak � k (x) : la aproximación de ordenM de la funcióny(x) en esta base. Nuestro
objetivo será justamente la determinación de estos coe�cientes constantesAk .

A modo de ejemplo, el conjunto de monomios� k (x) = xk forman una base para
el espacio de las funciones anaĺ�ticasC1 . Cualquier funcióng(x) 2 C1 podrá en-
tonces escribirse comog(x) =

P 1
i =0 A i xk . La serie trucanda a ordenM será una

aproximación polinomial dey(x).

También vamos a de�nir unafuncíon de pesode�nida comow(x) � 0 8 x 2 D . Esta función
puede tener varios signi�cados. Por ejemplo, puede representar una relación del error en la
determinación dey(x) en función dex. En el caso mas simple, generalmente se tomaw(x) � 1.

Si la aproximación fuese exacta, tendr�́amosf (x) = y(x) en todo el intervalo. Como general-
mente esto no ocurre, de�nimos lafuncíon Residuoentre ambas como:

R(x) � y(x) � f (x) = y(x) �
MX

j =0

A j � j (x): (2.73)

En términos de esta notación, de�niremos lamejor aproximacíon ay(x) (en el sentido de cuadra-
dos m�́nimos) como el conjunto de coe�cientesAk tal que elagregado(“agregate” en inglés: suma
o integral) del productow(x)R2(x), y denotado porhw(x)R2(x)i , sea el menor posible dentro del
intervaloD . En el caso de funciones de una variable, esto se traduce en:

hwR2i � h w
�

y �
MX

k=0

Ak � k

� 2

i =
NX

i

w(x i )
�

y(x i ) �
MX

k=0

Ak � k (x i )
� 2

: (2.74)

Si queremos que esta cantidad sea m�́nima considerando los coe�cientes como variables, esto es equi-
valente a pedir que se cumplan las condiciones:

@
@Ar

hw(x)R2(x)i = 0 8 r = 0 ; : : : ; M: (2.75)
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ReemplazandoR, obtenemos:

@
@Ar

hwR2i = hw
@

@Ar

�
y �

MX

k=0

Ak � k

� 2

i (2.76)

= � 2hw� r

�
y �

MX

k=0

Ak � k

�
i = 0 r = 0 ; � � � ; M:

Con lo cual,
MX

k=0

Akhw� r � k i = hw� r yi r = 0 ; � � � ; M: (2.77)

Aplicando estos principios al caso de la Modelización de Datos, donde en vez dey(x) tenemos
un conjunto discreto de(N + 1) puntos del tipo(x i ; yi ) con i = 0 ; : : : ; N . En tal caso, el principio
de cuadrados m�́nimos queda de�nido por el producto internopara datos discretos y las ecuaciones
quedan:

MX

k=0

Ak

NX

i =0

w(x i )� r (x i )� k (x i ) =
NX

i =0

w(x i )� r (x i )y(x i ) r = 0 ; : : : ; M (2.78)

En otras palabras, tenemos un conjunto de(M + 1) ecuaciones lineales con el mismo numero de
incógnitas, dadas por los coe�cientesAk . El sistema (2.78) es conocido como lasecuaciones normales
del proceso de cuadrados m�́nimos. Resolviendo este sistema tendremos expĺ�citamente los valores de
los coe�cientes que minimizan el residuo:

0

B
B
B
@

hw� 0� 0i hw� 0� 1i hw� 0� 2i : : : hw� 0� M i
hw� 1� 0i hw� 1� 1i hw� 1� 2i : : : hw� 1� M i

...
...

hw� M � 0i hw� M � 1i hw� M � 2i : : : hw� M � M i

1

C
C
C
A

�

0

B
B
B
@

A0

A1
...

AM

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

hw� 0yi
hw� 1yi

...
hw� M yi

1

C
C
C
A

:(2.79)

Una caracter�́stica desfavorable de las ecuaciones normales es su di�cultad en determinar expĺ�ci-
tamente los coe�cientes. Dependiendo de la basef � kg, esto puede ser sumamente complicado, no
solo algebraicamente sino numéricamente. Sin embargo, son raros los casos donde el valor deM sea
tan grande como para introducir imprecisiones numéricas signi�cativas. As�́, la principal desventaja
del Método Directo para la resolución de (2.79) es simplemente su complejidad y uso extensivo de
recursos computacionales.

Una forma muy utilizada para simpli�car las ecuaciones normales es adoptar una base ortogonal
(respecto dew(x)) para las funcionesf � kg. En este caso, y por de�nición de ortogonalidad, se cumple
que:

hw� i � j i = � i;j (2.80)

donde� i;j = 0 8 j 6= i . Cumpliéndose esto, la matriz de la ecuación (2.79) se reduce a una expre-
sión diagonal, y cada ecuación algebraica correspondiente queda desacoplada del resto del sistema.
As�́ obtenemos expĺ�citamente:

A r hw� 2
r i = hw� r yi r = 0 ; : : : ; M (2.81)
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como lo cual

A r =
hw� r yi
hw� 2

r i
r = 0 ; : : : ; M: (2.82)

Si, además de ortogonal, la base es ortonormal, entonces secumple quehw� 2
r i = 1 para todor , y la

expresión para los coe�cientes se simpli�ca aun más, quedando:

A r = hw� r yi r = 0 ; : : : ; M: (2.83)

Cuadrados m�́nimos sólo tiene solución siM � N . Es más, en el caso dondeM = N , tendremos
que la solución de aproximación pasa exactamente por todos los puntos del conjunto de datos. En
otras palabras, nos reducimos al caso de una interpolación. As�́ vemos que la interpolación polinomial
(cualquiera sea la base) es un caso particular de aproximación polinomial de funciones o modelización
de datos.

El valor � = N � M se conoce como elnumero de grados de libertaddel ajuste. El caso de
interpolación, donde no hay parámetros a de�nir en el ajuste, se corresponde con cero grados de
libertad.

Cuando trabajamos con el método de velocidad radial los coe�cientes incógnitaAk no tienen una
expresión expĺ�cita, puesto que trabajamos con un sistema no-lineal. En general debemos apelar a
métodos iterativos utilizando la derivada y Hessiana de� 2

� .

Si escribimos� 2 = hwR2i como:

� 2(A ) =
NX

i =0

wi

�
yi � f (x i ; A )

� 2

(2.84)

donde dejamos expĺ�cita la dependencia con el vector incógnitaA = ( A0; A1; : : : ; AM ). Las compo-
nentes del gradiente de esta función con respecto deAk será:

@�2

@Ar
= � 2

NX

i =0

wi

�
yi � f (x i ; A )

�
@f

@Ar
r = 0 ; � � � ; M: (2.85)

En el caso lineal, dondef (x i ; A ) =
P M

k=0 Ak � k (x i ), tendremos que@f=@Ar = � r (x i ) es
independiente de los coe�cientes. En tal caso, las ecuaciones normales quedan lineales y fácilmente
resolubles.

En nuestro caso genérico (i.e. no-lineal), debemos calcular las derivadas segundas (i.e. las com-
ponentes de la Hessiana). Estas son dadas por:

@2� 2

@Ar @As
= 2

NX

i =0

wi

�
@f

@Ar

@f
@As

� (yi � f (x i ; A ))
@2f

@Ar @As

�
r; s = 0 ; � � � ; M: (2.86)

Según las bases de los métodos en todos los MCM no-lineales, el segundo término de la Ec. (2.86)
es despreciable, justi�cado por el hecho que si el ajuste es bueno, entonces el término(yi � f (x i ; A ))
es pequeño. De hecho, según se menciona en Press et al. (1992), la inclusión de este término es, en la
práctica, poco aconsejable sea cual fuese la precisión del ajuste, ya que la presencia de outliers puede
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dar origen a una desestabilización del modelo numérico. Por lo tanto, podemos rede�nir ad-hoc la
ecuación anterior aproximándola por:

@2� 2

@Ar @As
= 2

NX

i =0

wi

�
@f

@Ar

@f
@As

�
r; s = 0 ; � � � ; M: (2.87)

y trabajar con esta expresión en vez de la Ec. (2.86).

2.2.2. Método del Gradiente Conjugado

Existe otro tipo de métodos donde se analiza la dirección en la cual el residuoR decrece. Con-
sideramos los coe�cientesA como variables, podemos expandir la función residuo en unaserie de
Taylor alrededor del origen (truncada a orden dos), como:

� 2(A ) = � 2
0 + A T � d +

1
2

A T � D � A (2.88)

donded es un vector de componentesf @f=@Ar g y D es una matriz(M + 1) � (M + 1) cuyas
componentes son dadas por la Ec. (2.87). En este grado de aproximación, el gradiente de� 2(A )
desarrollado en Taylor será:

r � 2(A ) = d + D � A : (2.89)

Denominamos ahora comoA min el conjunto de coe�cientes que dan el mejor ajuste, o sea:r � 2(A min ) =
0. Reemplazando en la expresión general del gradiente, y agrupando, tenemos que:

r � 2(A ) = � D � A min + D � A = D � � A (2.90)

donde� A = A � A min es la diferencia entre los coe�cientes actuales (cualquiera que sean; por
ejemplo, determinados v�́a una aproximación lineal) y losexactos. Con esto podemos construir un
procedimiento de determinación iterativa de la soluciónv�́a la expresión:

A (i ) = A (i � 1) � D � 1 � r � 2(A (i � 1) ) (2.91)

dondeA (i ) es el valor de lai -esima iteración.

En otras palabras, cada iteración corrige el valor anterior según la dirección del gradiente de la
función residuo (pero en sentido contrario) y con una magnitud que esta pesada por la Hessiana.
Existen casos donde la serie de Taylor truncada a segundo orden no es una buena aproximación del
sistema no-lineal, especialmente si� A no es pequeño. En tal caso, podemos modi�car levemente el
esquema anterior, de�niendo la próxima iteración como:

A (i ) = A (i � 1) � Cr � 2(A (i � 1)) (2.92)

dondeC es una constante (generalmente pequeña). Esta variación, donde se elige la dirección del
gradiente pero no el modulo de la aproximación cuadrática, se conoce como elMétodo del “Steepest
Descent”, ver Sección 15.5, Press et al. (1992). El cambio deD � 1 ! C tiene como objetivo evitar
oscilaciones alrededor de la solución exacta.

Expandiendo la ecuación (2.92) en sus componentes, podemos escribirlo como un sistema de
(M + 1) ecuaciones algebraicas de la forma:

A (i )
r = A (i � 1)

r + C
@�2

@A(i � 1)
r

: r = 0 ; � � � ; M: (2.93)
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que brindan en forma expĺ�cita la solución de cada coe�ciente por aproximaciones sucesivas.

Recapitulando un poco antes de continuar, expĺ�citamenteen nuestras variables tenemos la función
� 2

� :

� 2
� (A) =

1
N � M

NX

i =1

(yi � Vr (t i ; A))2

� 2
i

(2.94)

Un desarrollo en Taylor hasta orden 2 para esta función multiparamétrica nos da la siguiente aproxi-
mación:

� 2
� (A) � � 2

� (A0) + ( A � A0)T � d +
1
2

(A � A0)T � D� (A � A0); (2.95)

donde su gradiented y HessianaD están dadas expĺ�citamente por:

� k =
@�2�
@Ak

=
� 2

N � M

NX

i =1

(yi � Vr i )
1
� 2

i

@Vr (i )
@Ak

(2.96)

� kl =
@2� 2

�

@Ak@Al
=

2
N � M

NX

i =1

1
� 2

i

�
@Vr (i )
@Ak

@Vr (i )
@Al

� (yi � Vr i )
@2Vr (i )
@Ak@Al

�
; (2.97)

La segunda derivada en la Ec. (2.97) puede ignorarse cuando es cero (el caso lineal por ejemplo) o
bien cuando es su�cientemente pequeña comparada con el término que involucra la primer derivada.
También como argumentáramos antes, existe la posibilidad que el término(yi � Vr i ) sea su�ciente-
mente pequeño. Más aún si el modelo es correcto, este término deber�́a ser aleatorio y oscilar alrededor
de cada punto. El error puede tener signo y debe no debe estar correlacionado con el modelo. De esta
forma los términos de segunda derivada pueden descartarsey trabajar con una ecuación reducida.

2.2.3. Método de Levenberg-Marquardt

El método del Steepest Descent es el procedimiento más simple para la modelización de datos
para una función de ajuste no-lineal. Sin embargo, posee ciertos inconvenientes. El primero tiene que
ver con la ambigüedad en la especi�cación del coe�ciente constanteC (Ec. (2.92)). No se sabe su
escala, que valor se toma para él ni como depende de las unidades que elegimos para los datos. Para
aclarar un poco este punto, y �jar un poco más rigurosamenteel valor deC, podemos usar parte de la
matriz Hessiana, aún sin utilizarla como un todo.

Vamos a adoptar la siguiente notación:

� k = �
@�2

@Ak
; � k;l =

@2� 2

@Ak@Al
(2.98)

con lo cual tenemos que los Métodos del Gradiente Conjugadoy del Steepest Descent adquieren la
forma expandida (no-vectorial):

MX

i =0

� k;i �A i = � k (Gradiente Conjugado) (2.99)

�A i = C � i (Steepest Descent):
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En el primer caso, debemos resolver un sistema lineal para obtener cada�A i ; en el segundo estos
datos son obtenidos de forma expĺ�cita.

Veamos como elegir el tamaño deC. Comenzamos recordando que la cantidad� 2 es un número
no-dimensional, lo que es bastante claro cuando relacionamos wi con 1=� 2

i . Por otro lado, a partir
de la de�nición de gradiente, tenemos que� k tendrá unidades de(Ak )� 1. Peor aún, dependiendo del
problema, cada� k puede tener unidades completamente distintas para diferentes �́ndicesk. Reempla-
zando en la segunda de las ecuaciones (2.99), vemos que las unidades deC deben ser(Ak )2.

En la matrizf � k;l g, notamos que, dado que son componentes de la Hessiana, cada elemento
tiene dimensión igual a(Ak )� 2. En particular, podemos considerar que la inversa del cuadrado de los
elementos de la diagonal,1=� 2

k;k son una escala natural paraC. As�́ podemos introducir una nueva
constante� = ( C� k;k )� 1, y reescribir la ecuación para el Steepest Descent como:

�A i =
1

�� i;i
� i : (2.100)

Si � es muy grande, estamos disminuyendo el “paso” de la iteraci´on que vendr�́a de considerar una
matriz Hessiana diagonal.

La gran ventaja de esta variación es que nos permite independizarnos de las unidades y escalas
propias de nuestro problema f�́sico. Sin embargo, aún podemos mejorar más las cosas. El Método de
Levenberg-Marquardt esta basado en reemplazar la segunda ecuación (2.99) por (2.100), obteniendo:

MX

i =0

� k;i �A i = � k (Gradiente Conjugado) (2.101)

�� k;i �A i = � i (Steepest Descent Modi�cado):

As�́ podemosagruparambos métodos si de�nimos una nueva matriz

� 0
i;i = (1 + � )� i;i (2.102)

� 0
i;j = � i;j (j 6= i )

y conseguimos reemplazar ambas ecuaciones de (2.101) por unúnicosistema:

MX

i =0

� 0
k;i �A i = � k k = 0 ; � � � ; M: (2.103)

Vemos que cuando� � 1 estamos sobrevaluando los elementos diagonales del Hessiano, lo cual es
equivalente a considerar el método del Steepest Descent modi�cado. Recordemos que dijimos que
ésta es la mejor opción si nuestros coe�cientesAk iniciales están muy lejos de los óptimos. Por otro
lado si� = 0 , retornamos al método del Gradiente Conjugado original, el cual es más recomendable
si estamos cerca de la solución no-lineal completa. Por lo tanto, el coe�ciente� nos permite tener un
parámetro ajustable para optar por uno u otro método, dependiendo si estamos lejos o cerca de la so-
lución deseada. Esta es la base delMétodo de Levenberg-Marquardt. Esquemáticamente, funciona
con los siguientes pasos:

1. Elegimos valores iniciales paraA (i )
k (con i = 0 ) y calculamos la función residuo� 2, más su

gradiente y Hessiana.
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Figura 2.4: Super�cie bidimensional f(x,y) con (x,y) E [0,1], de�niendo un problema complicado de resolver
para maximización. El máximo global está marcado con una�echa en (x,y)=(0.5,0.5).

2. Elegimos un valor modesto para� , por ejemplo:� = 0 :001. Con esto le damos la oportunidad
al sistema para que las iteraciones sean generadas con la parte cuadrática incluida (Gradiente
Conjugado).

3. Resolvemos las ecuaciones algebraicas lineales (2.103), calculamos�A k = A (i +1)
k � A (i )

k y a

partir de alĺ� tenemos una primera estimación de la próxima iteraciónA (i +1)
k .

4. Calculamos el residuo� 2(A (i +1) ).

5. Chequeamos si� 2(A (i +1) ) < � 2(A (i ) ), o sea, si nos estamos aproximando al m�́nimo.

6. En caso positivo, el método del Gradiente Conjugado estafuncionando. Disminuimos� en un
factor10, con�rmamosA (i +1)

k como la siguiente iteración, y volvemos al punto 3.

7. En caso negativo, la iteración no funciono. En tal caso, eliminamosA (i +1)
k , aumentamos� en

un factor10 y volvemos al punto 3.

También es necesario una condición para detener el algoritmo. Iterar hasta la convergencia
(precisión de máquina o ĺ�mite de redondeo) es generalmente una pérdida de tiempo innecesaria
ya que el m�́nimo es a lo sumo lamejor estimación estad�́stica de los parámetrosA. Como
veremos en la sección de errores (3.1) un cambio en los parámetros que cambie� 2 << 1
nunca es estad�́sticamente signi�cativo. En la práctica,uno puede suponer una salida del ciclo
de iteración cuando� 2 decrece una cantidad despreciable (por ejemplo un error absoluto menor
que 0.01). No es recomendable detenerlo después de un paso donde� 2 se incrementa, pues esto
demuestra que� no fue ajustado correctamente. Una vez que se encontró un m´�nimo aceptable,
uno quiere �jar� = 0 y calcular la matriz

[C] � [� ]� 1 (2.104)

que es la matriz de covarianza de los errores estándar en losparámetros ajustadosA (más
detalles en 3.2).

Este tipo de enfoque sin embargo es determin�́stico, ya que la solución �nal depende del punto
inicial tomado en el espacio de parámetros. En la Fig. 2.4 sepresenta un ejemplo complicado para los
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métodos de maximización/minimización locales, donde se observa un pico central rodeado de anillos
concéntricos de máximos secundarios.

Por supuesto si se logra iniciar con condiciones iniciales lo su�cientemente cercanas al pico cen-
tral, los métodos de Gradiente Conjugado convergen rápidamente. Si elegimos una estrategia Monte-
Carlo, es decir tomamos condiciones iniciales al azar para nuestro punto de partida y luego resolvemos
el problema de minimización, dependiendo de la cantidad decondiciones iniciales algunas de nuestras
soluciones seguramente lograrán identi�car en el máximo. El problema es que dentro del espacio de
parámetros por ejemplo para la Fig. 2.4 la región central del pico representa sólo el1 % del espa-
cio, requiriendo entonces' 102 � 103 condiciones iniciales distintas para encontrar el m�́nimode la
función. El dibujo puede ser generado con la función:

f (x; y) = cos2(n�r ) e� r 2=� 2
; (2.105)

r 2 = ( x � 0:5)2 + ( y � 0:5)2; x; y 2 [0; 1];

Cuando se requiere aplicar este método en la búsqueda de soluciones planetarias la función es
más compleja. Se requiere minimizar la función residuoR, multiparamétrica y muy rugosa. En par-
ticular, en nuestro trabajo buscamos soluciones para sistemas de dos exoplanetas, por lo que tenemos
una hipersuper�cie a explorar de al menos 11 parámetros (M=11). Para asegurarnos la convergencia
al m�́nimo global debemos tener al menos unas106 � 107 condiciones iniciales. Esto convierte el
método en ine�ciente, pudiendo tardar varios d�́as de cómputo en encontrar el m�́nimo (Ferraz-Mello
et al. 2003).

2.2.4. Algoritmo Geńetico

Este método de minimización basa sus principios en las ideas generales de evolución y adaptación
que fueron introducidas por Charles Darwin (1859) en “On theOrigin of Species” por medio de la
selección natural. De esta forma, mucha terminolog�́a asociada a biolog�́a será usada para describir sus
funciones. El mecanismo que rige la evolución es la selección natural, que es el proceso a través del
cual los individuos mejoradaptadosa su ambiente tienden a producir en promedio, más descendencia
que sus competidores menos adaptados. Dos componentes adicionales son requeridas para la selección
natural:

En primer lugar, la “herencia”, ya que un descendiente debe heredar de alguna manera algunas
de las caracter�́sticas que hacen que sus padres sean “aptos”.

El segundo ingrediente es la variabilidad: en cualquier momento debe haber un espectro de
“adaptados” dentro de los miembros de la población, de otraforma la selección natural no
puede operar.

¿Como es regida la evolución? Básicamente se sabe que cada célula de cada individuo (denomi-
nadasfenotipos) contiene información codi�cada en una secuencia que constituye el genotipo. Sin
embargo debido a que fenotipos de alta adaptación se traducen, en promedio, en altas probabilidades
de reproducción, el fenotipo tiene in�uencia directa en elpool de genes (conjunto de genotipos) en la
próxima generación. Los fenotipos con mejor adaptación“copian” su fenotipo más frecuentemente en
la próxima generación, que lleva a una porción crecientede fenotipos con buen ajuste en la población.
Para condiciones de medioambiente �jas, la población naturalmente converge como un todo hacia los
individuos mejor adaptados.
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La velocidad de la convergencia es una función de lapresíon de selección, que es la relación
funcional entre el ajuste y el éxito de la reproducción. Una vez que la convergencia es completada,
cambios severos en las condiciones del ambiente pueden drásticamente alterar las reglas de adaptación
y hacer que todos los individuos no sean aptos con consecuencias desastrosas para una población.

La reproducción involucra la combinación del genotipo delos padres . No es una copia exacta de
los genotipos de los padres en la descendencia. Errores en las copias y/o eventos aleatorios pueden
introducir mutaciones al genotipo.

El conjunto de todos los genotipos disponibles en la población se denomina “pool de genes”.
Resumiendo, la evolución puede ser pensada y matemáticamente modelada en términos de cambios
temporales a través del “pool de genes”.

Los algoritmos genéticos son una clase de técnicas de búsqueda heur�́stica que incorporan estas
ideas en sentencias computacionales y constituyen métodos extremadamente robustos de minimiza-
ción. Utilizamos la rutina PIKAIA (Charbonneau, 1995) en nuestros programas, que se encuentra
disponible de manera libre enhttp://download.hao.ucar.edu/archive/pikaia e in-
troduce todas estas ideas de evolución genética.

2.2.4.1. Principios del Algoritmo Geńetico

En primer lugar vale aclarar que el “pool de genes” y su población de genotipos evoluciona en
respuesta a:

El éxito de la reproducción diferencial en la población

La recombinación genética (crossover) ocurrida en los descendientes

Las Mutaciones aleatorias que afectan a un porcentaje de la descendencia, eligiendo al azar un
descendiente (offspring) y un número de gen donde aplicar la misma.

En nuestro caso el parámetro que de�ne laadaptación o ajustede un individuo está asociado al
valor de� 2

� . Debido a que PIKAIA está desarrollado para maximizar una función y requiere que la
adaptación se de�na como un valor positivo. Entonces se sugiere� � 1

� . Debido a que PIKAIA interna-
mente rankea (ordena) para de�nir la probabilidad de selección, no necesitamos preocuparnos sobre
la forma funcional entre elajustey el valor de� � ; hacer elajusteproporcional a� � 1=2

� conducirá a
la misma distribución de orden y por lo tanto la misma probabilidad de selección. Se recomienda es-
pecialmente no utilizar� � � ya que el algoritmo para seleccionar los padres llamadoRoulette Wheel
requiere que el parámetroajustesea de�nido positivo (e.g. Charbonneau, 2002b).

Podemos pensar el genotipo como una secuencia numérica donde los parámetros se encuentren
ordenados de la manera que especi�camos en un principio. El programa está optimizado para trabajar
con una funciónf (x) en un espacio acotado m-dimensional, donde

xj � (x1; x2; :::; xm ) (2.106)

Siendo conj 2 [1; m] cada uno de los individuos dentro de la población den individuos. Cadax j

2 [0; 1] es uno de los parámetros de cada individuo; debido a que en elcaso de velocidades radiales,
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la señal está dada porVr =Vr [K,T,e,M,$ ,V0] y podemos asociar cada parámetro a unx i , es decir:

x1 ! K; (2.107)

x2 ! T;

:

xm ! V0

Entrada y Salida de Datos

Como primer paso, se debe de�nir el rango válido de parámetros que puede tomar cada elemento
del individuo, es decir los parámetros orbitalesA j del planeta se deben transformar al espacio de
parámetrosxj entre [0,1] (cadax j es un fenotipo y el conjunto dex j ordenados uno a continuación
del otro es el genotipo,x1x2:::xM ).

A modo de ejemplo podemos mencionar que la amplitud que modelemos de un planetaK es-
tará acotada entre el m�́nimo valor que esperamos detectarcomo señal (al menos 2 veces el valor del
jitter estelar,� s) y el máximo valor que un planeta podr�́a representar (en teor�́a, menor que la diferen-
cia entre el máximo y m�́nimo valor de las velocidades radiales). Es decir si tenemos un valor de jitter
de 4.2 m/s y amplitud de velocidades de 108.4 m/s, una señal de exoplaneta deK =54.2 m/s signi�ca
un valorxk= 0.5000.8

La codi�cación en fenotipos es para cada parámetroAi dada por:

x i =
(A i � Amin )

� A i
; (2.108)

donde llamaremos a esta transformación� ; inversamente� � 1 será la decodi�cación, que implica
obtener los parámetrosA i originales, con

A i = Amin + x i � � A i (2.109)

Obviamente debemos ser muy cuidadosos de los ĺ�mites establecidos ya que el algoritmo busca
dentro del espacio especi�cado y descartaremos posibles soluciones si acotamos demasiado la región
donde viven los parámetros. Por otro lado si la elección esmuy amplia corremos el riesgo de perder
mucho tiempo en la exploración global del espacio.

Nuestra elección general y que funciona para una amplia variedad de casos toma los siguientes
ĺ�mites:

K 2 [2� � j itter ; � V ]

P2 [minf t i +1 � t i g=2 ; (� t)=2]

e2 [0 ; 0:6] (e > 0:6 ralentizan mucho la búsqueda)

! 2 [0 ; 2� ]

� 2 [t inicial � 1
3 � t ; t f inal + 1

3 � t ], el tiempo de pasaje por el pericentro puede
ocurrir antes de la primera observación o después de la última.

8En este ejemplo se tiene entonces:K min =8.4 m/s,K max =108.4 m/s y� K = 100 m/s.
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Figura 2.5: Esquema de operaciones básicas que realiza el algoritmo genético, en un problema de minimización
2D. Un individuo es dado por un punto (x,y) y dos individuos que denominamos padres son necesarios para la
reproducción denominados P(P1) y P(P2). El operador recombinación actúa sobre las cadenas que representan
los padres (ver texto para más detalle). Adaptado de Charbonneau y Knapp (1995).

V 0 2 [minf Vi g ; maxf Vi g]

Donde� V está dado por la diferencia entre el valor máximo y m�́nimodeVr disponibles,
es decir (� V = maxf Vi g � minf Vi g); mientras que� t está dado por la diferencia de
tiempo entre la observación �nal y la inicial, es decir� t = t f inal � t inicial .

2.2.4.2. Algoritmo geńetico esqueḿaticamente

La rutina PIKAIA busca el máximo de la función trabajando con x j
j = M
j =1 2 [0; 1]. Cada individuo

x puede ser transformado enA con la Ec. (2.109). La llamada a la rutina es:

pikaia (function,n,ctrl,x,f,status) (2.110)

dondefunction es la función que se evaluará para buscar el máximo,n es la dimensión del vectorx,
ctrl es un vector que de�ne parámetros para el algoritmo genético,f es el valor defunction en el vector
x y �nalmentestatuses un entero cuyo resultado esstatus=0 si se ejecutó bien la rutina mientras que
esstatus6= 0 cuando falló la implementación de la rutina (para más detalles ver Charbonneau, 2002ab).

El programa codi�ca el genotipo internamente para obtener los fenotipos. Para �jar un poco las
ideas veamos la Figura (2.5). En la �gura solo se muestran lospasos básicos de reproducción y mu-
tación en los algoritmos genéticos para el caso de un problema en un espacio bidimensional. A conti-
nuación se describen los pasos y se dan las consideracionespara el caso de los ajustes orbitales:
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Se genera aleatoriamente un conjunto de individuos, con elementos orbitales dentro del espacio
de parámetros permitido. En nuestros cálculos este número oscila entre 100 a 200 individuos.
En el caso de la �gura cada par (x,y) es un individuo con fenotipos (x,y). Luego cada individuo
es codi�cado (ĺ�nea 3) para producir un genotipo que caracteriza el individuo, siendo un escalar
continuo que denominamosxy y tiene toda la información previa.

Se forman pares de individuos(P1xy ) y (P2xy ) dada una tasa de aceptación de la recombina-
ción genética, para mezclar la información de los genotipos. En este caso la mezcla se da en
el gen=4 y se intercambia la información. As�́ producimos 2individuos de descendencia (O1 y
O2) de manera de no disminuir el número total de individuos disponibles (ĺ�nea 7 y 8, Fig 2.5).

Se especi�ca una tasa de mutación que introduce el factor dealeatoriedad a la descendencia en
un cierto gen elegido aleatorio, en el ejemplo la mutación actúa sobre el descendiente02 y el
gen=10 cambiando el valor 2 por 8 (ver ĺ�neas 14 y 15 en la Fig 2.5).

Cada información de individuo es decodi�cada para obtenerlos (x; y)1 y luego transformada
al espacio de parámetrosA1; A2. Con los valores deA i se calcula un valor de� 2

� (ĺ�nea 18 y
19, Fig 2.5).

Cuando se ha realizado este proceso con todos los individuosse dice que se ha aumentado una
generación.

Se renueva parte del pool de individuos (la i-ésima generación) dejando solo algún porcentaje
de aquellos que sean los mejor adaptados, es decir los de menor valor � 2

� ).

Se repite el proceso volviendo al inicio a lo largo de104 a 105 generaciones.

Finalmente se obtiene una solución que resulta estar muy cerca del m�́nimo global en el espacio de
parámetros explorado y en un tiempo que para 2 planetas en órbitas conmensurables rara vez supera
los 10 minutos en una computadora Pentium Dual Core de 2GHz utilizando uno solo de sus núcleos.

Caracter�́sticas evolutivas incluidas en estos esquemas:

1. la descendencia (O, offspring) incorpora porciones de material genético “intacto” que proviene
de ambos padres, hecho que es necesario para la herencia. Sinembargo tanto los operadores
reproducción (crossover) como la mutación involucran componentes estocásticos puros, como
por ejemplo el punto de corte, el lugar de la mutación y el efecto de la mutación.

2. el proceso de codi�cado/decodi�cado es sólo uno de los posibles esquemas utilizados, los al-
goritmos genéticos tradicionales usan sistemas binario,aunque no es particularmente ventajoso
para la optimización numérica.

3. los operadores reproducción y mutación operan en conjunto con el proceso de codi�cación /
decodi�cación, preservando el rango total dentro del espacio de parámetros, es decir las solu-
ciones están restringidas dentro del espacio[0; 1] y la descendencia también estará restricta al
espacio de parámetros[0; 1].

4. el operador mutación tiene una interesante consecuencia. Dependiendo de cuál de los d�́gitos
sea afectado la exploración de parámetros es paralelamente: global o pequeña (�ne tunning),
lo que permite sortear muy bien algunos problemas donde existen bordes pronunciados en la
función residuoR.
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En la introducción de muchos libros de texto se enumeran siete caracter�́sticas básicas para con-
siderar que un método adoptado es bueno: exactitud, consistencia, justi�cación, certeza, orden, pon-
deración y resolución. La lectura de esta sección nos gu´�a a pensar que los Algoritmos Genéticos no
son métodos adecuados. Sin embargo desde un punto de vista práctico surge una sugerencia práctica
mencionada por Charbonneau (1995) y con la que concordamos luego de realizar exhaustivas pruebas:

USAR CUALQUIER M ÉTODO QUE FUNCIONE

2.2.4.3. Paŕametros de inicializacíon

En la rutina PIKAIA encontramos un conjunto de 12 parámetros de control, denominadosctrl ,
que permiten que adecuemos la forma en la que trabaja nuestroalgoritmo genético (e.g. Charbonneau,
et al., 2002). A continuación enumeraremos los parámetros y especi�caremos los valores t�́picos que
hallamos útiles en nuestros estudios de determinaciones orbitales:

ctrl(1) = 100� 200 Número de individuos en la población

ctrl(2) = 103 � 104 Número de generaciones a evolucionar

ctrl(3) = 6 Número de d�́gitos (número de genes).

Es el número de d�́gitos retenidos en el codi�cado del fenotipo en el genotipo. Recordemos que
el genotipo termina siendo un número entero y aunque sea ine�ciente en término de almacena-
miento es útil a la hora de codi�car, entender y poder rastrear lugares donde surjan errores.

ctrl(4) = 0.85 Probabilidad de reproducción; debe ser< = 1.0.

Una vez que los padres son seleccionados se genera un númeroaleatorio y la operación de
reproducción (ver Fig. 2.5) se aplica solamente si el número aleatorio es menor que este valor.

ctrl(5) = 2 Modo de Mutación; 1/2/3/4/5 (por defecto 2)

1=mutación de un punto, a tasa �ja
2=mutación de un punto, ajustable basándose en el valor del ajuste.
3=mutación de un punto, ajustable basándose en la distancia � �
4=mutación de un punto+creep, a tasa �ja
5=mutación de un punto+creep, ajustable basándose en el valor del ajuste
6=mutación de un punto+creep, ajustable basándose en la distancia

Las 3 primeras opciones dan mutación en un gen ya sea a una tasa �ja (1) o variable,
utilizando el valor del ajusteR (2) o alternativamente basado en la distancia métrica
entre el mejor individuo y la media que llamaremos� � (3).

Desde el punto de vista de la exploración del espacio de par´ametros es necesaria
una tasa variable, ya que como sabemos cuando la población es distribuida de for-
ma amplia, el operador crossover realiza una búsqueda e�ciente y recombina infor-
mación de las soluciones existentes. Si la población converge (ya sea a un m�́nimo
absoluto o local) la reproducción NO mejora mucho porque esrealizada intercam-
biando fragmentos de padres casi idénticos; obviamente enestos casos se necesita
una tasa de mutación alta para lograr inyectar variabilidad en la población.
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La mutación var�́a entre el m�́nimo y máximo2
�
ctrl(7); ctrl(8)

�
durante la evolu-

ción con un valor inicial ctrl(6). En cualquier momento se puede calcular� � que
es la diferencia entre el ajuste del más apto de los individuos y el valor del ajuste
de la mediana de individuos (obtenido a partir del ordenamiento de los mismos).
Dicho parámetro es entonces una medida de la convergencia de la población; si� �
es grande entonces la población es presumiblemanete distribuida de manera más
extensa en el espacio de parámetros que si� � fuera pequeña. Entonces cuando� �
es pequeña se incrementa la tasa de mutación y cuando es grande se disminuye.

La mutacióncreepintenta de�nir una mutaciónsuave. Veamos lo que signi�ca con
un ejemplo. Consideremos un problema donde buscamos una solución óptima que
contiene la subcadena producida por el proceso de evolución:

::::::::21000::::::::::

decodi�cada en un punto �otante (número real) 2.1000. Previamente imaginemos
que tenemos el número

::::::::19123::::::::::

que produce un ajuste mejor que la media, de forma que su material genético es
dispersado en la población. Después de cierta cantidad degeneraciones que den re-
producciones y mutaciones favorables tenemos la subcadenaque se ve por ejemplo
como:

::::::::19994::::::::::

que evidentemente está cerca de21000. Sin embargo dos mutaciones bien coor-
dinadas deben actuar para producir este número: el “1” debecambiar a “2” y el
primer “9” a “0”, para producir20994, ie. 2.0994. Cualquier otra mutación que
ocurra aisladamente o mutación por otro d�́gito nos llevará lejos del número que
buscábamos. Como ya mencionamos la mutación es un procesolento y la proba-
bilidad que el par de mutaciones ocurra simultáneamente esrelativamente �́n�ma,
signi�cando que necesitaremos muchas generaciones para que ocurra. La población
comenzará aamontonarseen bordes internos del sistema codi�cado. Estos bordes
son llamadosParedes de Hamming. Ellas pueden ser sorteadas eligiendo un esque-
ma de codi�cación tal que las mutaciones pueda dirigirse a variaciones cont�́nuas
en el parámetro decodi�cado. La mutacióncreepjustamente actúa de la forma que
necesitamos: una vez que el d�́gito de la cadena codi�cada fue seleccionado para
mutar, en lugar de reemplazar el d�́gito existente por uno aleatorio, solamente se
agrega+1 o -1 con igual probabilidad y si el resultado es< 0 (porque cambiamos
un “0” sumándole “-1”) o> 9 (porque cambiamos un “9” sumándole “+1”), se
lleva la adición al próximo d�́gito de la izquierda (como si realmente estuviéramos
sumando). As�́ por ejemplo si el d�́gito a cambiar es el “9” central,

::::::::19994::::::::::

con+1 obtendremos
::::::::20094::::::::::

que tiene el efecto deseado de saltar la pared.

El problema sin embargo que se presenta con este tipo de mutación es que no se
permite dar grandes saltos en el espacio de parámetros. Como argumentamos pre-
viamente los saltos son una capacidad necesaria, consecuentemente en la práctica
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un test de probabilidad debe decidir si aplica mutación de un punto o creep con
iguales probabilidades.

ctrl(6) = 0.005 Tasa de mutación inicial; debe ser pequeña

ctrl(7) = 0.025 Tasa de mutación m�́nima; debe ser> = 0.0

ctrl(8) = 0.25 Tasa de mutación máxima; debe ser< = 1.0

ctrl(9) = 1 Ajuste relativo a la función residual; desde 0 a 1
PIKAIA realiza una clasi�cación para asignar ajuste. Los individuos son inicialmente clasi�-
cados como[1; 2; ::; np] de acuerdo al ajuste verdadero (dado por la función residuoR), donde
el individuo de mejor ajuste tiene “ranking” 1 y el peor tienerankingnp. PIKAIA de�ne in-
ternamente una probabilidad de reproducción para cada elemento basado en este ranking. Si
este parámetro es ctrl(9)=0, no hay presión de seleccióny todos los individuos tienen la misma
probabilidad de ser seleccionados para la reproducción. Si se elige una alta presión de selec-
ción, ctrl(9)> 0.6, se obtienen mejores resultados ya que los mejores individuos son los que
participan en la evolución del pool de genes (Charbonneau,1995).

ctrl(10) = 3 Plan de reproducción; 1/2/3.

(1) Reemplazo generacional completo. Se calculan todos losindividuos descendientes (Offs-
pring) en un almacenamiento temporario y una vez que se tienen su�cientes descendientes se
reemplaza completamente la población original de padres.

(2) Estado estacionario reemplazo aleatorio.

(3) Estado estacionario reemplazando los peores (por defecto 3)

El estado estacionario es un plan de reproducción que inserta los descendientes en la población
a medida que son calculados. Para mantener los individuos totales se reemplazan los padres de
forma aleatoria (2) o bien reemplazando los peores individuos (3).

En nuestros cálculos hemos corroborado la conclusión mencionada por Charbonneau (1995):
ninguno de los planes de reproducción es aparentemente mejor a otro. En casos donde el número
de grados de libertad es alto,� � 100, los resultados son mejores si ctrl(1)=3. Mientras que si
� es bajo, ctrl(1)=1 funciona bien.

ctrl(11) = 1 Condición de elitismo; 0/1=off/on.
Consiste en asegurar que el genotipo de mejor ajuste de la generaciónn es copiado al menos 1
vez sin alteraciones en la generaciónn + 1 .

ctrl(12) = 0 Iipo de salida de datos 0/1/2=Nada/M�́nimo/Expĺ�cito

Se podr�́a suponer que un algoritmo genético deber�́a funcionar bien en una población grande,
manteniendo alta presión de selección y altas tasas de mutación y crossover a través de la evolución.
Sin embargo como mencionamos los algoritmos genéticos imitan los procesos de evolución y muchas
veces estos son complejos e impredecibles. Crossover, mutación, presión de selección y el tamaño
de la población interactúan en forma extremadamente no lineal y no pueden ser claramente separa-
dos como super�cialmente se podr�́a suponer. Por ejemplo una población grande en un principio del
algoritmo converge rápidamente a un espacio grande, porque la probabilidad que un individuo en la
población inicial aleatoria llegue cerca del m�́nimo global es directamente proporcional al tamaño de
la población. Sin embargo durante los estadios posteriores una población grande tiene mucha inercia
cuando la probabilidad surge de una mutación favorable.
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Figura 2.6: Evolución de la población de soluciones de prueba para el problema de�nido por la Fig. (2.4)
utilizando algoritmo genético (f (x; y) = cos2(n�r ) e� r 2 =� 2

). Los c�́rculos concéntricos indican los anillos de
m�́nimos secundarios, mientras que el c�́rculo negro es el individuo con mejor ajuste en la generación actual.
Adaptado de Charbonneau (1995).
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Figura 2.7: Esquema de operaciones básicas que realiza el algoritmo simplex para minimizar la función.

La Figura 2.6 muestra la distribución de la población en elespacio bidimensional de�nido por
la función dada en la Fig. 2.4 para distintas generaciones.En la Fig 2.6.(A) se muestra que ningún
individuo en la población inicial aleatoria se encuentra cercano al pico de la función (0.5,0.5). Las
primeras iteraciones generacionales muestran un conjuntopoblacional cercano al centro de la �gura
(Fig. 2.6.(B)), aunque la diferencia de ajuste entre el mejor y la mediana es todav�́a grande. La muta-
ción decrece levemente desde su valor inicial pero se mantiene casi constante. En la15� generación,
la mayor�́a de la población ha convergido hacia algunos lugares del anillo interno (Fig. 2.6.(C)) y
extremo secundario de la función (f =0.9216). De esta forma, el ajuste entre el mejor y la mediana
son comparables, esto conduce al algoritmo a un incremento abrupto de la tasa de mutación (entre la
12� y 20� generación). La alta tasa de mutación da como resultado una descendencia que se esparce
sobre todo el espacio de parámetros en el curso de la reproducción (Fig. 2.6.(D)). Mientras que algu-
nos individuos se posan regularmente en la pendiente del pico central, recién en la55� generación tal
mutación catapulta su�cientemente cerca del pico centrala un individuo para convertirse en el mejor
elemento de la población (Fig. 2.6.(E)). Subsecuentes reproducciones durante generaciones generaran
más individuos cercanos al pico central. Notar como el elitismo (ctrl(11)) aqu�́ es esencial, de otra
forma las mutaciones podr�́an alejarnos de los buenos individuos ya identi�cados. De estos últimos
pasos también se entiende la razón por la cual el algoritmogenético es ine�ciente para hallar el valor
del máximo con la precisión necesaria.

2.2.5. Método Simplex

A pesar que la rutina de Algoritmo genético, es extremadamente útil, para hallar el m�́nimo global,
la solución que encuentra debe ser mejorada. Para ello es posible utilizar el Método Simplex (Simpléx
de ahora en más). El Simplex ométodo downhill simplexconstruye una �gura geométrica llamada
simplex deN + 1 vértices y todos ellos interconectándose con segmentos de ĺ�neas que se encuentra
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en el espacio deM dimensiones. Cada vértice es un conjunto de parámetros alcual se le puede calcular
su valor asociado de la función residuo R (Press et al. 1992).

En el espacio 2-D un simplex es un triángulo mientras que en el espacio 3-D es un tetraedro. En
cada iteración este simplex actualiza el aplicando transformaciones espec�́�cas a uno de sus vértices,
encerrando la solución, hasta que se encuentra el m�́nimo.El método requiere solo evaluaciones de la
función residuo R, y aunque en términos computacionales sea menos e�ciente que usar derivadas de
la función para encontrar el m�́nimo, la rugosidad de la función es bien sorteada. Cada uno de los N+1
vértices es un vector denominadoM i con componentesx i y es construido como:

M i = M0 + � êi (2.111)

donde� es un parámetro de escala (alrededor del0:1 %del rango válido para parámetro asociado)
y êi es el vector unidad y tiene todas las direcciones posibles del espacio de parámetros.

El método realiza una serie de acciones sobre el vértice demayor residuo R. La mayor�́a de
las acciones es solo moviendo el vértice del simplex donde la función es menor atravesando la cara
opuesta del mismo. Estos pasos son llamados re�exiones y sonconstruidos para conservar el volumen
del simplex. Cuando se puede el método expande el simplex enuna u otra dirección para tomar pasos
mas grandes. Cuando se llega a una región plana, es decir todos los vértices tienen el mismo valor de
la función residuoR, el método contrae el simplex y encuentra el m�́nimo que denominamosM0. A
pesar de su de�nición “global” de búsqueda de m�́nimos, ciertamente la elección de la con�guración
inicial tiene in�uencia en la determinación del m�́nimo global. Una forma de visualizar como funciona
el método es esquematizado en la Figura 2.7.

Existe una mejora al algoritmo Simplex, denominadaSimplex Iterativo, donde se realizan repe-
tidamente varios simplex. En la primer iteración se toman todos los otros vértices del simplex con los
parámetros orbitales de forma aleatoria. A partir de esta solución e iterativamente se aplica simplex,
tomando como condición inicial para uno de los vértices lamejor solución y los restantes vértices
nuevamente elegidos aleatoriamente. En nuestro enfoque yapartimos desde una muy buena solución
(proveniente del algoritmo genético) y a esta altura del c´odigo ya exploramos el espacio de paráme-
tros. El trabajo de Charbonneau (1995) muestra las evidentes ventajas del Algoritmo Genético frente
al Simplex en problemas de minimización globales.

El número de iteraciones del simplex utilizado es del ordende 103, y es muy rápido tardando
solamente 1 minuto para realizarlas. Si bien puede aparentar que es un método muy e�ciente, esto se
debe al valor acotado que tenemos para el simplex inicial.

2.2.6. Comparacíon Simplex Iterativo y Algoritmo Genético

Resulta interesante comparar las capacidades exploratorias entreSimplex Iterativo y Algoritmo
geńetico. Para ello se puede de�nir el número de pruebas de cada uno delos métodos de acuerdo al
número de evaluaciones de la funciónN f es:

N f = Np � Ng Algoritmo Genético (2.112)

N f = N t � Ns Simplex Iterativo (2.113)

dondeNp y Ng son el tamaño de la población y longitud generacional,N t es el número de intentos y
Ns el número promedio de evaluaciones requeridos por un simplex único (es una cantidad dependiente
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Figura 2.8: Probabilidad de convergenciaglobal en función del número de evaluación de funcionesN f requerido
por Simplex Iterativo (diamantes) y Algoritmo Genético (c�́rculos negros), en el problema descrito por la Fig 2.4
con l�́nea punteada. El problema es bidimensional, ya quer = r (x; y). Si modi�camos el problema de tal forma
de hacerlo 4-dimensional, i.e.r = r (x; y; z; w), el problema es más complejo y los resultados de convergencia
global son mostrados con la l�́nea continua. Adaptado de Charbonneau (2002).

del problema y de los parámetros aleatorios iniciales). Seaplicó la minimización al problema descrito
por la Fig 2.4, incrementando el número de generaciones/iteraciones y se comprobó la convergencia
global. Para obtener un valor estad�́stico se realizó 1000veces para cada método. Esto permitió de�nir
emp�́ricamente la probabilidad de convergencia global (pG; 2 [0; 1]) como función de la cantidad de
generaciones/iteraciones. Para decidir si se obtuvo una convergencia global se de�nióf (x; y) > 0:95
y los resultados se muestran en la Figura 2.8.

Este tipo de comparación fue realizado para varios problemas complicados de minimización
global por Charbonneau (2002) y en todos se observa el mismo resultado general: los algoritmos
genéticos no son tan buenos como podr�́a esperarse respecto del simplex iterativo. Sin embargo, el
trabajo de Charbonneau muestra un aspecto interesante que hemos corroborado con nuestros ex-
perimentos numéricos: en espacios de baja dimensión el simplex es muy competitivo, sin embar-
go a medida que crece la dimensión del problema y/o complejidad del mismo surge la ventaja de
utilizar Algoritmos Genéticos. Esto se observa en la Fig 2.8 cuando usamos el problema cuatridi-
miensional para la misma funciónf pero conr de�nido en un espacio 4-dimensional comor =
(x � 0:5)2 + ( y � 0:5)2 + ( z � 0:5)2 + ( w � 0:5)2.

2.2.7. Simulated Annealing

El método usualmente mencionado comoSimmulated Annealing(SA) en la literatura es una he-
rramienta de exploración global cuyo nombre e inspiración viene del proceso de recocido del acero,
una técnica que consiste en calentar y luego enfriar controladamente un material para aumentar el
tamaño de sus cristales y reducir sus defectos. El calor causa que los átomos se muevan de sus po-
siciones iniciales (un m�́nimo local de energ�́a) aleatoriamente; el enfriamiento lento les da mayores
probabilidades de encontrar con�guraciones con menor energ�́a que la inicial.

En cada iteración, elSA considera algunos vecinos del estado actuals, y probabiĺ�sticamente de-
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cide entre cambiar el sistema al estados0o quedarse en el estados. Las probabilidades se escogen para
que el sistema tienda �nalmente a estados de menor energ�́a.La probabilidad de hacer la transición al
nuevo estados0es una funciónP(�E; T ) de la diferencia de energ�́a�E = E(s0) � E (s) entre los dos
estados, y de la variableT, llamada temperatura.

Una cualidad importante del método es que la probabilidad de transiciónP es siempre distinta
de cero, aún cuando�E sea positivo, es decir, el sistema puede pasar a un estado de mayor energ�́a
(peor solución) que el estado actual. Esta cualidad impideque el sistema se quede atrapado en un
óptimo local. Cuando la temperatura tiende al m�́nimo, la probabilidad tiende a cero asintóticamente.
As�́, cada vez el algoritmo acepta menos movimientos que aumenten la energ�́a. Si�E es negativo,
es decir, la transición disminuye la energ�́a, el movimiento es aceptado con probabilidad P=1. Otra
cualidad del Simulated Annealing es que la temperatura va disminuyendo gradualmente conforme
avanza la simulación. Hay muchas maneras de disminuir la temperatura (T), siendo la más usual
una ley exponencial, dóndeT disminuye por un factor< 1 en cada paso. Es por ello que en este
método las primeras iteraciones cambian bruscamente los parámetros y van disminuyendo lentamente
los cambios a medida queT decrece. También es posible incorporar saltos aleatoriosy de esta forma
evitar quedar atascados en algún m�́nimo/máximo local. En el caso de minimización, las energ�́as
representan los valores de� 2

� . Además la temperatura está relacionada con el parámetro � i que de�ne
la escala caracter�́stica de cada parámetro.

Si bien este enfoque es útil, en nuestro conjunto de rutinasresultó provechoso modi�car esta idea,
debido a que el m�́nimo global es e�cientemente identi�cadopor la rutina de Algoritmo Genético.
Nuestra rutinaAnnealingtrabaja con un enfoque MonteCarlo no determin�́stico. Cadaconjunto de
soluciones está formada por el vector deM parámetros:x1;2;3;::M y se eligen dos parámetros al azar
dentro de losM parámetros disponibles (x i 1 y x i 2). Luego se varia su magnitud en forma aleatoria, de
manera que no pueda exceder el valor dado del parámetro de escala� i . Finalmente se calcula el valor
del residuo con el vector de componentes nuevasx0

1;2;3;::M . Esquemáticamente el algoritmo es:

� 2
� (x) # calcula el valor del residuo con los M parámetros originales:

i1 = M � ran 0 # elige un parámetro al azar dentro del conjunto de M parámetros:

i2 = M � ran 0 # elige un segundo parámetro al azar. (2.114)

x0
i 1 = x i 1 + ( ran 0 � 0:5) � � 1 # var�́ax i 1, una cantidad aleatoria menor que� 1:

x0
i 2 = x i 2 + ( ran 0 � 0:5) � � 2 # var�́ax i 2, una cantidad aleatoria menor que� 2:

� 2
� (x' ) # calcula el valor del residuo con los M parámetros modi�cados

Se utiliza el generador de números aleatorios de distribución uniformeran0 (Prees et al. 1992).
Los valores óptimos para� i , son de alrededor del1 %de la región permitida para cada parámetro. Si el
cálculo de la funciónR utilizando los nuevos valores de los parámetros orbitales, es menor que el valor
previo se aceptan los nuevos valores, de otra forma se vuelvea tomar la condición original, tomando
unas105 pruebas. Si la solución no mejora con esta cantidad de pruebas la rutina es terminada, en caso
contrario se incrementa el número de iteración del Annealing. Normalmente se itera el Annealing unas
103 a104 veces. Aunque la convergencia al m�́nimo se logra antes de llegar a estos valores.

La Figura (2.9) muestra el funcionamiento del método en un espacio biparamétrico. Se aprecia
como puede quedar atrapada la solución en un m�́nimo local.La mejora del método con saltos aleato-
rios es ilustrada con la Figura 2.10, donde un salto aleatorio (un valor arbitrariamente grande para� i )
convenientemente dirige la búsqueda del máximo a una región que de otra forma ser�́a inalcanzable.

En nuestros problemas de minimización de velocidades radiales hemos observado que las pe-
queñas rugosidades de la función residuoR no son bien sorteadas por el Simplex, y se adaptó una
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Figura 2.9: Si bien en un principio de iteraciones el algoritmo puede producir resultados equivalentes a un
método de gradienteeste método sólo incorpora evaluaciones de la función, aunque también puede quedar
atrapado en un máximo local como muestra la �gura.

Figura 2.10: El algoritmo puede ser mejorado con un salto aleatorio en el espacio de parámetros. El salto
indicado comojump 1 ! jump 2 es dado gracias un valor arbitrariamente grande del escalarde exploración� .

rutina de Annealing a �n de detectar fehacientemente el m�́nimo en la función.

2.3. Ajustes Dińamicos

En sistema de varios exoplanetas, el modelo kepleriano es una aproximación. Esta aproximación
es constituida por la suma de las contribuciones individuales de la señal de cada planeta, sin tener
en cuenta los otros cuerpos, y la interacción que puede existir entre los mismos. Deben chequearse
entonces si existen estas interacciones en las observaciones.

Encontrar cuál es la velocidad radial de la estrella entorno a su baricentro, debido a la presencia
de los otros cuerpos es una tarea simple. Sólo se deben integrar las ecuaciones de movimiento de los
N-cuerpos involucrados:

d2x i

dt2 = �
NX

j =1

Gm j (x i � x j )
jx i � x j j3

; (2.115)

Luego, para cada tiempo de observación (t i ), donde se tiene la velocidad radialVr (i ), se puede
obtener la velocidad en la direcciónzque es por de�nición la velocidad radial.
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La idea es comenzar con una solución kepleriana (que en principio es una buena aproximación
del problema) e intentar mejorar el ajuste cambiando levemente algunos de los parámetros planetarios.
Con estos parámetros planetarios modi�cados se integran las ecuaciones de movimiento en el intervalo
de tiempo que cubren las velocidades radiales, tomando comoelementos osculadores iniciales del
sistema planetario la solución a probar.

La estrategia para cambiar levemente los parámetros y mejorar el ajuste es idéntica a la de nuestra
rutina Annealing. Utilizamos un integrador Runge Kutta de orden 8 (RK8) y con precisión10� 12, sien-
do los resultados indistinguibles comparados con un integrador Bulirsch-Stoer de la misma precisión,
aunque los tiempos de cómputo con RK8 son apreciablemente más cortos.

Existen dos puntos a destacar en este tipo de ajustes:

El gasto computacional es extremadamente alto ya que se integra CADA condición de prueba,
siendo necesario para la convergencia del método desde unas horas a d�́as dependiendo de la
condición inicial kepleriana de partida y del sistema analizado.

El intervalo de las observaciones rara vez supera los 5 a 10 a˜nos, tiempo extremadamente corto
para que se evidencien interacciones entre planetas y más aún, si existiesen dif�́cilmente sean
acusados debido a los errores de las mediciones.

Si bien podr�́amos mejorar la velocidad del programa utilizando un integrador simpléctico, los siste-
mas ya fueron analizados al momento de escribir la tesis y no se encontró razón para creer que pueda
ser útil re-analizar todas nuestros ajustes de N-cuerpos.

Para comenzar con los ajustes dinámicos, se realizaron pruebas asumiendo con�guraciones copla-
nares y con inclinación90� . Sin embargo sabemos que este tipo de integración tambiénpermite mo-
delar la posible inclinación mutua entre los cuerpos. Es decir tenemos 4 parámetros adicionales para
modelar: ambas inclinacionesi y ambas longitudes de nodo
 . Sin embargo como expondremos en
nuestros ejemplos, el valor del residuo R no disminuye demasiado, a pesar de estar agregando más
parámetros al modelo. Por otra parte, los valores de inclinación resultantes son muy cercanos a va-
lores de órbitas coplanares, por lo cual este tipo de ajuste3-D no resultó fruct�́fero en los sistemas
expuestos.

Entre los pocos sistemas extrasolares en los cuales se encontraron interacciones y, por ende, dife-
rencias cuanti�cables con el modelo kepleriano podemos citar: GJ 876 (Rivera et al. 2005), HD73526
(Tinney et al. 2003), HD202206 (Correia et al. 2005) y HD60532 (Laskar y Correia 2009).

2.4. Obtencíon de parámetros planetarios para el sistema
HD82943

2.4.1. Resẽna histórica

Nuestro método de minimización sirve para cualquier sistema exoplanetario y a lo largo de la tesis
fue testeado en otros sistemas de exoplanetas. Sin embargo aqu�́ se expondrán solo los resultados del
sistema exoplanetario HD82943 por dos razones: primero porque está demostrado que los mejores
ajustes orbitales de este sistema muestran un comportamiento dinámicamente inestable, implicando
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Figura 2.11: Integración de la solución dada por Ma-
yor et al. (2004) donde se muestra la evolución de los
semiejes de los planetas considerando masas:M � =
1:15M � , m1 = 1 :85M J , m2 = 1 :84M J ). Reprodu-
cido de Ferraz Mello et al. (2005).

que no es consistente con la con�guración real de los planetas; segundo, porque ya fue estudiado por
varios autores proveyendo una buena base con la cual comparar nuestros resultados.

Actualmente existen dos planetas conocidos en el sistema HD82943 (Mayor et al. 2004), ambos
descubiertos por el grupo de Ginebra, el primero en 2000 y el segundo en 2001. A pesar que en
2001 se ten�́a bastante certeza de la existencia de dos planetas que se encontraban en la vecindad
de la resonancia de movimientos medios (MMR) 2/1, recién en2002 hubo su�ciente cantidad de
observaciones disponibles para determinar un ajuste orbital con�able. Estos parámetros fueron puestos
a disposición en la página del grupo de Ginebra pero luego actualizados con nuevos valores (los valores
originales se pueden observar en la Tabla de Ji et al. 2003). Estos parámetros pod�́an ser integrados
y mostraban que los planetas estaban capturados en una resonancia de corotación apsidal (ACR) del
tipo (�; � ), es decir, los ángulos que muestran el movimiento resonante y secular oscilan en torno a
los valores entre paréntesis, con una amplitud de oscilación pequeña (ver Beaugé et al. 2003 para más
detalles). A pesar que esta órbita es dinámicamente estable por al menos106 años, este tipo de ACR es
incompatible con un escenario de migración planetaria suave desde órbitas casi circulares (Beaugé et
al. 2006).

En un art�́culo siguiente, Mayor et al. (2004), se presentóun nuevo conjunto de elementos orbi-
tales con más datos de velocidad radial, tomados con el instrumento CORALIE y totalizandoN=142
observaciones. A pesar que la solución mostraba ambos planetas aún en MMR 2/1, exist�́an diferen-
cias signi�cativas en las masas y elementos orbitales. La razón de masasm2=m1 varió desde 1.9 hasta
� 1, y las excentricidades variaron signi�cativamente. Con este nuevo conjunto de parámetros orbita-
les, la con�guración aparentaba corresponder a un ACR tipo(0,0), más compatible con escenarios de
migración planetaria.

A partir de las integraciones numéricas de los ajustes orbitales Ferraz-Mello et al. (2005) encon-
traron que la solución publicada por Mayor et al. (2004) eradinámicamente inestable tan sólo en
6 � 104 años (ver Figura 2.11). Debido a que la estrella central entró en secuencia principal hace
unos 3 Gy resulta improbable que sus planetas sean estables en intervalos de tiempo mucho menores
que esto. As�́, aparentemente el mejor ajuste orbital no se corresponde con el sistema real y se debe
encontrar otra solución compatible con los datos observacionales. Previo a este trabajo, raramente se
comprobaba que el sistema extrasolar obtenido sea estable.Con los datos de velocidad radial, Ferraz-
Mello et al. (2005) encontró que el residuo R alrededor del m�́nimo era una función muy suave de
los parámetros y muchos ajustes orbitales distintos (algunos dinámicamente estables) daban origen a
residuos similares. En otras palabras el mejor ajuste no necesariamente correspond�́a a los parámetros
reales del sistema.

Lee et al. (2006) presentaron observaciones adicionales con el instrumento HIRES del observato-
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rio KECK, que junto con los datos CORALIE totalizanN =165 observaciones. Nuevamente el ajuste
orbital con estos datos condujo a una solución dinámicamente inestable, esta vez en un intervalo de
tiempo del orden de los103 años. Más aún, el valor del residuo del ajuste orbital multikepleriano se
incrementó signi�cativamente, indicando que un mayor intervalo de observación no necesariamente
disminuye la diferencia entre los valores observados y los valores calculados (o-c de ahora en más).
Sin embargo, los autores encontraron también soluciones con residuos similares al del m�́nimo: al-
gunas corresponden a ACR tipo (0,0), mientras que algunas s´olo muestran una libración del ángulo
resonante y circulación para la diferencia de las longitudes de pericentro.
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Figura 2.12:Arriba . Velocidades radiales del art�́culo de Mayor et al. (2004).Abajo. Velocidades radiales del
art�́culo de Lee et al. (2006). Ambos conjuntos totalizan N=165 datos observacionales y son la base para nuestra
minimización.

Más recientemente, un análisis distinto sobre el mismo conjunto de datos fue realizado por
Gozdziewski y Konacki (2006), utilizando un algoritmo h�́brido que incluye un análisis de estabili-
dad dentro del ajuste por cuadrados m�́nimos. En su trabajo se muestra la existencia de dos islas de
movimiento estables asociadas a la resonancia MMR 2/1, en lacercan�́a del mejor ajuste orbital. Solu-
ciones totalmente diferentes fueron analizadas y en particular los autores mostraron que dos planetas
en movimiento coorbital y no coplanares pueden tener curvasde velocidad radial similares, con un
error en el ajuste orbital un tanto mayor (wrms� 8.4). Sin embargo, la existencia de planetas gigan-
tes coorbitales está lejos de ser establecida, aunque hay evidencia que planetas con masas mayores
que � 0:7M � no pueden acretarse en los puntos equiláteros lagrangianos de planetas extrasolares
gigantes (Beaugé et al. 2007a). Sin embargo, en un trabajo que recientemente publicamos, hemos ob-
servado que existen amplias regiones de movimiento establepara planetas del tamaño de Júpiter que
se encuentren en movimiento coorbital (Giuppone et al. 2010).

En el mismo trabajo Gozdziewski y Konacki (2006) también analizaron la posible existencia
de un tercer planeta en HD82943 con un per�́odo orbital de aproximadamente 1000 d�́as, exterior
al más externo de los planetas conocidos. El ajuste orbitalcon 3 planetas mostró un decrecimiento
signi�cativo del residuo (wrms� 6.3 m/s), sin embargo la solución fue una vez más inestableen
muy cortos tiempos de integración. Alternativamente se encontró una solución que es marginalmente
estable con valores más pequeños en la excentricidad del hipotético nuevo planeta. A pesar que los
residuos fueron mayores (wrms� 7.4 m/s), constituye un escenario interesante de estudio.
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2.4.2. Velocidades radiales y mejores ajustes

Tabla 2.1: Mejores ajustes orbitales keplerianos para 2 planetas en el sistema HD82943. El tiempo del pasaje
por el pericentro es dado en unidades a partir de [JD-2400000]. Todos los elementos orbitales son astrocéntricos
y los per�́odos osculadores.

CORALIE=142Vr CORALIE+Keck=165Vr

Parámetro HD82943c HD82943b HD82943c HD82943b
K [m/s] 61.65 45.75 65.77 43.69
P [d] 219.48 435.09 219.29 441.26
e 0.383 0.183 0.356 0.222
! [ � ] 124.29 239.51 127.32 282.86
� 50747.86 51325.84 50751.02 52695.54
m [M Jup ] 1.860 1.845 2.006 1.756
a [UA] 0.746 1.178 0.746 1.189
� � $ [ � ] 356.41 239.51 351.83 207.33
V0C [m/s] 43.79 43.87
V0K [m/s] - 33.69
wrms [m/s] 6.964 7.954p

� 2
� 1.165 1.369

Analizamos el sistema HD82943 con el conjunto disponible de165 velocidades radiales. La Fi-
gura 2.12 muestra los conjuntos disponibles. El marco superior muestra los datos CORALIE (no son
públicos y fueron extra�́dos de una imagen postcript) y el marco inferior los datos de Keck (disponibles
para toda la comunidad cient�́�ca).

Para todos los cálculos a continuación utilizaremos la masa estelar central igual aM � = 1 :15M �

masas solares, adoptadas por Ferraz-Mello (2005) y Lee et al. (2006). También se asumirá jitter estelar
igual a � j = 4 :2 m/s, deducido por Lee et al. (2006) a partir de modelos emp�́ricos de interiores
estelares. De esta forma la incertidumbre en las observaciones está dada según la Ec. (1.33), que
introduce pequeños cambios en los ajustes orbitales cuando se toma un valor de jitter muy grande.

Con los datos de velocidad radial procedimos a calcular el mejor ajuste orbital kepleriano en
un marco de referencia astrocéntrico, asumiendo la presencia de 2 cuerpos planetarios. Basados en
nuestros resultados se minimizó la función residuoR, utilizando primero el Algoritmo genético con
una población de 200 miembros, que evolucionan104 generaciones. Luego debido a la caracter�́sti-
ca exploratoria mejoramos la solución con Simplex (Secci´on 2.2.5) empleando unas103 iteraciones.
Finalmente las pequeñas irregularidades del espacio fueron sorteadas aplicando la rutina annealing
(Sección 2.2.7) durante103 iteraciones. Si todo el proceso convergió al m�́nimo, la última rutina ter-
mina por s�́ sola antes de acabar el número total de iteraciones. Este proceso completo no demora más
de 10 minutos en una computadora con procesador Pentium DualCore, de 1.8 Mhz. Se trabajó básica-
mente con 2 conjuntos de datos, el primero que consta de las 142 Vr correspondientes a CORALIE y
el segundo conjunto utilizando los 165 datos que incluyen las observaciones CORALIE y las de Keck.
Los resultados son mostrados en la Tabla 2.1 y coinciden con los calculados por los otros autores,
permitiendo avalar nuestras rutinas de búsquedas de m�́nimos.

La Tabla 2.2 muestra para comparación los resultados delajuste dinámicocon los 2 conjuntos de
Vr , donde se aprecian que ambos ajustes son casi idénticos. Sibien algunos parámetros tienen valores
diferentes entre ambos ajustes, los mismos provienen de la forma poco profunda de la función residuo
respecto a la excentricidad del planeta exterior. La Figura2.13 compara los datos de velocidad radial
junto con las curvas que se generan a partir de los ajustes keplerianos con los distintos conjuntos
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Tabla 2.2: Mejores ajustes orbitales dinámicos para 2 planetas en el sistema HD82943. Todos los elementos
orbitales son astrocéntricos y los per�́odos son osculadores.

CORALIE=142Vr CORALIE+Keck=165Vr

Parámetros HD82943c HD82943b HD82943c HD82943b
P [d] 218.50 444.04 218.40 452.79
e 0.384 0.125 0.355 0.213
$ [ � ] 119.35 247.15 123.55 295.57
� [ � ] 115.80 123.60 115.64 134.95
V0C [m/s] 43.46 43.74
V0K [m/s] 34.29
m [M Jup ] 1.866 1.809 2.025 1.749
a [UA] 0.744 1.194 0.744 1.210
wrms [m/s] 7.010 7.952p

� 2
� 1.173 1.369
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Figura 2.13:Arriba . Curva de velocidad ra-
dial sintética obtenidas con ajustes multi-
keplerianos. La curva continua correspon-
de al conjunto de datos completo CORA-
LIE+Keck, mientras que la curva a trazos
corresponde a la de datos CORALIE sola-
mente.Abajo. Residuoso-c para los ajus-
tes, con c�́rculos abiertos para el conjunto
completo y con cruces solo utilizando lasVr

CORALIE.

de Vr . Se observa que hay una leve diferencia entre ambas curvas, especialmente en los máximos
locales, donde no hay demasiadas observaciones. Además del cambio en las masas planetarias, una
de las razones fundamentales para las diferencias yace en elvalor de$ 2. En el 2004 el mejor ajuste
obtenido resultaba en$ 2 � 238� , mientras que actualmente es$ 2 � 280� . A pesar de esta diferencia
en las señales que producir�́an ambas con�guraciones, existe sólo una pequeña diferencia entre los
puntoso-c.

La conclusión más importante del repaso de los trabajos previos es, la falta concreta de conoci-
miento de la estructura dinámica del sistema de HD82943. Nosolamente es probable una cantidad
enorme de con�guraciones posibles, sino que además los ajustes orbitales parecen ser sensibles al
conjunto de datos observacionales. En cuanto al mejor ajuste, comienza a notarse la necesidad de des-
cribir un espacio de regiones donde tengamos soluciones compatibles con los datos observacionales y
además estimar de alguna forma el error en cada parámetro determinado.



Caṕ�tulo 3

Estimación de Incertezas

Como dijéramos en un principio, no basta con estimar los parámetros que mejor satisfacen los
datos, también se deben conocer los errores en los mismos. Los errores formales publicados para
los parámetros de exoplanetas son, muchas veces, subestimados. Esta es una clara razón por la cual,
cuando aparecen nuevos ajustes orbitales, los parámetroscambian sus valores mucho más allá de los
errores formales. Existen tratamientos que demandan muchotiempo de cómputo y que brindan una
idea clara sobre las indeterminaciones y sobre los cuales basaremos este cap�́tulo.

Como fuera mencionado en Ford (2005), a pesar de que las determinaciones de velocidades ra-
diales provienen de una distribución Gaussiana, los errores en los parámetros orbitales no son Gaus-
sianos. Resulta as�́ necesario tener una visión global de los métodos para estimar errores en sistemas
no-lineales y multiparamétricos. Como punto de referencia para aplicabilidad de los métodos y ejem-
plos podemos citar Brown (2004), Ford (2005) y en Beaugé et al. (2008).

En este cap�́tulo primero recordaremos algunos puntos importantes acerca delTeorema Central
del L�́mite y luego discutiremos como se determina elIntervalo de Con�anza alrededor de la mejor
solución.

En las secciones subsiguientes se discuten distintos enfoques para determinar incertezas en los
parámetros planetarios. Como punto de partida se presentala matriz de Fisher para determinar erro-
res en los ajustes, justi�cando su escasa validez en el tipo de problema que enfrentamos. Luego los
métodos que consideramos más útiles a la hora de determinar intervalos de con�anza y soluciones
compatibles con los datos:Cadenas MonteCarlo de Markovy Generacíon de Datos Sint́eticos.
Alternativamente y como método más rápido se discuten losAjustes en una Grilla. Finalmente, para
evaluar la dependencia de los ajustes con el intervalo de observación se presenta el métodoJackknife.
Muchos métodos son aplicados al sistema HD82943 y se analiza la compatibilidad de las soluciones
con la factibilidad de existencia de las con�guraciones (i.e, si integramos las soluciones, éstas deben
ser estables pues representan un sistema planetario observado).

El Teorema Central del L�́mite: Consideremos un conjunto de variables aleatoriasX 1; X 2; ::X n ,
muestreadas de forma independiente, pero provenientes de una misma distribución con media� y
varianza� 2. Entonces, sin es su�cientemente grande, su promedio es la variable aleatoria:

X =
1
n

nX

1=1

X i (3.1)

y tiene una aproximación normal, con media� x = � y varianza� 2
x = � 2=n.

90
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Es importante remarcar que este teorema no dice nada acerca de la distribución deX i , excepto la
existencia de media y varianza. La aproximación entre las dos distribuciones es, en general, mayor en
el centro de las mismas que en sus extremos o colas, motivo porel cual se pre�ere el nombre “teorema
del ĺ�mite central” (“central” cali�ca al ĺ�mite, más que al teorema).

En palabras simples, dada cualquier distribuciónL (� ), esasint́oticamenteGaussiana cerca de su
máximo (valor más probable), tal como lo muestra la Figura3.1. Consideremos la funciónln L (� )
que poseeM parámetros� = f � 1; : : : ; � M g y realicemos una expansión de Taylor hasta segundo
orden alrededor del valor más probable� max,

ln L (� ) � ln L (� max) +
X

i;j

1
2

@2ln L
@�i @�j

�
�
�
�
� max

(� � � max) i (� � � max) j . (3.2)

donde los términos lineales se anulan en el máximo. Consecuentemente,ln L (� ) es aproximada de
forma cuadrática en� cerca del máximo, siendo evidente queL (� ) = eln L (� ) tiene la forma de una
Gaussiana. La bondad de la aproximación Gaussiana dependede la situación espec�́�ca, es decir de
los datos medidos, su ruido y el modelo utilizado. El ancho dela Gaussiana no es siempre una buena
representación del error. La Figura 3.1 muestra un ejemplodonde esto ocurre. Consecuentemente si se
invoca el Teorema Central del L�́mite, uno deber�́a chequear la bondad de la aproximación Gaussiana.

Figura 3.1: Posibles fallas del Teorema del L�́mite
Central. Esta �gura muestra un ejemplo de la fun-
ción distribuciónL como función de algún paráme-
tro � (curvas sólidas azules). En curva roja a trazos
se muestra su aproximación Gaussiana y el ancho
de la Gaussiana con una l�́nea horizontal negra. En
el panel (a) la aproximación Gaussiana es buena y
la estimación del error es con�able. En el panel (b)
la aproximación Gaussiana es de hecho pobre y el
error está sustancialmente subestimado. Reprodu-
cido de Andrae (2010).

3.1. Intervalo de Con�anza

Consideremos una variable� que es aleatoria y tiene una distribución Gaussiana con media h� i y
desviación estándar� . Si tomamos un valor al azaar de� , la diferenciaj� � h � ij será menor que1�
con el 68.3 % de probabilidad, y será menor que2� con el 95.5 % de probabilidad. Los intervalos de
con�anza para una distribución Gaussiana (monoparamétrica), se muestran en la Figura 3.2.

La distribución Gaussiana es un ejemplo casi trivial debido, en parte, a su simetr�́a alrededor de
la media. En general, las funcionesL pueden no ser simétricas y se pueden de�nir los intervalos de
con�anza tales que� � � �̂ � � + para una dada función de distribución que se denomina prob(� )
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Figura 3.2: Intervalos de con�anza para una dis-
tribución Gaussiana de mediah� i y desviación
estándar� . Si tomamos al azarN valores de� de
la distribución Gaussiana, el 68.3 % de estos valo-
res estarán dentro del intervalo[h� i � �; h� i + � ]
como se muestra en el panel (a), mientras que el
95.5 % de estos valores se encontraran dentro del
intervalo[h� i � 2�; h� i + 2 � ] como se muestra en
el panel (b). Reproducido de Andrae (2010).

Figura 3.3: Diferentes tipos de intervalos de con-
�anza de 68.3 % para funciones de distribuciónL .
La l�́nea vertical (roja) muestra la estimación del
máximo�̂ . Los paneles son numerados de acuerdo
a las de�niciones del texto. Reproducido de An-
drae (2010).

mediante1 (Andrae, 2010):

prob(� � � �̂ � � + ) =
Z � +

� �

d� prob(� ) = C , (3.4)

donde usualmenteC = 0 :683es el intervalo Gaussiano de 1� .

En la práctica, la función de distribución prob(� ) es desconocida y solamente se dispone de un
histograma de muestras de� . En este caso la integral de la ecuación (3.4) se reduce a determinar la
fracción de todas las muestras de� que se encuentran entre� � y � + (similar al método utilizado para
determinar las señales FAP en 2.1.7). Sin embargo la Ecuación (3.4) no estáuń�vocamentede�nida
dentro del intervalo de con�anza, y un criterio adicional esrequerido (Barlow, 1993):

1. Intervalo simétrico:� � y � + son simétricas alrededor del parámetro estimado, i.e.,�̂ � � � =
� + � �̂ .

2. Intervalo menor:� + � � � es el menor de los intervalos que satisfaga la Ecuación (3.4).

3. Intervalo central: Las probabilidades antes y después del parámetro estimado son iguales i.e.,R� �
�1 d� prob(� ) =

R1
� +

d� prob(� ) = (1 � C)=2.

Cuando la distribución es Gaussiana, las tres de�nicionesson iguales. En los casos generales, los
intervalos son distintos, como se muestra en Figura 3.3. En la �gura, el intervalo de con�anza del
68.3 % no coincide con el “intervalo 1� ” de una Gaussiana que ajuste en el máximo. En general no hay
preferencia acerca de ninguna de las de�niciones aunque se debe aclarar con cual se está trabajando.

1Recordemos que la función de distribución está normalizada, es decir:

prob(�1 � �̂ � + 1 )=
Z + 1

�1
d� prob(� ) = 1 , (3.3)
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Podemos calcular el ĺ�mite de con�anza, teniendo en cuentael comportamiento estad�́stico de la
función de distribuciónL . En astronom�́a generalmente se utiliza el estad�́stico� 2

� , que se comporta
como una variable chi-cuadrado, y existen distintas aproximaciones para evaluar los ĺ�mites de con-
�anza del mejor ajuste (al que denominamos� 2

� min). Por ejemplo:

Según Press et al. (1992) y Andrae (2010) el intervalo de con�anza del 68.3 % cuando la varia-
ble posee un grado de libertad, se sitúa en algún lugar del parámetro para el cual:

� 2 = � 2
min + 1 (3.5)

Si consideramos que tenemos más grados de libertad, esta aproximación no es más válida. Su-
poniendo errores Gaussianos, con un valor grande de datosN , el Teorema Central del Ĺ�mite
nos asegura que cualquier función de distribuciónL (multidimensional) es aproximada por una
Gaussiana en su posición de máximo (alternativamente m�́nimo). Tales Gaussianas (multipa-
ramétricas) tienen asociado un vector~� (M -dimensional con valor medio de cada parámetro
estimado) y una matriz de covarianza� (M � M -dimensional, que contiene las varianzas de
cada Gaussiana). Podemos calcular la probabilidad de obtener un vector~x como:

prob(~xj~�; �) =
1

p
(2� )M det �

exp
�
�

1
2

(~x � ~� )T � � � 1 � (~x � ~� )
�

(3.6)

Si calculamos esta probabilidad sobre cualquier proyecci´on en un subespacio bidimensional del
~� , se obtienencontornos de error elipsoidales, es decir podemos describir las correlaciones
linealesen los parámetros. Sin embargo, el contorno de1� no identi�ca más el 68.3 % del nivel
de con�anza como se mostraba en la Fig. 3.2. Veamos cómo calcular directamente el valor de
con�anza de1� utilizando una Gaussiana multiparamétrica según la cantidad de parámetros
libres:

� Cuando tenemos 1 grado de libertad:

prob(xj� 1; �) =
1

p
2�� 2

1

e
� ( x � � 1 ) 2

2� 2
1 )

Z � 1

� � 1

prob(xj� 1; �) dx = 68:3 %

� En el caso de tener una Gaussiana bi-dimensional se tiene:

prob(x; y j� 1; � 2; �) =
1

p
2�� 2

1

1
p

2�� 2
2

e
� ( x � � 1 ) 2

2� 2
1

� ( y � � 2 ) 2

2� 2
2

)
Z � 1

� � 1

Z � 2

� � 2

prob(x; y j� 1; � 2; �) dx dy = 46:6 % (3.7)

� mientras que en tres dimensiones es:
Z � 1

� � 1

Z � 2

� � 2

Z � 3

� � 3

prob(x; y; zj� 1; � 2; � 3; �) dx dy dz = 31:9 % (3.8)

� Se puede generalizar para más grados de libertad y obtener una expresión más simple,
recordando que la función� 2 se comporta como una variable tipo chi-cuadrado (con
valor medio� y varianza� 2 = 2 � ). Por elTeorema Central del Ĺ�mite, la distribución
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chi-cuadrado puede ser aproximada por una Gaussiana con la misma media y varianza,
entonces:

� 2
1� = < � 2

� > � �

� 2
1� = � �

p
2�

� 2
1� =� � 1 �

p
2=� (3.9)

� � 1� � 1 �

r
1

2�

Debido a que el m�́nimo de los ajustes se encuentra en� � min , obtenemos:

� � 1� = � � min

�
1 �

r
1
2�

�
(3.10)

Finalmente, recordamos que(wrms)2 tiene una dependencia lineal con� 2
� , entonces el

valor correspondiente al nivel de con�anza de 1� deber�́a ser aproximadamente dado por:

wrms1� ' wrmsmin

�
1 �

r
1
2�

�
: (3.11)

Una vez que tenemos establecidos los ĺ�mites de con�anza, el siguiente problema consiste en
encarar una estrategia para determinar las curvas de nivel en distintos planos. Una idea inicial ser�́a
que en nuestro esquema de minimización (Algoritmo Genético + Simplex + Annealing) se acumule
información acerca de las isosuper�cies de� 2

� en el curso de cada generación del algoritmo genético (o
cualquiera de los métodos globales exploratorios utilizados). Recordemos que mientras la población
evoluciona a través de varios cientos (o miles) de generaciones (algoritmos genéticos), se obtiene un
muestreo signi�cante (pero no homogéneo) del espacio de parámetros en el curso de la evolución. Sin
embargo una de las cosas que no se debe hacer es usar la población de prueba de la última generación
para establecer los ĺ�mites de error, pues la población �nal será evidentemente distribuida alrededor
de la mejor solución (en el caso que el algoritmo converja).La forma en la que los miembros de
la población son distribuidos en el espacio de parámetroses muy in�uenciada por caracter�́sticas
del algoritmo genético, como por ejemplo la mutación. Dichos factores extraños, son claramente no
relacionados a la estructura del espacio de parámetros en la vecindad de la mejor solución. Existen
métodos estad�́sticos que son más e�cientes y que veremosen las próximas secciones, pero primero
resulta conveniente mencionar un ejemplo citado por Andrae(2010), que constituye un incorrecto uso
de la estad�́stica y conduce a posibles resultados erróneos:

Reescaleo de errores,� i Cuando se ajusta un modelo conM parámetros aN datos, el valor de
� 2 obtenido luego la minimización deber�́a satisfacer:

� 2 = N � M , � 2
� =

� 2

N � M
= 1 , (3.12)

donde� 2
� se denomina “� 2 reducido”. Relajadamente hablando, esto signi�ca que cada grado de

libertad contribuyeuna desviación estándar. Muchas veces se observan casos en laliterarura donde,
los autores tratan de corregir los errores potencialmente malos de� i reescaleándolos, de tal forma de
lograr que la minimización tenga como resultado� 2

� = 1 (por ejemplo, aumentando el tamaño del
jitter estelar).

Si bien la distribución de errores es Gaussiana en cada dato, existen objeciones a este tipo de
enfoque (Andrae, 2010):
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1. Se asume que el modelo eslineal entodoslos parámetrosM del ajuste. Sin embargo, cuando
el modelo no es lineal no podemos decir que� 2

� = 1 , porque la desviación de� 2 = N � M
impĺ�citamente asume linealidad en todos los parámetros.

2. Se asume que el modelo utilizado escorrecto(subyaciente de exigir que� 2
� = 1). Sin embar-

go es una a�rmación optimista, por ejemplo porque podemos estar escondiendo compañeros
adicionales o errores sistemáticos en los datos.

Incluso si las suposiciones anteriores fueran ciertas, el método de reescalear errores es de hecho
aplicable solo si el número de grados de libertad (� ) es grande. La razón es que la incerteza en las
mediciones no solamente causa incerteza en los parámetrosdel modelo, sino también en el valor
mismo de� 2. El valor de� 2 está sujeto a la llamada distribución chi-cuadrado, cuyovalor esperado
es de hecho� = N � M . Sin embargo esta distribución no posee un ancho in�nitesimal, sino que tiene
una varianza de� 2 = 2(N � M ) = 2 � . Consecuentemente siN � M es pequeña, existe una incerteza
relativa grande en el valor de� 2. Esto signi�ca que� 2 puede desviarse sustancialmente deN � M
incluso si el modelo es lineal y correcto (Andrae, 2010).

3.2. Matriz de Fisher

Un método tradicional para estimar el error en un ajuste es determinarlos “localmente” mediante
la matriz Hessiana (D� 1), evaluándola en la mejor solución (Press et al. 1992, 15.5 y Andrae 2010).
Recapitulemos un poco y recordemos que nuestro objetivo es estimar el m�́nimo de� 2

� , cuyo desarrollo
de Taylor hasta segundo orden alrededor de la mejor solución A0 es:

� 2
� (A) � � 2

� (A0) + ( A � A0)T � d +
1
2

(A � A0)T � D� 1� (A � A0); (3.13)

donded es el gradiente. Por construcción, queremos evaluar los errores alrededor del m�́nimo de� 2
� ,

donde su gradiente es nulo (d=0), obteniendo as�́ que el error estará dado por la aproximaciónD� 1.

La matriz Hessiana,D� 1, contiene en sus diagonales, la estimación de la varianza de cada paráme-
tro (AM ) individual y fuera de la diagonal están las estimaciones de las covarianzas. Para entender esto
volveremos a utilizar el Teorema Central del L�́mite y la aproximación Gaussiana (ver Barlow, 1993 y
Heavens, 2010 para más detalles):

L (� ) / exp
�
�

1
2

(� � � 0)T � � � 1 � (� � � 0)
�

, (3.14)

donde� es una variableM -dimensional Gaussiana, con media� 0 y matriz de covarianza� . Esta
matriz de covarianza es la estimación de error deseada. Comparando Ecs. (3.2) y (3.14), se identi�can
las componentes y la matriz de segundas derivadas deln L es denominada “Matriz Fisher”:

�̂ =
�

�
@2 ln L
@�i @�j

� � 1

. (3.15)

En el caso ideal, las derivadas segundas del (ln L ) se pueden evaluar anaĺ�ticamente. Sin embargo
si es muy complicado, como ocurre en los sistemas no-lineales, se pueden hallar numéricamente. Por
construcción este método sólo describe contornos de error eĺ�pticos e involucra dos suposiciones que
se deben veri�car:
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La distribución de errores de las medidas es conocida, i.e.la funciónL está de�nida correcta-
mente.

La expansión a segundo orden en Taylor es una buena aproximación.

La segunda suposición es la más problemática. A pesar queel Teorema Central del L�́mite asegura esto
asintóticamente, la Figura 3.1 es un ejemplo donde la matriz Fisher falla. Existen dos pruebas simples
para veri�car si la matriz covariante resultante puede describir correctamente los errores (Heavens,
2010):

Calcular el determinantedet �̂ . Sidet �̂ < 0, entonceŝ� no describe correctamente los errores.

Diagonalizar la matriẑ� para determinar sus autovalores. Si algún autovalor es negativo o cero,
nuevamentê� no describe correctamente los errores.

Sin embargo los errores que se obtienen con esta información local de la curvatura, no son par-
ticularmente útiles cuando trabajamos en problemas de optimización global. Lo que necesitamos es
información acerca de la forma y extensión de la región donde la minimización es� 2

� < � 2
� (cota)

(que es de�nida por un rango de parámetros). Esta región puede ser identi�cada con métodos Mon-
teCarlo, perturbando la mejor solución y calculando el residuo (� 2

� ) de esas soluciones perturbadas
Esto es indudablemente el camino más con�able para tener estimación de los errores. Si se halló la
mejor solución en espacios de parámetros relativamente pequeños, esta tarea es relativamente simple,
como construir un hipercubo centrado en ella y calcular� 2

� (A) en lugares previamente seleccionados
con la resolución espacial requerida. De esta forma se pueden construir isocontornos de� 2

� en las
regiones de interés. La estimación del error es directa, aunque consume bastante tiempo de cómputo.
Ciertamente funciona si los costos computacionales asociados con el modelo son lo su�cientemente
bajos para permitir el cálculo de varias soluciones adicionales.

Veremos a continuación algunos métodos para de�nir regiones de validez de los parámetros.

3.3. Cadenas Markov con MonteCarlo

Los métodos MonteCarlo directamente toman muestras a partir de la función de distribuciónli-
kelihood(L ), es decir, suponen valores de los parámetros del ajuste y los aceptan con la probabilidad
de�nida por el valor correspondiente de la funciónL . A pesar que parezcan complicados, en primer
aproximación el muestreo MonteCarlo es la aproximación más intuitiva para la estimación de errores.
La razón es su similitud con medir errores en los datos, repitiendo el proceso de medición y moni-
toreando los resultados. La fortaleza de los métodos MonteCarlo es que usan la m�́nima cantidad de
suposiciones. La única suposición es que la distribución de los errores en los datos se conoce correc-
tamente, sin requerir espec�́�camente que sean Gaussianos, lo que hace general su aplicación.

Hay distintos tipos de métodos MonteCarlo dependiendo, por ejemplo, del número de parámetros
del modeloM . CuandoM es bajo (< 3) se usan:muestreo uniforme, muestreo de importanciay
muestreo de eliminacíon (ver MacKay, 2003 para una introducción a los mismos). Sin embargo estos
métodos se hacen ine�cientes o computacionalmente intensivos para modelos con muchos parámetros,
donde se utilizaCadenas de Markov con MonteCarlo(MCMC).

Los métodos MCMC son una clase de algoritmos que muestrean distribuciones a partir de una
probabilidad, basándose en construir una cadena de iteraciones (denominada cadena Markov) que tie-
ne una distribución de equilibrio deseada. El análisis deesta distribución de equilibrio permite estimar
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las cantidades de interés como la media, varianza, correlaciones, etc. El estado de la cadena de itera-
ciones después de un largo número de pasos es usado para tomar muestras de la distribución deseada
y la calidad de la muestra mejora en función del número de pasos tomados. Es sencillo construir un
algoritmo MCMC con las propiedades deseadas, el problema reside en determinar cuantos pasos son
necesarios para la convergencia a la distribución estacionaria dentro de un error aceptable.

El muestreo MCMC solo puede llegar a ser próximo a la distribución deseada, debido a que
siempre queda un efecto residual dependiendo de la posición inicial. Los métodos MCMC se mueven
alrededor de la posición de la distribución de equilibrioen pasos relativamente pequeños, sin tendencia
a ir en una dada dirección. El problema es que demandan muchotiempo de cómputo debido al aspecto
MonteCarlo que involucra técnicas deCamino Aleatorio(Random Walk). Existen 2 tipos de camino
aleatorios utilizados en MCMC:

Algoritmo Metropolis-Hastings: genera el camino aleatorio utilizando una densidad de proba-
bilidad2, con el objetivo de descartar algunos movimientos en el espacio de parámetros.

Muestreo Gibbs: es requerido para que la distribución condicional de la distribución deseada sea
muestreada exactamente. Consideremos el vectorA cuyas componentes son losM parámetros
del modelo en nuestro ajuste. El Muestreo Gibbs genera un estado de pruebaA' alterando un
subconjunto de parámetros deA en cada paso. Luego se combina el muestreo con una función
de transición de candidatos que es Gaussiana. La función de probabilidad de�nida bajo estas
condiciones es:

q(A0
� jA � ) =

1
q

2�� 2
�

exp

"

�
(A0

� � A � )2

2� 2
�

#

(3.16)

donde utilizamos el �́ndice� para distinguir los elementos del vector de parámetros, y se utili-
zará el �́ndicen para indicar el número de paso de la cadena Markov. Cada� � es un parámetro
que controla el tamaño de los pasos para el parámetro� .

La probabilidad de transición entre dos con�guraciones subsecuentesAn y An+1 es dada por la
expresión:

� (An+1 jAn ) = m��n
�

exp
�

� 2
n � � 2

n+1

2

�
; 1

�
para valores de parámetros válidos

� (An+1 jAn ) = 0 para valores de parámetros inválidos. (3.17)

donde� 2
n+1 es el valor del residuo calculado con el vectorAn+1 y � 2

n es el residuo calculado con el
vectorAn . Asumiendo que los errores observacionales son exactamente conocidos y aproximadamen-
te gaussianos, esta transición entre estados asegura que (después de descartar una porción inicial de
la cadena) la distribución de las con�guraciones generadas va a muestrear la distribución desconocida
de errores (ver por ejemplo Ford (2005) y Gregory (2005)).

Una vez que se obtiene convergencia de la cadena (arbitrariamente determinada), se pueden re-
presentar los valores de� 2

� en super�cies de nivel. Estas super�cies muestran la distribución real de
errores en los parámetros seleccionados.

Esquemáticamente el algoritmo MCMC con su base Metropolis-Hasting es de�nido por los si-
guientes pasos:

2la elección natural para esta densidad de probabilidad se basa en una distribución uniforme.
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1. Inicializar la cadena en algúnA0 enn = 0 . Si iniciamos el algoritmo con las componentes del
vectorA en elmejor ajuste, se tiene la ventaja de no necesitar un diagnóstico de convergencia
(Andrae, 2010).

2. Generar un estado de prueba,A0, de acuerdo aq(A0jAn ).

3. Calcular el residuo del estado de prueba� 2(A0) y el residuo� 2(An ) para el estado actual.

4. Determinar� (A0jAn )

5. Escoger un número aleatorio,u, de una distribución uniforme entre 0 y 1.

6. Si u � � (A0jAn ), como se de�ne en la Ec. (3.17), entonces el nuevo valor del vector es:
An+1 = A0.

Si u > � (A0jAn ), entonces el nuevo valor es igual que el anterior (es decir noactualizamos el
vector):An+1 = An .

7. Avanzar un paso en la iteración,n = n + 1 .

8. ir al paso #2.

El monitoreo de la fracción de estados de prueba que son aceptados es una manera de veri�car
que la escala elegida paraq(A0jA) no sea demasiado ine�ciente. Los valores óptimos para la tasa
de aceptación pueden ser determinados para los casos más simples. Por ejemplo cuandoA tiene una
sola dimensión, la tasa de aceptación de� 0:44 es óptima. Para parámetros de espacios con varias
dimensiones una tasa de aceptación óptima es de� 0:25 (Gelman et al. 2003).

Si después de varios pasos de la cadena de Markov se calcula que la tasa de aceptación es distinta
que la mencionada arriba, entonces los parámetros de escala deben ser reajustados y reinicializarla.
Puede ser necesario repetir este procedimiento varias veces para determinar un conjunto aceptable de
parámetros de escala.

Este método fue aplicado en el sistema HD82943. En la Figura3.4 se muestran las super�cies
de nivel para los elementos orbitales (e cos($ ); e sin($ )) del planeta interno construidos a partir de
100 cadenas MCMC de105 iteraciones. El m�́nimo que marcamos en el segundo cuadrante es el que
corresponde a la mejor solución del sistema (inestable según muestran las integraciones dinámicas),
mientras que marcamos también con un punto rojo un segundo m�́nimo que aparece en el tercer cua-
drante. Esta cadena fue insu�ciente para muestrear super�cies de nivel en los elementos del segundo
planeta.

Fue necesario construir 10 cadenas MCMC, de107 iteraciones, para cubrir un área considerable
alrededor de la mejor solución orbital del segundo planetay mostramos los resultados de interés en
la Figura 3.5. En negro se dibujaron las super�cies de nivel para el planeta interno y en azul para
el externo. Los puntos rojos indican la posición de los m�́nimos del planeta interno (1) y en azul
los del planeta externo (2). Las super�cies de nivel permiten estudiar el comportamiento alrededor
de la solución m�́nima, es decir$ 1 � 120� y $ 2 � 280� . Es interesante ver como se extienden las
super�cies de nivel del planeta externo: existe un área queconecta soluciones entre el segundo y tercer
cuadrante. Si la solución fuera en el segundo cuadrante, ambos planetas se encontrar�́an alineados en
$ 1 � $ 2 � 120� . Las super�cies de nivel en los otros planos no son expuestaspues se encontraban
muestreadas pobremente alrededor del m�́nimo y carec�́an de interés.

Entre las desventajas del método se encuentra la demanda detiempo extremadamente larga (para
este sistema una cadena Markov de107 pasos tomó 4 d�́as de cómputo), siendo que los resultados
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Figura 3.4: Isosuper�cies de� �

construidas a partir de cadenas
MCMC sobre el conjunto to-
tal de datos de HD82943, sobre
el plano e cos($ ); e sin($ )
con los elementos orbitales del
planeta interno. Los datos fue-
ron obtenidos con 100 cadenas
MCMC de105 pasos cada una.
Se observan dos m�́nimos: el
que se ubica en el tercer cua-
drante es un m�́nimo absoluto y
el que está en el cuarto cuadran-
te es un m�́nimo local.

Figura 3.5: Isosuper�cies de� �

construidas a partir de cadenas
MCMC en HD82943 sobre el
planoe cos($ ); e sin($ ). Las
super�cies de nivel del planeta
interno se muestran en negro y
para el externo en azul. Los da-
tos fueron obtenidos con 10 ca-
denas de107 pasos cada una.
Se observan tres m�́nimos pa-
ra el planeta exterior: el que se
ubica en el cuarto cuadrante es
un m�́nimo absoluto (con�gura-
ción inestable), mientras que el
que está en el segundo cuadran-
te es un m�́nimo local (con�gu-
ración estable).
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no siempre son los deseados (no se mapean homogéneamente las regiones alrededor de todos los
parámetros planetarios). Como mencionamos anteriormente, el tamaño del paso� � y la probabilidad
de salto entre estados posiblesq son parámetros ajustables. El trabajo artesanal requerido a �n de en-
contrar el estado de equilibrio (que mapea los errores que buscamos) no se justi�ca y existen métodos
alternativos más e�caces como veremos a continuación.

3.4. Generacíon de Datos Sint́eticos: Resampling

Un método alternativo para estimar incertezas en los parámetros orbitales es aplicar la técnica de
minimización de residuos a varios conjuntos de datos simulados (Brown et al. 2001 y Ford, 2005).
Debido a que los errores observacionales son muy cercanos a errores Gaussianos y cada velocidad ob-
servada (Vr (i )) tiene su correspondiente error (� i ) asociado, es directo construir conjuntos simulados
añadiendo errores Gaussianos a los datos nominales:

V G
r (i ) = Vr (i ) + N (0; � ) (3.18)

dondeN (0; � ) es una distribución Gaussiana de media cero y dispersión� .

Cada conjunto de velocidades radiales simuladasV G
r (i ) (también llamado conjunto sintético) re-

presenta un posible conjunto de valores reales en las medidas. Si se aplica el mismo procedimiento de
ajuste orbital a cada conjunto sintético, entonces se obtiene una distribución de los mejores parámetros
orbitales. Este método fue aplicado anteriormente a sistemas como HD72659 (Ford, E. 2005 y Brown,
R. 2004).

Aplicamos esta técnica sobre el sistema HD82943, construyendo un total de 1000 conjuntos de
datos sintéticos. Los resultados se muestran en la Figura 3.6, donde cada solución al conjunto sintético
es representada por un c�́rculo. Cada marco representa la distribución entre pares de elementos pla-
netarios que consideramos más importantes. En el plano(e2 cos($ 2); e2 sin($ 2)) (marco inferior
derecho) se aprecian claramente tres regiones de solucióndisconexas, cada una de ellas identi�cada
con un color diferente para facilitar su correspondencia enlos otros planos:

Región (I) - Negro. Es la región alrededor de la mejor solución de los datos originales, con
e2 � 0:2 y $ 2 � 280�

Región (II) - Azul. Región cone2 � 0 y por lo tanto$ 2 pobremente de�nido.

Región (III) - Rojo. Región cone2 � 0:4 y $ 2 � 120� que de�ne una solución dinámicamente
estable como veremos más adelante.

En el marco superior izquierdo se muestra el plano de las amplitudes de velocidad radial (K 1; K 2)
y se observa que a pesar queK 2 es casi el mismo para todos los conjuntos, el valor deK 1 puede variar
en un 50 %;K 1 para la región (I) vale� 65 m/s, mientras que en la región (III) vale� 47 m/s. En
la misma �gura, marco superior derecho se observa el plano deper�́odos (P1; P2), donde el per�́odo
del planetaP1 está muy bien de�nido� 219 d�́as, mientras queP2 var�́a unos 10 d�́as dependiendo
la región donde se encuentre, desde 430 a 440 d�́as. En el plano (e1 cos! 1; e1 sin ! 1) mostrado abajo
a la izquierda no se aprecian grandes diferencias entre las regiones (I), (II) y (III) y parece que están
muy bien de�nidos (el método MCMC permite mapear un poco mejor este espacio de parámetros).

Los grupos en el plano(e2 cos! 2; e2 sin! 2) son muy distintos, y corresponden aproximadamente
a los mismos favorecidos con el método que veremos más adelante enJackknife. La distribución de
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Figura 3.6: Resultados de 1000 resamplings de los datos originales. Cada c�́rculo representa el mejor ajuste del
correspondiente conjunto de datos. Cabe destacar la presencia de 3 regiones distintas, cada una identi�cada con
distinto color.
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Figura 3.7: Histogramas de los mejores ajustes encontrados(escritos en función del wrms) que muestran la
distribución de los miembros de cada grupo identi�cado en la Fig. 3.6 con la misma identi�cación de colores.
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los miembros de cada grupo de acuerdo al valor de wrms se muestra en la Figura 3.7. A pesar que
los tres histogramas tienen aproximadamente la misma mediay dispersión, hay varias diferencias que
podemos enumerar:

(I) miembros = 42:8 % wrmsmin = 7 :902m/s
(II) miembros = 52 :0 % wrmsmin = 8 :588m/s
(III) miembros = 5 :3 % wrmsmin = 8 :812m/s

(3.19)

As�́ las regiones (I) y (II) tienen casi el 95 por ciento de todas las soluciones encontradas con Resam-
pling, mientras que la región (III) sólo un 5 %. Esta última región es caracterizada también por valores
de wrms más grandes y tiene un valor de señal más pequeña (K 1).

El m�́nimo global se encuentra en la región (I) que como se mencionara es inestable; por otro lado
la región (II) tiene valores de wrms similares y como veremos más adelante está dentro de la región de
con�anza de la mejor solución (ver 3.5). La región (III) esla que proporciona valores muy cercanos
entre$ 1 � $ 2, en otras palabras, hacia unacorotacíon apsidaldel tipo (0,0) (ver Beaugé et al. 2006).

Una de las desventajas en esta técnica de reajustes es que sedeben identi�car los mejores paráme-
tros orbitales para cada conjunto sintético de velocidades radiales, que en la práctica requiere muchos
recursos computacionales. Por ejemplo para un sistema de unplaneta (seis parámetros), es necesario
generar103 a 104 conjuntos sintéticos para tener niveles de con�anza dentro de los 3� . Asumiendo
que la rutina de minimización requiere unas104 evaluaciones para converger, esto hace un total de108

evaluaciones de� 2
� . Incluso el uso de minimización local, buscando soluciones cercanas al m�́nimo

global, demandar�́a al menos unas106 evaluaciones del residuo� 2
� .

Finalmente no olvidemos que la distribución de errores estimada por medio delResamplingno
sirve para construir super�cies de nivel de error constante, sino para identi�car posibles regiones de
m�́nimos.

3.4.1. Ańalisis dinámicos sobre las regiones

En cada una de las regiones mencionadas previamente se identi�có el ajuste orbital con menor
wrms, teniendo en cuenta que esa con�guración resulta compatible con los datos originales deVr . La
región (I) es representada por la solución mostrada en la Tabla 2.2. Para las regiones (II) y (III) se
realizaron ajustes dinámicos coplanares a partir de la mejor solución multikepleriana y los resultados
se muestran en la Tabla 3.1.

Ambas soluciones dinámicas en la Tabla 3.1 muestran valores similares dewrms, del orden de
8:03 m/s, apenas mayor que el m�́nimo global (i.e.7:92 m/s) pero no muy diferente. Ambas fueron
integradas numéricamente con un código de N-cuerpos por106 años, mostrando estabilidad dinámica
y corotación apsidal (ACR) tipo (0,0) (Figura 3.8). Sin embargo, la amplitud de libración es grande,
particularmente en el caso de la Región (II). Para la Región (III), la semi-amplitud en� 1 = 2 � 2 �
� 1 � $ 1 es cercana a50� , mientras que en� $ = $ 2 � $ 1 es cercana a90� .

No se muestra la evolución de la Región (I), debido a que como es bien conocido es inestable en
cortos per�́odos de tiempo. A pesar que pueda ser posible encontrar algunos miembros marginales en
la región que sean estables, no es posible decir que son representativos de la región general, ni siquiera
robustos (es decir, pequeños cambios en los elementos orbitales pueden desestabilizar el movimiento).

El comportamiento extraño de la solución de la Región (II) en (k; h) = ( e1 cos� 1; e1 sin � 1)
puede ser explicado y deducido con la Figura 3.9, donde se ha dibujado la evolución en el plano
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Figura 3.8: Evolución de los mejores ajustes orbitales representativos de las soluciones en la Región (II) (izquier-
da) y la Región (III) (derecha). Los puntos negros corresponden a las variables(k; h) = ( e1 cos� 1; e1 sin � 1),
y los puntos rojos a las variables(k; h) = ( e2 cos � $; e 1 sin � $ ). Aqu�́ � 1 es el ángulo resonante� 1 =
2� 2 � � 1 � $ 1. En ambos casos se ven ACR de amplitud de oscilación grande tipo del(0; 0).
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Figura 3.9: Evolución de ambas soluciones en el plano(e1; e2), junto con la familia de ACR estable del tipo
(0; 0) para cada una de las razones de masa. La l�́nea punteada muestra la curva de colisión.
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Tabla 3.1: Mejores ajustes orbitales para soluciones representativas de las regiones (II) y (III) para un modelo
de 2 planetas del sistema HD82943.

Parámetro HD82943c HD82943b
Ajuste dinámico coplanar - Región (II)
m [M Jup ] 1.7681 1.7396
P [d] 219.890 442.879
a [UA] 0.7473 1.1919
e 0.3863 0.0166
! [ � ] 120.915 201.379
M [ � ] 356.842 281.828
V01 [m/s] 43.497
V02 [m/s] 33.754
wrms [m/s] 8.037
� � 1.529

Ajuste dinámico coplanar - Región (III)
m [M Jup ] 1.4605 1.7442
P [d] 220.081 439.375
a [UA] 0.7477 1.1856
e 0.4369 0.2548
! [ � ] 126.211 137.232
M [ � ] 358.181 337.541
V01 [m/s] 42.427
V02 [m/s] 32.305
wrms [m/s] 8.031
� � 1.528

(e1; e2) juntamente con las familias ACR de distintas razones de masa. Para la razón de masa de esta
solución (m2=m1 � 1), deber�́amos tener ACR asimétrica. Sin embargo lo que vemos es una amplitud
de libración tan grande que la órbita abarca ambos lóbulos asimétricos y rodea la solución simétrica
cuyo centro es inestable.

3.5. Ajustes en una Grilla

Hasta el momento hemos visto que tantoResamplingcomo cadenasMCMC brindan mucha in-
formación acerca de cuales son los parámetros compatibles con el conjunto de datos. Sin embargo el
tiempo computacional es elevado y �nalmente no es sencillo construir curvas de nivel sobre alguna
proyección de plano que elijamos. Para solucionar este último punto se puede seguir la idea de Lee et
al. (2006), realizandoAjustes en una Grilla.

La idea es realizar una serie de ajustes multikeplerianos (odinámicos) sobre una grilla de variables
de interés (A1; A2). Para cada punto de la grilla los valores numéricos de estos parámetros son �jados,
y se realiza un ajuste sobre los parámetros restantes (que pueden variar sin restricciones). El valor
resultante de residuoR corresponde al mejor ajuste para los valores pre�jados de (A1; A2). Luego se
dibujan las curvas de nivel dewrmsen esta grilla, que da información de la forma y la profundidad
relativa de la función residuo en el plano seleccionado.

Para interpretar mejor los resultados, podemos intentar estimar los niveles de con�anza de 1� del
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Tabla 3.2: Principales parámetros de los ajustes orbitales paraN = 164 observaciones. Todos los elementos
orbitales son astrocéntricos y los per�́odos osculadores.

Multi-Kepleriano Dinámico
Parameter HD82943c HD82943b HD82943c HD82943b
m [M Jup ] 1.435 1.765 1.397 1.782
a [UA] 0.748 1.169 0.744 1.188
e 0.447 0.331 0.460 0.360
! [ � ] 133.19 144.25 134.79 139.82
� � $ [ � ] 359.57 326.21 357.45 331.45
wrms [m/s] 7.835 7.838p

� 2 1.348 1.504

mejor ajuste en las super�cies dentro de la grilla. Para valores grandes deN , la función normalizada
chi-cuadrado� 2

� se comporta como una variable tipo� 2, y debido a que(wrms)2 tiene una depen-
dencia lineal con� 2

� , entonces el valor correspondiente al nivel de con�anza de 1� es dado por (ver
Sección 3.1):

wrms1� ' wrmsmin

�
1 �

r
1
2�

�
: (3.20)

Aplicamos este método al sistema HD82943 y describiremos algunos resultados a continuación.
En primer lugar, el grado de inestabilidad estad�́stica (analizado en la SecciónJackknife ) es tal que
la eliminación de sólo un dato observacional hace que obtengamos distintos parámetros orbitales (ver
Figura 3.11 y 3.12). La Tabla 3.2 muestra los mejores ajustesmultikeplerianos y dinámicos paraN =
164(el último dato eliminado) que puede ser comparado con los obtenidos paraN = 165 mostrados
en la Tablas 2.1 y 2.2. A pesar que existen cambios importantes en la solución, ellos prácticamente no
causan efectos en el residuo (wrmso

p
� 2

� ), ni siquiera en la curva de velocidad radial, indicando que
ambas soluciones son compatibles con los datos.

Para analizar más globalmente esta dependencia con el número de puntos, estudiamos el plano
(k2; h2) = ( e2 cos! 2; e2 sin ! 2). El procedimiento fue llevado a cabo con 4 conjuntos de observacio-
nes correspondientes aN = 100, N = 142, N = 164 y N = 165. Los resultados se muestran en la
Figura 3.10 solamente en el plano de mayor interés (k2; h2). En cada caso el m�́nimo globalwrmsmin

es identi�cado con un c�́rculo negro relleno. A pesar que cerca del m�́nimo las curvas de nivel son
casi eĺ�pticas, aparecen distorsiones para valores más grandes, indicando que los niveles de con�anza
obtenidos del análisis de la matriz de correlación no son válidos más allá de la inmediata vecindad del
wrmsmin (ver Sección 3.2).

Es interesante notar los cambios en las curvas de nivel en función deN . Este cambio sin embargo
no es gradual: paraN = 164 la �gura muestra dos m�́nimos globales localizados en! 2 � 140� ,
mientras la otra solución está en (! 2 � 270� ) asemejándose al m�́nimo global de la solución obtenida
paraN = 165. De esta forma no solamente la función residual es muy poco profunda alrededor de la
mejor solución, sino que a veces se pueden observar dos m�́nimos locales. Los pequeños cambios en el
conjunto de datos pueden favorecer a uno u otro, identi�cándolos como el mejor ajuste. Este resultado
muestra concordancia con los obtenidos en la Sección 3.4.

Para el caso del m�́nimo con 165 puntos, elwrmsmin = 7 :952y � = 153, obteniendowrms1� '
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Figura 3.10: Curvas de
nivel de wrms constante,
para ajustes multike-
plerianos considerando
valores �jos de (k2; h2) =
(e2 cos! 2; e2 sin ! 2) en una
grilla regular. Cada grá�co
fue realizado usando un
número distinto de datosN ,
simulando la información
disponible en el momento
de la publicación de cada
solución orbital. El m�́nimo
global es identi�cado con
un c�́rculo grande rojo. Las
curvas de nivel más oscuras
indican el nivel de con�anza
de 1� .

7:952(1� 0:057), lo que se corresponde con:

wrms1� ' 8:41: (3.21)

Es interesante remarcar que para N=142 la solución es la misma que ya hab�́amos observado
como m�́nimo secundario con el método de MCMC. Inclusive, eliminando gran cantidad de datos, con
N=120, se observa que la región de con�anza de1� engloba los cuatro cuadrantes: tenemos acotada la
excentricidad máxima del planeta exterior, aunque su argumento de pericentro no es bien establecido.

En conclusión, losAjustes en una Grillason un método útil para estimar los niveles de con�anza y
correlaciones en un plano preseleccionado. Recordemos quede esta forma muestreamos homogénea-
mente el espacio de interés y es más fácil de construir lassuper�cies de nivel. Sin embargo, esta
herramienta es un complemento paraResamplingo MCMC, pues no tenemos forma de sabera priori
si los valores de los parámetros que quedaron libres para elajuste son similares en todo el plano.

3.6. Ajustes Orbitales con conjuntos de datos reducidos:
Jackknife

En la Sección 2.4 vimos que el sistema HD82943 cambia sus soluciones a medida que se van
agregando más observaciones. El primer ajuste orbital publicado para ambos planetas ten�́a sólo unos
100 puntos (ver Ji et al. 2003), dando soluciones estables consistentes con una pequeña oscilación de
los ángulos resonantes. Las observaciones subsecuentes llevaron a cambios signi�cativos en las masas
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y la mayor�́a de los parámetros orbitales, as�́ como tambi´en a soluciones dinámicamente inestables.
Este hecho también se observa en otros sistemas exoplanetarios. Es por ello que empleamos una
modi�cación de un análisis usualmente llamadoJackknife, con el objetivo de evaluar las variaciones
de los resultados de los ajustes orbitales con el número de observaciones.

El método consiste en realizar una serie de ajustes orbitales, cada uno usando un número reducido
de datos donde se elimina la última observación por vez. Enotras palabras, se realiza un ajuste con
N puntos, luego un ajuste con N-1 puntos (eliminando el último punto cronológicamente hablando),
etc. Si la solución actual es robusta, entonces deber�́amos esperar solo pequeños y suaves cambios en
los parámetros en función de N. Más importante aún es quepodemos esperar que la incorporación de
observaciones futuras no cambiarán signi�cativamente nuestro conocimiento del sistema.

De la Ec. (2.72), si asumimos valores constantes de� 2
i y (yi � Vr i ) para todos los datos, puede

deducirse que :

wrms /

r
N

N � 1
(3.22)

p
� 2

� / 1 + M=N (3.23)

Entonces cuando el número de observaciones N es mucho mayorque el número de parámetros
libres M, ambos indicadores deber�́an ser prácticamente constantes, siempre que la solución orbital
sea adecuada y el sistema satisfaga las condiciones estad�́sticas impĺ�citas en el cálculo de cuadrados
m�́nimos. Si se observa un incremento en el valor dewrmscon el número de datos, podr�́a indicar que
el modelo den� planetas se convierte crecientemente inadecuado para representar las observaciones.

Los resultados de los ajustes multikeplerianos son mostrados en la Figura 3.11 donde los valores de
Vr fueron ordenados cronológicamente, es decir mezclando los datos CORALIE y Keck. Mostramos
en cada cuadro los parámetros de interés (aunque todos fueron analizados): masas (mi ), per�́odos (Pi ),
excentricidad (ei ), argumento de pericentro (! i ), residuos (

p
� 2

� y wrms) y número de datos (N ). Se
reserva el sub�́ndice1 para el planeta interno (en negro) y2 para el externo (en rojo).

Estos grá�cos brindan bastante información. Primero y m´as importante, no parece haber conver-
gencia de los parámetros hacia valores espec�́�cos. Desdeeste punto de vista, las nuevas observaciones
pueden cambiar nuevamente las soluciones para ambos planetas y por lo tanto el ajuste de HD82943
no es con�able.

A pesar de ello, hay parámetros que cambian menos que otros.Los per�́odos orbitalesPi , parecen
ser bien determinados y por lo tanto, practicamente no existe duda que se encuentran en la vecindad de
la MMR 2/1. Incluso pocos datos son su�cientes para establecer que existe conmensurabilidad entre
ambos planetas.

Las masas son parámetros más sensibles, a pesar que la masadel planetam2 en principio es más
estable por un tiempo más largo. La masa internam1 salta entre distintos valores especialmente cuando
N > 100. Finalmente los parámetros menos robustos son la excentricidad y la longitud de pericentro.
No es un hecho sorprendente, ya que como mencionamos son determinados a partir de las asimetr�́as
en las curvas, aunque los cambios son signi�cativos. Como ocurre conm1, existe una tendencia y los
valores se alternan repetidamente. Por ejemplo para los últimos 60 datos el valor de excentricidade2

es cercano a 0.18 o 0.30. Los valores más comunes para! 2 son � 120 o � 270 grados. Más aún
las variaciones dee1 y e2 parecen estar relacionadas manteniendo una diferencia casi constante. La
variación dee1 también parece estar opuesta a la dem1.
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Es interesante ver como los valores de los residuos evolucionan con el número de observaciones,
mostrado abajo a la izquierda (wrmsy

p
� 2

� . ). Particularmente en las últimas decenas de observa-
ciones se incrementan los residuos: esto signi�ca que más observaciones no necesariamente implican
mejores ajustes orbitales. El marco inferior derecho muestra el número de puntos en función del inter-
valo de observación. Con este grá�co podemos identi�car en cada uno de los otros marcos los valores
de los parámetros en cada fecha de publicación.

Dos conclusiones adicionales pueden extraerse de esta �gura. Primero, que los ajustes orbitales
con menos que N� 100 puntos son poco con�ables. Esto ayuda a explicar porque la diferencia entre
las soluciones de Ji et al. (2003) y Mayor (2004). Segundo, existe una notoria diferencia en los ajustes
con respecto al último punto observacional. El pasaje de N=164 a N=165 puntos implica cambios
drásticos en algunos elementos, particularmente excentricidad y longitud de pericentro. Este cambio
no es acusado en los valores m�́nimos dewrms. Esto implica que ambas soluciones aunque diferentes
son consistentes con los datos observacionales. Una vez más esto nos ayuda a concluir que el sistema
no es robusto y sólo un dato observacional puede cambiar nuestras soluciones. El incremento enwrms
como función de N no era esperado (ver Ecuación 3.22).

La Figura 3.12 presenta un análisis similar, esta vez sóloconsiderando los N=142 datos CORA-
LIE. Debido a que el intervalo de observación de los datos Keck intersectan parcialmente los puntos
CORALIE, esta �gura ayuda a mostrar la evolución de los par´ametros desde 2000 a 2004. Compa-
rando con la Fig 3.11 encontramos una evidente disminuciónen la dispersión de las soluciones. En
este caso los parámetros planetarios, especialmente las excentricidades, muestran una tendencia más
regular. Se observa quee2 es más estable ye1 mostrando un suave descenso en su valor. Se observa
también que no hay un salto dee2 alrededor del instante T=52500. Las longitudes de pericentro $ ,
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Figura 3.11: Variación de los parámetros orbitales de losmejores ajustes multikeplerianos como función del
conjunto de datos observacionales. Los datos correscondenal conjunto completo CORALIE-Keck (N=165).
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Figura 3.12: Variación de los parámetros orbita-
les de los mejores ajustes multikeplerianos como
función del conjunto de datos observacionales.
Los datos corresponden al conjunto reducido
CORALIE (N=142).

sin embargo todav�́a presentan repentinos y grandes saltos. Una vez más la eliminación de solo un par
de puntos �nales causa gran variación en el ángulo, a pesarque no se observen grandes variaciones en
los residuos (ver el marco inferior izquierdo).

En conclusión, este análisis muestra que las soluciones se mueven en el espacio de parámetros.
Afortunadamente su movimiento ocurre dentro de la región de 1� , que se observa por ejemplo en
la Figura 3.10. Además, los resultados coinciden perfectamente con los obtenidos en el método de
Resamplingy Análisis en Grilla. Debido a la diferencia de tiempo en el cómputo entre estos enfoques,
parece más sensato utilizar Jackknife para conocer las ubicaciones de los m�́nimos secundarios.

3.6.1. Ańalisis dinámicos en soluciones Jackknife y Grilla

Analizaremos la compatibilidad de las soluciones previas desde el punto de vista dinámico. Los
resultados nuevamente son obtenidos con un integrador Runge Kutta de orden 8 y con precisión10� 12.
Los mejores ajustes paraN = 164 y N = 165 son dinámicamente inestables en escalas de tiempo del
orden de103 años. De hecho, como fuera mencionado previamente, es pococomún que los mejores
ajustes orbitales para este sistema y con distintos números de observaciones (para distintosN ) corres-
pondan a soluciones estables. Sin embargo los resultados delas secciones previas han mostrado que
existe una región amplia de posibles soluciones orbitalesdentro del nivel de con�anza de 1� , todos
consistentes con los datos observacionales. Podemos de alguna forma extender el análisis dinámico a
todos los puntos en la región y estimar cuales soluciones son estables.

Cada punto de la grilla mostrada en la Figura 3.10 no solo corresponde con valores espec�́�cos de
(k2; h2)=(e2 cos! 2; e2 sin ! 2), sino también valores distintos de los otros elementos orbitales y masas
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planetarias m�́nimas que son los que minimizan el residuowrmsen ese punto.

Esto es importante pues existen otros valores posibles de soluciones con el mismo(k2; h2) que
tengan distinto (pero más grande)wrms, puede pensarse como la proyección de las mejores soluciones
sobre ese plano. En principio es posible que algunas de estassoluciones también tenganwrmsdentro
del nivel de con�anza de 1� . En otras palabras, a pesar que los grá�cos son una buena representación
existen posibles soluciones tan “buenas” como las encontradas.

Figura 3.13:Izquierda: En el plano(k2; h2) = ( e2 cos! 2; e2 sin ! 2) se aprecia el mejor ajuste (menorwrms)
paraN = 165 como un c�́rculo rojo. La curva continua cerrada es el nivel de con�anza de 1� . En escala de
grises se muestra el comportamiento dinámico en la región. Blanco corresponde a ACR estables tipo(0; 0) con
amplitudes menores que30� . La sombra más oscura indica regiones inestables.Derecha:En c�́rculos negros se
muestran los mejores ajustes obtenidos para distintos valores deN (Sección 3.6. Los triángulos rojos muestran
los mejores ajustes de Lee et al. (2006) correspondientes aFIT II y FIT III , mientras que el cuadrado rojo es la
solución B de Ferraz-Mello et al. (2005).

Los parámetros de cada punto en la grilla paraN = 165 fueron integrados numéricamente por
106 años. La mayor�́a de ellos tienden a eyectar uno de los planetas dentro del intervalo de tiempo,
aquellos que sobreviven se encuentran en con�guración ACRdel tipo (0; 0) en la resonancia2=1
(ver Beaugé et al. 2006) y estos fueron considerados estables. Se calculó la amplitud de la libración
de ambos ángulos, el resonante� 1 = 2 � 2 � � 1 � $ 1 y la diferencia de longitudes de pericentro
� $ = $ 2 � $ 1. Aqu�́ � i son las longitudes medias de los planetas y$ i son las longitudes medias
del pericentro. Los resultados se muestran en la Figura 3.13, una vez más en el plano(k2; h2). En
la izquierda de la �gura se observan dos grá�cos superpuestos: uno que indica niveles de con�anza
conteniendo las soluciones delAjuste en Grillay el otro el análisis dinámico de la región. El circulo
rojo muestra la posición del mejor ajuste paraN = 165. La curva negra continua alrededor del punto
muestra el nivel de con�anza de 1� (ver Figura 3.10). Todos los puntos conwrms > wrms1� se
ubican en la región rayada fuera de esta curva. En escala de grises se muestra el análisis dinámico. La
pequeña región blanca en la parte superior izquierda del grá�co corresponde a condiciones iniciales
que conducen a soluciones ACR estables con amplitudes de libración menores que30� . El sombreado
gris indica amplitudes crecientes (los valores numéricosse identi�can en la �gura), mientras que las
regiones oscuras ubican la localización que regiones din´amicamente inestables.

Todas las soluciones iniciales correspondientes a ACR estables en la Figura 3.13 muestran buen
acuerdo con los datos observacionales. A pesar de que no somos capaces de especi�car completamente
los parámetros para los planetas de HD82943, parece probable que los valores de los mismos sean
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Tabla 3.3: Soluciones orbitales multikeplerianas paraN = 165 correspondientes a la menor amplitud de co-
rotación conwrmsdentro del nivel de con�anza de 1� .

Parámetro HD82943c HD82943b
m [M Jup ] 1.569 1.728
P [d] 219.24 440.28
a [UA] 0.746 1.180
e 0.417 0.150
! [ � ] 119.17 123.69
� � $ [ � ] 356.74 357.35
V01 [m/s] 43.90
V02 [m/s] 34.28
wrms [m/s] 8.037p

� 2 1.537
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Figura 3.14:Arriba: Dos curvas sintéticas de
velocidad radial obtenidas de ajustes multikeple-
rianos. La l�́nea continua corresponde al mejor
ajuste orbital conN = 165, y la curva puntea-
da a la solución de menor amplitud de ACR ti-
po(0; 0) presentada en la Tabla 3.3.Abajo: resi-
duoso � c, con c�́rculos abiertos el mejor ajuste
orbital y con cruces la solución estable.

próximos a los dados en la Tabla 3.3 y que los planetas se encuentren atrapados en una ACR estable
del tipo(0; 0).

En la parte derecha de la Figura 3.13 se dibujaron con c�́rculos negros la localización en el plano
(k2; h2) de las soluciones obtenidas con el método (Jackknife). Lostriángulos rojos corresponden a
dos soluciones estables (Fit II y Fit III) de Lee et al. (2006), y el cuadrado rojo marca la posición de la
solución estable B de Ferraz-Mello et al. (2005). Una vez m´as la gran diversidad de con�guraciones,
cuya distribución en este plano está más o menos acotada por la curva de nivel de 1� . Es interesante
notar que la mayor parte de los mejores ajustes orbitales corresponden a órbitas alineadas (i.e.$ 2 �
130� ), bastante diferente a los mejores ajustes orbitales publicados.

La Tabla 3.3 muestra los parámetros del punto en el plano conla m�́nima amplitud de co-rotación
posible. La razón de masam2=m1 = 1 :1, un poco mayor que las estimaciones previas incluidas en los
mejores ajustes. La curva sintética de velocidad radial resultante y el residuo (o � c) de esta solución
fueron incluidos en la Figura 3.14, donde también se incluye para comparar la mejor solución. No
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existe prácticamente alteración entre las curvas a pesarque obviamente hay un incremento en los
valoreso � c para el caso de la solución ACR. La estabilidad a largo plazode esta con�guración fue
comprobada con una simulación numérica por109 años. No se detectaron cambios en las amplitudes
de libración o en los valores máximo/m�́nimo de los semiejes o excentricidades.

En el próximo cap�́tulo analizaremos cómo el hecho de que el mejor ajuste sea inestable conduce
a la posibilidad de que existan más planetas.



Caṕ�tulo 4

Búsqueda de Planetas Adicionales

Una solución alternativa para explicar por qué el mejor ajuste de un sistema extrasolar puede ser
inestable, es sugerir que pueda existir un planeta adicional que no ha sido modelado. Esta idea también
es favorecida cuando el incremento del número de observaciones aumenta los residuos. La inclusión
de un nuevo cuerpo en el sistema puede cambiar drásticamente los parámetros de los planetas ya detec-
tados y arrojar nueva luz sobre el sistema real observado. Lanueva señal debe tener signi�cado f�́sico
razonable (una aceptable relación señal-ruido, excentricidad relativamente baja, etc.) y obviamente
presentar una baja probabilidad de ser un falso positivo.

Cuando se intenta agregar nuevos planetas a un sistema, debemos ser cuidadosos en la correcta
identi�cación de la señal. Existen per�́odos relacionados con el muestreo temporal de las observa-
ciones, que producen picos de señal en el periodograma (losmás importantes son los de� 1 d�́a y
sus correspondientes alias). También es posible identi�car en los análisis de velocidad radial falsos
per�́odos, relacionados con el per�́odo de rotación de la estrella (ver Howard et al. 2010 y Hatzes et
al. 2003 para algunos ejemplos). Sin embargo, ambos procesos tienen una probabilidad de ser falsos
positivos (FAP1) muy alta (es decir10� 1 a10� 2).

Volviendo a la idea de la adición de un nuevo planeta para un sistema que tiene ajuste inestable,
Gozdziewski y Konacki (2006) propusieron un tercer planetapara HD82943 que podr�́a estar presente
en el sistema, utilizando el conjunto total de datos observacionales del sistema (N=165). Ellos notaron
que los residuos o-c del ajuste de dos planetas, parec�́a contener una señal periódica con per�́odo apro-
ximadamenteP = 1000 d�́as. Lee et al. (2006) también mencionaron este punto pero no indagaron
en el tema. Gozdziewski y Konacki buscaron un ajuste con tresplanetas, en el cual el nuevo planeta
exterior tendr�́a un per�́odo orbital de� 930d�́as. Como resultado elwrmsdecrece signi�cativamente
de � 8 m/s hasta aproximadamente6:4 m/s, y el correspondiente valor de� 2

� alcanza valores cerca-
nos a la unidad. Sin embargo este ajuste corresponde a con�guraciones dinámicamente inestables. De
hecho, las únicas soluciones estables encontradas tienenresiduowrms=7:4 m/s, que no representan
una disminución satisfactoria debido al hecho que se incrementó el número de parámetros libres. La
solución encontrada corresponde a una resonancia 2/1 MMR entre los dos cuerpos interiores, mientras
que el tercer planeta hipotético tiene una órbita de muy baja excentricidad en una órbita no resonante.
Una simulación numérica de tiempos largos mostró indicaciones de movimiento caótico, a pesar que
no se detectaron inestabilidades dinámicas en escalas de tiempo de108 años.

Gozdziewski y Konacki (2006) siguieron su discusión proponiendo un caso hipotético distinto, en

1un valor de FAP de10� 3 es un valor aceptable para detectar un exoplaneta.

113
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el cual se propon�́a un ajuste orbital con un planeta interior y dos planetas exteriores en con�guración
coorbital. El problema es que nuevamente no se encontraron soluciones dinámicamente inestables.

4.1. Búsqueda de un tercer planeta en HD82943

En el trabajo que realizamos en 2008 (Beaugé et al. 2008) indagamos más profundamente en la
búsqueda del tercer planeta, tratando de buscar soluciones más compatibles con escenarios de forma-
ción planetaria y cuyoswrmsno sean tan altos.

En primer lugar utilizamos nuestro algoritmo de minimización para buscar soluciones con 3 pla-
netas en el sistema HD82943 (con N=165 de ahora en más), sin restricción alguna en los parámetros.
En nuestros resultados, al igual que los mencionados por otros autores, encontramos varias soluciones
en las cuales el tercer planeta tiene per�́odoP � 900d�́as, algunos de ellos tan bajos como840d�́as.
Sin embargo todas las soluciones encontradas son inestables.

Figura 4.1:(a). Arriba: o-c para el mejor ajuste orbital con 2 planetas. Se puede observar una señal periódica
conP � 1000d�́as. Los dibujos inferiores corresponden a diferentes ajustes con 3 planetas (ver detalles en el
texto). En gran parte de ellos se aprecia la reducción delwrmscomo as�́ también la desaparición de la tendencia
periódica.(b). Periodogramas de los residuoso � c de varios ajustes orbitales. El grá�co de arriba corresponde
a datos CORALIE (N = 142) una vez que la mejor solución orbital con 2 planetas fue eliminada. El grá�co del
medio muestra el mismo resultado pero utilizando los datos completos CORALIE+Keck (N = 165). Existe un
pico pronunciado con nivel de con�anza mayor que el95% con un per�́odo entre 800 a 1000 d�́as. El grá�co
inferior muestra el periodograma pero ahora asumiendo la solución con 3 planetas mostrada en la solución
3planetas-III.

Aparte de la reducción del residuo, una ventaja importantede este tipo de soluciones puede verse
en la Figura 4.1a. La parte superior reproduce los residuos o-c del ajuste de dos planetas y los otros
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paneles muestran diferentes ajustes con tres planetas (per�́odo para el externo mayor que800d�́as). La
tendencia periódica observada en el panel superior desaparece en todos ellos y en la mayor�́a de los
casos el máximo de o-c decrece. Los principales elementos orbitales de estos cinco ajustes orbitales
son dados en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Ajustes orbitales de 3 planetas para el sistema HD82943.

Parámetro HD82943c HD82943b HD82943d?
3planetas-I

m [M Jup ] 1.7730 1.7590 0.5654
P [d] 220.683 429.863 988.806
a [UA] 0.7491 1.1684 2.0354
e 0.3967 0.0553 0.6073
! [ � ] 116.989 95.393 315.078
M [ � ] 3.559 11.898 267.314
wrms [m/s] 6.643
� � 1.286

3planetas-II
m [M Jup ] 1.8060 1.7236 0.4254
P [d] 220.273 437.426 993.770
a [UA] 0.7482 1.1821 2.0421
e 0.3806 0.0251 0.5676
! [ � ] 117.967 142.676 294.073
M [ � ] 0.778 338.029 280.876
wrms [m/s] 6.618
� � 1.281

3planetas-III (Mejor Solución)

m [M Jup ] 2.045 1.693 0.508
P [d] 217.88 456.59 934.85
a [UA] 0.743 1.216 1.961
e 0.353 0.198 0.579
! [ � ] 124.80 288.67 213.56
M [ � ] 350.15 298.13 27.63
wrms [m/s] 6.005
� � 1.051

3planetas-IV
m [M Jup ] 1.7630 1.8968 0.8176
P [d] 220.520 443.405 1959.682
a [UA] 0.7488 1.1929 3.2116
e 0.3722 0.0283 0.7000
! [ � ] 113.556 8.696 325.099
M [ � ] 1.645 114.232 115.272
wrms [m/s] 6.449
� � 1.248

3planetas-V
m [M Jup ] 1.2547 1.6202 0.6236
P [d] 220.191 436.868 2150.213
a [UA] 0.7479 1.1810 3.4164
e 0.4357 0.4089 0.6864
! [ � ] 144.879 124.480 153.728
M [ � ] 346.763 348.759 358.286
wrms [m/s] 7.095
� � 1.373
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En el caso de los 3 primeros ajustes todos los parámetros fueron determinados sin imposición de
ĺ�mites. Todos los per�́odos para el nuevo planeta se encuentran entre los930d�́as y993d�́as, siendo
el menor per�́odo correspondiente al menorwrms. Sin embargo todos son dinámicamente inestables
debido a la alta excentricidad de HD82943d. Gozdziewski y Konacki (2006) encontraron que sólo
órbitas con muy baja excentricidad se corresponden con con�guraciones estables, a pesar que ellas
tienen residuos mayores.

En3planetas-IVpusimos un ĺ�mite inferior de1600d�́as en los posibles per�́odos para HD82943d.
Para3planetas-Veste ĺ�mite inferior es de2000d�́as. La idea en ambos casos busca identi�car com-
pañeros más distantes que puedan ayudar al ajuste siempreque no introduzcan inestabilidades dinámi-
cas en los compañeros. Sin embargo esto no fue posible debido a la alta excentricidad necesaria que
minimiza el residuo, pero una vez más el sistema es inestable dinámicamente.

Como punto �nal, vale mencionar que en todos los casos la tendencia periódica observada desa-
parece. Puede inferirse que esta tendencia se debe a la faltade robustez de la solución del ajuste con
2 planetas mientras el número de observaciones aumenta. Sin embargo no está muy bien de�nido el
per�́odo probable y existe una amplia gama de con�guraciones posibles para el tercer planeta.

Con el objetivo de establecer el per�́odo del probable tercer planeta, se puede realizar un análisis
de Fourier (con DCDFT) y calcular la importancia de los picospresentes en los espectros de potencia
(ver Sección 2.1.7). Los grá�cos superior y medio de la Figura 4.1.b muestran el periodograma de
los residuoso � c del mejor ajuste dinámico usando los datos CORALIE (N = 142) y el conjunto
completo de observaciones CORALIE+Keck (N = 165). Ambos espectros de potencia fueron nor-
malizados de tal forma que el área total bajo la curva sea la misma y las curvas horizontales muestran
el nivel de con�anza del95 %. Si bien con N=142 no existe un pico signi�cativo en la señal, cuando
se usan N=165 existe una señal marcada enP = 900 d�́as (grá�co del medio).

La solución3planetas-III muestra el mejor ajuste encontrado del conjunto completo dedatos
asumiendo los 3 planetas. El correspondiente periodogramade los residuos es mostrado en la parte
inferior de la Figura 4.1.b. El pico presente en per�́odos orbitales grandes ha desaparecido y no queda
señal signi�cante en el espectro de potencias nuevo. Más aún, el valor de

p
� 2

� se redujo de1:369
a 1:051 mientras que elwrmscambió de7:952 a 6:005. A pesar que la reducción es importante, el
número de parámetros de la regresión se incrementó desde M=12 a M=17.

Debemos emplear algún estad�́stico que cuanti�que esta mejora entre ambos modelos. Comen-
cemos recordando que� 2

� es una variable aleatoria que puede ser representada por unadistribución
chi-cuadrado con� grados de libertad. El mejor ajuste, representado por el valor encontrado de� 2

� i
,

es el valor más probable de dicha distribución. La mejora relativa entre los ajustes asociados a dos
modelos independientes de� 1 y � 2 grados de libertad es dada por:

ẑ �
�

� 2
� 1

� � 1 � � 2
� 2

� � 2

� 1 � � 2

��
� 2

� 2
� 2

� � 2

�
(4.1)

donde la multiplicación por el número de grados de libertad (� i ) debe realizarse para poder com-
parar los valores de� � i . Según teor�́a estad�́stica, ésta división variables aleatorias independientes
chi-cuadrado produce como resultado una variable aleatoria del tipo Fisher-Snedecor,F� 1 � � 2 ;� 2 (Wa-
ckerly et al. 2003, p-340 y Cumming, 2004). En la Figura 4.2 mostramos la Función de Densidad de
Probabilidad (PDF) de la variableF� 1 � � 2 ;� 2 . 2

2con � 1 = (165 � 12) y � 2 = (165 � 17) grados de libertad, correspondientes al modelo con dos y tres
planetas en el sistema HD82943.
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Figura 4.2: Función de densidad de probabilidad deF� 1 � � 2 ;� 2 . Cuando se averigua un valorẑ, el FAP de esa
señal es la integral desde ese punto hasta1 (la región que sombreamos en azul).

Mientras mayor sea la diferencia entre los dos ajustes, másfácil optar por el modelo con mayor
número de parámetrosM . Se puede estimar cual es la probabilidad de obtener un valorz mayor o
igual al calculado3 , resolviendo:

P(z � ẑ) =
Z 1

ẑ
PDF

 

F� 1 � � 2 ;� 2 (z)

!

dz � FAP (4.3)

Utilizando nuestros resultados obtenemos un valor deẑ = 13.06 y la probabilidad de obtener un
valor mayor o igual a este valor es1� 10� 10 (es decir unFAP = 1 � 10� 10). Esto indica que la mejora
en el ajuste orbital tiene signi�cado estad�́stico y no se debe solamente al incremento de parámetros
libres. Si a este hecho, añadimos que el pico de la señal periódica es eliminado del periodograma
(grá�co interior en la Figura 4.1.b), es muy probable que los datos observacionales apunten en la
dirección de un tercer planeta ubicado en las cercan�́as deun per�́odo P� 930d�́as.

Nuestro mejor ajuste orbital con 3 planetas se asocia con movimiento inestable, al igual que los
resultados de Gozdziewski y Konacki (2006), aunque con una disminución considerable del residuo
(obtuvimoswrms= 6.0 en lugar de 6.5 m/s). El problema es que la excentricidaddel planeta hipotético
(e3 � 0:6) provoca que el sistema sea muy susceptible a encuentros pr´oximos.

4.2. Soluciones de Laplace en HD82943

A pesar que el ajuste orbital de 3 planetas que analizamos anteriormente tiene la ventaja de eli-
minar la señal de� 1000d�́as en el residuo, no está claro que sea consistente con unescenario de
migración. Recordemos que la relación resonante entre HD82943b y HD82943c es una consecuencia
de la migración en gran escala, es decir de varias unidades astronómicas (ver Beaugé et al. 2006), el
mismo efecto que deber�́a afectar la órbita primordial de un hipotético tercer planeta. Durante nues-
tro trabajo notamos que podr�́amos tener soluciones estables con tres planetas, si suponemos que se

3Por de�nición de PDF: Z 1

0
F (z)dz = 1 : (4.2)
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encuentra en una resonancia de movimientos medios del tipoLaplace; en otras palabras una conmen-
surabilidad entre los tres movimientos medios de tal forma que:

n1=n2 � n2=n3 � 2=1 (4.4)

El espacio de fase asociado a la resonancia de Laplace es complejo, y parece estar poblado con
un número pequeño de islas de movimiento estable, rodeadas por grandes regiones de inestabilidad.
Esto hace que la identi�cación de los mejores ajustes estables, con estas caracter�́sticas, sea un proceso
complejo.

Modi�camos el código de minimización para incluir un análisis dinámico simultáneamente con
las soluciones. Aparte de incorporar un chequeo de estabilidad del sistema, también se pusieron res-
tricciones en la rutina deAnnealingpara buscar soluciones solo en aquellas super�cies del espacio de
fase compatibles con la resonancia de Laplace. Debido a las altas excentricidades, las islas de esta-
bilidad de tal resonancia deber�́an ser relativamente pequeñas, quizás muy dif�́ciles de encontrar con
la búsqueda aleatoria conAnnealing, más dif�́cil aún si poseen libraciones asimétricas (debido a la
libertad de elección de ángulos).

Con este código de ajuste orbital, buscamos el conjunto de tres planetas dinámicamente estables
que mejor reproducen los datos completos de velocidad radial. La Tabla 4.2 muestra la mejor solución
encontrada y aunque la masa del tercer planeta es un poco menor que la solución de la Tabla 4.1
(3planetas-III), los residuos son un poco mayores. Nuestra búsqueda de soluciones con tres planetas
no fue exhaustiva y pueden existir mejores con�guraciones.

Tabla 4.2: Mejores ajustes orbitales dinámicos de tres planetas correspondientes a una resonancia de Laplace
(N = 165).

Parámetro HD82943c HD82943b HD82943d(?)
m [M Jup ] 1.703 1.747 0.351
P [d] 218.70 447.50 900.22
a [UA] 0.745 1.200 1.912
e 0.361 0.190 0.078
! [ � ] 132.32 192.01 116.19
M [ � ] 350.15 298.13 27.63
V01 [m/s] 42.93
V02 [m/s] 31.74
wrms [m/s] 7.521p

� 2 1.316

Para estudiar la dinámica del sistema presentado en la Tabla 4.2 y su compatibilidad con escenarios
de migración, analizamos la evolución dinámica de los tres planetas bajo el efecto adicional de una
fuerza exterior disipativa que simula los efectos de la interacción entre el planeta y el disco. Las masas
de los dos planetas interiores se eligieron comom1 = 1 :70M Jup y m2 = 1 :75M Jup (resultado del
ajuste en con�guración de Laplace, Tabla 4.2), mientras que la masa del tercer planeta �cticio fue
variada. Todas las órbitas fueron inicialmente localizadas con semiejes mayores más allá de la MMR
2/1 y con excentricidad igual a cero (órbitas circulares).

Como en trabajos previos (e.g. Beaugé et al. 2006) se eligi´o una fuerza de rozamiento tipo Sto-
kes con valores �jos de tiempos caracter�́sticos para el semieje y las excentricidades. En todas las
simulaciones la fuerza exterior solo afecta los dos planetas exteriores y los parámetros de rozamiento
se eligieron para garantizar decaimiento orbital con órbitas convergentes (m1 no está sujeto a estas
fuerzas, pues las simulaciones hidrodinámicas muestran que el disco gaseoso en la región interior al
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planeta más interno debió ser agotado). La migración se asume más rápida para el planeta exterior
debido a que su masa es menor. Esto se hizo de acuerdo a evidencia de simulaciones hidrodinámicas,
pero también para garantizar la migración convergente detodos los planetas involucrados.

Se trabajó bajo un amplio rango de condiciones iniciales y parámetros de rozamientos. Siempre
encontramos que los tres planetas evolucionan hacia una resonancia de movimientos medios doble, en
los cualesn1=n2 ' 2=1 y la razónn2=n3 también corresponde a razón entre enteros. En la mayor�́a
de las simulaciones, los dos planetas exteriores quedan atrapados en una resonancia de movimientos
medios (MMR) 2/1 (i.e.n2=n3 ' 2=1). En tales casos, las órbitas de los tres planetas muestran
libraciones simultáneas de los correspondientes ángulos resonantes

� 21 = 2 � 2 � � 1 � $ 1 (4.5)

� 32 = 2 � 3 � � 2 � $ 2

como as�́ también las libraciones de la diferencia en longitudes de pericentro$ 2 � $ 1 y $ 3 � $ 2. En
otras palabras, el sistema evoluciona hacia una ACR doble. Un ejemplo de tal simulación se muestra
en la Figura 4.3, donde la masa del planeta exterior fue elegida comom3 = 0 :35M Jup (solución
de la Tabla 4.2). Las condiciones iniciales para los tres exoplanetas consideran órbitas circulares y los
tiempos caracter�́sticos fueron elegidos para lograr reproducir los valores de la Tabla 4.2 (ver Beaugé et

� ����� �����
��	�
 ��
��

�

�

��

��

��	
�	�

��


��

��

���

�

� ����� �����
��	�
 ��
��

�

���

���

���

���
���


��
���

� ����� �����
��	�
 ��
��

����

���

�

��

���


��
���

��

���

 �

� ����� �����
��	�
 ��
��

����

���

�

��

���

��

� � �� �

� � �� �

� !

� ��

� ��

� �

� �

� �

� �

� �

� �

Figura 4.3: Migración de tres planetas (m1 = 1 :70, m2 = 1 :75, y m3 = 0 :35, en masas de júpiter), inicialmente
en órbitas circulares con semiejes mayoresa1 = 4 , a2 = 7 y a3 = 13 UA. La migración convergente es
modelada con una fuerza de rozamiento tipo Stokes actuando sólo sobre los dos cuerpos exteriores. Después de
� 106 años, todos los planetas quedan atrapados en MMR 2/1, mostrando pequeñas amplitudes de libración de
los ángulos resonantes� 21, � 32 y la diferencia en longitudes de pericentro. El ángulo resonante de la resonancia
Laplace� L = � 1 � 3� 2 + 2 � 3 también libra. La con�guración �nal corresponde a una ACRdoble asimétrica.
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al. 2006, para una introducción a teor�́a de invariantes adiabáticos)

El panel superior izquierdo de la Fig. 4.3 muestra la evolución de los semiejes, que se ubican ini-
cialmente fuera de la resonancia y terminan en la conmensurabilidad deseada. El panel superior dere-
cho muestra como las excentricidades evolucionan, obteniendo �nalmente órbitas eĺ�pticas con valores
medios muy parecidos al mejor ajuste. El panel inferior izquierdo muestra las libraciones asimétricas
de los ángulos resonantes� 21 y � 32, y también se observa la libración del ángulo de Laplace:

� L = � 1 � 3� 2 + 2 � 3: (4.6)

Finalmente en el panel inferior derecho, se observa que las diferencias de longitudes de pericentro
$ 2 � $ 1 y $ 3 � $ 2 muestran una pequeña amplitud de oscilación, completando la con�guración de
ACR asimétrica.

Debido a que nuestras simulaciones de migración planetaria parecen favorecer la evolución orbital
de los tres planetas en resonancia de Laplace, es posible esperar que cualquier hipotético tercer planeta
en el sistema HD82943 se encuentre en dicha con�guración.

Una simulación numérica de largo tiempo muestra que la solución encontrada es dinámicamente
estable para tiempos de escala de al menos 1 Gyr, sin cambio secular apreciable en las excentricida-
des o amplitudes de oscilación. La Figura 4.4 presenta dos mapas dinámicos en el plano(k3; h3) =
(e3 cos! 3; e3 sin ! 3). Cada uno fue construido con una grilla de401� 401 condiciones iniciales, y
la solución estable de la Tabla 4.2 es identi�cada con una estrella roja. Las masas planetarias m�́ni-
mas as�́ como todos los otros parámetros fueron elegidos iguales a los de la con�guración estable.
El coloreado gris en el mapa izquierdo está relacionado conlos tiempos de escape; colores oscuros
corresponden a condiciones iniciales inestables que son eyectadas del sistema en pocos miles de años
(excentricidades mayores que 1 o distancias mayores que 10 UA), mientras que órbitas más estables
son marcadas en blanco. En el mapa derecho se colorea con el n´umero espectral a partir de un análisis
de Fourier de las integraciones (Michtchenko y Ferraz-Mello, 2001). Las órbitas regulares se iden-
ti�can en blanco y las soluciones más caóticas en tonos más oscuros. Las ĺ�neas cont�́nuas negras
muestran las curvas de nivel constante dewrmspara cada punto del plano.

La isla de movimiento estable no es muy amplia y está limitada a excentricidades moderadamen-
te bajas para el hipotético tercer planeta. As�́, la región asociada al residuo más bajo (ver Tabla 4.1,
3planetas-III) yace en el medio de una región inestable. El mejor ajuste orbital estable (estrella ro-
ja) se localiza en un costado de la isla de estabilidad, a pesar que todas las órbitas regulares tienen
aparentemente el mismo valor de residuos.

Finalmente, la Figura 4.5 compara los periodogramas de los residuos de los mejores ajustes orbi-
tales de 3 planetas (ĺ�nea a trazos) con el mejor ajuste estable en Resonancia de Laplace (ĺ�nea azul)
dado en la Tabla 4.2. El grá�co original corresponde al mejor ajuste con 2 planetas y es mostrado en
ĺ�nea continua. A pesar que la mejor solución estable tenga valor de residuo más alto que el mejor
ajuste sin restricciones, es útil a la hora de eliminar el pico en aproximadamente900d�́as, y no quedan
señales estad�́sticamente signi�cativas en los datos.

4.3. Otros ejemplos de Resonancia de Laplace

La pregunta pendiente es si ¿existen otros sistemas que se encuentren en esta resonancia?, ya que
esta resonancia parece ser un mecanismo de estabilizaciónmuy e�ciente cuando tenemos tres cuerpos
masivos.
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Figura 4.4:a: Tiempo de escape para condiciones iniciales en el plano(k3; h3) = ( e3 cos! 3; e3 sin! 3) en la
vecindad de la solución estable de tres planetas en la resonancia de Laplace. El blanco indica que no hay escape,
mientras que oscuro muestra eyecciones rápidas de un planeta. b: Número espectral de un análisis de Fourier
de las integraciones numéricas de cada condición inicial. Las órbitas regulares se muestran en blanco mientras
que el movimiento caótico en sombreados más oscuro. Las curvas de nivel corresponden a valores constantes
dewrmsde las condiciones iniciales en dicho plano.
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Figura 4.5: Periodograma de los residuos de tres ajustes orbitales distintos considerando el conjunto completo
de datos. A pesar que la con�guración orbital estable en la vecindad de la resonancia de Laplace tienewrmsmás
grande que el mejor ajuste orbital de 3 planetas, el pico de alrededor de900d�́as es prácticamente eliminado, y
no queda ninguna señal estad�́sticamente signi�cativa.

A mediados del siglo XVIII, ya exist�́an datos adecuados para demostrar que exist�́a una relación
muy “curiosa” entre las órbitas de las lunas de Júpiter: Io, Europa y Gan�́medes. En 1743, el astrónomo
sueco Pehr Wilhelm Wargentin (el primer director del Observatorio de Estocolmo) publicó tablas que
permitieron establecer la razón 1:2:4 entre los per�́odosde las lunas Jovianas. Sus resultados predec�́an
que el ángulo:

� L = � IO � 3 � � Eu + 2 � � Ga = 180� (4.7)
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que relaciona las longitudes de las lunas, era mantenido conun extraordinario grado de exactitud.
Geométricamente esto signi�ca que los satélites están acoplados en un ciclo de seis conjunciones
sucesivas luna-luna durante el curso de una órbita de Gan�́medes.

Laplace descubrió que un mecanismo dinámico deb�́a ser responsable de mantener el ciclo de con-
junciones y en 1784 pudo demostrar que el ángulo� L estaba sujeto a oscilaciones tipo pendulares.
Si los satélites son perturbados levemente, entonces con el tiempo las interacciones satélite-satélite
colaboran para causar que� L oscile alrededor de su valor de equilibrio de180� . Su teor�́a le permi-
tió derivar las masas de las lunas y también predecir que elper�́odo de oscilación del ángulo� L ser�́a
de 2270d 18h (Murray y Dermott, 1999)
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Figura 4.6: Resonancia de Laplace en Satélites de Júpiter. De interior a interior se muestran las lunas Io (1),
Europa (2) y Gan�́medes (3). Se esquematizan las seis conjunciones consecutivas que ayudaron a deducir la
forma del ángulo resonante.

En los tiempos de Laplace, las observaciones no eran lo su�cientemente precisas para medir una
amplitud de libración, sino que parec�́an estar exactamente en la condición resonante. Sin embargo
hoy en d�́a se sabe que el ángulo� L libra con una pequeña amplitud de 0.064� , y que el per�́odo
de oscilación es 2071d, bastante cercano al predicho por Laplace. Yoder y Peale (1981) mostraron
que la libración observada, puede ser entendida teniendo en cuenta la presencia de fuerzas disipativas
balanceadas que incluyen disipación tidal de Júpiter y ladisipación tidal de Io. La Figura 4.6 muestra
una secuencia de posiciones consecutivas que clari�can como actúa la resonancia de Laplace en los
satélites de Júpiter.

¿Podr�́amos esperar entonces que algún tipo de con�guración similar exista en otros sistemas
extrasolares? -aparte de las soluciones compatibles en el sistema extrasolar HD82943 (Beaugé et al.
2008)-.

Recientemente, una resonancia de Laplace fue propuesta para el sistema extrasolar Gliese 876
(Rivera et al. 2010). En su trabajo mostraron que los conocidos planetas gigantes con per�́odos P� 30
d�́as y P� 61 d�́as son acompañados por un planeta adicional de masa similar a la de Urano con per�́odo
P� 124 d�́as. Este sistema muestra que el mejor ajuste se encuentra en una relación de Laplace con el
ángulo� L oscilando alrededor de� 0� , con una amplitud� ' L = 40 � 13� .
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Figura 4.7: Esquema de la resonancia de Laplace para el sistemaGJ 876. El ángulo resonante es� L = 0 � . Los
per�́odos sonP � 30 d�́as yP � 61 d�́as yP � 124 d�́as.

Tabla 4.3: Ajuste coplanar de 4 planetas para GJ876 coni=59�

Parámetro Planeta d Planeta c Planeta b Planeta e
P (d�́as) 1:94 30:09 61:12 124:26
m 6:8M � 0:714M Jup 2:27M Jup 14:6M �

a (UA) 0:0208 0:1295 0:2083 0:3343
K (m s� 1) 6:56 88:34 214:00 3:42
e 0:207 0:256 0:0324 0:055
! (� ) 234 48:76 50:3 239
M (� ) 355 294:59 325:7 335� 24
V0 (m s� 1) 51:06� 0:30
� 2

� 2.6177
RMS (m s� 1) 2.9604

La Figura 4.7 muestra la con�guración deGJ 876y la Tabla 4.3 los parámetros planetarios de
la solución. Las integraciones numéricas muestran que elsistema de cuatro planetas es estable por al
menos 1 Gy. Mientras que en el sistema de Júpiter, el cuerpo central es 5000 veces más masivo que su
sistema de satélites, en Gliese 876 los planetas representan el 1% de la masa del cuerpo central. Esto
implica interacciones más fuertes con la estrella central.

Rivera et al. (2010), en el mismo trabajo, generaron 1000 conjuntos de velocidades radiales. Cada
conjunto sintético fue generado con la señal producida por los cuatro planetas de la Tabla 4.3 adicio-
nando ruido Gaussiano. Luego cada ajuste orbital obtenido se integró por 300000 d�́as (2500 per�́odos
del planeta externo) y se examinó la amplitud de oscilación del ángulo cr�́tico de la resonancia de
Laplace,� L . Como resultado sólo pudieron encontrar 6 ajustes orbitales con amplitud de libración
< 40� . Mientras que si la condición para generar las velocidadesradiales se elige con un ángulo de
oscilación bien pequeño y se disminuye el ruido Gaussiano, un 80 % de los resultados tiene amplitud
de oscilación< 40� . Además también los autores realizaron una serie pruebasdonde corroboraron



CAPÍTULO 4. BÚSQUEDA DE PLANETAS ADICIONALES 124

que si el ángulo de Laplace no se encuentra librando, los sistemas son inestables en escalas de tiempo
< 200 Myr. De esta forma se concluyó que es muy dif�́cil detectar sistemas en resonancia de Laplace
con el método de velocidades radiales a menos que se tengan muy bajos errores. Sin embargo su es-
tudio tiene en cuenta que� L oscila alrededor de180� , mientras que en HD82943 encontramos que la
libración es asimétrica (un ángulo distinto de0 o 180� ). Esto implicar�́a que en nuestro caso las fases
de los ángulos pueden ser identi�cadas más fácilmente.

Resumiendo la información expuesta en el cap�́tulo, obtenemos que la resonancia de Laplace
es un mecanismo que, primero, es compatible con escenarios de formación planetaria. Segundo se
encuentra presente en nuestro propio Sistema Solar y es posible encontrar buenos ajustes orbitales
(con la presencia de un nuevo planeta) para HD82943 y Gliese 876. Sin embargo, aún queda como
trabajo pendiente explicar bajo que condiciones la resonancia de Laplace produce libraciones del
ángulo resonante� L que sean simétricas (alrededor de0� o 180� ) o asimétricas (cualquier otro valor
del ángulo) y cuales son las diferencias para su deteccióncon el método de velocidad radial.



Caṕ�tulo 5

Efectos de Selección con Velocidades
Radiales

En adición a la gran cantidad de trabajo observacional dirigido a la observación de planetas extra-
solares, existe un esfuerzo paralelo de astrónomos teóricos para explicar la distribución de elementos
orbitales en el contexto de formación planetaria y evolución.

Históricamente los astrónomos dedicados a la dinámica pose�́an elementos orbitales determinados
de forma incre�́blemente precisa. En el siglo XVIII los elementos orbitales del Sistema Solar eran
conocidos mucho mejor de lo que actualmente conocemos los delos planetas extrasolares. Las inter-
pretaciones teóricas de los datos de planetas extrasolares a veces son realizadas sin tomar en cuenta
las altas incertidumbres reales en los elementos orbitales.

Figura 5.1:Izquierda. Distribución de elementos orbitales de todos los planetas extrasolares conocidos al 14
de abril del 2010.Derecha. Distribución elementos orbitales de planetas que se encuentran en sistemas de 2 o
más planetas. Los puntos rojos representan los elementos orbitales de los planetas del Sistema Solar.

Por ejemplo, en la Figura 5.1 se compara la distribución de elementos orbitales (semieje y ex-
centricidad) entre todos los sistemas conocidos (izquierda) y aquellos sistemas de 2 o más planetas

125
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(derecha). La distribución de elementos orbitales de todos los sistemas muestra valores de excentrici-
dades altos, que no están presentes en sistemas con 2 o más planetas. ¿Eso es evidencia de un pasado
dinámico del sistema, una limitación observacional o unafalla en el proceso de detección debido a la
técnica utilizada?

Desde el punto de vista dinámico los sistemas extrasolaresen resonancia de movimientos medios
(MMR) son muy importantes porque ellos pueden evidenciar lamigración orbital pasada del sistema,
y as�́ ayudar a entender los procesos de formación. La compatibilidad de un dado sistema planetario
con un escenario de migración depende sensiblemente de losvalores calculados de excentricidade
y longitud de pericentro$ debido a que especi�can que tipo de con�guración resonantetenemos
(libración, corrotación de apsides, e.g. Beaugé et al. 2006, Michtchenko et al. 2008ab)

En particular, los sistemas multiplanetarios son complicados de analizar y resolver, sobre todo
porque la razón entre el número de observacionesN y el número de parámetros a determinarM no
es muy grande (N/M� 10-20) y en algunos casos en número de grados de libertad� es pequeño
(donde� = N-M). Si el sistema contiene dos o más planetas en resonancia de movimientos medios
(MMR) el problema es aún más desa�ante. La conmensurabilidad puede causar interacciones entre
las componentes, complicando la separación de la señal (Giuppone et al. 2009, Anglada-Escude et al.
2009). Dos de los más importantes elementos orbitales que determinan el comportamiento dinámico
son la excentricidade y la longitud de pericentro$ y son justamente los más dif�́ciles de determinar
debido a que están dados por las asimetr�́as en la señal cuasi-periódica.

El propósito de este cap�́tulo es explorar que procesos pueden causar errores sistemáticos en la
distribución de los elementos orbitales reales. Primero expondremos algunas pautas acerca del análisis
de su señal de velocidad radial y luego los resultados relacionados con la detección de 1 exoplaneta
(presentados también en Shen y Turner, 2008). Luego pasaremos a analizar sistemas con 2 planetas
y más generalmente al �nal del cap�́tulo analizaremos los l�́mites de detección para sistemas con 2
planetas en resonancia.

5.1. Detectabilidad de exoplanetas

Imaginemos un exoplaneta orbitando a su estrella y que tenemos un conjunto de N observaciones
de velocidades radiales (Vi ), todas con el mismo error (� i = � ). Obviamente, dependiendo del error
en las observaciones es más fácil identi�car si la variación en las velocidades radiales se debe a la
presencia de un exoplaneta o a una aleatoriedad en la señal.El conjunto de datos puede ser ajustado con
distintos modelosWi y evaluar cual es el que mejor representa los datos. El modelolineal implica que
Wa = cte, mientras que el modelo kepleriano con 1 planeta esWb = K [cos(f + ! )+ e cos(! )]+ V 0

(K es la amplitud de la señal). Debido a que los modelos tienen número distintos de grados de libertad
(i.e. número de observaciones menos número de parámetros libres,� = N � M ) no alcanza con
decir que un ajuste es mejor que otro solamente orientándonos con el valor de los residuos, sino que
debemos cuanti�car esta mejora.

La velocidad radial observada deber�́a ser algo con la forma:

Vr (i ) = Wb(i ) + N (0; � ) (5.1)

dondeWb(i ) es la velocidad radial que proviene del sistema f�́sico realy N (0; � ) es una variable
Gaussiana con dispersión� . Cuanto mayor es la relación señal sobre ruido (S=N � K=� ), los datos
pueden ser mejor modelados y encontrar la con�guración delsistema observado.
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A �n de evaluar si somos capaces de identi�car bien los ajustes, podemos generar conjuntos de
velocidades sintéticas y analizar los resultados de la minimización en función de la S/N, del número
de grados de libertad y del número de datos por ejemplo. La Figura 5.2 muestra una s�́ntesis del
problema que enfrentamos. Se eligió un planeta con per�́odo 365 d�́as,mp = 0 :5M jup y e = 0 :3. En
el panel de la izquierda los datos generados con una relación K=� =2 y tres curvas que representan
distintos ajustes: una ĺ�nea horizontal a trazos que representa el modelo lineal, una curva roja que se
corresponde con la curva de velocidad radial del sistema real y la curva en azul que muestra la curva
que producir�́a la solución con menor residuo. Es interesante notar que cuando la relaciónK=� es
baja, el mejor ajuste orbital puede identi�car erróneamente un planeta con el mismo per�́odo pero una
excentricidad más alta. En el panel de la derecha en los mismos tiempos aleatorios que a la izquierda,
pero con datos generados con una relaciónK=� =4. Esto permite identi�car mucho mejor el sistema
(i.e. la curva roja y azul se encuentran casi superpuestas).
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Figura 5.2:Izquierda. Conjunto sintético de 20 velocidades radiales generadaspor un planeta de 0.5M jup y
e = 0 :3, que gira en torno a una estrella de masa solar. Se cubren dos per�́odos orbitales, cuyos tiempos de
“observación” fueron elegidos aleatorios. En rojo se muestra la señal nominal que produce el planeta. Debido
a que la razónK=� es baja, la curva generada con los datos del mejor ajuste (l�́nea en azul) no coincide con la
curva que genera el sistema real. Tampoco es claro si los datos no se comportan solo de forma aleatoria alrededor
de su valor medio, marcado como una l�́nea horizontal a trazos. Derecha. El mismo conjunto de velocidades
radiales pero con menor error (� ) (i.e K=� es mayor), permite una mejor identi�cación del sistema.

Veamos nuevamente el desarrollo de cómo evaluar la mejora de un ajuste orbital respecto de otro.
A �n de simpli�car la notación trabajaremos con la suma cuadrática de residuos:

Q � � 2
� � � 2 � � =

NX

i =1

(Vi � W (t i ))2 (5.2)

dondeW (t) es el modelo adoptado. Como es usual, lasVi son asumidas variables normales, estad�́sti-
camente independientesVi = N (W (t i ); � 2). La varianza� 2 es independiente del tiempo (la misma
para todos los datos), pero de ser necesario la de�nición deQ puede introducir el peso de cada variable
y sus diferentes varianzas (ver 2.1.4 y Ferraz-Mello, 1981).

Adoptaremos los sub�́ndicesa y b para el primer y segundo ajuste respectivamente. Además,
asumiremos que el modeloa está incluido en el modelob (M a < M b). La mejora relativa entre los
ajustes orbitales puede ser caracterizada por la potenciaz, de�nida como (ver Cumming 2004):

z =
� b

� a � � b

Qa � Qb

Qb
(5.3)
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Cuando nos referimos al resultado en la solución del problema de comparación de modelos, cada
Q = Qmin , debemos tener en cuenta que no se re�ere a una elección al azar de parámetros sino al
máximo dez que se puede obtener (ẑ). La probabilidad de falsa alarma (FAP) es la probabilidad de
obtener un resultado con el mismo valor deẑ pero sólo por casualidad.

Si se necesita calcular cual es la probabilidad de obtener unvalorz mayor o igual que el obtenido,
debemos trabajar con la Función de Distribución de Probabilidad (PDF) de esta variable1 y deberemos
resolver:

FAP � P(z � ẑ) =
Z 1

ẑ
PDF

 

F� a � � b;� b(z)

!

dz (5.5)

El resultado de la integral involucra funciones Beta y funciones Hipergeométricas, que solamente
tienen solución anaĺ�tica simple cuando tratamos casos sencillos. Finalmente la detectabilidad del
exoplaneta es garantizada siempre y cuando la FAP sea un valor muy pequeño (usualmente menor que
10� 2).

Por ejemplo si consideramos que el primer ajuste “a” corresponde a un modelo constante (� a =
N-1) y el modelo “b” a un modelo circular (� b = N-3)

P(z � ẑ) =

 

1 +
2ẑ
� b

! � � b=2

(5.6)

En tanto que, por ejemplo, si queremos ver la mejora del modelo constante (� b = N-1) comparada con
la del modelo kepleriano de 5 parámetros ((� b = N-5) tenemos:

P(z � ẑ) =
�

1 +
(� b + 2)

2
4ẑ
� b

��
1 +

4ẑ
� b

� � (� b+2) =2

(5.7)

Los casos más complejos necesitan ser resueltos numéricamente. Estos dos ejemplos han sido es-
tudiados en Cumming (2004) y Cumming et al. (2008) respectivamente. La importancia de un ajuste
orbital depende de cuan seguido se obtenga una potencia tan grande como la observadâz, pero produ-
cida solamente por ruido. Sin embargo, la FAP total depende de cuantas frecuencias independientes
son analizadas. Para una búsqueda entre muchas frecuencias (M ), cada frecuencia independiente debe
ser contada como si fuera una prueba individual. La FAP es (Cumming, 2004):

FAP = 1 � [1 � P(z > ẑ)]M ; (5.8)

que cuando la FAP es pequeña se reduce a:

F � M P(z � ẑ): (5.9)

Una estimación del número de frecuencias independientesesM = T� f , donde� f = f2 � f1
es el rango de frecuencias buscados y T la duración del conjunto de datos (Cumming et al. 2008).
Para datos equiespaciados, el número de frecuencias independientes esN=2, comenzando desde1=T

1Por de�nición de PDF: Z 1

0
P DF

 

F� a � � b ;� b (z)

!

dz = 1 : (5.4)
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hasta la frecuencia de NyquistfNyq = N=2T. Sin embargo, cuando el muestreo es no uniforme
admite frecuencias más altas que la de Nyquist (ver la discusión en Scargle 1982) y puede ocurrir que
M >> N .

Cuando las observaciones no son equidistantes, y no se dispone de una expresión anaĺ�tica para la
ecuación 5.5 se deben realizar simulaciones MonteCarlo para averiguarM . En los casos estudiados en
este trabajo encontramos queM � N parece dar el mejor acuerdo con las simulaciones MonteCarlo.

La ecuación (5.9) puede ser invertida para dar un ĺ�mite dedetectabilidadzd correspondiente a un
FAP d especi�cado por el usuario, i.e. resolviendo:

FAP d = F (zd) (5.10)

5.1.1. Detectabilidad de 1 exoplaneta

Cumming (2004) presentó un procedimiento simple para estimar la detectabilidad de sistemas
planetarios con un único planeta, dado el número de datosN y la razónK=� como función de la
probabilidad de falsa alarma (FAP) deseada. A pesar que la formulación original fue desarrollada para
órbitas circulares y para grandes conjuntos de datos, sirve como punto de partida para la extensión que
se desarrolla a continuación. A través de esta sección asumiremos que el tiempo observacional cubre
al menos un per�́odo de las masas planetarias.

Trataremos de establecer la relación que existe entre un determinado FAP y su relaciónK=� . Para
ello primero vamos a identi�car el residuo de la mejor solución 2 del problema de ajustes como:

bQ = Qmin (5.11)

Este residuo representa la diferencia entre los datos de velocidad radial medida y el modelo,

bQ = jjV jj � jj cW jj (5.12)

dondejjV jj � (V; V)y . En general siW (t i ) son velocidades radiales computadas en los tiempost i ,
usando el modelo propuesto, tenemos que

P N
1 W (t i ) 6= 0 .

Si asumimos que los datos de velocidad radial son la representación de un sistema realW más
una variable normal que describe el error,� i � N (0; � 2

� ), tenemos que:

Vi = W(t i ) + � i (5.14)

donde tenemos como condición que los errores no se correlacionan con el modelo (i.e.(W; � ) = 0 ),
entonces obtenemosjjV jj = jjWjj + jj � jj y, por lo tanto, reemplazando en (5.12) obtenemos:

jj cW jj = jjWjj + jj � jj � bQ ; (5.15)

2a lo largo de la sección vamos a usar el s�́mbolobsobre una dada cantidad para indicar que es la estimación
del mejor ajuste.

2y prestar atención a los paréntesis ya que representan el producto interno:

(V; V) =
NX

t i =1

V (t i )V (t i ): (5.13)
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Si las observaciones están perfectamente distribuidas,

jjWjj =
X

W 2
i = N hW2i = l��m

T !1

N
T

Z T

0
W(t)2dt: (5.16)

¿Cómo calcular la potencia de la señal en función de un dado modelo (i.e sus parámetros planeta-
rios)? Recordemos que tenemos el modeloa que es una constante (i.e.Wa = � 0). Entonces podemos
simplemente escribirjj cWajj = � 2

0 = hV i 2. Si, además los datos dados son tales quehV i = 0 , entonces
la potenciaz (ver Ec. (5.3)) correspondiente a la solución del mejor ajuste es:

bz =
� b

� a � � b

bQa � bQb

bQb
=

N � M b

M b � 1
jj cWbjj

bQb
: (5.17)

y utilizando la Ecuación (5.15) obtenemos:

bz =
N � M b

M b � 1

�
jjW bjj + jj � jj

bQb
� 1

�
: (5.18)

considerando quejj � jj =
P

i � 2
i es un estimador de(N � 1) � 2

� , donde� � es la desviación estándar
caracter�́stica de los datosVr , �nalmente

bz =
N � M b

M b � 1

�
jjW bjj + ( N � 1)� 2

�
bQb

� 1
�

(5.19)

=
� b

� a � � b

�
jjW bjj + ( N � 1)� 2

�
bQb

� 1
�

; (5.20)

recordando queWb es la señal generada por un sólo planeta. Como modeloa, usamos el promedio
de los datos, que se asume han sido promediados a cero previamente. La expresión anterior puede ser
simpli�cada para leer:

bz1 =
� � 2

�
bQb

(5.21)

donde se introdujo el estad�́stico auxiliar

bz1 = bz +
� b

� a � � b
(5.22)

y la constante

� =
� b

� a � � b

�
N hW2

b i
� 2

�
+ N � 1

�
: (5.23)

La única cantidad aleatoria en la Ec. (5.21) esbQb. Se conoce de la teor�́a de regresión lineal (ver
Kurth, 1967) quebQb=� 2

� es una variable� 2
� con� = � b. Entonces el estad�́sticoz1 es una distribución

chi-cuadrado inversa, y:

Prob(z > z d) = Prob ( z1 > z 1d) = Prob
�

�
� 2

�
> z 1d

�
: (5.24)

A partir de estas expresiones, podemos obtener el valor medio y la varianza debz como (e.g. Wackerly
et al. 2003):

hbzi = E(bz) =
�

� b � 2
�

� b

� a � � b

� 2
bz = D 2(bz) =

2� 2

(� b � 2)2(� b � 4)
:
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Figura 5.3: Histograma de los valores del mejor ajustebz resultante de 774 conjuntos de datos aleatorios construi-
dos para un planeta único (m1 = 1 M Jup ), en una órbita circular con un per�́odo orbital de100d�́as (� = [0 ; 2� ],
N = 60 y K=� = 3 ). La curva sólida muestra la distribución chi-cuadrado inversa usando la Ec. (5.19), mien-
tras que la curva a trazos corresponde a una distribución Gaussiana con la misma media y varianza. Todos los
grá�cos están normalizados de forma que el área encerrada por la curva sea uno.

Aproximando para valores grandesN � M b, la desviación estándar debz es dada por:

� bz '

p
2N

(M b � 1)
p

N � M b

�
hW2

b i
� 2

�
+ 1

�
: (5.25)

Estos resultados pueden ser comparados con los dados por Cumming (2004)3. Si adoptamos las
aproximacioneshW2

b i = K 2=2 y � � = � , los resultados parahbzi no son muy diferentes de aquellos
dados previamente y tienden a ser iguales para valores grandes deN . Sin embargo los resultados de
Cumming para� 2

bz son signi�cativamente menores que aquellos dados por la ecuación (5.25) (e.g.9:8
en lugar de13:7 en el ejemplo considerado en la Fig. 5.3). La Gaussiana correspondiente es entonces
mucho más estrecha que la mostrada en la Fig. 5.3 y no reproduce satisfactoriamente la distribución
de los valores debz.

Para una dada amplitud de señalK , la distribución debz nos da la dispersión de posibles potencias
obtenidas de distintos conjuntos de datos con el mismoN y relación señal-ruido. As�́, para un dado
ĺ�mite de detecciónzd (o z1d), podemos buscar el valor de los parámetros correspondientes a una dada
probabilidad de detecciónPdetect . Esto es realizado resolviendo la ecuación:

Prob
�

�
� 2

�
> z 1d

�
= Pdetect (5.26)

con respecto az1d. Adoptando un valor numérico paraPdetect (por ejemplo99 %), las ecuaciones
(5.24)-(5.25) brindan el valor necesario de� . Finalmente, a partir de la aproximación,

hW2i =� 2
� = K 2=(2� 2

� ) (5.27)

3Los resultados de Cumming (2004) predicen:

hbzi = ( � b=2)(K 2=2� 2
� ) y � 2

bz = 2 hbzi :
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podemos obtener una relación entreK=� � y N para satisfacer este criterio. Vale la pena mencionar
que los resultados as�́ obtenidos son muy robustos y no dependen cr�́ticamente de la distribución de
los valores de mejores ajustesbz (Giuppone et al. 2009).

5.1.2. Resultados de detectabilidad de 1 exoplaneta

Shen y Turner (2008) mostraron importantes resultados relacionados con la detección de 1 exo-
planeta a partir de la generación de datos sintéticos. La idea básica consistió en suponer un planeta
con parámetros planetarios (K,T,e,! ,� ,V0) que orbita alrededor de una estrella de masaM � . Genera-
ron conjuntos de velocidad radial, añadiendo un ruido Gaussiano de dispersión� como perturbación
y de�niendo la relación señal sobre ruido S/N comoK=� , dondeK es la amplitud de la curva deVr

teórica y como hemos visto antes:

K =
� 2�G

P

� 1=3 m � sin(i )

M 2=3
�

1
p

1 � e2
: (5.28)

Por simplicidad� se consideró igual para todas las observaciones. Además de K=� , otra cantidad
importante es el número de observacionesN . Obviamente mientras mayor seaN y S=N � K=� es
mejor la calidad de los datos.

La Figura 5.4 muestra los resultados obtenidos para la relación entreK=� con los parámetros or-
bitales determinados en el ajuste orbital. La condición elegida supone una masa estelarM � = 1 :1M �

y como elementos planetarios: P=50 d�́as,mp=1 M J y valores de excentricidade = 0 :0� 0:5 en inter-
valos dee = 0 :1. Los tiempos de observación fueron generados aleatoriamente de forma que imitan
el efecto general de las observaciones reales. Cada conjunto de órbitas verdaderas fue utilizado para
generar 5000 conjuntos arti�ciales deVr con ! y � elegidos aleatoriamente y con ruido Gaussiano
determinado a partir delS=N asumido. Se minimizó� 2

� con el método Levenberg-Marquardt y se
usaron los parámetros de la órbita real como condición inicial para acelerar el proceso. El intervalo
de tiempo de las observaciones cubre 2 per�́odos y se simularon distintos conjuntos temporales desde
N =10 hastaN =100 (aunque mostramos sólo el deN = 20). Se utilizó unFAP = 10 � 2, que esen-
cialmente se satisface para valores grandes deK=� y N . Un resultado muy importante de los autores
es que las excentricidades de los planetas pueden ser sobreestimadas incluso si tenemos una buena
relación S/N (unos ejemplos son mostrados en la Figura 5.5).

Hemos repetido las simulaciones numéricas con nuestras herramientas, a �nes de constatar los
resultados expuestos por Shen y Turner (2008). Tomamos inclusive más cantidad de observaciones
dentro del intervalo de tiempo a �n de asegurarnos que el efecto de sesgo observado fuera real. Para
veri�car algunas conclusiones �jamos la excentricidade = 0 :3 y ! = 0 � , el valor deK = 54:25 es
el resultante de utilizar la Ec. (5.28) con un planeta de 1M jup . Se generaron 200 conjuntos deVr y
sobre cada conjunto se realizó la minimización utilizando Annealing, cuya condición inicial tiene los
parámetros orbitales nominales. Se �jaron cuatro valoresparaK=� = 2 ; 4; 6 y 10, por lo tanto para
un valor �jo de K se obtiene� . El valor de� es la dispersión de error que se sumará a cadaVr .

Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 5.6. En la izquierda se muestra la diferencia
entre los valores obtenidos por el ajuste y el valor de la señal original. A la derecha la dispersión
de las diferencia. Como primer punto a destacar es que tanto la media de las excentricidades (panel
superior izquierdo) como la media de las amplitudes (y por ende masas individuales) son siempre
sobreestimadas, incluso con alto número de observaciones(por ejemplo N=100). A medida que se
aumenta la relaciónS=N = K=� los valores medios tienden al valor nominal (i.e� e; � K ; � $ ! 0).
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Figura 5.4: Efectos de la relaciónS=N y el
número de observaciones en los parámetros or-
bitales del mejor ajuste. Los c�́rculos rellenos
son los valores medios y los parámetros verda-
deros (nominales para la generación de los da-
tos sintéticos) son marcados como l�́neas hori-
zontales. Las barras de error muestran las des-
viaciones estándar. El número de observacio-
nes esN = 20. Los colores identi�can las
distintas excentricidades nominales. El panel
superior muestra como las excentricidades son
en media sobreestimadas incluso para alta rela-
ción S/N (independientemente que sean órbitas
circulares o el�́pticas). El siguiente panel mues-
tra los per�́odos ajustados, que es bastante bien
determinado. Sin embargo los últimos paneles
mp � sini (por endeK ) y la excentricidade tie-
nen valores medios están sesgados hacia valo-
res más altos. Según a�rman sus autores, esto
no es un problema en el método de minimiza-
ción. En la Figura 5.5 se muestran dos ejem-
plos de ajustes keplerianos donde ambos con-
juntos deVr pre�eren ajustar una órbitas más
excéntricas. Las tendencias en ambos valores,
as�́ como la dispersión de los mismos, decrece
a medida que se incrementanK=� y N . Adap-
tado de Shen y Turner (2008).
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Figura 5.5:Izquierda: ejemplo de un conjunto deVr arti�cial con K=� = 5 y el número de observaciones
N = 20 dondee0 = 0 . El ajuste determina una órbita excéntrica en lugar de la ´orbita circular, el per�́odo
y la masa parecen bien determinados.Derecha: Un ejemplo de sobreestimación de la excentricidad esta vez
con K=� = 2 y N = 20 y e0 = 0 :5. Nuevamente la excentricidad es sobreestimada. En ambos casos la
curva punteada corresponde a una curva deVr construida con los parámetros orbitales nominales y las curvas
continuas son creadas con el mejor ajuste orbital. Adaptadode Shen y Turner (2008).

También a medida que aumentamos el número de datosN las determinaciones de elementos orbitales
mejora (ver Figura 5.7). El ángulo$ es bastante bien determinado en media, incluso su dispersi´on es
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Figura 5.6: Resultados propios que
muestran los efectos de la detec-
ción de un exoplaneta con la rela-
ción S=N y el número de observa-
cionesN en función de los paráme-
tros orbitales del mejor ajuste. Evi-
dentemente existe una sobreestima-
ción en todos los parámetros, más
notable en la excentricidad cuando
hay baja relaciónK=� . El argumen-
to de pericentro! es el parámetro
mejor determinado y pueden existir
grandes diferencias en el valor de la
masa planetaria (asociada a K).

de sólo3� en el caso menos favorable (i.e.K=� = 2 ).
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Figura 5.7: Histogramas de las so-
luciones orbitales encontradas con
K=� = 6 , donde las soluciones
nominales se marcaron con l�́neas
punteadas. De izquierda a derecha:
N=40, 100, 300. En la �la superior
se aprecia que la amplitud de la
señal (K) es pobremente identi�ca-
da si se disponen de pocas obser-
vaciones (N=40). A medida que se
aumenta la cantidad de observacio-
nes la dispersión disminuye (lo mis-
mo que se observa en la parte dere-
cha de la Fig.5.6). El mismo efecto
se observa en la �la inferior donde
se encuentran los histogramas de la
excentricidad.
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5.2. Sistemas de exoplanetas

Volvamos a nuestro análisis de la Figura 5.1, pero tratandode obtener algo más de información.
En la Figura 5.8 hemos identi�cado cada planeta individualmente de acuerdo a las masas:

mp < 0:02M jup Supertierras (violeta)
0.02< m p < 0:2M jup Neptunos (naranja)
0.2< m p < 2M jup Júpiters (celeste)

mp > 2M jup SuperJúpiters (verde)

Figura 5.8: Distribución elementos orbitales de planetasdetectados con velocidad radial, cada color representa
un rango de masas y el color rojo es reservado para los planetas del Sistema Solar. Izquierda. Todos los exopla-
netas detectados. Derecha. Exoplanetas en sistemas con 2 o más componentes. Se observa tendencia a descubrir
planetas menos masivos más cerca de la estrella central. Aunque en principio no deber�́a ser un efecto observa-
cional ya que los planetas masivos y más cercanos a la estrella son más fáciles de detectar. La curva a trazos
indica la l�́nea de pericentro constante para planetas con per�́odo de 3 d�́as, región en la cual se supone empiezan
a ser más importantes los efectos tidales.

Gracias a la �gura, vemos que existe cierto patrón en la distribución de puntos: los planetas menos
masivos se ubican a menor distancia de la estrella, mientrasque planetas más masivos se encuentran
más lejos de la estrella; es decir parece que existe cierta jerarqu�́a que relaciona la masa con la distan-
cia. Más aún, los planetas más masivos y lejanos son en promedio más excéntricos. Esta distribución
se hace mucho más evidente en sistemas de 2 o más exoplanetas (marco derecho de la �gura) y no
existen ideas claras de porque esta segregación en masas.

Otro tipo de análisis se aprecia en la Figura 5.9. En ella muestra la distribución de razones de masa
en función de la razón de per�́odos, para todos los pares planetarios consecutivos. Todos los sistemas
planetarios cercanos a la resonancia MMR 2/1 tienen razonesde masam2=m1 agrupados cerca del
valor de la unidad.

A pesar que la población de exoplanetas se incrementa rápidamente, el número de sistemas con
planetas en la resonancia MMR 2/1 parece haberse estancado durante algunos años. Aún cuando la
resonancia MMR 2/1, es la más importante dinámicamente hablando y la más poblada de las conmen-
surabilidades, el número de sistemas planetarios está restringido a cuatro sistemas ampliamente estu-
diados: GJ876, HD82943, HD73526 y HD128311. Goździewski et al. (2007) propuso que HD160691
puede también tener dos planetas en la MMR 2/1, sin embargo esto no fue con�rmado y esto fue
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Figura 5.9: Distribución de pares consecutivos de planetas en sistemas extrasolares múltiples. Se muestra la
razón de masa con respecto a la razón de per�́odos orbitales. Las resonancias de movimientos medios están
indicadas con l�́neas rojas verticales cuyo largo es inversamente proporcional al orden de la MMR. Los datos
corresponden a los ajustes orbitales hasta el 14 de abril del2010.

propuesto sólo dos años después que el mismo sistema parec�́a favorecer una con�guración en MMR
5/1.

Durante varios años se esperaba que aparecieran muchos planetas resonantes como consecuencia
de migraciones planetarias de larga escala debido a interacciones con el disco de gas. De hecho la
existencia de planetas resonantes fue utilizada varias veces como evidencia observacional de que es-
tos tipos de migraciones ocurrieron y que muchos planetas seforman lejos de su actual localización.
Las simulaciones hidrodinámicas parecen indicar que la captura en conmensurabilidades de bajo or-
den (particularmente la MMR 2/1) son altamente probables. Esta conclusión es resultado de muchas
simulaciones, con amplias condiciones de masas planetarias, condiciones iniciales y parámetros del
disco. Varios trabajos centran su atención en el sistema GJ876 (e.g., Kley et al. 2005), concluyendo
que la con�guración presente de los planetasb y c puede ser explicada con este escenario.

Recientemente tres explicaciones se propusieron para explicar la actual ausencia de más planetas
en esta resonancias:

Una posibilidad es que no todos los planetas que se aproximena la resonancia 2/1 puedan ser
capturados. Si las razones de masas entre el planeta exterior y el interior son lo su�cientemente
pequeñas (del orden de la razón entre Saturno y Júpiter),entonces un decaimiento muy rápido
del cuerpo exterior (e.g. migración tipo III) puede evitarla captura en 2/1 y producir una poste-
rior captura en la MMR 3/2 (Masset y Snellgrove 2001). Una explicación similar fue propuesta
por Morbidelli y Crida (2007) como primer paso para explicarla actual arquitectura de nuestro
propio Sistema Solar

Sin embargo no se sabe claramente bajo que circunstancias ocurre una migración rápida (ver
D'Angelo y Lubow 2008). Alternativamente, los efectos de turbulencia en los discos gaseo-
sos pueden posiblemente causar perturbaciones orbitales signi�cantes en los cuerpos que van
cayendo y as�́ inhibir la captura de la resonancia (Adams et al. 2008).
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Una segunda posibilidad puede recaer en la baja tasa de sobrevivencia de los planetas resonan-
tes durante su evolución dentro de la conmensurabilidad. Como fue mostrado originalmente
por Lee y Peale (2002), una vez dentro del dominio resonante,las interacciones tidales con
el disco gaseoso incrementarán las excentricidades de loscuerpos planetarios hasta que una
colisión o eyección de alguno de los cuerpos ocurra. Esto es debido a la topolog�́a de la fami-
lias ACR estables en el dominio de excentricidades (e.g., Beaugé et al. 2006, Hadjidemetriou
2008) dentro de la MMR 2/1. La única forma que dos planetas resonantes puedan sobrevivir
migraciones orbitales de larga escala es que el mecanismo responsable introduzca un signi�-
cante amortiguamiento de las excentricidades orbitales, que produzcan valores de equilibrio de
estos elementos comparados con los valores observados (Kley et al. 2005, Beaugé et al. 2006 y
aplicado también en la Sección 4.2).

A pesar que se espera este efecto para parámetros de disco normales, especialmente si se asume
un disco interno (Crida et al. 2008), no hay evidencia que el efecto sea verdadero en todos los
casos. Quizás la mayor�́a de los sistemas que originariamente estaban atrapados en la resonancia
2/1 pueden haber sido eyectados. Moorhead y Adams (2005) propusieron este mecanismo para
explicar la actual distribución de semiejes y excentricidades de los exoplanetas.

Una tercera posibilidad, no considerada previamente, es que la aparente falta de planetas re-
sonantes podr�́a ser atribuida a limitaciones de detectabilidad. Recordemos que el movimiento
resonante causa una casi periódica repetición de la curvade velocidad radial de la estrella,
que bajo ciertas circunstancias, puede no permitir una correcta separación de las componentes
(Giuppone et al. 2009). Quizás varios sistemas más puedanactualmente encontrarse en den-
tro de la resonancia 2/1 pero no son discernibles debido a limitaciones en las observaciones o
pequeña relación señal/ruido.

Recientemente Anglada-Escudé et al. (2009) discutieron los casos donde dos planetas reso-
nantes con órbitas casi circulares pueden ser confundidoscon un único planeta en una órbita
eĺ�ptica de excentricidade más alta. Sin embargo, este efecto parece ser posible sóloen casos
donde el planeta exterior resonante es mucho más masivo queel compañero interior y la solu-
ción de sólo un planeta tiene baja excentricidad (e.g.e < 0:2). En nuestro trabajo, construimos
un criterio de detectabilidad válido para cualquier relación de masas y que no sea restringido a
órbitas cuasi-circulares.

A continuación utilizaremos las herramientas expuestas en la Sección 5.1, mostrando resultados obte-
nidos en nuestro trabajo (Giuppone et al. 2009).

5.2.1. Detectabilidad de 2 Planetas Resonantes

Consideramos la presencia de un sistema extrasolar, con dosplanetas de masam1 y m2 orbitando
una estrella de masaM � con semieje mayorai , excentricidadesei , longitudes medias� i y longitudes
de pericentro$ i . El �́ndicei = 1 será usado para el planeta interno, mientras que eli = 2 denotará el
externo (i.e.a1 < a 2). Asumimos que ambos planetas se encuentran en el mismo plano orbital y
orientado en la dirección del observador (edge-on).

Se eligieron con�guraciones de interés y a partir de ellas se generaron curvas sintéticas que imi-
tan el movimiento de la estrella alrededor del baricentro del sistema. Esta curva es resultado de la
superposición de dos señales periódicas, cada una de lascuales tiene una amplitudK j relacionada al
j -ésimo planeta. Cada conjunto generado solo cubre pocos per�́odos orbitales, por lo tanto podemos
asumir que no existen efectos signi�cativos provenientes de perturbaciones gravitacionales mutuas.
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Planeta masa a e M $
M j up UA e � �

1 1.0 0.6298 0.4137 0.0 0.0
2 3.0 1.0 0.0946 0.0 0.0
1 1.0 0.6299 0.3923 0.0 0.0
2 1.0 1.0 0.1271 0.0 0.0
1 1.0 0.6299 0.1105 310.4 115.9
2 0.33 1.0031 0.3840 65.30 0.0

Tabla 5.1: Parámetros orbitales para tres soluciones ACR en la resonancia 2/1 MMR para distintas relaciones
de masam2=m1. La masa central esM � = 1 M � .

Una vez que la curva es generada se construyó un muestreo discreto, tomandoN tiempos obser-
vacionalest i distribuidos aleatoriamente de acuerdo a una distribución homogénea. En cada punto se
calculó el valor deRV como un desplazamiento aleatorio del valor nominalVr (t i ); este desplaza-
miento sigue una distribución Gaussiana con varianza constante� 2. Los datos sintéticos resultantes
constan de tres columnas(t i ; Vr i ; � ) y se usaron como entrada en nuestro método de ajuste.

Consideramos 2 planetas con amplitud de oscilación peque˜na alrededor de la resonancia MMR
2/1, para estimar como las incertezas en el ajuste orbital afectan el movimiento observado del sistema.
Como ejemplo se eligieron tres con�guraciones distintas, cada una de ellas correspondientes a una
ACR estable con distintas relaciones de masam2=m1. Las primeras dos corresponden a ACR del
tipo (0; 0)4, mientras que la última muestra un comportamiento corrotacional asimétrico (el centro
de oscilación de� 1 y � $ es cualquiera menos0� o 180� ). Las masas y elementos orbitales son
dados en la Tabla 5.1. En todos los casos la integración muestra pequeñas amplitudes de oscilación
(aproximadamente 5� ) alrededor de su respectivo ACR.

Ejemplos t�́picos de conjuntos de datos sintéticos con� = 10 m/s se muestran en la Figura 5.10.
Aunque todos los conjuntos de datos generados son construidos con la misma desviación estándar� ,
la razón S/N aparece distinta para cada relación de masa.

Para entender por que ocurre esto escribimos la amplitud total de la curva de velocidad radial
amp(Vr ) = K 1 + K 2. ExpresandoK i en términos de la masa y elementos orbitales (ver, e.g.,
Beaugé et al. 2007), para un sistema coplanar orientado en dirección al observador:

amp(Vr ) = K 1 + K 2 =
m1

M �
n1a1 +

m2

M �
n2a2; (5.29)

donden i son los movimientos medios, considerando hasta segundo orden en las masas y para órbitas
cuasi-circulares. Para planetas en la vecindad de la resonancia MMR 2/1, podemos simpli�car la
expresión como:

amp(Vr ) '
�

1 + 3

r
1
2

m2

m1

�
m1

M �
n1a1; (5.30)

donde(n2=n1)(a2=a1) ' 3
p

1=2. La cantidad dentro de los corchetes representa el incremento en
la amplitud de RV debido a la presencia del planeta exterior (resonante). Este término tiende a la
unidad param2 ! 0, y muestra dependencia lineal con la razón de masa. As�́, para valores grandes

4Recordemos que una ACR es una solución periódica estable yque el valor entre paréntesis indica el centro
de oscilación de los ángulos resonantes� 1 = 2 � 2 � � 1 � $ 1 y diferencia de longitudes de pericentro� $ =
$ 2 � $ 1.
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Figura 5.10: La curva continua negra muestra las curvas sintéticas de RV para las tres con�guraciones ACR
presentadas en la Tabla 5.1. La relación de masa decrece desde arriba (m2=m1=3/1) hacia abajo (m2=m1=1/3).
Los c�́rculos abiertos sonN = 165 puntos �cticios con distribución temporal aleatoria y desviación estándar
� = 10 m/s.

dem2=m1 se obtiene una señal RV mayor, resultando una mayor relaci´on S/N, todo esto asumiendo
una desviación estándar �ja� igual para todos los datos.

La Ecuación (5.30) también es un indicador preliminar de que planeta domina la señal de RV.
La razón de masa cr�́tica es dada porm2=m1 ' 3

p
2 ' 1:26. Para valores menores, la amplitud RV

del planeta interiorm1 es mayor, y la curva RV aparece como una señal perturbada conel per�́odo
primario igual al per�́odo del planeta interior (i.e.2�=n 1). En la parte inferior de la Figura 5.10 se
muestra un ejemplo. Por otro lado si la razón de masa es más grande que' 1:26, la señal del planeta
exterior se vuelve más importante y el per�́odo dominante en la curva de RV es dado por2�=n 2 (ver
el grá�co superior en la Fig. 5.10). El grá�co intermedio representa la región de transición en la cual
ambas componentes tienen magnitudes similares.

Para estimar la detectabilidad de dos planetas en la resonancia MMR 2/1, asumimos que el cuerpo
que genera la mayor amplitud de RV es ya conocido, y queremos calcular bajo cuales condiciones
la señal del segundo cuerpo también satisface un determinado ĺ�mite de detectabilidad. Si volvemos
a observar los grá�cos en la Figura 5.10 vemos que no existe una separación única de las señales.
Cuando la razón de masam2=m1 es grande, la amplitud RV del planeta exterior es también grande
(implicandoK 2 > K 1), y la detectabilidad del par resonante se reduce a discernir la existencia del
planeta interior. En el caso opuesto, dondeK 1 > K 2, el planeta interior es el que domina la curva de
RV y la existencia del cuerpo exterior debe ser deducida de ladiferencia entre máximos consecutivos.
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Extendiendo las ecuaciones de la Sección 5.2.1 para órbitas eĺ�pticas, podemos escribir la razón
entre las amplitudes de ambos planetas como:

K 2

K 1
= 3

r
1
2

m2

m1

s
1 � e2

1

1 � e2
2

; (5.31)

mostrando que el valor deducido anteriormentem2=m1 � 3
p

2 todav�́a provee un valor cr�́tico cualita-
tivo paraK 1 � K 2, cuando ambos planetas tienen excentricidades similares.

5.2.2. Planeta Interior más masivo

Empezaremos discutiendo el caso para un planeta interior m´as masivo. Aqu�́K 1 > K 2, y se
desea estimar el ĺ�mite de detectabilidad de hallarm2 asumiendom1 conocido. Podemos estimar
exactamente el mismo criterio que para sistemas con 1 planeta, donde el número de parámetros libres
ahora esM b = 11 y M a = 6 , y reescribir (5.19) como:

bz =
� b

� a � � b

�
jjW 2jj + ( N � 1)� 02

�
bQb

� 1
�

: (5.32)

Si asumimos que� 0
� ' � (para ver la deducción puede consultarse el anexo de Giuppone et al. 2009)

y el procedimiento resultante es el mismo deducido en la Sección 5.1.1. Es posible entonces estimar
el valor ĺ�mite deK 2=� , como función del número de puntosN necesarios para que el pico resultante
de potenciaz sobrepase un valor preestablecido de FAP, con probabilidadigual aPdetect. Debido a
que:

K 2

�
=

�
K 2

K 1

��
K 1

�

�
o

K 1

�
=

�
K 1

K 2

��
K 2

�

�
; (5.33)

podemos encarar este problema también argumentando que lacondición de detectabilidad depende de
N y las razonesK 1=� y K 2=K1. Aplicando la ecuación (5.31) podemos reescribir la condición de
K 2=K1 en una que relacionem2=m1. Debido a queK 2 < K 1, el procedimiento se reduce a encontrar
que valores dem2=m1 (para excentricidades dadasei ) que reducen el valor deK 2=� a magnitudes
que no son detectables.

La razónK 1=� depende de la desviación estándar de los datos, la masa estelar as�́ como también
los parámetros orbitales y masa del planeta interno. Por ejemplo, cuando se tienen grandes valores de
m1 se incrementa la amplitud deK 1, permitiendo la detección de pequeños valores dem2=m1 para
un valor �jo � .

LlamemosK 10 a la amplitud RV generada por un planeta del tamaño de Júpiter (m1 = M Jup )
ubicado aa1 = 1 UA y con excentricidade1. Debido a queK 1 / n1a1(m1=M� ), para cualquier otra
masa y semieje mayor la razón deK 1=� puede ser escrita como

K 1

�
=

K 10

� � ; (5.34)

Donde la desviación estándar “escalada”� � es relacionada al valor nominal� con

� = � �
�

m1

M Jup

��
a1

1UA

� � 1=2�
M �

M �

� � 1

: (5.35)
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Figura 5.11: Valores m�́nimos de razón de masam2=m1 necesarios para detectar el planeta resonante exterior
menor (conPdetect = 0 :99), como función del número de datosN para cuatro valores distintos de la desviación
estándar escalada (� � ). Ambas excentricidades se escogieron comoei = 0 :1. El valor del FAP fue tomado
igual aF = 10 � 4. Las l�́neas continuas corresponden a predicciones con la distribuciónchi-cuadrada inversa
(5.24), mientras que las curvas a trazos es obtenida con la aproximación Gaussiana con iguales valores de media
y varianza.

Finalmente, con las Ecuaciones (5.31) , (5.33) y (5.34) podemos escribir

K 2

�
= 3

r
1
2

s
1 � e2

1

1 � e2
2

m2

m1

�
K 10

� �

�
: (5.36)

Esta ecuación nos permite estimar el m�́nimo valor dem2=m1 para la detectabilidad del planeta exte-
rior resonante como función deN y � � , para una dada excentricidadei . Si asumimos que el planeta
interno corresponde a un planeta de masa joviana con distancia de1 UA, � � es igual a la desviación
estándar de los datos RV� . Para otras masas internas,� puede ser calculada con (5.35).

La Figura 5.11 muestra los ĺ�mites de detectabilidad param2=m1 < 1 para varios valores de� �

en función del número de puntosN . Cada curva brinda un valor m�́nimo de razón de masam2=m1

necesaria para obtener un FAP deF = 10 � 4. La masa estelar fue �jada comoM � = 1M � y ambas
excentricidades en0:1. Las ĺ�neas continuas fueron construidas usando la distribuciónchi-cuadrado
inversay la (5.24), mientras que la punteada denotan la aproximaci´on con una distribución Gaussiana
con la misma media y varianza. Cualitativamente ambos modelos producen resultados similares, sin
embargo la expresión (5.24) produce ĺ�mites de detectabilidad más restrictos.

Para� � = 15 m/s, prácticamente no se detectaron sistemas con razón demasam2=m1 menores
que� 0:6, incluso para conjuntos de datos que conten�́anN = 200 observaciones de RV. ParaN < 60
prácticamente ningún sistema con este� � es detectable (para cualquier razón de masa). El panorama
mejora con menores valores de la desviación estándar escalada, hasta valores de� � = 4 m/s. Es
posible detectar sistemas con razón de masas cercanos a dosdécimas, siempre que el número de datos
sea su�cientemente grandes.

Es importante mencionar que el valor de� considerado en estos cálculos no es solamente el
deducido con las técnicas observacionales, sino el valor de los errores totales que incluye el jitter
estelar y la posible incompletitud del modelo de 2 planetas.Los valores t�́picos de jitter estelar son
del orden de4 � 7 m/s (Wright 2005) y las incertezas de los datos que actualmente son disponibles
son de similar magnitud. La suma de los cuadrados de ambos, implica valores t�́picos para� en estos
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Figura 5.12: Detectabilidad de dos planetas en la
resonancia MMR 2/1. Los c�́rculos abiertos mues-
tran simulaciones MonteCarlo para distintos conjuntos
sintéticos. El grá�co muestra la probabilidad de falsa
alarma (FAP) para valores aleatorios de razón de ma-
sasm2=m1. El número total de puntos utilizado fue
N = 100, distribuidos aleatoriamente sobre cuatro
per�́odos orbitales del cuerpo exterior. La curva con-
tinua muestra el valor de predicción usando nuestro
modelo conPdetect = 0 :99.

sistemas del orden de6 � 10 m/s. Una buena estimación de� puede ser obtenido del valor de rms
resultantes del ajuste orbital (Shen y Turner 2008) que proporciona un� � 7 � 10para la mayor�́a de
los sistemas multiplanetarios.

Para chequear los ĺ�mites de precisión obtenidos con estemodelo, realizamos una serie de si-
mulaciones MonteCarlo con series de datos sintéticos, cada uno conN = 100 observaciones y cu-
briendo un total de 4 per�́odos del cuerpo resonante exterior y con razones de masa en el intervalo
m2=m1 2 [0:1; 1:0]. El planeta interior fue �jado con la misma masa y parámetros orbitales usados en
la Fig. 5.11 (m1 = 1M Jup , a1 = 1 UA). Una serie de simulaciones fue realizada adoptando� � = 4
m/s, mientras que una segunda corrida fue realizada considerando� = 10 � m/s. Para cada conjunto
de datos determinamos el ajuste orbital de dos planetas y calculamos el valor del FAP correspondiente
al segundo planeta, utilizando el mismo método que para sistemas de un planeta. Los resultados se
muestran en la Figura 5.12, donde los c�́rculos abiertos muestran la relación entre la razón de masa y
los respectivos valores de FAP para todos los conjuntos de datos. Los valores de ordenada menores
que10� 13 fueron igualados a este ĺ�mite inferior. Finalmente la curva continua muestra los ĺ�mites de
detectabilidad anaĺ�tica obtenidos a partir del modelo.

Estos grá�cos deben ser interpretados de la siguiente manera: para un dado valor de razón de
masasm2=m1, todos los conjuntos de datos sintéticos dan ajustes orbitales con FAP menor que la ĺ�nea
continua. As�́, de manera de asegurar la detectabilidad, elFAP correspondiente a una dada razón de
masas debe ser menor que este ĺ�mite. El acuerdo entre la curva anaĺ�tica y las simulaciones numéricas
es muy bueno, indicando que el modelo simpli�cado descriptoanteriormente es más que adecuado
para predecir la detectabilidad de sistemas múltiples planetarios.

5.2.3. Planeta Exterior ḿas masivo

Se pueden realizar los mismos cálculos que en la sección precedente pero para sistemas con
K 2=K1 > 1. En tales casos el criterio de detectabilidad sigue el mismoesquema, pero ahora el pla-



CAPÍTULO 5. EFECTOS DE SELECCÍON CON VELOCIDADES RADIALES 143

0 50 100 150 200
N

0.125

0.25

0.5

1

2

4

8
m

2/m
1

s* = 4 m/s

7 m/s

10 m/s
15 m/s
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resultados construidos con la distribución chi-cuadrado
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Figura 5.14: L�́mites de detectabilidad para razones de
masam2=m1 (conPdetect = 0 :99y N = 100), como
función de la masa del planeta internom1, para cuatro
valores distintos de desviación estándar� . Ambas ex-
centricidades planetarias se eligieron comoei = 0 :1.
El FAP fue tomado igual aF = 10 � 4. Como antes,
para un dado valor de� , la detectabilidad es garan-
tizada dentro de las dos curvas correspondientes. La
l�́nea negra gruesa marca el l�́mitem2 > 15M Jup , un
valor utilizado normalmente para asociar el l�́mite de
enanas marrones (ver Sección 1.2).

neta exterior es el responsable del pico dominante, mientras que la señal que de�ne la detectabilidad
del sistema esK 1. Consecuentemente la ecuación (5.33) debe ser invertida ynos brindará el m�́nimo
valor necesario deK 1=K2 tal que el valorK 1=� sea todav�́a detectable. La dependencia con las masas
individuales y los semiejes puede ser sorteada nuevamente de�niendo la desviación estándar escalada
� � como en la ecuación (5.35). En este caso hemos mantenido la masa y semieje mayor del planeta
interior como parámetros de escala. Esta es una cuestión de elección, pero ayuda a mantener cierta
homogeneidad, independientemente de la razón de masas en consideración.

La Figura 5.13 muestra el ĺ�mite de detectabilidad combinando resultados para todas las razo-
nes de masa. Para un dado� � , todos los sistemas planetarios detectables se encuentrandentro del
par de curvas correspondientes. Se puede apreciar que ambosconjuntos de curvas se intersectan para
m2=m1 � 3

p
2, como se esperar�́a de la condiciónK 2 = K 1. Finalmente, existe una variación depen-

diente de las excentricidades orbitales, originada por la relación entre la amplitud de la señal y la masa
planetaria (ver ecuación (5.31)). Sin embargo, cualitativamente, la imagen continúa siendo la misma,
excepto para muy bajas desviaciones estándar. En este último caso aparentemente es muy dif�́cil de-
tectar sistemas planetarios resonantes con razones de masam2=m1 mayores que' 4 o menores que
' 0:3. Es importante recalcar que esto no signi�ca de que no hay manera de detectar sistemas fuera
de estos ĺ�mites, sino que la detectabilidad no estará garantizada para cualquier conjunto de datos y
dependerá espec�́�camente de la distribución temporal y/o los errores individuales de los datos.

El análisis previo asume quem1 = M Jup , a1 = 1 UA y M � = M � , por lo cual� � = � . Otros
valores sin embargo cambiar�́an el panorama. Sobre la población de planetas extrasolares conocidos,
quizás el caso más extremo sea el sistema GJ876 (m2=m1 � 3:1), dondem1 = 0 :6M Jup , a1 = 0 :13
UA y M � = 0 :32M � (Butler et al. 2006). Aplicando la ecuación (5.35) a los resultados mostrados en
la Figura 5.13, encontramos que paraN = 100 el sistema resonante puede ser identi�cado incluso
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Figura 5.15: Distribución de la razón de movimientos mediosn1=n2 como función de la razón de masas plane-
tariasm2=m1, de las simulaciones MonteCarlo usadas en la Fig. 5.12. Sólo los sistemas conF < 10� 4 fueron
dibujados.

para desviaciones estándar en los datos RV del orden de� � 40m/s (correspondientes a� � ' 8 m/s).

La Figura 5.14 muestra como el ĺ�mite de detectabilidad param2=m1 var�́a con la magnitud dem1,
ahora asumiendo un conjunto �jo de datosN = 100. Tantoa1 comoM � se mantienen en sus valores
originales. Una vez más el sistema resonante es detectado siempre que la razón de masasm2=m1 se
encuentre dentro de ambas curvas de igual color. Podemos verque la detectabilidad se incrementa
signi�cativamente conm1, permitiendo un rango más amplio de razones de masa que los previamente
mostrados. Sin embargo la posibilidad de un sistema resonante muy masivo debe ser considerada
con sumo cuidado, pues las perturbaciones mutuas pueden comprometer la estabilidad dinámica del
sistema.

Una de las predicciones del modelo es justi�car la di�cultadde detectar sistemas resonantes con
masas signi�cativamente diferentes, estando este resultado de acuerdo con los sistemas actualmente
conocidos. Recordemos que la Figura 5.9 muestra la distribución de razones de masa en función
de la razón de per�́odos para todos los pares planetarios consecutivos. Todos los sistemas planetarios
cercanos a la resonancia MMR 2/1 tienen razones de masam2=m1 agrupadas cerca del valor de la
unidad, de acuerdo a nuestras predicciones con el presente modelo.

5.2.4. Estimacíon de errores en los paŕametros ajustados

Incluso si el sistema resonante de 2 planetas es detectado, no hay garant�́a que las masas y los
parámetros orbitales se puedan estimar con alguna precisión. Como ejemplo en la Figura 5.15 se
muestra la distribución de razones de movimientos medios para aquellos conjuntos de datos sintéticos
dados en la Fig. 5.12 que satisfacen el criterio de detectabilidad. Se aprecia una signi�cante dispersión
en los movimientos medios alrededor del valor nominaln1=n2 = 2 , con un porcentaje apreciable de
sistemas que ser�́an clasi�cados como casi-resonantes, pero no atrapados en la MMR. Este efecto pre-
senta una di�cultad adicional en la detección de planetas para razones de masam2=m1 muy diferentes
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a la unidad.

Estos resultados fueron obtenidos con conjuntos de datos sintéticos que cubren cuatro per�́odos del
planeta exterior. A pesar de que el criterio de detectabilidad es independiente del intervalo de tiempo
observacional (siempre que podamos garantizar una buena cobertura de las fases), la precisión de los
elementos orbitales deber�́a mejorar con intervalos de tiempo más largos. No obstante, incluso si se
identi�can correctamente como dentro de la resonancia, loselementos orbitales pueden tener errores
signi�cantes y afectar la dinámica deducida de los sistemas ajustados. Para cuanti�car este efecto
analizamos en los tres casos de la Tabla 5.1: uno con razón demasa mayor que la unidad, igual a la
unidad y menor que la unidad.

5.2.4.1. Planeta exterior ḿas masivo

Empezamos analizando el caso donde el planeta exterior es m´as masivo que su compañero in-
terior (i.e.m2=m1 > 1). El conjunto de condiciones iniciales se eligió de la Tabla 5.1, caracterizado
por razón de masasm2=m1 = 3=1 y elementos orbitales que producen una pequeña amplitud de
oscilación (� 5� ) alrededor de una ACR tipo(0; 0). Se generaron 1000 conjuntos de VR cada uno
conN = 200 datos distribuidos aleatoriamente sobre cuatro per�́odosdel planeta exterior (i.e. cuatro
años de observaciones). Los valores de cada velocidad radial individual fueron elegidos aleatoriamen-
te siguiendo una distribución Gaussiana alrededor del valor exacto y varianza dada por la desviación
estándar constante para� = 7 m/s (i.e.� � = 5 :5 m/s). Estos valores garantizan la detectabilidad de
dos planetas y ubican la razón de movimientos medios dentrode la región de conmensurabilidad.
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Figura 5.16: Resultados de los mejores ajustes
orbitales de 1000 datos sintéticos, correspon-
dientes a la solución nominal dada por el primer
conjunto de datos en la Tabla 5.1, conN = 200
observaciones y desviación estándar constante
de � = 7 m/s. Los c�́rculos rellenos grises in-
dican la posición de la solución nominal. En el
plano de excentricidades la curva gris muestra la
familia ACR de amplitud cero para razón de ma-
sam2=m1 = 3 =1.
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Figura 5.17: Familias de ACRs para la razón de
masam2=m1 = 3.2. La l�́nea continua gruesa
muestra las familias (0; � ) y (0; 0), mientras que
la curva a trazos superior muestra las soluciones
ACR del tipo (�; � ). Los c�́rculos rellenos mues-
tran distintos ajustes orbitales para el sistema GJ
876, mientras que las curvas grises muestran la
evolución orbital de las condiciones iniciales en
este plano. Reproducido de Beaugé et al 2006.

Para cada conjunto de datos se calculó el mejor ajuste orbital para 1 planeta utilizando la meto-
dolog�́a especi�cada en nuestra Sección 2.4.2 utilizandoalgoritmos genéticos sin ninguna suposición
acerca de la solución inicial. Si el ajuste resultante tiene una probabilidad de falsa alarma (FAP) me-
nor que10� 4 es aceptado y el ajuste para dos planetas es realizado. La solución de un sólo planeta
fue utilizada como primera conjetura y el código identi�c´o la solución con 2 planetas con el m�́nimo
residuo. Una vez más la solución se aceptó sólo si el FAP del ajuste de 2 planetas con respecto a de
la solución de 1 planeta era menor que10� 4. Si es aceptado, entonces se integró numéricamente la
con�guración sobre un per�́odo de tiempo de104 per�́odos orbitales y se estimó la amplitud de os-
cilación de los ángulos resonantes� i = 2 � 2 � � 1 � $ i y la diferencia en longitudes de pericentro
� $ = $ 2 � $ 1. El ángulo cr�́tico� 1 corresponde a una resonancia interior (ver Michtchenko et
al. 2008a), como se halla en ACR simétricas, mientras que� 2 es el ángulo librante para resonancias
exteriores (ver Michtchenko et al. 2008b) y as�́ aplicable aACR asimétricas.

Los resultados se muestran en la Fig. 5.16, donde se presentan las distribuciones en varios planos.
En cada marco el c�́rculo gris relleno indica la solución nominal y los c�́rculos negros más pequeños
indican el mejor ajuste orbital de cada conjunto de datos. Lacurva gris en el plano de excentricidades
muestra la familia ACR tipo(0; 0) para la razón de masam2=m1=3=1. Como se esperaba de la elec-
ción deN y � , todos los sistemas �cticios de dos planetas se detectaron con proceso de ajuste y se
identi�caron dentro de la resonancia 2/1 MMR, y ambos� 1 y � $ oscilan alrededor de la solución de
equilibrio. Sin embargo, en el2 % de los casos� $ circula, tomando todos los valores entre0 y 2� ,
mientras� 1 libra. Este tipo de movimiento es usualmente referido como un � 1-librador y es considera-
do distinto que un ACR. Sin embargo, tal como mostrara Michtchenko et al. (2008a), incluso dentro de
una ACR, la libración de� $ es puramente cinemática y no es asociada a ninguna separatriz, siempre
que las excentricidades no sean demasiado grandes.

Los dos grá�cos superiores en la Fig. 5.16 muestran la distribución de las masas planetarias de-
tectadas. En el grá�co superior izquierdo vemos que la masamayor (i.e. mayorK ) tiene dispersión
bastante menor, mientras quem1 no está bien determinada, consecuentemente produciendo una dis-
persión mayor en la razón de masasm2=m1 (grá�co superior derecho) entre2:5 y 3:5. Aún as�́, el
semieje mayor y la razón de movimientos medios son bien determinados con pequeña variación alre-
dedor del valor nominal (grá�co central izquierdo).

La distribución de las soluciones en el plano de excentricidades muestra una interesante correla-
ción con la familia ACR de amplitud cero (mostrada como ĺ�nea gris). Este resultado no era esperado
pues no hay relación evidente entre el proceso de ajuste y latopolog�́a de la MMR. Sin embargo
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Figura 5.18: Distribución de excentricidades y amplitudes de oscilación del ángulo resonante� 1 y � $ para el
casom2=m1 = 3 =1. Los valores nominales son indicados por l�́neas verticales a trazos. Los códigos de color
son utilizados para identi�car distintos tamaños de conjuntos de datosN .

está indicando que, incluso con la determinación imprecisa de las excentricidades, no necesariamente
nos alejaremos demasiado de la familia ACR y consecuentemente de las soluciones estables. Recor-
demos que determinaciones sucesivas de los planetas del sistema resonante GJ876 (relación de masa
cercana am2=m1 = 3=1, ver Figura 5.17) muestra un comportamiento similar. A pesar que en los
ajustes orbitales las excentricidades variaron signi�cativamente, todas las soluciones orbitales se en-
contraron cercanas a la ACR estable.

Finalmente los dos grá�cos inferiores muestran la variación en las variable angulares. El grá�co
de la izquierda da la distribución de los valores calculados de� 1 y � $ . Más interesante, en el marco
de la derecha se muestra la distribución de amplitudes de oscilación alrededor de la ACR. Se pue-
de apreciar una dispersión importante en el comportamiento dinámico de los ajustes calculados. Tal
como en el caso de la excentricidad, la amplitud tiene un ĺ�mite inferior en cero que causa un efecto
sistemático que conduce al hecho de estimar la amplitud de libración sea sobreestimada respecto al
valor verdadero.

Esta �gura muestra que incluso bajo circunstancias favorables dadas por un conjunto de datos
grandes e incertezas observacionales razonables, los errores en los ajustes orbitales son todav�́a sig-
ni�cativos, especialmente en las excentricidades y variables angulares. Incluso si las ACR son iden-
ti�cadas como tales, las amplitudes de oscilación son incrementadas bastante más allá de sus valores
nominales.

La Figura 5.18 muestra la distribución de las excentricidades ajustadas y las amplitudes de osci-
lación de las variables angulares paraN = 200 (histogramas en negro) yN = 100 (histogramas en
rojo). Los valores nominales correspondientes al sistema original se marcaron como ĺ�neas verticales
a trazos. En todos los casos lasVr tienen tiempos de observación aleatoriamente distribuidos a lo largo
de 4 per�́odos del planeta exterior y� = 7 m/s.
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Figura 5.19: Histogramas de soluciones para razones de masam2=m1 = 1 =1. En este caso se utilizaron con-
juntos de datos deN = 100 y los histogramas negros son los obtenidos param1 = 1 M Jup mientras que los
rojos son los calculados conm1 = 2 M Jup .

Los 2 marcos superiores corresponden a excentricidades;e1 a la izquierda ye2 a la derecha. La
distribución de las excentricidades del planeta interiores medianamente simétrica con respecto al valor
real (� 0:42), y es evocativo de los resultados mostrados para un solo planeta (Shen y Turner 2008 y
Sección 5.1.2). A pesar que la dispersión es un poco mayor para un número menor de observaciones
N , parece haber un pequeño error sistemático y el pico del histograma es cercano a la ĺ�nea vertical.
En el caso de la excentricidad del planeta exterior, la distribución aparenta ser menos simétrica y existe
un sesgo hacia valores más grandes dee2.

Los dos dibujos inferiores muestran la distribución de lasamplitudes de oscilación del ángulo
resonante� 1 (izquierda) y� $ (derecha). Una vez más los valores nominales se muestran como ĺ�neas
verticales y corresponden a pequeñas amplitudes de oscilación. Como se muestra en la Figura 5.16,
existe un importante incremento en las amplitudes conduciendo a una tendencia sistemática hacia
soluciones con amplitudes de oscilación más grandes. Sorprendentemente el efecto es el mismo para
conjuntos de datos más pequeños. En el caso de� 1 prácticamente no hay soluciones con amplitudes
más grandes que60� . Lo mismo sin embargo no ocurre para� $ . Incluso para grandes conjuntos de
datos, algunas soluciones tienen amplitudes de180 grados, que corresponden a circulaciones de la
diferencia de longitudes de pericentro.

5.2.5. Planetas de masas iguales

El análisis previo puede ser repetido para razones de masa de la unidad (m2=m1 = 1) y eligiendo
condiciones iniciales cercanas a una solución ACR establecuyos elementos orbitales se encuentran en
la Tabla 5.1. Esta ACR en particular fue elegida de tal forma que el momento angular total del sistema
sea aproximadamente el mismo que en el sistema anterior; esto implica principalmente que la suma
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del cuadrado de las excentricidades sea del mismo orden.

La Figura 5.19 muestra el histograma con la distribución delas excentricidades (arriba), amplitud
de libración de� 1 (abajo izquierda) y amplitud de oscilación de� $ (abajo derecha). Contrariamente
a la Figura 5.18, el número de datos fue mantenido constanteen N = 100 y el código de color se
usa para distintas masas del planeta interno. Los histogramas en negro se construyeron con los datos
generados porm1 = M Jup , mientras que en rojo se generaron con los datos tomandom1 = 2M Jup .
Este último valor genera una amplitud de señal RV que es similar al caso discutido en la sección
anterior, esto permite una comparación más sencilla de ladispersión de las soluciones estables.

Como antes, la excentricidad del planeta interno es aproximadamente bien establecido. Para am-
bos valores dem1 la distribución es centrada cerca del valor nominal, a pesar del hecho que notamos
una menor dispersión en los resultados para masas más grandes (i.e. amplitudes mayores de la señal
RV). Sin embargo, la excentricidad del planeta exterior, muestra una distribución compleja, con un
corrimiento sistemático notorio del valor medio. También como antes todos los ajustes orbitales lle-
van a grandes amplitudes de libración, especialmente la diferencia de longitudes de pericentro. El
valor medio de este ángulo se encuentra cercano a90� . A pesar que este sesgo decrece signi�cativa-
mente con valores más grandes dem1, estos son todav�́a más grandes que los presentados en la Figura
5.18.

5.2.5.1. Planeta exterior menos masivo

Finalmente analizamos el caso dondem2=m1 < 1. Las condiciones iniciales dadas por la Tabla
5.1 corresponden a amplitud de oscilación pequeña alrededor de una ACR asimétrica conm2=m1 =
1=3. Una vez más los histogramas en rojo son obtenidos para la masa interior planetaria incremen-
tada (m1 = 3M Jup ) que produce en la señal de RV una magnitud similar a aquellaamplitud de de
m2=m1 = 3=1.

A pesar que ambos planetas se detectan en todos los conjuntosde datos, param1 = M Jup sólo el
26 %de las órbitas resultantes reproducen la ACR. En el68 %de los casos la con�guración resultante
fue no-resonante y ni� 2 o � $ libraban alrededor del valor de equilibrio dado por la ACR, sino
que en su lugar circulaban tomando todos los valores entre cero y 2� . Dada la alta excentricidad del
planeta exterior, estas órbitas inevitablemente produden movimiento inestable con desintegración del
sistema en tiempos de escalas pequeños. En el remanente6 %de los casos los mejores ajustes orbitales
conducen a� 2-libradores pero con la diferencia de pericentros (� $ ) circulando.

Estos números mejoran signi�cativamente param1 = 3M Jup , donde las desintegraciones del
sistema ocurren sólo en el23 % de los casos y las mayor�́a del resto corresponden a ACR estables.
Incluso, esto implica que para desviaciones estándar tan bajas como� � = 2 m/s, un cuarto de los datos
sintéticos fallan en identi�car el movimiento resonante yproducen ajustes orbitales dinámicamente
inestables.

La distribución de los elementos de soluciones estables ACR se muestran en la Figura 5.20. Debido
a que eliminamos los casos no-resonantes, los histogramas aparecen similares a los de otras razones de
masa, con una estimación gruesa de la excentricidad del planeta más interno mucho más dispersa que
el externo ene2. Param1 = 1M Jup también notamos indicaciones de una distribución bimodal para
la excentricidad del planeta exterior, con un pico centradoaproximadamente alrededor dee2 = 0 :45
y el otro pico cercano a0:6. La bi-modalidad está relacionada con una bifurcación dela familia ACR
para esta razón de masas y altas excentricidades (ver Michtchenko et al. 2008b). Sin embargo, el
histograma en rojo muestra una distribución dee2 más localizada.
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Figura 5.20: Histogramas similares a los de la Figura 5.19, pero para razón de masasm2=m1 = 1 =3. Los
histogramas en negro fueron obtenidos conm1 = 1 M Jup , mientras que aquellos en rojo conm1 = 3 M Jup .

Como con otras razones de masas, la distribución de amplitudes de oscilación/libración también
muestra un sesgo marcado hacia valores mayores. A pesar que este decrece para valores más gran-
des dem1, incluso param1 = 3M Jup prácticamente ninguno de los ajustes orbitales reproducela
oscilación de pequeña amplitud alrededor de una ACR asim´etrica. Finalmente, el histograma en ne-
gro muestra la distribución de la amplitud de libración de� 2, con un pequeño pico alrededor de60
grados, que a grandes rasgos corresponde al máximo de amplitud permitido por una ACR asimétrica.
Las amplitudes mayores ubican al sistema fuera del dominio resonante, que puede explicar la gran
proporción de resultados no-resonantes en los ajustes orbitales.

5.2.6. Aplicacíon a exosistemas reales

La Tabla 5.2 resume los resultados dinámicos posibles de los ajustes orbitales para tres relaciones
de masa. A pesar que todos los conjuntos de datos se construyeron para la misma desviación estándar
� = 7 m/s, hay una marcada diferencia en los resultados. Param2=m1 = 3=1 la mayor�́a de los
ajustes orbitales identi�can correctamente la ACR y consecuentemente producen movimiento estable
para ambos planetas en tiempos de escala de104 per�́odos orbitales. El caso inverso,m2=m1 = 1=3
es signi�cativamente menos preciso, probablemente debidoa la existencia de varios dominios de
movimientos estables, cada uno asociado a una familia ACR distinta (Michtchenko et al. 2008b).
Cada dominio es separado por una región caótica, y son menos robustos que aquellos encontrados
para razón de masas mayores que la unidad.

As�́ es aparente que los planetas resonantes con razones de masa menores que la unidad no son
solo más dif�́ciles de detectar, sino incluso cuando son detectados los ajustes orbitales usualmente
producen ajustes orbitales con razones de periodos mal determinadas y/o soluciones dinámicamente
inestables. A pesar que estos resultados son válidos para la resonancia 2/1, y los planetas 55Cnc-c y
55Cnc-d se localizan en cercan�́as de la conmensurabilidad3/1 (con razón de masam2=m1 ' 1=5),
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Tabla 5.2: Porcentaje de resultados dinámicos de los mejores ajustes orbitales para distintas razones de ma-
sam2=m1. Para ACR simétricos el ángulo resonante es tomado como� 1, mientras que� 2 es adoptado para
soluciones asimétricas (ver Michtchenko et al. 2008ab). Los valores dem1 son dados en unidades deM Jup .

m2=m1 no-resonantes � i -librador ACR
3/1 N = 200 0 % 2 % 98 %

N = 100 0 % 12 % 88 %
1/1 m1 = 1 9 % 21 % 70 %

m1 = 2 2 % 2 % 96 %
1/3 m1 = 1 68 % 6 % 26 %

m1 = 3 23 % 1 % 76 %

parece posible esperar resultados similares, particularmente debido a que las ACR asimétricas están
involucradas en ambos casos. Esto puede ser una posible explicación de por que los sucesivos ajustes
orbitales de los planetas de55Cncalternativamente producen movimiento resonante y no-resonante,
mientras que la misma incerteza no está presente para exosistemas con otras relaciones de masa. Otro
ejemplo es dado por el sistema HD37124 con dos planetas en la vecindad de la MMR 2/1. A pesar
que el mejor ajuste orbital indicam2=m1 ' 1:2 y una ACR asimétrica (Baluev 2008), existen otras
soluciones que ponen los cuerpos fuera de la conmensurabilidad (Vogt et al. 2005).

Figura 5.21: Distribución de excentricidades planetarias obtenidas de los mejores ajustes orbitales de conjuntos
orbitales sintéticos, comparados con las familias de ACR.Los códigos de color identi�can distintas razones de
masas. Negro :m2=m1 = 3 =1, rojo : m2=m1 = 1 =1 y azul :m2=m1 = 1 =3. (a): Todas las masas planetarias
internas son iguales a1M Jup . (b): masas planetarias internas aumentadas:m1 = 2 M Jup param2=m1 = 1 =1 y
m1 = 3 M Jup param2=m1 = 1 =3.

La Figura 5.21 compara la distribución de las excentricidades encontradas param2=m1 = 3=1
(c�́rculos negros adentro),m2=m1 = 1=1 (rojo) ym2=m1 = 1=3 (azul). Solo aquellos ajustes orbitales
que producen ACR estables fueron incluidos. Las curvas de color corresponden a soluciones ACR de
amplitud cero para cada razón de masas. El grá�co de la izquierda fue dibujado utilizandom1 = M Jup

en los tres casos. Para el de la derecha usamos los valores incrementados de masam1 dados en la
leyenda de la �gura.

Param2=m1 = 1=3 notamos que la mayor�́a de las soluciones se encuentran relativamente cerca
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a la familia de ACR estables, sin embargo es importante recordar que estos corresponden a menos de
la mitad de los datos ajustes totales. Una tendencia similares observada param2=m1 = 3=1, excepto
que ahora todos los ajustes orbitales fueron dibujados. Sinembargo, en el caso de masas iguales
m2=m1 = 1=1, no hay correlación aparente entre la distribución de excentricidades y las familias
de ACR. As�́, aparentemente para razones de masas mayores, hay una probabilidad más grande que
incluso ajustes orbitales no tan buenos se encuentren próximos a con�guraciones ACR estables. Para
razones de masas cercanas a la unidad, incluso para pequeñas desviaciones estándar pueden producir
grandes amplitudes de libración o movimiento inestable. Incluso con masa planetaria incrementadas,
es decir mejores ajustes orbitales, la misma correlación es observada. De hecho, la gran razón S/N de
los datos de la velocidad radial mantiene una dispersión similar ene2, sin embargo la estimación del
valor dee1 es más precisa.



Caṕ�tulo 6

Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos desarrollado una estrategia general de búsqueda de soluciones, en
problemas de minimización altamente no lineales, en una amplia variedad de situaciones relacionadas
con la detección de planetas a partir de datos de RV. La combinación de métodos no-determin�́sticos y
evolutivos ha sido muy satisfactoria. Se determinó que unarutina que contengaAlgoritmos Geńeticos
+ Simplex+ Annealing(en ese orden) es una herramienta óptima y efectiva para calcular residuos y
ubicar los m�́nimos en las soluciones para detectar exoplanetas con Velocidad Radial.

Alternativamente, se emplearon varias herramientas para obtener errores y correlaciones alrede-
dor de los mejores ajustes. Tanto lasCadenas Markov MonteCarlocomo la generación de muestras
sintéticas conResampling, son útiles para conocer el comportamiento de la función residuo y buscar
los valores dentro de laregión de con�anzaque sean dinámicamente estables y compatibles con las
observaciones disponibles. El método jackknife brinda información acerca de la estabilidad estad�́stica
y permite estimar como un único dato puede cambiar los valores en los parámetros del mejor ajuste.
Además sabremos cuanto podemos esperar que var�́en los elementos planetarios con nuevas obser-
vaciones. También se trabajó con la incompletitud del modelado en las observaciones, tratando de
mejorarlo adicionando un nuevo cuerpo al modelo del sistema. Los análisis sobre la forma de la fun-
ción residuo en distintos planos, desarrollados enregión de con�anza, mostraron ser útiles a la hora
de identi�car la existencia de varios m�́nimos con casi el mismo valor de residuo.

En particular en el caso de HD82943, la con�guración con m�́nimo wrmsproduce inestabilidad
dinámica. Sin embargo las soluciones estables pueden encontrarse en la vecindad, todas compatibles
con co-rotaciones apsidales (ACR) en las cuales los cuerpostienen ambos ángulos, el resonante y
la diferencia de longitud de pericentros, librando alrededor de cero. La importancia relativa de cada
m�́nimo var�́a con el número de observacionesN , favoreciendo con�guraciones estables o inestables.
Sobre el �nal de esta exposición demostramos la di�cultad de establecer la con�guración resonante
basados en los procesos de detección de RV.

Existe una evidencia intrigante en la posibilidad de existencia de un tercer planeta para el sistema
HD82943, con aproximadamente la mitad de la masa de Júpitery per�́odo orbital de� 900. Las
consideraciones de estabilidad, compatibles con migraci´on planetaria, apuntan a que los cuerpos se
pueden encontrar en una resonancia de Laplace, donde los tres planetas se encuentran en sucesivas
MMR 2/1 y ACRs dobles asimétricas. Sin embargo, en este sistema, las observaciones cubren solo
dos veces el per�́odo orbital del tercer planeta exterior hipotético; consecuentemente es posible que
nuevas observaciones con�rmen este resultado.

153
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Por otro lado, analizamos el ĺ�mite de detectabilidad de dos planetas en la vecindad de la resonan-
cia de movimientos medios 2/1, como función del número de datosN y desviación estándar� de los
valores deVr . Para valores de� y N comparables a los exosistemas reales, encontramos una tendencia
importante a detectar sistemas conm2=m1 � 1. Los planetas con razones de masa mucho mayores o
menores que la unidad son más dif�́ciles de separar a partirde los datos Doppler. Esto no solamente
ayuda a explicar la falta de sistemas con razones de masa distintas a la unidad, sino que también indica
que el número de sistema resonantes en existencia puede seractualmente mayor que los catalogados.
Se mejoró la teor�́a de detección de uno y dos planetas y se lograron establecer ĺ�mites de con�anza
para las detecciones.

También se analizó la dispersión en las masas y elementosorbitales de los exosistemas detecta-
dos. A pesar que para razones de masa grandes la mayor�́a de los datos sintéticos efectivamente son
detectados en sistemas resonantes, para valores bajos dem2=m1 una gran proporción de ajustes orbi-
tales no son detectados dentro de la resonancia y erróneamente son indicados como con�guraciones
no resonantes. Inclusive dentro del subgrupo de órbitas resonantes, notamos una gran dispersión en
los valores estimados de la excentricidad del planeta exterior y la media de la distribución es siempre
mayor que el valor nominal dee2. Esto está de acuerdo con varios sistemas reales en la MMR 2/1,
particularmente HD82943. Más aún, las soluciones nominales corresponden a pequeñas amplitudes
de libración alrededor de las ACR, mientras que existe una tendencia a estimar grandes amplitudes de
oscilación que incluso comprometen la estabilidad dinámica en tiempos de escala largos.

Esto presenta una posible explicación a la pregunta de por que, con la excepción de los cuerpos
del sistema resonante GJ876, todos los otros sistemas resonantes tienen ajustes orbitales compatibles
con grandes amplitudes de oscilación. A pesar que trabajosrecientes de Sándor et al. (2007) y Crida
et al. (2008) proponen que las grandes amplitudes de libración pueden ser causadas por procesos
dinámicos en el pasado (e.g. scattering planetarios o dispersión de disco), los resultados presentes
indican que esta caracter�́stica observacional puede no ser real, sino una simple consecuencia de tratar
con pequeños conjuntos de datos con grandes incertezas en los valores deVr .

Para sistemas multiplanetarios es importante recalcar quela precisión numérica absoluta de los
elementos orbitales no es en s�́ misma el único dato a considerar, tanto como la diversidad en el com-
portamiento dinámico dentro de la región de incerteza. Enotras palabras, si los dos planetas no son
resonantes (con bajas excentricidades), incluso cambios signi�cativos en los elementos orbitales no
necesariamente producirán diferentes tipos de movimiento. Inversamente si los planetas se encuentran
en una resonancia MMR y (preferiblemente) tienen excentricidades altas a moderadas, inclusive pe-
queños cambios en los elementos orbitales pueden signi�car la diferencia entre movimiento estable e
inestables.

Hemos recalcado var�́as veces que se debe tener precauciónen el uso de las soluciones estables de
los sistemas exoplanetarios resonantes como evidencia a favor (o en su contra) de distintos mecanis-
mos de formación. En particular HD82943 puede ser un caso extremo y sirve como ejemplo de cuan
dependientes son los ajustes orbitales con los datos observacionales (Sección 3.4). Para este sistema
en particular es dif�́cil estipular con un grado de certeza cuales son los verdaderos elementos orbitales
o masas m�́nimas. Más aún, las nuevas observaciones pueden producir inclusive cambios signi�cati-
vos en las con�guraciones, pero muy probablemente dentro delas regiones establecidas por métodos
MonteCarlo expuestos en esta tesis.

Este trabajo resume la investigación desarrollada durante el doctorado y brinda herramientas
numéricas, as�́ como experiencias con métodos de minimización no determin�́sticos, en espacios mul-
tiparamétricos. Sin dudas muchas de las incertezas comentadas en un principio, comienzan a ser acota-
das con la combinación de técnicas de detección. A lo largo de estos años de investigación hemos visto
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cómo las técnicas avanzan y continúan mejorando, teniendo una evolución incesante. Los sistemas de-
tectados son cada vez más complejos y más variados. En particular existen esfuerzos marcados para
utilizar combinación de datos de tránsitos y velocidad radial. Afortunadamente el desarrollo expuesto
continúa siendo útil con otras técnicas de detección (comotránsitos) y además abre posibilidades para
un sin �n de aplicaciones futuras.
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