Ajustes orbitales y dinamica de sistemas
planetarios extrasolares

Cristian Andés Giuppone

Presentado ante la Facultad de Maiéina, Astronoria y Hsica
como parte de los requerimientos para obtendtidbtde
Doctor en Astronona de la

Universidad Nacional de @doba

Febrero, 2011
(© Famaf - UNC, 2011

Director: Dr. Cristan Beau@



Agradecimientos

Sin dudas la finalizaciobn de esta estapa de mi vida es comsgiaude un sin nimero de
factores. La astronomia es también sin dudas una paarammi, algo que hago con mucho
carino y perseverancia. He disfrutado mucho de esta etapacharrera, en perspectiva, tanto
de los triunfos como de las frustraciones. Es una etapa tulacual ademas de formarme
como investigador, se ha moldeado parte de mi caractero@amsona estoy seguro que no
hubiera llegado a esta meta sin tantas personas que meandeaontuvieron en diversas
ocasiones, a ellos quisiera especialmente agradecerles.

A mis padres por el apoyo brindado, incondicionales mamapamue desde aquellos
primeros afios en Coérdoba entendieron que mi estudio esaacion; también a mis herma-
nos Ale y Leo porque estan en esos momentos que se necesitan.

Sin dudas mi director Cristian Beaugé por recibirme peabdjar con &l y porque supo
darme ese apoyo que necesitaba, cuando mas lo necesitéiba.gdgién me brindd un en-
torno cobmodo de trabajo donde me senti y siento libre d& eshvestigar.

En mi entorno mas intimo, las personas que han estado goresios afos en todo mo-
mento Franco y Yamis (G y Y), por que ellos me demostraron [mitante de tener buenos
amigos.

A mi grupo de trabajo, principalmente aquellos con los qas tiempo he compartido y
deliberado: Jorge y Martin y a todos los integrantes delétha

Al grupo deDinamica de Sistemas Plaigeios e Meénica Celestelel IAG en Sao Paulo,
especialmente los profesores Sylvio y Tatiana porque gamgarticiparon activamente en mi
proceso de formacion y a Adrian y Marcos con los cuales estimpos muchos momentos
amenos y de discusion en nuestro trabajo. Esta interafuéorealizada en gran parte gracias
a la financiacion con un convenio SECYT-CAPES.

Al Observatorio/Famaf que me brind6é un espacio y un lugaddalesarrollar mi carrera
y finalmente a CONICET por que financio mi investigacion.

..atodos....MUCHAS GRACIAS!!!



RESUMEN

La determinacion de parametros orbitales de sistemgdaxetarios a partir de datos de
velocidad radial es un proceso complejo. Mientras que llosgros candidatos a exoplanetas
eran rutinariamente observados durante varios periades de ser publicados, en la actua-
lidad los candidatos planetarios son publicados inclusmda las observaciones cubren tan
solo un periodo.

Un requisito fundamental para cualquier estudio dinaragta disponibilidad de valores
confiables para las masas y parametros orbitales. Debide engchas veces los resultados
de los ajustes orbitales son muy sensibles al método nconglo conjunto de datos, pre-
cisamos una estrategia que pueda identificar los extrernbslgk de la funcion residual y
debemos estimar de alguna forma los niveles de confianzasgratametros determinados.
Las caracteristicas altamente no-lineales de las equeginvolucradas impiden asumir erro-
res Gaussianos en sus parametros. Es por ello que lasderemestandar que se encuentran
en publicaciones, generalmente muestran valores sulaekisnlLa ausencia de una solucion
orbital confiable ha dado origen a estudios dinamicos rneagmles, que no se restringen
s6lo al analisis de una Gnica condicion inicial.

El presente trabajo explica y desarrolla estrategias dgueda de minimos globales para
funciones no-lineales como asi también las estrategiadluacion de errores. Particular-
mente centramos nuestra atencion en el sistema HD82948parnzones: primero porque
esta demostrado que los mejores ajustes orbitales deist&ma muestran un comporta-
miento dinamicamente inestable, implicando que no esist@mse con la configuracion real
de los planetas; segundo, porque ya fue estudiado por \&artoses proveyendo una buena
base con la cual comparar nuestros resultados.

Finalmente en la Gltima parte del presente trabajo, alnoodda generacion de datos
sintéticos para planetas que se encuentran en resondeaiagvimientos medios. Nuestros
resultados permiten explicar algunas de las posiblestegisticas en la distribucion de ele-
mentos orbitales, que indican tendencias a sobreestim@amp&ros como excentricidades y
amplitudes de oscilacion de los angulos resonantes.

La metodologia desarrollada fue aplicada a otros sistptaastarios y a otras técnicas de
deteccion. El presente trabajo abrid muchas posibiédaie investigacion que se encuentran
en curso actualmente, como la determinacion de paragefioetarios en sistemas estelares
binarios, analisis de deteccion para planetas en rest@nde movimientos medios 1:1 y
analisis de las variaciones entre los tiempos conseautigdransitos de un planeta, debido a
la presencia un compaiero no identificado.

Palabras Clave Planetas extrasolares. Deteccion. Dinamica. Algargigenéticos. Minimi-
zacion multiparamétrica no-lineal.

Clasificaciones:

97.82.-jExtrasolar planetary systems.

97.82.CpPhotometric and spectroscopic detection

95.75.-z0Observation and data reduction techniques; computer nmgdehd simulation
02.50.Ng.Monte Carlo methods in probability theory and statistics

02.60.-x.Numerical methods (mathematics)



ABSTRACT

The determination of mass and orbital parameters for erepday systems from radial
velocity data is a complex process. While early planet aiatéis were routinely observed for
multiple periods before publication, recently the plarstdidates have been published when
observations span only a single orbital period.

A fundamental requirement for any dynamical study is thelabaity of reliable values
for these parameters. Since the outcome of orbital fits arallysvery sensitive to numerical
method and/or the data set, we need a strategy that canfydigretiglobal extreme for resi-
dual function and estimate the levels of confidence in tha@ainbarameter space. The highly
nonlinear character of the equations, prevent the usuahgsson of a Gaussian distribution
of errors. This is why the standard deviations found in mations generally show unde-
restimated values. The absence of a reliable orbital swidtas given rise to more general
dynamical studies, which are not restricted to the anabyfsassingle initial condition.

This work explains and develops strategies for finding dlobaima for non-linear func-
tions as well as assessment strategies for errors evalgdtiothese problems. In particular
we focus on the system HD82943 for two reasons: first becaissshiown that best fits in the
system systematically correspond to dynamically unstaditeavior, implying that is not con-
sistent with the actual configuration of the planets. Secbadause it was previously studied
by several authors providing a good base from which to compar results.

Finally in the last part of this work, we address the generatif synthetic data for pla-
nets that are in mean-motion resonance. Our results exptare of the possible features
in the distribution of orbital elements that show trends verestimate parameters such as
eccentricities and amplitudes of oscillation of the resameagles.

The tools developed throughout this work were applied t@iogianetary systems and
other detection techniques. This work has opened many lplisss for research that are
currently under way, such as the determination of plangtarameters in tight binary ste-
llar systems, analysis of detection of planets in 1/1 meatian@esonance and analysis of
changes between consecutive transit times of a planetpdbe presence of an unidentified
companion.
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Capitulo 1

Introduccion

La pregunta acerca de la existencia de otros mundos ha gutesknte en la historia de
la humanidad por milenios, pero solo la evidencia ciargtifeciente pudo confirmar lo que
muchos otros han anticipado: los planetas existen y sonmesfuera del Sistema Solar. El
primer descubrimiento de otro sistema planetario fue e@ 68 la deteccion de dos planetas
tipo terrestre (siendo sus masas de 28y 3.4 M) orbitando el pulsar PSR 1257+12. Sin
embargo, este hallazgo no recibid toda la atencion qu@déghaber esperado, probable-
mente debido al hecho de que estos dos planetas orbitanstnalle&emuerta” muy diferente
al Sol y poseen menos probabilidad de albergar vida en sodesti

Recién cuando Michel Mayor y Didier Queloz (1995) descerom el primer planeta
extrasolar orbitando una estrella de secuencia prin@paiundo abrio los ojos a este nuevo
hito histérico. Desde entonces se han sucedido en ritnmmecrte los descubrimientos de
nuevos planetas y hasta abril de 2010 se han detectado 836asgplanetarios que contienen
un total de 453 cuerpos planetarios, con cuarenta y cintens#s que contienen mas de un
planeta. El catalogo actual de planetas extrasolaresweiaado en forma continua e incluye
una inmensa cantidad de sistemas que poseen las mas saréadeteristicas orbitales. Mas
alla de los esfuerzos en la bUsqueda de planetas del tatea@stre en la actualidad, los
datos observacionales en sistemas multiples tienendagitines importantes para modelos
de formacion planetaria, proveyendo indicios importaaigerca del rol que tienen diferentes
mecanismos asi como su evolucion dinamica.

Sin dudas es necesario el conocimiento de las técnicasogitaljpan dar las caracteristi-
cas del movimiento de estos nuevos mundos. Como es de esstear técnicas de obser-
vacion astronbmica tienen asociadas errores y limiteasSoEs objetivo del presente capitulo
describir tales técnicas y repasar cuales son las cdsditias planetarias que podemos ob-
tener con ellas. Mas adelante nos dedicaremos al anddidas datos y a extraer la maxima
cantidad de informacion disponible en los mismos.
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1.1. Descubrimientos de exoplanetas

Las especulaciones de planetas orbitando otras estrat@s de, al menos, principios del
siglo XVIII. En el articuloGeneral Scholiumpublicado en 1713, Isaac Newton razotha:
si las estrellas estrellas fijas son los centros de otrogsisis parecidos, estos se formarony
estin sujetos al dominio de sus estrelldb”

Aseveraciones acerca de la deteccion de exoplanetasakdtsiglo XIX. Una de las pri-
meros involucra a la estrella binai@@ Ophiuchi En 1855 el Capitan Jacob, trabajando para
el Observatorio de Madras, reportdo que las anomaliasatebihacian “altamente probable”
que exista un cuerpo planetario en este sistema. Mas Beeg1896) de la Universidad de
Chicago, afirmb6 que las anomalias orbitales probabandteexia de un cuerpo oscuro en el
sistema d&0 Ophiuchicon periodo de 36 afios alrededor de una de las estrellangiargo
Ray Moulton seguidamente publico un trabajo probando igheodsistema de 3 cuerpos con
aquellos parametros orbitales seria altamente ines{&blerril, 1999). Durante 1950-1960
Van de Kamp hizo una prominente serie de anuncios de dete@sta vez para planetas or-
bitando la estrell8arnard Mas tarde se corrobord que estos reportes inicialesseraneos.
Recientemente Bailes et al. (1991) anunciaron descubnrameta en orbita alrededor del
pulsar PSR 1829-10, usando variaciones en el tiempo estpaleos. El anuncio recibio una
atencion inusitada, pero pronto el equipo de trabajo seatét(Lyne y Bailes, 1992).

El primer descubrimiento confirmado fue realizado en 1988bgrupo de astrbonomos
canadienses Campbell, Walker y Yang. Sus observacionesloedad radial sugerian que
un planeta orbitaba la estrel@amma Cephelos descubridores se mantuvieron cautelosos
acerca del anunciar una deteccpanetaria real y un escepticismo generalizado persistio en
la comunidad astronémica por varios afos. Esto fue fuetdéimente debido a que las ob-
servaciones estaban en el limite de las capacidadesnresitales de la época. Otra fuente
de confusion fue que algunos posibles planetas podrratedgecho enanas marrones, obje-
tos intermedios entre los planetas y las estrellas. Substesitrabajos de Lawton y Wright
(1989) y Walker et al. (1992) trataron de esclarecer la situredel sistema. Sin embargo, se
debib esperar hasta 2003, donde el grupo de Hatzes confirex@stencia de un planeta, con
las técnicas mejoradas de velocidad radial.

A principios de la década del 90 los radio-astronomos Yéaign y Frail (1992) anuncia-
ron el descubrimiento de planetas alrededor del pulsar RSR+12. El descubrimiento fue
rapidamente confirmado y es generalmente consideradonampconfirmacion definitiva de
exoplanetas. Se cree que estos planetas alrededor del ggifeamaron de remanentes inu-
suales de la supernova que produjo el pulsar, en una segiapdede formacion planetaria, o
incluso podrian ser los remanentes rocosos de planetastgggaseosos que sobrevivieron
a la explosion de la supernova y luego cayeron en espiréd bBas oOrbitas actuales.

El 6 de octubre de 1995 los astronomos del Observatorio deb@, Didier Queloz y
Michael Mayor, anunciaron la primer deteccion definitieauha exoplaneta orbitando una
estrella de secuencia principall Pegasiinaugurando la era moderna del descubrimiento
de exoplanetas. Los avances tecnologicos, mas notablks éécnicas de alta resolucion

Lel texto original puede ser consultado en:
http://en.wikisource.org/wiki/Th#athematicalPrinciplesof_NaturalPhilosophy(1729)/GeneraScholium.
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Figura 1.1: Histograma de detecciones anuales de exopkanasta abril del 2010. En el afio en curso se estima
un total de 120 planetas a descubrir (ver texto para mabkajeta

espectroscopica, abrieron el camino hacia una gran eahtie nuevos descubrimientos.

Si bien las técnicas espectroscopicas dominaron losudgstentos en los Gltimos 15
anos, durante los Gltimos 4 afos se han mejorado lagctescde deteccion por transito y
se esperan aln mas decubrimientos una vez procesadadede las misiones espaciales
Corot y Kepler.

Al 14 de abril de 2010 se conocen 379 sistemas planetariakizenido 446 planetas y
con 45 de esos sistemas planetarios con mas de un cuergedarede la estrella central.
Estos nimeros se incrementan continuamente y la Figulfpriliestra la cantidad de descu-
brimientos por afio desde las primeras detecciones. Losasoéstan asociados a las técnicas
utilizadas, donde vemos que el azul (para velocidad radsampliamente dominante con
casi un 894 del catalogo, seguido por el verde (para transitos) sgmtando casi un 10 de
la muestra. Las otras técnicas como variaciones de tiempaidar (5 planetas, en violeta),
deteccion por imagen directa (11 planetas, en marron)cyabeinte gravitacional (9 plane-
tas, en naranja) tienen representacion despreciable &rtualidad dos paginas de internet
mantienen actualizado el catalogo de exoplanetas, twidsts por recompilaciones de datos
generales:

= www.exoplanet.eua cargo de Jean Schneider del Observatorio de Paris.

= www.exoplanets.orgactualizada por Jason Wright, Geoff Marcy y el consorcio del
California Planet Survey

Mas alla de que el numero total de exoplanetas no coiranitie ellas, cabe destacar que si
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Figura 1.2: Histogramas de excentricidades de los exofaarsegin datos de los 2 catalogos mencionados.
Solo se tomaron exoplanetas detectados con Velocidadial&a EIl primer bin del grafico de la izquierda
muestra la mayor diferencia apreciable entre ambos ¢pitdlgrealizado el 14/4/2010).

se comparan los parametros orbitales entre ambas fuedstsnediferencias significativas;

por lo tanto cuando se utilicen parametros para realizadestica se deben reconfirmar las
fuentes de los datos. A modo de ejemplo mostramos en la Hig8rkos histogramas de

todos los planetas detectados con técnica de velocid#l edd.4 de abril de 2010. Existe

una diferencia apreciable en el primer bin del histogramantras que en el grafico de la
izquierda aparentemente no existen exoplanetas con exgdgdes desde O hasta 0.1, en
el histograma de la derecha se encuentran unos 75 exoatestao del mismo rango de

excentricidadés

1.2. ¢Que es un exoplaneta?

Desde los primeros descubrimientos de planetas alrededutrak estrellas se planteo la
necesidad de definir mas precisamente que es un planetad8a gefinir basicamente un
exoplaneta como un planeta orbitando a una estrella disti@tnuestro Sol. Por lo tanto
primero debemos definir que es una estrella.

Tradicionalmente se definia una estrella como: un objepazale realizar fusion de
hidrogeno en su interior. Sin embargo estrellas denoramedlanas marronesiempre de-
safiaron esta distincion: demasiado pequeias para soseiusion del hidrogeno, aunque
tienen la habilidad de fusionar el deuterio. No obstantédidednla escasez de tal is6topo, este
proceso perdura solo una infima parte de la vida de la lestoelos 100 millones de afos) y
por lo tanto cuando son descubiertas han cesado dichanfimiého tiempo antes. La masa
minima de las enanas marrones es unas 13 masas de Jlifjitg); para objetos de metali-
cidad solar. Spiegel et al. (2010) mostraron, medianteliaadion una variedad de modelos
de objetos subestelares, que este limite puede variae desdl 1/, hastal61/;,,, depen-

2Dicha discrepancia fue personalmente discutida con J.Agigien no supo explicar su origen.
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diendo de su metalicidad. Debido a que muol@@nas marronegrbitan otras estrellas y a
gue no producen reacciones nucleares al momento de deted&berian ser descritas como
planetas segun la definicion del primer parrafo.

Recientemente, se encontraron objetos en cimulos estgtarenes que tienen masas
menores que las requeridas para sostener cualquier tipeadei@n. Ellos parecefiotar
libres en el medidntra-c Umulo, debido a que no estan ligados gravitacionalmente a otros
miembros del mismo. Estos objetos han sido denominadosétaa flotantes libres”, porque
segln algunas hip6tesis de su formacion pueden haberegettados del sistema estelar
donde se formaron (Boss et al. 2003). Sin embargo, otraifidaibes que su formacion sea
causada por un auto-colapso a partir de una nube primowilatorth y Zinnecker, 2004).

Debido a estas ambigiiedades, en 2003, la IAU (Union Aétreca Internacional) defi-
nid en su grupo de planetas extrasolaW&ESRH lo siguiente:

En lugar de tratar de construir una definicion detalladawdeeas un planeta, de-
signado a cubrir todas las posibilidades futuras, el WGESIPda restringirse
a si mismo en desarrollar una definicion aplicable a lossasdamados como
una deteccion, es decir: los relevamientos de velociddidlrpara compareros
de estrellas tipo solar (en su mayoria) y los relevamiedéosnagen directas
paraobjetos flotantes libreen cimulos de estrellas jovenes. A medida que se
hagan nuevos descubrimientos en el futuro, el WGESP va ardafsméritos
individuales y circunstancias y tratara de ajustar los/asi®@bjetos en la defini-
cion de “planeta”, revisandola cuanto sea necesari@ &stin enfoque gradual
de una definicibn que evoluciona, guiada por las obsermasique son las que
definen todo finalmente. Enfatizando que es sb6lo una défimag trabajo, sujeta
a cambios a medida que se aprenda mas sobre el censo denevospd€ baja
masa, se acordaron las siguientes afirmaciones:

= Los objetos con masas reales abajo del limite de masa [sba termonu-
clear del deuterio (actualmente calculado en\4;3, para objetos de meta-
licidad solar), que orbiten estrellas o remanentes dellestionplanetas
sin importar como se hayan formado. La masa/tamafio naingguerida
para un objeto extrasolar para ser considerado un planie¢esée la misma
gue la usada en nuestro Sistema Solar.

= Los objetos subestelares con masas superiores al limiteadas para la
fusion termonuclear del deuterio senanas marronesin importar como
se formen o donde se localicen.

= Los objetos flotantes libreen cimulos estelares jovenes, con masas infe-
riores al limite de fusion termonuclear del deutar@mson planetas sino
sub-enanas marronescualquier nombre que sea mas apropiado (en algu-
nos trabajos recientes se denomip&nemos

Al momento, 7 aflos después de la escueta definicion dajdrato se ha avanzado sobre el
tema y parece ser suficiente dicha definicion. Por momeatosaka minima esta lejos del
alcance de las capacidades actuales de deteccion, rsigogda masa maxima parece ser un
buen punto de partida para definiciones futuras.
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1.3. Tecnicas de detecoin de exoplanetas

Si bien de forma tedrica hay desarrolladas varias tésmeadeteccion, practicamente el
95 % de los exoplanetas detectados son por técnicas ded&doRadial y Transitos (unos
440). Mientras tanto Imagen Directal], Microlente GravitacionalNlicrolensing 9) y Va-
riacion en el tiempo de pulsaciones del pulsar (Pulsar fignd) representan solo el 5%.
Existen otras técnicas como Astrometria, que aun noyzerd descubrimientos, pues las li-
mitaciones tecnologicas no lo permiten. Cada una de Gsd#@s tiene sus puntos fuertes y
débiles pero por el momento basta con decir que ningun&tepor si sola brinda la informa-
cion total deseada y la combinacion de varias es necgsagestudiar distintos aspectos de
los planetas extrasolares y sistemas exoplanetariositéanen breve repaso por las técnicas
haciendo especial hincapié en Velocidad Radial y Traaglebido a su importancia.

1.3.1. Astrometia

Este método consiste en medir precisamente la posicitaeaidrella en el cielo y medir
como la misma cambia en el tiempo. Si la estrella posee uefalala interaccion gravitatoria
causara que la estrella se mueva alrededor del centro dedrehsistema. Debido a que la
estrella es mucho mas masiva que el planeta, frecuenteraecentro de masa se encuentra
dentro del radio de la estrella. Si bien la técnica asttdozees la mas antigua de las desa-
rrolladas para buscar exoplanetas y se hizo popular detsd@gito en caracterizar estrellas
binarias astrométricas, ninguno de los anuncios sohéeaiescrutinio de otros astronomos.
Desafortunadamente los cambios en la posicion esteldasqgrequeios y las distorsiones at-
mosféricas como los errores sistematicos tan grandelgtielescopios en tierra no pueden
producir mediciones lo suficientemente precisas. En 20@@escopio espacial Hubble, uti-
lizb posiciones astrométricas para caracterizar ungtéapreviamente descubierto alrededor
de la estrell&Gliese 876

Una de los principales potenciales de la técnica es su jaeatser mas sensible en la
deteccion de planetas con Orbitas mas alejadas, ltid@&oomplementaria a otros métodos.
Sin embargo se requieren tiempos de observacion largaib(pmente décadas) para que
puedan ser detectados y completar observaciones de wa@eEn contraposicion debido a
las limitaciones en la calidad de las observaciones séled&rellas mas cercanas (20-25 pc)
son factibles de ser observadas con esta técnica desdeia. Ti

La Figura 1.8 muestra el desplazamiento del Sol debido atef#el movimiento pla-
netario (de Jupiter y Saturno principalmente), visto a diséancia de 10 pc; esta figura se
denomina “wobble” de la estrella. La amplitud de este desplaento es de 500 microsegun-
dos de arcorfiag. El desplazamiento debido a la Tierra presentaria unditaichple 0.3mas
a la misma distancia. En la misma figura, a la derecha se @bséwobble deHD 33636
siendo esta una de las mejores determinaciones astroasetjie se poseen, utilizando el
Telescopio Espacial Hubble. Se observa que el movimienttrtiglo es aproximadamente
un orden de magnitud mayor que el producido a nuestro pragio S

Cada observacion de la estrella debe proporcionar coaddarcelestes( ), pero en la
imagen CCD poseen coordenadas estandaresdque se encuentran en el plano tangente a la
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Figura 1.3: Izquierda: Movimiento astrométrico del cergolar (wobble) alrededor del baricentro del Sistema
Solar debido a todos los planetas en un periodo de 50 a@sde dina distancia de 30 afios luz (Jones, 2008). El
circulo a trazos muestra el movimiento del Sol sblo debiddpiter. El tamafio del disco del Sol es mostrado
en la esquina superior derecha para comparacion. Deneobaie deHD 33636 una estrella central de/,

a 28.7 pc de distancia, se deduce la presencia de un cuemonadisubestelar de 14¥;,,,,, que queda fuera

de las definiciones de planeta. Reproducido de Bean et ar(200

esfera celeste (ver, Kovalevsky, 1995). La relacion egltsesstema de coordenadas estandares

(&,7m) y el sistema de coordenadas instrumentales medidag puede ser establecida en
forma polindbmica (Bean et al. 2010) segun:

7' =z 4+ LC,(MB-MV) — X F,,

y =y+ LC,(MB-MV) — XF,,
¢ = A’ + By + C — Pom — i, At — ORBIT,, (1.1)
n=—Bx' + Ay + F — Psm — usAt — ORBIT;

donde (MB-MV) es el color fotométrico, LCx y LCy son corrémees laterales de color;
XFx y XFy son correcciones cruzadas de los filtros; A y B sondssalas de la placa y
parametros de rotacion, mientras que C y F son corrimégptoy 15 son las componentes
de los movimientos propios\t es la diferencia de tiempo a la época mediay Ps son los
factores componentes del paralajey finalmente ORBIT, y ORBITs son las componentes
astromeétricas de la oOrbita perturbadora. La orbiteoasétrica ORBIT, s es funcion de los
parametros orbitales periodt tiempo de pasaje por el pericentgpexcentricidad, semieje
mayora, posicion del nodo ascenderteinclinacion: y argumento del pericentro.

La semiamplitud del wobble que describe una estrella de thasaa una distancia del
observadoiD, puede calcularse como:

@ =300(57) (37) () (5 e 2

donde la perturbacion es producida por un planeta de mgsarbitando a una distancia
de su estrella. Esta formula posee el estandar de coniaraa planeta tipo terrestre que
orbita a una estrella de masa solar, con su orbita a 1 UA,gandbse a una distancia de 10
pc del observador.
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En 2009 se propuso la existencia del planeta VB 10b de ma&#/;,,, orbitando alre-
dedor de la estrella enana roja VB 10 (Pravdo y Shaklan, 28d®embargo, las determina-
ciones actuales corelocidad radialhan descartado la existencia de algtn planeta alrededor
de esta estrella (Bean et al. 2010).

1.3.2. Imagen Directa

Los planetas son una fuente de luz extremadamente débgarawha con las estrellas y
tienden a perderse dentro del resplandor de la estrellanpitarg siendo extremadamente
dificil su deteccion directa.

Los telescopios pueden detectar imagenes de exoplankiansircunstancias excepcio-
nales, cuando el planeta es especialmente grande (maydapiber), ampliamente separado
de su estrella y/o suficientemente caliente para emitiaca@h infrarroja.

La evolucion global de planetas aislados es caracterjzadsu enfriamiento secular, que
reduce su luminosidad en tres o cuatro 6rdenes de magni&ndio tienen edades entre Myrs
y pocos Gyrs (e.g., Burrows et al. 1997). La luminosidadlastetrasa el enfriamiento, y
afade una componente de luz reflejada a la emision térista crea una dicotomia en las
estrategias de deteccion preferidas: los planetas ggvean mas facilmente detectables a
travées de su emision térmica en longitudes de ondan; mientras, planetas viejos y frios
a varias UA (es decir, analogos a Jupiter) pueden probedite ser observados reflejando la
luz de su estrella en longitudes de onda visibles. El brélgigantes gaseosos frios puede ser
estimado relativamente facil escalando con Jupiterp cwgmisferio iluminado e8 x 10~
menos brillante que el Sol en longitudes de onda visibles separaciones angulares de los
planetas extrasolares de sus estrellas son casi siemgreEsto significa que, en unaimagen,
se encuentran dentro del limite de seeing de observattggme tierra. Este seeing puede ser
reducido, pero nunca completamente eliminado, con 6ptiegtativa. La Figulda_1.4 resume
las separaciones angulares que se deben medir para delistitdaos tipos de exoplanetas
(rocosos, gaseosos, etc) en funcionateitraste (es decir la razon de brillo entre la estrella
y el planeta que la orbita).

Uno de los principales inconvenientes de este método esoguescubrimientos solo
cuentan con un par de observaciones poco separadas temg@atie| por lo tanto es dificil
confirmar la 6rbita y solo se obtiene la distanoszuladora que puede o no ser cercana al
semieje de la orbita.

Sumado a ello, las distancias que nos separan de las estied@rvadas no son conocidas
con absoluta precisiéﬁ por lo tanto las distancias del planeta a la estrella tamtimen
bastante incertidumbre. Conocida la distancia a la esttelh parsecs y medida la separacion
angular de la estrella al planeta en segundos de arco, smelii distancia instantanea del
planeta a la estrelld en unidades astronémicas segun:

AJUA] = dlpG- [ (13)

3Los errores en las distancias a las estrellas mas cercamasmscen por paralajes y las determinaciones
mas precisas provienen de las mediciones de Hipparcoss @ungores estan estimados en el 10 %.
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Figura 1.4: Posibles planetas detectables en el plancastatvs separacion angular. La dificultad de deteccion
se incrementa desde arriba a la derecha (bajo contrasteseparacion) hacia la esquina inferior izquierda (alto
contraste - pequefia separacion). La posicion espemdraplanetas conocidos se indica basados en modelos
de sus atmosferas. Los analogos a la Tierra en zonas lalison mostrados en 10 pc y 100 pc de distancias,
para estrellas de distintos tipos espectrales. AdaptaQateenbach (2006).

En julio de 2004, un grupo de astronomos anunciaba el pra@scubrimiento de este tipo y
que se denomin@M1207h cuya estrella central es una enana marron, luego fue cado
y se estimo su distancia a la estrella en 30 UA (Chauvin @0814).

Por otro lado, la existencia de discos de “residuos” (denadovsdebris disk}alrededor
de estrellas, proveen un argumento contundente de la mistede objetos solidos en estos
sistemas. Esto, en si mismo, no provee informacion ackrda existencia de planetas, de-
bido a que en las Ultimas etapas de formacion los objetiidos pueden no formarlos. Sin
embargo es posible detectar exoplanetas indirectamensal fiafluencia en la morfologia de
los discos, como en el caso Bemalhaut(Kalas et al. 2005). Los planetas suficientemente
masivos abren un vacio en los discos, que pueden ser obbssrdgiectamente con imagen
o indirectamente analizando la distribucion espectratmlergia (SED). Si existe ausencia
de material en alguna region del disco, el flujo con el queosdribuye es menor y deberia
haber una disminucion en la SED. Un buen ejemplo de esto ed 9B donde existe un
disco prominente observado en longitudes de onda infeamejdia e infrarroja cercana, que
sugieren la interaccion con un planeta (Telesco et al. @0 embargo, en otros casos, las
observaciones del Telescopio Espacial Hubble probarofegiestructuras observadas como
anillos son en realidad espirales, que podrian deberderadciones con una binaria cercana
(particularmente el caso d#D14156%studiado en Clampin et al. 2003).

1.3.3. Pulsar Timing

Un pulsar es una estrella de neutrones: un pequeio y uisademanente de una estrella
gue explotd como una supernova. El pulsar emite ondas de eaduncono de luzmuy
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estrecho y posee un periodo de rotacion extremadameniareCuando el alineamiento con

el observador es favorable, se puede observar un efectdsite pimilar al que se observa con

un faro. Estos pulsos son muy precisos y estables en el tigmopt que es posible detectar

pequefas variaciones en su periodicidad. Si el pulsaepos@laneta, se movera alrededor
de su baricentro y la diferencia de tiempo entre pulsos pumddar los parametros de la

orbita (Wolszczan vy Frail, 1992).

Este método fue originalmente utilizado en el estudio dargs que contenian un pul-
sar, pero es tan sensible que es capaz de detectar planefas mas chicos que con otros
métodos, hasta centésimas de masas terrestres. Taeshé@paz de detectar interacciones
mutuas y perturbaciones entre varios miembros de un sigiamatario, revelando asi, mas
informacion acerca de los parametros orbitales. En 198Rs&nder Wolszczan y Dale Fralil
descubrieron dos planetas alrededor del pulsar PSR 12%6AlRasas de 3.4y 2, (ma-
sas terrestres). Su descubrimiento fue rapidamente g@udo, convirtiendolo en el primer
planeta detectado fuera de nuestro Sistema Solar.

Las observaciones del pulsar, son mediciones de los tienpasribo de los pulsos
(TOAs, del inglésTimes of Arriva). En el caso de un pulsar que forme parte de un siste-
ma binario, los TOAs exhiben variaciones peritdicas,Itastes del movimiento del pulsar
alrededor del centro de masa. Tales variaciones puedencsiiadas (Konacki et al. 2000)
con la férmula:

At =z [(cos E —e)sinw+ V1 — e?sin F cos w] , (1.4)

donde

2T

F’] (1.5)

[t =asini/c, E—esinE=n(t—1,), n=
y At es el adelanto/retraso adicional en el T@Pgs la anomalia excéntriaa,e, w, sini, P, 7,
son los elementos keplerianos de la orbitaeg la velocidad de la luz. Cuando un pulsar tiene
N planetas que no interactlan, las variaciones TOA se aterien (Konacki et al. 2000):

N
At = Z T, [(cos E; —e;)sinw; +
j=1

+ (/1 —¢3sinE; coswj)] :

En la practica los parametros a modelar, por medio deteyjs cuadrados minimos a los
datos, sonz;, e;, w;, P}, 7,,;, €S decir, la proyeccion del semieje mayor de la orbitgdisar,
excentricidad, argumento del pericentro, periodo drpit&@mpo del pasaje por el pericentro
respectivamente.

(1.6)

La deduccibn de la dependencia con estos parametros de peadizar describiendo el
movimiento del pulsar en un sistema de referencia baricentcon el ejez del sistema
dirigido hacia el baricentro del Sistema Solar y el plapodel marco de referencia en el
plano del cielo (en la Figufa 1.5 se muestra la geometriandgstema con dos planetas no
coplanares).
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Figura 1.5: Geometria de un sistema con dos planetas.ngfdsw;, ws son los argumentos de pericentro,
Q4, Q5 longitudes de nodo ascendentg,i- inclinaciones de las orbitas de los planefay C; m; y 2 son
los angulosi; Onys y noOnys respectivamente. Los anguldsr;, = pueden hallarse resolviendo el triangulo
esfériconiniane. Reproducido de Konacki et al. (2000).

Con estos ejes de coordenadas tenemos,

1.
At=—-Ro:%, con Ro=- > miR;, (1.7)

dondez es el versor a lo largo del ejedel marco baricéntrico del sistema del pulsdry
son las posiciones baricéntricas de los planetas. Asuoigue:

m; .. G M,
Mi aj S1n Zj = l'jC, W = n?a?, (18)

con parametros planetarios orbitadesn;, e;, w;, 7,,;. Esta representacion permite interpretar
naturalmente el movimiento del pulsar como una superfosibe movimientos elipticos de
sus planetas alrededor del baricentro del sistema. Uniatéeperturbaciones analiticas se
puede ver en el trabajo de Konacki et al. (2000).

Si se considera un solo planeta de magaen una oOrbita circular con period®e incli-
nacion; orbitando a una estrella de neutrones “candnica” de mdsd 1, la amplitud de los
residuos del timing puede ser escrita como (Cassen et al. 2006):

7= 1.2ms<%) (%ﬂ)msim’, (1.9)
D

Las mediciones TOA son utilizables para detectar planetdmdta~ 0.01 M.

Los residuos keplerianos dependencgle= m;sin:; esto significa que la masa del planeta
y su inclinacion orbital no se pueden determinar indepgamdmente. En contraste la fuerza
de la interaccibn mutua entre los planetas depende de sasmategrando un sistema de
N-cuerpos y modelando largas series de timing se puedeneashtes valores de masas e
inclinaciones por separado (Konacki y Wolszczan, 2003).
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PSR B1257+12, Arecibo, 430 MHz
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Figura 1.6: Mediciones y modelo ajustado a las variaciori@a para el pulsar PSR B1257+12. El modelo en
linea continua es superpuesto a las observaciones (poedoss) y fue construido utilizando las variaciones
keplerianas del planetd y C. El eje vertical representa los TOA er. Reproducido de Konacki et al, 2000.

La Figura 1.6 muestra los tiempos de pulsacion (TOAs) athbsncon el observatorio
de Arecibo desde 1990. El pulsar de 6.2 ms, PSR B1257+12dbaegularmente medido.
Asumiendo una masa estandar déM @, las masas modeladas para los planétag C'
son4.3 + 0.2y 3.9 + 0.2M @ respectivamente. Las correspondientes inclinacionesatad
obtenidas (53y 47°) implican que son casi coplanares (Konacki y Wolszczan3200

El principal inconveniente de la técnica de pulsar-timesgjue los pulsares son relativa-
mente raros, por lo tanto poco probable que un gran nUmeptadetas se encuentren con
este método. Ademas carecen de interés de estudio iatnggues la vida como la conoce-
mos no podria sobrevivir en planetas que orbiten pulsdesdo a las radiaciones de altas
energias que ellos reciben.

1.3.4. Microlensing

La teoria de relatividad general, permite explicar porgugamino recorrido por un haz
de luz es curvado por la presencia de un campo gravitaciéngdrincipio cualquier objeto
masivo puede actuar como una lente, curvando la luz de utoadgefondo y causando la
magnificacion temporaria de su brillo. Este efecto puedelsservado en la escala galactica,
donde por ejemplo un cmulo masivo “cercano” actia comtelde una galaxia lejana. En
el caso de perfecto alineamiento la lente causara que elootty fondo aparezca como un
anillo denominaddnillo de Einsteinde radio angular:

_ [4GM.(D, - Dy)
Op = \/ ENIP (1.10)

dondeD;, es la distancia a la lenté)s es la distancia a la fuente (fond@j.es la constante de

la gravedadg la velocidad de la luz W, la masa de la lente. En el caso de un alineamiento
imperfecto aparecen dos imagenes simples del objeto dko faltededor de la lente (ver
Figura[1.7-a).

En el caso de deteccion planetaria con el método de leatéageional, una estrella con
su planeta acttan como la lente y el objeto de fondo es urellastistante. Este evento se
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Figura 1.7: Geometria de evento de |lef#d. El alineamiento perfecto entre la estrella de fondo, lee#iatiente

y el observatorio. Si el alineamiento no es perfecto se fardws imagenes$; e I,. (b). En el caso donde la
estrella lente tiene un planeta. Adaptado de Bennet et@6.2€). La observacion de una de las imagehesl
evento de microlente. Cuando el planeta pasa por la regibandlo de Einstein, se producirian dos imagenes
muy cercanas, debido a las limitaciones actuales en ré8nlaspacial, se aprecia un aumento de brillo en la
imagen.

denominanicrolente gravitatoriab microlensingy se refieren al caso especial donde se crean
multiples imagenes pero estan separadas por unos palkssgundos de arco y por lo tanto
no son resueltas espacialmente con las capacidades actuale

La deduccibn de las ecuaciones escapa a nuestro enfoqadeg ger consultada en Gaudi
(2010), mientras que un analisis profundo de la téecniaplconsultarse en Cassen et al.
(2006). Simplemente mencionaremos que la curva de magmdicarincipal Q(t), puede ser
escrita en funcion de la distancia proyectada entre lalestte fondo y la de primer plano,
u(t):

u?(t) + 2

Qt) = NN OEY (1.11)

Ademas, la relacion de masa entre la estrella y el planegpaede estimarse a partir de
la duracion total del evento principgl y de la duracion de la anomalia planetayidver la
Figura[1.7-c), con la ecuacion:

= (t/te)’ (1.12)

Ademas, la diferencia en tiempo entre el pico principal yella anomalia del plane-
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Figura 1.8: Observaciones de un evento de microlente OGUH-BLG-368. Los distintos colores correspon-
den a distintos observatorios y la curva continua el modektado. Reproduccion de Sumi et al. 2010.

ta, permite estimar la distancia proyectada entre el pdayda estrella, denominada Sin
embargo existe una degeneracion en el problema y la solacla curva de luz puede ser
resuelta también por una distantjé (Cassen et al. 2006). Otros parametros que pueden ser
determinados son el movimiento propio y paratajge la estrella que tiene el exoplaneta.

Los planetas masivos son mas faciles de detectar, posyaes facil que su luz inter-
cepte la fuente de la microlente. Sin embargo, la sensdtilikel método permite detectar
planetas tipo terrestres. Una de las desventajas notablgsecel método denicrolensing
no se puede repetir debido a que la probabilidad de alineaonieinca ocurre nuevamente.
También los planetas detectados tienden a estar varies ol parsecs de distancia, por lo
gue seguimientos con otros métodos observacionales smsibles. Sin embargo si se ob-
serva suficiente cantidad de estrellas de fondo (observzaxda el centro de la galaxia) con
suficiente precision, el método eventualmente revedaém comunes son los planetas tipo
terrestres en la galaxia. Los eventos de microlensing sdos;alurando desde semanas o
dias, mientras la Tierra y las estrellas se mueven refatiwée. Mas de mil de estos eventos
se han observado durante los Gltimos 10 afios (Gaudi, 2010)

En 1991, los astronomos Mao y Paczynski propusieron ebahagbara buscar exoplane-
tas. Recién en 2002 el método fue exitoso, llevado a cabarpgrupo de astronomos polacos
(Udalski et al. 2002), aunque debido a las limitaciones detbisho no se obtuvo confirmacion
clara. La Figuréa 118 muestra la microlente de OGLE-2007-E368 publicada en Sumi et al.
(2010), que contd con la colaboracion de 12 observateriaslargo del mundo. El evento
fue producido por una estrella enana K, con masa= 0.64 M, ubicada a una distancia de
D;=5.9 Kpc. La anomalia planetaria es causada por un plaeeteadan, = 20Mg, a una
distancia proyectada= 2.8 UA de su estrella y cuyo semieje fue estimadaien 3.3 UA.

1.3.5. Transitos

Cuando un sistema planetario esta orientado en el espatab fwrma que el plano de la
orbita se encuentra cercano a la linea de vision del vhder, los planetas periddicamente
transitaran frente al disco estelar. Las observacionesnietricas de estos eclipses pueden
ser usadas para inferir parametros fisicos y orbitaldsgplanetas.
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Para poner en practica la técnica, la precision fotaogety el tiempo de muestreo de
la curva de luz deben ser altos (mejor qu@.005 mag y~ 5 min en muestreo temporal).
Las curvas de luz de alta precision como las obtenidas pbelescopio Espacial Hubble,
permiten por ejemplo, estimar radios planetarios muy posc{Brown et al. 2001). Ademas
se pueden buscar satélites planetarios, anillos o plaeiaionales (Agol et al. 2005). Du-
rante el transito se puede emplear espectroscopia deigias para estudiar la composicion
quimica y propiedades fisicas de las atmosferas plaagt@rown 2001). El estudio de los
cambios relativos entre la profundidad de los transitasactuncion de la longitud de onda,
es una manera de probar las propiedades de absorcion adedsfata planetaria (Charbon-
neau, 2002a). También es posible detectar el achatanderitss planetas, determinando su
tasa de rotacion (Seager y Hui, 2002).

En contraparte para cada candidato a planeta detectadapsitd, se debe determinar
su masa con la técnica de velocidad radia):(

= Primero, porque varios objetos astronoémicos de distirdaaantienen los mismos ta-
mafos (es decir sus radios). Estos objetos soredasas M tartas(M > 80M ), las
enanas marroned3M; < M < 80Mj), y losplanetas gigante§M < 13M;), segln
se menciona en Seager y Mallén-Ornelas (2003).

= Segundo, porgue es posible identificar erroneamentesapcea de un planeta, cuando
en realidad se estan observando las manchas estelares.

La curva de luz de un planeta que transita permite obtenesainaion bajo ciertas su-
posiciones:

i) que se tengan al menos dos transitos observados (pa&ranitedr el periodo)
i) que se asuma orbita circular0

iif) que la masa del planeta sea menor que la masa de la astiglk < M,

Iv) que la luz provenga de una estrella individual

V) que los eclipses tengan fondos planos, es decir que elaftenptransitdb completamente
frente al disco estelar

Respecto del punto (ii) recordemos que las blsquedaarmttys desde la Tierra esperan en-
contrar planetas de corto periodo, porque tienen la maydrapilidad temporal de mostrar
transitos. Se supone que los planetas de corto periauenti@bitas circulares (e=0), como
resultado de la circularizacion tidal (Seager y Mallem&as, 2003). Respecto a la suposi-
cion (iv), se debe tener cuidado de no tener luz contamend@una fuente adicional que se
mezcle con la estrella. Finalmente para (v), los trangilasos aparecen en una banda donde
el oscurecimiento del limbo es débil (dentro de los lisiel muestreo temporal y el ruido
observacional), como por ejemplo la banda I.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 21

1.3.5.1. Ecuaciones para resolver la curva de luz

La geometria del transito, juntamente con la disminudéla curva de luz son mostradas
en la Figura 1.9. En linea continua se marca como es la caerliizdjue se produce durante
el transito. También se marcan la profundidad del ttar{&i /'), la duracion total del transito
(t7) y la duracion del transito entre el ingreso y egres9 (i.e., la parte “plana” de la curva
de transito, cuando el planeta es totalmente superpuest@strella). El primero, segundo,
tercero y cuarto contactos son marcados para un planeta gugeve de izquierda a derecha.
También se muestran los radios de la estrella y plafetar®,) y el parametro de impacto
b correspondiente a la inclinacion orbitalParametros de impactadistintos (o inclinacio-
nes distintas;) producen distintas duraciones de los transitos como sstraucon la curva
punteadas de la Figura 1..9.

disco estelar

.

bR.= a cosi
Y Y v_Flujo sin transito
Bl AF
T Y i v Flujo con transito
L
by
Tiempo -

Figura 1.9: Esquema de los observables de la curva dettraAsiiba . Se dibujan los cuatro contactos de
dos transitos distintos: uno que pasa por el centro deflallesy el otro con parametro de impadtoAbajo.
Curvas de luz que producen los transitos esquematizadaparte superior. La linea continua describe el flujo
observado para un planeta que transita por el centro daddl@stla linea punteada corresponde al planeta que
transita con parametro de impaétcAdaptado de Seager y Mallen-Ornelas, 2003.

Existen 5 ecuaciones que describen completamente la catva diel planeta en transi-
to (para su deduccion consultar Cassen et al. (2006) y Sealyallen-Ornelas, (2003)),
considerando una curva de luz producida por dos esferasaga@ pina delante de la otra:

AF = Flujosin wansito — F11UJ0con transito _ <&) 2 : (1.13)

F luj Osin transito R,
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B Ro\2 N2 12
b [0 - ()
tp = —sin ! & f e ; (1.14)
T a 1 — cos?s
'<1 R\2 27 1/2
+ —p> - (i cos z)
tr = Zoint| B fi- fi- : (1.15)
T a 1 — cos?s
Ar%a?
P2 — . 1.1
R, = kM?, (1.17)

Las primeras tres ecuacion€s ((1.18)—(L.15)) describgedmetria del transito en térmi-
nos de los observables. La Ecuacibn (1.16) es la Terceraé&epler. La Ecuacion (1.1.7)
expresa la relacion masa-radio estelar en funcion deatdsetrosk y x. k es un coeficiente
para cada tipo de secuencia estelar (secuencia princigahtgs, etc.) y describe la ley de
potencia de la secuencia ¢ 0.8 para estrellas de secuencia principal F—-K (Cox 2000)).

Mas alla que resulte simple del esquema determinar losradisles (Figura 119), las
observaciones reales lucen un poco mas ruidosas (Figla i debe realizarse una buena
modelizacion de datos.

8.05 T T T T T

I mag

I mag

T AATNet; &l -
- HATNet, birined

Phase

Figura 1.10: El panel superior muestra los datos crudossdertyyectos1ATNety WHAT, que constituyen una
curva de luz con 26400 observaciones en bandaostradas en fase con un periodo P = 5.63341 dias (Bakos et
al. 2007, para HD 147506). La profundidad del transito éodéen de 5 mmag, con una relacion sefial-ruido
de 26. El panel de abajo muestra los mismos datos bineadasdamario de bin d¢ = 0.0005.

Cada transito observado brinda 5 parametros a detemiéndisminucion en el brillla
AF, la duracion total del transitoy, la duracion entre el ingreso y egregoy defnir el
tiempo del maximo de la ocultacion respecto a algln oraybitrario.
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1.3.5.2. Paametros orbitales a partir de observables

Si se despejan las ecuaciones de la seccion anterior saebti
i) La relacion de los radios entre el planeta y la estrelfzarir de la Ecuacion[(1.13),

& _ /AF. (1.18)
R

i) EI parametro de impactb, se define como la distancia proyectada entre el centro de
la estrella durante el medio del transito en unidade& déver Figurd 1.B), y que puede ser
obtenido combinandd_(1.14) y (1]18),

2 teT 1/2
. (1 - VAF)? - 2 (1 4+ VAF)?
b= —cosi= L ; (1.19)
R* sin? %
1- sin? tT%

iii) La razon entrez/ R,., que puede ser obtenida directamente de la ecuation] (1.15)

a

R,

(1.20)

2 trm
P

(1+ VAF)? — 1(1 — sin? t;;f)] v

sin

iv) La densidad estelas,, puede ser derivada de la ecuacion anterior y la Terceralkey
Kepler conm, < M, (Ecuacion[(1.16)),

pe _ MMy [MT (1.21)

Pe _ (1+VAF)? — b*(1 — sin? Z7) i
po  (R./Ro)* [ PG '

Sln T

Los 5 parametros fisicoB,, M., i, a, y R, pueden ser derivados de las soluciones de
arriba usando una ecuacion adicional: la relacion madmestelar (Ecuacioh (1.117)).

La masa estelal/,, se calcula utilizando la Ecuaciof_(1.21)y (1.17):

1

M. P -3z
. _ ks_*] . (1.22)
Mg [ Po
El radio estelar,
R, M. \* ps | U7
. _ kl/w_*} ; (1.23)
Re (Mca) { Po

El radio orbitala se puede derivar usandé, y de latercera Ley de Kepler com, < M,

2 1/3
a= [P GM*] : (1.24)

472
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Con la Ecuacion(1.19), la inclinacion orbital es:
i=cos ! (b&) , (1.25)
a

Finalmente, el radio planetario es

(1713;0)
B B s {kl/r&} VAF. (1.26)
Ry R Po

—0.57
Para estrellas de la secuencia principal 1y z ~ 0.8, en cuyo caS(% = (”—*) VAF.

PO

Alternativamente se puede aproximar la curva de luz en urabé la distancia proyectada
entre la estrellay el planetd € d(t)). Cuando se tiene una fuente uniforme, larazén entre el
flujo oscurecido y no oscurecido esta dada poéfp, z) = 1 — A°(p, z), deducida en Mandel
y Algol (2002), donde:

0 1+p<z
1,2 _ | [12-(r2p2)? N <
A(p, 2) = ”{pﬂﬁm z } l=pl<zsl+p (1.27)
P’ z<1-p
1 ng_lv

donded es la distancia centro del planeta-estreflagel radio del planetaR, el radio estelar,
z = d/R, la separacion normalizada de los centyos; R,/R. la razon de tamafios; =
cos 1[(1—p? +22)/22], ko = cos T (p* + 22 — 1) /2pz]. Geométricament&®(p, 2) es el area
superpuesta entre dos circulos de radioy R, cuyos centros estan separadasidades.

El oscurecimiento limbico causa que una estrella tengaillo bentral mas intenso que
en los bordes, en lugar de comportarse como una fuente daifiazrae. Esto produce que
la parte plana de la curva de luz (marcada goentla Fig[ 1.D), tenga una pequefia “panza”.
Claret, (2000) propuso una ley de oscurecimiento limbi alcular curvas de luz mas
precisas, que ajusta una amplia gama de rangos de modeliesesy bandas de observacion
con la forma:

I(r)=1-) cu(1—pu"?), (1.28)
n=1

dondeu = cos = /1 — r2, r es la coordenada radial normalizada medida sobre el disco de
la estrellayl(r) es la intensidad especifica como funciomnrae. con condicion de contorno
I(0) = 1 (ver Mandel y Algol (2002) para mas detalles).

Recientemente se mostro que los planetas con orbitastiaEs deberian ser mas faciles
de detectar (Barnes, 2007). El mismo autor ha demostradsi gaejusta el radio estelar con
los otros parametros, se produce un error sistematicasageterminaciones resultantes. Si se
analizan las aceleraciones orbitales, se obtienen dde®antre las duraciones del tiempo de
ingreso y egreso, que permiten obtener la excentricidbala orbita usando solo mediciones
fotométricas. Por el momento este efecto no es medibleectmthologia disponible (Barnes,
2007).
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1.3.6. \elocidades Radiales

La velocidad con la que una estrella se mueve en la direcadal desde el baricentro del
sistema solar, es decir su velocidad radial, puede de@ub#isiesplazamiento de la posicion
de las lineas espectrales a través del efecto Doppler.

Al comienzo de este trabajo en 2006, casi la totalidad deXoplanetas eran indirec-
tamente detectados midiendo el movimiento de la estredacué orbitaban, mediante las
técnicas de velocidad radidl;(). Las técnicas d&, empleadas fueron mejorando. En 1988
donde se iniciaron los programas observacionales, losesrem medicion eran de 20 m/s. En
la actualidad gracias a mejoras, tanto tecnologicas cécradas, han disminuido los erro-
res nominales hasta 20 cm/s. Estos errores son calculadwosralpl analisis del corrimiento
Doppler de las lineas espectrales, sin embargo es un ernoalfy existe una fuente adicional
de errores. Recordemos que la Tierra, provoca cambios esideidad del Sol su velocidad
que tienen una amplitud de s6lo 9 cm/s, mientras que Japiace una perturbacion de 12.5
m/s.

Nuestro trabajo, es realizado analizando las velocidadiales. Sin embargo, mucha de
la teoria subyacente de modelizacion de datos es amieatlialquiera de las otras técnicas
de deteccibn. Si bien en este trabajo no realizamos ak@RAbppler de las observaciones, es
sumamente ilustrativo conocer las bases de la reduccisdiatos observacionales ya que
nuestro analisis tiene en cuenta las caracteristicas dleténcion de los mismos (como ser,
errores Gaussianos en las mediciones, indeterminacilarveécidad absoluta del baricentro
de la estrella, etc).

La espectroscopia Doppler es un método de deteccioreaidique utiliza la medicion
de la luz estelar para medir la influencia gravitacional deplameta sobre su estrella. En
los sistemas planetarios, la estrella y el planeta orbitamesicentro comin. De acuerdo al
efecto Doppler-Fizeau (efecto Doppler de ahora en mas)zlamitida por una fuente que
se aproxima (que se aleja) al observador sufre un corrimigntia longitudes de onda mas
cortas (largas). Segun el trabajo de Anne Eggenbergeeph&tie Udry (2010), en su forma
relativistica mas simple, el corrimiento puede expr&saomo:

)\—)\0_ 1+‘/7~/C 1
Ao V1-VZe2

dondez es llamado “redshift” (en sentido general)y Ao son las longitudes de onda ob-
servada y en repos®; la velocidad radial del baricentro,es la velocidad de la luz 'y la
velocidad total del movimiento del baricentro del sistema.

(1.29)

z =

Los métodos tradicionales de medicion de velocidad ramiasisten en observar una
estrella y seguidamente un espectro de comparacion. Laella lampara de comparacion
brinda las lineas espectrales en reposo para el obserwgidatras que por efecto Doppler, la
estrella tiene sus lineas espectrales corridas. Estedmes repetido en distintos momentos
a lo largo del afio y de esta forma se tienen las velocidadiéslea observadas. La porcion
del espectro visible de estrellas tipo F, G, Ky enanas M eaptuna considerable porcion de
lineas de absorcion metalicas, que se usan para meglgfesto. La figura 1.11 muestra una
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parte del espectro de una estrella tipo solar que posee alsn@rplaneta1 Peg, ilustrando
las multiples lineas de absorcibn en un espectro.

Los mejores resultados con las técnicas tradicionalesperan la precision de 200 m/s,
dejando fuera de esta forma la posible deteccion de exefgisnSin embargo segun Eggen-
berger y Udry (2010), existen errores sistematicos cugasas son:

= Movimiento del fotocentro en la ranura del espectrografounidades Doppler, el an-
cho de la ranura es de unos pocos km/s, significando que emaggrandes que 1 m/s
ocurren cuando el fotocentro se mueve solo pdcod anchos de ranura. En la practi-
ca, los movimientos del fotocentro debido a errores deldyyifoco y fluctuaciones
del seeing son del orden dé—! anchos de ranura. Una solucion a este problema es
usar fibra 6ptica, para uniformizar la luz de la estrellazeeritrada del espectrografo.

= Variaciones del indice de refraccion y flexiones termadiitas: una solucién parcial
al problema es estabilizar y controlar el espectrograforesion y temperatura, aunque
algunos corrimientos no se pueden evitar; otra soluciastiggar una calibracion si-
multanea en longitud de onda para monitorizarlos. En @sstsimentos un cambio de
1° K en la temperatura produce un cambio neto-d@0 m/s, mientras que un cambio
de presion de 1 mbar produce un corrimiente~d800 m/s.

= Tiempos de exposicion y correccion baricéntrica: ldsaidades radiales clasicas son
corregidas al baricentro del Sistema Solar. Las princgpatmtribuciones del movi-
miento baricéntrico de la Tierra son la rotacion diurndaldierra (1-2 m/s, depen-
diendo de la latitud del observatorio) y la traslaciondstire ¢ 30 km/s). Al nivel
necesario del m/s, el movimiento del Sol alrededor del batio del Sistema Solar y
de la Tierra alrededor del baricentro Tierra-Luna son §icativas. Para obtener ve-
locidades radiales es necesario conocer las efeméridesas del Sistema Solar y el
valor del tiempo en el instante medio de cada observac@meoor menor que 30 s.
Vale la pena mencionar el hecho que la luz toma unos 1000 deg\{@.01 dias) para
ir desde un punto al otro diametralmente opuesto en la soieet la Tierra. Esto sig-
nifica que el tiempo de un fendbmeno no sera el mismo en tadgsuntos de la Tierra
y por lo tanto estas correcciones al tiempo deben ser apkcad

En la actualidad, la alta precision necesaria conllewfeahrrollo de dos tipos de técnicas
de alta precision que reducen estos errores sistematicagécnica que utiliza una celda de
celda de absoréincon iodo (5) y la otra denominada deferencia simulinea Ambas usan
el mismo tipo de espectrografo, pero difieren en disefio ganae operacion.

1.3.6.1. Tecnica con celda de absorboin

El método fue introducido en Marcy y Butler (1992) y consibsicamente en hacer
atravesar la luz de la estrella por una celda de absorcidn stlebreimprimiendo en el CCD
ambos espectros a la vez. El espectro compuesto resultdraeabespectrometro donde es
convolusionado con el perfil del instrumento y dispersad loaealmente sobre el CCD.
El principio de analisis tiene en cuenta quegceirimiento observado del espectro estelar
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Figura 1.11: Espectro de la estrella con planéta$eg, ilustrando las multiples lineas de absorcion en su
espectro. Reproducido de Eggenberger y Udry (2010).

consiste en 2 partes: el corrimiento Doppler propio y un aoiento pequio esfireo. El
corrimiento Doppler esplreo es representado enterarpentd corrimiento de las lineas de
I,, que luego es aplicado como correccion al corrimiento mlasi® del espectro estelar.

Este método corrige los errores causados por los diferearainos opticos que atravie-
san el haz de luz de la estrella y el de la lampara de comparaci

La gran cantidad de informacion Doppler contenida en estpsctros (alrededor de 300
lineas de absorcibn estelar) requiere un analisis gee general suficiente para tratar todas
las correcciones necesarbs

Para tener idea de los limites de precision alcanzadas$a lmaencionar que para una
estrella de magnitud visual V=13 observada con el obsaigatick, el corrimiento en el
CCD de las lineas espectrales de solo 0.01 pixeles en @tdet®rresponde a un error de
medicion de 25 m/s.

El analisis Doppler riguroso debe considerar entoncesoelelo completo del espectro
observado, incluyendo el corrimiento del espectro es{élar), el corrimiento de las lineas
de I, sobreimpresasX)\,,), y la PSF del espectrografo. El espectro observado eswestp
por dos funciones, dependientes de la longitud de onda:

4debido a que las observaciones necesarias son realizadfstiatos momentos, existe una flexion del
espectrografo, movimientos del detector, distintosdetdros en las ranuras e iluminacion imperfecta del es-
pectrografo que causa distorsiones en la dispersionspelctro al igual que en la respuesta del detector a la
sefial recibida denominada PSF (del inglés, Point Spreadtien).
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= el espectro estelar intrinse¢o

= la funcion de transmisioh;, de la celda de absorcidh.

El producto de estas dos funciones es convolucionado désltespectrografo con la PSF
e integrado sobre el pixel del CCD para reproducir el espetiservado. El espectro tomado
a travées de la celda de absorcidft?()\), se puede modelar como (Marcy y Butler, 1992):

[modele = BT\ + AN) * Tr,(A + Ap)] ® PSF, (1.30)

donde la constantees proporcional al nivel de exposicion de la observadias.incognitas

a determinar somMA\;, ANy, y k, determinados por el métodos de cuadrados minimos ajus-
tando la observacion con la respuesta teorica de la énu@Li30). Este proceso se realiza en
todo el espectro pero seleccionando cientos de pequei@ases del espectro de alrededor
de 2A denominadas “chuncks”.

El corrimiento Doppler corregidd )\ es simplemente dado por:
AN = Ay — ANy, (1.31)

Que es convertido en velocidad a través de una expresa@rpnecisa para el corrimiento
de las lineas espectrales (Marcy y Butler, 1992):

1+ 5 cod))(1 + p,)
n(I=ge

donde)\, es la longitud de onda en repo3o= Ao+ A\, 8 = v/ces la velocidad topocéntrica
respecto de la velocidad de la ldzes el angulo entre la linea de vision y el vector velocidad
topocéntrico de la estrella, es el enrojecimiento gravitacional del haz estelar gs el
indice de refraccion del aire en el espectrografo. lgnoy y » causa errores relativos en la
velocidad menores que 1 m/s. Los términos de la expregiativistica deben ser tenidos
en cuenta a fin de evitar errores de varios metros por seguhode las desventajas de
este método, es que se obtienen corrimientos Doppleivadadl modelono velocidades
absolutas Sin embargo los enormes errores sistematicos son elilméngEggenberger y
Udry, 2010).

Las 2 funciones necesarias en la Ecuadion (1.30) son detsgtasa priori en la puesta a
punto del espectrégrafo:

A= o (1.32)

= /. se obtiene observando la estrella sin la celdd,dé&sto brindal, @ PSF, no la
I, deseada. Por lo tanto se realiza la deconvolucion usartcemisformada de Fourier
para obtener el parametro deseado.

= La funcion de transmision de la celda Bg(i.e. T},), se obtiene observando solamente
la celda del,. Esta observacion se hace bajo estrictas normas y su esgecén-
cuentra disponible bajo pedido. La funcion de transmidig provee dos elementos
importantes en el proceso de modelado. Primero brinda wtésprescala de longitu-
des de onda. Segundo, brinda un espectro de referencia coal@eterminar la PSF
del espectrometro.
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Los espectrografos que buscan planetas, basados eep@stat’'son: HAMILTON (Ob-
servatorio Lick, USA), HIRES (Telescopio Keck, Mauna Ke&A), UCLES (AAT, Siding
Spring, Australia), HRS (Telescopio HET, Davis MountaigA) y UVES (Telescopio VLT,
Paranal, Chile). La precision de estos instrumentos indie es posible obtener errores in-
ternos de hasta 2.5 m/s.

1.3.6.2. Tecnica de referencia simulhnea

La técnica de referencia simultanea involucra el uso dbradiopticas que alimentan al
espectrografo: la fibra optica del objeto (que tiene ladstelar) y la fibra optica de refe-
rencia que recoge la informacion de longitud de onda deeeféa. La longitud de onda de
referencia utiliza una lampara de Thorio-Argon (Th-Ar) ni&todo a veces se conoce como
técnica simultanea de Thorio, exige mucha precision @mstumento y el analisis Doppler
es directo.

Una caracteristica del método es que se implementa enpactedgrafo, con muy alta
estabilidad mecanica y térmica. El uso de fibra o6pticacednestabilidades en la variacion
de la iluminacion y variaciones del perfil instrumental FpSjue no se pueden corregir en
la calibracion simultanea. La estabilizacion térmioaplica que ambos caminos opticos de
ambos haces de luz son similares en el espectrografo. baidatl radial es obtenida con
correlacion cruzada entre el espectro observado y messqgae consisten en plantillas bina-
rias templatescon valores 0 y 1) formados por rectangulos. Esquematogaria funcion
de correlacion es construida moviendo la posicion dedaaara, sobre una ventana centrada
en la velocidad radial de la estrella (méas detalles en Barah al. 1996, Pepe et al 2002).
Las mascaras usadas para correlacion son basadas etiasgeclta relacion sefal/ruido
de estrellas brillantes o bien de espectros sintéticos.

Los espectrografos que buscan exoplanetas basados ¢éecesta son: ELODIE (Teles-
copio de 1.93 m, Haute Provence, Francia, no funciona de3@) 2CORALIE (Telescopio
Leonard Euler, La Silla, Chile), HARPS (Telescopio ESO 3,&.eSilla, Chille) y SOPHIE
(Telescopio 1.93 m, Haute Provence, Francia). La pratdgdestos instrumentos actualmen-
te es superior a 1 m/s.

1.3.6.3. Errores de las mediciones y Jitter estelar

El analisis Doppler provee una medicion formal de los espsin embargo puede ha-
ber un error adicional mas dificil de caracterizar, progate de un ruido intrinseco en la
velocidad del centro de masa de la estrella.

Entre las fuentes derrores sistermaticosen las mediciones se incluyen los problemas en
el modelado de las lineas espectrales y la caracterizdeiltespectrometro.

Entre las fuentes derrores intrinsecosel jitter estelares su causante y se piensa que su
origen es la combinacion de movimientos convectivos enpasicie, actividad magnética y
rotacion (Saar y Donahue, 1997). Esta cantidad dependesdedpiedades estelares como
tasa de rotacion y tipo espectral pero es tipica de 1-5 aré gstrellas cromosféricamente
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Figura 1.12: Mediciones de velocidad radial en HARPS sol@strkllas de tipo solar. Son claramente visibles
las oscilaciones en todas ellas y sus amplitudes son cobipar&eproducido de Eggenberger y Udry (2010).

estables (Cumming et al, 2008 y referencias en el articDiedafortunadamente a veces no
es facil identificar estas variaciones esplreas y en akjoasos como en HD 165435 tienen
una amplitud de 80 m/s (Queloz et al. 2001) y estan cor@tacios con la variabilidad fo-
tomeétrica. Los estudios sistematicos de la actividaglasy variacion de las velocidades han
demostrado que es dificil identificar correlaciones camplarametros astrofisicos (Eggenber-
ger y Udry, 2010).

El Sol, por ejemplo, oscila en varios modos de baja amplitada uno caracterizado
por una sefal menor que 20 cm/s y periodo de tiempo entre53ngidutos. Estas fluctua-
ciones son debidas a movimientos estocasticos convectiencanos a la superficie solar.
En la Figurd 1.1I2 aparecen observaciones recientes qudramueste comportamiento para
varias estrellas de tipo solar. Si bien los modos individsiae oscilacion son del orden de
10-50 cm/s para estrellas de secuencia principal, su émér€ia constructiva puede produ-
cir variaciones hasta 10 veces mayores en tiempos de escatindtos. A pesar que estas
oscilaciones pueden ser interesantes desde el punto destsiictural son un ruidoolesto
cuando se realiza la bsqueda de exoplanetas.

Por otro lado, los compafieros adicionales de baja mastettedbles, pueden ser una
fuente adicional de variabilidad en la velocidad. Se entaarenmascarados en el ruido pro-
pio de las velocidades. El limite de deteccion de plangtéa segin el programa observacio-
nal. Es cominmente aceptado como limite de detecciomonpditud de la sefial K=10 m/s,
aunque programas especificos han llevado este limite al{sgHD 156668b, con una masa
equivalente a 4/, Howard et al. 2010), e incluso K=0.8 m/s (HD 10180b 1135, Lovis
et al. 2010). Una primera estimacion basada en el relevam@n el instrumento HARPS
sugiere que uB0 % de las estrellas enanas G y K tienen un planeta con masasesen®
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30 Mg y periocosP < 50 dias (Mayor et al. 2008). Estos planetas tienen una ardpdiéu
sefial muy baja y con otros instrumentos de menor precipidgden ser confundidos con el
comportamiento del jitter estelar.

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente, la irmzesteen cada velocidad ra-
dial medida, puede ser caracterizada como la suma cuzaldsilos errores sistematicos e
intrinsecos, definida por:

ol =¢e2 + 02, (1.33)

20

dondec;, es dado por el proceso de la determinacion del valor de tcidzld radial y
0% es el valor del jitter estelar. A lo largo del trabajo se adodbs valores sugeridos de
jitter estelar y son Utiles porque de esa forma se “suawbkgéso individual de cada dato.
En nuestros trabajos se buscaron mejores ajustes probatihbod valores de jitter, y las
soluciones encontradas no varian significativamenteni@a’excepcibn gue encontramos es
en el sistema HD 73526, donde este peso sobre las obsemsciambia drasticamente las
soluciones.

1.3.6.4. Velocidad Radial en fun@n de parametros orbitales

Veamos ahora como obtener los parametros planetarioseidfude la velocidad radial
de una estrella. La velocidad de una estrella respecto ehadmdor puede ser descompuesta
segln dos direcciones, una de ellas en la direccion deheddor y que es llamadéelocidad
Radial y la otra proyectada sobre el plano tangente a la esferaegdiadirectamente medida
a través de técnicas astrométricas.

La orientacion de la orbita de un sistema extrasolar ersgh@o esta definida segun
muestra la Figura 1.13. La orientacion del egsta dada en la direcciomaque es el nodo
donde el movimiento del planeta es dirigido hacia el obskvdl ejey es también tangente
a la esfera celeste ortogonal al anterioz gs dirigido en la linea de la visual alejandose
del observador. Por convencion la érbita esta orientidgal forma que el argumento del
pericentro esta dado poer+ , i es la inclinacion del plano de la orbita con respecto dbcie

La expresion exacta para la velocidad radial que produgdaneta en su o6rbita alrede-
dor de la estrella de masd,, puede ser deducida facilmente en funcion de sus parasnet
orbitales (ver Beaugé et al. 2007b) y esta dada por la skpre

V., = Klcos(f +w) + e coqw)] + Vo (1.34)

donde K es la amplitud de la variacion de la velocidad radial, laeexGcidad e<,
el argumento de pericentto. V, es el desplazamiento arbitrario del origen. Se encuentra
escrito en forma vectorial, pues es necesario una compa(ighpor cada conjunto de datos
gue se disponga (sea un observatorio y/o instrumento difgreer Seccioh 1.3.6.1).

La amplitud K puede ser escrita como:
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_Pericentro

| /N ~ Plano del Cielo

Figura 1.13: Marco de referencia astrocéntrico rotadndése muestra el plano orbital y el plano tangente a la
esfera celeste. El origen de los angulos es el pyunt@l planeta (circulo negro) se encuentra en el pericentro
de la 6rbita. Reproducido de Beaugé et al. (2007b).

m  2ma  Sin 1
= 1.35
m + M* P V 11— 62 ( )

dondeP es el periodog el semiejem la masa planetaria ¥/, la masa estelar.

La anomalia verdadefase relaciona con la anomalia excéntiode la siguiente manera:

tg {g} =tg {g} \/ 1 j_L Z, (1.36)

y luego con la ecuacion de Kepler obtenemos la anomaligamed

E —esinkE = 2%(15 —7) (1.37)

donder es el tiempo del pasaje por el pericentro, por convencionigén de la orbita.

Resumiendo, se pueden identificar 6 parametros plangtqui® determinan la curva de
velocidad radial y definen el conjunto garametros primarios:

= K, la amplitud de la velocidad radial
= P, periodo orbital
= e, excentricidad

= w, argumento de pericentro
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= 7, pasaje de tiempo por el pericentro

= 1}, velocidad radial del baricentro respecto a un 0 arbitnaasociado al conjunto de
observaciones (ver explicacionlen 1.3.6.1)

A fin de disminuir errores numeéricos, el tiempo de pasajegbpericentror es dado en
unidades de tiempo a partir de la primer observacion dispmrEl origen temporal de las
observaciones es desplazado con el mismo objéiv@400000

Utilizando la tercera ley de Kepler:
n*a® = G(m + M,) (1.38)
donden = 27/ P es la velocidad angular media alrededor de la 6rbigaas la constante de
Gravitacion Universal.

Los parametros secundariodutilizados para estudiar la dinamica del sistema sora
masa del planeta y a, el semieje de la 6rbita. La masa dedtplaiebe ser obtenida combi-
nando[(1.3b) y((1.38) para obtener la expresion:

3
(m. Sin(i)) P 213/2
CESTARE e A (1.39)

gue en téerminos computacionales puede ser resueltavitganante. Debemos hacer una sal-
vedad, ya que estrictamente hablando, se determina ehparam.sin(i) y aunque la incli-
nacion no se puede determinar directamente se asume uimaditm de 90 por lo que se
tiene unanasa ninima para cada planeta. Luego, con la ecuadion {1.38) se pukxldeca|
valor del semiejeg. Los parametros secundarios tienen, de por si, asocradoaor intrinse-
co porque dependen explicitamente de la masa de la egtteterminada indirectamente,
espectroscopica o fotométricamente, y cuyo error es diin

Si aproximamosn < M,, se obtiene una expresion para la masa planetaria minima:

in(i) ~ P\ *2/3./1 — 2
m-Sin(z) ~ 5 G KM 1—e (1.40)
7T

El desconocimiento de la inclinacion de la orbita es urbfgma a la hora de estudiar
la dinamica. En sistemas de multiples planetas, se puedlenlar las razones de masas y
semiejes. Si suponemos que los planetas son coplanaresnpsdproximar el cociente
entre las masas:

; sin(y ;
mj S). . s (1.41)
m; sin(i) — my

gue no es afectado por la inclinaci@sto es ventajoso desde el punto de vista dimico,
ya gque se ha demostrado que el comportamiento de ambos plaastdentro de la reso-
nancia depende principalmente de la raan de masas entre ellos y&do débilmente de las

masas individuales (ver Beaug et al. 2003, 2006 para r&s detalles)
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El ajuste de velocidad radial con el modelo kepleriano, jterdeterminar la presencia
de un compainiero planetario, dando 4 de los 6 elementos@tarsepara describir una orbita
(los otros 2 son la longitud del nodo ascendentg la inclinacion orbitali). Eggenberger
y Udry (2010) afirman que, la masa real del planeta y la masammaino difieren mas de
m, < 2m,sin(i), en casi el 90% de los exoplanetas. Sin embargo no especifican como se
estiman estos valores. Dado que el método por el cual stepleterminar la inclinacion
es mediante transitd (1.8.5) y que la geometria del pnoblde transitos favorece detectarlos
cuandoi ~ 90°, este valor puede contener un alto sesgo observacional.

Si consideramos un planeta en orbita circular, alrededama estrella de masa solar, la
Ec. (1.35) se simplifica como:

K[m/s] = 28.57-m-sin(i)[My,p] P~'/3[afio$ (1.42)

Debido a que la probabilidad de detectar un planeta, depeselgcialmente del valor de
la amplitud de la velocidad’, esta expresion indica que la medicidbn Doppler favorece |
deteccion de sistemas planetarios con planetas masiwwsagrtb periodo.

En el caso de tener mas de un planeta, y cuando ellos no eigdénteraccion, se pueden
sumar las contribuciones keplerianas que produce cadaarrseparado. Por lo tanto cada
sefal esta caracterizada gak parametrosNI = 5 - n,, + nas), teniendo el cuenta el
numero de planetasf,) y el nUmero de conjuntos observacionales.).

La suma de las contribuciones individuales de los plan&{as)], esta dada por la suma
de ecuaciones de la forma de la Ecuacion (1.34), es decir

Npla

V, = Z; V(). (1.43)

Nombraremos los parametros orbitales desde el planetantgéano al mas externo por
razones de simplicidad. Existe cierto criterio generdiizale nombrar los planetas desde el
mas interno en orden alfabético, empezando por lale®&: embargo cuando se descubren
exoplanetas previamente no detectados, puede ocurrirageacsientre mas proximo a la
estrella central y por lo tanto la regla alfabética piereletisio (e.g. 55 Cne, Fischer et al.
2008)

En el caso de sistemas exoplanetarios donde la excentridelalguno de los planetas
es cercana a cere;(~ 0), a fin de evitar la indefinicion del anguto;, es conveniente usar
variables regularizadas:

k = ecos|[w] (1.44)
h = esin [w] (1.45)

Para fijar algunas ideas, la Figlira 1.14 muestra como camdeifos parametros prima-
rios modificados cambia la forma de la velocidad radial.
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Figura 1.14: Ejemplos de dependencia del modelo -Ecu4Zi84)- con cada uno de los parametros primarios.
La sefial representada por la linea continua tiene P=K) €#0, K=50 m/sy = 0°, 7=2.5 dias, W;=-30 m/s.
Los parametros primarios fueron cambiados de a uno por eelynea a trazos se dibuja la velocidad radial
resultante. Adaptado de Eggenberger y Udry (2010).
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1.3.6.5. Expansiones Hpticas

Podemos aproximar la expresion exacta de la Ecuakciod)(Je8cribiéndola en funcion
de elementos orbitales osculadores y expandiendo laolwestrigonométricas:

V, = K(e cojw) + cog f)coqw) — sin(f)sin(w)) + Vo (1.46)

La anomalia verdaderfpuede ser escrita, a través de la ecuacion de Kepler yartdio
las expansiones en serie de Bessel como (Murray y Derm@®$)19

sin(f) = 2v1 — €2 2 %diejs(se)sin(sM) (1.47)
cogf) = —e+ 2= i J,(se)sin(sM) (1.48)
€ s=1
dondeJ,(se) es la funcion de Bessel de primer orden, dada por la exgresi”
Js(se) = %/Oﬂ cogsE — sesin(FE))dE. (1.49)

Escribiendo explicitamente hasta orden 4 en excentdesiaobtenemos:
SiN(f) = sin(M) + esin2M) + ¢ <§sin(3M) - gsin(M)> 4
e (%sin(ALM) — gsin(2M)> + 9(et) (1.50)
cosf) = cosM)+ e(cog2M) — 1) + 262 (cos(3M) — cog M) +
3¢ (cOg4M) — COs2M)) + i(c*) (L.51)

Esta serie converge rapidamente para pequefos valoreaaiegue es divergente para valores de
e > 0.6627434. Mas adelante volveremos sobre este punto.

1.3.7. Efecto Rossiter-McLaughlin

En 1924 Richard Rossiter y Dean McLaughlin midieron la pooyén, sobre el plano del cielo, del
angulo formado por el plano de la orbita y el eje de rota@ételar (angulspin-Orbita=)\, de ahora
en mas) para las binarias eclipsantegq — Lyrae y Algol respectivamente. El trabajé consistio en
modelar las variaciones de la velocidad radial de las &strehedidas durante el transito. Este efecto
actualmente denominadRossiter-McLaughlifRM de ahora en mas), se manifiesta cada vez que un
objeto (estrella o planeta) oculta parte de la superficedarst

Es de interés particular medir este efecto en JUpiteiemIaE, pues no se entiende bien su proceso
de formacion. Se supone que los Jipiters calientes saafolejos de la estrella y luego sufren una

®Planetas del orden del;,,, y periodos P~ 3 dias.
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Planodelcielo

Normala la orbita

I8
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Eje de rotacidn

K Direccion a la Tierra

Figura 1.15izquierda. Esquema de la configuracion espacial necesaria paravabstefecto RM. (adaptado
dewww. OKI 0. or g). Derecha Diagrama de orientacion de ejes donde se ve mas claramaai es una
proyeccion y existe una simetria no resuelta sobre eX.efalaptado de Fabrycky y Winn (2009).

migracion hacia la estrella hasta su posicion actuabdjos recientes como Benitez-Llambay et al.
(2010) tratan de explicar mejor estos procesos. Los manasisie migracibn no son bien conocidos
y algunos de ellos difieren en el alineamiento spin-6rbita:

= Existe una basta literatura que considera la interacagroeplaneta (Lin et al. 1996, Papaloi-

zou y Terguem 2006) y, segln los resultados de las integr@sinuméricas, este mecanismo
no afecta el angulo.

= En contraste otras teorias sugieren eventos disruptivo® interacciones planeta-planeta (Ra-
sio y Ford 1996) y colisiones de planetesimales (Murray .€12$8) que pueden causar una
aleatoriedad en la alineacion spin-orbita.

= Los planetas en 6rbitas estables pueden presentar grasciéeciones en inclinacién y ex-
centricidad debido a perturbaciones seculares de plangtaslejados. Estas oscilaciones se
encuentran acopladas y ocurren en un rango especificoatesatste efecto es conocido como
Mecanismo de Kozai (Kozai 1962). Una combinacion entrertautarizacion tidal y el meca-
nismo de Kozai podria explicar la formacion de planetasar®s a la estrella (Nagasawa et
al. 2008) y midiendo la alineacién spin-6rbita se puediificar este mecanismo en sistemas
extrasolares.

La geometria del problema puede ser analizada en la padehdede la Figuria 1.15. El sistema
de coordenadas esta orientado de tal forma que ef ejsta en direccion al observadorXy yace
sobre la linea de nodos de la orbita planetarta gompleta el sistema ortogonal. El nodo ascendente
del planeta (la ubicacion donde el planeta cruza el plahoiele conZ > 0), es enX < 0. En este
sistema de coordenadas, (la normal al plano de la 6rbita) esta en el pland y es especificado por
el angulo de inclinacion de la orbita:

io = COS L(ng - Z), (1.52)

que varia de 0 & /2. Para especificats se necesitan 2 angulos, el angulo de inclinacion del dgin
la estrella

A

is = c0S Y(n - Z) (1.53)


www.oklo.org
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Figura 1.16: llustracion esquematica de la curva de vaddacandmala que produce el efecto RM. Los 4 distintos
caminos que puede seguir un planeta, a-d, en el panel dedietidg corresponden a las curvas de velocidades
en la derecha. Reproducido de Ohta et al. 2005

y el angulo final\ que se entiende de la figura es en angulo entre &f sjéa proyeccion dex, sobre
el plano del cielaXY. Concluyendo,

n, = Ysini,+ Zcosi,
ns = Xsinigsin A+ Ysini,cos\ + Zcos (1.54)

Para un planeta que transitg,es medible mediante el analisis de la fotometria debkttany A
(el anguloproyectado spin-orbita) mediante el efecto RM (el angubces el angulacompleto spin-
orbita). Cuandd)| es pequefio, entoncey es un limite inferior del valor de. Un valor alto dg )|
implica que hay una gran diferencia de angulo spin-orifitar simetria una configuraciog, (\) no
se puede distinguir de una configuracian-{ i,, —\). Valores positivos de\ tienen el spin estelar
rotado en el sentido de las agujas del reloj y valores nexsatie\ en sentido contrario de las agujas
del reloj. Valores dé\| mayores quer — i, corresponden a Orbitas retrogradas.

Si en su recorrido el planeta cruza a través del disco esteltorma no paralela al ecuador de la
estrella, el cero de velocidad radial no ocurre en el puntdiandel transito y la curva de velocidad
radial es asimétrica. La Figura 1116 muestra como estéoedetiia dependiendo de la direccion del
transito.

Las velocidades radiales observadas durante el transéidem ser combinadas con otros datos,
incluidas lasV;, fuera del transito y la fotometria del transito, acotatal ubicacion de la orbita del
planeta.

Muchos trabajos recientes de exoplanetas realizan madgidel efecto RM, aunque los limites
de precision restringen su aplicabilidad a casos espesifLos angulos medidos para los planetas
extrasolardno evidencian tendencia hacia algn valor y se obtienesrtezas de unag10°.

Chttp: // ww\. ai p. de/ Peopl e/ rhel [ er/content/nmain spinorbit. html


http://www.aip.de/People/rheller/content/main_spinorbit.html
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1.3.7.1. Ecuaciones para modelar el efecto RM

Presentaremos un desarrollo basico de las ecuacionesfat®lRM, aunque los pormenores y
mejoras al modelo pueden ser consultadas en Giménez (2@#)di y Winn (2007).

Consideremos una estrella de madda y radio R, que tiene un planeta que transita con masa
m Yy radio R,. La Orbita tiene un period®, excentricidad: y argumento de pericentro. Se puede
escribir la variacion de velocidad radial neta de la dsti@l 1) como la suma de la velocidad radial
de la estrella debido al movimiento orbitél », ver Ecuacion[(1.34)) y la velocidad radial anomala
debido al efectRM (AVR):

AV (t) = AVp(t) + AVg(t). (1.55)
donde “O” es reservado para las contribuciones por el mevitaidel planeta en su 6rbita y la “R”
para contribuciones de los efectos Rossiter-McLaughliotgaion estelar.
Por conveniencia se escribe el efecto de RM como:
AVR(t) = Kr g(t; Tp, Yp, 75 € ---), (1.56)
separando la amplitud total ; del efecto RM de la funcion adimensiongk) < 1. La amplitud es
dada por:

A2
1—~42’
Vg sin Ig R, 2/ R\ 2
= 528 — 1.58
m/s < 5km/s ) <RJup R ( )
dondey = R,/R.. En la Ultima igualdad, se asumio gyie< 1. La funcibn adimensiona) depende
de la posicion proyectada,, y,) del planeta, pero también dey del oscurecimiento limbicce).

Por simplicidad, se usa una funcibn parametrizada linealencon la ley de oscurecimiento limbico,
de tal forma que el brillo superficial (no ocultado) de la&kires:

Kr = Vgsinlg (1.57)

I(;(’]y) :1—6[1— (1—w2—y2)1/2], (1.59)

La Figura 1.1V muestra tres trayectorias de un planeta qusita sobre el disco estelar. Estas
trayectorias tienen el mismo parametro de impdgtyp consecuentemente todos ellos producen la
misma sefial fotométrica. (recordemos que el parametnmpacto es dado pér= a cosi/R., donde
a es el semieje mayor). Sin embargo las trayectorias difiemegl galor de), y consecuentemente
producen distintas formas de RM, como se dibuja en los paneleriores. La sensibilidad de la
forma del efecto de RM con es lo que permite al observador estimar el alineaminetoebiita.

Un caso especial, simple de analizar, ocurre cuando el gisc@tario es totalmente contenido
dentro del disco estelar y el oscurecimiento limbico epmesable ¢ = 0). En este casqg es la
distancia perpendicular desde el eje orbital estelar ptage, g(t) = z,(t). Si consideramos una
trayectoria rectilinea a través la cara de la estrella, parametro de impactly podemos escribir la
posicion del centro del planeta en funcion del tiempo como

xp(t) = trcos A —bsin,
yp(t) = trsin A+ bcos A, (1.60)
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Figura 1.17: La dependencia del efecto RM con respecto®e dibujaron tres trayectorias posibles de un
planeta que transita. Las configuraciones tienen el mismanpetro de impactob(= —0.5) y producen la
misma curva de luz, pero difieren ary producen distintas curvas RM. En los paneles inferioraasestra la
velocidad radial resultante, para el caso donde no hay @scuiento por limbod = 0) con lineas punteadas;
mientras que en lineas solidas se reproduce la velocathdl cuanda = 0.6. Adaptado de Gaudi y Winn,

(2007).

dondet, = (t — tira)/Tira, tira €S €l tiempo del punto medio del transife,, = R/v.1, €S el tiempo
de cruce por el radio correspondiente a la velocidad ortitigblaneta en el tiempo de transito (debido
a esto la duracion del transito es aproximadameitig,v/1 — b2) y X es el angulo de la trayectoria
con respecto a el ecuador estelar aparente. Se defamére —180° y +180°; Si A > 0, el planeta
se mueve hacia el norte estelar cuando cruza a través del tsindeterminacion del parametro de
impactob « —b presente en la solucion de la sefial fotométrica, es ltastigando se considera el
efecto RM.

En el caso de rotacion uniforme, sin oscurecimiento lomlyi cuando el planeta esta totalmente
contenido en el disco estelar, la curva de RM es simplemearaduncion lineal del tiempo (ecuacion
[1.60). Si asumimos que el planeta es pequefie(1), y no se tienen en cuenta las fases de ingreso y
egresB, se usa la aproximacion simple dada por:

o(t) = { xp(t) si /12 + b2 < 1, (1.61)

0 caso contrario.

En el caso de considerar el oscurecimiento limbico, laesipn deg es mas complicada y necesita
ser evaluada numéricamente. Sin embargo se pueden eorsgltrabajos de Ohta et al. (2005) y
Giménez (2006) para obtener algunas aproximacionegiaasl

Para conocer la importancia del efecto RM podemos comparamplitud de la velocidad ra-
dial, Ko (Ec.[1.35), con la amplitud de la velocidad radial anomfdla (Ec.[1.62) que produce el
efecto RM. Asumiendo 6rbitas circulares £ 0), con angulos proyectados pequefo& 1, y con

ya que constituyen una pequefia fraccion de la duractahdel transito £2+)
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inclinacioni = 90°, se obtiene (Gaudi y Winn, 2007):

Kr _ PV ' Px o (1.62)
Ko 27Gm Pp ’ '

dondep, y p. son las densidades medias del planeta y la estrella, ragpeente. Suponiendo que
p«/pp NO varian demasiado entre sistemas estelares, el ordeagitetutl deK'r/ Ko depende prin-
cipalmente de: el periodo orbital, la masa del planeta yelacidad proyectada de rotacion de la

estrella:
-1/3 1/3
Er os (- P vV (1.63)
Ko MJup 3 dias 9 k:m/s

Para sistemas extrasolares comparables a la masa de Jigateperiodos de 1-4 dia¥ipiters Ca-
lienteg esta relacibn es menor que 1. Sin embargo las propiedadies distema conocidos tienen
efectos de seleccion ya mencionados: los transitos detala grandes y de corto periodo son mucho
mas faciles de detectar que planetas pequefios de larmalpdGaudi, 2005). Una aplicacion in-
teresante de la E4.(1]63) es que para los planetas méitedifiie detectar, la amplitud del efecto de
RM excedda amplitud de la velocidad orbital. En particular para umnglta de masa terrestre con un
periodo de 1 afids /Ko ~ 3 paraV = 5 km/s (Gaudi y Winn, 2007).

Podemos hacer una estimacion simple para determinardesés de magnitud deque produce
el efecto RM. Para esto, es (til considerar los tiemposivelade 3 eventos observables:

I. elinstante,, de la mayor profundidad del transito. Ee- ¢.,, la distancia proyectada estrella-
planeta es minima.

II. el instantet,,, cuando la variacion de velocidad radial es nulatEnt,,, la estrella se mueve
en el plano del cielo.

. elinstanté,.; cuando la velocidad anbmala que produce la variacibn RMikss Ent = ¢, €l
planeta yace directamente en frente del eje de rotaciéfaest

Para una orbita circular cah = 0, estos 3 eventos son simultaneos. Si la orbita es cirqueao
A # 0, entonces . = to, PErOt,o; OCUrre antes o después (utilizando la[Ec.11.60):

trot — T
ot TMA . htan A. (1.64)
,—Ttra
Para oOrbitas no circulares,. Y tor, NO SON Mas simultaneos. A primer orden en excentricidades
obtiene,

P
torb — tira = o (ecosw), (1.65)

dondew es el argumento del pericentro. Al mismo orden, la diferertg tiempot,o; — tia Y 12
duracion del transit@},, son multiplicadas por el mismo factor- e sin w, y asi la Ec.[(1.64) continla
siendo valida. Estas expresiones dan una idea de la jareesitiempo necesaria para poder medir
Por ejemplo, para un transito en latitud mediabes 0.5 que dure 2.5 horas, una inclinacion spin-
orbita de\ = 1° corresponde a un desplazamiento de tiempo de 45 segundesktiémpo medio
de transito y la anulacion de la forma del evento RM.

De la misma forma se puede derivar la incerteza\gpero basados en las mediciones espec-
troscopicas. Consideremos una serieNleselocidades radiales tomadas en tiemposlurante el
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Tabla 1.1: Valores de observables para detectar planptaditpiter y tipo terrestres. La estrella central se asume
gue es idéntica al Sol y que se encuentra a 10 pc del observado

Técnica Observable necesario Japiter Tierra
Imagen directa  contraste de brillo & ;. 6 x107" 1.5x107'0
Imagen directa  contraste de brillo an= 10um 1.5x1077 1.2x1077
Imagen directa  separacion angular 07.50 0.1
Astrometria amplitud astrométrica 50p8s 0.3uas
Velocidad radial amplitud d&, 13 m/s 0.1 m/s
Transito profundidad del transith F’ 1% 0.01%
Timing residuos del timing TOAs 25s 1.5ms
RM amplitud RV dentro transito 52.8m/s 0.4 ml/s

tiempo de transito (entre el primer y cuarto contacto, vgufa[1.9), cada una de las cuales tiene
un error asociade (el mismo para todas). Consideremos también el caso dasdeaédiciones RM
son la Gnica fuente de error (asumimos que ambos, el todiaspmétrico y la orbita determinada por
espectroscopia han sido medidas precisamente). De esta fas incertezas en los tiempos de con-
tacto,t.., y l0os parametros y b tienen incertezas despreciables y la velocidad orhifidh (¢) puede
ser precisamente extraida de la variacion total de wddolcobservada durante el transito para aislar
la forma de RM. Los Unicos parametros a determinar cuaadgusta el transito sohy V, que se
pueden combinar en un vector bidimensiofialas incertezas esperadas.jey V' para un conjunto
de datos equiespaciados y grandes son:

. 1/2
4 [(1 —b?)sin® X + 362 cos? A
. 1/2
oy 1 [(1 —b?) cos?® A 4 3b? sin? A
7 = Qr { 21— ) , (1.67)
donde se definio K
Qr = \/N7R (1.68)

El factor ) p es proporcional a la razon sefial sobre ruido. Es desatabtlacion existente entre las
Ecs. [1.66) y[(1.67) esy(\)/V = ox(m — A). De todas formas se puede deducir que la incerteza
depende de la geometria del transitpla geometria de la orbita.

1.4. Efectos de Selecon y Limites de detecan

El amplio rango de propiedades de los exoplanetas implaredgs diferencias a la hora de detec-
tarlos. Muchas veces se usan las referencias de la TiengitgrJéomo comparacion de los potencia-
les observables provenientes de los métodos de deteteidrabld 1.1 muestra los valores tipicos de
sefial que deberian ser detectados por una técnica panarasdetecciones positivas.

Podemos resumir la informacion de las secciones preaslentel plandlasa minimaen funcion
del semieje como se ve en la Figlra1.18. Los planetas deh&sHolar se encuentran marcados como
referencia. Las lineas verticales indican periodasdfpde referencia. Las lineas horizontales estan
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Figura 1.18: Limites de deteccion segln las distinggsitas. Los puntos rojos indican la posicion de los
planetas del Sistema Solar nombrados con sus iniciales.

asociadas a la profundidad del transito necesarias pdetdacion (1% y 0.01 %), las lineas a trazos
con pendiente positiva indican los limites para la amgliietectada por velocidad radial (10 m/s
y 1 m/s), mientras que las lineas a trazos con pendientdiveegdadican la precision astrométrica
necesaria en las posiciones para estrellas a distintasds. Por ejemplo para detectar un planeta
tipo Saturno necesitamos medir profundidades de trans#tioores que- 0.1 %; o una amplitud de
velocidad radial de 5 m/s; o una precision astrométrichaQleas para una estrella a 100 pc. La linea
roja negativa marca el limite de deteccion del efecto RK fes precisiones actuales; se observa que
gran cantidad de los actuales exoplanetas son plausibiesdie y asi brindar mas pistas acerca del
pasado evolutivo de cada sistema (ver Subse€cion 1.3.7).

Ahora bien, si sobre la Figufa 1]18 dibujamos los elementbisates de los exoplanetas descu-
biertos hasta abril de este afio podemos fijar alin mas (Bepgal1.19, adaptada con la Figura de
http://en.w ki pedi a. org/wi ki/Fil e: Exopl anet Peri od- Mass Scatt er. png).

En primer lugar notamos que la gran mayoria de los sisteriegselares tienen obviamente grandes
masas, mucho mas que decenas de veces la masa terresttendshcia hacen el analisis estadistico
complicado, sin embargo estas altas masas son en parte acim @ seleccion: todos los métodos
de deteccidbn son mas sensibles a descubrir planetasasasiypesar que los planetas tipo terrestres
son mas dificiles de detectar, aparentemente son muab@omunes (Butler et al. 2006) y es asi que
las técnicas de deteccibn mas sensibles como micrajgatéacional y pulsar timing tienen su peso

estadistico.

Muchos exoplanetas orbitan alrededor de su estrella andiasamucho mas cercanas que en
nuestro propio Sistema Solar. Esto nuevamente es debidw@&de seleccion, ya que la velocidad


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Exoplanet_Period-Mass_Scatter.png
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Figura 1.19: Limites de detec-
cion segln las distintas técni-
cas. Los puntos rojos son re-
ferentes a la posicion de los
planetas del Sistema Solar.
Los distintos puntos de colo-
res son exoplanetas cataloga-
dos segln el método de detec-
cion: verde: transitos, azul: ve-

. locidad radial, violeta: pulsar
// ] timing, marron: imagen direc-
— ta y naranja: microlente gra-
vitacional. Existen 2 grupos
bien diferenciados: los puntos

R verdes, planetas predominan-
‘ temente cercanos a la estrella
y los azules un poco mas dis-
1 persos, pero exhibiendo cierta
| concentracion alrededor del
[UA].

0.1

T
-
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\
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radial es un método mas sensible a detectar planetasrbiiasbmas cercanas. Los astronomaos, ini-
cialmente se sorprendieron por estos planetas gigantesnosr a las estrellas que denominahnoi
Jupiters(Jupiters Calientes). Segln los mas recientes trabag@sa de la formacion de exoplanetas,
aparentemente al menos uno o dos exoplanetas deberiinegxtada sistema, con orbitas y tamafios
comparables a Jupiter y Saturno (Crida et al., 2009).

Los planetas detectados por Transito presentan perimésscortos debido principalmente al
método de deteccion: las probabilidades de deteccitimadsito de un planeta que esta lejos de la
estrella son muy bajas porque su posibilidad de transitaesa disco estelar es inversamente propor-
cional al tamafio de la 6rbita. Sumado a ello, la probaduilide realizar la observacion justo durante
el transito es un factor importante.

Gran parte de los exoplanetas tienen oOrbitas excéntficds, en principio, no es un efecto obser-
vacional ya que un planeta puede ser detectado igual, sea&xcaatrico. La prevalencia de orbitas
elipticas es una incoégnita, ya que algunas teorias deaftibn sugieren que deberian ser circulares.
Sin embargo veremos que parte de este sesgo puede ser ordefseleccion (Capituld 5).



Capitulo 2

Obtencion de los palametros planetarios

A pesar que en el capitulo anterior discutimos variasiteésrde deteccion, a lo largo del resto de
la tesis nos restringiremos a las detecciones por velocatidl.

La determinacion de los parametros orbitales de sistexaganetarios a partir de los datos de
velocidad radial, es un proceso complejo. Aunque los posiaistemas exoplanetarios eran ruti-
nariamente observados por varios periodos antes de siggmibh, en la actualidad los candidatos
planetarios son publicados cuando las observacionesrcaipenas un periodo orbital e inclusive
con regiones de la orbita no uniformemente observadasteBxiambién algunos sistemas donde se
dispone de varios conjuntos observacionales, comokesdon Eridaniy Upsilon Andromedaeau-
mentando la informacion disponible, pero a su vez haciem@iodificil la tarea de la interpretacion de
los datos. Por estos motivos es facil interpretar ernovegde los parametros orbitales y el incremento
del nUmero de observaciones a lo largo del tiempo puedeficerdos ajustes obtenidos. Las ecuacio-
nes que relacionan las observaciones con los elementdalesbfy masas planetarias minimas) son
altamente no lineales, permitiendo en principio la existede varios minimos locales en el espacio
de parametros.

La mayoria de las veces las observaciones de velocidaal (agise encuentran disponibles de
manera libre. En algunos casos los autores no proveen los gade deben emplear métodos de
extraccion de la informacion contenida en las imagenktigadas, en forma de archivos postcript (en
la bibliografia este tipo de datos es denomineddwrtered dath

Dado el conjunto de observaciones se necesita resumirrerietig los datos ajustandolos a un
“modelo” que depende de parametros ajustables. Esto seeaomoModelizacion de Datos Dis-
ponemos de la®v velocidades radiales observadgg) para cada tiempaty), y por otro lado para
cada tiempot;) podemos calcular la sefial de la velocidadt;) con la Ec.[(1.34). El objetivo que
se plantea es encontrar el conjunto de parametros plarsetmre reproduzcan la funcidn (¢;) de tal
forma que su comportamiento sea lo mas parecido posible daltws observacionaleg;). Existen
distintos enfoques para determinar los parametros plaostd; = A(K,T,e,w, ,Vy):

= Los métodos de Fourier Se utiliza una descomposicion armonica de la sefial esogjunto
de frecuencias. Las frecuencias pueden ser preestaldgcioimo el caso de la transformada
discreta de Fourier, aplicable sb6lo en el caso de datoegupiiados) o se puede utilizar un
rango cualquiera de frecuencias de interés (como en eldeakotransformada de Fourier para
datos compensados).

45
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= Losmétodos de Cuadrados Nhimos. Dada una funcion modelo se calculan simultaneamente
frecuencias y parametros planetarios, tal que ellosrsipaaa reproducir el comportamiento
global de la funcién que queremos modelar. Debido a la faralineal de la funcion, existen
dos enfoques que utilizaremos:
Los métodos determiristicos Consisten en un método iterativo, en los cuales se
comienza con una solucién (potencialmente pobre) y senterdiuciendo cambios
en la solucion, cada uno mejorando la anterior. Estosdostbuscan la direccion
en la cual la funcion residuB decrece, ya sea utilizando evaluaciones de la funcion
(por ejemplo Simplex), e inclusive sus derivadas (Métat&radiente, por ejem-
plo Levenberg-Marquardt). Son métodos muy sensibles eoliagiciones iniciales
donde comienzan las iteraciones.

Los métodos estoasticos Se incorpora la seleccion probabilistica (aleatonegle
proceso de minimizacion. Esta aleatoriedad puede estaepte en la forma de la
seleccibn de los elementos de la funcién (por ejemplo Bitad Annealing) o bien
en el algoritmo mismo (como por ejemplo métodos evolutiwosio Algoritmos
Genéticos). La aleatoriedad introducida puede prove#nilzativa” necesaria de
posicionarse lejos de la solucion local cuando se busaptimé global.

También es necesario definir ufancion de nérito que mida el acuerdo entre los datos y el
modelo. La funcion de mérito es convencionalmente didafde tal forma que pequefios valores de
ella representen el mejor acuerdo con los datos. Los pardsngel modelo son entonces ajustados
para lograr un minimo en la funciébn de mérito, obtenieasgiolos parametros del mejor ajuste. Dicho
de otra manera, el proceso de ajuste es un problema de nawifrizen varias dimensiones.

La obtencion de los parametros no es el final del probleaua, ger genuinamente (til el proceso
de ajuste debe:

a) brindar los parametros del mejor ajuste
b) estimar los errores en los mismos

c) medir estadisticamente la bondad del ajuste

Cuando el tercer punto sugiere que el modelo no es représgntalos datos, entonces los puntos
(a) y (b) no tienen importancia. Ellos nos indican si un @&wes aceptable cuando el grafico de los
datos y el modelo son parecidos. La base de los siguientagdléss pueden ser consultadas en Press
et al. (1992).

Este tipo de problemas muchas veces utiliza los denomimaétixios globales, ya que realizan un
barrido general de todas las soluciones posibles en eliegmparametros, su costo computacional
es elevado y nunca se tiene la certeza de haber encontradoirionglobal de la funcién. De alguna
manera todos los métodos pueden modificarse para que gudniassea global dentro del espacio de
parametros, con mayor o menor eficiencia, recordandodgas:

. \ Nunca sentirse afortunach.uede ser que sblo tengamos un minimo local en lugar eémni
global.

= | Todo tiene un costdSi queremos encontrar el minimo global debemos trabajargtrenerlo.
Asociado a esta regla se deben considerar tres aspectsmal#os con la eficiencia:
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1. Eficiencia Absoluta. ¢ Cuan precisa es numéricamems@laion dada por mi método?

2. Eficiencia Global. ¢Cuan seguro estoy que la solucitel @erdadero minimo de mi
solucion?

3. Eficiencia Relativa. ¢, Cuanto tiempo de computo es aeiocggara hallar la solucion?

Los métodos mas elegantes son designados para cumpmictano sea posible los puntos (1) y
(3). Sin embargo el punto (2) es bien resuelto s6lo si se tiga condicion inicial conveniente.

La evolucion es mas inteligente que uchi bien por el momento esta frase parece no tener
sentido, veremos con la introduccion Aligoritmos Genéticosla importancia de la misma.

2.1. Metodos de Fourier

Si bien los métodos de Fourier constituyen una de las haraas numéricas mas comunes,
también resultan ser una de las mas complicadas. Losig®gitoblemas no solo se restringen a difi-
cultades numeéricas, sino también tebricas. El tratammierroneo de los datos no solo puede dar resul-
tados imprecisos sino también pueden ser completament@egdos. En cierto sentido, el principal
proposito del Analisis de Fourier es el siguiente: dadafuncion f(t), encontrar una aproximacion

A~

f(t) tal que:
foy=> FRe™m (2.1)

En otras palabras, deseamos encontrar una descompoaiainica de la funcion. Si ésta es
naturalmente periddica o casi-periddica (también #idende multiperiddica), lo que buscamos esen-
cialmente es determinar cuales son las frecuenciagolucradas en la variacion de la funcibpcon
respecto de. Por el momento vamos a suponer ggees definida sobre un cierto intervalo finito de
la variable independientec [0, T']. Notemos que, en la sumatoria de la Ec.1(2/18s una variable y
no un indice ente

No obstante este método tiene la importante limitaciéguie Gnicamente se evalla la potencia
del espectro en determinadas frecuencias (las frecuetiei&®urier) que pueden no ser en las que
estamos interesados. Veamos a continuacion como fumclosanétodos de Fourier.

2.1.1. Principios de Fourier

Para representar ué cualquiera en el espacio de funciorigg0, 7'] (cuadrado integrables), pri-
mero debemos elegir una base para el espacio. Recordemebagpacio posee dimension infinita, y
por lo tanto precisamos infinitas funciones base para reptascualquier elemento. Se puede denotar
una base genérica de la forma:

{é,} donde ¢, (t) € L2[0,T] (2.2)

y donde necesitamos infinitos (y adecuados) valorestdede generar todo el espacio. El parametro
v puede variar en forma discreta o continua pero, cualquiesiaes caso, si solo consideramos un
numerdfinito de ellos, el conjuntd ¢, } generara un sub-espacio (del espacio total).

A fin de evitar confundir terminologia denominarenea la base del logaritmo naturale=2.7182..”;
alternativamente trabajaremos con desarrollos planameseyvamos = /—1.
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Si consideramos un conjunto discreto de valores,da aproximacion de la funciél,. en este
espacio modelo es representada por la combinacion lineal:

f = Z FI/(bV (23)

donde los coeficienteg, son incognita.

Debido a quef puede ser considerada como una proyecciof,den un sub-espacio, podemos
definir lafuncion residuoR tal que: R
Vi=f+R (2.4)

gue se corresponde con las componentds. dgie no fueron proyectadas; o sea, aquellas componentes
gue son normales al sub-espacio modelo. En general, logiengfisF,, seran elegidos de forma que
|R|? sea el menor posible (i.e. la mejor aproximacion).

Un caso particular de gran interés, dentro de la Mejor Aipnakion, consiste en elegir las fun-
ciones bases como:
(bl/(t) — e—227r1/t (25)

para ciertos valores deque pueden ser tanto discretos como continuos. Estas iasdf{@.5) forman
lo que se llama dbase arndnica del espacio de funciones. Existen infinitas bases posijegue
podemos generar distintas secuencias:

{ﬁbu} — (e—i27w1t’ e—i27r1/2t’ e—i27w3t’ o ) (26)

simplemente eligiendo lag de forma diferente. Sireemplazamios{2.5Yen (2.3), sieoueegpodamos
suponer el residuo muy pequefio, obtenemos que los coédigida la mejor aproximacion armonica
son dados por:

by = %ZWIBJ}, /O ! f(t)e?™tdt (2.7)
donde el tensor métrico es dado por:
B,., = i /T pi2n(v=w)t 1 2.8)
: T J,
_ grl—wpSin (@ —w)T)

(v —w)T

Una consecuencia muy importante de esta ecuacion es gumtisnes base 2" en general
no definen una base ortogonal, por lo tanto resulta complicattular la matriz inversa d8,, ... En
otras palabras, aunque el producto intefedf?™*, =™~ —= 1 siv = w, en general no se cumple
que el producto interno sea nulo cuande w.

Independientemente de las dificultades puramente nuaséasto implica que el coeficiente corres-
pondiente a la frecuenciase vera afectado (o contaminado) por las contribucionedree frecuen-
cias diferentes. Esto es inevitable al trabajar con basestogonales, y es una caracteristica que
sera importante a la hora de definir y trabajar con las Toamsfdas de Fourier.
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2.1.2. Transformada discreta de Fourier

La definicion clasica de [@ransformada de Fouriede una funciory en una frecuencia arbitraria
esta dada por:

F(v) @4%WU>=§iATﬂoé%”ﬁ- (2.9)

En otras palabras, la transformada de Fourier peogeccon de la funcion originalf sobre la funcion
¢y(t) — e—i?m/t.

Si disponemos, por ejemplo de una integracibn numeérigdemos muestrear con un conjunto
equiespaciado d& puntos, de forma tal qug, = f(¢,,) donde

th = (A,2A,...,NA) - tn = nA. (2.10)

La cantidadA se denominascala del muestreo (i.e. sampling raiejlenota el intervalo de
entre datos. Tomando la funciébn peso comp= 1/N V n, tenemos que la Transformada Discreta
de Fourier (i.eDiscrete Fourier Transform - DF)Testa definida como:

N

n 1 i2wvn

F(v) =+ ) fae?mma, (2.11)
n=1

Ahora bien, para cada valor deexiste un valor critico de, llamadafrecuencia critica de Nyquist

denotada por,, que es dada por:
1

T oA
Esta cantidad es muy importante porque denota cual es lmmadrecuencia que es identificada por
el muestreo de datos.

(2.12)

Ve

En las aplicaciones practicas, no es posible evaluar tesfsemada de Fourier de una funcion
discreta ertodoslos valores continuos de frecuencias, sino que se trabajarcoierto conjunto finito
de frecuencias especificas. Estas frecuencias son eatgdal forma que el tensor métrico (Ec.]2.8)
sea la matriz identidad. De hecho, lo que cominmente sengileticomolransformada de Fourier
Discreta(DFT) se refiere no s6lo a la discretizacion de los datos, simbién de las frecuencias del
espectro.

El final del intervalo de la variable independiente se cpwade coril’ = N A, de forma tal que
tenemos en totaN datos. También vamos a suponer (y esto es importante) quanedro total de
datos es par

Con estas especificaciones, vamos a considerar un espadelargenerado por las funciones
basee~*?™kt» donde las frecuencias cumplen con la condicitec(iencias de Fourie):
k k ' N N

k=0, (2.13)

WETTNA 2

Con esta eleccion, el tensor métrico es la matriz idedtiger Ec[2.8), y la transformada de
Fourier (ecuaciori(2.11)) es dada por:

N
—12TV T, 1 i 2mkn
Fy, = (720 f) = = > fa€?Tn AT (2.14)
n=1
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Notemos que, para los efectos de calculo, hicimos variendéte £ de0 a IV, siendo que los valores
de Fy, parak > % van a corresponderse a las frecuencias negatjvag.

La Anti-Transformada Discretposee la forma analoga:

N
o 1 —i2rknA /T
fo=% kz_:l Fye (2.15)

Esta funcion discreta reconstituida se denongireie de Fourier Discreta

La DFT posee otra desventaja que tiene que ver con el nlreespataciones numéricas que son
necesarias para su calculo. Aunque esta limitacion esdibde’ numérica y no tebrica, puede ser muy
importante.

Una forma de reducir el nimero de operaciones es lo que seeaomo laTransformada Rpida
de Fourier - FFT. No obstante este método tiene la importante limitac®guk GUnicamente se evalta
la potencia del espectro en determinadas frecuenciaséassincias de Fourier) que pueden no ser las
gue interesan. Mas precisamente, es una descomposeiarsdrie temporal en una base ortonormal
definida por un numero finitd//2 de frecuencias, dond¥ es el nUimero de datos.

El método ademas es definitivamente in(til para evaladdfrecuencias. A pesar de que a menu-
do es utilizada, la FFT no debe aplicarse a observacioneguiespaciadas puesto que no se cumple
la hipbtesis fundamental (datos equiespaciados). Reprsaele utilizarse la FFT para evaluar la po-
tencia en frecuencias que no son las de Fourier, alegandgedsegsta trabajando con la transformada
continua. Todo esto hace que la potencia evaluada medigiiteda incorrecta y por lo tanto se iden-
tifiguen mal las frecuencias asociadas a la sefial pedbdic

La idea de la FFT consiste en aprovechar el caso cuahde un nimero par, y reagrupamos los
téerminos de la ecuacioh (Z2]14) en la forma:

N N/2 N
FV/c — aneiZWkn/N — aneiZWkn/N + Z fneiZWkn/N
n=1 n=1 n=N/2+1
N/2 N/2
_ ane227rkn/N + Z fn+N/2e227rk(n+N/2)/N (2.16)
n=1 n=1
N/2
— Z(fn+fn+N/26Zﬂk)e22ﬂkn/N'
n=1
En conclusién, tenemos que:
N N/2
F, = Z fneiQWkn/N N Z fél)eﬁwkn/N’ (217)
n=1 n=1

donde los nuevos coeficientes sﬁﬁ) = (fa + fogny2 &7"). Si ahoraN/2 es nuevamente un nu-
mero par (i.eN divisible por2?), el proceso puede ser repetido, subdividiendo nuevanteatéma

sumatoria en dos términos, reagrupando los sumandosietelinia funciénfﬁz), etc.

Este proceso puede ser continuadeeces, siempre que el limite de la sumatoria resultantz™
sea par. Asi, el caso mas favorable ocurre cuando el nudeedatos es en realidad una potencia de

dos. En tal caso, la transformada de Fourier se traduce enico termino donde su coeficienfém)
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es una suma den — 1) evaluaciones de la funcion. El niUmero total de operasianger realizadas se
reduce desd&’? a N log, N. Segin Press et al. (1992), si tomanmés= 10° el calculo de la FFT es
40000 veces mas rapido que la DFT.

2.1.3. Determinacon de Parametros orbitales con amlisis de Fourier

Recordemos la forma de la funcion periddica que queremalizar:
V, = Klcos(f +w) + e coJw)] + Vo, (2.18)

donde vemos que la dependencia temporal se encuentra esnalza verdaderd. Haciendo uso de
la ecuacion de Kepler podemos expary@ren series de excentricidadestales que:

k=00
éh = 3" Cile;)e*s (2.19)

k=—00

dondelM; = n;(t — 7) es la anomalia media,el tiempo de pasaje por el perihelidy,(e;):

2 ) )
Ci(ej) = %/0 (cosE —ej+iy/1— e?sinE) g~ tk(E—e;sin(E) (2.20)

Reemplazando en la expresion general se obtiene:

N 00
Vo =) K@) Crley)ebmtm) 4 vy, (2.21)
j=1 k=1

A quinto orden en excentricidades, los coeficieritgée; ) pueden escribirse cofito

9 25 ) 7 17
4 3 , 7 1
Ca(ej) = (1 - ge? + ge?> ej +1i <1 — Ee? + §e§> e; (2.23)

Segun Correia (2008) podemos escribir la transformadaoded¥ para un nUmero discreto de
observaciones$V, no equispaciadas, en un intervalo de tiempo [0,T]:

N
1 iy
Fv)~ = > Ve V(b — 1), (2.24)
o

dondeV}, es la velocidad radial medida en la feahalos parametros orbitales pueden ser determi-
nados como se detalla a continuacion:

= Determinacion dé/

2haciendo uso de los desarrollos de la Secé¢ion (113.6.5).
3solo escribiremo&=1y k=2, ya que es suficiente considerar solo dos frecuenciasgsée analisis.
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Reemplazando la E¢. (2]18) en la transformada de Fourierptada Ec.[(2.24)
y eligiendov = 0, siempre que los datos sean mas o menos uniformemente distr
buidos en el intervalo de observacion, se obtiene:

F(0) = Vg, (2.25)

y una vez obtenido este corrimiento es sugerible sustréevalor de los dato},
y continuar el analisis de Fourier sin esa parte en laE8.2.1

= Determinacion de;

La frecuencian, corresponde al compaiiero de la estrella con mayor ampgiityd
dado por la frecuencia asociada al pico mas alto en el espectro de potencias, es
decir:

| F(mi) | 2] F(v) | Vv (2.26)

Luego de localizan es relativamente sencillo encontrar los otros paramethoa
vez que la orbita del primer compafiero es completameréblesida, se reco-
mienda sustraer su contribucién y seguir evaluando paranérar otros posibles
comparnieros de la estrella.

= Determinacion de parametros orbitales restartgdy;, 7; y w;)
Reemplazando la expresin (2.21) len (2.24) y eligiendon; y v = 2n;

F(nj) = K;d“iCy(ej) e ™ (2.27)
F(2n;) = K;€“iCy(e;) €12 (2.28)

donde las cantidadds(n;) y F'(2n;) se determinan haciendo las transformadas de
Fourier con la Ec[(2.24). Tomando modulo de las expresideearriba se obtiene:

| F(nj) [= K | Cilej) |y | F(2n)) |= Kj | Ca(e;) | (2.29)

de la que se obtiene una expresion implicita para la esicielstd que puede ser
resuelta con alglin método iterativo tal que se satisfagauacion:
| F(2ny) | _ | Caley)
| F(ng) [ [ Ciley)

; (2.30)

Una vez determinade; se puede deducir directamente el valorkigde la Ec.

’ | F(2nj) | _ | F(ny) |
n; n;
K; = ZA 371 (2.31)
T 1 Oa(e) | [ Ciley) |
luego tomando el cociente enfre 2.27 y 2.28:
in.— F(n;)Ca(ej)
gt — — I Z2RG) 2.32
F(2n;)C1 (e5) (2.32)
para finalmente obtener:
. 2(n. :
elu)j — F (n])CZ(eJ) (233)

K;F(2n;)C(e;)
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Concluyendo entonces, es posible determinar un compa$tetar a partir de los datos obser-
vacionales, haciendo la correspondiente transformadeodeef para 3 frecuencias, a salief0),
F(n)y F(2n). En esta deduccion se empled 2n pero se podria haber elegido cualquier frecuencia
mdltiple den. Sin embargo, a no ser que la excentricidad sea muy elewaglfietuencias conside-
radas corresponden a los picos mas altos y por lo tantcasiim&nte reconocibles en el espectro de
potencias.

Mas aln, si la excentricidad es cercana a 0, (que es aa &l@aso para los “JUpiters Calientes”,
F(kn) ~ 0 excepto par& = 0, 1; En este casay; y T; no pueden ser determinados, pero aln asi es
posible establecer la posicion del planeta en la orhitas w; — n;7 como:

F(n;)

ghi = )
K;Ci(ej)

(2.34)

Los parametros orbitales determinados con este métbd@rente tienen error y son proporcio-
nales a la precision de las observaciones e inversamenperpionales al nUmero de datos disponi-
bles. Si se dispone de un gran nimero de datos se increnaetavergencia entre la transformada
discreta y la continua.

Como ya mencionaramos el acuerdo entre los parametrosut&Fy los parametros verdaderos
se puede mejorar trabajando con la funcion de martoLa utilizacion de estos métodos es mucho
mas rapida que métodos de cuadrados minimos, ya quar@siptros determinado ya estan asociados
a la periodicidad de la sefial y por lo tanto muy cerca de laifumreal. Inclusive cuando las interac-
ciones entre los planetas son débiles, los resultadosasisfastorios. Este método ha sido probado
en tres sistemas planetarios distintos (Correia et al.,20008s et al. 2006 y Pepe et al. 2007) dando
los mismos resultados que otros métodos alternativos.

El problema de este método es que si tenemos, por ejemplantas con periodos conmensu-
rables, es probable que el planeta de menor sefial no setadeteEsto se debe a que la sefial débil
puede ser enmascarada por un armonico de la primer sefald€sventaja es que las frecuencias de
Fourier pueden no estar bien determinadas, debido a quédasvaciones son no equispaciadas y a
veces la sefial no cubre suficientemente varios periotiitales.

Existen alternativamente otros métodos de analisis deiéfpcomo el propuesto por Konacki y
Maciejewski (1999), donde se analiza la relacion entrgioss del periodograma. El método ha sido
desarrollado utilizando series convergentes de elemerniisles y demostrando que cada uno de los
elementos de la serie tiene amplitudes mas pequefias darpdi el orden de la serie aumenta.

2.1.4. Ardlisis de Fourier en datos no equiespaciados

La estimacion de frecuencias (y del espectro de poteneiahd serie temporal formada por datos
no-equiespaciados es un problema comin. En astronardaponibilidad del telescopio, el climay
las estaciones son los principales responsables de quailes de observaciones consecutivas, varien
desde horas a semanas e inclusive meses.

Como hemos visto en las secciones precedentes, a veceslaexgaesion Ec[(2.11) para datos
no equiespaciados con la excusa que los resultados son i@ni@sa De hecho, el analisis de datos
simulados muestra que los resultados estan en buen actmnda frecuencia real en una amplia
variedad de situaciones, excepto algunos casos que mergions mas adelante. Gran parte de los
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resultados y métodos explicados a continuacion fuersardalados por Ferraz-Mello (1981). Tebri-
camente el uso de una transformada de Fourier finita para datequiespaciados es invalida, salvo
en el caso de un proceso Gaussiano (ruido blanco) en cuy@cesntrar el espectro no tiene sentido.

Varias técnicas se propusieron para estimar el espe@gimas métodos consideran métodos de
ordenamiento de fase, que son derivados de la idea emgeipaobar con distintos periodos hasta
que una curva suave es obtenida. Con respecto a este i=aodslemos citar los trabajos de Pel't
(1975), el método de Minimizacion de Dispersion de Fasg. (Stellingwerf, 1978) o el Método de
Minima Entropia (e.g. Cincotta et al. 1995 y 1999).

Los métodos actuales de transformada de Fourier para ¢t@talatos no-equiespaciados consis-
ten en el analisis de frecuencia por cuadrados minimesledta funcionf = Hy + Hjcos(2mvt) +
Hysin(2nvt). Para valores tentativos de la frecuenetse calculan las constantés y el Coeficiente
de Correlacion Espectral (Ferraz-Mello 1981, Foster 198@ es un nUmero menor a 1 y esta asocia-
do a la probabilidad de que la frecuengiaea real y no producto del azar.

Existe una amplia mencion en la literatura al método Lot®76) y Scargle (1982)Lo6mb-
Scarglg. Sin embargo las base ortogonalizada utilizada es ina i/, = 0) y no considera los
pesos individuales de los datos. Como consecuencia, ncséseprealizar un filtrado de los armoni-
cos en una serie temporal. El método fue mejorado por Fétedlp (1981) (seguidamente por Foster
(1996)) utilizando la base completa y considerando lospesividuales.

Consideremos el proceso periddig@) = y(t) + z(¢), dondey(t) es una funcion periodica, y
x(t) un proceso Gaussiano representado por una variable nougreahtedia es nula y su varianza es
% (= N(0,0?)).

Asumamos la serie temporAlt, ), f(t2), ..., f(tn), formada por muestreo del proceso periddico,
a los cuales se sumod una constante tal que:

N
> flt)=0 (2.35)
=1

Para una frecuencia de prueheel ajuste de la curva de regresion sinusoidal de maximaitsid
tiene una base:

Hyo(t) = 1
H(t) cog2mut) (2.36)
Hy(t) = sin(2nvt)

Podemos construir una bagky, 1, ho } ortonormal por medio del método Gram-Schmidt,

ho = aoHoy,
hi = a1Hy —aiho(ho, Hy) (2.37)
hy = asHy — agho(ho, H2) — azshi(hy, Ha)

En estas formulas, los paréntesis indican el producésriot

N

(91,92) = Y g1(tr)- g2(t:) (2.38)

l
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Los coeficientesy, a1 Y as en la Ec.[(2.3]7) son determinados de tal forma que:

(ho, ho) = (h1,h1) = (hg,he) =1 (2.39)
asi finalmente se obtiene:
a62 = N,
ay? = (Hy, Hy) — ad(Ho, Hy)? (2.40)

ay® = (Hy Hy) — aj(Ho, Hy)* — ai(Hy, Hy)* — ajag(Ho, Hy)*(Ho, Hy)?
+ 2afai(Ho, Hy)(Ho, Hy)(Hy, Hy)

donde los coeficientes de la regresion son:

c = (f> hO) = 07
a = (fih)=ai(f, Hi) — aj(Ho, H1)? (2.41)
co = (f h2) = ag(f, Ha) — arager [(Hy, Hy) — ag(Ho, Hy)(Ho, H)]

La funcién en la nueva base ortonormal puede ser entonpessexia como:
f(t) = coho(t) + crha(t) + caha(t) (2.42)

Para datos equiespaciados este procedimiento equivake @puoximacion de ajuste a una curva
utilizando tres parametros: una “sinusoide” mas unatems. Si el periodo no es conmensurable con
el espaciamiento de los datos y la serie es suficientemegéedara cubrir toda la fase uniformemente,
uno tiene:

(Ho,H1) =~ (Ho,Hs)~ (Hy,Hs) =0 (2.43)
(i H) ~ (Hy M)~ 53 = (249
con
¢~ agV2(f, H)
co =~ agV2(f,Ha) (2.45)
De esta forma, el calculo debpectro de potencies dado por:
I(v) = 22| F(v)|]> = ¢ + ¢} (2.46)

dondeF (v) es la transformada discreta de Fourl®F{') dada por la Ec[(2.11). Para series temporales
con datos no-equiespaciados, la medicion del espectrotdaga es equivalente, pero ahétér) es
la transformada de Fourier discreta de datos compensadgd®CDFT):

F(v) = (f, h1 +ihy)/(agV2). (2.47)

El producto interno dado por la ecuaci®n (2.38), debe satlifinado de acuerdo a los datos que se
consideran. Para considerar la diferencia de precisianesdistintas observaciones, se usa la funcion
de pesav; = w(t;) (asociada al inverso cuadrado del error en las mismas)

N

(91,92) = > wyg1(tr)- g2(t1), (2.48)
!
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debido a esta nueva definicidn del producto interno, seagedque:

a’ = Y w,

a1_2 = Z w;COST; — a(z)( Z wiCOSzi)Q (2.49)
a;? = Z w;sintz; — ag( Z wising;)® — af | Z w;COSe;Sin; — ag(z wisinxi)(z wjcose;)]?,
dondex; = 27vt; y todas las sumas deséle- 1 hasta; = N. Los coeficientes de la regresion son:

co = 0
alv) = alzwif(ti)cosmi (2.50)

o) = a Z w; f (t;)sine; — ajage [Z w;COS;Sin; — a%(z wisinxi)(z w;COSt;)] 2
el calculo del espectro de potencia es la intensidad dada po
I(v) = + (2.51)

La teoria de la regresion lineal pide quec I(v) < @, donde Q:

Q=(f,f) =) wif*(t;) (2.52)
Esta propiedad es utilizada para introducir una escala iaeatizacion el estadistico:
Sw) =1(v)/Q (2.53)

que se denomineoeficiente de correladn espectraly es tal qued < S(v) < 1 para todov. En un
caso degenerado, cuandit;) es un ruido blanco (es decir no tiene ningin tipo de periddd), los
coeficientes de regresian y c, son variables normales con la misma varianza g y I(v)/o?
sigue una distribucion chi-cuadrado. La cantidat— 1).S(v) puede ser considerada como una varia-
ble de prueba. Para un dado result&tio) permite calcular la probabilidad de obtener un resultado
cuando se trabaja con ruido blanco calculando:

Prob(S(v)) > A = Prob(x?) < (N —1)A (2.54)

es decir para un dadgq la probabilidad qué(~) sea mayor que un dado limite de deteccion preesta-
blecido (A) puede ser expresado en funcion de la distribucion de anable chi-cuadrado.

2.1.5. Diferencias entre DFT y DCDFT

La principal diferencia entre ambos métodos es que DFiFatitecuencias de Fouriew( = %),
mientras que DCDFT realiza una regresion en base sinugmda cualquier valor de frecuencia
deseado. Ademas, las bases vy justificaciones de la DFT saddmmen el equiespaciamiento de los
datos, mientras que en la DCDFT esta condiciébn no es négesar

Existen trabajos donde se utiliza la DFT (Ec. 2.11) paragdatoequiespaciados, con el pretexto
que los resultados son comparables (Deeming, 1975). FAdiela (1981) realizd una amplia variedad
de pruebas, estimando el espectro para datos que simulabarvaciones no-equiespaciadas de un
proceso peridodico muestreado en los tiemos

x; = Ser(ljti + A) + Be; (255)
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S(v)

Figura 2.1: Espectro obtenido usando DCDFT (curva sofdafT (curva a trazos) de un proceso periddico
simulado para una frecuencia muy baja={ 0.02) y relacion S/N=3.5.

dondee; es una variable de distribucion normsil(0, 1), siendoA una constante arbitraria 8 un
factor relacionado a la razén sefial-ruido (S/N).

A continuacion expondremos algunos de sus resultadosiieidugar se confirmé que se puede
utilizar la DFT cuando solamente se esta interesado efitaagson delperiodoy cuando la relacion
sefal/ruido es pequef& [V < 2.5). Cuando la relaciors/N es alta, la estimacion no compensa-
da dada por la DFT lleva arrores en la determinaén del pefoda que dependen del tamafio del
muestreo y del nUmero de periodos cubiertos. Sin embasgilculos usandb (Z241) son mucho mas
rapidos que corl (2.50) por lo que es conveniente, por lo miengprimera aproximacion, calcular
usando DFT y luego mejorar con DCDFT. La justificacion del de la DFT estandar, reside en el
hecho que los coeficientes y a, (de la DCDFT) oscilan alrededor del valor medip,/2.

Ferraz Mello mostrd que, alin cuando la DCDFT no sea mepiaiDFT en la determinacion del
periodo en una serie de puntos (cuasdd/ < 2.5), tiene la ventaja de dar una mejor estimacion de
la altura del pico. Este Gltimo punto es crucial si se quilterpretar correctamente la sefial, mas que
solamente determinar un periodo. Las discrepancias lestespectros determinados con la DCDFT
y con la DFT se vuelven notables para frecuencias pequéfeabecho para pequefias frecuencias
(periodos grandes) no hay suficiente cobertura en el espaciase y los valores dg y as de la
DCDFT pueden tomar valores muy distintos @g/2. La Figura 2.l muestra el espectro estimado
para un proceso periddico de muy baja frecueneia-(0.02) y relacionS/N=3.5, con un muestreo
de 60 datos distribuidos sobre un periodo de la séfall{2.65 resultados muestran la DCDFT en
curva continua y la DFT curva a trazos: la DFT muestra un elebb % mientras que la DCDFT da
el valor correcto para el periodo.

2.1.6. Filtrado de armonicos

El proceso periodico estudiado puede estar conformadweap@s sefales. A pesar que se puede
seleccionar un periodo para la inspeccion del espedida se puede decir de las otras periodicidades
a través del analisis del mismo espectro: otros picoseptes pueden ser alias del pico principal.
Si uno desea buscar otras periodicidades aparte de laisekda, es facil filtrar la serie temporal y
eliminar laondacuyo periodo ha sido identificado. Denominemad periodo cuya onda esta definida
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por:
d@,t) = (V) (V,t) + c2(V)ha (7, 1). (2.56)
La serie temporal filtrada sera: B
f(t) = f(t) —d(©,1) (2.57)
y por lo tanto obtenemos:
d(t;) = do+ dicoqT;) + daSin(T;), (2.58)

conz; = 27nvt;. Segln Ferraz-Mello (1981) puede obtenerse que:

d2 = azCy
di = ayc; + doa? {ag(z chofj)(z szinx_j)(z w,; COST; sinx_j)] (2.59)
do = —aj[di ) w;COST; + dy H  w;Sin]
En adicion, se pide que: B
(f,ho) =0 (2.60)
Finalmente calculand@®: o
Q= (f.f)=Q[l-S5)] (2.61)

que permite que nos demos cuenta §i(g) es una estimacion de la informacion relacionada con la
frecuencia seleccionada. Los coeficientes de correlagprctral de la serie filtrada, evaluadosien
son cero, es decir;

$@) =0 (2.62)

Vale la pena mencionar que en el caso donde la base no inBiyy¢ (como en el periodograma
Lomb-Scargle), se puede construir el filtrado armoénice per se cumple la Ec._(2.62) debido a la
incompletitud de la base (es realizado un filtrado incoropldta calidad del filtrado depende de la
calidad del estimador de la intensidad del espectro de giatkeren la frecuencia seleccionadg eso
justifica el uso de DCDFT.

2.1.7. Probabilidades de detecon y limites de confianza

Cuando uno construye la funci@®\(») en un rango de frecuencias y con un determinado paso
de muestreo, se puede graficar la funciir) en funcion dev, denominaddPeriodograma Si uno
quisiera evaluar de forma aproximada cuando es importardesefialS(v), se puede establecer un
nivel de ruido y considerar importantes todos los picos dog®veces mayores que dicho limite.
Una forma mas rigurosa de evaluar la importancia de un pied periodograma es calcular el F@P
definido como la probabilidad de obtener un pico por azar ttarsafal, cuando se trabaja con ruido
blanco. Algunas formas utilizadas para calcular el FAP desafial son:

“del inglésFalse Alarm Probabilityi.e. Probabilidad de Falsa Alarma.
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Figura 2.2: Espectro obtenido usando DCDFT con pesos ohaikes todos iguales (curva solida) y pesos
individuales proporcionales a los errores en cada mati@orva a trazos). Los datos corresponden al
residuo de un ajuste con dos planetas en el sistema HD8284@ldcion S/N se puede estimar-en
2.5y el limite de confianza del 95 % fue calculado con lasxipraciones de las Eds. 2163. Dado el alto
nivel de confianza del pico adicional, podemos asumir corablaeexistencia del tercer planeta en el
sistema.

= Calculos Analiticos. Segin se menciona en Ferraz-MelQuast (1987), se puede deducir una
formula general y calcular las siguientes cantidades:

_ —N2_3ln(1—5)
N4 —a
_ 2(N =3)At-Av
a = 3N — 1) (2.63)

C = (1-e My,

dondeAt es el intervalo de tiempo cubierto por las observaciaNecon N >> 10), Av

es el rango de las frecuencias muestreadas que integraric@qamgama construida’ es la
confianza del resultado(t — C') = F AP debe ser interpretado como la probabilidad de tener
la altura del pico mas alto por azar. Por ejem@le= 0.05 = 5% es considerado un nUmero
grande para esta probabilidad. En los trabajos de desdehtos de exoplanetas es normal
encontrar valores dEAP = 10~2 para considerar una buena deteccion.

= Trabajos del grupo del Observatorio de Ginebra proponegrm@iar el FAP numéricamente
(Lovis et al. 2010). La idea es realizar permutaciones afigat de los residuos de un ajuste,
calculando el pico de potencia de cada intento. Se consliaugistribucion de estas potencias
(que puede ser modelada con una distribucion gaussiamastimativa del FAP seria entonces
la probabilidad de obtener un valor igual a la potencia deffakoriginal. La Figurh 213 ilustra
como funciona este método.

= Otros autores (e.g. Anglada-Escudé et al. 2009) proponariasma numeérica alternativa. Los
autores generan un conjunto de datos sintéticos utilzémdnejor solucion del ajuste Keple-
riano. Cada conjunto sintético se genera sumando a laigtatbcadial nominal un ruido gaus-



CAPITULO 2. OBTENCION DE LOS PARARMETROS PLANETARIOS 60

400}
400 - L B

2001 | 200

0 N S RAEE N R oL
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.00

Potencia Normalizada Potencia Normalizada

Figura 2.3: Distribuciones de picos de potencia para lasgiées del sistema HD10180. Izquierda una sefial que
es significativa y derecha una sefial que tiene un FARG&I®.

sian y se redetermina el mejor ajuste orbital. Este proceso $& negrias veces. Se realizan
1000 conjuntos sintéticos y se evalla el porcentaje deegorbitales que mejora la solucion
original. Ese porcentaje es ElA P buscado. Este es un proceso computacionalmente muy len-
to y engorroso y si el FAP es pequefio, muchas veces se deberag@astd 0® conjuntos
sintéticos.

La Figura [2.2) muestra el periodograma sobre los residaebajdste orbital kepleriano de las
velocidades radiales (para el sistema HD82943 con 2 plin&ta otras palabras se busca la presencia
de una sefal perioddica adicional. Ambas curvas fuerotutzdos con DCDFT pero uno considera
todos los datos con el mismo peso (curva solida, 836 d) y el otro dando los pesos individuales a
cada observacion (curva a trazos;-RB829 d). En la figura se muestra el nivel de confia@z5 %
(marcado como una linea horizontal) y calculado con laxapracion dada por la Ed._(2.63). El valor
del pico del espectraS,) y la frecuencia asociad@) a este pico difieren levemente.

Veamos un ejemplo de la determinacion numérica del FAREigara[2.8 muestra la distribucion
de potencia de picos (Peak power distribution) generandoytaciones aleatorias de los residuos del
ajuste. A la izquierda se muestra una sefial con gran pilalzbide ser planeta, mientras que a la
derecha se muestra una sefial con FARdel (= 0.006), es decir 94 % probable de ser planeta. La
linea continua muestra la potencia del pico en los datéssgaientras que las lineas a trazos muestran
los limites de deteccion con FAPs del 10 %, 1%y 0.1 % basadestas distribuciones. En el grafico
de la izquierda se dibuja la Potencia de la sefial-d&45 (linea negra vertical). La distribucién de
los picos en cada conjunto de residuo generado posee libutighn mostrada en rojo. Se ajusta una
distribucion Gaussiana y se averigua el area normalibaja la curva que queda a la derecha de
la sefial, esta area corresponde al FAP de la sefal, queteesaso es de0—*. En el grafico de la
derecha, el periodo a analizar tiene una Potencia Norag@ide~ 0.14 (marcado nuevamente como
una linea vertical continua). La distribucion de potas®btenidas, sobre los conjuntos de residuos
artificiales, muestran una distribuciobn gaussiana quasaestra visiblemente sobre la potencia de la
sefal. El area normalizada a la derecha de esta poten@ié %s es decir la sefial posee un FAP del
0.6 %.

Scon desviacion estandar igual al RMS del ajuste keplerian
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2.2. Metodos Cuadrados Mnimos

El método de cuadrados minimos puede pensarse como umpadsular de lo que se conoce
comoEstimadores de Eima Similitud(Maximum Likelihood Estimators).

Habiendo especificado el tipo de base que vamos a adoptdag.kincionesp;), el problema
de modelizacion se reduce a la determinacion de los ceefésA,. Como siempre, estos son los
parametros del ajuste y son tratados como las variablesistema. Cada conjunto de valores del
espacio de parametrdsi; } denota una aproximacion distinta, algunas parecidasasoddtos origi-
nales, otras muy diferentes.

La idea basica es partir de la premisa que los datos (olusenedes o experimentales) pueden
tener errores. O sea, nosotros podemos mggjero el valor “real” puede de hecho 3gtt ¢;.

La minimizacion de residuos o maximizacion de la fundidikelihood (£) es un proceso equiva-
lente. Para un dado conjunto de datos medidgsdado un modeld/ con parametrogl, la funcién
L es definida mediante un modelo de ruido (Barnes, 2007):

L(D; M, A) = prob(D|M, A) (2.64)

En palabras, es la probabilidad de medir los datbs dado el modeld/ mediante los parame-
tros A. La estimacion del maximo dé implica obtener los valores de los parametfode tal forma
que los datosnedidosson los correspondientes a las mediciones mas probablxl:temflﬂ.

Veamos un ejemplo: trabajemos con una hipotética digliiouGaussiana de errores, la probabi-
lidad de obtener un dato es,

2
£(D; M, A) = Pyl Ayo) = — exp]}—é(yiiifﬁﬂLél> ] (2.65)

o
270} v

Mientras mayor sea la distancia entre el dat¢cuyo error asociado es) y el ajustef (z;) (cal-
culado con los parametros A), menor sera su probadﬁidﬁdciendo lo mismo para ld§ + 1 datos,
tendremos que la probabilidad compuesta sera dada parclgip de las probabilidades individuales,

0 sea. N )
P=]Jexp {—% <y%f(w)> } (2.66)
i=0 !

Dados coeficientesly, la expresion[(2.66) define la probabilidad de que todoslii&iss se en-
cuentren ery; suponiendo que sus valores “verdaderos” §6ry). A partir de aqui surge claramente
gue el mejor ajuste sera aquel donde la cantidad](2.66) arana.

En realidad esta no es la pregunta que estamos realizandaelen realidad queremos saber es cuales son
los parametros mas probables dados los datos y el modekesta forma deberiamos maximizar pubhi{/, D)
en lugar de prohp| M, A), lo que requeriria aplicar el teorema de Bayes (e.g. Bat@93).

" En el caso de trabajar con una distribucion de Poissorizadi para datos discretos.) la probabilidad de
medirn fotones en un pixel del CCD dado un valor medide fotones en dicho pixel esta dada por:

n

Linsp) = P(nlp) = Ere

donde se aprecia que en este caso la estimacion del pasa@adétdependiente del modelo.
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Ahora bien, maximizar esta cantidad es equivalente a maaimel logaritmo natural dB. Existen
dos razones para trabajar con logaritmo, primero que hayrutdigplicacion de nimeros potencial-
mente pequeios que cuandbes grande puede producir un problema computacional. Seged
adopta una forma mas conveniente en forma matematican&smizaremaos:

N [_; <yif(zi)>2:|
LnP)=Y tn el "\ 7 +C (2.67)
n=1

identificando la suma,

X = i:l <y—07f(x)>2 (2.68)

dondeC son los términos constantes (por construccion). En pasbras maximizar €l se reduce
a minimizary?, ya que:

Ln(P) = —%;8 +C (2.69)

dondey? es igual a la funcion residuB? tomando la funcion peso igual a:

(2.70)

w; =

1
.
0;

Concluyendo, el MCM es un Estimad6r(de Maxima Similitud) de que los datos se correspondan
a la funcibn ajuste, siy solo si suponemos que los “estdirenen una distribucion normal alrededor
del ajuste. Vemos también qlee funcibn peso puede ser asociada a la dispemso error de cada
dato individual O sea, aquellos datos que estan pobremente determipgowrsende tendran un valor
grande der;, tendran un peso pequefio dado por la inversa del cuadealdodeésviacion estandar. Si
consideramos que todos los datos poseen el mismo erroncestpodemos simplemente obviar la
funcién peso y tomarla igual a uno en todo el intervalo.

Cuadrados minimos sin las funciones de pes@s son también llamados de Cuadrados Minimos
per se Cuando hacemos uso de la funcion peso, el método es ac@muasido comdvétodo de Chi-
Cuadrado El nombre proviene del hecho que, en estos casos, se désigmaion

2
N <yz - f(:vz-)>
(@) R (2)) = x* =Y ———g—, (2.71)

1=0 v

con lo cual el mejor ajuste sera aquel que minimiée

La pregunta que surge inmediatamente es si es correctadecasiuna distribucion normal para
los errores. Es bien sabido que la distribucion de protoaoilde la composicion de un gran nimero
de desviaciones aleatorias siempre converge a una dgtibaormal. Esto es lo que se llama de
Teorema Central deliimite, ver Secéin[3

Sin embargo, a la hora de trabajar con datos observaciomalgzerimentales, muchas veces esta
convergencia no ocurre, especialmente si el numero de éatositado. El problema mas importante
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es que, en general, las distribuciones experimentalegpas® “cola” mucho mayor que la prevista
por una distribucibn Gaussiana. En otras palabras, enassscreales existen muchos mas puntos
fuera del rangdo de lo que uno esperaria si la distribucion fuese normahbien es posible que,
debido a errores groseros como el funcionamiento inadeadelcequipo, técnica, etc..., existan datos
muchisimo mas alla del resto de las observaciones. Eatos d veces se denotan cooutliersen el
sentido que estan ubicados afuera del rango esperadopyresponden con una estadistica diferente
respecto de la Gaussiana.

El principal problema de los outliers es que, segun un@jstuadrados minimos, la probabilidad
de ocurrencia de estos puntos es tan baja que el métodé quiadistorsionar todo el ajuste para
acomodarlos equivocadamente (en Press et al. 1992, seamermgie en una distribucion normal, la
probabilidad que un dato esté ubicado a una distah2iar es del orden d&0—%%). Esto es uno de los
principales motivaos por el cual el MCM es muy sensible, y puedr resultados errbneos si tenemos
(aungque mas no sea) un Unico punto significativamenta ferresto del conjunto de datos.

Esta sensibilidad de los Cuadrados Minimos puede seradar(y a veces eliminada) con algunas
modificaciones. Estos son los llamaddétodos Robustague se caracterizan por adoptar distribucio-
nes de errores diferentes de la normal para los datos. €anaisSten variantes que permiten un
tratamiento especial de los outliers. Si bien estos sowdoétvalidos para el tratamiento de datos,
basan su método en considerar una gran cantidad de punmbro a nuestro caso donde todas las
observaciones son necesarias y no podemos prescindirudealdatos en forma arbitraria.

Asumiendo una distribucion Gaussiana de errores, dosa®daR son usualmente encontradas
en la literatura:

0|+~

al 1.1
(wrms)? = N I)Z :NZa_f (2.72)

i=1 Z i=1

N
2 _ (yl ‘/7“2

dondey; es la velocidad radial al tiempo de observacipny V,.; es el valor calculado de la
V,. a partir del modelo que tiene los elementos orbitales en ehento de la observaciér. Como
mencionaramos\// es el nimero de parametros ajustadbb € 51y, + nops), Mientras quer =
N — M es usualmente referido como el nUmero de grados de libeetéalregresion. El peso que se
asigna a cada observacion es dadogjoy es la suma cuadrética del error en cada la velocidad radial
y el jitter estelar (i.ev? = e? + o2, ver Seccion 1.3.613).

El valor dex? es usualmente utilizado como estimador de buen ajuste lent@nunidad as-
tronbmica. Sin embargo, como puede verse en la ecuacsomuy sensible a los valores que se
asuman en los errores de los datos y en el estimado delkitiegste sentido elrms es mucho mas
independiente de los valore$ y a?,, consistente con un estimador de buen ajuste. Por esta @&az6
lo largo del trabajo, se daran ambos valores de las fungioesduo, pero la comparacion con otros
trabajos debe realizarse utilizando el wrms.

2.2.1. ElPrincipio de Cuadrados Mnimos

Aunqgue el método de cuadrados minimos (MCM) es generaémitizado para el ajuste (0 mo-
delizacion) de datos, resulta conveniente comenzar atdlsccomo una aproximacion de funciones.
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Supongamos que tenemos una funajdm) conocida y dada en forma analitica (no es lo mismo que
pedir que la funcidon en si sea analitica). La idea es gunisespresentar o aproximar esta funcion
como una combinacion lineal de un conjunto de funciones siraples que sean una base del espa-
cio de funciones cuadrado-integrables. El caso tipicgpesxamar por polinomios, pero esta no es la
Unica opcioén.

Vamos a definir:

= y(z) :lafuncion que queremos aproximar en un intenalo [a, b] de la variable independien-
te. Ya quer puede ser una variabledimensional, vamos a generalizar el intervalo de interés
comoz € D,conD C R"™.

= {¢r(z)} : un conjunto de infinitas funciones analiticas (i.e. cwmis y con derivadas de orden
arbitrario continuas). Vamos a exigir que estas funcioees $inealmente independientes, de
forma tal que no existan ninguna secuencia de regigstal que ¢i(z) = Efz‘ol a;¢i(x).

Decimos que nuestro conjurfey (z)} forman unebasepara un cierto espacio de funciones.

s f(z) = S0, Arow(z) : la aproximacion de ordei de la funciony(z) en esta base. Nuestro
objetivo sera justamente la determinacion de estos éoetis constanted,,.

A modo de ejemplo, el conjunto de monomigg(z) = 2* forman una base para
el espacio de las funciones analiticg® . Cualquier funciory(xz) € C'*° podra en-
tonces escribirse comg(z) = > 7%, A;z*. La serie trucanda a ordev sera una
aproximacion polinomial dg(x).

= También vamos a definir urfancibon de pesalefinida comav(z) > 0V x € D. Esta funcion
puede tener varios significados. Por ejemplo, puede regegsena relacion del error en la
determinacion dg(x) en funcion dec. En el caso mas simple, generalmente se teirg = 1.

= Sila aproximacion fuese exacta, tendrianf¢s) = y(x) en todo el intervalo. Como general-
mente esto no ocurre, definimosfilacibn Residu@ntre ambas como:

M
R(z) = y(z) — f(2) =y(x) = > _ Ajd;(x). (2.73)
7=0

En términos de esta notacion, definiremomigor aproximadn ay(z) (en el sentido de cuadra-
dos minimos) como el conjunto de coeficientgstal que elagregado(“agregate” en inglés: suma
o integral) del productav(z)R?(x), y denotado poKw(x)R?(z)), sea el menor posible dentro del
intervalo D. En el caso de funciones de una variable, esto se traduce en:

N

M 2 M 2
(wR?) = (w <y — Z Akqﬁk> ) = Zw(ml) <y(mz) - ZAk(bk(xl)) . (2.74)
k=0 k=0

i

Si queremos que esta cantidad sea minima considerandodfisientes como variables, esto es equi-
valente a pedir que se cumplan las condiciones:

0
0A,

(w(z)R?(x)) =0 Vr=0,...,M. (2.75)
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Reemplazand®, obtenemos:

o, 0 M 2
o R = (g (v- LA ) @.76)

= UJ¢7«< ZAk¢k> T’ZO,"',M.

Con lo cual,

M
> Ar{wérdr) = (wery) r=0,-,M. (2.77)

k=0

Aplicando estos principios al caso de la Modelizacion déeoBiadonde en vez dgx) tenemos
un conjunto discreto déV + 1) puntos del tipdz;,y;) coni = 0,...,N. En tal caso, el principio
de cuadrados minimos queda definido por el producto inteana datos discretos y las ecuaciones
quedan:

N N
ZAkZ () Pr () Pp () Zw x;) e (x)y(x;) r=0,...,M (2.78)
j =0

En otras palabras, tenemos un conjuntd de+ 1) ecuaciones lineales con el mismo numero de
incognitas, dadas por los coeficientiés El sistemal(2.78) es conocido comodasiaciones normales
del proceso de cuadrados minimos. Resolviendo este siségmiremos explicitamente los valores de
los coeficientes que minimizan el residuo:

(woodo)  (woodr)  (weope) ... (woodnr) Ay (wooy)
(wp100)  (werd1)  (worge) ... (wh1dnr) Ay (wory)

: : | = | (2.79)
(worrdo) (wond1) (wonppa) ... (wordum) Ay (wonrry)

Una caracteristica desfavorable de las ecuaciones resraalsu dificultad en determinar explici-
tamente los coeficientes. Dependiendo de la Kage, esto puede ser sumamente complicado, no
solo algebraicamente sino numéricamente. Sin embargaasos los casos donde el valor tiesea
tan grande como para introducir imprecisiones numérigasfigativas. Asi, la principal desventaja
del Método Directo para la resolucion de (2.79) es simpletie su complejidad y uso extensivo de
recursos computacionales.

Una forma muy utilizada para simplificar las ecuaciones @atemes adoptar una base ortogonal
(respecto dev(z)) para las funcione§sy }. En este caso, y por definicion de ortogonalidad, se cumple
que:

(weigj) = 0 (2.80)

donded; ; = 0 V j # i. Cumpliéndose esto, la matriz de la ecuacion (2.79) seceed una expre-
sion diagonal, y cada ecuacion algebraica corresporedigueda desacoplada del resto del sistema.
Asi obtenemos explicitamente:

Ap(we?) = (wopy)  r=0,...,M (2.81)
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como lo cual

<w¢ry>
(we7)

Si, ademas de ortogonal, la base es ortonormal, entonaesrgse que(wo?) = 1 para todor, y la
expresion para los coeficientes se simplifica aun mas amaked

A, = r=0,..., M. (2.82)

A, = (wory) r=0,...,M. (2.83)

Cuadrados minimos solo tiene soluciongi< N. Es mas, en el caso dondé = N, tendremos
que la solucion de aproximacion pasa exactamente pos tlodopuntos del conjunto de datos. En
otras palabras, nos reducimos al caso de una interpolagbremos que la interpolacion polinomial
(cualquiera sea la base) es un caso particular de aproximpolinomial de funciones o modelizacion
de datos.

El valorvr = N — M se conoce como @lumero de grados de libertadel ajuste. El caso de
interpolacion, donde no hay parametros a definir en elt@jis® corresponde con cero grados de
libertad.

Cuando trabajamos con el método de velocidad radial ldsc@emes incognitad, no tienen una
expresion explicita, puesto que trabajamos con un sistesrlineal. En general debemos apelar a
métodos iterativos utilizando la derivada y Hessiana fle

Si escribimosy? = (wR?) como:

N 2
CA) =D w, <yi — f(xi; A)> (2.84)
i=0
donde dejamos explicita la dependencia con el vectogimtdA = (Ag, A1, ..., Apr). Las compo-

nentes del gradiente de esta funcion con respecit,dsera:

N~ . of _
o =2 (yi - f(qu)> " F= 0, M (2.85)

En el caso lineal, dondg(z; A) = "ol Aror(z;), tendremos quéf/dA, = ¢, (x;) es
independiente de los coeficientes. En tal caso, las ecucimormales quedan lineales y facilmente
resolubles.

En nuestro caso genérico (i.e. no-lineal), debemos @aldas derivadas segundas (i.e. las com-
ponentes de la Hessiana). Estas son dadas por:

%’ N roaf of 92
r s i—0 r s . s

Segln las bases de los métodos en todos los MCM no-linedssgundo término de la EE. (2186)
es despreciable, justificado por el hecho que si el ajustees®bentonces el termirig; — f(x;; A))
es pequefio. De hecho, seglin se menciona en Press et a), (298clusion de este término es, en la
practica, poco aconsejable sea cual fuese la precisi@jufte, ya que la presencia de outliers puede
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dar origen a una desestabilizacion del modelo numérioo.ldPtanto, podemos redefinir ad-hoc la
ecuacion anterior aproximandola por:

of of -
aAaA 22 <aA 8A> rs=0,---,M. (2.87)

y trabajar con esta expresion en vez de la[Ec. (2.86).

2.2.2. Metodo del Gradiente Conjugado

Existe otro tipo de métodos donde se analiza la direcala eual el residud? decrece. Con-
sideramos los coeficientes como variables, podemos expandir la funcién residuo ensena de
Taylor alrededor del origen (truncada a orden dos), como:

1
Y2(A) :X§+AT-d+§AT-D~A (2.88)

donded es un vector de componenté8f/0A,} y D es una matriZM + 1) x (M + 1) cuyas
componentes son dadas por la Ec. (.87). En este grado denapeidn, el gradiente dg?(A)
desarrollado en Taylor sera:

Vx}(A)=d+D-A. (2.89)

Denominamos ahora com,,,;,, €l conjunto de coeficientes que dan el mejor ajuste, 0BgA(A i) =
0. Reemplazando en la expresion general del gradiente upagdo, tenemos que:

VX (A)=-D-A,i,+D-A=D.jA (2.90)

dondedA = A — A,,;, es la diferencia entre los coeficientes actuales (cuakjwjee sean; por
ejemplo, determinados via una aproximacion lineal) ydractos. Con esto podemos construir un
procedimiento de determinacion iterativa de la solugitanla expresion:

AD = AC-D _ D=1y 2(AFD) (2.91)
dondeA (9 es el valor de la-esima iteracion.

En otras palabras, cada iteracion corrige el valor amteggln la direccion del gradiente de la
funcién residuo (pero en sentido contrario) y con una ntagngue esta pesada por la Hessiana.
Existen casos donde la serie de Taylor truncada a segunda oades una buena aproximacion del
sistema no-lineal, especialmentef& no es pequefo. En tal caso, podemos modificar levemente el
esquema anterior, definiendo la proxima iteracion como:

AW = A _ 0wy 2(AFD) (2.92)

dondeC' es una constante (generalmente pequefia). Esta variaidode se elige la direccion del
gradiente pero no el modulo de la aproximacion cuadrasieaonoce como &létodo del “Steepest
Descent’, ver Seccion 15.5, Press et al. (1992). El cambidde — C tiene como objetivo evitar
oscilaciones alrededor de la solucibn exacta.

Expandiendo la ecuaciofh_(2]92) en sus componentes, padesuoibirlo como un sistema de
(M + 1) ecuaciones algebraicas de la forma:
X

AD = AN 4 o
T OA,(f_l)

r=0,--,M. (2.93)
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gue brindan en forma explicita la solucién de cada coetieipor aproximaciones sucesivas.

Recapitulando un poco antes de continuar, explicitamemieiestras variables tenemos la funcion
2.
Xv-

1 N (g — Vilti,A))?
R e TD D (2.94)

Un desarrollo en Taylor hasta orden 2 para esta funcibnipatdtimétrica nos da la siguiente aproxi-
macion:

Xo(A) & x2(Ao) + (A — Ag)"-d + = (A Ag)"-D- (A = Ay), (2.95)

donde su gradientg y Hessiand estan dadas explicitamente por:

N

Xy —2 1 0V, (i
P = 94,  N_-M Z(yi - V}i)g OA(k) (2.96)
. L [9V;(i) 9V: (1) 02V, (i)
Okl = 0AL04;, Z:: _22 [ 0A, 04, (yi — V”)E?AkaAl , o (2.97)

La segunda derivada en la Hc. (2.97) puede ignorarse cuarmwa(el caso lineal por ejemplo) o
bien cuando es suficientemente pequefia comparada comaidéue involucra la primer derivada.
También como argumentaramos antes, existe la posititide el terminqy; — V;.;) sea suficiente-
mente pequefio. Mas aln si el modelo es correcto, estntdeberia ser aleatorio y oscilar alrededor
de cada punto. El error puede tener signo y debe no debe estalacionado con el modelo. De esta
forma los términos de segunda derivada pueden descaytieg®ajar con una ecuacion reducida.

2.2.3. Metodo de Levenberg-Marquardt

El método del Steepest Descent es el procedimiento mgsesipara la modelizacion de datos
para una funcion de ajuste no-lineal. Sin embargo, posgtsiinconvenientes. El primero tiene que
ver con la ambigiiedad en la especificacion del coeficiemtstanteC' (Ec. (2.92)). No se sabe su
escala, que valor se toma para €&l ni como depende de laglesidae elegimos para los datos. Para
aclarar un poco este punto, y fijar un poco mas rigurosanetntdor deC, podemos usar parte de la
matriz Hessiana, aln sin utilizarla como un todo.

Vamos a adoptar la siguiente notacion:

aXQ ' 82X2

Br = _8—Ak ; A1 = m (2.98)

con lo cual tenemos que los Métodos del Gradiente Conjugatil Steepest Descent adquieren la
forma expandida (no-vectorial):

M
Z ag,i 60A; = B (Gradiente Conjugado) (2.99)
=0

0A; =C B; (Steepest Descent).
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En el primer caso, debemos resolver un sistema lineal pdem@bcada A;; en el segundo estos
datos son obtenidos de forma explicita.

Veamos como elegir el tamafio de Comenzamos recordando que la cantigagés un nimero
no-dimensional, lo que es bastante claro cuando relacionamcon 1/02.2. Por otro lado, a partir
de la definicion de gradiente, tenemos giygendra unidades ded,)~!. Peor a(n, dependiendo del
problema, cad#, puede tener unidades completamente distintas para désramices:. Reempla-
zando en la segunda de las ecuaciones}(2.99), vemos quedadesde”’ deben sefA;)?.

En la matriz{«y }, notamos que, dado que son componentes de la Hessiana, leaute
tiene dimension igual 64;)~2. En particular, podemos considerar que la inversa del adadie los
elementos de la diagonail/azvk son una escala natural pafa Asi podemos introducir una nueva
constante\ = (Cay ), y reescribir la ecuacion para el Steepest Descent como:

1
0A; =

- 3. 2.100
S © (2.100)

Si A es muy grande, estamos disminuyendo el “paso” de la itamagle vendria de considerar una
matriz Hessiana diagonal.

La gran ventaja de esta variacion es que nos permite indeg@aenos de las unidades y escalas
propias de nuestro problema fisico. Sin embargo, atnrpodenejorar mas las cosas. El Método de
Levenberg-Marquardt esta basado en reemplazar la segonaei@n [(2.99) poi (2.100), obteniendo:

M
Z ag; 0A; = B (Gradiente Conjugado) (2.101)
i=0

Aoy, i 6A; = B (Steepest Descent Modificado).

Asi podemosgruparambos métodos si definimos una nueva matriz
ap; = (1+Naig (2.102)

My = Qg (j #1)

y conseguimos reemplazar ambas ecuacionds de [2.101) poiaarsistema:

M
> ah; 54 = By k=0,---,M. (2.103)
=0

Vemos que cuanda > 1 estamos sobrevaluando los elementos diagonales del hieskiacual es
equivalente a considerar el método del Steepest Descalificado. Recordemos que dijimos que
ésta es la mejor opcion si nuestros coeficientgsniciales estan muy lejos de los 6ptimos. Por otro
lado si\ = 0, retornamos al método del Gradiente Conjugado originaiy@ es mas recomendable
si estamos cerca de la solucion no-lineal completa. Paritwt el coeficienté nos permite tener un
parametro ajustable para optar por uno u otro método,ndiggedo si estamos lejos o cerca de la so-
luciobn deseada. Esta es la baseMeéltodo de Levenberg-Marquardt Esquematicamente, funciona
con los siguientes pasos:

1. Elegimos valores iniciales parfaa,g) (coni = 0) y calculamos la funcion residug?, mas su
gradiente y Hessiana.
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Figura 2.4: Superficie bidimensional f(x,y) con (x,y) E [P.definiendo un problema complicado de resolver
para maximizacion. El maximo global esta marcado confiecha en (x,y)=(0.5,0.5).

2. Elegimos un valor modesto pakapor ejemplo:A = 0.001. Con esto le damos la oportunidad
al sistema para que las iteraciones sean generadas condapagratica incluida (Gradiente
Conjugado).

3. Resolvemos las ecuaciones algebraicas lindales {2 ddi8)lamosiA;, = A(”l) — A,(f) ya
partir de alli tenemos una primera estimacion de la pnanteramonA(”l)

4. Calculamos el residug? (A (1),
5. Chequeamos g(A (1)) < x2(A®), o sea, si nos estamos aproximando al minimo.

6. En caso positivo, el método del Gradiente Conjugadofestaonando. Disminuimog en un
factor 10, confirmamosA,(jH) como la siguiente iteracion, y volvemos al punto 3.

i+1)

7. En caso negativo, la iteracion no funciono. En tal cah;mumamosA( , aumentamos en

un factor10 y volvemos al punto 3.

También es necesario una condicion para detener el fgoriterar hasta la convergencia
(precision de maquina o limite de redondeo) es generdémema pérdida de tiempo innecesaria
ya que el minimo es a lo sumo ftaejor estimacion estadistica de los parame#osComo
veremos en la seccion de errores(3.1) un cambio en losneads que cambig? << 1
nunca es estadisticamente significativo. En la praatica,puede suponer una salida del ciclo
de iteracion cuandg? decrece una cantidad despreciable (por ejemplo un erroluabsnenor
que 0.01). No es recomendable detenerlo después de ungat®d se incrementa, pues esto
demuestra qua no fue ajustado correctamente. Una vez que se encontronimaaceptable,
uno quiere fijatx = 0y calcular la matriz

[C] =[] (2.104)
gque es la matriz de covarianza de los errores estandar gratametros ajustados (mas
detalles e 3]2).

Este tipo de enfoque sin embargo es deterministico, yaajsellicion final depende del punto
inicial tomado en el espacio de parametros. En la[Eig). 2ptesenta un ejemplo complicado para los
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métodos de maximizacion/minimizacion locales, doralelsserva un pico central rodeado de anillos
concéntricos de maximos secundarios.

Por supuesto si se logra iniciar con condiciones inicialesificientemente cercanas al pico cen-
tral, los métodos de Gradiente Conjugado convergen aapedte. Si elegimos una estrategia Monte-
Carlo, es decir tomamos condiciones iniciales al azar pagatro punto de partida y luego resolvemos
el problema de minimizacion, dependiendo de la cantidazbddiciones iniciales algunas de nuestras
soluciones seguramente lograran identificar en el maxighproblema es que dentro del espacio de
parametros por ejemplo para la Fig.12.4 la region centedlpito representa solo &% del espa-
cio, requiriendo entonces 102 — 103 condiciones iniciales distintas para encontrar el minirda
funcion. El dibujo puede ser generado con la funcion:

f(z,y) = cog(nmr) e/, (2.105)
2 = (z—05)%2+ (y—0.5)% z,y €[0,1],

Cuando se requiere aplicar este método en la busqueddubioses planetarias la funcion es
mas compleja. Se requiere minimizar la funcion resid®jonultiparamétrica y muy rugosa. En par-
ticular, en nuestro trabajo buscamos soluciones pararsistde dos exoplanetas, por lo que tenemos
una hipersuperficie a explorar de al menos 11 parametrodIMPara asegurarnos la convergencia
al minimo global debemos tener al menos ubas ~ 107 condiciones iniciales. Esto convierte el
método en ineficiente, pudiendo tardar varios dias dgpoboren encontrar el minimo (Ferraz-Mello
et al. 2003).

2.2.4. Algoritmo Gergtico

Este método de minimizacion basa sus principios en lasigenerales de evolucion y adaptacion
que fueron introducidas por Charles Darwin (1859) en “OnQinigin of Species” por medio de la
seleccion natural. De esta forma, mucha terminologiaiaga a biologia sera usada para describir sus
funciones. El mecanismo que rige la evolucion es la sdlaaaatural, que es el proceso a travées del
cual los individuos mejoadaptadosa su ambiente tienden a producir en promedio, mas desagaden
gue sus competidores menos adaptados. Dos componeniesaléis son requeridas para la seleccion
natural:

= En primer lugar, la “herencia”, ya que un descendiente debedar de alguna manera algunas
de las caracteristicas que hacen gue sus padres seari.“aptos

= El segundo ingrediente es la variabilidad: en cualquier srdmdebe haber un espectro de
“adaptados” dentro de los miembros de la poblacion, de fotraa la seleccion natural no
puede operat.

¢,Como es regida la evoluéin? Basicamente se sabe que cada célula de cada individuoniiden

nadasfenotipos) contiene informacion codificada en una secuencia quetitoye el genotipa Sin
embargo debido a que fenotipos de alta adaptacion se @aden promedio, en altas probabilidades
de reproduccion, el fenotipo tiene influencia directa gooell de genes (conjunto de genotipos) en la
préxima generacion. Los fenotipos con mejor adaptatopian” su fenotipo mas frecuentemente en
la prbxima generacion, que lleva a una porcion crecidatinotipos con buen ajuste en la poblacion.
Para condiciones de medioambiente fijas, la poblaciorralatente converge como un todo hacia los
individuos mejor adaptados.
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La velocidad de la convergencia es una funcion dprésibn de selecéin, que es la relacién
funcional entre el ajuste y el éxito de la reproduccibnalaz que la convergencia es completada,
cambios severos en las condiciones del ambiente puedstitdraente alterar las reglas de adaptacion
y hacer que todos los individuos no sean aptos con conseaseaf@sastrosas para una poblacion.

La reproduccion involucra la combinacion del genotipdadepadres . No es una copia exacta de
los genotipos de los padres en la descendencia. Errores enpéas y/o eventos aleatorios pueden
introducir mutaciones al genotipo.

El conjunto de todos los genotipos disponibles en la polsase denominapgool de genes
Resumiendo, la evolucion puede ser pensada y mateméatitarmodelada en términos de cambios
temporales a través del “pool de genes”.

Los algoritmos genéticos son una clase de técnicas agibda heuristica que incorporan estas
ideas en sentencias computacionales y constituyen newdemadamente robustos de minimiza-
cion. Utilizamos la rutina PIKAIA (Charbonneau, 1995) emestros programas, que se encuentra
disponible de manera libre ért t p: / / downl oad. hao. ucar. edu/ ar chi ve/ pi kai a e in-
troduce todas estas ideas de evolucion genética.

2.2.4.1. Principios del Algoritmo Gergtico

En primer lugar vale aclarar que el “pool de genes” y su pdatatade genotipos evoluciona en
respuesta a:

= El éxito de la reproduccion diferencial en la poblacion
= Larecombinacion genética (crossover) ocurrida en les@ledientes

= Las Mutaciones aleatorias que afectan a un porcentaje ds¢eadencia, eligiendo al azar un
descendiente (offspring) y un nimero de gen donde aphcanrdma.

En nuestro caso el parametro que definedaptacion o ajustede un individuo esta asociado al
valor dex?. Debido a que PIKAIA esta desarrollado para maximizar wmeibn y requiere que la
adaptacion se defina como un valor positivo. Entonces sersug; !. Debido a que PIKAIA interna-
mente rankea (ordena) para definir la probabilidad de séleceo necesitamos preocuparnos sobre
la forma funcional entre djustey el valor dey, ; hacer elajusteproporcional @<;1/2 conducira a
la misma distribucion de orden y por lo tanto la misma prdltkea de seleccién. Se recomienda es-
pecialmente no utilizary, ya que el algoritmo para seleccionar los padres llanRamigdette Wheel
requiere que el parametejustesea definido positivo (e.g. Charbonneau, 2002b).

Podemos pensar el genotipo como una secuencia numérida tmparametros se encuentren
ordenados de la manera que especificamos en un principicodiima esta optimizado para trabajar
con una funciéryf (x) en un espacio acotado m-dimensional, donde

X; = (1’1,1’2,...,:Em) (2106)

Siendo cory € [1,m] cada uno de los individuos dentro de la poblaciomdadividuos. Cadar;
€ [0, 1] es uno de los parametros de cada individuo; debido a quecaselde velocidades radiales,


http://download.hao.ucar.edu/archive/pikaia 
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la sefal esta dada pbr=V,[K,T,e,M,w,V;] y podemos asociar cada parametro ayres decir:

o — K, (2.107)

1‘2—>T,

Tm — Wo

Entrada y Salida de Datos

Como primer paso, se debe definir el rango valido de paramgtie puede tomar cada elemento
del individuo, es decir los parametros orbitakes del planeta se deben transformar al espacio de
parametrox; entre [0,1] (cadar; es un fenotipo y el conjunto de; ordenados uno a continuacion
del otro es el genotipa;1xs...x 7).

A modo de ejemplo podemos mencionar que la amplitud que rewds de un planet&” es-
tara acotada entre el minimo valor que esperamos detemtar sefial (al menos 2 veces el valor del
jitter estelarg,) y el maximo valor que un planeta podria representar @maemenor que la diferen-
cia entre el maximo y minimo valor de las velocidades tad)aEs decir si tenemos un valor de jitter
de 4.2 m/s y amplitud de velocidades de 108.4 m/s, una sef@taplaneta d&=54.2 m/s significa
un valorz= O.SOO(E

La codificacion en fenotipos es para cada parantrdada por:

o = W, (2.108)

donde llamaremos a esta transformacigninversamentd’~! sera la decodificacion, que implica
obtener los parametro$; originales, con

Obviamente debemos ser muy cuidadosos de los limiteslestids ya que el algoritmo busca
dentro del espacio especificado y descartaremos posibilesos®es si acotamos demasiado la region
donde viven los parametros. Por otro lado si la elecciomag amplia corremos el riesgo de perder
mucho tiempo en la exploracion global del espacio.

Nuestra eleccion general y que funciona para una ampliadad de casos toma los siguientes
limites:

» K €2 0jitter ; AV

» Pe [min{t;y1 —t;}/2; (At)/2]

ec [0; 0.6] (e > 0.6 ralentizan mucho la busqueda)
w e [0; 27

" T € [tinicial — %At i trinal + %At], el tiempo de pasaje por el pericentro puede
ocurrir antes de la primera observacion o después déitaall

8En este ejemplo se tiene entoncks;;,,=8.4 m/s,K,,.,=108.4 m/s yAK =100 m/s.
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P(P1) x=0.14429628 y=0.72317247 [01]
P(P2) x=0.71281369 y=0.83459991 [o2]
4 +
Codificacién 71281369 y 83459991 [03]
s(P2) 7128136983459991 [04]

. S(P1) 1442062872317247 [05]
Reproduccion g pg) 71268136983459991 [06]

(a) Recombinacion (gen=4)

144|2962872317247 [07]
L1
712|B13698345999 1 [08]
144 [B136983450901 [09]
712 [2962872317247 [10]
s(01) 1448136983459991 [11]
s(02) 7122062872317247 [12]
(b) Mutacion (0ffspring=02, gen =10):
s(02) 7122962872317247 [13]
712206287[2]317247 [14]
712206287(8]317247 [15]
s(02) 7122962878317247 [16]
s(02) 7122062878317247 [17]
Decodificacion 71229628 78317247 [18]
‘ L
P(02) x=0.71229628 y=0.78317247 [19]
P(01) x=0.14481369 y=0.83459891 [20]

Figura 2.5: Esquema de operaciones basicas que realigmstmo genético, en un problema de minimizacion
2D. Un individuo es dado por un punto (x,y) y dos individuog gienominamos padres son necesarios para la
reproduccion denominados P(P1) y P(P2). El operador ret@uion actlia sobre las cadenas que representan
los padres (ver texto para mas detalle). Adaptado de Chadam y Knapp (1995).

= Vo € [min{Vi} ; max{V;}]

DondeAV esta dado por la diferencia entre el valor maximo y minit@®,. disponibles,
es decir AV = max{V;} — min{V;}); mientras queAt¢ esta dado por la diferencia de
tiempo entre la observacion final y la inicial, es dekir= t rina — tinicial-

2.2.4.2. Algoritmo geretico esquenaticamente

La rutina PIKAIA busca el maximo de la funcion trabajandm @jgz{” € [0,1]. Cada individuo
X puede ser transformado @ncon la Ec.[(2.109). La llamada a la rutina es:

pikaia (function,n,ctrl,x,f,status) (2.110)

dondefunction es la funcion que se evaluara para buscar el maxings, la dimension del vector;

ctrl es un vector que define parametros para el algoritmo gengeés el valor déunction en el vector

x y finalmentestatuses un entero cuyo resultadostatus=0 si se ejecuto bien la rutina mientras que
esstatus£0 cuando fall6 la implementacion de la rutina (para maasls ver Charbonneau, 2002ab).

El programa codifica el genotipo internamente para obtasefenotipos. Para fijar un poco las
ideas veamos la Figura (2.5). En la figura solo se muestrapaless basicos de reproduccion y mu-
tacion en los algoritmos genéticos para el caso de ungmabkn un espacio bidimensional. A conti-
nuacion se describen los pasos y se dan las consideragiares! caso de los ajustes orbitales:
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= Se genera aleatoriamente un conjunto de individuos, comegl®s orbitales dentro del espacio
de parametros permitido. En nuestros calculos este migseila entre 100 a 200 individuos.
En el caso de la figura cada par (x,y) es un individuo con fpost{x,y). Luego cada individuo
es codificado (linea 3) para producir un genotipo que canaeatel individuo, siendo un escalar
continuo que denominamag, y tiene toda la informacion previa.

= Se forman pares de individu¢$’1,,) y (P2,,) dada una tasa de aceptacion de la recombina-
cion genética, para mezclar la informacion de los geosti En este caso la mezcla se da en
el gen=4y se intercambia la informacion. Asi producimasddviduos de descendenci@{y
02) de manera de no disminuir el nUmero total de individuopatisbles (linea 7y 8, Fig 2.5).

= Se especifica una tasa de mutacion que introduce el facaledmriedad a la descendencia en
un cierto gen elegido aleatorio, en el ejemplo la mutacigitasobre el descendieriie y el
gen=10 cambiando el valor 2 por 8 (ver lineas 14y 15 en laHy 2

= Cada informacion de individuo es decodificada para obtlErsaiz, y); y luego transformada
al espacio de parametrof, A;. Con los valores del; se calcula un valor dg? (linea 18 y

= Cuando se ha realizado este proceso con todos los individudiee que se ha aumentado una
generacion.

= Se renueva parte del pool de individuos (la i-esima gei@radejando solo algln porcentaje
de aquellos que sean los mejor adaptados, es decir los de vadmoy?2).

= Se repite el proceso volviendo al inicio a lo largoldé a 10° generaciones.

Finalmente se obtiene una solucion que resulta estar mog del minimo global en el espacio de
parametros explorado y en un tiempo que para 2 planetagb#asdconmensurables rara vez supera
los 10 minutos en una computadora Pentium Dual Core de 2Gkzanto uno solo de sus nlcleos.

Caracteristicas evolutivas incluidas en estos esquemas:

1. ladescendencia (O, offspring) incorpora porciones demiahgenético “intacto” que proviene
de ambos padres, hecho que es necesario para la herencgmi&ngo tanto los operadores
reproduccion (crossover) como la mutacion involucramgonentes estocasticos puros, como
por ejemplo el punto de corte, el lugar de la mutacion y adtefde la mutacion.

2. el proceso de codificado/decodificado es sblo uno de Isiblps esquemas utilizados, los al-
goritmos genéticos tradicionales usan sistemas birauniogue no es particularmente ventajoso
para la optimizacibn numeérica.

3. los operadores reproduccion y mutacion operan en otijeon el proceso de codificacion /
decadificacion, preservando el rango total dentro delaismie parametros, es decir las solu-
ciones estan restringidas dentro del espétio] y la descendencia también estara restricta al
espacio de parametrd® 1].

4. el operador mutacion tiene una interesante conse@uebependiendo de cual de los digitos
sea afectado la exploracion de parametros es paralelengabal o pequefa (fine tunning),
lo que permite sortear muy bien algunos problemas dondéaxi®rdes pronunciados en la
funcion residuaR.
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En la introduccion de muchos libros de texto se enumerde s@acteristicas basicas para con-
siderar que un método adoptado es bueno: exactitud, temsss, justificacion, certeza, orden, pon-
deracion y resolucion. La lectura de esta seccion nes gyensar que los Algoritmos Genéticos no
son métodos adecuados. Sin embargo desde un punto deré@istiag surge una sugerencia practica
mencionada por Charbonneau (1995) y con la que concordaregs tle realizar exhaustivas pruebas:

USAR CUALQUIER M ETODO QUE FUNCIONE

2.2.4.3. Paametros de inicializacbn

En la rutina PIKAIA encontramos un conjunto de 12 parangette control, denominadazgrl,
que permiten que adecuemos la forma en la que trabaja na&gtriimo genético (e.g. Charbonneau,
et al., 2002). A continuacibn enumeraremos los paramstespecificaremos los valores tipicos que
hallamos Utiles en nuestros estudios de determinaciabésles:

= ctrl(1) = 100~ 200 NUmero de individuos en la poblacion
» ctrl(2) =103 ~ 104 NUmero de generaciones a evolucionar
= ctrl(3) =6 NUmero de digitos (nimero de genes).

Es el nimero de digitos retenidos en el codificado del fieo@n el genotipo. Recordemos que
el genotipo termina siendo un nimero entero y aunque séeiémte en término de almacena-
miento es (til a la hora de codificar, entender y poder rastugiares donde surjan errores.

= ctrl(4) =0.85 Probabilidad de reproduccion; debe<ser1.0.

Una vez que los padres son seleccionados se genera un nateaiario y la operacion de
reproduccion (ver Fid. 215) se aplica solamente si el morakeatorio es menor que este valor.

= ctrl(5) =2 Modo de Mutacion; 1/2/3/4/5 (por defecto 2)

1=mutacion de un punto, a tasa fija

2=mutacibn de un punto, ajustable basandose en el vdlajuite.
3=mutacion de un punto, ajustable basandose en la disténc
4=mutacion de un punto+creep, a tasa fija

5=mutacibn de un punto+creep, ajustable basandose atoeldel ajuste
6=mutacibn de un punto+creep, ajustable basandose étdacla

Las 3 primeras opciones dan mutacibn en un gen ya sea a arfgad$) o variable,
utilizando el valor del ajust& (2) o alternativamente basado en la distancia métrica
entre el mejor individuo y la media que llamarendds(3).

Desde el punto de vista de la exploracion del espacio denpetros es necesaria
una tasa variable, ya que como sabemos cuando la poblacifistebuida de for-
ma amplia, el operador crossover realiza una busquedargécy recombina infor-
macion de las soluciones existentes. Si la poblacionargev(ya sea a un minimo
absoluto o local) la reproduccion NO mejora mucho porqueakzada intercam-
biando fragmentos de padres casi idénticos; obviamenéstes casos se necesita
una tasa de mutacion alta para lograr inyectar variakiletala poblacion.
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La mutacion varia entre el minimo y méxir&o[ctrl(?), ctrl(8)] durante la evolu-
cion con un valor inicial ctrl(6). En cualquier momento seege calculadT" que
es la diferencia entre el ajuste del mas apto de los inddgduel valor del ajuste
de la mediana de individuos (obtenido a partir del ordenaioide los mismos).
Dicho parametro es entonces una medida de la convergemtiapdblacion; séT’
es grande entonces la poblacion es presumiblemanetiulidr de manera mas
extensa en el espacio de parametros qué $uera pequefia. Entonces cuarddd
es pequefa se incrementa la tasa de mutacion y cuandanée gedisminuye.

La mutaciénereepintenta definir una mutaciésuave Veamos lo que significa con
un ejemplo. Consideremos un problema donde buscamos wradsobptima que
contiene la subcadena producida por el proceso de evoltucid

decodificada en un punto flotante (nimero real) 2.1000.i#@r@nte imaginemos
gue tenemos el nimero

gue produce un ajuste mejor que la media, de forma que suiataenético es
dispersado en la poblacion. Después de cierta cantidgdrokeraciones que den re-
producciones y mutaciones favorables tenemos la subcagerse ve por ejemplo
como:

gque evidentemente esta cercazi®0Q Sin embargo dos mutaciones bien coor-
dinadas deben actuar para producir este numero: el “1” dabwiar a “2" y el
primer “9” a “0”, para producir20994 ie. 2.0994. Cualquier otra mutacion que
ocurra aisladamente o mutacion por otro digito nos Ivejos del nUimero que
buscabamos. Como ya mencionamos la mutacién es un prte#soy la proba-
bilidad que el par de mutaciones ocurra simultaneamentela&is/amente infima,
significando que necesitaremos muchas generaciones paoagua. La poblacion
comenzara amontonarseen bordes internos del sistema codificado. Estos bordes
son llamado®aredes de Hamminggllas pueden ser sorteadas eligiendo un esque-
ma de codificacion tal que las mutaciones pueda dirigirsgriaciones continuas
en el parametro decodificado. La mutac@aep justamente actla de la forma que
necesitamos: una vez que el digito de la cadena codificadaeleccionado para
mutar, en lugar de reemplazar el digito existente por ueatatio, solamente se
agregat+1 o -1 con igual probabilidad y si el resultado €s0 (porque cambiamos

un “0” sumandole “-1") o> 9 (porque cambiamos un “9” sumandole “+1"), se
lleva la adicion al proximo digito de la izquierda (comaealmente estuviéramos
sumando). Asi por ejemplo si el digito a cambiar es el “3ited,

con+1 obtendremos

gue tiene el efecto deseado de saltar la pared.

El problema sin embargo que se presenta con este tipo deiémugs que no se
permite dar grandes saltos en el espacio de parametro® @gumentamos pre-
viamente los saltos son una capacidad necesaria, contamegre en la practica
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un test de probabilidad debe decidir si aplica mutacion m@unto o creep con
iguales probabilidades.

= ctrl(6) = 0.005 Tasa de mutacion inicial; debe ser pequeiia

= ctrl(7) = 0.025 Tasa de mutacion minima; debe>ser0.0

= ctrl(8) =0.25 Tasa de mutacion maxima; debe<ser1.0

= Ctrl(9) =1 Ajuste relativo a la funcion residual; desde 0 a 1

PIKAIA realiza una clasificacion para asignar ajuste. Lugiviiduos son inicialmente clasifi-
cados comdl, 2, .., n,| de acuerdo al ajuste verdadero (dado por la funcion redijudonde

el individuo de mejor ajuste tiene “ranking” 1 y el peor tiaaaking np. PIKAIA define in-
ternamente una probabilidad de reproduccion para cadaeate basado en este ranking. Si
este parametro es ctrl(9)=0, no hay presion de selegciddos los individuos tienen la misma
probabilidad de ser seleccionados para la reproduccitse 8lige una alta presion de selec-
cion, ctrl(9y>0.6, se obtienen mejores resultados ya que los mejoreddondi/ son los que
participan en la evolucion del pool de genes (Charbonrnk2@5).

= Ctrl(10) =3 Plan de reproduccibn; 1/2/3.

(1) Reemplazo generacional completo. Se calculan todomdiddduos descendientes (Offs-
pring) en un almacenamiento temporario y una vez que sentiguficientes descendientes se
reemplaza completamente la poblacién original de padres.

(2) Estado estacionario reemplazo aleatorio.
(3) Estado estacionario reemplazando los peores (portdeSgc

El estado estacionario es un plan de reproduccién qudanssrdescendientes en la poblacion
a medida que son calculados. Para mantener los individtedegse reemplazan los padres de
forma aleatoria (2) o bien reemplazando los peores inddada).

En nuestros calculos hemos corroborado la conclusiorcimeada por Charbonneau (1995):
ninguno de los planes de reproduccion es aparentemenbe awjo. En casos donde el nUmero
de grados de libertad es alto,~ 100, los resultados son mejores si ctrl(1)=3. Mientras que Si
v es bajo, ctrl(1)=1 funciona bien.

= Ctrl(11) =1 Condicién de elitismo; 0/1=off/on.
Consiste en asegurar que el genotipo de mejor ajuste dedaagddnn es copiado al menos 1
vez sin alteraciones en la generaciont 1.

= ctrl(12)=0 lipo de salida de datos 0/1/2=Nada/Minimo/EoifD

Se podria suponer que un algoritmo genético deberiadacbien en una poblacién grande,
manteniendo alta presion de seleccion y altas tasas decibty crossover a través de la evolucion.
Sin embargo como mencionamos los algoritmos genéticdarirtos procesos de evolucién y muchas
veces estos son complejos e impredecibles. Crossovercintgresion de seleccion y el tamafio
de la poblacion interactlan en forma extremadamentenealliy no pueden ser claramente separa-
dos como superficialmente se podria suponer. Por ejempl@ainiacion grande en un principio del
algoritmo converge rapidamente a un espacio grande, edeqorobabilidad que un individuo en la
poblacion inicial aleatoria llegue cerca del minimo glbés directamente proporcional al tamafio de
la poblacién. Sin embargo durante los estadios posterimma poblacion grande tiene mucha inercia
cuando la probabilidad surge de una mutacion favorable.
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Figura 2.6: Evolucion de la poblacion de soluciones despaupara el problema definido por la Fig.{2.4)
utilizando algoritmo genéticof(z, y) = cog (nnr) e—T2/"2). Los circulos concéntricos indican los anillos de
minimos secundarios, mientras que el circulo negro esd@éliduo con mejor ajuste en la generacién actual.
Adaptado de Charbonneau (1995).
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Figura 2.7: Esquema de operaciones basicas que realibpstrao simplex para minimizar la funcion.

La Figura[Z.6 muestra la distribucion de la poblacion eesglacio bidimensional definido por
la funcion dada en la Fi. 2.4 para distintas generacidBeda Fig[2.6.(A) se muestra que ningln
individuo en la poblacion inicial aleatoria se encuentecano al pico de la funcion (0.5,0.5). Las
primeras iteraciones generacionales muestran un conjuttiacional cercano al centro de la figura
(Fig.[2.6.(B)), aunque la diferencia de ajuste entre el mgja mediana es todavia grande. La muta-
cibn decrece levemente desde su valor inicial pero se em@ntiasi constante. En1&° generacion,
la mayoria de la poblacion ha convergido hacia algunoarkgydel anillo interno (Fig._2.6.(C)) y
extremo secundario de la funci6fiF0.9216). De esta forma, el ajuste entre el mejor y la mediana
son comparables, esto conduce al algoritmo a un incremenipta de la tasa de mutacion (entre la
12° y 20° generacion). La alta tasa de mutacion da como resultada@escendencia que se esparce
sobre todo el espacio de parametros en el curso de la reiodyFig[2.6.(D)). Mientras que algu-
nos individuos se posan regularmente en la pendiente detpiaral, recién en 185° generacion tal
mutacion catapulta suficientemente cerca del pico ceatwal individuo para convertirse en el mejor
elemento de la poblacion (Fig.2.6.(E)). Subsecuentasdepciones durante generaciones generaran
mas individuos cercanos al pico central. Notar como eksiib (ctrl(11)) aqui es esencial, de otra
forma las mutaciones podrian alejarnos de los buenosidutis ya identificados. De estos Gltimos
pasos también se entiende la razon por la cual el algogenético es ineficiente para hallar el valor
del maximo con la precision necesaria.

2.2.5. Metodo Simplex

A pesar gue la rutina de Algoritmo genético, es extremadaengtil, para hallar el minimo global,
la solucién que encuentra debe ser mejorada. Para ells@sgeotilizar el Método Simplex (Simpléx
de ahora en mas). El Simplexnegtodo downhill simplexonstruye una figura geométrica llamada
simplex deN + 1 vértices y todos ellos interconectandose con segmesmttinehs que se encuentra
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en el espacio d®l dimensiones. Cada vértice es un conjunto de parametcosbde le puede calcular
su valor asociado de la funcion residuo R (Press et al. 1992)

En el espacio 2-D un simplex es un triangulo mientras qud espacio 3-D es un tetraedro. En
cada iteracion este simplex actualiza el aplicando toansiciones especificas a uno de sus vértices,
encerrando la solucion, hasta que se encuentra el miihmoétodo requiere solo evaluaciones de la
funcion residuo R, y aunque en términos computacionaassenos eficiente que usar derivadas de
la funcion para encontrar el minimo, la rugosidad de |lzifumes bien sorteada. Cada uno de los N+1
vértices es un vector denominalilh con componentes; y es construido como:

dondes es un parametro de escala (alrededode¥s del rango valido para parametro asociado)
y & es el vector unidad y tiene todas las direcciones posiblessgacio de parametros.

El método realiza una serie de acciones sobre el véerticemad@r residuo R. La mayoria de
las acciones es solo moviendo el vértice del simplex doadarcion es menor atravesando la cara
opuesta del mismo. Estos pasos son llamados reflexionescpastruidos para conservar el volumen
del simplex. Cuando se puede el método expande el simpleran otra direccion para tomar pasos
mas grandes. Cuando se llega a una region plana, es damsrlozdvértices tienen el mismo valor de
la funcion residuaR, el método contrae el simplex y encuentra el minimo queaémamosM . A
pesar de su definicion “global” de busqueda de minimastarnente la eleccion de la configuracion
inicial tiene influencia en la determinacién del minimotedl. Una forma de visualizar como funciona
el método es esquematizado en la Fidura 2.7.

Existe una mejora al algoritmo Simplex, denomin&ilaplex Iterativo, donde se realizan repe-
tidamente varios simplex. En la primer iteracion se tonealos los otros vértices del simplex con los
parametros orbitales de forma aleatoria. A partir de edtec#n e iterativamente se aplica simplex,
tomando como condicion inicial para uno de los vérticem&gor solucion y los restantes vértices
nuevamente elegidos aleatoriamente. En nuestro enfogpariraos desde una muy buena solucion
(proveniente del algoritmo genético) y a esta altura deigo ya exploramos el espacio de parame-
tros. El trabajo de Charbonneau (1995) muestra las evislentgtajas del Algoritmo Genético frente
al Simplex en problemas de minimizacion globales.

El nimero de iteraciones del simplex utilizado es del orden0?, y es muy rapido tardando
solamente 1 minuto para realizarlas. Si bien puede apamgmses un método muy eficiente, esto se
debe al valor acotado que tenemos para el simplex inicial.

2.2.6. Comparacon Simplex Iterativo y Algoritmo Genético

Resulta interesante comparar las capacidades explastmireSimplex Iterativo y Algoritmo
gerético. Para ello se puede definir el nUmero de pruebas de cada Uos n&todos de acuerdo al
namero de evaluaciones de la funcidn es:

Ny =N, x Ny Algoritmo Genético (2.112)
N¢ = Ny x N, Simplex Iterativo (2.113)

dondeN, y N, son el tamafio de la poblacion y longitud generacioiales el nUmero de intentos y
N, el nUmero promedio de evaluaciones requeridos por un sisiico (es una cantidad dependiente
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Figura 2.8: Probabilidad de convergenciaglobal en fumdi&l nimero de evaluacion de funciodésrequerido
por Simplex Iterativo (diamantes) y Algoritmo Genéticar¢alos negros), en el problema descrito por IdFig 2.4
con linea punteada. El problema es bidimensional, ya-gue(z, y). Si modificamos el problema de tal forma
de hacerlo 4-dimensional, i.e= r(z,y, z, w), el problema es mas complejo y los resultados de conveigenc
global son mostrados con la linea continua. Adaptado deb@haeau (2002).

del problema y de los parametros aleatorios inicialespgied la minimizacion al problema descrito
por la Fig[2.4, incrementando el nUmero de generaciorestibnes y se comprobo la convergencia
global. Para obtener un valor estadistico se realizd $£868s para cada método. Esto permitid definir
empiricamente la probabilidad de convergencia glopal € [0, 1]) como funcién de la cantidad de
generaciones/iteraciones. Para decidir si se obtuvo uneegencia global se definif(z,y) > 0.95

y los resultados se muestran en la Figura 2.8.

Este tipo de comparacion fue realizado para varios pra@eoomplicados de minimizacion
global por Charbonneau (2002) y en todos se observa el missuwtado general: los algoritmos
genéticos no son tan buenos como podria esperarse esjgaimplex iterativo. Sin embargo, el
trabajo de Charbonneau muestra un aspecto interesanteeques frtorroborado con nuestros ex-
perimentos numeéricos: en espacios de baja dimensionmgllest es muy competitivo, sin embar-
go a medida que crece la dimension del problema y/o cordpbjdel mismo surge la ventaja de
utilizar Algoritmos Genéticos. Esto se observa en la[E& @iando usamos el problema cuatridi-
miensional para la misma funciof pero conr definido en un espacio 4-dimensional coma=
(x —0.5)2 + (y — 0.5)%2 + (2 — 0.5)2 + (w — 0.5)2.

2.2.7. Simulated Annealing

El método usualmente mencionado co8immulated AnnealinfS A) en la literatura es una he-
rramienta de exploracion global cuyo nombre e inspiraci@ne del proceso de recocido del acero,
una técnica que consiste en calentar y luego enfriar dadimente un material para aumentar el
tamafio de sus cristales y reducir sus defectos. El cal@acque los atomos se muevan de sus po-
siciones iniciales (un minimo local de energia) aleatagnte; el enfriamiento lento les da mayores
probabilidades de encontrar configuraciones con menogiengue la inicial.

En cada iteracion, e§ A considera algunos vecinos del estado actuglprobabilisticamente de-
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cide entre cambiar el sistema al estatio quedarse en el estadol.as probabilidades se escogen para
que el sistema tienda finalmente a estados de menor eneageobabilidad de hacer la transicion al
nuevo estade’ es una funciorP(§F, T') de la diferencia de energddl = E(s’) — E(s) entre los dos
estados, y de la variablg, llamada temperatura.

Una cualidad importante del método es que la probabilidgatrahsicibnP es siempre distinta
de cero, alin cuanddl' sea positivo, es decir, el sistema puede pasar a un estadayde energia
(peor solucion) que el estado actual. Esta cualidad imgigeel sistema se quede atrapado en un
optimo local. Cuando la temperatura tiende al minimo rédbabilidad tiende a cero asintéticamente.
Asi, cada vez el algoritmo acepta menos movimientos quesatan la energia. SIF' es negativo,
es decir, la transicion disminuye la energia, el movintiezs aceptado con probabilidad P=1. Otra
cualidad del Simulated Annealing es que la temperatura smiduyendo gradualmente conforme
avanza la simulacion. Hay muchas maneras de disminuimi@deatura 7'), siendo la mas usual
una ley exponencial, dondg disminuye por un factok 1 en cada paso. Es por ello que en este
método las primeras iteraciones cambian bruscamentatasgtros y van disminuyendo lentamente
los cambios a medida quédecrece. También es posible incorporar saltos aleatprigsesta forma
evitar quedar atascados en algiin minimo/maximo loaalelEcaso de minimizacién, las energias
representan los valores gé. Ademas la temperatura estéa relacionada con el par@megue define
la escala caracteristica de cada parametro.

Si bien este enfoque es (til, en nuestro conjunto de rutagdtd provechoso modificar esta idea,
debido a que el minimo global es eficientemente identifiqamola rutina de Algoritmo Genético.
Nuestra rutinaAnnealingtrabaja con un enfoque MonteCarlo no deterministico. Gaatgunto de
soluciones esta formada por el vectordeparametrosx; 23 . Yy Se eligen dos parametros al azar
dentro de losVf parametros disponibles.{ y z;2). Luego se varia su magnitud en forma aleatoria, de
manera que no pueda exceder el valor dado del parametreala s Finalmente se calcula el valor
del residuo con el vector de componentes nueyas ,,. Esquematicamente el algoritmo es:

X2 (X) # calcula el valor del residuo con los M parametros origisale
11 = M-ran0 # elige un parametro al azar dentro del conjunto de M panamet
12 = M-ran0 # elige un segundo parametro al azar. (2.114)
ri = xy+ (ran0—0.5) - B # variaz;1, una cantidad aleatoria menor qgfie
Ty = i+ (ran0—0.5) - B  # variaz;e, una cantidad aleatoria menor qgige
X2(x) # calcula el valor del residuo con los M parametros modifisado

Se utiliza el generador de niUmeros aleatorios de distGhuaniformeranO (Prees et al. 1992).
Los valores 6ptimos parg, son de alrededor d&l% de la region permitida para cada parametro. Si el
calculo de la funciorr utilizando los nuevos valores de los parametros orbitakemenor que el valor
previo se aceptan los nuevos valores, de otra forma se vadbrmar la condicion original, tomando
unasl0® pruebas. Sila solucion no mejora con esta cantidad de asualutina es terminada, en caso
contrario se incrementa el nUmero de iteracion del AingaNormalmente se itera el Annealing unas
10% a10* veces. Aunque la convergencia al minimo se logra anteggarlh estos valores.

La Figura [2.9) muestra el funcionamiento del método enspaeio biparamétrico. Se aprecia
como puede quedar atrapada la solucién en un minimo logahejora del método con saltos aleato-
rios es ilustrada con la Figura 2]10, donde un salto al@afon valor arbitrariamente grande paka
convenientemente dirige la blsqueda del maximo a unéarregie de otra forma seria inalcanzable.

En nuestros problemas de minimizacién de velocidadeslesdhemos observado que las pe-
guefas rugosidades de la funcion residuoo son bien sorteadas por el Simplex, y se adaptd una
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Figura 2.9: Si bien en un principio de iteraciones el algaitpuede producir resultados equivalentes a un
método de gradienteeste método solo incorpora evaluaciones de la funcidngae también puede quedar
atrapado en un maximo local como muestra la figura.
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Figura 2.10: El algoritmo puede ser mejorado con un saltatal® en el espacio de parametros. El salto
indicado comqgump 1 — jump 2 es dado gracias un valor arbitrariamente grande del estmtiploracions.

rutina de Annealing a fin de detectar fehacientemente ehmoien la funcion.

2.3. Ajustes Diramicos

En sistema de varios exoplanetas, el modelo keplerianoaapnoximacion. Esta aproximacion
es constituida por la suma de las contribuciones indivetude la sefial de cada planeta, sin tener
en cuenta los otros cuerpos, Yy la interaccion que puedérexigre los mismos. Deben chequearse
entonces si existen estas interacciones en las obsergacion

Encontrar cual es la velocidad radial de la estrella entarsu baricentro, debido a la presencia
de los otros cuerpos es una tarea simple. Sélo se debenaintag ecuaciones de movimiento de los
N-cuerpos involucrados:

N

d2Xi ij(xi - Xj)
= > T oxP (2.115)

j=1

Luego, para cada tiempo de observacif, donde se tiene la velocidad radigl(i), se puede
obtener la velocidad en la direcci@mue es por definicion la velocidad radial.
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La idea es comenzar con una solucion kepleriana (que eaigidres una buena aproximacion
del problema) e intentar mejorar el ajuste cambiando lemégregunos de los parametros planetarios.
Con estos parametros planetarios modificados se integga@tliaciones de movimiento en el intervalo
de tiempo que cubren las velocidades radiales, tomando etenoentos osculadores iniciales del
sistema planetario la solucién a probar.

La estrategia para cambiar levemente los parametros yangjlajuste es idéntica a la de nuestra
rutina Annealing. Utilizamos un integrador Runge Kutta chien 8 (RK8) y con precisioh0~'2, sien-
do los resultados indistinguibles comparados con un iategrBulirsch-Stoer de la misma precision,
aunque los tiempos de computo con RK8 son apreciablemerseontos.

Existen dos puntos a destacar en este tipo de ajustes:

= El gasto computacional es extremadamente alto ya que ggar@ADA condicion de prueba,
siendo necesario para la convergencia del método desdenonas a dias dependiendo de la
condicion inicial kepleriana de partida y del sistema iaaab.

= Elintervalo de las observaciones rara vez supera los 5 ad€) 88mpo extremadamente corto
para que se evidencien interacciones entre planetas yimasiaexistiesen dificilmente sean
acusados debido a los errores de las mediciones.

Si bien podriamos mejorar la velocidad del programa atildo un integrador simpléctico, los siste-
mas ya fueron analizados al momento de escribir la tesis ¢ ensontro razon para creer que pueda
ser (til re-analizar todas nuestros ajustes de N-cuerpos.

Para comenzar con los ajustes dinamicos, se realizarebgswasumiendo configuraciones copla-
nares y con inclinaciof0°. Sin embargo sabemos que este tipo de integracion tarpbr@nite mo-
delar la posible inclinacibn mutua entre los cuerpos. E# denemos 4 parametros adicionales para
modelar: ambas inclinacionésy ambas longitudes de nod® Sin embargo como expondremos en
nuestros ejemplos, el valor del residuo R no disminuye dexd@sa pesar de estar agregando mas
parametros al modelo. Por otra parte, los valores de amifim resultantes son muy cercanos a va-
lores de orbitas coplanares, por lo cual este tipo de aB#fieo resultd fructifero en los sistemas
expuestos.

Entre los pocos sistemas extrasolares en los cuales setmoarinteracciones y, por ende, dife-
rencias cuantificables con el modelo kepleriano podemas €it] 876 (Rivera et al. 2005), HD73526
(Tinney et al. 2003), HD202206 (Correia et al. 2005) y HD@D83askar y Correia 2009).

2.4, Obtencbn de parametros planetarios para el sistema
HD82943

2.4.1. ResBa historica

Nuestro método de minimizacion sirve para cualquieesist exoplanetario y a lo largo de la tesis
fue testeado en otros sistemas de exoplanetas. Sin emlzarfigeeaexpondran solo los resultados del
sistema exoplanetario HD82943 por dos razones: primemupoesta demostrado que los mejores
ajustes orbitales de este sistema muestran un comportande@micamente inestable, implicando
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Figura 2.11: Integracion de la solucion dada por Ma-

yor et al. (2004) donde se muestra la evolucion de los

semiejes de los planetas considerando makas=

20000 10000 50000 1.15]\/[@, m1 = 1.85Mj, my = 184MJ) Reprodu-
Tiempo [afios] cido de Ferraz Mello et al. (2005).

gue no es consistente con la configuracion real de los plsinetgundo, porque ya fue estudiado por
varios autores proveyendo una buena base con la cual canmp@stros resultados.

Actualmente existen dos planetas conocidos en el sisten82813 (Mayor et al. 2004), ambos
descubiertos por el grupo de Ginebra, el primero en 2000 yalrslo en 2001. A pesar que en
2001 se tenia bastante certeza de la existencia de dotgslanes se encontraban en la vecindad
de la resonancia de movimientos medios (MMR) 2/1, recie2@®? hubo suficiente cantidad de
observaciones disponibles para determinar un ajustebebitfiable. Estos parametros fueron puestos
adisposicion en la pagina del grupo de Ginebra pero lueyabzados con nuevos valores (los valores
originales se pueden observar en la Tabla de Ji et al. 2088)s parametros podian ser integrados
y mostraban que los planetas estaban capturados en unameisode corotacion apsidal (ACR) del
tipo (r, ), es decir, los angulos que muestran el movimiento re¢enasecular oscilan en torno a
los valores entre paréntesis, con una amplitud de osilgequefa (ver Beaugé et al. 2003 para mas
detalles). A pesar que esta orbita es dinamicamentelegtabal menog0° afios, este tipo de ACR es
incompatible con un escenario de migracion planetarigesdasde orbitas casi circulares (Beaugé et
al. 2006).

En un articulo siguiente, Mayor et al. (2004), se presemtiuevo conjunto de elementos orbi-
tales con mas datos de velocidad radial, tomados con alimehto CORALIE vy totalizanddl=142
observaciones. A pesar que la solucibn mostraba ambostataalin en MMR 2/1, existian diferen-
cias significativas en las masas y elementos orbitales.Zom e masas:, /m; varid desde 1.9 hasta
~ 1, y las excentricidades variaron significativamente. Gxt@ ruevo conjunto de parametros orbita-
les, la configuracién aparentaba corresponder a un ACRQipy, mas compatible con escenarios de
migracion planetaria.

A partir de las integraciones numeéricas de los ajustesabeli Ferraz-Mello et al. (2005) encon-
traron que la solucion publicada por Mayor et al. (2004) diramicamente inestable tan sblo en
6 x 10* afos (ver Figura 2.11). Debido a que la estrella centrabesnt secuencia principal hace
unos 3 Gy resulta improbable que sus planetas sean estalifgemalos de tiempo mucho menores
que esto. Asi, aparentemente el mejor ajuste orbital nesesponde con el sistema real y se debe
encontrar otra solucibn compatible con los datos obsemales. Previo a este trabajo, raramente se
comprobaba que el sistema extrasolar obtenido sea estaridos datos de velocidad radial, Ferraz-
Mello et al. (2005) encontrd que el residuo R alrededor delimmo era una funcibn muy suave de
los parametros y muchos ajustes orbitales distintos falgdinamicamente estables) daban origen a
residuos similares. En otras palabras el mejor ajuste resagamente correspondia a los parametros
reales del sistema.

Lee et al. (2006) presentaron observaciones adicionafesldnstrumento HIRES del observato-
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rio KECK, que junto con los datos CORALIE totaliza&"=165 observaciones. Nuevamente el ajuste
orbital con estos datos condujo a una solucion dinamiotenieestable, esta vez en un intervalo de
tiempo del orden de los0? afios. Mas aln, el valor del residuo del ajuste orbitaltikepleriano se
increment6 significativamente, indicando que un mayariuatio de observacion no necesariamente
disminuye la diferencia entre los valores observados y dbsres calculados (o-c de ahora en mas).
Sin embargo, los autores encontraron también soluciomesesiduos similares al del minimo: al-
gunas corresponden a ACR tipo (0,0), mientras que alguwiasmiestran una libracién del angulo
resonante y circulacion para la diferencia de las longiutk pericentro.
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Figura 2.12Arriba . Velocidades radiales del articulo de Mayor et al. (2084ajo. Velocidades radiales del
articulo de Lee et al. (2006). Ambos conjuntos totalizal 85-datos observacionalesy son la base para nuestra
minimizacion.

Mas recientemente, un analisis distinto sobre el misnmjuco de datos fue realizado por
Gozdziewski y Konacki (2006), utilizando un algoritmo hile que incluye un analisis de estabili-
dad dentro del ajuste por cuadrados minimos. En su trabajougstra la existencia de dos islas de
movimiento estables asociadas a la resonancia MMR 2/1,@rdania del mejor ajuste orbital. Solu-
ciones totalmente diferentes fueron analizadas y en phatitos autores mostraron que dos planetas
en movimiento coorbital y no coplanares pueden tener cudgaselocidad radial similares, con un
error en el ajuste orbital un tanto mayor (wrms8.4). Sin embargo, la existencia de planetas gigan-
tes coorbitales esta lejos de ser establecida, aunqueviggneia que planetas con masas mayores
que~ 0.7Mg no pueden acretarse en los puntos equilateros lagrasg@damplanetas extrasolares
gigantes (Beaugeé et al. 2007a). Sin embargo, en un trabajoegientemente publicamos, hemos ob-
servado que existen amplias regiones de movimiento egtabdeplanetas del tamafio de JUpiter que
se encuentren en movimiento coorbital (Giuppone et al. 2010

En el mismo trabajo Gozdziewski y Konacki (2006) tambiéaliaaron la posible existencia
de un tercer planeta en HD82943 con un periodo orbital dexapadamente 1000 dias, exterior
al mas externo de los planetas conocidos. El ajuste odmtal3 planetas mostré un decrecimiento
significativo del residuo (wrms- 6.3 m/s), sin embargo la solucion fue una vez mas ineseible
muy cortos tiempos de integracion. Alternativamente s®®ind una solucion que es marginalmente
estable con valores mas pequefios en la excentricidadpeético nuevo planeta. A pesar que los
residuos fueron mayores (wrms7.4 m/s), constituye un escenario interesante de estudio.
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2.4.2. Velocidades radiales y mejores ajustes

Tabla 2.1: Mejores ajustes orbitales keplerianos pararepda en el sistema HD82943. El tiempo del pasaje
por el pericentro es dado en unidades a partir de [JD-24Q00@dos los elementos orbitales son astrocéntricos
y los periodos osculadores.

CORALIE=142V, CORALIE+Keck=165V,
Parametro HD82943c HD82943b HD82943c HD82943b

K [m/s] 61.65 45.75 65.77 43.69
Pd] 219.48 435.09 219.29 441.26
e 0.383 0.183 0.356 0.222
w[°] 124.29 239.51 127.32 282.86
T 50747.86  51325.84 50751.02  52695.54
m [ M )] 1.860 1.845 2.006 1.756
a [UA] 0.746 1.178 0.746 1.189
A—w[] 356.41 239.51 351.83 207.33
Voo [m/s] 43.79 43.87

Vox [M/s] - 33.69

wrms [m/s] 6.964 7.954

VX2 1.165 1.369

Analizamos el sistema HD82943 con el conjunto disponibld @k velocidades radiales. La Fi-
gural2.12 muestra los conjuntos disponibles. El marco smmpauestra los datos CORALIE (no son
plblicos y fueron extraidos de unaimagen postcript) yaaminferior los datos de Keck (disponibles
para toda la comunidad cientifica).

Para todos los céalculos a continuacion utilizaremos lsanestelar central igual®, = 1.15M
masas solares, adoptadas por Ferraz-Mello (2005) y Leg(2086). También se asumira jitter estelar
igual ac; = 4.2 m/s, deducido por Lee et al. (2006) a partir de modelos eoagirde interiores
estelares. De esta forma la incertidumbre en las obsenexiesta dada segin la Hc. (1.33), que
introduce pequefios cambios en los ajustes orbitales ousntbma un valor de jitter muy grande.

Con los datos de velocidad radial procedimos a calcular gpmaguste orbital kepleriano en
un marco de referencia astrocéntrico, asumiendo la prissele 2 cuerpos planetarios. Basados en
nuestros resultados se minimizo la funcion resid@jaitilizando primero el Algoritmo genético con
una poblacion de 200 miembros, que evoluciohéh generaciones. Luego debido a la caracteristi-
ca exploratoria mejoramos la solucion con Simplex (Sed@.2.5) empleando unas? iteraciones.
Finalmente las pequefas irregularidades del espaciorfusarteadas aplicando la rutina annealing
(Secciori2.2]7) durants)? iteraciones. Si todo el proceso convergio al minimo,liané rutina ter-
mina por si sola antes de acabar el niUmero total de iteresidste proceso completo no demora mas
de 10 minutos en una computadora con procesador PentiunCDtmlde 1.8 Mhz. Se trabajo basica-
mente con 2 conjuntos de datos, el primero que consta de 24k, lebrrespondientes a CORALIE y
el segundo conjunto utilizando los 165 datos que incluyswoltservaciones CORALIE y las de Keck.
Los resultados son mostrados en la Tabla 2.1 y coincidenasondlculados por los otros autores,
permitiendo avalar nuestras rutinas de busquedas denmsni

La Tabld 2.2 muestra para comparacion los resultadogjuste dinamico con los 2 conjuntos de
V,., donde se aprecian que ambos ajustes son casi idéntidnenSilgunos parametros tienen valores
diferentes entre ambos ajustes, los mismos provienen deefpoco profunda de la funcion residuo
respecto a la excentricidad del planeta exterior. La Figutd8 compara los datos de velocidad radial
junto con las curvas que se generan a partir de los ajustésrilmes con los distintos conjuntos
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Tabla 2.2: Mejores ajustes orbitales dinamicos para 2epéenen el sistema HD82943. Todos los elementos
orbitales son astrocéntricos y los periodos son oscrdado

CORALIE=142V,

CORALIE+Keck=165V.,.

Parametros HD82943c HD82943b HD82943c HD82943b
P [d] 218.50 444.04 218.40 452.79
e 0.384 0.125 0.355 0.213
w [°] 119.35 247.15 123.55 295.57
A°] 115.80 123.60 115.64 134.95
Voo [M/s] 43.46 43.74
Vo, [m/s] 34.29
m [M up) 1.866 1.809 2.025 1.749
a [UA] 0.744 1.194 0.744 1.210
wrms [m/s] 7.010 7.952
VX2 1.173 1.369
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de V,. Se observa que hay una leve diferencia entre ambas cus@egi@mente en los maximos
locales, donde no hay demasiadas observaciones. Adeinéandaio en las masas planetarias, una
de las razones fundamentales para las diferencias yacevaloetlews. En el 2004 el mejor ajuste
obtenido resultaba e, ~ 238°, mientras que actualmente®s ~ 280°. A pesar de esta diferencia
en las sefales que producirian ambas configuracioneste esdlo una pequeia diferencia entre los
puntoso-c.

La conclusibn mas importante del repaso de los trabajgqs es, la falta concreta de conoci-
miento de la estructura dinamica del sistema de HD82943sdlemente es probable una cantidad
enorme de configuraciones posibles, sino que ademas ls®®jarbitales parecen ser sensibles al
conjunto de datos observacionales. En cuanto al mejoeajt@nienza a notarse la necesidad de des-
cribir un espacio de regiones donde tengamos solucionegatinies con los datos observacionales y
ademas estimar de alguna forma el error en cada paranet&ordnado.



Capitulo 3

Estimacion de Incertezas

Como dijeramos en un principio, no basta con estimar lo&arpatros que mejor satisfacen los
datos, también se deben conocer los errores en los misroesertores formales publicados para
los parametros de exoplanetas son, muchas veces, sumstiniEsta es una clara razon por la cual,
cuando aparecen nuevos ajustes orbitales, los parancatrdsan sus valores mucho mas alla de los
errores formales. Existen tratamientos que demandan ntierthpo de computo y que brindan una
idea clara sobre las indeterminaciones y sobre los cuatesdraos este capitulo.

Como fuera mencionado en Ford (2005), a pesar de que lasnilgdeiones de velocidades ra-
diales provienen de una distribucion Gaussiana, losesren los parametros orbitales no son Gaus-
sianos. Resulta asi necesario tener una vision globalsdmétodos para estimar errores en sistemas
no-lineales y multiparamétricos. Como punto de refemepeira aplicabilidad de los métodos y ejem-
plos podemos citar Brown (2004), Ford (2005) y en Beaugé €2@08).

En este capitulo primero recordaremos algunos puntosrtenies acerca ddleorema Central
del Limite y luego discutiremos como se determindreérvalo de Confianzaalrededor de la mejor
solucion.

En las secciones subsiguientes se discuten distintos w@¥qupra determinar incertezas en los
parametros planetarios. Como punto de partida se prelsemtzriz de Fisher para determinar erro-
res en los ajustes, justificando su escasa validez en el éiwablema que enfrentamos. Luego los
métodos que consideramos mas (tiles a la hora de detariniervalos de confianza y soluciones
compatibles con los dato€adenas MonteCarlo de Markovy Generacbn de Datos Sinéticos
Alternativamente y como método mas rapido se discuteAjlastes en una Grilla. Finalmente, para
evaluar la dependencia de los ajustes con el intervalo dan@ison se presenta el métodhckknife.
Muchos métodos son aplicados al sistema HD82943 y se analzompatibilidad de las soluciones
con la factibilidad de existencia de las configuraciones §i.integramos las soluciones, éstas deben
ser estables pues representan un sistema planetario ateerv

El Teorema Central del Limite: Consideremos un conjunto de variables aleataXiasXs, .. X,,,
muestreadas de forma independiente, pero provenienteaadmisma distribucion con medjay
varianzac?. Entonces, sk es suficientemente grande, su promedio es la variable aseato

n

X-13x (3.1)

n
1=1

. . ., o : 9 9
y tiene una aproximacion normal, con megia= p y varianzaoz = o°/n.

90



CAPITULO 3. ESTIMACION DE INCERTEZAS 91

Es importante remarcar que este teorema no dice nada aeeladidtribucion deX;, excepto la
existencia de media y varianza. La aproximacion entredasdistribuciones es, en general, mayor en
el centro de las mismas que en sus extremos o colas, motivd gual se prefiere el nombre “teorema
del limite central” (“central” califica al limite, mas qual teorema).

En palabras simples, dada cualquier distribuaifi), esasinbticamenteGaussiana cerca de su
maximo (valor mas probable), tal como lo muestra la Fi@da Consideremos la funci@m £(6)
que poseeV/ parametro®) = {6y,...,0,} y realicemos una expansion de Taylor hasta segundo
orden alrededor del valor mas probablgy,

1 0%°1nL

1n £(0) ~ 1n L(0max) + Z 2 90.00.
00

1,]

(0 — Omax)i (0 — Omax); - (3.2)

emax

donde los términos lineales se anulan en el maximo. Caps¢éementeln £(¢) es aproximada de
forma cuadratica efl cerca del maximo, siendo evidente q0i@) = ¢~ tiene la forma de una
Gaussiana. La bondad de la aproximacion Gaussiana deferidesituacion especifica, es decir de
los datos medidos, su ruido y el modelo utilizado. El anchtadeaussiana no es siempre una buena
representacion del error. La Figlral3.1 muestra un ejedgide esto ocurre. Consecuentemente si se
invoca el Teorema Central del Limite, uno deberia chegladaondad de la aproximacion Gaussiana.

Figura 3.1: Posibles fallas del Teorema del Limite
Central. Esta figura muestra un ejemplo de la fun-
cion distribucionl como funcion de algtn parame-
tro @ (curvas soblidas azules). En curva roja a trazos
se muestra su aproximacion Gaussiana y el ancho
de la Gaussiana con una linea horizontal negra. En
el panel (a) la aproximacion Gaussiana es buena y
la estimacion del error es confiable. En el panel (b)
la aproximacion Gaussiana es de hecho pobre y el
error esta sustancialmente subestimado. Reprodu-
cido de Andrae (2010).

3.1. Intervalo de Confianza

Consideremos una variabfeque es aleatoria y tiene una distribucion Gaussiana comni@dy
desviacion estandar. Si tomamos un valor al azaar @ela diferenciald — (6)| sera menor qués
con el 68.3 % de probabilidad, y sera menor guecon el 95.5 % de probabilidad. Los intervalos de
confianza para una distribucion Gaussiana (monoparaagtse muestran en la Figural3.2.

La distribucién Gaussiana es un ejemplo casi trivial deba@h parte, a su simetria alrededor de
la media. En general, las funcion€spueden no ser simétricas y se pueden definir los intervaos d
confianza tales qué_ < ¢ < 60, para una dada funcion de distribucion que se denominafrob
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Figura 3.2: Intervalos de confianza para una dis- Figura 3.3: Diferentes tipos de intervalos de con-

tribucion Gaussiana de medi@) y desviacion fianza de 68.3 % para funciones de distribudion
estandar. Si tomamos al azaWV valores d& de La linea vertical (roja) muestra la estimacion del
la distribucion Gaussiana, el 68.3% de estos valo- maximod. Los paneles son numerados de acuerdo
res estaran dentro del intervdl@) — o, () + o] a las definiciones del texto. Reproducido de An-

como se muestra en el panel (a), mientras que el drae (2010).
95.5% de estos valores se encontraran dentro del

intervalo[(#) — 20, () + 20] como se muestra en

el panel (b). Reproducido de Andrae (2010).

mediant8 (Andrae, 2010):
. 0+
prob(f_ <6 <0,)= / de prob(#) = C, (3.4)
0

donde usualment€ = 0.683 es el intervalo Gaussiano de.1

En la practica, la funcion de distribucion pi@h es desconocida y solamente se dispone de un
histograma de muestras deEn este caso la integral de la ecuacion](3.4) se reducesamirér la
fraccion de todas las muestras@lque se encuentran ente y 6., (similar al método utilizado para
determinar las sefiales FAP[en 211.7). Sin embargo la Enu#8i4) no estainivocamentalefinida
dentro del intervalo de confianza, y un criterio adicionaleggierido (Barlow, 1993):

1. Intervalo simétricod_ y 6., son simétricas alrededor del parametro estimadofie.f_ =
0. — 6.

2. Intervalo menoré, — #_ es el menor de los intervalos que satisfaga la Ecuakcioh (3.4

3. Intervalo central: Las probabilidades antes y despeépatametro estimado son iguales i.e.,
J?5, doprob(6) = [;° d6 prob(6) = (1 - C)/2.

Cuando la distribucion es Gaussiana, las tres definicisnasiguales. En los casos generales, los
intervalos son distintos, como se muestra en Figura 3.3aHigura, el intervalo de confianza del
68.3 % no coincide con el “intervalal de una Gaussiana que ajuste en el maximo. En general no hay
preferencia acerca de ninguna de las definiciones aunquebeeadlarar con cual se esta trabajando.

'Recordemos que la funcion de distribucion esta norradéizes decir:

prob(—oogéngoo):/JrOO d prob(d) =1, (3.3)

— 00
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Podemos calcular el limite de confianza, teniendo en cu@mamportamiento estadistico de la
funcion de distribucionC. En astronomia generalmente se utiliza el estadisticaue se comporta
como una variable chi-cuadrado, y existen distintas apragiones para evaluar los limites de con-
fianza del mejor ajuste (al que denominam@g‘hin). Por ejempilo:

= Segln Press et al. (1992) y Andrae (2010) el intervalo déarmra del 68.3 % cuando la varia-
ble posee un grado de libertad, se sita en algln lugaradainetro para el cual:

X2 = Xgm‘n +1 (3.5)

= Siconsideramos que tenemos mas grados de libertad, estdnagcion no es mas valida. Su-
poniendo errores Gaussianos, con un valor grande de NatelTeorema Central del Limite
nos asegura que cualquier funcion de distribud@multidimensional) es aproximada por una
Gaussiana en su posicion de maximo (alternativamenténm). Tales Gaussianas (multipa-
rameétricas) tienen asociado un vecio(M -dimensional con valor medio de cada parametro
estimado) y una matriz de covarianzZa M x M-dimensional, que contiene las varianzas de
cada Gaussiana). Podemos calcular la probabilidad deeshiarvectorr como:

- 1 L, o7 w1 /= -
prob(Z|f, X) T exp | =5 (Z—f)" - X7 (T~ fi) (3.6)
Si calculamos esta probabilidad sobre cualquier progecein un subespacio bidimensional del
i1, se obtienertontornos de error elipsoidales es decir podemos describir las correlaciones
linealesen los parametros. Sin embargo, el contornad«lao identifica mas el 68.3 % del nivel
de confianza como se mostraba en la Eig. 3.2. Veamos comdaradfirectamente el valor de
confianza delo utilizando una Gaussiana multiparamétrica segun laidahtde parametros
libres:

e Cuando tenemos 1 grado de libertad:

1 _(I*u1)2 o1
prob(z|u, X) = —— e > = prob(z|u1, X)) dr = 68.3%
7T01 —0o1

e En el caso de tener una Gaussiana bi-dimensional se tiene:

1 1 _(w*lt21)2_(y*u22)2
pro T, Y|H1, 272 — e 207 203
o, ylun, vz, ) \/27‘(’0’% 27‘(’0’%
o1 (o)
= / / prob(z, y|u1, pe, X) dx dy = 46.6 % (3.7)
—o1 J—0o2
e mientras que en tres dimensiones es:
o1 [op) o3
/ / prouxvyvdlu‘h,u%:u&z) dx dy dz=31.9% (38)
—o1 J—o02 J—03

e Se puede generalizar para mas grados de libertad y obtaaeexpresion mas simple,
recordando que la funcibg? se comporta como una variable tipo chi-cuadrado (con
valor mediov y varianzas? = 2v). Por elTeorema Central del Limite, la distribucion
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chi-cuadrado puede ser aproximada por una Gaussiana casrtsrmmedia y varianza,

entonces:
X210 = < X12/ > +o
lea = vE vV2y
X, v ~ 1++/2/v (3.9

/1
Xvile 1+ 5

Debido a que el minimo de los ajustes se encuentrg, ef,,, obtenemos:

Xvie = Xv min(l + \/QII/> (3.10)

Finalmente, recordamos qgerms)? tiene una dependencia lineal cgp, entonces el
valor correspondiente al nivel de confianza dedéberia ser aproximadamente dado por:

1
WIMS{y =~ WIMSpin <1 £/ 2—) (3.11)
v

Una vez que tenemos establecidos los limites de confiahziguiente problema consiste en
encarar una estrategia para determinar las curvas de nidbsentos planos. Una idea inicial seria
gue en nuestro esquema de minimizacion (Algoritmo GeoétiSimplex + Annealing) se acumule
informacion acerca de las isosuperficies@en el curso de cada generacion del algoritmo genético (o
cualquiera de los métodos globales exploratorios utibza Recordemos que mientras la poblacion
evoluciona a través de varios cientos (0 miles) de germresi(algoritmos genéticos), se obtiene un
muestreo significante (pero no homogéneo) del espaciordeptros en el curso de la evolucion. Sin
embargo una de las cosas que no se debe hacer es usar lagrobtaprueba de la Gltima generacion
para establecer los limites de error, pues la poblaci@ $era evidentemente distribuida alrededor
de la mejor solucion (en el caso que el algoritmo convetja)forma en la que los miembros de
la poblacion son distribuidos en el espacio de parameisomuy influenciada por caracteristicas
del algoritmo genético, como por ejemplo la mutacion.How factores extrafios, son claramente no
relacionados a la estructura del espacio de parametras \@tindad de la mejor solucion. Existen
métodos estadisticos que son mas eficientes y que veramlas proximas secciones, pero primero
resulta conveniente mencionar un ejemplo citado por An@@&0), que constituye un incorrecto uso
de la estadistica y conduce a posibles resultados esbneo

Reescaleo de erroresy; Cuando se ajusta un modelo cbh parametros & datos, el valor de
x? obtenido luego la minimizacion deberia satisfacer:

X2

N_—M

Y>’=N-M & \i= 1, (3.12)
dondex? se denomina¥? reducido”. Relajadamente hablando, esto significa que cada grado de
libertad contribuyauna desviacion estandar. Muchas veces se observan casoditeralaira donde,

los autores tratan de corregir los errores potencialmeatesiles; reescaleandolos, de tal forma de
lograr que la minimizacién tenga como resultagp = 1 (por ejemplo, aumentando el tamafio del
jitter estelar).

Si bien la distribucion de errores es Gaussiana en cada eldten objeciones a este tipo de
enfoque (Andrae, 2010):
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1. Se asume que el modelolagal entodoslos parametrod/ del ajuste. Sin embargo, cuando
el modelo no es lineal no podemos decir gde= 1, porque la desviacion dg? = N — M
implicitamente asume linealidad en todos los parametros

2. Se asume que el modelo utilizadooesrecto (subyaciente de exigir que? = 1). Sin embar-
go es una afirmacion optimista, por ejemplo porque podersias escondiendo compaferos
adicionales o errores sistematicos en los datos.

Incluso si las suposiciones anteriores fueran ciertasgébao de reescalear errores es de hecho
aplicable solo si el nUmero de grados de libertagdgs grande. La razbn es que la incerteza en las
mediciones no solamente causa incerteza en los parantsttesodelo, sino también en el valor
mismo dey?. El valor dey? esta sujeto a la llamada distribucion chi-cuadrado, aafor esperado
es de hecho = N—M. Sin embargo esta distribucion no posee un ancho infimtdssino que tiene
una varianza de? = 2(N — M) = 2v. Consecuentemente 8i— M es pequefia, existe una incerteza
relativa grande en el valor d¢?. Esto significa quey? puede desviarse sustancialmenteNde M
incluso si el modelo es lineal y correcto (Andrae, 2010).

3.2. Matriz de Fisher

Un método tradicional para estimar el error en un ajusteeteymhinarlos “localmente” mediante
la matriz Hessiana(~'), evaluandola en la mejor solucion (Press et al. 1992 {Andrae 2010).
Recapitulemos un poco y recordemos que nuestro objetivatiesae el minimo de¢2, cuyo desarrollo
de Taylor hasta segundo orden alrededor de la mejor solégj@s:

XE(A) % xE(A) + (A — Ag)T-d+ 2 (A — Ag)"- D™ (A — Ay), (313)

donded es el gradiente. Por construccion, queremos evaluar tosesralrededor del minimo d¢,
donde su gradiente es nuld=0), obteniendo asi que el error estara dado por la apemi@nD .

La matriz Hessiand) !, contiene en sus diagonales, la estimacion de la varianzadh parame-
tro (A,,) individual y fuera de la diagonal estan las estimacioreeasl covarianzas. Para entender esto
volveremos a utilizar el Teorema Central del Limite y lacegimacion Gaussiana (ver Barlow, 1993 y
Heavens, 2010 para mas detalles):

L(#) x exp [—%(9 —0)T -2t (0 - 90)] : (3.14)

dondef es una variable\/-dimensional Gaussiana, con mediay matriz de covarianza. Esta
matriz de covarianza es la estimacion de error deseadap&@ando Ecs[(312) ¥ (3.114), se identifican
las componentes y la matriz de segundas derivadas fies denominada “Matriz Fisher”:

A 2InL\ "
2_<—m> . (3.15)

En el caso ideal, las derivadas segundasldel) se pueden evaluar analiticamente. Sin embargo
si es muy complicado, como ocurre en los sistemas no-liseséepueden hallar numéricamente. Por
construccion este método sblo describe contornos de elipticos e involucra dos suposiciones que
se deben verificar:
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= La distribucion de errores de las medidas es conociddaifancion £ esta definida correcta-
mente.

= La expansion a segundo orden en Taylor es una buena ap&ma

La segunda suposicion es la mas problematica. A pesalde®rema Central del Limite asegura esto
asintoticamente, la Figura 3.1 es un ejemplo donde la miisher falla. Existen dos pruebas simples
para verificar si la matriz covariante resultante puederid@éscorrectamente los errores (Heavens,
2010):

= Calcular el determinaniéet 3. Sidet 3 < 0, entonces. no describe correctamente los errores.

= Diagonalizar la matriZ para determinar sus autovalores. Si algin autovalor egive® cero,
nuevamenté& no describe correctamente los errores.

Sin embargo los errores que se obtienen con esta informémal de la curvatura, no son par-
ticularmente Gtiles cuando trabajamos en problemas dmizpcion global. Lo que necesitamos es
informacion acerca de la forma y extension de la regiomdéoa minimizacion eg? < x2(cota)
(que es definida por un rango de parametros). Esta regiédepser identificada con métodos Mon-
teCarlo, perturbando la mejor solucién y calculando ebtes (%) de esas soluciones perturbadas
Esto es indudablemente el camino mas confiable para tetiae®n de los errores. Si se hall6 la
mejor solucibn en espacios de parametros relativamerfeqgios, esta tarea es relativamente simple,
como construir un hipercubo centrado en ella y calcyfdA) en lugares previamente seleccionados
con la resolucion espacial requerida. De esta forma seepueohstruir isocontornos de’ en las
regiones de interés. La estimacion del error es direata@e consume bastante tiempo de computo.
Ciertamente funciona si los costos computacionales adaxieon el modelo son lo suficientemente
bajos para permitir el calculo de varias soluciones adals.

Veremos a continuacion algunos métodos para definir megide validez de los parametros.

3.3. Cadenas Markov con MonteCarlo

Los métodos MonteCarlo directamente toman muestras & garta funcion de distribuciofi-
kelihood(L), es decir, suponen valores de los parametros del ajusteackptan con la probabilidad
definida por el valor correspondiente de la funcibnA pesar que parezcan complicados, en primer
aproximacion el muestreo MonteCarlo es la aproximacié@s mtuitiva para la estimacion de errores.
La razon es su similitud con medir errores en los datostieepio el proceso de medicion y moni-
toreando los resultados. La fortaleza de los métodos Miamte es que usan la minima cantidad de
suposiciones. La Unica suposicion es que la distribud#&los errores en los datos se conoce correc-
tamente, sin requerir especificamente que sean Gausdianog hace general su aplicacion.

Hay distintos tipos de métodos MonteCarlo dependiendoejemplo, del nimero de parametros
del modeloM. CuandoM es bajo & 3) se usanmuestreo uniforme, muestreo de importanciay
muestreo de eliminacbn (ver MacKay, 2003 para una introduccion a los mismos). 8ihago estos
métodos se hacen ineficientes o computacionalmente ivbenzra modelos con muchos parametros,
donde se utilizaCadenas de Markov con MonteCarlo(MCMC).

Los métodos MCMC son una clase de algoritmos que muestigaibdciones a partir de una
probabilidad, basandose en construir una cadena deideeac(denominada cadena Markov) que tie-
ne una distribucion de equilibrio deseada. El analisissda distribucion de equilibrio permite estimar
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las cantidades de interés como la media, varianza, coioaks, etc. El estado de la cadena de itera-
ciones después de un largo nUmero de pasos es usado paranaestras de la distribucion deseada
y la calidad de la muestra mejora en funcion del nUmero degptomados. Es sencillo construir un
algoritmo MCMC con las propiedades deseadas, el problesideren determinar cuantos pasos son
necesarios para la convergencia a la distribucion estadaodentro de un error aceptable.

El muestreo MCMC solo puede llegar a ser proximo a la distitn deseada, debido a que
siempre queda un efecto residual dependiendo de la posigaal. Los métodos MCMC se mueven
alrededor de la posicion de la distribucién de equilileigpasos relativamente pequefios, sin tendencia
air en una dada direccion. El problema es que demandan niealnao de computo debido al aspecto
MonteCarlo que involucra técnicas @amino AleatoriolRandom Walk). Existen 2 tipos de camino
aleatorios utilizados en MCMC:

= Algoritmo Metropolis-Hastings: genera el camino aleatariilizando una densidad de proba-
biIidacE, con el objetivo de descartar algunos movimientos en ekaspa parametros.

= Muestreo Gibbs: es requerido para que la distribuciénicamrthl de la distribucion deseada sea
muestreada exactamente. Consideremos el véctorlyas componentes son Ib$ parametros
del modelo en nuestro ajuste. El Muestreo Gibbs genera adaesde pruebal’ alterando un
subconjunto de parametros deen cada paso. Luego se combina el muestreo con una funcion
de transicion de candidatos que es Gaussiana. La funeiqmatbabilidad definida bajo estas
condiciones es:

1
q(AL|Ay) = ——=exp
2m 32
donde utilizamos el indicg para distinguir los elementos del vector de parametros, wtik-

zara el indiceq para indicar el nmero de paso de la cadena Markov. Ga@s un parametro
que controla el tamafio de los pasos para el parametro

(3.16)

23

La probabilidad de transicion entre dos configuracionésetuentesi,, y A,,.1 €s dada por la
expresion:

2
a(Ap+1]l4n) = 0 para valores de parametros invalidos. (3.17)

2 .2
a(An+1]4,) = min <eXp [M] ) 1> para valores de parametros validos

dondey? ., es el valor del residuo calculado con el vecty,; y x2 es el residuo calculado con el
vector A,,. Asumiendo que los errores observacionales son exactarm@mbcidos y aproximadamen-
te gaussianos, esta transicion entre estados asegurdeppei§s de descartar una porcion inicial de
la cadena) la distribucion de las configuraciones genenz@la muestrear la distribucion desconocida
de errores (ver por ejemplo Ford (2005) y Gregory (2005)).

Una vez que se obtiene convergencia de la cadena (arbitearta determinada), se pueden re-
presentar los valores d¢ en superficies de nivel. Estas superficies muestran latuistoin real de
errores en los parametros seleccionados.

Esquematicamente el algoritmo MCMC con su base Metropdisting es definido por los si-
guientes pasos:

2|a eleccion natural para esta densidad de probabilidadsaén una distribucion uniforme.
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1. Inicializar la cadena en algtfy enn = 0. Si iniciamos el algoritmo con las componentes del
vector A en elmejor ajuste, se tiene la ventaja de no necesitar un diagnostico de enveEa
(Andrae, 2010).

Generar un estado de pruela, de acuerdo a(A’|A,,).
Calcular el residuo del estado de prugBaA’) y el residuoy?(A4,,) para el estado actual.
Determinaiy(A’|A,,)

Escoger un niumero aleatorig,de una distribucion uniforme entre Oy 1.

o g > w N

Siu < a(A’|A,), como se define en la EE._(3]17), entonces el nuevo valor debrves:
An+1 - A,.

Siu > a(A’|A,), entonces el nuevo valor es igual que el anterior (es de@chalizamos el
vector): A1 = A,.

7. Avanzar un paso en la iteraciGn= n + 1.

8. ir al paso #2.

El monitoreo de la fraccion de estados de prueba que sonaalospes una manera de verificar
que la escala elegida pagdA’|A) no sea demasiado ineficiente. Los valores dptimos paraséa ta
de aceptaciobn pueden ser determinados para los casosnmpdesss Por ejemplo cuandé tiene una
sola dimension, la tasa de aceptacion~d@.44 es 6ptima. Para parametros de espacios con varias
dimensiones una tasa de aceptacion optima es @le5 (Gelman et al. 2003).

Si después de varios pasos de la cadena de Markov se caleula tgsa de aceptacion es distinta
gue la mencionada arriba, entonces los parametros deaafsladn ser reajustados vy reinicializarla.
Puede ser necesario repetir este procedimiento varias paca determinar un conjunto aceptable de
parametros de escala.

Este método fue aplicado en el sistema HD82943. En la Figdrae muestran las superficies
de nivel para los elementos orbitalesdos(w), e sin(w)) del planeta interno construidos a partir de
100 cadenas MCMC d#)® iteraciones. EI minimo que marcamos en el segundo cuadeangl que
corresponde a la mejor solucion del sistema (inestablensemiestran las integraciones dinamicas),
mientras que marcamos también con un punto rojo un seguimmonque aparece en el tercer cua-
drante. Esta cadena fue insuficiente para muestrear sigedie nivel en los elementos del segundo
planeta.

Fue necesario construir 10 cadenas MCMC]deiteraciones, para cubrir un area considerable
alrededor de la mejor solucién orbital del segundo plageteostramos los resultados de interés en
la Figura3.5. En negro se dibujaron las superficies de niaed pl planeta interno y en azul para
el externo. Los puntos rojos indican la posicion de losimas del planeta interno (1) y en azul
los del planeta externo (2). Las superficies de nivel pemsstudiar el comportamiento alrededor
de la solucion minima, es decir; ~ 120° y wy ~ 280°. Es interesante ver como se extienden las
superficies de nivel del planeta externo: existe un areagpecta soluciones entre el segundo y tercer
cuadrante. Si la solucion fuera en el segundo cuadranteg@planetas se encontrarian alineados en
w1 ~ wq ~ 120°. Las superficies de nivel en los otros planos no son expupgtssse encontraban
muestreadas pobremente alrededor del minimo y careeianeiés.

Entre las desventajas del método se encuentra la demaridange extremadamente larga (para
este sistema una cadena Markov1dé pasos tomo 4 dias de computo), siendo que los resultados
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Figura 3.4: Isosuperficies deg,
construidas a partir de cadenas
MCMC sobre el conjunto to-
tal de datos de HD82943, sobre
el planoe cos(w),e sin(w)
con los elementos orbitales del
planeta interno. Los datos fue-
ron obtenidos con 100 cadenas
MCMC de 10° pasos cada una.
Se observan dos minimos: el
que se ubica en el tercer cua-
drante es un minimo absoluto y
el que esta en el cuarto cuadran-
te es un minimo local.

Figura 3.5: Isosuperficies dg,
construidas a partir de cadenas
MCMC en HD82943 sobre el
planoe cos(w), e sin(w). Las
superficies de nivel del planeta
interno se muestran en negro y
para el externo en azul. Los da-
tos fueron obtenidos con 10 ca-
denas del0” pasos cada una.
Se observan tres minimos pa-
ra el planeta exterior: el que se
ubica en el cuarto cuadrante es
un minimo absoluto (configura-
cion inestable), mientras que el
gue esta en el segundo cuadran-
te es un minimo local (configu-
racion estable).
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no siempre son los deseados (no se mapean homogéneanserdgitames alrededor de todos los
parametros planetarios). Como mencionamos anterioanehtamario del pase, y la probabilidad
de salto entre estados posibleson parametros ajustables. El trabajo artesanal requeffith de en-
contrar el estado de equilibrio (que mapea los errores gsEaps) no se justifica y existen métodos
alternativos mas eficaces como veremos a continuacion.

3.4. Generacbn de Datos Sinéticos: Resampling

Un método alternativo para estimar incertezas en lospetras orbitales es aplicar la técnica de
minimizacion de residuos a varios conjuntos de datos sidud (Brown et al. 2001 y Ford, 2005).
Debido a que los errores observacionales son muy cercamomeseGaussianos y cada velocidad ob-
servada \(;-(7)) tiene su correspondiente errer;f asociado, es directo construir conjuntos simulados
afadiendo errores Gaussianos a los datos nominales:

VE (i) = V(i) + N(0,0) (3.18)

T

dondeN (0, o) es una distribucion Gaussiana de media cero y dispession

Cada conjunto de velocidades radiales simulddasi) (también llamado conjunto sintético) re-
presenta un posible conjunto de valores reales en las nsedise aplica el mismo procedimiento de
ajuste orbital a cada conjunto sintético, entonces sermdbtina distribucién de los mejores parametros
orbitales. Este método fue aplicado anteriormente anseéstecomo HD72659 (Ford, E. 2005 y Brown,
R. 2004).

Aplicamos esta técnica sobre el sistema HD82943, corestdgy un total de 1000 conjuntos de
datos sintéticos. Los resultados se muestran en la Highrd@de cada solucion al conjunto sintético
es representada por un circulo. Cada marco representstiidoutiion entre pares de elementos pla-
netarios que consideramos mas importantes. En el glaneos(ws), ea sin(wsy)) (marco inferior
derecho) se aprecian claramente tres regiones de soldisiéonexas, cada una de ellas identificada
con un color diferente para facilitar su correspondencibbgotros planos:

= Region (l) - Negro. Es la region alrededor de la mejor soluale los datos originales, con
ey ~ 0.2 Yy o ~ 280°

= Region (1) - Azul. Regibn com, ~ 0y por lo tantoco, pobremente definido.

= Region (Ill) - Rojo. Region coms ~ 0.4y ws ~ 120° que define una solucion dinamicamente
estable como veremos mas adelante.

En el marco superior izquierdo se muestra el plano de lasitaiaigs de velocidad radiak{; , K5)
y se observa que a pesar diig es casi el mismo para todos los conjuntos, el valaKgd@uede variar
en un 50 %;K para la region (I) vale- 65 m/s, mientras que en la region (lll) vale47 m/s. En
la misma figura, marco superior derecho se observa el plaperedos P;, ), donde el periodo
del planetaP; esta muy bien definide- 219 dias, mientras quB, varia unos 10 dias dependiendo
la region donde se encuentre, desde 430 a 440 dias. Emel(placos wi, e1 sin w;) mostrado abajo
a la izquierda no se aprecian grandes diferencias entredames (1), (I1) y (Ill) y parece que estan
muy bien definidos (el método MCMC permite mapear un pocamnesgte espacio de parametros).

Los grupos en el plan@s cos wo, e2 sinwy) son muy distintos, y corresponden aproximadamente
a los mismos favorecidos con el método que veremos maarddetnlackknife La distribucion de
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Figura 3.6: Resultados de 1000 resamplings de los datasaleg. Cada circulo representa el mejor ajuste del
correspondiente conjunto de datos. Cabe destacar la prasken3 regiones distintas, cada una identificada con

distinto color.
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Figura 3.7: Histogramas de los mejores ajustes encont(@dostos en funcion del wrms) que muestran la
distribucion de los miembros de cada grupo identificad@d¥id [3.6 con la misma identificacion de colores.
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los miembros de cada grupo de acuerdo al valor de wrms se nmuwsta Figura 317. A pesar que
los tres histogramas tienen aproximadamente la misma metispersion, hay varias diferencias que
podemos enumerar:

(I)  miembros = 42.8% wrms,,;, = 7.902 m/s
(IT)  miembros = 52.0% wrms,,;, = 8.588 m/s (3.19)
(ITT) miembros =5.3%  wrms,,;, = 8.812 m/s

Asi las regiones (1) y () tienen casi el 95 por ciento dea®dhs soluciones encontradas con Resam-
pling, mientras que la region (1) s6lo un 5 %. Esta Gkinegion es caracterizada también por valores
de wrms mas grandes y tiene un valor de sefial mas peqhgiia (

El minimo global se encuentra en la region (l) que como secineara es inestable; por otro lado
la region (11) tiene valores de wrms similares y como veremmas adelante esta dentro de la region de
confianza de la mejor solucion (Mer3.5). La region (lll)l@sjue proporciona valores muy cercanos
entrew; ~ wo, €n otras palabras, hacia ur@otacibn apsidaldel tipo (0,0) (ver Beaugé et al. 2006).

Una de las desventajas en esta técnica de reajustes esdpimgaddentificar los mejores parame-
tros orbitales para cada conjunto sintético de velocisladdiales, que en la practica requiere muchos
recursos computacionales. Por ejemplo para un sistema plangta (seis parametros), es necesario
generarl0® a 10* conjuntos sintéticos para tener niveles de confianza aeletios 3. Asumiendo
que la rutina de minimizacién requiere urli@$ evaluaciones para converger, esto hace un totatle
evaluaciones dQ?,. Incluso el uso de minimizacion local, buscando soluciooercanas al minimo
global, demandaria al menos uri&$ evaluaciones del residug.

Finalmente no olvidemos que la distribucion de erroresnesta por medio dedResamplingno
sirve para construir superficies de nivel de error constaitte para identificar posibles regiones de
minimos.

3.4.1. Anrdlisis dinamicos sobre las regiones

En cada una de las regiones mencionadas previamente sifiddegitajuste orbital con menor
wrms teniendo en cuenta que esa configuracion resulta cortgatib los datos originales dé. La
region (1) es representada por la solucion mostrada emlial2.2. Para las regiones (1) y (lll) se
realizaron ajustes dinamicos coplanares a partir de lamsejucion multikepleriana y los resultados
se muestran en la Talila B.1.

Ambas soluciones dinamicas en la Tdbld 3.1 muestran wakingilares devrms del orden de
8.03 m/s, apenas mayor que el minimo global (¥€2 m/s) pero no muy diferente. Ambas fueron
integradas numéricamente con un codigo de N-cuerpos(iarios, mostrando estabilidad dinamica
y corotacion apsidal (ACR) tipo (0,0) (Figura B.8). Sin emgw, la amplitud de libracion es grande,
particularmente en el caso de la Region (). Para la Reid), la semi-amplitud enr; = 2\ —

A1 — wy €es cercana &0°, mientras que elhw = wy — w; €S cercana 80°.

No se muestra la evolucion de la Region (1), debido a queocesrbien conocido es inestable en
cortos periodos de tiempo. A pesar que pueda ser posibbateacalgunos miembros marginales en
la region que sean estables, no es posible decir que s@segpativos de la region general, ni siquiera
robustos (es decir, pequefios cambios en los elementdslesipueden desestabilizar el movimiento).

El comportamiento extrafio de la solucion de la Regioh€fl (k,h) = (ejcosoy,eqsinoy)
puede ser explicado y deducido con la Figurd 3.9, donde sebhdo la evolucion en el plano
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Figura 3.8: Evolucion de los mejores ajustes orbitalesasgmtativos de las soluciones en la Regién (I1) (izquier-
da) y la Region (l1l) (derecha). Los puntos negros corragpa a las variable@, h) = (ej cosoy, eq sinoy),

y los puntos rojos a las variablés, h) = (e3 cos Aw, e; sin Aw). Aqui o7 es el angulo resonantg =

2X2 — A1 — w1. En ambos casos se ven ACR de amplitud de oscilacion graraddel (0, 0).
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Figura 3.9: Evolucion de ambas soluciones en el plaaoes), junto con la familia de ACR estable del tipo
(0,0) para cada una de las razones de masa. La linea punteadaantuestva de colision.
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Tabla 3.1: Mejores ajustes orbitales para soluciones septativas de las regiones (lI) y (lll) para un modelo

de 2 planetas del sistema HD82943.

Parametro  HD82943c HD82943b
Ajuste dinamico coplanar - Region (11)
m [Myup) 1.7681 1.7396
P[d] 219.890 442.879
a [UA] 0.7473 1.1919
e 0.3863 0.0166
w[°] 120.915 201.379
M[°] 356.842 281.828
Vo1 [m/s] 43.497

Voo [M/s] 33.754

wrms [m/s] 8.037

Xv 1.529

Ajuste dinamico coplanar - Region (lll)
m [Myup) 1.4605 1.7442
P[d] 220.081 439.375
a [UA] 0.7477 1.1856
e 0.4369 0.2548
w[°] 126.211 137.232
M[°] 358.181 337.541
Vo1 [m/s] 42.427

Voo [M/s] 32.305

wrms [m/s] 8.031

Xv 1.528

(e1,e2) juntamente con las familias ACR de distintas razones de rRasa la razon de masa de esta
solucion (ne/mq ~ 1), deberiamos tener ACR asimétrica. Sin embargo lo que@s&s una amplitud
de libracion tan grande que la 6rbita abarca ambos I8bagimétricos y rodea la solucién simétrica
cuyo centro es inestable.

3.5. Ajustes en una Grilla

Hasta el momento hemos visto que taResamplingcomo cadenaMCMC brindan mucha in-
formacion acerca de cuales son los parametros compatibleel conjunto de datos. Sin embargo el
tiempo computacional es elevado y finalmente no es sendilistwwir curvas de nivel sobre alguna
proyeccion de plano que elijamos. Para solucionar esteaipunto se puede seguir la idea de Lee et
al. (2006), realizandéjustes en una Grilla

Laidea es realizar una serie de ajustes multikepleriandsmémnicos) sobre una grilla de variables
deinterés 4, A,). Para cada punto de la grilla los valores numeéricos de @siametros son fijados,
y se realiza un ajuste sobre los parametros restantes (mekem variar sin restricciones). El valor
resultante de residuB corresponde al mejor ajuste para los valores prefijadogl de4i). Luego se
dibujan las curvas de nivel dermsen esta grilla, que da informacién de la forma y la profuadid
relativa de la funcion residuo en el plano seleccionado.

Para interpretar mejor los resultados, podemos intentianados niveles de confianza de el
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Tabla 3.2: Principales parametros de los ajustes orbifzdealN = 164 observaciones. Todos los elementos
orbitales son astrocéntricos y los periodos osculadores

Multi-Kepleriano Dinamico
Parameter | HD82943c| HD82943b| HD82943c| HD82943b
m [Myup)] 1.435 1.765 1.397 1.782
a [UA] 0.748 1.169 0.744 1.188
e 0.447 0.331 0.460 0.360
w[°] 133.19 144.25 134.79 139.82
A—w[°] 359.57 326.21 357.45 331.45
wrms [m/s] 7.835 7.838
NG 1.348 1.504

mejor ajuste en las superficies dentro de la grilla. Paraeslgrandes d&/, la funcibn normalizada
chi-cuadradoy? se comporta como una variable tigd, y debido a quéwrms)? tiene una depen-
dencia lineal cony?2, entonces el valor correspondiente al nivel de confianzardesidado por (ver

Seccion 3.1):
1
WIMS|y ~ WIMSmin (1 +4/ —> . (3.20)
2v

Aplicamos este método al sistema HD82943 y describirertpsas resultados a continuacion.
En primer lugar, el grado de inestabilidad estadistical{zado en la Secciodackknife) es tal que
la eliminacion de solo un dato observacional hace quengareos distintos parametros orbitales (ver
Figurd3.11 y 3.12). La Tabla 3.2 muestra los mejores ajustatkeplerianos y dinamicos pard =
164 (el tltimo dato eliminado) que puede ser comparado conbtengdos paraV = 165 mostrados
en la Tablag Z2]1ly 21 2. A pesar que existen cambios imposamntéa solucion, ellos practicamente no
causan efectos en el residwarfnso \/E), ni siquiera en la curva de velocidad radial, indicando que
ambas soluciones son compatibles con los datos.

Para analizar mas globalmente esta dependencia con eraida puntos, estudiamos el plano
(ka, ha) = (eg cosway, €2 sinw,y). El procedimiento fue llevado a cabo con 4 conjuntos de obser-
nes correspondientesd = 100, N = 142, N = 164y N = 165. Los resultados se muestran en la
Figura[3.10 solamente en el plano de mayor intekésht). En cada caso el minimo globakms i,
es identificado con un circulo negro relleno. A pesar queacdel minimo las curvas de nivel son
casi elipticas, aparecen distorsiones para valores raageg, indicando que los niveles de confianza
obtenidos del analisis de la matriz de correlacion no €dides mas alla de la inmediata vecindad del
wrmsp,i, (ver Secciomn 3J2).

Es interesante notar los cambios en las curvas de nivel efdofudeN. Este cambio sin embargo
no es gradual: par& = 164 la figura muestra dos minimos globales localizadosvgn~ 140°,
mientras la otra solucion esta em(~ 270°) asemejandose al minimo global de la solucion obtenida
paraN = 165. De esta forma no solamente la funcion residual es muy paxfanma alrededor de la
mejor solucién, sino que a veces se pueden observar dasosifocales. Los pequefios cambios en el
conjunto de datos pueden favorecer a uno u otro, identd@as como el mejor ajuste. Este resultado
muestra concordancia con los obtenidos en la Se€cion 3.4.

Para el caso del minimo con 165 puntosyelns,,;, = 7.952 y v = 153, obteniendovrms;, ~
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k2 kZ
7.952(1 £+ 0.057), lo que se corresponde con:

wrmsi, ~ 8.41. (3.22)

Es interesante remarcar que para N=142 la solucibn es lmanigie ya habiamos observado
como minimo secundario con el método de MCMC. Inclusilimirando gran cantidad de datos, con
N=120, se observa que la region de confianzésdengloba los cuatro cuadrantes: tenemos acotada la
excentricidad maxima del planeta exterior, aunque suaegito de pericentro no es bien establecido.

En conclusion, log\justes en una Grillson un método (til para estimar los niveles de confianza 'y
correlaciones en un plano preseleccionado. Recordemadegesta forma muestreamos homogénea-
mente el espacio de interés y es mas facil de construisdpsrficies de nivel. Sin embargo, esta
herramienta es un complemento pResamplingg MCMC, pues no tenemos forma de saberiori
si los valores de los parametros que quedaron libres pajasté son similares en todo el plano.

3.6. Ajustes Orbitales con conjuntos de datos reducidos:
Jackknife

En la Secciom_2]14 vimos que el sistema HD82943 cambia susisnes a medida que se van
agregando mas observaciones. El primer ajuste orbitdicadio para ambos planetas tenia s6lo unos
100 puntos (ver Ji et al. 2003), dando soluciones estabtesstentes con una pequefia oscilacion de
los angulos resonantes. Las observaciones subsecuemggsr a cambios significativos en las masas
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y la mayoria de los parametros orbitales, asi como tamaisoluciones dinamicamente inestables.
Este hecho también se observa en otros sistemas exopiasetas por ello que empleamos una
modificacion de un analisis usualmente llamddokknife con el objetivo de evaluar las variaciones
de los resultados de los ajustes orbitales con el nUmerbs@ciones.

El método consiste en realizar una serie de ajustes abjtehda uno usando un nimero reducido
de datos donde se elimina la Ultima observacion por veatias palabras, se realiza un ajuste con
N puntos, luego un ajuste con N-1 puntos (eliminando efm@tpunto cronolbgicamente hablando),
etc. Si la solucion actual es robusta, entonces debesiasuerar solo pequefios y suaves cambios en
los parametros en funcion de N. Mas importante alin epgdemos esperar que la incorporacion de
observaciones futuras no cambiaran significativamengstrm conocimiento del sistema.

De la Ec. [2.7R), si asumimos valores constantes?dg (y; — V,;) para todos los datos, puede
deducirse que :

N
wrms o\ 37— (3.22)
VX2 x1+ M/N (3.23)

Entonces cuando el nUmero de observaciones N es mucho mpag@l nimero de parametros
libres M, ambos indicadores deberian ser practicamesnstantes, siempre que la solucién orbital
sea adecuada y el sistema satisfaga las condicionesstistalimplicitas en el calculo de cuadrados
minimos. Si se observa un incremento en el valowdescon el nimero de datos, podria indicar que
el modelo dex—planetas se convierte crecientemente inadecuado paesegpar las observaciones.

Los resultados de los ajustes multikeplerianos son mastraila Figurh 3.11 donde los valores de
V,. fueron ordenados cronolbgicamente, es decir mezclarddddms CORALIE y Keck. Mostramos
en cada cuadro los parametros de interés (aunque todos falralizados): masasy), periodos ),
excentricidad ¢;), argumento de pericentray), residuos (/E y wrms) y numero de datos\). Se
reserva el subindicepara el planeta interno (en negro para el externo (en rojo).

Estos graficos brindan bastante informacion. Primerayg immportante, no parece haber conver-
gencia de los parametros hacia valores especificos. Besglpunto de vista, las nuevas observaciones
pueden cambiar nuevamente las soluciones para ambosgsanesr lo tanto el ajuste de HD82943
no es confiable.

A pesar de ello, hay parametros que cambian menos que bo®geriodos orbitales;, parecen
ser bien determinados y por lo tanto, practicamente noeedtigla que se encuentran en la vecindad de
la MMR 2/1. Incluso pocos datos son suficientes para estbtpe existe conmensurabilidad entre
ambos planetas.

Las masas son parametros mas sensibles, a pesar que ldehpksaetans en principio es mas
estable por un tiempo mas largo. La masa intesaaalta entre distintos valores especialmente cuando
N > 100. Finalmente los parametros menos robustos son lateagted y la longitud de pericentro.
No es un hecho sorprendente, ya que como mencionamos somidei#os a partir de las asimetrias
en las curvas, aunque los cambios son significativos. Commoeoconm, existe una tendencia y los
valores se alternan repetidamente. Por ejemplo paratioso8l 60 datos el valor de excentricidagl
es cercano a 0.18 o 0.30. Los valores mas comunesupasan~ 120 o ~ 270 grados. Mas aln
las variaciones de; y es parecen estar relacionadas manteniendo una diferendiacresante. La
variacion dee; también parece estar opuesta a larde
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Es interesante ver como los valores de los residuos evolcioon el nUmero de observaciones,
mostrado abajo a la izquierdarfnsy \/XT% ). Particularmente en las Gltimas decenas de observa-
ciones se incrementan los residuos: esto significa que bs@sw@ciones no necesariamente implican
mejores ajustes orbitales. El marco inferior derecho maesnimero de puntos en funcion del inter-
valo de observacion. Con este grafico podemos identifitaada uno de los otros marcos los valores
de los parametros en cada fecha de publicacion.

Dos conclusiones adicionales pueden extraerse de esta.figpimero, que los ajustes orbitales
con menos que N- 100 puntos son poco confiables. Esto ayuda a explicar poagdiéetencia entre
las soluciones de Ji et al. (2003) y Mayor (2004). Segundstesna notoria diferencia en los ajustes
con respecto al Ultimo punto observacional. El pasaje dé6M=-a N=165 puntos implica cambios
drasticos en algunos elementos, particularmente excieiail y longitud de pericentro. Este cambio
no es acusado en los valores minimoswiens Esto implica que ambas soluciones aunque diferentes
son consistentes con los datos observacionales. Una v&esttanos ayuda a concluir que el sistema
no es robusto y sblo un dato observacional puede cambiatragesoluciones. El incrementowrms
como funcion de N no era esperado (ver Ecuakion] 3.22).

La Figura[3.1IP presenta un analisis similar, esta vez s@hsiderando los N=142 datos CORA-
LIE. Debido a que el intervalo de observacion de los dataskKetersectan parcialmente los puntos
CORALIE, esta figura ayuda a mostrar la evolucion de losup@tios desde 2000 a 2004. Compa-
rando con la Fig_ 3.11 encontramos una evidente disminusila dispersion de las soluciones. En
este caso los parametros planetarios, especialmentedastecidades, muestran una tendencia mas
regular. Se observa qug es mas estable 44 mostrando un suave descenso en su valor. Se observa
también que no hay un salto de alrededor del instante T=52500. Las longitudes de percent
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Figura 3.11: Variacion de los parametros orbitales demegores ajustes multikeplerianos como funcion del
conjunto de datos observacionales. Los datos correscahdenjunto completo CORALIE-Keck (N=165).
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sin embargo todavia presentan repentinos y grandes.datias/ez mas la eliminacion de solo un par
de puntos finales causa gran variacion en el angulo, a gesaro se observen grandes variaciones en
los residuos (ver el marco inferior izquierdo).

En conclusion, este analisis muestra que las solucianesugven en el espacio de parametros.
Afortunadamente su movimiento ocurre dentro de la regiédiod que se observa por ejemplo en
la Figura[3.10. Ademas, los resultados coinciden penfieetdée con los obtenidos en el método de
Resampliny Andlisis en Grilla Debido a la diferencia de tiempo en el computo entre estiogjaes,
parece mas sensato utilizar Jackknife para conocer laacibnes de los minimos secundarios.

3.6.1. Aralisis dinamicos en soluciones Jackknife y Grilla

Analizaremos la compatibilidad de las soluciones prevestd el punto de vista dinamico. Los
resultados nuevamente son obtenidos con un integradoreRutta de orden 8y con precisién—'2.
Los mejores ajustes paféd = 164 y N = 165 son dinamicamente inestables en escalas de tiempo del
orden del0? afios. De hecho, como fuera mencionado previamente, escpatian que los mejores
ajustes orbitales para este sistema y con distintos nisnderobservaciones (para distinfg corres-
pondan a soluciones estables. Sin embargo los resultadas decciones previas han mostrado que
existe una region amplia de posibles soluciones orbi@dedgro del nivel de confianza de ltodos
consistentes con los datos observacionales. Podemosuthadtgma extender el analisis dinamico a
todos los puntos en la region y estimar cuales solucionegstables.

Cada punto de la grilla mostrada en la Figura3.10 no sol@sponde con valores especificos de
(ka, ho)=(e2 cos wa, e sin ws), Sino también valores distintos de los otros elementasabeb y masas
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planetarias minimas que son los que minimizan el residuasen ese punto.

Esto es importante pues existen otros valores posiblesldei@tes con el mismok,, hy) que
tengan distinto (pero mas grandedms puede pensarse como la proyeccion de las mejores sahgcion
sobre ese plano. En principio es posible que algunas dessdtesones también tengarrmsdentro
del nivel de confianza des1 En otras palabras, a pesar que los graficos son una bueaaesiacion
existen posibles soluciones tan “buenas” como las enacagra
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Figura 3.131zquierda: En el plano(kz, ha) = (e2 cosws, e sinws) se aprecia el mejor ajuste (menvamsg
paraN = 165 como un circulo rojo. La curva continua cerrada es el nieetdnfianza ded. En escala de
grises se muestra el comportamiento dinamico en la regi@nco corresponde a ACR estables tifo0) con
amplitudes menores qu@°. La sombra mas oscura indica regiones inestablesecha:En circulos negros se
muestran los mejores ajustes obtenidos para distintosegadieN (Secciori3.6. Los triangulos rojos muestran
los mejores ajustes de Lee et al. (2006) correspondieiEglid y FIT 1ll, mientras que el cuadrado rojo es la
solucion B de Ferraz-Mello et al. (2005).

Los parametros de cada punto en la grilla p&ra= 165 fueron integrados numéricamente por
10% afios. La mayoria de ellos tienden a eyectar uno de lostpudentro del intervalo de tiempo,
aquellos que sobreviven se encuentran en configuracion de&CRpo (0,0) en la resonancia/1
(ver Beaugeé et al. 2006) y estos fueron considerados estei¢ calculd la amplitud de la libracion
de ambos angulos, el resonafite = 2\s — A\; — w; Y la diferencia de longitudes de pericentro
Aw = wy — wi. Aqui A; son las longitudes medias de los planetas;yson las longitudes medias
del pericentro. Los resultados se muestran en la Figurd BriBvez mas en el plan@:, hs). En
la izquierda de la figura se observan dos graficos supegsuasio que indica niveles de confianza
conteniendo las soluciones dgluste en Grillay el otro el analisis dinamico de la region. El circulo
rojo muestra la posicion del mejor ajuste pafa= 165. La curva negra continua alrededor del punto
muestra el nivel de confianza de {ver Figura[3.1D). Todos los puntos cemms > wrms;, Se
ubican en la region rayada fuera de esta curva. En escaldsds ge muestra el analisis dinamico. La
pequefa region blanca en la parte superior izquierdardétg corresponde a condiciones iniciales
gue conducen a soluciones ACR estables con amplitudesrdeifib menores qu&)°. El sombreado
gris indica amplitudes crecientes (los valores numérsgoglentifican en la figura), mientras que las
regiones oscuras ubican la localizacion que regioneantiteémente inestables.

Todas las soluciones iniciales correspondientes a ACRIesten la Figura 3.13 muestran buen
acuerdo con los datos observacionales. A pesar de que ng sapeces de especificar completamente
los parametros para los planetas de HD82943, parece peotpad los valores de los mismos sean
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Tabla 3.3: Soluciones orbitales multikeplerianas psra= 165 correspondientes a la menor amplitud de co-
rotacion corwrmsdentro del nivel de confianza de' 1

Parametro | HD82943c| HD82943b
m [ M up) 1.569 1.728
P[d] 219.24 440.28
a [UA] 0.746 1.180
e 0.417 0.150
w[°] 119.17 123.69
A—w[°] 356.74 357.35
Vo1 [M/s] 43.90
Voo [M/s] 34.28
wrms [m/s] 8.037
N 1.537
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proximos a los dados en la Talplal3.3 y que los planetas seminen atrapados en una ACR estable
del tipo (0, 0).

En la parte derecha de la Figlira 3.13 se dibujaron con osaégros la localizacion en el plano
(kq, ho) de las soluciones obtenidas con el método (Jackknife) tii@msgulos rojos corresponden a
dos soluciones estables (Fit Il y Fit 1ll) de Lee et al. (20§63! cuadrado rojo marca la posicién de la
solucion estable B de Ferraz-Mello et al. (2005). Una ves fa’'gran diversidad de configuraciones,
cuya distribucion en este plano esta mas o menos acotada purva de nivel ded. Es interesante
notar que la mayor parte de los mejores ajustes orbitalesspmmden a orbitas alineadas (t®. ~
130°), bastante diferente a los mejores ajustes orbitalesqadus.

La Tabla 3.8 muestra los parametros del punto en el planteamitnima amplitud de co-rotacion
posible. La razbn de masay/m, = 1.1, un poco mayor que las estimaciones previas incluidas en los
mejores ajustes. La curva sintética de velocidad radsalltente y el residua(— ¢) de esta solucion
fueron incluidos en la Figura_3.14, donde también se irclpgra comparar la mejor solucion. No
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existe practicamente alteracion entre las curvas a ppgawobviamente hay un incremento en los
valoreso — ¢ para el caso de la solucion ACR. La estabilidad a largo pilezesta configuracion fue
comprobada con una simulacion numérica P afios. No se detectaron cambios en las amplitudes
de libracion o en los valores maximo/minimo de los seesigj excentricidades.

En el proximo capitulo analizaremos cémo el hecho de foepr ajuste sea inestable conduce
a la posibilidad de que existan mas planetas.



Capitulo 4

Busqueda de Planetas Adicionales

Una solucibn alternativa para explicar por qué el mejostg de un sistema extrasolar puede ser
inestable, es sugerir que pueda existir un planeta adigioeano ha sido modelado. Esta idea también
es favorecida cuando el incremento del nUmero de obsenexiaumenta los residuos. La inclusion
de un nuevo cuerpo en el sistema puede cambiar drastioafosmqtarametros de los planetas ya detec-
tados y arrojar nueva luz sobre el sistema real observadoudaa sefial debe tener significado fisico
razonable (una aceptable relacion sefal-ruido, excatad relativamente baja, etc.) y obviamente
presentar una baja probabilidad de ser un falso positivo.

Cuando se intenta agregar nuevos planetas a un sistemaaeber cuidadosos en la correcta
identificacion de la sefal. Existen periodos relaciosadon el muestreo temporal de las observa-
ciones, que producen picos de sefial en el periodogramanfesmportantes son los de 1 dia y
sus correspondientes alias). También es posible idemtific los analisis de velocidad radial falsos
periodos, relacionados con el periodo de rotacion dsttella (ver Howard et al. 2010 y Hatzes et
al. 2003 para algunos ejemplos). Sin embargo, ambos pmtiesen una probabilidad de ser falsos
positivos (FAB) muy alta (es decit0—! a10~2).

Volviendo a la idea de la adicion de un nuevo planeta pardastensa que tiene ajuste inestable,
Gozdziewski y Konacki (2006) propusieron un tercer plapaia HD82943 que podria estar presente
en el sistema, utilizando el conjunto total de datos obsemales del sistema (N=165). Ellos notaron
que los residuos o-c del ajuste de dos planetas, paredienenmina sefial periddica con periodo apro-
ximadamenteP” = 1000 dias. Lee et al. (2006) también mencionaron este punto meeindagaron
en el tema. Gozdziewski y Konacki buscaron un ajuste compteggetas, en el cual el nuevo planeta
exterior tendria un periodo orbital de930 dias. Como resultado @lrmsdecrece significativamente
de~ 8 m/s hasta aproximadamerfiet m/s, y el correspondiente valor gé alcanza valores cerca-
nos a la unidad. Sin embargo este ajuste corresponde a gasfanes dinamicamente inestables. De
hecho, las Unicas soluciones estables encontradas tiesi@nowrms=7.4 m/s, que no representan
una disminucion satisfactoria debido al hecho que senmentd el nimero de parametros libres. La
solucion encontrada corresponde a una resonancia 2/1 Miti&les dos cuerpos interiores, mientras
que el tercer planeta hipotético tiene una orbita de mig/ dsecentricidad en una 6rbita no resonante.
Una simulaciébn numérica de tiempos largos mostro irgiicees de movimiento cabtico, a pesar que
no se detectaron inestabilidades dinamicas en escalajsotdel 0° afios.

Gozdziewski y Konacki (2006) siguieron su discusién propodo un caso hipotético distinto, en

tun valor de FAP d&0—3 es un valor aceptable para detectar un exoplaneta.

113
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el cual se proponia un ajuste orbital con un planeta intgrans planetas exteriores en configuracion
coorbital. El problema es que nuevamente no se encontrahlocianes dinamicamente inestables.

4.1. Blsqueda de un tercer planeta en HD82943

En el trabajo que realizamos en 2008 (Beaugé et al. 2008pardos mas profundamente en la
blUsqueda del tercer planeta, tratando de buscar solscimas compatibles con escenarios de forma-
cion planetaria y cuyosrmsno sean tan altos.

En primer lugar utilizamos nuestro algoritmo de minimidacpara buscar soluciones con 3 pla-
netas en el sistema HD82943 (con N=165 de ahora en masgssiitcion alguna en los parametros.
En nuestros resultados, al igual que los mencionados puw atitores, encontramos varias soluciones
en las cuales el tercer planeta tiene periéde 900 dias, algunos de ellos tan bajos co&d0 dias.

Sin embargo todas las soluciones encontradas son inestable
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Figura 4.1:(a). Arriba: o-c para el mejor ajuste orbital con 2 planetas. Sdp observar una sefial periddica
con P ~ 1000 dias. Los dibujos inferiores corresponden a diferentesteg con 3 planetas (ver detalles en el
texto). En gran parte de ellos se aprecia la reduccibwdakcomo asi también la desaparicion de la tendencia
periddica(b). Periodogramas de los residuos ¢ de varios ajustes orbitales. El grafico de arriba corredpon
a datos CORALIE IV = 142) una vez que la mejor solucién orbital con 2 planetas furielda. El grafico del
medio muestra el mismo resultado pero utilizando los dasogptetos CORALIE+Keck{V = 165). Existe un
pico pronunciado con nivel de confianza mayor que con un periodo entre 800 a 1000 dias. El grafico
inferior muestra el periodograma pero ahora asumiendolieiséa con 3 planetas mostrada en la solucion
3planetas-lli

Aparte de la reduccion del residuo, una ventaja importdateste tipo de soluciones puede verse
en la Figurd 411a. La parte superior reproduce los residumded ajuste de dos planetas y los otros
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paneles muestran diferentes ajustes con tres planetasdp@ara el externo mayor q8eo dias). La
tendencia periddica observada en el panel superior desapan todos ellos y en la mayoria de los
casos el maximo de o-c decrece. Los principales elemeniitales de estos cinco ajustes orbitales
son dados en la Takla 4.1.

Tabla 4.1: Ajustes orbitales de 3 planetas para el sistemr2B14B.
Parametro  HD82943c HD82943b HD82943d?

3planetas-I
m [ M yup) 1.7730 1.7590 0.5654
Pd] 220.683 429.863 988.806
a [UA] 0.7491 1.1684 2.0354
e 0.3967 0.0553 0.6073
w[°] 116.989 95.393 315.078
M[°] 3.559 11.898 267.314
wrms [m/s] 6.643
Xv 1.286

3planetas-Ii
m [Myup) 1.8060 1.7236 0.4254
Pd] 220.273 437.426 993.770
a [UA] 0.7482 1.1821 2.0421
e 0.3806 0.0251 0.5676
w[°] 117.967 142.676 294.073
M[°] 0.778 338.029 280.876
wrms [m/s] 6.618
Xv 1.281

3planetas-Il (Mejor Solucion)

m [ M jup) 2.045 1.693 0.508
Pd] 217.88 456.59 934.85
a [UA] 0.743 1.216 1.961
e 0.353 0.198 0.579
w[°] 124.80 288.67 213.56
M[°] 350.15 298.13 27.63
wrms [m/s] 6.005
Xv 1.051

3planetas-IV
m [M )] 1.7630 1.8968 0.8176
Pd] 220.520 443.405 1959.682
a [UA] 0.7488 1.1929 3.2116
e 0.3722 0.0283 0.7000
w[°] 113.556 8.696 325.099
M[°] 1.645 114.232 115.272
wrms [m/s] 6.449
Xv 1.248

3planetas-V
m [M )] 1.2547 1.6202 0.6236
Pd] 220.191 436.868 2150.213
a [UA] 0.7479 1.1810 3.4164
e 0.4357 0.4089 0.6864
w[°] 144.879 124.480 153.728
M[°] 346.763 348.759 358.286
wrms [m/s] 7.095

Xv 1.373
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En el caso de los 3 primeros ajustes todos los parametroanfdeterminados sin imposicion de
limites. Todos los periodos para el nuevo planeta se atrameentre 10930 dias y993 dias, siendo
el menor periodo correspondiente al memoms Sin embargo todos son dinamicamente inestables
debido a la alta excentricidad de HD82943d. Gozdziewski packi (2006) encontraron que sblo
orbitas con muy baja excentricidad se corresponden cofigcoaciones estables, a pesar que ellas
tienen residuos mayores.

En3planetas-I\Vpusimos un limite inferior d@é600 dias en los posibles periodos para HD82943d.
Para3planetas-\este limite inferior es de000 dias. La idea en ambos casos busca identificar com-
pafieros mas distantes que puedan ayudar al ajuste sigogn® introduzcan inestabilidades dinami-
cas en los compafieros. Sin embargo esto no fue posiblecdatiédalta excentricidad necesaria que
minimiza el residuo, pero una vez mas el sistema es inestifhmicamente.

Como punto final, vale mencionar que en todos los casos laneraperiddica observada desa-
parece. Puede inferirse que esta tendencia se debe a lddalthustez de la solucion del ajuste con
2 planetas mientras el nUmero de observaciones aumentanthiargo no esta muy bien definido el
periodo probable y existe una amplia gama de configuragipogibles para el tercer planeta.

Con el objetivo de establecer el periodo del probable tglemeta, se puede realizar un analisis
de Fourier (con DCDFT) y calcular la importancia de los pipmssentes en los espectros de potencia
(ver Seccion_2.1]7). Los graficos superior y medio de laif@igl.1.b muestran el periodograma de
los residuos» — ¢ del mejor ajuste dinamico usando los datos CORALMNE £ 142) y el conjunto
completo de observaciones CORALIE+KedK (= 165). Ambos espectros de potencia fueron nor-
malizados de tal forma que el area total bajo la curva seasimany las curvas horizontales muestran
el nivel de confianza del5 %. Si bien con N=142 no existe un pico significativo en la se€iando
se usan N=165 existe una sefial marcad® en 900 dias (grafico del medio).

La solucion3planetas-lll muestra el mejor ajuste encontrado del conjunto completdades
asumiendo los 3 planetas. El correspondiente periodogdenas residuos es mostrado en la parte
inferior de la Figuré 4]1.b. El pico presente en periodbstales grandes ha desaparecido y no queda
sefial significante en el espectro de potencias nuevo. ktisehvalor de\/;?, se redujo de.369
a1.051 mientras que elvrmscambi6 de7.952 a 6.005. A pesar que la reduccibn es importante, el
namero de parametros de la regresion se increment@ désd2 a M=17.

Debemos emplear algin estadistico que cuantifique egtaarentre ambos modelos. Comen-
cemos recordando qug es una variable aleatoria que puede ser representada pdistnifaucion
chi-cuadrado com grados de libertad. EI mejor ajuste, representado por ef escontrado dqﬁi,
es el valor mas probable de dicha distribucion. La mejefativa entre los ajustes asociados a dos
modelos independientes dey v grados de libertad es dada por:

2 2.
5= <Xl/1 V1 XI/Q V2> < 2V2 > (41)
Vi — V2 Xy " V2

donde la multiplicacion por el nUmero de grados de liltb(ig) debe realizarse para poder com-
parar los valores dg,,. Segln teoria estadistica, ésta division variableaterias independientes
chi-cuadrado produce como resultado una variable aleadefitipo Fisher-Snedeca¥,, _,, .., (Wa-
ckerly et al. 2003, p-340 y Cumming, 2004). En la Figurd 4.3tmamos la Funcion de Densidad de
Probabilidad (PDF) de la variab[é,l_l,m.ﬁ

2conv; = (165 — 12) y s = (165 — 17) grados de libertad, correspondientes al modelo con dosy tre
planetas en el sistema HD82943.
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Figura 4.2: Funcion de densidad de probabilidadge ,, ,,. Cuando se averigua un valgrel FAP de esa
sefal es la integral desde ese punto has{#a region que sombreamos en azul).

Mientras mayor sea la diferencia entre los dos ajustes facéisoptar por el modelo con mayor
nimero de parametra/. Se puede estimar cual es la probabilidad de obtener un yat@ayor o
igual al caIcuIacB, resolviendo:

P(z>2)= /w PDF (Ful_,,%,@(z)) dz = FAP (4.3)

Utilizando nuestros resultados obtenemos un valof d€13.06 y la probabilidad de obtener un
valor mayor o igual a este valor &s 10719 (es decir unF AP = 1x10~1). Esto indica que la mejora
en el ajuste orbital tiene significado estadistico y no $= dmlamente al incremento de parametros
libres. Si a este hecho, afiadimos que el pico de la sefidldper es eliminado del periodograma
(grafico interior en la Figura 4.1.b), es muy probable quedatos observacionales apunten en la
direccion de un tercer planeta ubicado en las cercanias geriodo R 930 dias.

Nuestro mejor ajuste orbital con 3 planetas se asocia cofmm@uo inestable, al igual que los
resultados de Gozdziewski y Konacki (2006), aunque con isminucion considerable del residuo
(obtuvimoswrms= 6.0 en lugar de 6.5 m/s). El problema es que la excentricébplaneta hipotético
(e3 ~ 0.6) provoca que el sistema sea muy susceptible a encuentxisnos.

4.2. Soluciones de Laplace en HD82943

A pesar que el ajuste orbital de 3 planetas que analizames@ntente tiene la ventaja de eli-
minar la sefal de- 1000 dias en el residuo, no esta claro que sea consistente cescenario de
migracion. Recordemos que la relacion resonante enti@29£8b y HD82943c es una consecuencia
de la migracién en gran escala, es decir de varias unidatiemamicas (ver Beaugé et al. 2006), el
mismo efecto que deberia afectar la 6rbita primordial midnipotético tercer planeta. Durante nues-
tro trabajo notamos que podriamos tener soluciones estabh tres planetas, si suponemos que se

3Por definicion de PDF: -
/ F(z)dz = 1. (4.2)
0
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encuentra en una resonancia de movimientos medios ddldiglace en otras palabras una conmen-
surabilidad entre los tres movimientos medios de tal foroe q

ni/ng = ng/ng ~2/1 (4.4)

El espacio de fase asociado a la resonancia de Laplace etegmnyparece estar poblado con
un nimero pequefio de islas de movimiento estable, rodgamagrandes regiones de inestabilidad.
Esto hace que la identificacion de los mejores ajusteslestaon estas caracteristicas, sea un proceso
complejo.

Modificamos el codigo de minimizacién para incluir un ksi& dinamico simultaneamente con
las soluciones. Aparte de incorporar un chequeo de estatbitiel sistema, también se pusieron res-
tricciones en la rutina dannealingpara buscar soluciones solo en aquellas superficies daliesim
fase compatibles con la resonancia de Laplace. Debido dtéssexcentricidades, las islas de esta-
bilidad de tal resonancia deberian ser relativamentegfes,) quizas muy dificiles de encontrar con
la bGsqueda aleatoria cdmnealing mas dificil aln si poseen libraciones asimétricadigte a la
libertad de eleccion de angulos).

Con este codigo de ajuste orbital, buscamos el conjunteedeptanetas dinamicamente estables
gue mejor reproducen los datos completos de velocidad radidabld 4.2 muestra la mejor solucion
encontrada y aunque la masa del tercer planeta es un pocao menda solucion de la Tabla 4.1
(3planetas-ll), los residuos son un poco mayores. Nuestra blsquedau®e@s con tres planetas
no fue exhaustiva y pueden existir mejores configuraciones.

Tabla 4.2: Mejores ajustes orbitales dinamicos de tresapde correspondientes a una resonancia de Laplace

(V= 165). Parametro | HD82943c| HD82943b| HD82943d(?)
m [M )] 1.703 1.747 0.351
P [d] 218.70 447.50 900.22
a [UA] 0.745 1.200 1.912
e 0.361 0.190 0.078
w[°] 132.32 192.01 116.19
M [°] 350.15 298.13 27.63
Vo1 [m/S] 42.93
Voz [m/s] 31.74
wrms [m/s] 7.521
VX2 1.316

Para estudiar la dinamica del sistema presentado en lalZd@hy su compatibilidad con escenarios
de migracién, analizamos la evolucién dinamica de les planetas bajo el efecto adicional de una
fuerza exterior disipativa que simula los efectos de laaateion entre el planeta y el disco. Las masas
de los dos planetas interiores se eligieron como= 1.70M ., ¥ mo = 1.75M j,, (resultado del
ajuste en configuracion de Laplace, Tdbla 4.2), mientraslaunasa del tercer planeta ficticio fue
variada. Todas las orbitas fueron inicialmente locabzadon semiejes mayores mas alla de la MMR
2/1y con excentricidad igual a cero (6rbitas circulares).

Como en trabajos previos (e.g. Beaugé et al. 2006) sealigg fuerza de rozamiento tipo Sto-
kes con valores fijos de tiempos caracteristicos para eefem las excentricidades. En todas las
simulaciones la fuerza exterior solo afecta los dos planetteriores y los parametros de rozamiento
se eligieron para garantizar decaimiento orbital contésbtonvergentesi(; no esta sujeto a estas
fuerzas, pues las simulaciones hidrodinamicas muestrarelgdisco gaseoso en la region interior al
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planeta mas interno debi6 ser agotado). La migracibresma mas rapida para el planeta exterior
debido a que su masa es menor. Esto se hizo de acuerdo a @videsimulaciones hidrodinamicas,
pero también para garantizar la migracion convergentedtss los planetas involucrados.

Se trabajé bajo un amplio rango de condiciones inicialearampetros de rozamientos. Siempre
encontramos que los tres planetas evolucionan hacia unrzaresa de movimientos medios doble, en
los cualesn; /ne ~ 2/1y la razdbnng /ns también corresponde a razon entre enteros. En la mayoria
de las simulaciones, los dos planetas exteriores quedgmadivs en una resonancia de movimientos
medios (MMR) 2/1 (i.e;ng/n3 ~ 2/1). En tales casos, las oOrbitas de los tres planetas muestran
libraciones simultaneas de los correspondientes asgakonantes

921 = 2/\2 - /\1 — W1 (45)
O30 = 2X\3 — Ao — w2

como asi también las libraciones de la diferencia en tadgs de pericentra, — w; Y w3 — ws. En
otras palabras, el sistema evoluciona hacia una ACR doblejémplo de tal simulacion se muestra
en la Figurd 4]3, donde la masa del planeta exterior fueddegpmoms = 0.35M z,,;, (solucion
de la Tabla 4.2). Las condiciones iniciales para los treplexetas consideran orbitas circulares y los
tiempos caracteristicos fueron elegidos para lograpcemir los valores de la Taklla 4.2 (ver Beaugeé et
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Figura 4.3: Migracion de tres planetas,( = 1.70, mo = 1.75, y m3 = 0.35, en masas de japiter), inicialmente
en orbitas circulares con semiejes mayates= 4, as = 7Yy ag = 13 UA. La migracibn convergente es
modelada con una fuerza de rozamiento tipo Stokes actuétweabre los dos cuerpos exteriores. Después de
~ 10° afos, todos los planetas quedan atrapados en MMR 2/1,andstpequefias amplitudes de libracion de
los angulos resonantés, , 052 y la diferencia en longitudes de pericentro. El angulomaste de la resonancia
Laplacef;, = A1 — 3)\2 + 23 también libra. La configuracion final corresponde a una AloBle asimétrica.
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al. 2006, para una introduccién a teoria de invariantégbaticos)

El panel superior izquierdo de la Fig. 4.3 muestra la evolude los semiejes, que se ubican ini-
cialmente fuera de la resonancia y terminan en la conmdriBdeal deseada. El panel superior dere-
cho muestra como las excentricidades evolucionan, olnteaignalmente orbitas elipticas con valores
medios muy parecidos al mejor ajuste. El panel inferiorienglo muestra las libraciones asimétricas
de los angulos resonantés y 3o, y también se observa la libracion del angulo de Laplace:

07, = M\ — 33X + 2)3. (46)

Finalmente en el panel inferior derecho, se observa queifla®iocias de longitudes de pericentro
wy — w1 Y w3 — wy mMuestran una pequeia amplitud de oscilacién, complet@ncbnfiguracion de
ACR asimétrica.

Debido a que nuestras simulaciones de migracion plangiarecen favorecer la evolucion orbital
de los tres planetas en resonancia de Laplace, es posiblaegpe cualquier hipotético tercer planeta
en el sistema HD82943 se encuentre en dicha configuracion.

Una simulacién numérica de largo tiempo muestra que lac&m encontrada es dinamicamente
estable para tiempos de escala de al menos 1 Gyr, sin cantoilarsapreciable en las excentricida-
des o amplitudes de oscilacion. La Figlral 4.4 presenta dgasndinamicos en el plariés, hs) =
(e3 cosws, e3 sinws). Cada uno fue construido con una grilla4le x 401 condiciones iniciales, y
la solucion estable de la Talila 4.2 es identificada con utnellasroja. Las masas planetarias mini-
mas asi como todos los otros parametros fueron elegid@dery a los de la configuracion estable.
El coloreado gris en el mapa izquierdo esta relacionaddamtiempos de escape; colores oscuros
corresponden a condiciones iniciales inestables que smtaglas del sistema en pocos miles de afios
(excentricidades mayores que 1 o distancias mayores qué),ariientras que orbitas mas estables
son marcadas en blanco. En el mapa derecho se colorea ammelméspectral a partir de un analisis
de Fourier de las integraciones (Michtchenko y Ferraz-0JelD01). Las orbitas regulares se iden-
tifican en blanco y las soluciones mas cabticas en tonasaséuros. Las lineas continuas negras
muestran las curvas de nivel constanteviimspara cada punto del plano.

La isla de movimiento estable no es muy amplia y esta limitéxcentricidades moderadamen-
te bajas para el hipotético tercer planeta. Asi, la regigociada al residuo mas bajo (ver Tdbla 4.1,
3planetas-Il) yace en el medio de una region inestable. El mejor ajudtitabestable (estrella ro-
ja) se localiza en un costado de la isla de estabilidad, a pesatodas las érbitas regulares tienen
aparentemente el mismo valor de residuos.

Finalmente, la Figura 4.5 compara los periodogramas degiduos de los mejores ajustes orbi-
tales de 3 planetas (linea a trazos) con el mejor ajustblesta Resonancia de Laplace (linea azul)
dado en la Tabla_4.2. El grafico original corresponde al magjaste con 2 planetas y es mostrado en
linea continua. A pesar que la mejor solucion estableaeasmdpr de residuo mas alto que el mejor
ajuste sin restricciones, es util a la hora de eliminared pn aproximadameng®0 dias, y no quedan
sefales estadisticamente significativas en los datos.

4.3. Otros ejemplos de Resonancia de Laplace

La pregunta pendiente es si ¢ existen otros sistemas quelssnéen en esta resonancia?, ya que
esta resonancia parece ser un mecanismo de estabilizaaipaficiente cuando tenemos tres cuerpos
masivos.
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Figura 4.4:a: Tiempo de escape para condiciones iniciales en el plandis) = (es cosws, essinws) en la
vecindad de la solucion estable de tres planetas en laaesiade Laplace. El blanco indica que no hay escape,
mientras que oscuro muestra eyecciones rapidas de urtglbn®lUmero espectral de un analisis de Fourier
de las integraciones numéricas de cada condicion inicée Orbitas regulares se muestran en blanco mientras
que el movimiento cabtico en sombreados méas oscuro. Lraa<de nivel corresponden a valores constantes
dewrmsde las condiciones iniciales en dicho plano.
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Figura 4.5: Periodograma de los residuos de tres ajustéaledudistintos considerando el conjunto completo
de datos. A pesar que la configuracion orbital estable eedmdlad de la resonancia de Laplace tiem@asmas
grande que el mejor ajuste orbital de 3 planetas, el picorddedlor d®00 dias es practicamente eliminado, y
no queda ninguna sefial estadisticamente significativa.

A mediados del siglo XVIII, ya existian datos adecuados gmostrar que existia una relacion
muy “curiosa” entre las érbitas de las lunas de JupiteEloopa y Ganimedes. En 1743, el astrbnomo
sueco Pehr Wilhelm Wargentin (el primer director del Obat&mio de Estocolmo) publico tablas que
permitieron establecer la razén 1:2:4 entre los peridédas lunas Jovianas. Sus resultados predecian
gue el angulo:

¢L:A10—3')\Eu+2')\ga:1800 4.7)
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que relaciona las longitudes de las lunas, era mantenidacaxtraordinario grado de exactitud.
Geométricamente esto significa que los satélites estaplados en un ciclo de seis conjunciones
sucesivas luna-luna durante el curso de una orbita dentzaieis.

Laplace descubrio que un mecanismo dinamico debia sgomeable de mantener el ciclo de con-
junciones y en 1784 pudo demostrar que el angylaestaba sujeto a oscilaciones tipo pendulares.
Si los satélites son perturbados levemente, entoncesld@mmgo las interacciones satélite-satélite
colaboran para causar qug oscile alrededor de su valor de equilibrio tk°. Su teoria le permi-
tid derivar las masas de las lunas y también predecir gpereddo de oscilacion del angulg, seria
de 2270d 18h (Murray y Dermott, 1999)

A= 60° A= 180°
Ap= 1200 A= 180°
A5= 60° Ag=90°

Ay= 180°
Ap= 0°
Na= 180°

Aq= 180°
A,= 180°
Ng= 270°

Aq= 180°
A,= 180°
Ag= 270°

Figura 4.6: Resonancia de Laplace en Satélites de JUpieinterior a interior se muestran las lunas lo (1),
Europa (2) y Ganimedes (3). Se esquematizan las seis cimj@&s consecutivas que ayudaron a deducir la
forma del angulo resonante.

En los tiempos de Laplace, las observaciones no eran loentonente precisas para medir una
amplitud de libracibn, sino que parecian estar exactéanem la condicion resonante. Sin embargo
hoy en dia se sabe que el angulg libra con una pequefia amplitud de 0.06¢ que el periodo
de oscilacion es 2071d, bastante cercano al predicho poade Yoder y Peale (1981) mostraron
gue la libracibn observada, puede ser entendida teniendoenta la presencia de fuerzas disipativas
balanceadas que incluyen disipacion tidal de Jupiterdysi@acion tidal de lo. La Figufa 4.6 muestra
una secuencia de posiciones consecutivas que clarifican aotha la resonancia de Laplace en los
satélites de Jupiter.

¢Podriamos esperar entonces que algln tipo de configaraithilar exista en otros sistemas
extrasolares? -aparte de las soluciones compatibles étarha extrasolar HD82943 (Beaugeé et al.
2008)-.

Recientemente, una resonancia de Laplace fue propuesteelpsistema extrasolar Gliese 876
(Rivera et al. 2010). En su trabajo mostraron que los conggianetas gigantes con periodes3P
dias y P~ 61 dias son acompafados por un planeta adicional de maitar sila de Urano con periodo
P ~ 124 dias. Este sistema muestra que el mejor ajuste se érecapnuna relacion de Laplace con el
angulog¢y, oscilando alrededor de 0°, con una amplitud\er, = 40 4+ 13°.
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e=3

Ay= 2400 Ay= 0°
Ap= 1200 N,= 180°
Aa= 60° Ag= 90°

Ay= 1200
Np= 0°
Ag= 300°

Ag= 0°
Ap= 0°
Ag= 180°

Ay=0°
Ap= 180°
Ng= 270°

Figura 4.7: Esquema de la resonancia de Laplace para ehsi€& 876 El angulo resonante €s, = 0°. Los
periodos so® ~30 dias yP ~ 61 dias yP ~ 124 dias.

Tabla 4.3: Ajuste coplanar de 4 planetas para GJ876=<&7

Parametro Planeta d Planeta c Planetab Planetae
P (dias) 1.94 30.09 61.12 124.26
m 6.8 Mg 0714 My 227Myyp 14.6 Mg
a (UA) 0.0208 0.1295 0.2083 0.3343
K (ms1)6.56 88.34 214.00 3.42

e 0.207 0.256 0.0324 0.055
w (°) 234 48.76 50.3 239
M (°) 355 294.59 325.7 335+ 24
Vo (ms™1) 51.06 4= 0.30

X2 2.6177

RMS (ms™) 2.9604

La Figura[4.¥Y muestra la configuracion @d 876y la Tabla[4.8 los parametros planetarios de
la solucion. Las integraciones numéricas muestran gsisteima de cuatro planetas es estable por al
menos 1 Gy. Mientras que en el sistema de Jlpiter, el cuernioat es 5000 veces mas masivo que su
sistema de satélites, en Gliese 876 los planetas repaeseint’; de la masa del cuerpo central. Esto
implica interacciones mas fuertes con la estrella central

Rivera et al. (2010), en el mismo trabajo, generaron 100funtos de velocidades radiales. Cada
conjunto sintético fue generado con la sefial produciddgsocuatro planetas de la Tablal4.3 adicio-
nando ruido Gaussiano. Luego cada ajuste orbital obtemidtitegro por 300000 dias (2500 periodos
del planeta externo) y se examin6 la amplitud de oscitaciél angulo critico de la resonancia de
Laplace,¢;,. Como resultado sb6lo pudieron encontrar 6 ajustes oglsitabn amplitud de libracion
< 40°. Mientras que si la condicion para generar las velocidaadisales se elige con un angulo de
oscilacion bien pequefio y se disminuye el ruido Gaussiam&0 % de los resultados tiene amplitud
de oscilacion< 40°. Ademas también los autores realizaron una serie pruddiade corroboraron
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gue si el angulo de Laplace no se encuentra librando, Ites1ss son inestables en escalas de tiempo
< 200 Myr. De esta forma se concluy6 que es muy dificil detesistemas en resonancia de Laplace
con el método de velocidades radiales a menos que se tengabajos errores. Sin embargo su es-
tudio tiene en cuenta qug, oscila alrededor dé’80°, mientras que en HD82943 encontramos que la
libracion es asimétrica (un angulo distinto@e 180°). Esto implicaria que en nuestro caso las fases
de los angulos pueden ser identificadas mas facilmente.

Resumiendo la informacion expuesta en el capitulo, @nes que la resonancia de Laplace
€S un mecanismo que, primero, es compatible con escenarifigrdacion planetaria. Segundo se
encuentra presente en nuestro propio Sistema Solar y ddepesicontrar buenos ajustes orbitales
(con la presencia de un nuevo planeta) para HD82943 y GliggeS3n embargo, alin queda como
trabajo pendiente explicar bajo que condiciones la resoaae Laplace produce libraciones del
angulo resonantg; que sean simétricas (alrededor(deo 180°) o asimétricas (cualquier otro valor
del angulo) y cuales son las diferencias para su deteccidrel método de velocidad radial.



Capitulo 5

Efectos de Selecoin con Velocidades
Radiales

En adicion a la gran cantidad de trabajo observacionalidoia la observacion de planetas extra-
solares, existe un esfuerzo paralelo de astronomostsdpara explicar la distribucion de elementos
orbitales en el contexto de formacion planetaria y eveélci

Historicamente los astronomos dedicados a la dinantasaipn elementos orbitales determinados
de forma increiblemente precisa. En el siglo XVIII los e@tos orbitales del Sistema Solar eran
conocidos mucho mejor de lo que actualmente conocemos los @danetas extrasolares. Las inter-
pretaciones tebricas de los datos de planetas extras@areces son realizadas sin tomar en cuenta
las altas incertidumbres reales en los elementos orhitales
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Figura 5.1:1zquierda. Distribucion de elementos orbitales de todos los planex#érasolares conocidos al 14
de abril del 2010Derecha Distribucion elementos orbitales de planetas que seesi@n en sistemas de 2 0
mas planetas. Los puntos rojos representan los elematitei@s de los planetas del Sistema Solar.

Por ejemplo, en la Figufa 3.1 se compara la distribucionlelmentos orbitales (semieje y ex-
centricidad) entre todos los sistemas conocidos (izqa)eydaquellos sistemas de 2 o0 mas planetas

125



CAPITULO 5. EFECTOS DE SELEC@N CON VELOCIDADES RADIALES 126

(derecha). La distribucién de elementos orbitales degda®sistemas muestra valores de excentrici-

dades altos, que no estan presentes en sistemas con 2 tangtag ¢ Eso es evidencia de un pasado
dinamico del sistema, una limitacién observacional ofaifla en el proceso de deteccion debido a la

técnica utilizada?

Desde el punto de vista dinamico los sistemas extrasadaressonancia de movimientos medios
(MMR) son muy importantes porgue ellos pueden evidenciari¢aacion orbital pasada del sistema,
y asi ayudar a entender los procesos de formacion. La ddsitidad de un dado sistema planetario
con un escenario de migracion depende sensiblemente deltyes calculados de excentricidad
y longitud de pericentraz debido a que especifican que tipo de configuracion resonenémos
(libracibn, corrotacion de apsides, e.g. Beaugé etd62Michtchenko et al. 2008ab)

En particular, los sistemas multiplanetarios son comgbsade analizar y resolver, sobre todo
porque la razon entre el nUmero de observacidhgsel nUmero de parametros a determiivano
es muy grande (N/Mv 10-20) y en algunos casos en nimero de grados de liberesdpequefio
(donder = N-M). Si el sistema contiene dos o0 mas planetas en resiandaanovimientos medios
(MMR) el problema es alin mas desafiante. La conmensutabilpuede causar interacciones entre
las componentes, complicando la separacion de la sefigdf@e et al. 2009, Anglada-Escude et al.
2009). Dos de los mas importantes elementos orbitales efeendinan el comportamiento dinamico
son la excentricidaé y la longitud de pericentraz y son justamente los mas dificiles de determinar
debido a que estan dados por las asimetrias en la sef$iparédica.

El propbsito de este capitulo es explorar que procesodgoueausar errores sistematicos en la
distribucion de los elementos orbitales reales. Primgpordremaos algunas pautas acerca del analisis
de su sefial de velocidad radial y luego los resultadosioglados con la deteccion de 1 exoplaneta
(presentados también en Shen y Turner, 2008). Luego pasara analizar sistemas con 2 planetas
y mas generalmente al final del capitulo analizaremositoiels de deteccibn para sistemas con 2
planetas en resonancia.

5.1. Detectabilidad de exoplanetas

Imaginemos un exoplaneta orbitando a su estrella y que @hamconjunto de N observaciones
de velocidades radiale¥), todas con el mismo error{ = o). Obviamente, dependiendo del error
en las observaciones es mas facil identificar si la vaiaein las velocidades radiales se debe a la
presencia de un exoplaneta o0 a una aleatoriedad en laBe€@hjunto de datos puede ser ajustado con
distintos modelo$V; y evaluar cual es el que mejor representa los datos. EI mbdedd implica que
W, = cte, mientras que el modelo kepleriano con 1 planetd/gs= K|cos(f +w)+ e coJw)]+ Vo
(K es la amplitud de la sefial). Debido a que los modelos tiedienero distintos de grados de libertad
(i.e. nUmero de observaciones menos numero de par&ridires,» = N — M) no alcanza con
decir que un ajuste es mejor que otro solamente orient@asdoon el valor de los residuos, sino que
debemos cuantificar esta mejora.

La velocidad radial observada deberia ser algo con la forma
Vi(i) = Wi(i) + N(0,0) (5.1

dondeWV, (i) es la velocidad radial que proviene del sistema fisico yeal(0, ) es una variable
Gaussiana con dispersidbn Cuanto mayor es la relacion sefial sobre ruild\ = K /o), los datos
pueden ser mejor modelados y encontrar la configuraciésistema observado.
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A fin de evaluar si somos capaces de identificar bien los gjugtElemos generar conjuntos de
velocidades sintéticas y analizar los resultados de lanmEacion en funcion de la S/N, del nUmero
de grados de libertad y del nUmero de datos por ejemplo. gar&i5.2 muestra una sintesis del
problema que enfrentamos. Se eligid un planeta con pe@68 diasyn, = 0.5M;,, y e = 0.3. En
el panel de la izquierda los datos generados con una rel&Cie=2 y tres curvas que representan
distintos ajustes: una linea horizontal a trazos que septa el modelo lineal, una curva roja que se
corresponde con la curva de velocidad radial del sistem@ taacurva en azul que muestra la curva
que produciria la solucion con menor residuo. Es intetesaotar que cuando la relacidt/o es
baja, el mejor ajuste orbital puede identificar erronedman planeta con el mismo periodo pero una
excentricidad mas alta. En el panel de la derecha en losasiiempos aleatorios que a la izquierda,
pero con datos generados con una relac¢iola=4. Esto permite identificar mucho mejor el sistema
(i.e. la curva roja y azul se encuentran casi superpuestas).
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Figura 5.2:1zquierda. Conjunto sintético de 20 velocidades radiales generpdaan planeta de 0.54;,, ¥

e = 0.3, que gira en torno a una estrella de masa solar. Se cubreredosi@s orbitales, cuyos tiempos de
“observacion” fueron elegidos aleatorios. En rojo se rtrada sefial nominal que produce el planeta. Debido
a que la razork /o es baja, la curva generada con los datos del mejor ajusea@n azul) no coincide con la
curva que genera el sistema real. Tampoco es claro si losdas®e comportan solo de forma aleatoria alrededor
de su valor medio, marcado como una linea horizontal adr&=recha El mismo conjunto de velocidades
radiales pero con menor errar)((i.e K /o es mayor), permite una mejor identificacion del sistema.

Veamos nuevamente el desarrollo de como evaluar la megoua djuste orbital respecto de otro.
A fin de simplificar la notacion trabajaremos con la suma catash de residuos:

N
Q=xy 0" v=> (Vi-W(t)) (5.2)
i=1
dondelV (t) es el modelo adoptado. Como es usualason asumidas variables normales, estadisti-
camente independient&s = N (W (t;),0?). La varianzas? es independiente del tiempo (la misma
para todos los datos), pero de ser necesario la definici@hmlede introducir el peso de cada variable
y sus diferentes varianzas (Ler 2]1.4 y Ferraz-Mello, 1981)

Adoptaremos los subindicesy b para el primer y segundo ajuste respectivamente. Ademas,
asumiremos que el modetoesta incluido en el modelb (M, < M;). La mejora relativa entre los
ajustes orbitales puede ser caracterizada por la potengedinida como (ver Cumming 2004):

P Qo — Qp (5.3)

Vo — Qb
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Cuando nos referimos al resultado en la solucion del pnodlde comparacion de modelos, cada
Q = Qmin, debemos tener en cuenta que no se refiere a una eleccitar @leaparametros sino al
maximo de z que se puede obtenet)(La probabilidad de falsa alarma (FAP) es la probabilidad d
obtener un resultado con el mismo valorzgero so6lo por casualidad.

Si se necesita calcular cual es la probabilidad de obtenealonz mayor o igual que el obtenido,
debemos trabajar con la Funcion de Distribucion de Piibbatl (PDF) de esta varialtley deberemos
resolver:

FAP=P(z>2) = /m PDF (Fua—ub,ub(z)> dz (5.5)

El resultado de la integral involucra funciones Beta y fones Hipergeométricas, que solamente
tienen solucion analitica simple cuando tratamos casosilbs. Finalmente la detectabilidad del
exoplaneta es garantizada siempre y cuando la FAP sea unm@y@equefio (usualmente menor que
1072).

Por ejemplo si consideramos que el primer ajuste “a” comes@ a un modelo constante, (=
N-1) y el modelo “b” a un modelo circular{ = N-3)

N\ —/2
P(z>3) = (1 + %> (5.6)

Wy

En tanto que, por ejemplo, si queremos ver la mejora del roangistanterf, = N-1) comparada con
la del modelo kepleriano de 5 parametros, € N-5) tenemos:

. o\ —(v+2)/2
P(z>3) = <1 L) g) <1 + g) (5.7)
2 Up Up

Los casos mas complejos necesitan ser resueltos numenta. Estos dos ejemplos han sido es-
tudiados en Cumming (2004) y Cumming et al. (2008) respatt@nte. La importancia de un ajuste
orbital depende de cuan seguido se obtenga una potencieatadegcomo la observadapero produ-
cida solamente por ruido. Sin embargo, la FAP total deperdeudntas frecuencias independientes
son analizadas. Para una blsqueda entre muchas freagniecada frecuencia independiente debe
ser contada como si fuera una prueba individual. La FAP esi(@ing, 2004):

FAP =1—[1 — P(z > )M, (5.8)
que cuando la FAP es pequefia se reduce a:

FrMP(z>32). (5.9)

Una estimacién del nimero de frecuencias independiestdd = TAf, dondeAf = o — fi
es el rango de frecuencias buscados y T la duracion del monfle datos (Cumming et al. 2008).
Para datos equiespaciados, el nUmero de frecuenciaemdieptes ed//2, comenzando desde¢'T

Ipor definicion de PDF:
/ PDF <Fua_ub,yb (z)) dz = 1. (5.4)
0



CAPITULO 5. EFECTOS DE SELEC@N CON VELOCIDADES RADIALES 129

hasta la frecuencia de Nyquigt,, = N/27. Sin embargo, cuando el muestreo es no uniforme
admite frecuencias mas altas que la de Nyquist (ver la si@ewen Scargle 1982) y puede ocurrir que
M >> N.

Cuando las observaciones no son equidistantes, y no sendislpauna expresion analitica para la
ecuacion 5.5 se deben realizar simulaciones MonteCaréogevariguarM. En los casos estudiados en
este trabajo encontramos g ~ N parece dar el mejor acuerdo con las simulaciones MonteCarlo

La ecuacion[(5]9) puede ser invertida para dar un limiteéedectabilidad:; correspondiente a un
FAP, especificado por el usuario, i.e. resolviendo:

FAP, = F(2q) (5.10)

5.1.1. Detectabilidad de 1 exoplaneta

Cumming (2004) presentd un procedimiento simple paranestia detectabilidad de sistemas
planetarios con un Gnico planeta, dado el nUmero de d¥itgsla razonK /o como funcion de la
probabilidad de falsa alarma (FAP) deseada. A pesar quenaufacion original fue desarrollada para
orbitas circulares y para grandes conjuntos de datog simo punto de partida para la extension que
se desarrolla a continuacion. A través de esta secciimiesmos que el tiempo observacional cubre
al menos un periodo de las masas planetarias.

Trataremos de establecer la relacion que existe entretamueaado FAP y su relacioR /0. Para
ello primero vamos a identificar el residuo de la mejor soindidel problema de ajustes como:

Q = Quin (5.11)
Este residuo representa la diferencia entre los datos deidatl radial medida y el modelo,
Q= IVl —IWl (5.12)

donde||V|| = (V,V)' . En general si¥ (;) son velocidades radiales computadas en los tiermpos
usando el modelo propuesto, tenemos @% W (t;) # 0.

Si asumimos que los datos de velocidad radial son la refgegsén de un sistema redl mas
una variable normal que describe el eregr= N (0, o2), tenemos que:

Vi=W(t) + € (5.14)

donde tenemos como condicion que los errores no se caardeccon el modelo (i.WV,¢) = 0),
entonces obtenemod/|| = ||W)|| + ||¢|| ¥, por lo tanto, reemplazando €n (5.12) obtenemos:

W] = [[W]| + [le]| - Q; (5.15)

2alo largo de la seccion vamos a usar el simbodobre una dada cantidad para indicar que es la estimacion
del mejor ajuste.
2t prestar atencion a los paréntesis ya que representaodigip interno:

N
(V,V)=> V)V (). (5.13)
ti:].
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Si las observaciones estan perfectamente distribuidas,

W[ =) W=NW?» = lim — [ W(t 5.16

Wil =>_ W, Jim / (5.16)
¢, Como calcular la potencia de la sefial en funcion de ua deatlelo (i.e sus parametros planeta-

rios)? Recordemos que tenemos el modetpe es una constante (i1, = (y). Entonces podemos

simplemente escribit\V, || = a2 = (V)2. Si, ademas los datos dados son tales(§fje= 0, entonces

la potenciaz (ver Ec. [5.8)) correspondiente a la solucion del mejostajes:

v Qu—Qy N — M, ||[W]

z= — = —. 5.17
Vg — Vp Qb Mb —1 Qb ( )
y utilizando la Ecuacior (5.15) obtenemos:
Mb -1 Qb

considerando quie|| = Y. €7 es un estimador deV — 1) o2, dondeo. es la desviacion estandar
caracteristica de los dat®ds, finalmente

. o 2
. N-oMm <HWbH + (N -1 1> (5.19)
My —1 Qs
a2
_ Vp <||Wb|| +(AN og 1) : (5.20)
Vg — Up Qp

recordando queV, es la sefal generada por un sblo planeta. Como maedelsamos el promedio
de los datos, que se asume han sido promediados a cero peatéarna expresion anterior puede ser
simplificada para leer:

A 2
3, = —Je (5.21)
Qb
donde se introdujo el estadistico auxiliar
H=54 2 (5.22)
Vg —
y la constante
N 2
A=_20 < <V2Vb>+N—1>. (5.23)
Vg — Vp (g

La (nica cantidad aleatoria en la EC._(5.21)&s Se conoce de la teoria de regresion lineal (ver
Kurth, 1967) que);, /o2 es una variablg? conv = v;,. Entonces el estadistieg es una distribucion
chi-cuadrado inversa, y:

A
Prob(z > z4) = Prob (21 > z14) = Prob <—2 > 21d> ) (5.24)
X

v

A partir de estas expresiones, podemos obtener el valolomeddivarianza dé como (e.g. Wackerly
et al. 2003):

A v
vy — 2 B Vg — Up
2A2
(v — 2)*(p — 4)

(z) = E@)=

z
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Figura 5.3: Histograma de los valores del mejor ajastsultante de 774 conjuntos de datos aleatorios construi-
dos para un planeta Gnicoi{ = 1My,,,), en una orbita circular con un periodo orbitalld® dias ¢ = [0, 27],

N =60y K/o = 3). La curva s6lida muestra la distribucion chi-cuadrad@isa usando la E¢._(5]19), mien-
tras que la curva a trazos corresponde a una distribucidisggma con la misma media y varianza. Todos los
graficos estan normalizados de forma que el area enegpmada curva sea uno.

Aproximando para valores grandds— M, la desviacion estandar dees dada por:

2
73 I/)ij\;v = (O;\? + 1> . (5.25)

€

Estos resultados pueden ser comparados con los dados pmiﬁlyl(ﬂ004l§. Si adoptamos las
aproximacionegW?) = K?/2y o. = o, los resultados par&) no son muy diferentes de aquellos
dados previamente y tienden a ser iguales para valoresegaedv. Sin embargo los resultados de
Cumming parav% son significativamente menores que aquellos dados por éxiécu(5.25) (e.g9.8
en lugar del3.7 en el ejemplo considerado en la Hig.]5.3). La Gaussianasmmrneliente es entonces
mucho mas estrecha que la mostrada en laFi@). 5.3 y no reqgaddisfactoriamente la distribucion
de los valores dé.

Para una dada amplitud de sefalla distribucion de: nos da la dispersion de posibles potencias
obtenidas de distintos conjuntos de datos con el midmporelacion sefial-ruido. Asi, para un dado
limite de deteccibny (0 z14), podemos buscar el valor de los parametros correspdediaruna dada
probabilidad de detecCidRyqect- EStO €S realizado resolviendo la ecuacion:

A
Prob (? > Zld> = PdCtCCt (526)

v

con respecto a;y. Adoptando un valor numeérico pafd.i..; (por ejemplo99 %), las ecuaciones
(5.24)-[5.25) brindan el valor necesario AleFinalmente, a partir de la aproximacion,

W2)/o? = K?/(207) (5.27)

3Los resultados de Cumming (2004) predicen:

(2) = (/2)(K*/207) y o} =2(2).
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podemos obtener una relacion enif¢o. y N para satisfacer este criterio. Vale la pena mencionar
gue los resultados asi obtenidos son muy robustos y no depamiticamente de la distribucion de
los valores de mejores ajusteé¢Giuppone et al. 2009).

5.1.2. Resultados de detectabilidad de 1 exoplaneta

Shen y Turner (2008) mostraron importantes resultadosioglados con la deteccion de 1 exo-
planeta a partir de la generacion de datos sintéticosdéa basica consisti6 en suponer un planeta
con parametros planetarios (K,T,e;,V;) que orbita alrededor de una estrella de ma&a Genera-
ron conjuntos de velocidad radial, afladiendo un ruido €ane de dispersidoa como perturbacién
y definiendo la relacion sefial sobre ruido S/N coRor, dondeK es la amplitud de la curva dé.
tebrica y como hemos visto antes:

- (27TG)1/3T)’L -sin(i) 1 (5.28)

P M VI

Por simplicidado se consider6 igual para todas las observaciones. Adee&S @, otra cantidad
importante es el nimero de observacioneésObviamente mientras mayor sday S/N = K/o es
mejor la calidad de los datos.

La Figura 5.4 muestra los resultados obtenidos para la@elantre K/ con los parametros or-
bitales determinados en el ajuste orbital. La condici@gida supone una masa estélar = 1.1M,
y como elementos planetarios: P=50 dtag=1 M ; y valores de excentricidad= 0.0—0.5 en inter-
valos dee = 0.1. Los tiempos de observacion fueron generados aleatantenge forma que imitan
el efecto general de las observaciones reales. Cada comjartirbitas verdaderas fue utilizado para
generar 5000 conjuntos artificiales Ueconw y 7 elegidos aleatoriamente y con ruido Gaussiano
determinado a partir de§/N asumido. Se minimiz&?2 con el método Levenberg-Marquardt y se
usaron los parametros de la orbita real como condici@miainpara acelerar el proceso. El intervalo
de tiempo de las observaciones cubre 2 periodos y se sonulistintos conjuntos temporales desde
N=10 hastaV=100 (aunque mostramos solo el Ne= 20). Se utilizb unF AP = 1072, que esen-
cialmente se satisface para valores grande& gey N. Un resultado muy importante de los autores
es que las excentricidades de los planetas pueden ser &ohesas incluso si tenemos una buena
relacion S/N (unos ejemplos son mostrados en la Figuta 5.5)

Hemos repetido las simulaciones numéricas con nuestreantientas, a fines de constatar los
resultados expuestos por Shen y Turner (2008). Tomamassinelmas cantidad de observaciones
dentro del intervalo de tiempo a fin de asegurarnos que dloefliecsesgo observado fuera real. Para
verificar algunas conclusiones fijjamos la excentricidad 0.3 y w = 0°, el valor deK = 54.25 es
el resultante de utilizar la Ed. (5J28) con un planeta d€],,. Se generaron 200 conjuntos dey
sobre cada conjunto se realizé la minimizacion utilizaAtinealing cuya condicion inicial tiene los
parametros orbitales nominales. Se fijaron cuatro valpaesk /o = 2,4,6 y 10, por lo tanto para
un valor fijo deK se obtiener. El valor deo es la dispersion de error que se sumara a ¢ada

Los resultados obtenidos se muestran en la Figuta 5.6. Equiéerda se muestra la diferencia
entre los valores obtenidos por el ajuste y el valor de lalsefiginal. A la derecha la dispersion
de las diferencia. Como primer punto a destacar es que mm@dlia de las excentricidades (panel
superior izquierdo) como la media de las amplitudes (y poleanasas individuales) son siempre
sobreestimadas, incluso con alto numero de observacipoesjemplo N=100). A medida que se
aumenta la relacioS/N = K /o los valores medios tienden al valor nominal the, Ax, A — 0).
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Figura 5.4: Efectos de la relaciosi/ N y el
numero de observaciones en los parametros or-
bitales del mejor ajuste. Los circulos rellenos
son los valores medios y los parametros verda-
deros (nominales para la generacion de los da-
tos sintéticos) son marcados como lineas hori-
zontales. Las barras de error muestran las des-
viaciones estandar. EI nUmero de observacio-
nes esN = 20. Los colores identifican las
distintas excentricidades nominales. El panel
superior muestra como las excentricidades son
en media sobreestimadas incluso para alta rela-
cion S/N (independientemente que sean 6rbitas
circulares o elipticas). El siguiente panel mues-
tra los periodos ajustados, que es bastante bien
determinado. Sin embargo los Gltimos paneles
my, - Sini (por endek’) y la excentricidad tie-

nen valores medios estan sesgados hacia valo-
res mas altos. Segln afirman sus autores, esto
no es un problema en el método de minimiza-
cion. En la Figurd 5]5 se muestran dos ejem-
plos de ajustes keplerianos donde ambos con-
juntos deV,. prefieren ajustar una orbitas mas
excéntricas. Las tendencias en ambos valores,
asi como la dispersion de los mismos, decrece
a medida que se incrementBifo y N. Adap-

tado de Sheny Turner (2008).

P e Mgsini  Red X M_=1.1M®§
300F 52.9 0.72 1.5 0.93 K/o=2 3
£ 50.0 0.50 1.0 1.34
200¢ 3

100

w0 60 &0
Tiempo [dias]

20

Figura 5.5:1zquierda: ejemplo de un conjunto dg. artificial con K/oc = 5y el nUmero de observaciones
N = 20 dondeey = 0. El ajuste determina una orbita excéntrica en lugar derleétd circular, el periodo

y la masa parecen bien determinaddsrecha Un ejemplo de sobreestimacion de la excentricidad esta ve
conKj/o =2y N = 20y ey = 0.5. Nuevamente la excentricidad es sobreestimada. En ambos tz
curva punteada corresponde a una curv&,deonstruida con los parametros orbitales nominales y lagasu
continuas son creadas con el mejor ajuste orbital. Adamtadhen y Turner (2008).

También a medida que aumentamos el nUmero de déatas determinaciones de elementos orbitales
mejora (ver Figur@517). El anguto es bastante bien determinado en media, incluso su dispessi”
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Figura 5.6: Resultados propios que
muestran los efectos de la detec-
cion de un exoplaneta con la rela-
cibn S/N y el nimero de observa-
cionesN en funcion de los parame-
tros orbitales del mejor ajuste. Evi-
dentemente existe una sobreestima-
cion en todos los parametros, mas
notable en la excentricidad cuando
hay baja relaciod(/o. El argumen-
to de pericentrav es el parametro
mejor determinado y pueden existir
grandes diferencias en el valor de la
masa planetaria (asociada a K).

Figura 5.7: Histogramas de las so-
luciones orbitales encontradas con
K/o = 6, donde las soluciones
nominales se marcaron con lineas
punteadas. De izquierda a derecha:
N=40, 100, 300. En la fila superior
se aprecia que la amplitud de la
sefial (K) es pobremente identifica-
da si se disponen de pocas obser-
vaciones (N=40). A medida que se
aumenta la cantidad de observacio-
nes la dispersion disminuye (lo mis-
mo que se observa en la parte dere-
cha de la Fi§.5]6). El mismo efecto
se observa en la fila inferior donde
se encuentran los histogramas de la
excentricidad.
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5.2. Sistemas de exoplanetas

Volvamos a nuestro analisis de la Figlral 5.1, pero trataledobtener algo mas de informacion.
En la Figurd 5.B hemos identificado cada planeta individeatsnde acuerdo a las masas:

myp < 0.02Mjyp Supertierras (violeta)
0.02< m, <02Mjp Neptunos (naranja)

02< m, <2Mjyp Jupiters (celeste)
my > 2 Mjyp SuperJupiters (verde)
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Figura 5.8: Distribucion elementos orbitales de plandttectados con velocidad radial, cada color representa
un rango de masas y el color rojo es reservado para los ptasheltSistema Solar. 1zquierda. Todos los exopla-
netas detectados. Derecha. Exoplanetas en sistemas coa2ommponentes. Se observa tendencia a descubrir
planetas menos masivos mas cerca de la estrella centraguéwen principio no deberia ser un efecto observa-
cional ya que los planetas masivos y mas cercanos a lal@stoel mas faciles de detectar. La curva a trazos
indica la linea de pericentro constante para planetasedodgo de 3 dias, region en la cual se supone empiezan
a ser mas importantes los efectos tidales.

Gracias a la figura, vemos que existe cierto patron en lakdiston de puntos: los planetas menos
masivos se ubican a menor distancia de la estrella, mieqiiaplanetas mas masivos se encuentran
mas lejos de la estrella; es decir parece que existe cagetegilia que relaciona la masa con la distan-
cia. Mas adn, los planetas mas masivos y lejanos son emeglio mas excéntricos. Esta distribucion
se hace mucho mas evidente en sistemas de 2 0 mas exoplématao derecho de la figura) y no
existen ideas claras de porque esta segregacion en masas.

Otro tipo de analisis se aprecia en la Figura 5.9. En ellestnauéa distribucion de razones de masa
en funcion de la razbn de periodos, para todos los paseefalrios consecutivos. Todos los sistemas
planetarios cercanos a la resonancia MMR 2/1 tienen razbmesasan,/m; agrupados cerca del
valor de la unidad.

A pesar que la poblacion de exoplanetas se incrementdaragnte, el nimero de sistemas con
planetas en la resonancia MMR 2/1 parece haberse estangeaftiedalgunos afios. AlUn cuando la
resonancia MMR 2/1, es la mas importante dinamicamertikhdo y la mas poblada de las conmen-
surabilidades, el nUmero de sistemas planetarios esttinggdo a cuatro sistemas ampliamente estu-
diados: GJ876, HD82943, HD73526 y HD128311. Gozdziewsl.€2007) propuso que HD160691
puede también tener dos planetas en la MMR 2/1, sin embatgone fue confirmado y esto fue
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Figura 5.9: Distribucion de pares consecutivos de planetasistemas extrasolares miltiples. Se muestra la
razbn de masa con respecto a la razon de periodos osbitae resonancias de movimientos medios estan
indicadas con lineas rojas verticales cuyo largo es iaveeste proporcional al orden de la MMR. Los datos
corresponden a los ajustes orbitales hasta el 14 de ab#abdél

propuesto sbélo dos afios después que el mismo sisten@gtreorecer una configuracion en MMR
5/1.

Durante varios afios se esperaba que aparecieran muchetaplaesonantes como consecuencia
de migraciones planetarias de larga escala debido a inien@s con el disco de gas. De hecho la
existencia de planetas resonantes fue utilizada variaswammo evidencia observacional de que es-
tos tipos de migraciones ocurrieron y que muchos planeté@san lejos de su actual localizacion.
Las simulaciones hidrodinamicas parecen indicar queptuca en conmensurabilidades de bajo or-
den (particularmente la MMR 2/1) son altamente probableta Eonclusion es resultado de muchas
simulaciones, con amplias condiciones de masas plargtanadiciones iniciales y parametros del
disco. Varios trabajos centran su atencion en el sister83&5(&.g., Kley et al. 2005), concluyendo
que la configuracion presente de los planetas puede ser explicada con este escenario.

Recientemente tres explicaciones se propusieron pargaxfa actual ausencia de mas planetas
en esta resonancias:

= Una posibilidad es que no todos los planetas que se aproxarteeresonancia 2/1 puedan ser
capturados. Silas razones de masas entre el planeta extetimterior son lo suficientemente
pequefas (del orden de la razbn entre Saturno y Jupt@gnces un decaimiento muy rapido
del cuerpo exterior (e.g. migracion tipo 1) puede evitacaptura en 2/1y producir una poste-
rior captura en la MMR 3/2 (Masset y Snellgrove 2001). Undieapion similar fue propuesta
por Morbidelli y Crida (2007) como primer paso para explieeactual arquitectura de nuestro
propio Sistema Solar

Sin embargo no se sabe claramente bajo que circunstanciere ona migracion rapida (ver
D’Angelo y Lubow 2008). Alternativamente, los efectos debtlencia en los discos gaseo-
sos pueden posiblemente causar perturbaciones orbiigiecantes en los cuerpos que van
cayendo y asi inhibir la captura de la resonancia (Adamk 20@8).
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= Una segunda posibilidad puede recaer en la baja tasa devisebza de los planetas resonan-
tes durante su evolucion dentro de la conmensurabilidadhdCfue mostrado originalmente
por Lee y Peale (2002), una vez dentro del dominio reson&@deanteracciones tidales con
el disco gaseoso incrementaran las excentricidades dsurpos planetarios hasta que una
colisibn o eyeccion de alguno de los cuerpos ocurra. Esttebido a la topologia de la fami-
lias ACR estables en el dominio de excentricidades (e.que et al. 2006, Hadjidemetriou
2008) dentro de la MMR 2/1. La Gnica forma que dos planetasnantes puedan sobrevivir
migraciones orbitales de larga escala es que el mecanisponsable introduzca un signifi-
cante amortiguamiento de las excentricidades orbitalespegpduzcan valores de equilibrio de
estos elementos comparados con los valores observadgsefide 2005, Beaugé et al. 2006 y
aplicado también en la Seccion 4.2).

A pesar que se espera este efecto para parametros de dis@lex) especialmente si se asume
un disco interno (Crida et al. 2008), no hay evidencia qudesie sea verdadero en todos los
casos. Quizas la mayoria de los sistemas que originamignestaban atrapados en la resonancia
2/1 pueden haber sido eyectados. Moorhead y Adams (200a)iezon este mecanismo para
explicar la actual distribucion de semiejes y excentadies de los exoplanetas.

= Una tercera posibilidad, no considerada previamente, edagaparente falta de planetas re-
sonantes podria ser atribuida a limitaciones de detdicathi Recordemos que el movimiento
resonante causa una casi periédica repeticibn de la deweelocidad radial de la estrella,
gue bajo ciertas circunstancias, puede no permitir un&ct@riseparacion de las componentes
(Giuppone et al. 2009). Quizas varios sistemas mas puactamlmente encontrarse en den-
tro de la resonancia 2/1 pero no son discernibles debidoitatimnes en las observaciones o
pequefia relacién sefial/ruido.

Recientemente Anglada-Escudé et al. (2009) discutiemercdsos donde dos planetas reso-
nantes con orbitas casi circulares pueden ser confundimosin Gnico planeta en una 6rbita
eliptica de excentricidad mas alta. Sin embargo, este efecto parece ser posiblesaasos
donde el planeta exterior resonante es mucho mas masivel gopepafiero interior y la solu-
cion de solo un planeta tiene baja excentricidad ¢eg.0.2). En nuestro trabajo, construimos
un criterio de detectabilidad valido para cualquier nélacle masas y que no sea restringido a
orbitas cuasi-circulares.

A continuacion utilizaremos las herramientas expuestda 8ecciom 5]1, mostrando resultados obte-
nidos en nuestro trabajo (Giuppone et al. 2009).

5.2.1. Detectabilidad de 2 Planetas Resonantes

Consideramos la presencia de un sistema extrasolar, ciadetas de masa, y mo orbitando
una estrella de magd, con semieje mayat;, excentricidades;, longitudes mediag; y longitudes
de pericentraw;. El indicei = 1 sera usado para el planeta interno, mientras que-et denotara el
externo (i.e.a; < ag). Asumimos que ambos planetas se encuentran en el mismo @ihital y
orientado en la direccién del observador (edge-on).

Se eligieron configuraciones de interés y a partir de elageseraron curvas sintéticas que imi-
tan el movimiento de la estrella alrededor del baricentdosttema. Esta curva es resultado de la
superposicion de dos sefiales periodicas, cada una dedis tiene una amplitull; relacionada al
j-ésimo planeta. Cada conjunto generado solo cubre pocuxips orbitales, por lo tanto podemos
asumir que no existen efectos significativos provenierggsetturbaciones gravitacionales mutuas.



CAPITULO 5. EFECTOS DE SELEC@N CON VELOCIDADES RADIALES 138

Planeta| masa a e M w
Mjup UA e ° °

1 1.0 | 0.6298| 0.4137| 0.0 0.0
2 3.0 1.0 0.0946| 0.0 0.0
1 1.0 | 0.6299| 0.3923| 0.0 0.0
2 1.0 1.0 0.1271| 0.0 0.0
1 1.0 | 0.6299| 0.1105| 310.4| 115.9
2 0.33 | 1.0031| 0.3840| 65.30| 0.0

Tabla 5.1: Parametros orbitales para tres soluciones ACRR eesonancia 2/1 MMR para distintas relaciones
de masan./m,. La masa central ekl = 1M,

Una vez que la curva es generada se construy6 un muestoeetdjgsomandaV tiempos obser-
vacionaleg; distribuidos aleatoriamente de acuerdo a una distribue@mogénea. En cada punto se
calculd el valor deRV como un desplazamiento aleatorio del valor nomiidk;); este desplaza-
miento sigue una distribucibn Gaussiana con varianzataotess2. Los datos sintéticos resultantes
constan de tres columnés, V;;, o) y se usaron como entrada en nuestro método de ajuste.

Consideramos 2 planetas con amplitud de oscilacion peqakédedor de la resonancia MMR
2/1, para estimar como las incertezas en el ajuste orbéetaaf el movimiento observado del sistema.
Como ejemplo se eligieron tres configuraciones distintadaana de ellas correspondientes a una
ACR estable con distintas relaciones de masgm;. Las primeras dos corresponden a ACR del
tipo (0,0)H, mientras que la Gltima muestra un comportamiento cariatal asimeétrico (el centro
de oscilacion der; y Aw es cualquiera mend® o 180°). Las masas y elementos orbitales son
dados en la Tabla 5.1. En todos los casos la integraciontrayssqueiias amplitudes de oscilacion
(aproximadamente®} alrededor de su respectivo ACR.

Ejemplos tipicos de conjuntos de datos sintéticosccen 10 m/s se muestran en la Figura 5.10.
Aunque todos los conjuntos de datos generados son comstreio la misma desviacion estandar
la razbn S/N aparece distinta para cada relaciobn de masa.

Para entender por que ocurre esto escribimos la amplitatldetla curva de velocidad radial
amp(V,) = K; + Ks. ExpresandaK; en términos de la masa y elementos orbitales (ver, e.g.,
Beaugé et al. 2007), para un sistema coplanar orientadwestidn al observador:

m niay + @ngag, (529)

amp(VT) = K1 + K2 = i i

donden; son los movimientos medios, considerando hasta segunéa erdlas masas y para orbitas
cuasi-circulares. Para planetas en la vecindad de la mesian®MR 2/1, podemos simplificar la

expresion como:
1
amp(V,.) ~ <1 + {’/;Z—i) ;\Z—inlal, (5.30)

donde(ny/n1)(az/a1) ~ {/1/2. La cantidad dentro de los corchetes representa el inctensen
la amplitud de RV debido a la presencia del planeta exter@sofante). Este término tiende a la
unidad parans, — 0, y muestra dependencia lineal con la razén de masa. Asi,vadores grandes

4Recordemos que una ACR es una solucion periodica estajle gl valor entre paréntesis indica el centro
de oscilacion de los angulos resonantes= 2\2 — Ay — @ Yy diferencia de longitudes de pericenthar =
Wy — W1.
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Figura 5.10: La curva continua negra muestra las curvaétiias de RV para las tres configuraciones ACR
presentadas en la Tahlals.1. La relacion de masa decredeateiba (o /m,=3/1) hacia abajor(z /m1=1/3).
Los circulos abiertos sol¥ = 165 puntos ficticios con distribucion temporal aleatoria yvdasion estandar

o =10m/s.

demy/m, se obtiene una sefial RV mayor, resultando una mayor oel&iN, todo esto asumiendo
una desviacion estandar fijgigual para todos los datos.

La Ecuacion[(5.30) también es un indicador preliminar de glaneta domina la sefial de RV.
La razbn de masa critica es dada pey/m; ~ /2 ~ 1.26. Para valores menores, la amplitud RV
del planeta interiorn; es mayor, y la curva RV aparece como una sefial perturbadal qgariodo
primario igual al periodo del planeta interior (iZt/n1). En la parte inferior de la Figura_5J10 se
muestra un ejemplo. Por otro lado si la razbn de masa es rmadegque~ 1.26, la sefial del planeta
exterior se vuelve mas importante y el periodo dominant@ eurva de RV es dado pérr/ny (ver
el grafico superior en la Fig. 5.110). El grafico intermedipresenta la region de transicion en la cual
ambas componentes tienen magnitudes similares.

Para estimar la detectabilidad de dos planetas en la resarfdMR 2/1, asumimos que el cuerpo
que genera la mayor amplitud de RV es ya conocido, y quereaioglar bajo cuales condiciones
la sefial del segundo cuerpo también satisface un detedmifimite de detectabilidad. Si volvemos
a observar los graficos en la Figura_5%.10 vemos que no existeseparacion Unica de las sefales.
Cuando la razbn de masay/m; es grande, la amplitud RV del planeta exterior es tambiandg
(implicando Ky, > K7), Yy la detectabilidad del par resonante se reduce a disdarakistencia del
planeta interior. En el caso opuesto, dotde> K, el planeta interior es el que domina la curva de
RV y la existencia del cuerpo exterior debe ser deducida dédeencia entre maximos consecutivos.
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Extendiendo las ecuaciones de la Sec€ién b.2.1 paraaérbiipticas, podemos escribir la razén
entre las amplitudes de ambos planetas como:

K5 {,/ng 1—6%
2 _ 32 5.31
K 27711\/1—627 ( )

mostrando que el valor deducido anteriormentg/m; ~ /2 todavia provee un valor critico cualita-
tivo paraK; ~ K5, cuando ambos planetas tienen excentricidades similares.

5.2.2. Planeta Interior mas masivo

Empezaremos discutiendo el caso para un planeta inteasrmasivo. Aquik; > Ko, y se
desea estimar el limite de detectabilidad de hallarasumiendom; conocido. Podemos estimar
exactamente el mismo criterio que para sistemas con 1 plas@tide el nUmero de parametros libres
ahora e\, = 11y M, = 6, y reescribir[(5.19) como:

_ 12
" <||W2|| + (N -1 1). (5.32)
Vg — Up Qp

Si asumimos que’ ~ o (para ver la deduccion puede consultarse el anexo de Giepgtcaal. 2009)
y el procedimiento resultante es el mismo deducido en lai&@®&c1.1. Es posible entonces estimar
el valor limite deK’, /o, como funcion del nimero de puntdsnecesarios para que el pico resultante
de potenciaz sobrepase un valor preestablecido de FAP, con probabiigled a Py.;..;. Debido a

que:
Kg . Kg Kl Kl . Kl KQ
Fan (E) (7) ° o= (E) <7>’ (5.33)

podemos encarar este problema también argumentando cpredizion de detectabilidad depende de
N vy las razones<; /o y K»/K;. Aplicando la ecuacior (5.81) podemos reescribir la cdibdi de
K, /K, en una que relacion@s/m,. Debido a quels < K7, el procedimiento se reduce a encontrar
que valores dens/m; (para excentricidades dada3 que reducen el valor d&5 /o a magnitudes
gue no son detectables.

La razonK; /o depende de la desviacion estandar de los datos, la matar @sfi como también
los parametros orbitales y masa del planeta interno. Ror@p, cuando se tienen grandes valores de
mq Sse incrementa la amplitud d&€;, permitiendo la deteccion de pequefios valoresgdgm, para
un valor fijoo.

LlamemosK, a la amplitud RV generada por un planeta del tamafio deeil(pit; = M)
ubicado au; = 1 UA'y con excentricidad; . Debido a ques; o« nja;(m;/M,), para cualquier otra
masa y semieje mayor la razon He /o puede ser escrita como

K Ky .30

o o*

Donde la desviacion estandar “escaladéa’es relacionada al valor nominalcon

-1/2 -1
mi aq M,
_ o il . 5.35
’ U<MJup><1UA> (M@> (5-39)
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Figura 5.11: Valores minimos de razén de masam; necesarios para detectar el planeta resonante exterior
menor (conP.;..: = 0.99), como funcion del nimero de datdspara cuatro valores distintos de la desviacion
estandar escalada*(). Ambas excentricidades se escogieron ceme= 0.1. El valor del FAP fue tomado
igual aF = 10~%. Las lineas continuas corresponden a predicciones casttébdcionchi-cuadrada inversa
(5.22), mientras que las curvas a trazos es obtenida condziagacion Gaussiana con iguales valores de media
y varianza.

Finalmente, con las Ecuacionés (5.31), (5.33) vy (5.34) madeescribir

E:f\ﬁ L — et my (Ko (5.36)
o 2\ 1—-e3 m\ o* ) '

Esta ecuacion nos permite estimar el minimo valondém; para la detectabilidad del planeta exte-
rior resonante como funcién d€ y ¢*, para una dada excentricidagd Si asumimos que el planeta
interno corresponde a un planeta de masa joviana con dst@at UA, o* es igual a la desviacion
estandar de los datos R¥ Para otras masas internaspuede ser calculada cdn (5.35).

La Figura[5.1]l muestra los limites de detectabilidad paran, < 1 para varios valores de*
en funcion del nUmero de puntdé. Cada curva brinda un valor minimo de razén de masggm;
necesaria para obtener un FAPAe= 10~%. La masa estelar fue fijada comd, = 1M, y ambas
excentricidades ef.1. Las lineas continuas fueron construidas usando lallisitin chi-cuadrado
inversay la (5.24), mientras que la punteada denotan la aproxamamh una distribucion Gaussiana
con la misma media y varianza. Cualitativamente ambos rmasgebducen resultados similares, sin
embargo la expresioh (5.24) produce limites de detdictatlimas restrictos.

Parac* = 15 m/s, practicamente no se detectaron sistemas con razdashen,/m; menores
gue~ 0.6, incluso para conjuntos de datos que contetNas 200 observaciones de RV. Paka < 60
practicamente ningln sistema con estees detectable (para cualquier razébn de masa). El panorama
mejora con menores valores de la desviacion estandaladacdnasta valores dg* = 4 m/s. Es
posible detectar sistemas con razén de masas cercanosl@aitoss, siempre que el nUmero de datos
sea suficientemente grandes.

Es importante mencionar que el valor deconsiderado en estos calculos no es solamente el
deducido con las técnicas observacionales, sino el vadosl errores totales que incluye el jitter
estelar y la posible incompletitud del modelo de 2 plandtas.valores tipicos de jitter estelar son
del orden det — 7 m/s (Wright 2005) y las incertezas de los datos que actudéssam disponibles
son de similar magnitud. La suma de los cuadrados de ambpk;anvalores tipicos para en estos
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Figura 5.12: Detectabilidad de dos planetas en la
resonancia MMR 2/1. Los circulos abiertos mues-
tran simulaciones MonteCarlo para distintos conjuntos
sintéticos. El grafico muestra la probabilidad de falsa
alarma (FAP) para valores aleatorios de razon de ma-
sasmso/m;1. El nimero total de puntos utilizado fue
N = 100, distribuidos aleatoriamente sobre cuatro
periodos orbitales del cuerpo exterior. La curva con-
tinua muestra el valor de prediccion usando nuestro
modelo conPyiee: = 0.99.
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sistemas del orden di— 10 m/s. Una buena estimacion depuede ser obtenido del valor de rms
resultantes del ajuste orbital (Shen y Turner 2008) queguoigna uno ~ 7 — 10 para la mayoria de
los sistemas multiplanetarios.

Para chequear los limites de precision obtenidos conmestielo, realizamos una serie de si-
mulaciones MonteCarlo con series de datos sintéticos aad conN = 100 observaciones y cu-
briendo un total de 4 periodos del cuerpo resonante extgmon razones de masa en el intervalo
ma/my € [0.1,1.0]. El planeta interior fue fijado con la misma masa y paransairbitales usados en
la Fig.[5.11 fn1 = 1Mjyp, a1 = 1 UA). Una serie de simulaciones fue realizada adoptaride- 4
m/s, mientras que una segunda corrida fue realizada coasit®r = 10* m/s. Para cada conjunto
de datos determinamos el ajuste orbital de dos planetasylaaios el valor del FAP correspondiente
al segundo planeta, utilizando el mismo método que patansés de un planeta. Los resultados se
muestran en la Figufa 5J12, donde los circulos abiertostrarela relacion entre la razon de masa y
los respectivos valores de FAP para todos los conjuntos ts.dsos valores de ordenada menores
quel0~!3 fueron igualados a este limite inferior. Finalmente laawontinua muestra los limites de
detectabilidad analitica obtenidos a partir del modelo.

Estos graficos deben ser interpretados de la siguienterengrera un dado valor de razon de
masasns /m1, todos los conjuntos de datos sintéticos dan ajustesatebiton FAP menor que la linea
continua. Asi, de manera de asegurar la detectabiliddeiRIcorrespondiente a una dada razén de
masas debe ser menor que este limite. El acuerdo entreviaanailitica y las simulaciones numéricas
es muy bueno, indicando que el modelo simplificado descepteriormente es mas que adecuado
para predecir la detectabilidad de sistemas multiplasgtdaios.

5.2.3. Planeta Exterior mas masivo

Se pueden realizar los mismos calculos que en la seccégegente pero para sistemas con
K5/K; > 1. En tales casos el criterio de detectabilidad sigue el mssgoema, pero ahora el pla-
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Figura 5.13: Al igual que la Fig._5.11, pero incluyen-
do razones de masas/m; > 1. Se muestran solo los
resultados construidos con la distribucion chi-cuadrado
inversa [(5.24). Para un dado valor dg&, la detecta-
0.125—— | 1 | 1 | s bilidad es garantizada solo dentro de las dos curvas

%0 e 150 20C correspondientes.
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Figura 5.14: Limites de detectabilidad para razones de
masams/mi (€on Pietect = 0.99y N = 100), como
funcion de la masa del planeta intenng, para cuatro
valores distintos de desviacion estandaAmbas ex-
centricidades planetarias se eligieron come= 0.1.

El FAP fue tomado igual & = 10~*. Como antes,
para un dado valor de, la detectabilidad es garan-
tizada dentro de las dos curvas correspondientes. La
linea negra gruesa marca el limite, > 15Mj,;p, Un
valor utilizado normalmente para asociar el limite de
enanas marrones (ver Secdion 1.2).
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neta exterior es el responsable del pico dominante, mgqtra la sefial que define la detectabilidad
del sistema e#;. Consecuentemente la ecuacibn (5.33) debe ser invertida prindara el minimo
valor necesario d&; / K tal que el valork; /o sea todavia detectable. La dependencia con las masas
individuales y los semiejes puede ser sorteada nuevamefigeddo la desviacion estandar escalada
o* como en la ecuacion (5.85). En este caso hemos mantenidasia ynsemieje mayor del planeta
interior como parametros de escala. Esta es una cuesti@tedcion, pero ayuda a mantener cierta
homogeneidad, independientemente de la razbn de masas®daracion.

La Figura [5.1B muestra el limite de detectabilidad comimicaresultados para todas las razo-
nes de masa. Para un dadb, todos los sistemas planetarios detectables se encueldniro del
par de curvas correspondientes. Se puede apreciar que aomjostos de curvas se intersectan para
ma/my ~ /2, como se esperaria de la condicia = ;. Finalmente, existe una variacion depen-
diente de las excentricidades orbitales, originada paiéion entre la amplitud de la sefal y la masa
planetaria (ver ecuacioh (5]31)). Sin embargo, cualaatiente, la imagen contina siendo la misma,
excepto para muy bajas desviaciones estandar. En dste @hiso aparentemente es muy dificil de-
tectar sistemas planetarios resonantes con razones denmpasa mayores que- 4 0 menores que
~ 0.3. Es importante recalcar que esto no significa de que no hagnmale detectar sistemas fuera
de estos limites, sino que la detectabilidad no estadngaada para cualquier conjunto de datos y
dependera especificamente de la distribucion tempfrdbdy errores individuales de los datos.

El analisis previo asume que; = Mj,,, a1 = 1 UAY M, = Mg, por lo cuale® = o. Otros
valores sin embargo cambiarian el panorama. Sobre lagioblde planetas extrasolares conocidos,
quizéas el caso mas extremo sea el sistema G38%6rt;, ~ 3.1), dondem; = 0.6Myy,p, a1 = 0.13
UAY M, = 0.32M, (Butler et al. 2006). Aplicando la ecuacidn (5.35) a losileslos mostrados en
la Figura[5.1B, encontramos que pa¥a= 100 el sistema resonante puede ser identificado incluso
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Figura 5.15: Distribucion de la razon de movimientos rosdi /n, como funcion de la razon de masas plane-
tariasms/m1, de las simulaciones MonteCarlo usadas en la[Fig] 5.12.18&kistemas co& < 104 fueron
dibujados.

para desviaciones estandar en los datos RV del orden~dd0 m/s (correspondientessd ~ 8 m/s).

La Figurd 5.14 muestra como el limite de detectabilidad par/m, varia con la magnitud de,
ahora asumiendo un conjunto fijo de datés= 100. Tantoa; como M, se mantienen en sus valores
originales. Una vez mas el sistema resonante es detedtadpre que la razbn de masas/m, se
encuentre dentro de ambas curvas de igual color. Podemagigda detectabilidad se incrementa
significativamente com, permitiendo un rango mas amplio de razones de masa quechdamente
mostrados. Sin embargo la posibilidad de un sistema resomauny masivo debe ser considerada
con sumo cuidado, pues las perturbaciones mutuas puedeyrauster la estabilidad dinamica del
sistema.

Una de las predicciones del modelo es justificar la dificultadietectar sistemas resonantes con
masas significativamente diferentes, estando este msul@acuerdo con los sistemas actualmente
conocidos. Recordemos que la Figural 5.9 muestra la disibibude razones de masa en funcion
de la raz6n de periodos para todos los pares planetamsg@ativos. Todos los sistemas planetarios
cercanos a la resonancia MMR 2/1 tienen razones de magau; agrupadas cerca del valor de la
unidad, de acuerdo a nuestras predicciones con el presedidon

5.2.4. Estimacon de errores en los paametros ajustados

Incluso si el sistema resonante de 2 planetas es detectadmyngarantia que las masas y los
parametros orbitales se puedan estimar con alguna @eciSomo ejemplo en la Figura_5]15 se
muestra la distribucion de razones de movimientos medics gquellos conjuntos de datos sintéticos
dados enla Fig._5.12 que satisfacen el criterio de detdidadbi Se aprecia una significante dispersion
en los movimientos medios alrededor del valor nominglhs = 2, con un porcentaje apreciable de
sistemas que serian clasificados como casi-resonantes)@atrapados en la MMR. Este efecto pre-
senta una dificultad adicional en la deteccion de planetasnpzones de masa /m; muy diferentes
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ala unidad.

Estos resultados fueron obtenidos con conjuntos de dati@$isos que cubren cuatro periodos del
planeta exterior. A pesar de que el criterio de detectatulliels independiente del intervalo de tiempo
observacional (siempre que podamos garantizar una bubestua de las fases), la precision de los
elementos orbitales deberia mejorar con intervalos deptiemas largos. No obstante, incluso si se
identifican correctamente como dentro de la resonancialémsentos orbitales pueden tener errores
significantes y afectar la dinamica deducida de los siseajastados. Para cuantificar este efecto
analizamos en los tres casos de la Tabla 5.1: uno con razorasie mayor que la unidad, igual a la
unidad y menor que la unidad.

5.2.4.1. Planeta exterior s masivo

Empezamos analizando el caso donde el planeta exteriomgsnasivo que su compafiero in-
terior (i.e.mo/my > 1). El conjunto de condiciones iniciales se eligio de la @dhil, caracterizado
por razdn de masas,/m; = 3/1 y elementos orbitales que producen una pequefia amplitud de
oscilacion ¢ 5°) alrededor de una ACR tipf,0). Se generaron 1000 conjuntos de VR cada uno
con N = 200 datos distribuidos aleatoriamente sobre cuatro periddbglaneta exterior (i.e. cuatro
afos de observaciones). Los valores de cada velocidaal iradividual fueron elegidos aleatoriamen-
te siguiendo una distribucion Gaussiana alrededor deleadacto y varianza dada por la desviacion
estandar constante para= 7 m/s (i.e.c* = 5.5 m/s). Estos valores garantizan la detectabilidad de
dos planetas y ubican la razén de movimientos medios ddetta region de conmensurabilidad.
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Figura 5.16: Resultados de los mejores ajustes
1807 r ] orbitales de 1000 datos sintéticos, correspon-
135 o _| dientes a la solucion nominal dada por el primer
L 9% | conjunto de datos en la Talflab.1, cdh= 200
mﬁ observaciones y desviacion estandar constante

deoc = 7 m/s. Los circulos rellenos grises in-
dican la posicion de la solucibn nominal. En el
plano de excentricidades la curva gris muestra la
0 45 90 135 180 familia ACR de amplitud cero pararazon de ma-
8 Samg/m1:3/1.
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Figura 5.17: Familias de ACRs para la razon de
00) masamz/m; = 3.2. La linea continua gruesa

( o X
L 1 muestra las familiasd(7) y (0, 0), mientras que
2001-1 la curva a trazos superior muestra las soluciones
0.05= 2001-2 7| ACR del tipo ¢r, 7). Los circulos rellenos mues-

-

i ﬁoos_f‘(’?f;;_s/ " 1 tran distintos ajustes orbitales para el sistema GJ

o 876, mientras que las curvas grises muestran la
00— O‘}OS = O\IOT], —3 0_25 5 0_25 04 evolucion orbital de las condiciones iniciales en
el este plano. Reproducido de Beaugé et al 2006.
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Para cada conjunto de datos se calculd el mejor ajusteabpaita 1 planeta utilizando la meto-
dologia especificada en nuestra SecCion P.4.2 utilizalghitmos genéticos sin ninguna suposicion
acerca de la solucion inicial. Si el ajuste resultanteetiena probabilidad de falsa alarma (FAP) me-
nor quel0—* es aceptado y el ajuste para dos planetas es realizado.Ucisotle un soélo planeta
fue utilizada como primera conjetura y el cédigo identifia 'solucion con 2 planetas con el minimo
residuo. Una vez mas la solucion se aceptd solo si el F\Rjdste de 2 planetas con respecto a de
la solucion de 1 planeta era menor diie?. Si es aceptado, entonces se integrd numéricamente la
configuracion sobre un periodo de tiempol@é periodos orbitales y se estimo la amplitud de os-
cilacion de los angulos resonantgs= 2\, — \; — w; Yy la diferencia en longitudes de pericentro
Aw = wy — w;. El @ngulo criticod; corresponde a una resonancia interior (ver Michtchenko et
al. 2008a), como se halla en ACR simétricas, mientrasfgues el angulo librante para resonancias
exteriores (ver Michtchenko et al. 2008b) y asi aplicabdC&®R asimétricas.

Los resultados se muestran en la Eig. b.16, donde se predasidistribuciones en varios planos.
En cada marco el circulo gris relleno indica la soluciommal y los circulos negros mas pequefios
indican el mejor ajuste orbital de cada conjunto de datosulraa gris en el plano de excentricidades
muestra la familia ACR tip@0, 0) para la razobn de masay/m;=3/1. Como se esperaba de la elec-
cion de N y o, todos los sistemas ficticios de dos planetas se detectaroproceso de ajuste y se
identificaron dentro de la resonancia 2/1 MMR, y ambog Aw oscilan alrededor de la solucion de
equilibrio. Sin embargo, en él% de los casog\w circula, tomando todos los valores enfrg 27,
mientrasd; libra. Este tipo de movimiento es usualmente referido com@ dibrador y es considera-
do distinto que un ACR. Sin embargo, tal como mostrara Miwdmé&o et al. (2008a), incluso dentro de
una ACR, la libracion dé\z es puramente cinematica y no es asociada a ninguna sepaiampre
que las excentricidades no sean demasiado grandes.

Los dos graficos superiores en la Fig. 5.16 muestran ldhiiston de las masas planetarias de-
tectadas. En el grafico superior izquierdo vemos que la magar (i.e. mayork) tiene dispersion
bastante menor, mientras qug no esta bien determinada, consecuentemente producieaddis+
persion mayor en la razon de masag/m; (grafico superior derecho) entee5 y 3.5. Aln asi, el
semieje mayor y la razén de movimientos medios son bienrdatados con pequefia variacion alre-
dedor del valor nominal (grafico central izquierdo).

La distribucion de las soluciones en el plano de excedad®s muestra una interesante correla-
cion con la familia ACR de amplitud cero (mostrada comedigris). Este resultado no era esperado
pues no hay relacion evidente entre el proceso de ajustegptdogia de la MMR. Sin embargo
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Figura 5.18: Distribucion de excentricidades y amplitude oscilacion del angulo resonafitey Aw para el
casoms/m; = 3/1. Los valores nominales son indicados por lineas verscalgazos. Los codigos de color
son utilizados para identificar distintos tamafos de auogide datosv.

esta indicando que, incluso con la determinacion impeede las excentricidades, no necesariamente
nos alejaremos demasiado de la familia ACR y consecuentenderias soluciones estables. Recor-
demos que determinaciones sucesivas de los planetastdeiairesonante GJ876 (relacibn de masa
cercana ans/m; = 3/1, ver Figurd 5.1]7) muestra un comportamiento similar. A pgse& en los
ajustes orbitales las excentricidades variaron signiNeetente, todas las soluciones orbitales se en-
contraron cercanas a la ACR estable.

Finalmente los dos graficos inferiores muestran la vdmaen las variable angulares. El gréafico
de la izquierda da la distribucion de los valores calcudadiet); y Aw. Mas interesante, en el marco
de la derecha se muestra la distribucibn de amplitudes d@én alrededor de la ACR. Se pue-
de apreciar una dispersion importante en el comportamidinmico de los ajustes calculados. Tal
como en el caso de la excentricidad, la amplitud tiene uitdimferior en cero que causa un efecto
sistematico que conduce al hecho de estimar la amplitubtieion sea sobreestimada respecto al
valor verdadero.

Esta figura muestra que incluso bajo circunstancias falesatadas por un conjunto de datos
grandes e incertezas observacionales razonables, loeseo los ajustes orbitales son todavia sig-
nificativos, especialmente en las excentricidades y vasaingulares. Incluso si las ACR son iden-
tificadas como tales, las amplitudes de oscilacion sorimentadas bastante mas alla de sus valores
nominales.

La Figura[5.1B muestra la distribucion de las excentriédaajustadas y las amplitudes de osci-
lacion de las variables angulares pafa= 200 (histogramas en negro) ¥ = 100 (histogramas en
rojo). Los valores nominales correspondientes al sistenigmal se marcaron como lineas verticales
atrazos. En todos los casos Iggtienen tiempos de observacion aleatoriamente distrsuédo largo
de 4 periodos del planeta exteriosy= 7 m/s.
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Figura 5.19: Histogramas de soluciones para razones demmgsa; = 1/1. En este caso se utilizaron con-
juntos de datos d&/ = 100 y los histogramas negros son los obtenidos para= 1M;,, mientras que los
rojos son los calculados con; = 2M .

Los 2 marcos superiores corresponden a excentricidagesla izquierda e, a la derecha. La
distribucion de las excentricidades del planeta interfomedianamente simétrica con respecto al valor
real (~ 0.42), y es evocativo de los resultados mostrados para un saletpl§Shen y Turner 2008 y
Secciori 5.1J2). A pesar que la dispersion es un poco mayarym numero menor de observaciones
N, parece haber un pequefio error sistematico y el pico dildrama es cercano a la linea vertical.
En el caso de la excentricidad del planeta exterior, laibigtibn aparenta ser menos simétrica y existe
un sesgo hacia valores mas grandessxde

Los dos dibujos inferiores muestran la distribucion dedamlitudes de oscilacion del angulo
resonantd®; (izquierda) yAw (derecha). Una vez mas los valores nominales se muestramloteas
verticales y corresponden a pequefias amplitudes de @énil&Como se muestra en la Figura_5.16,
existe un importante incremento en las amplitudes conddoi@ una tendencia sistematica hacia
soluciones con amplitudes de oscilacion mas grandepr&utentemente el efecto es el mismo para
conjuntos de datos mas pequefios. En el cag geacticamente no hay soluciones con amplitudes
mas grandes qu&°. Lo mismo sin embargo no ocurre pakao. Incluso para grandes conjuntos de
datos, algunas soluciones tienen amplitudeg&fegrados, que corresponden a circulaciones de la
diferencia de longitudes de pericentro.

5.2.5. Planetas de masas iguales

El anélisis previo puede ser repetido para razones de nedaaudidad £, /m; = 1) y eligiendo
condiciones iniciales cercanas a una solucion ACR estalyles elementos orbitales se encuentran en
la Tabld 5.1. Esta ACR en particular fue elegida de tal foro@a momento angular total del sistema
sea aproximadamente el mismo que en el sistema anterioringslica principalmente que la suma
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del cuadrado de las excentricidades sea del mismo orden.

La Figura[5.IP muestra el histograma con la distribuciotagexcentricidades (arriba), amplitud
de libracibn d&9, (abajo izquierda) y amplitud de oscilacion deov (abajo derecha). Contrariamente
a la Figura[5.1B, el numero de datos fue mantenido conseamd = 100 y el codigo de color se
usa para distintas masas del planeta interno. Los hist@gramnegro se construyeron con los datos
generados pom; = Mj,p, Mientras que en rojo se generaron con los datos tomande 2Mj,;,.
Este Gltimo valor genera una amplitud de sefial RV que esasiml caso discutido en la seccibn
anterior, esto permite una comparacion mas sencilla disjeersion de las soluciones estables.

Como antes, la excentricidad del planeta interno es apemamente bien establecido. Para am-
bos valores den, la distribucion es centrada cerca del valor nominal, ampasizhecho que notamos
una menor dispersion en los resultados para masas mategrére. amplitudes mayores de la sefial
RV). Sin embargo, la excentricidad del planeta exteriorestna una distribucion compleja, con un
corrimiento sistematico notorio del valor medio. Tammb@dmo antes todos los ajustes orbitales lle-
van a grandes amplitudes de libracion, especialmentefdaedcia de longitudes de pericentro. El
valor medio de este angulo se encuentra cercaily.aA pesar que este sesgo decrece significativa-
mente con valores mas grandesdg estos son todavia mas grandes que los presentados euta Fi
5.18.

5.2.5.1. Planeta exterior menos masivo

Finalmente analizamos el caso dondg/m; < 1. Las condiciones iniciales dadas por la Tabla
[5.1 corresponden a amplitud de oscilacion pequefia aloedie una ACR asimétrica cony/m; =
1/3. Una vez mas los histogramas en rojo son obtenidos parada megerior planetaria incremen-
tada (ny = 3Mjy.p) que produce en la sefal de RV una magnitud similar a aqagilaitud de de
mg/ml = 3/1

A pesar que ambos planetas se detectan en todos los corjiendasos, parar; = My, solo el
26 % de las orbitas resultantes reproducen la ACR. E8 &} de los casos la configuracion resultante
fue no-resonante y rl; 0 Aw libraban alrededor del valor de equilibrio dado por la ACRps
que en su lugar circulaban tomando todos los valores entoeycr. Dada la alta excentricidad del
planeta exterior, estas Orbitas inevitablemente pragdudevimiento inestable con desintegracion del
sistema en tiempos de escalas pequefios. En el rema@iérte los casos los mejores ajustes orbitales
conducen @,-libradores pero con la diferencia de pericentrdss) circulando.

Estos nimeros mejoran significativamente para = 3Mj,,, donde las desintegraciones del
sistema ocurren so6lo en 28 % de los casos y las mayoria del resto corresponden a ACRiestab
Incluso, esto implica que para desviaciones estandaijas bomar* = 2 m/s, un cuarto de los datos
sintéticos fallan en identificar el movimiento resonantgrgducen ajustes orbitales dinamicamente
inestables.

Ladistribucion de los elementos de soluciones establd® ggdnuestran en la Figura 5.20. Debido
a que eliminamos los casos no-resonantes, los histogrgrasecan similares a los de otras razones de
masa, con una estimacion gruesa de la excentricidad dedtplanas interno mucho mas dispersa que
el externo ere,. Param; = 1Mj,,, también notamos indicaciones de una distribucion birhpdea
la excentricidad del planeta exterior, con un pico centigamximadamente alrededor ee= 0.45
y el otro pico cercano @.6. La bi-modalidad estéa relacionada con una bifurcaciotadamilia ACR
para esta razbn de masas y altas excentricidades (verdWaiko et al. 2008b). Sin embargo, el
histograma en rojo muestra una distribucioreglenas localizada.
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Figura 5.20: Histogramas similares a los de la Fidural5.28p para razon de masas,/m; = 1/3. Los
histogramas en negro fueron obtenidos son= 1M j,,, mientras que aquellos en rojo con = 3Myp.

Como con otras razones de masas, la distribucion de augditde oscilacion/libracion también
muestra un sesgo marcado hacia valores mayores. A pesastgudeerece para valores mas gran-
des dem;, incluso paran; = 3Mj,, practicamente ninguno de los ajustes orbitales reprotiuce
oscilacion de pequefia amplitud alrededor de una ACRedga. Finalmente, el histograma en ne-
gro muestra la distribucion de la amplitud de libracionfgecon un pequefio pico alrededor @ie
grados, que a grandes rasgos corresponde al maximo dewhg@irmitido por una ACR asimétrica.
Las amplitudes mayores ubican al sistema fuera del dom@sionante, que puede explicar la gran
proporcion de resultados no-resonantes en los ajustialesh

5.2.6. Aplicacbn a exosistemas reales

La Tabld 5.2 resume los resultados dinamicos posiblessiguistes orbitales para tres relaciones
de masa. A pesar que todos los conjuntos de datos se comstrypaga la misma desviacion estandar
o = 7 m/s, hay una marcada diferencia en los resultados. Rayan; = 3/1 la mayoria de los
ajustes orbitales identifican correctamente la ACR y caremgemente producen movimiento estable
para ambos planetas en tiempos de escald)ti@eriodos orbitales. El caso inversay/m; = 1/3
es significativamente menos preciso, probablemente debidoexistencia de varios dominios de
movimientos estables, cada uno asociado a una familia AGEh& (Michtchenko et al. 2008b).
Cada dominio es separado por una region caética, y songnmebastos que aquellos encontrados
para razbn de masas mayores que la unidad.

Asi es aparente que los planetas resonantes con razonessdemanores que la unidad no son
solo mas dificiles de detectar, sino incluso cuando sdectbdos los ajustes orbitales usualmente
producen ajustes orbitales con razones de periodos mairdesglas y/o soluciones dinamicamente
inestables. A pesar que estos resultados son validosgpagadnancia 2/1, y los planetas 55Cnc-c y
55Cnc-d se localizan en cercanias de la conmensurabiBiiatton razon de masay/m; ~ 1/5),
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Tabla 5.2: Porcentaje de resultados dinamicos de los pefjustes orbitales para distintas razones de ma-
sams/m;. Para ACR simétricos el angulo resonante es tomado édammientras qué, es adoptado para

soluciones asimétricas (ver Michtchenko et al. 2008ah8.\talores den; son dados en unidades di€y,;,.

ma/mq no-resonantes 6;-librador | ACR

3/1 | N =200 0% 2% 98 %

N =100 0% 12% 88 %

U1 | mi=1 9% 21% 70 %

my =2 2% 2% 96 %

1/3 mp =1 68 % 6 % 26 %

my =3 23% 1% 76 %

parece posible esperar resultados similares, particatgardebido a que las ACR asimétricas estan
involucradas en ambos casos. Esto puede ser una posibieaeit de por que los sucesivos ajustes
orbitales de los planetas &Cncalternativamente producen movimiento resonante y naisgge,
mientras que la misma incerteza no esta presente para@xoas con otras relaciones de masa. Otro
ejemplo es dado por el sistema HD37124 con dos planetas etiledad de la MMR 2/1. A pesar
que el mejor ajuste orbital indicas/m; ~ 1.2 y una ACR asimétrica (Baluev 2008), existen otras
soluciones que ponen los cuerpos fuera de la conmensdeab{logt et al. 2005).

0.6 ! l T 0.6 T | T I T

04

0.2

0.2 0.6

Figura 5.21: Distribucion de excentricidades planetaniatenidas de los mejores ajustes orbitales de conjuntos
orbitales sintéticos, comparados con las familias de AGR.codigos de color identifican distintas razones de
masas. Negromsy/my = 3/1, rojo : ma/my = 1/1y azul :my/my = 1/3. (a): Todas las masas planetarias
internas son igualesia\fy,,,. (b): masas planetarias internas aumentadas= 2Mj,, params/m, = 1/1y

mi1 = 3Myup params/m; = 1/3.

La Figura[5.2]l compara la distribucion de las excentrigdaencontradas panay/m; = 3/1
(circulos negros adentra)2/my = 1/1 (rojo) yms/my = 1/3 (azul). Solo aquellos ajustes orbitales
que producen ACR estables fueron incluidos. Las curvas lde corresponden a soluciones ACR de
amplitud cero para cada razon de masas. El grafico de |leizigufue dibujado utilizandoy; = My,
en los tres casos. Para el de la derecha usamos los valoresx@mtados de masa; dados en la

leyenda de la figura.

Paramsy/m; = 1/3 notamos que la mayoria de las soluciones se encuentrainaelante cerca
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a la familia de ACR estables, sin embargo es importante dacque estos corresponden a menos de
la mitad de los datos ajustes totales. Una tendencia sigslabservada paras/m; = 3/1, excepto
gque ahora todos los ajustes orbitales fueron dibujadose®imargo, en el caso de masas iguales
ms/my1 = 1/1, no hay correlacion aparente entre la distribucion deetxicidades y las familias
de ACR. Asi, aparentemente para razones de masas mayayas)d probabilidad mas grande que
incluso ajustes orbitales no tan buenos se encuentremméxa configuraciones ACR estables. Para
razones de masas cercanas a la unidad, incluso para psalesfigaciones estandar pueden producir
grandes amplitudes de libracibn o movimiento inestaleluso con masa planetaria incrementadas,
es decir mejores ajustes orbitales, la misma correlag@bservada. De hecho, la gran razén S/N de
los datos de la velocidad radial mantiene una dispersidiiasienes, sin embargo la estimacion del
valor dee; es mas precisa.



Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos desarrollado una estrategeajale blsqueda de soluciones, en
problemas de minimizacién altamente no lineales, en um@iavariedad de situaciones relacionadas
con la deteccion de planetas a partir de datos de RV. La c@uibin de métodos no-deterministicos y
evolutivos ha sido muy satisfactoria. Se determind querutiiga que contendAlgoritmos Geaticos
+[Simplek+[Annealing(en ese orden) es una herramienta o6ptima y efectiva paral@alesiduos y
ubicar los minimos en las soluciones para detectar exefaarcon Velocidad Radial.

Alternativamente, se emplearon varias herramientas faemer errores y correlaciones alrede-
dor de los mejores ajustes. Tanto[[2adenas Markov MaonteCatloomo la generacion de muestras
sintéticas cofResamplingson (tiles para conocer el comportamiento de la funasiduo y buscar
los valores dentro de Jeegion de confiandaue sean dinamicamente estables y compatibles con las
observaciones disponibles. El métddo jackKnife brinflarmacion acerca de la estabilidad estadistica
y permite estimar como un Unico dato puede cambiar los eslen los parametros del mejor ajuste.
Ademas sabremos cuanto podemos esperar que varien hosnébs planetarios con nuevas obser-
vaciones. También se trabaj6o con la incompletitud deletemtb en las observaciones, tratando de
mejorarlo adicionando yrrriuevo tugrpo al modelo del sistémsmanalisis sobre la forma de la fun-
cion residuo en distintos planos, desarrolladoegion de confianzamostraron ser Gtiles a la hora
de identificar la existencia de varios minimos con casi ehmoi valor de residuo.

En particular en el caso de HD82943, la configuracion camimd wrmsproduce inestabilidad
dinamica. Sin embargo las soluciones estables puedemtesuis® en la vecindad, todas compatibles
con co-rotaciones apsidales (ACR) en las cuales los cudigrmsn ambos angulos, el resonante y
la diferencia de longitud de pericentros, librando alredlede cero. La importancia relativa de cada
minimo varia con el nimero de observaciongsavoreciendo configuraciones estables o inestables.
Sobre el final de esta exposicion demostramos la dificuléadstiablecer la configuracion resonante
basados en los procesos de deteccion de RV.

Existe una evidencia intrigante en la posibilidad de erigtede un tercer planeta para el sistema
HD82943, con aproximadamente la mitad de la masa de JOpperiodo orbital de~ 900. Las
consideraciones de estabilidad, compatibles con mignagianetaria, apuntan a que los cuerpos se
pueden encontrar en una resonancia de Laplace, donde dgsldretas se encuentran en sucesivas
MMR 2/1 y ACRs dobles asimétricas. Sin embargo, en estemsistlas observaciones cubren solo
dos veces el periodo orbital del tercer planeta exterjpotbiico; consecuentemente es posible que
nuevas observaciones confirmen este resultado.

153
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Por otro lado, analizamos el limite de detectabilidad deplanetas en la vecindad de la resonan-
cia de movimientos medios 2/1, como funcion del nUmeroatesdV y desviacion estandar de los
valores dé/,.. Para valores de y N comparables a los exosistemas reales, encontramos ueadtend
importante a detectar sistemas eop/m; ~ 1. Los planetas con razones de masa mucho mayores o
menores que la unidad son mas dificiles de separar a gartos datos Doppler. Esto no solamente
ayuda a explicar la falta de sistemas con razones de maisdiadist la unidad, sino que también indica
gue el nimero de sistema resonantes en existencia pueaeismente mayor que los catalogados.
Se mejor6 la teoria de deteccion de uno y dos planetas ggsarbn establecer limites de confianza
para las detecciones.

También se analizo la dispersion en las masas y elemerttdales de los exosistemas detecta-
dos. A pesar que para razones de masa grandes la mayormabitds sintéticos efectivamente son
detectados en sistemas resonantes, para valores bajog/tdg una gran proporcion de ajustes orbi-
tales no son detectados dentro de la resonancia y errongasa indicados como configuraciones
no resonantes. Inclusive dentro del subgrupo de orbismnamtes, notamos una gran dispersion en
los valores estimados de la excentricidad del planetaiexieta media de la distribucion es siempre
mayor que el valor nominal d&. Esto esta de acuerdo con varios sistemas reales en la MMR 2/
particularmente HD82943. Mas alin, las soluciones ndesneorresponden a pequefias amplitudes
de libracion alrededor de las ACR, mientras que existe emdencia a estimar grandes amplitudes de
oscilacion que incluso comprometen la estabilidad dinaran tiempos de escala largos.

Esto presenta una posible explicacion a la pregunta deymrapn la excepcion de los cuerpos
del sistema resonante GJ876, todos los otros sistemasargesriienen ajustes orbitales compatibles
con grandes amplitudes de oscilacion. A pesar que trabagientes de Sandor et al. (2007) y Crida
et al. (2008) proponen que las grandes amplitudes de lfrgmieden ser causadas por procesos
dinamicos en el pasado (e.g. scattering planetarios @digm de disco), los resultados presentes
indican que esta caracteristica observacional puedermeadesino una simple consecuencia de tratar
con pequefios conjuntos de datos con grandes incertezes \ealdres dé/,..

Para sistemas multiplanetarios es importante recalcatagpeecision numérica absoluta de los
elementos orbitales no es en si misma el Unico dato a @masjdanto como la diversidad en el com-
portamiento dinamico dentro de la region de incertezaotEas palabras, si los dos planetas no son
resonantes (con bajas excentricidades), incluso camigioicativos en los elementos orbitales no
necesariamente produciran diferentes tipos de movimiémiersamente si los planetas se encuentran
en una resonancia MMR y (preferiblemente) tienen exceddtites altas a moderadas, inclusive pe-
quefios cambios en los elementos orbitales pueden sigr#ididerencia entre movimiento estable e
inestables.

Hemos recalcado varias veces que se debe tener precanabnso de las soluciones estables de
los sistemas exoplanetarios resonantes como evidenci@ra(éaen su contra) de distintos mecanis-
mos de formacion. En particular HD82943 puede ser un caserea y sirve como ejemplo de cuan
dependientes son los ajustes orbitales con los datos absmmales (Seccidn 3.4). Para este sistema
en particular es dificil estipular con un grado de certemdeas son los verdaderos elementos orbitales
0 masas minimas. Mas aln, las nuevas observacionesrppemtficir inclusive cambios significati-
vos en las configuraciones, pero muy probablemente dentasdegiones establecidas por métodos
MonteCarlo expuestos en esta tesis.

Este trabajo resume la investigacion desarrollada derahtloctorado y brinda herramientas
numericas, asi como experiencias con métodos de miadidiz no deterministicos, en espacios mul-
tiparamétricos. Sin dudas muchas de las incertezas cadenén un principio, comienzan a ser acota-
das con la combinacion de técnicas de deteccion. A loldegestos afios de investigacion hemos visto
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cbmo las técnicas avanzan y continlan mejorando, téaiena evolucion incesante. Los sistemas de-
tectados son cada vez mas complejos y mas variados. Ecupsmrexisten esfuerzos marcados para
utilizar combinacion de datos de transitos y velocidatiala Afortunadamente el desarrollo expuesto

contindia siendo Util con otras técnicas de detecciom@iransitod y ademas abre posibilidades para

un sin fin de aplicaciones futuras.
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