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RESUMEN

La determinacion de parametros orbitales de sistemgdaxetarios a partir de datos de
velocidad radial es un proceso complejo. Mientras que llosgros candidatos a exoplanetas
eran rutinariamente observados durante varios per'attes de ser publicados, en la actua-
lidad los candidatos planetarios son publicados inclusmda las observaciones cubren tan
solo un per‘odo.

Un requisito fundamental para cualquier estudio dinaragta disponibilidad de valores
con ables para las masas y parametros orbitales. Debidgeargichas veces los resultados
de los ajustes orbitales son muy sensibles al método nconglo conjunto de datos, pre-
cisamos una estrategia que pueda identi car los extremaisatgs de la funcion residual y
debemos estimar de alguna forma los niveles de con anzaspdametros determinados.
Las caracter’sticas altamente no-lineales de las equexiavolucradas impiden asumir erro-
res Gaussianos en sus parametros. Es por ello que lasderemestandar que se encuentran
en publicaciones, generalmente muestran valores sulaekisnLa ausencia de una solucion
orbital con able ha dado origen a estudios dinamicos m&segales, que no se restringen
sblo al analisis de una Gnica condicion inicial.

El presente trabajo explicay desarrolla estrategias dgu#da de m'nimos globales para
funciones no-lineales como as” también las estrategiassdluacion de errores. Particular-
mente centramos nuestra atencion en el sistema HD8294%parwzones: primero porque
esta demostrado que los mejores ajustes orbitales deist&ma muestran un comporta-
miento dinamicamente inestable, implicando que no esist@mse con la con guracion real
de los planetas; segundo, porque ya fue estudiado por \&artoses proveyendo una buena
base con la cual comparar nuestros resultados.

Finalmente en la Gltima parte del presente trabajo, almoodda generacion de datos
sintéticos para planetas que se encuentran en resondeaiagvimientos medios. Nuestros
resultados permiten explicar algunas de las posiblestegisticas en la distribucion de ele-
mentos orbitales, que indican tendencias a sobreestim@amp&ros como excentricidades y
amplitudes de oscilacion de los angulos resonantes.

La metodolog a desarrollada fue aplicada a otros sist@haastarios y a otras técnicas de
deteccion. El presente trabajo abrid muchas posibiédald investigacion que se encuentran
en curso actualmente, como la determinacion de paraseffioetarios en sistemas estelares
binarios, analisis de deteccion para planetas en res@nde movimientos medios 1:1y
analisis de las variaciones entre los tiempos conseautigdransitos de un planeta, debido a
la presencia un compaifiero no identi cado.

Palabras Clave Planetas extrasolares. Deteccion. Dinamica. Algargigenéticos. Minimi-
zacion multiparamétrica no-lineal.

Clasi caciones:

97.82.-jExtrasolar planetary systems.

97.82.CpPhotometric and spectroscopic detection

95.75.-z0Observation and data reduction techniques; computer nmgdehd simulation
02.50.Ng.Monte Carlo methods in probability theory and statistics

02.60.-x.Numerical methods (mathematics)



ABSTRACT

The determination of mass and orbital parameters for exepday systems from radial
velocity data is a complex process. While early planet adateis were routinely observed for
multiple periods before publication, recently the plaretdidates have been published when
observations span only a single orbital period.

A fundamental requirement for any dynamical study is thelaldgity of reliable values
for these parameters. Since the outcome of orbital ts atallgvery sensitive to numerical
method and/or the data set, we need a strategy that canfydigretiglobal extreme for resi-
dual function and estimate the levels of con dence in thataflliparameter space. The highly
nonlinear character of the equations, prevent the usuahgsson of a Gaussian distribution
of errors. This is why the standard deviations found in mations generally show unde-
restimated values. The absence of a reliable orbital swidtas given rise to more general
dynamical studies, which are not restricted to the anabyfsassingle initial condition.

This work explains and develops strategies for nding glohaima for non-linear func-
tions as well as assessment strategies for errors evalgdtiothese problems. In particular
we focus on the system HD82943 for two reasons: rst becauseshown that best tsin the
system systematically correspond to dynamically unstadélteavior, implying that is not con-
sistent with the actual con guration of the planets. Segdmetause it was previously studied
by several authors providing a good base from which to compar results.

Finally in the last part of this work, we address the generatif synthetic data for pla-
nets that are in mean-motion resonance. Our results exptenre of the possible features
in the distribution of orbital elements that show trends verestimate parameters such as
eccentricities and amplitudes of oscillation of the resamegles.

The tools developed throughout this work were applied t@iofianetary systems and
other detection techniques. This work has opened many lplisss for research that are
currently under way, such as the determination of plangtarameters in tight binary ste-
llar systems, analysis of detection of planets in 1/1 meatian@esonance and analysis of
changes between consecutive transit times of a planetodhe presence of an unidenti ed
companion.
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Captulo 1

Introducci on

La pregunta acerca de la existencia de otros mundos ha gutesknte en la historia de
la humanidad por milenios, pero solo la evidencia ciera reciente pudo con rmar lo que
muchos otros han anticipado: los planetas existen y sonmesfuera del Sistema Solar. El
primer descubrimiento de otro sistema planetario fue el 68 la deteccion de dos planetas
tipo terrestre (siendo sus masas deM.8y 3.4M ) orbitando el pulsar PSR 1257+12. Sin
embargo, este hallazgo no recibi6 toda la atencion qu@déghaber esperado, probable-
mente debido al hecho de que estos dos planetas orbitanstnalle&emuerta” muy diferente
al Sol y poseen menos probabilidad de albergar vida en sodeti

Recién cuando Michel Mayor y Didier Queloz (1995) descerom el primer planeta
extrasolar orbitando una estrella de secuencia prinapalundo abrio los ojos a este nuevo
hito histérico. Desde entonces se han sucedido en ritnmecrte los descubrimientos de
nuevos planetas y hasta abril de 2010 se han detectado 836asgplanetarios que contienen
un total de 453 cuerpos planetarios, con cuarenta y cintensss que contienen mas de un
planeta. El catalogo actual de planetas extrasolaresweizaado en forma continua e incluye
una inmensa cantidad de sistemas que poseen las mas sardadeter sticas orbitales. Mas
alla de los esfuerzos en la basqueda de planetas del tatea@stre en la actualidad, los
datos observacionales en sistemas multiples tienendagitines importantes para modelos
de formacion planetaria, proveyendo indicios importamigerca del rol que tienen diferentes
mecanismos as” como su evolucion dinamica.

Sin dudas es necesario el conocimiento de las técnicasogit@lgan dar las caracter’sti-
cas del movimiento de estos nuevos mundos. Como es de esstear técnicas de obser-
vacion astronbmica tienen asociadas errores y limiteasSoEs objetivo del presente cap’tulo
describir tales técnicas y repasar cuales son las cdsiitas planetarias que podemos ob-
tener con ellas. Mas adelante nos dedicaremos al anddids datos y a extraer la maxima
cantidad de informacion disponible en los mismos.
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1.1. Descubrimientos de exoplanetas

Las especulaciones de planetas orbitando otras estrat@s de, al menos, principios del
siglo XVIII. En el art’culoGeneral Scholiumpublicado en 1713, Isaac Newton razotha:
si las estrellas estrellas jas son los centros de otrosesisds parecidos, estos se formarony
estin sujetos al dominio de sus estrelldb”

Aseveraciones acerca de la deteccion de exoplanetasaktsiglo XIX. Una de las pri-
meros involucra a la estrella binai@@ Ophiuchi En 1855 el Capitan Jacob, trabajando para
el Observatorio de Madras, reportd que las anomal asabebihac’an “altamente probable”
que exista un cuerpo planetario en este sistema. Mas eeg1896) de la Universidad de
Chicago, a rmo6 que las anomalas orbitales probabanilstemxcia de un cuerpo oscuro en el
sistema d&0 Ophiuchicon per'odo de 36 afos alrededor de una de las estrellan@iargo
Ray Moulton seguidamente publico un trabajo probando igheodsistema de 3 cuerpos con
aquellos parametros orbitales ser’a altamente ines{&blerril, 1999). Durante 1950-1960
Van de Kamp hizo una prominente serie de anuncios de dete@sta vez para planetas or-
bitando la estrell8arnard Mas tarde se corrobord que estos reportes inicialessgraneos.
Recientemente Bailes et al. (1991) anunciaron descubnrameta en orbita alrededor del
pulsar PSR 1829-10, usando variaciones en el tiempo estpleos. El anuncio recibido una
atencion inusitada, pero pronto el equipo de trabajo seatét(Lyne y Bailes, 1992).

El primer descubrimiento con rmado fue realizado en 198B8gl@rupo de astronomos
canadienses Campbell, Walker y Yang. Sus observacionesldedad radial suger'an que
un planeta orbitaba la estrel@amma Cephelos descubridores se mantuvieron cautelosos
acerca del anunciar una deteccpanetaria real y un escepticismo generalizado persistid en
la comunidad astronémica por varios afos. Esto fue fuetémente debido a que las ob-
servaciones estaban en el I'mite de las capacidadesriresttales de la época. Otra fuente
de confusion fue que algunos posibles planetas podrratiedeecho enanas marrones, obje-
tos intermedios entre los planetas y las estrellas. Substesitrabajos de Lawton y Wright
(1989) y Walker et al. (1992) trataron de esclarecer la situedel sistema. Sin embargo, se
debib esperar hasta 2003, donde el grupo de Hatzes coramdstencia de un planeta, con
las técnicas mejoradas de velocidad radial.

A principios de la década del 90 los radio-astronomos Yéaian y Frail (1992) anuncia-
ron el descubrimiento de planetas alrededor del pulsar RSR+1L2. El descubrimiento fue
rapidamente con rmado y es generalmente consideradarteepcon rmacion de nitiva de
exoplanetas. Se cree que estos planetas alrededor del ggifemmaron de remanentes inu-
suales de la supernova que produjo el pulsar, en una segiapdede formacion planetaria, o
incluso podr’an ser los remanentes rocosos de planetastgigyjgaseosos que sobrevivieron
a la explosion de la supernova y luego cayeron en espiré bBas oOrbitas actuales.

El 6 de octubre de 1995 los astronomos del Observatorio deb&, Didier Queloz y
Michael Mayor, anunciaron la primer deteccion de nitiva dna exoplaneta orbitando una
estrella de secuencia principall Pegasiinaugurando la era moderna del descubrimiento
de exoplanetas. Los avances tecnologicos, mas notablks éécnicas de alta resolucion

Lel texto original puede ser consultado en:
http://en.wikisource.org/wiki/ThdathematicalPrinciplesof_NaturalPhilosophy(1729)/GeneraScholium.
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Figura 1.1: Histograma de detecciones anuales de exopkanasta abril del 2010. En el afio en curso se estima
un total de 120 planetas a descubrir (ver texto para mabajeta

espectroscopica, abrieron el camino hacia una gran eahdie nuevos descubrimientos.

Si bien las técnicas espectroscopicas dominaron losudgstentos en los Gltimos 15
anos, durante los Gltimos 4 afos se han mejorado lagctescde deteccidbn por transito y
se esperan aln mas decubrimientos una vez procesadadesde las misiones espaciales
Corot y Kepler.

Al 14 de abril de 2010 se conocen 379 sistemas planetariakizenido 446 planetas y
con 45 de esos sistemas planetarios con mas de un cuergedarede la estrella central.
Estos nimeros se incrementan continuamente y la Figufpr(iliestra la cantidad de descu-
brimientos por afio desde las primeras detecciones. Losasoéstan asociados a las técnicas
utilizadas, donde vemos que el azul (para velocidad radsagmpliamente dominante con
casi un 8%o del catalogo, seguido por el verde (para transitos) sgmtando casi un Pdde
la muestra. Las otras técnicas como variaciones de tiempuldar (5 planetas, en violeta),
deteccion por imagen directa (11 planetas, en marron)cyabeinte gravitacional (9 plane-
tas, en naranja) tienen representacion despreciablea &ertualidad dos paginas de internet
mantienen actualizado el catalogo de exoplanetas, twidsts por recompilaciones de datos
generales:

= www.exoplanet.eua cargo de Jean Schneider del Observatorio de Par’s.

= www.exoplanets.orgactualizada por Jason Wright, Geoff Marcy y el consorcio del
California Planet Survey

Mas alla de que el numero total de exoplanetas no coiraniti@ ellas, cabe destacar que si
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Figura 1.2: Histogramas de excentricidades de los exofaarsegin datos de los 2 catalogos mencionados.
Solo se tomaron exoplanetas detectados con Velocidad#ial&a El primer bin del gra co de la izquierda
muestra la mayor diferencia apreciable entre ambos gatdlgrealizado el 14/4/2010).

se comparan los parametros orbitales entre ambas fuedastsnediferencias signi cativas;
por lo tanto cuando se utilicen parametros para realizadesica se deben recon rmar las
fuentes de los datos. A modo de ejemplo mostramos en la Higlrkos histogramas de
todos los planetas detectados con técnica de velocid#l edd.4 de abril de 2010. Existe
una diferencia apreciable en el primer bin del histogramantras que en el gra co de la
izquierda aparentemente no existen exoplanetas con exgdedes desde O hasta 0.1, en
el histograma de la derecha se encuentran unos 75 exoatestao del mismo rango de
excentricidadés

1.2. ¢ Qe es un exoplaneta?

Desde los primeros descubrimientos de planetas alrededutrak estrellas se planteo la
necesidad de de nir mas precisamente que es un planetaod& e nir basicamente un
exoplaneta como un planeta orbitando a una estrella disti@thnuestro Sol. Por lo tanto
primero debemos de nir que es una estrella.

Tradicionalmente se de n'a una estrella como: un objetoazade realizar fusion de
hidrogeno en su interior. Sin embargo estrellas denoramealanas marronesiempre de-
sa aron esta distincion: demasiado pequeias para srdefusion del hidrébgeno, aunque
tienen la habilidad de fusionar el deuterio. No obstantédiednla escasez de tal is6topo, este
proceso perdura solo una 'n ma parte de la vida de la éatfehos 100 millones de afos) y
por lo tanto cuando son descubiertas han cesado dichanfomioho tiempo antes. La masa
m’nima de las enanas marrones es unas 13 masas de JURitey, para objetos de metali-
cidad solar. Spiegel et al. (2010) mostraron, medianteliaadion una variedad de modelos
de objetos subestelares, que este I'mite puede variae desdl 1M, hastal6M;,, depen-

2Dicha discrepancia fue personalmente discutida con J.Agigien no supo explicar su origen.
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diendo de su metalicidad. Debido a que muola@nas marronegrbitan otras estrellas y a
que no producen reacciones nucleares al momento de detedt&ber'an ser descritas como
planetas segln la de nicion del primer parrafo.

Recientemente, se encontraron objetos en cimulos estgtarenes que tienen masas
menores que las requeridas para sostener cualquier tipeadei@n. Ellos parecemtar
libres en el medidntra-c Umulo, debido a que no estan ligados gravitacionalmente a otros
miembros del mismo. Estos objetos han sido denominadoséfaa otantes libres”, porque
segln algunas hip6tesis de su formacion pueden haberegittados del sistema estelar
donde se formaron (Boss et al. 2003). Sin embargo, otraifidaibes que su formacion sea
causada por un auto-colapso a partir de una nube primovwilatyorth y Zinnecker, 2004).

Debido a estas ambigiiedades, en 2003, la IAU (Union Astroca Internacional) de -
nid en su grupo de planetas extrasolaW&ESRH lo siguiente:

En lugar de tratar de construir una de nicion detallada dé gs un planeta, de-
signado a cubrir todas las posibilidades futuras, el WGESIPda restringirse
a si mismo en desarrollar una de nicion aplicable a los sasglamados como
una deteccion, es decir: los relevamientos de velociddidlrpara compareros
de estrellas tipo solar (en su mayor'a) y los relevamiedéogmagen directas
paraobjetos otantes libreen clmulos de estrellas jovenes. A medida que se
hagan nuevos descubrimientos en el futuro, el WGESP va drdgus méritos
individuales y circunstancias y tratara de ajustar los/asi@bjetos en la de ni-
cion de “planeta”, revisandola cuanto sea necesari@ &stin enfoque gradual
de una de nicidn que evoluciona, guiada por las observasaue son las que
de nentodo nalmente. Enfatizando que es sblo una de aitde trabajo, sujeta
a cambios a medida que se aprenda mas sobre el censo denevospd€ baja
masa, se acordaron las siguientes a rmaciones:

= Los objetos con masas reales abajo del I'mite de masa oa fiermonu-
clear del deuterio (actualmente calculado eMLg3, para objetos de meta-
licidad solar), que orbiten estrellas o remanentes dellestionplanetas
sin importar como se hayan formado. La masa/tamafio na'mequerida
para un objeto extrasolar para ser considerado un planie¢ssee la misma
gue la usada en nuestro Sistema Solar.

= Los objetos subestelares con masas superiores al I'miteadas para la
fusibn termonuclear del deuterio senanas marronesin importar como
se formen o donde se localicen.

= Los objetos otantes libreen cimulos estelares jovenes, con masas infe-
riores al I'mite de fusiobn termonuclear del deutarmson planetas sino
sub-enanas marronescualquier nombre que sea mas apropiado (en algu-
nos trabajos recientes se denomipé&nemos

Al momento, 7 afos después de la escueta de nicion dajwabo se ha avanzado sobre el
tema y parece ser su ciente dicha de nicion. Por momentombsa m'nima esta lejos del
alcance de las capacidades actuales de deteccion, rsigngda masa maxima parece ser un
buen punto de partida para de niciones futuras.
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1.3. Tecnicas de detecoin de exoplanetas

Si bien de forma teodrica hay desarrolladas varias tésmeadeteccion, practicamente el
95 % de los exoplanetas detectados son por técnicas ded&oRadial y Transitos (unos
440). Mientras tanto Imagen Directal), Microlente GravitacionalNlicrolensing 9) y Va-
riacion en el tiempo de pulsaciones del pulsar (Pulsar fign8) representan solo el 5%.
Existen otras técnicas como Astrometr'a, que aun noymex descubrimientos, pues las li-
mitaciones tecnoldgicas no lo permiten. Cada una de Gsd#@s tiene sus puntos fuertes y
débiles pero por el momento basta con decir que ningunatepor s” sola brinda la informa-
cion total deseada y la combinacion de varias es necqsagestudiar distintos aspectos de
los planetas extrasolares y sistemas exoplanetariosiitéanen breve repaso por las técnicas
haciendo especial hincapié en Velocidad Radial y Traaslebido a su importancia.

1.3.1. Astrometra

Este método consiste en medir precisamente la posicitaekrella en el cielo y medir
como la misma cambia en el tiempo. Si la estrella posee uefalala interaccion gravitatoria
causara que la estrella se mueva alrededor del centro dedrehsistema. Debido a que la
estrella es mucho mas masiva que el planeta, frecuenteraecentro de masa se encuentra
dentro del radio de la estrella. Si bien la técnica asttdozees la mas antigua de las desa-
rrolladas para buscar exoplanetas y se hizo popular delsd@zito en caracterizar estrellas
binarias astrométricas, ninguno de los anuncios sohéeaiescrutinio de otros astronomos.
Desafortunadamente los cambios en la posicion esteldasqgrequeios y las distorsiones at-
mosféricas como los errores sistematicos tan grandelgtielescopios en tierra no pueden
producir mediciones lo su cientemente precisas. En 20D2]escopio espacial Hubble, uti-
lizb posiciones astrométricas para caracterizar ungtéapreviamente descubierto alrededor
de la estrell&Gliese 876

Una de los principales potenciales de la técnica es su jaeatser mas sensible en la
deteccion de planetas con Orbitas mas alejadas, ltd@oomplementaria a otros métodos.
Sin embargo se requieren tiempos de observacion largaib(pmente décadas) para que
puedan ser detectados y completar observaciones de wa@eEn contraposicion debido a
las limitaciones en la calidad de las observaciones séledt&rellas mas cercanas (20-25 pc)
son factibles de ser observadas con esta técnica desdeia. Ti

La Figural 1.8 muestra el desplazamiento del Sol debido atefdel movimiento pla-
netario (de Jupiter y Saturno principalmente), visto a diséancia de 10 pc; esta gura se
denomina “wobble” de la estrella. La amplitud de este desplaento es de 500 microsegun-
dos de arcorfiag. El desplazamiento debido a la Tierra presentar’a undituthple 0.3mas
a la misma distancia. En la misma gura, a la derecha se oasg#rwobble deHD 33636
siendo esta una de las mejores determinaciones astroasetjie se poseen, utilizando el
Telescopio Espacial Hubble. Se observa que el movimierntxrtio es aproximadamente
un orden de magnitud mayor que el producido a nuestro pragio S

Cada observacion de la estrella debe proporcionar coaddarcelestes;( ), pero en la
imagen CCD poseen coordenadas estandaresdque se encuentran en el plano tangente a la
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Figura 1.3: Izquierda: Movimiento astrométrico del cergolar (wobble) alrededor del baricentro del Sistema
Solar debido a todos los planetas en un per'odo de 50 a@iede dina distancia de 30 afios luz (Jones, 2008). El
c’rculo a trazos muestra el movimiento del Sol s6lo debiddpiter. El tamafio del disco del Sol es mostrado
en la esquina superior derecha para comparacion. Dengobale deHD 33636 una estrella central deM

a 28.7 pc de distancia, se deduce la presencia de un cuemaradisubestelar de 142;,, , que queda fuera

de las de niciones de planeta. Reproducido de Bean et alf200

esfera celeste (ver, Kovalevsky, 1995). La relacion egltséstema de coordenadas estandares
(; )y el sistema de coordenadas instrumentales medidg3 puede ser establecida en
forma polindbmica (Bean et al. 2010) segun:

X°= X + LC,(MB-MV)  XF,;

y°= y+ LCy(MB-MV) XF,;
Ax°+ By°+C P t ORBIT ; (1.1)
= Bx’+ Ay+F P t ORBIT

donde (MB-MV) es el color fotométrico, LCx y LCy son corrémees laterales de color;
XFx y XFy son correcciones cruzadas de los Itros; A y B son éagalas de la placa y
parametros de rotacion, mientras que C y F son corrimgentoy  son las componentes
de los movimientos propios,t es la diferencia de tiempo a la época mefiay P son los
factores componentes del paralajey nalmente ORBIT y ORBIT son las componentes
astrométricas de la orbita perturbadora. La orbiteoas#trica ORBIT es funcion de los
parametros orbitales per’oéq tiempo de pasaje por el pericentgpexcentricidag, semieje
mayora, posicion del nodo ascendenteinclinacioni y argumento del pericentto.

La semiamplitud del wobble que describe una estrella de Masaa una distancia del
observadoD, puede calcularse como:

" mp a 1pc
=3:00 N N UA D as (1.2)

donde la perturbacion es producida por un planeta de mgsarbitando a una distanca
de su estrella. Esta formula posee el estandar de coniaraa planeta tipo terrestre que
orbita a una estrella de masa solar, con su orbita a 1 UA,gandbse a una distancia de 10
pc del observador.
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En 2009 se propuso la existencia del planeta VB 10b de madd;,, , orbitando alre-
dedor de la estrella enana roja VB 10 (Pravdo y Shaklan, 2@8d®embargo, las determina-
ciones actuales corelocidad radialhan descartado la existencia de algtn planeta alrededor
de esta estrella (Bean et al. 2010).

1.3.2. Imagen Directa

Los planetas son una fuente de luz extremadamente débgarawha con las estrellas y
tienden a perderse dentro del resplandor de la estrellampitarg siendo extremadamente
dif cil su deteccion directa.

Los telescopios pueden detectar imagenes de exoplanki&nsircunstancias excepcio-
nales, cuando el planeta es especialmente grande (maydapjiber), ampliamente separado
de su estrella y/o su cientemente caliente para emitiraeidn infrarroja.

La evolucion global de planetas aislados es caracterjzadsu enfriamiento secular, que
reduce su luminosidad en tres o cuatro 6rdenes de magni&ndio tienen edades entre Myrs
y pocos Gyrs (e.g., Burrows et al. 1997). La luminosidadlastetrasa el enfriamiento, y
afade una componente de luz re ejada a la emision térriistn crea una dicotom’a en las
estrategias de deteccion preferidas: los planetas ggvean mas facilmente detectables a
través de su emision térmica en longitudes de onden ; mientras, planetas viejos y fr'os
a varias UA (es decir, analogos a Jupiter) pueden probasite ser observados re ejando la
luz de su estrella en longitudes de onda visibles. El bri#lgigantes gaseosos fr'os puede ser
estimado relativamente facil escalando con Jupiterp dwgmisferio iluminado e8 10 °
menos brillante que el Sol en longitudes de onda visibles separaciones angulares de los
planetas extrasolares de sus estrellas son casi siemSfeEsto signi ca que, en unaimagen,
se encuentran dentro del I'mite de seeing de observatiesre tierra. Este seeing puede ser
reducido, pero nunca completamente eliminado, con 6ptiegtativa. La Figulda_1.4 resume
las separaciones angulares que se deben medir para delistitaos tipos de exoplanetas
(rocosos, gaseosos, etc) en funcionateitraste (es decir la razén de brillo entre la estrella
y el planeta que la orbita).

Uno de los principales inconvenientes de este método esoguescubrimientos solo
cuentan con un par de observaciones poco separadas temg@at@| por lo tanto es dif cil
con rmar la érbita y s6lo se obtiene la distandaculadora que puede o no ser cercana al
semieje de la orbita.

Sumado a ello, las distancias que nos separan de las estiedl@rvadas no son conocidas
con absoluta precisiéﬁ1 por lo tanto las distancias del planeta a la estrella tamtimen
bastante incertidumbre. Conocida la distancia a la esttelh parsecs y medida la separacion
angular de la estrella al planeta en segundos de arco, smelii distancia instantanea del
planeta a la estrella en unidades astronémicas segun:

A[UA] = dlpd [ (1.3)

3Los errores en las distancias a las estrellas mas cercamasmscen por paralajes y las determinaciones
mas precisas provienen de las mediciones de Hipparcoss @uyores estan estimados en el 10 %.
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Figura 1.4: Posibles planetas detectables en el plancastatrs separacion angular. La di cultad de deteccion
se incrementa desde arriba a la derecha (bajo contrasteseparacion) hacia la esquina inferior izquierda (alto
contraste - pequefia separacion). La posicion espemdraplanetas conocidos se indica basados en modelos
de sus atmosferas. Los analogos a la Tierra en zonas hlakiton mostrados en 10 pc y 100 pc de distancias,
para estrellas de distintos tipos espectrales. AdaptaQateenbach (2006).

En julio de 2004, un grupo de astronomos anunciaba el prescubrimiento de este tipo y
que se denomin@M1207h cuya estrella central es una enana marron, luego fue c@up
y se estimo su distancia a la estrella en 30 UA (Chauvin @0814).

Por otro lado, la existencia de discos de “residuos” (denadovsdebris disk}alrededor
de estrellas, proveen un argumento contundente de la existede objetos solidos en estos
sistemas. Esto, en s" mismo, no provee informacion agkrda existencia de planetas, de-
bido a que en las Ultimas etapas de formacion los objetiidos pueden no formarlos. Sin
embargo es posible detectar exoplanetas indirectamensel o uencia en la morfolog'a de
los discos, como en el caso Bemalhaut(Kalas et al. 2005). Los planetas su cientemente
masivos abren un vac’o en los discos, que pueden ser ollesrdaectamente con imagen
o indirectamente analizando la distribucion espectratmerg’a (SED). Si existe ausencia
de material en alguna region del disco, el ujo con el que@aribuye es menor y deber'a
haber una disminucion en la SED. Un buen ejemplo de esto ed#9B donde existe un
disco prominente observado en longitudes de onda infeameidia e infrarroja cercana, que
sugieren la interaccion con un planeta (Telesco et al. @0 embargo, en otros casos, las
observaciones del Telescopio Espacial Hubble probaroifegiestructuras observadas como
anillos son en realidad espirales, que podr'an debergdera@tiones con una binaria cercana
(particularmente el caso d#D141569%studiado en Clampin et al. 2003).

1.3.3. Pulsar Timing

Un pulsar es una estrella de neutrones: un pequefo y uisademanente de una estrella
gue explotdb como una supernova. El pulsar emite ondas de eaduncono de luzmuy
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estrecho y posee un per'odo de rotacion extremadamentiareCuando el alineamiento con

el observador es favorable, se puede observar un efectdsite pimilar al que se observa con

un faro. Estos pulsos son muy precisos y estables en el tigmopt que es posible detectar

pequefas variaciones en su periodicidad. Si el pulsaepaos@laneta, se movera alrededor
de su baricentro y la diferencia de tiempo entre pulsos pumddar los parametros de la

orbita (Wolszczan vy Frail, 1992).

Este método fue originalmente utilizado en el estudio dai®s que conten’an un pul-
sar, pero es tan sensible que es capaz de detectar planefas mas chicos que con otros
métodos, hasta centésimas de masas terrestres. Taeshé@paz de detectar interacciones
mutuas y perturbaciones entre varios miembros de un sigi&natario, revelando as’, mas
informacion acerca de los parametros orbitales. En 198Rs&ander Wolszczan y Dale Frall
descubrieron dos planetas alrededor del pulsar PSR 12%6AlRasas de 3.4y 2M (ma-
sas terrestres). Su descubrimiento fue rapidamente g@up, convirtiendolo en el primer
planeta detectado fuera de nuestro Sistema Solar.

Las observaciones del pulsar, son mediciones de los tienpasribo de los pulsos
(TOAs, del inglésTimes of Arriva). En el caso de un pulsar que forme parte de un siste-
ma binario, los TOAs exhiben variaciones peritdicas, Itastes del movimiento del pulsar
alrededor del centro de masa. Tales variaciones puedencsiiadas (Konacki et al. 2000)
con la férmula:

h D [
t=x (cosE e€)sin! + 1 e?sinEcos! ; (1.4)

donde
_ . 2
[x=asini=c; E esinE=n(t ); n= F;] (1.5)

y teseladelanto/retraso adicional en el T&4gs la anomal’a excéntrica,e; !; sini; P; ,
son los elementos keplerianos de la orbitaeg la velocidad de la luz. Cuando un pulsar tiene
N planetas que no interacttan, las variaciones TOA se caerien (Konacki et al. 2000):

X h
t= Xj (CosE; g)sin!; +
+ 1 & sinEjcos ) :

En la practica los parametros a modelar, por medio deteyjs cuadrados m'nimos a los
datos, sonx;;g;!;P;; p,es decir, la proyeccion del semieje mayor de la orbitgdisar,
excentricidad, argumento del pericentro, per'odo oriteempo del pasaje por el pericentro
respectivamente.

La deduccion de la dependencia con estos parametros de peadizar describiendo el
movimiento del pulsar en un sistema de referencia baricentcon el ejez del sistema
dirigido hacia el baricentro del Sistema Solar y el playodel marco de referencia en el
plano del cielo (en la Figufa 1.5 se muestra la geometr'andgstema con dos planetas no
coplanares).
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Pi=w-t,
Po=w,-t, P P,

Figura 1.5: Geometr'a de un sistema con dos planetas.ngdds! 1, ! » son los argumentos de pericentro,

1, 2 longitudes de nodo ascendenitg,i, inclinaciones de las orbitas de los plandBay C; 1y » son
los angulos1;0n12 y N,0N1, respectivamente. Los angulbs 1; 2 pueden hallarse resolviendo el triangulo
esfériconinizn,. Reproducido de Konacki et al. (2000).

Con estos ejes de coordenadas tenemos,
m; R i (17)

dondeb es el versor a lo largo del eedel marco baricéntrico del sistema del pulsaR y
son las posiciones baricéntricas de los planetas. Asuoigue:

GM )

m; ..
—a; SInlj = X;C;, ————— = N;
M g J J (1+ msz )2 J

& (1.8)
con parametros planetarios orbitadesn;; g ;! j; . Estarepresentacion permite interpretar
naturalmente el movimiento del pulsar como una superposie movimientos el pticos de
sus planetas alrededor del baricentro del sistema. Una t@emperturbaciones anal’ticas se
puede ver en el trabajo de Konacki et al. (2000).

Si se considera un solo planeta de magaen una orbita circular con per’od®e incli-
nacioni orbitando a una estrella de neutrones “canonica” de mdsd 1, la amplitud de los
residuos del timing puede ser escrita como (Cassen et al. 2006):

mp P 23

=1:2ms —
M laifo

sini; (2.9)

Las mediciones TOA son utilizables para detectar planetdmmdta 0.01M

Los residuos keplerianos dependerxde m; sini; esto signi ca que la masa del planeta
y su inclinacion orbital no se pueden determinar indepamdimente. En contraste la fuerza
de la interaccibn mutua entre los planetas depende de sasmategrando un sistema de
N-cuerpos y modelando largas series de timing se puedenasbies valores de masas e
inclinaciones por separado (Konacki y Wolszczan, 2003).
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PSR B1257+12, Arecibo, 430 MHz
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Figura 1.6: Mediciones y modelo ajustado a las variaciori@a para el pulsar PSR B1257+12. El modelo en
I'nea continua es superpuesto a las observaciones (poegoss) y fue construido utilizando las variaciones
keplerianas del planeta y C. El eje vertical representa los TOA en. Reproducido de Konacki et al, 2000.

La Figura 1.6 muestra los tiempos de pulsacion (TOAs) athbsncon el observatorio
de Arecibo desde 1990. El pulsar de 6.2 ms, PSR B1257+12dbaegjularmente medido.
Asumiendo una masa estandardéM , las masas modeladas para los plané&ag C
son4d:3 02y 39 0:2M respectivamente. Las correspondientes inclinacionesatad
obtenidas (53y 47 ) implican que son casi coplanares (Konacki y Wolszczan3200

El principal inconveniente de la técnica de pulsar-timesgjue los pulsares son relativa-
mente raros, por lo tanto poco probable que un gran nUmeptedetas se encuentren con
este método. Ademas carecen de interés de estudio iatngdues la vida como la conoce-
mos no podr'a sobrevivir en planetas que orbiten pulsdedsdo a las radiaciones de altas
energ’as que ellos reciben.

1.3.4. Microlensing

La teor’a de relatividad general, permite explicar porgueamino recorrido por un haz
de luz es curvado por la presencia de un campo gravitacigngdrincipio cualquier objeto
masivo puede actuar como una lente, curvando la luz de utoodgefondo y causando la
magni cacion temporaria de su brillo. Este efecto puedebservado en la escala galactica,
donde por ejemplo un cimulo masivo “cercano” actla comtelde una galaxia lejana. En
el caso de perfecto alineamiento la lente causara que efoote fondo aparezca como un
anillo denominaddnillo de Einsteinde radio angular:

S

4GM (Ds D)

E — C2DSD|_ (110)

dondeD, es la distancia alalentBs es la distancia a la fuente (fond@es la constante de

la gravedadg la velocidad de la luz Y la masa de la lente. En el caso de un alineamiento
imperfecto aparecen dos imagenes simples del objeto dko fallededor de la lente (ver
Figura[1.7-a).

En el caso de deteccion planetaria con el método de leatégeional, una estrella con
su planeta actuan como la lente y el objeto de fondo es urellastistante. Este evento se
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Figura 1.7: Geometr'a de evento de leiigd. El alineamiento perfecto entre la estrella de fondo, lee#iatiente

y el observatorio. Si el alineamiento no es perfecto se fardws imagenek; e l,. (b). En el caso donde la
estrella lente tiene un planeta. Adaptado de Bennet et@6.2€). La observacion de una de las imagehegl
evento de microlente. Cuando el planeta pasa por la regbandlo de Einstein, se produciran dos imagenes
muy cercanas, debido a las limitaciones actuales en ré8nlaspacial, se aprecia un aumento de brillo en la
imagen.

denominanicrolente gravitatoriab microlensingy se re eren al caso especial donde se crean
multiples imagenes pero estan separadas por unos pakkssgundos de arco y por lo tanto
no son resueltas espacialmente con las capacidades actuale

La deduccion de las ecuaciones escapa a nuestro enfoqedg ger consultada en Gaudi
(2010), mientras que un analisis profundo de la técniaplconsultarse en Cassen et al.
(2006). Simplemente mencionaremos que la curva de magmndoagrincipal Q(t), puede ser
escrita en funcion de la distancia proyectada entre lalestte fondo y la de primer plano,
u(t):
u3(t) +2

Q(t) = U(t)v R0 +4

(1.11)

Ademas, la relacion de masa entre la estrella y el plangtaiede estimarse a partir de
la duracion total del evento princip&l y de la duracion de la anomal’a planetaggver la
Figura[1.7-c), con la ecuacion:

2

= tp:tE (112)

Ademas, la diferencia en tiempo entre el pico principal yiella anomal’a del plane-
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Figura 1.8: Observaciones de un evento de microlente OGUH-BLG-368. Los distintos colores correspon-
den a distintos observatorios y la curva continua el modektado. Reproduccion de Sumi et al. 2010.

ta, permite estimar la distancia proyectada entre el paynda estrella, denominada Sin
embargo existe una degeneracion en el problema y la solécla curva de luz puede ser
resuelta también por una distandib(Cassen et al. 2006). Otros parametros que pueden ser
determinados son el movimiento propio y paralajge la estrella que tiene el exoplaneta.

Los planetas masivos son mas faciles de detectar, posjaes facil que su luz inter-
cepte la fuente de la microlente. Sin embargo, la sensdtildel método permite detectar
planetas tipo terrestres. Una de las desventajas notablgsecel método denicrolensing
no se puede repetir debido a que la probabilidad de alinesoni®inca ocurre nuevamente.
También los planetas detectados tienden a estar varies ol parsecs de distancia, por lo
gue seguimientos con otros métodos observacionales smsibles. Sin embargo si se ob-
serva su ciente cantidad de estrellas de fondo (observaad@ el centro de la galaxia) con
Su ciente precision, el método eventualmente revetaran comunes son los planetas tipo
terrestres en la galaxia. Los eventos de microlensing sdns;alurando desde semanas o
d"as, mientras la Tierra y las estrellas se mueven refatvde. Mas de mil de estos eventos
se han observado durante los Gltimos 10 afios (Gaudi, 2010)

En 1991, los astronomos Mao y Paczynski propusieron ebtiagbara buscar exoplane-
tas. Recién en 2002 el método fue exitoso, llevado a cabarpgrupo de astronomos polacos
(Udalski et al. 2002), aunque debido a las limitaciones detbigho no se obtuvo con rmacion
clara. La Figuréa 118 muestra la microlente de OGLE-2007-E68 publicada en Sumi et al.
(2010), que contb con la colaboracion de 12 observateriaslargo del mundo. El evento
fue producido por una estrella enana K, con mdsa= 0:64M ubicada a una distancia de
D, =5.9 Kpc. La anomal’a planetaria es causada por un plaeateadam, = 20M , a una
distancia proyectada= 2 :8 UA de su estrella y cuyo semieje fue estimad@en3:3 UA.

1.3.5. Transitos

Cuando un sistema planetario esta orientado en el espatab frma que el plano de la
orbita se encuentra cercano a la I'nea de vision del ghder, los planetas periddicamente
transitaran frente al disco estelar. Las observaciornesnietricas de estos eclipses pueden
ser usadas para inferir parametros f'sicos y orbitaldegiplanetas.
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Para poner en practica la técnica, la precision fotaogety el tiempo de muestreo de
la curva de luz deben ser altos (mejor qu@.005 magy 5 min en muestreo temporal).
Las curvas de luz de alta precision como las obtenidas pbelescopio Espacial Hubble,
permiten por ejemplo, estimar radios planetarios muy posc{Brown et al. 2001). Ademas
se pueden buscar satélites planetarios, anillos o pkaeiaionales (Agol et al. 2005). Du-
rante el transito se puede emplear espectroscop’a aeisias para estudiar la composicion
gu'mica y propiedades f'sicas de las atmosferas plaast@Brown 2001). El estudio de los
cambios relativos entre la profundidad de los transitasatuncion de la longitud de onda,
es una manera de probar las propiedades de absorcion aedsfata planetaria (Charbon-
neau, 2002a). También es posible detectar el achatanderits planetas, determinando su
tasa de rotacion (Seager y Hui, 2002).

En contraparte para cada candidato a planeta detectadapsitd, se debe determinar
su masa con la técnica de velocidad radi@):(

= Primero, porque varios objetos astronomicos de distirdaaantienen los mismos ta-
mafos (es decir sus radios). Estos objetos soredasas M tartas(M  80M;), las
enanas marronefl3M; <M < 80M,;), y losplanetas giganteM  13M;), segln
se menciona en Seager y Mallén-Ornelas (2003).

= Segundo, porgue es posible identi car erroneamente lsgmaa de un planeta, cuando
en realidad se estan observando las manchas estelares.

La curva de luz de un planeta que transita permite obtenesalnaion bajo ciertas su-
posiciones:

i) que se tengan al menos dos transitos observados (pa&rmaniledr el per'odo)
i) que se asuma orbita circulas0

iif) que la masa del planeta sea menor que la masa de la astiglk< M

Iv) que la luz provenga de una estrella individual

V) que los eclipses tengan fondos planos, es decir que elafenptransitdb completamente
frente al disco estelar

Respecto del punto (ii) recordemos que las busquedaamttys desde la Tierra esperan en-
contrar planetas de corto per'odo, porque tienen la maytrgbilidad temporal de mostrar
transitos. Se supone que los planetas de corto per agenti@rbitas circulares (e=0), como
resultado de la circularizacion tidal (Seager y Mallem&as, 2003). Respecto a la suposi-
cion (iv), se debe tener cuidado de no tener luz contamend@una fuente adicional que se
mezcle con la estrella. Finalmente para (v), los trangilasos aparecen en una banda donde
el oscurecimiento del limbo es débil (dentro de los I'sidel muestreo temporal y el ruido
observacional), como por ejemplo la banda I.
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1.3.5.1. Ecuaciones para resolver la curva de luz

La geometr’a del transito, juntamente con la disminoicié la curva de luz son mostradas
en la Figura 1.9. En I'nea continua se marca como es la cerlazdjue se produce durante
el transito. También se marcan la profundidad del ttar{siF ), la duracion total del transito
(tt) y la duracion del transito entre el ingreso y egrdso (i.e., la parte “plana” de la curva
de transito, cuando el planeta es totalmente superpuest@strella). El primero, segundo,
tercero y cuarto contactos son marcados para un planeta gqueeve de izquierda a derecha.
También se muestran los radios de la estrella y plaftaR,) y el parametro de impacto
b correspondiente a la inclinacion orbitalParametros de impachodistintos (o inclinacio-
nes distintasi,) producen distintas duraciones de los transitos como sstraucon la curva
punteadas de la Figura 1..9.

/

Y

Figura 1.9: Esquema de los observables de la curva dettraAsiiba . Se dibujan los cuatro contactos de
dos transitos distintos: uno que pasa por el centro deflallasy el otro con parametro de impadicAbajo.
Curvas de luz que producen los transitos esquematizadagparte superior. La I'nea continua describe el ujo
observado para un planeta que transita por el centro deddl@stla I'nea punteada corresponde al planeta que
transita con parametro de impattcAdaptado de Seager y Mallen-Ornelas, 2003.

Existen 5 ecuaciones que describen completamente la cafva diel planeta en transi-
to (para su deduccion consultar Cassen et al. (2006) y SEealyallen-Ornelas, (2003)),
considerando una curva de luz producida por dos esferasaga@ pina delante de la otra:

F |UJO sin transito F IUJO con transito — R .

F _p
F |UJO sin transito R

(1.13)
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0 1
° 1 Re ’ 2 cosi 23
P R R R
te = —sin 'B— : §; 1.14
F a 9 1 cogi g ( )
0 1
° 1+ Re ? & (Os| 21
R R R
tr = —sin ‘B— : §; 1.15
T ! a 2 1 cogi 52) ( )
Zl 26f3
P?= ————— 1.16
G(M + mp) ( )
R = kMX; (1.17)

Las primeras tres ecuacion€s ((1.18)—(1L.15)) describgedmetr'a del transito en térmi-
nos de los observables. La Ecuacibn (1.16) es la Terceraééfepler. La Ecuacion (1.17)
expresa la relacion masa-radio estelar en funcion dealdésetrosk y x. k es un coe ciente
para cada tipo de secuencia estelar (secuencia princigahtgs, etc.) x describe la ley de
potencia de la secuencia ( 0:8 para estrellas de secuencia principal F—K (Cox 2000)).

Mas alla que resulte simple del esquema determinar losradisles (Figura 119), las
observaciones reales lucen un poco mas ruidosas (Figla i debe realizarse una buena
modelizacion de datos.

8.05 T T T T T

I mag

I mag

THATNet, @il -
- HATNet, birined

Phase

Figura 1.10: El panel superior muestra los datos crudossdertyyectos1ATNety WHAT, que constituyen una
curva de luz con 26400 observaciones en bdndaostradas en fase con un per'odo P =5.63341 d’as (Bakos et
al. 2007, para HD 147506). La profundidad del transito éod#en de 5 mmag, con una relacion sefial-ruido
de 26. El panel de abajo muestra los mismos datos bineadas\damario de bin de = 0:0005

Cada transito observado brinda 5 parametros a detemiéndisminucion en el brillla
F, la duracion total del transittr, la duracion entre el ingreso y egresoy defnir el
tiempo del maximo de la ocultacion respecto a algun oraybitrario.
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1.3.5.2. Paametros orbitales a partir de observables

Si se despejan las ecuaciones de la seccibn anterior saebti

i) La relacion de los radios entre el planeta y la estrelfgardir de la Ecuacion[(1.13),

R, P—
—P = F: 1.18
~ (1.18)
i) EI parametro de impactb, se de ne como la distancia proyectada entre el centro de

la estrella durante el medio del transito en unidadeR déver Figurd 1.B), y que puede ser
obtenido combinandd_(1.14) y (1]18),

2 3.0
P— in2 & _ P, 1
a gt P Seras TR
b R—COSI= ey ; (1.19)
1 sin?2 L

iii) La razon entrea=R , que puede ser obtenida directamente de la ecuation| (1.15)

) p— 2 2t
a_ @+ F) | 2li(l sin® - ; (1.20)
R sin® -5-

#12

iv) La densidad estelar , puede ser derivada de la ecuacion anterior y la Terceradkey
Kepler conm, M (Ecuacion[(1.76)),
n p L . #3:2

M=M _ 42 1+ F)? P@A sinPf%-

- _ P : (1.21)
(R =R )3 P2G sin® -

Los 5 parametros f'sicodR , M , i, a, y R, pueden ser derivados de las soluciones de
arriba usando una ecuacion adicional: la relacion madiestelar (Ecuacioh (1.17)).

La masa estelavl , se calcula utilizando la Ecuaciof _(1.21)y (1.17):

l'\\/l/'— = k¥— : (1.22)

El radio estelar,
— =k — = k¥*— . (1.23)

El radio orbitala se puede derivar usantib y de laterceraLey de Keplercom, M ,

P2GM
a= 4 5 ; (124)
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Con la Ecuacion(1.19), la inclinacion orbital es:

i =cos ! b% . (1.25)

Finalmente, el radio planetario es

R, RP— . @esp__
P = _" F= kPX— F: 1.26
R R (1.26)

. . 0:57p
Para estrellas de la secuencia principall yx  0:8, en cuyo cas§£ = —

Alternativamente se puede aproximar la curva de luz en urabé la distancia proyectada
entre la estrellay el planetd ( d(t)). Cuando se tiene una fuente uniforme, la razén entre el
ujo oscurecido y no oscurecido esta dada p6(p;z) = 1 ¢(p; 2), deducida en Mandel
y Algol (2002), donde:

8
EO l+p<z
12 T @I .
e(p; Z) = P~ o + 4 Jl Pl <z 1+ p (127)
3 P z 1 p
1 z p 1

donded es la distancia centro del planeta-estrédfagl radio del planeteR el radio estelar,
z = d=R la separacion normalizada de los centps, Ry,=R la razon de tamafnos; =
cos [(1 p?+ z%)=2z]; o=cos Y[(p?+ z®> 1)=2pz]. Geométricamente®(p;z) es el area
superpuesta entre dos c’rculos de réglioy R, cuyos centros estan separadasidades.

El oscurecimiento I'mbico causa que una estrella tengaillo bentral mas intenso que
en los bordes, en lugar de comportarse como una fuente dailiazrae. Esto produce que
la parte plana de la curva de luz (marcada goentla Fig[ 1.D), tenga una pequefia “panza”.
Claret, (2000) propuso una ley de oscurecimiento I'mbi@@palcular curvas de luz mas
precisas, que ajusta una amplia gama de rangos de modeasesy bandas de observacion

con la forma;
X4
I(r)=1 c(ld ™) (1.28)

n=1

donde =cos = P 1 r2,r eslacoordenada radial normalizada medida sobre el disco de
la estrellayi (r) es la intensidad espec” ca como funcionrde con condicion de contorno
I (0) =1 (ver Mandel y Algol (2002) para mas detalles).

Recientemente se mostro que los planetas con orbitastiaas deber’an ser mas faciles
de detectar (Barnes, 2007). El mismo autor ha demostradsi gaejusta el radio estelar con
los otros parametros, se produce un error sistematicasageterminaciones resultantes. Si se
analizan las aceleraciones orbitales, se obtienen dde®antre las duraciones del tiempo de
ingreso y egreso, que permiten obtener la excentricdbala orbita usando solo mediciones
fotométricas. Por el momento este efecto no es medibleectmtholog’a disponible (Barnes,
2007).
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1.3.6. Velocidades Radiales

La velocidad con la que una estrella se mueve en la direcathal desde el baricentro del
sistema solar, es decir su velocidad radial, puede deeéub@isiesplazamiento de la posicion
de las I'neas espectrales a través del efecto Doppler.

Al comienzo de este trabajo en 2006, casi la totalidad deXoplanetas eran indirec-
tamente detectados midiendo el movimiento de la estredacué orbitaban, mediante las
técnicas de velocidad radial,(). Las técnicas d&, empleadas fueron mejorando. En 1988
donde se iniciaron los programas observacionales, losesrem medicion eran de 20 m/s. En
la actualidad gracias a mejoras, tanto tecnologicas cécradas, han disminuido los erro-
res nominales hasta 20 cm/s. Estos errores son calculadwosraipl analisis del corrimiento
Doppler de las I'neas espectrales, sin embargo es un erroafy existe una fuente adicional
de errores. Recordemos que la Tierra, provoca cambios esideidad del Sol su velocidad
que tienen una amplitud de s6lo 9 cm/s, mientras que Japdace una perturbacion de 12.5
m/s.

Nuestro trabajo, es realizado analizando las velocidadiales. Sin embargo, mucha de
la teor’a subyacente de modelizacion de datos es apieatlialquiera de las otras técnicas
de deteccibn. Si bien en este trabajo no realizamos ak@RAbppler de las observaciones, es
sumamente ilustrativo conocer las bases de la reduccitsdiatos observacionales ya que
nuestro analisis tiene en cuenta las caracter’sticag dieténcion de los mismos (como ser,
errores Gaussianos en las mediciones, indeterminaci@rveécidad absoluta del baricentro
de la estrella, etc).

La espectroscop’a Doppler es un método de detecciorentdique utiliza la medicion
de la luz estelar para medir la in uencia gravitacional deplaneta sobre su estrella. En
los sistemas planetarios, la estrella y el planeta orbitamesicentro comin. De acuerdo al
efecto Doppler-Fizeau (efecto Doppler de ahora en mas)zlamitida por una fuente que
se aproxima (que se aleja) al observador sufre un corrimigatia longitudes de onda mas
cortas (largas). Segun el trabajo de Anne Eggenbergeeph&tie Udry (2010), en su forma
relativ'stica mas simple, el corrimiento puede exprasaomo:

=p— 1 1.29
0 "1 ve=e ( )

Z =

dondez es llamado “redshift” (en sentido general)y o son las longitudes de onda ob-
servada y en reposV, la velocidad radial del baricentro,es la velocidad de la luzy la
velocidad total del movimiento del baricentro del sistema.

Los métodos tradicionales de medicion de velocidad ramiasisten en observar una
estrella y seguidamente un espectro de comparacion. Laella lampara de comparacion
brinda las I'neas espectrales en reposo para el obseumaigatras que por efecto Doppler, la
estrella tiene sus I'neas espectrales corridas. Estedmes repetido en distintos momentos
a lo largo del afio y de esta forma se tienen las velocidadiéslea observadas. La porcion
del espectro visible de estrellas tipo F, G, Ky enanas M eaetuna considerable porcion de
I'neas de absorcion metalicas, que se usan para meglefesto. La gura 1.11 muestra una
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parte del espectro de una estrella tipo solar que posee alsoarplaneteb1 Peg, ilustrando
las multiples I'neas de absorcion en un espectro.

Los mejores resultados con las técnicas tradicionalesiperan la precision de 200 m/s,
dejando fuera de esta forma la posible deteccion de exef@isnSin embargo segun Eggen-
berger y Udry (2010), existen errores sistematicos cugasas son:

= Movimiento del fotocentro en la ranura del espectrografounidades Doppler, el an-
cho de la ranura es de unos pocos km/s, signi cando que emoas grandes que 1 m/s
ocurren cuando el fotocentro se mueve sblo pdébs anchos de ranura. En la practi-
ca, los movimientos del fotocentro debido a errores deldyyifoco y uctuaciones
del seeing son del orden d® ! anchos de ranura. Una solucion a este problema es
usar bra optica, para uniformizar la luz de la estrella @a®ehtrada del espectrografo.

= Variaciones del 'ndice de refraccion y exiones termdiricas: una solucion parcial
al problema es estabilizar y controlar el espectrograforesion y temperatura, aunque
algunos corrimientos no se pueden evitar; otra soluciautiégar una calibracion si-
multanea en longitud de onda para monitorizarlos. En @sstsimentos un cambio de
1° K en la temperatura produce un cambio neto d@0 m/s, mientras que un cambio
de presion de 1 mbar produce un corrimiento d8@00 m/s.

= Tiempos de exposicion y correccion baricéntrica: ldsaidades radiales clasicas son
corregidas al baricentro del Sistema Solar. Las princgpatmtribuciones del movi-
miento baricéntrico de la Tierra son la rotacion diurndaldierra (1-2 m/s, depen-
diendo de la latitud del observatorio) y la traslaciondstie ( 30 km/s). Al nivel
necesario del m/s, el movimiento del Sol alrededor del batio del Sistema Solar y
de la Tierra alrededor del baricentro Tierra-Luna son sigtivas. Para obtener ve-
locidades radiales es necesario conocer las efeméridesas del Sistema Solar y el
valor del tiempo en el instante medio de cada observac@meoor menor que 30 s.
Vale la pena mencionar el hecho que la luz toma unos 1000 deg{8.01 d"as) para
ir desde un punto al otro diametralmente opuesto en la soigedle la Tierra. Esto sig-
ni ca que el tiempo de un fenbmeno no sera el mismo en tooeplintos de la Tierra
y por lo tanto estas correcciones al tiempo deben ser apkcad

En la actualidad, la alta precision necesaria conllewfeahrrollo de dos tipos de técnicas
de alta precision que reducen estos errores sistematicagécnica que utiliza una celda de
celda de absoréincon iodo (,) y la otra denominada deferencia simulinea Ambas usan
el mismo tipo de espectrografo, pero di eren en disefio ylasode operacion.

1.3.6.1. Tecnica con celda de absoron

El método fue introducido en Marcy y Butler (1992) y consibisicamente en hacer
atravesar la luz de la estrella por una celda de absorcibp slebreimprimiendo en el CCD
ambos espectros a la vez. El espectro compuesto resultaraeabespectrometro donde es
convolusionado con el per | del instrumento y dispersadsi timealmente sobre el CCD.
El principio de analisis tiene en cuenta quegceirimiento observado del espectro estelar
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Figura 1.11: Espectro de la estrella con plan&a$eg, ilustrando las multiples I'neas de absorcion en su
espectro. Reproducido de Eggenberger y Udry (2010).

consiste en 2 partes: el corrimiento Doppler propio y un amiento pequio esfireo. El
corrimiento Doppler esplreo es representado enterarpentd corrimiento de las I'neas de
I 5, que luego es aplicado como correccion al corrimiento vasi® del espectro estelar.

Este método corrige los errores causados por los difeyearinos opticos que atravie-
san el haz de luz de la estrella y el de la lampara de comparaci

La gran cantidad de informacion Doppler contenida en estpsctros (alrededor de 300
I'neas de absorcion estelar) requiere un analisis gee general su ciente para tratar todas
las correcciones necesars

Para tener idea de los I'mites de precision alcanzadas$a lmaencionar que para una
estrella de magnitud visual V=13 observada con el obsaigatick, el corrimiento en el
CCD de las I'neas espectrales de solo 0.01 pixeles en altdetorresponde a un error de
medicion de 25 m/s.

El analisis Doppler riguroso debe considerar entoncesoelelo completo del espectro
observado, incluyendo el corrimiento del espectro esfelat), el corrimiento de las I'neas
del, sobreimpresas ( |,), y la PSF del espectrografo. El espectro observado eswestp
por dos funciones, dependientes de la longitud de onda:

4debido a que las observaciones necesarias son realizadhstiatos momentos, existe una exion del
espectrografo, movimientos del detector, distintosdettros en las ranuras e iluminacion imperfecta del es-
pectrografo que causa distorsiones en la dispersionspelctro al igual que en la respuesta del detector a la
sefial recibida denominada PSF (del inglés, Point Spreadtien).
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= el espectro estelar intr'nseto

= la funcion de transmisiom;, de la celda de absorcidn.

El producto de estas dos funciones es convolucionado déeltespectrografo con la PSF
e integrado sobre el pixel del CCD para reproducir el espetiservado. El espectro tomado
a través de la celda de absorciéff( ), se puede modelar como (Marcy y Butler, 1992):

|modele — kiig( + ¢ T,( + ,)] PSF; (1.30)
donde la constantees proporcional al nivel de exposicion de la observadias.incognitas
a determinar son: s, |, Yk, determinados por el métodos de cuadrados m’nimos ajus-

tando la observacion con la respuesta teorica de la énu@i30). Este proceso se realiza en
todo el espectro pero seleccionando cientos de pequei@ses del espectro de alrededor
de 2A denominadas “chuncks”.

El corrimiento Doppler corregido es simplemente dado por:
= s s (1.31)

Que es convertido en velocidad a través de una expresa@rpnecisa para el corrimiento
de las I'neas espectrales (Marcy y Butler, 1992):

(I+ cos)d+ o).
0 n(1 2)1=2 '

donde ( eslalongitud de ondaenreposos o+ , = v=ces lavelocidadtopocéntrica
respecto de la velocidad de la luzes el angulo entre la I'nea de vision y el vector velocidad
topocéntrico de la estrellay es el enrojecimiento gravitacional del haz estelar gs el
‘ndice de refraccion del aire en el espectrografo. lgnay y n causa errores relativos en la
velocidad menores que 1 m/s. Los términos de la expregiativ’ stica deben ser tenidos
en cuenta a n de evitar errores de varios metros por segudda.de las desventajas de
este método, es que se obtienen corrimientos Doppleivadadl modelono velocidades
absolutas Sin embargo los enormes errores sistematicos son elilmsngEggenberger y
Udry, 2010).

Las 2 funciones necesarias en la Ecuadion (1.30) son degstasa priori en la puesta a
punto del espectrégrafo:

(1.32)

= | se obtiene observando la estrella sin la celda.dé&sto brindals P SF, no la
| s deseada. Por lo tanto se realiza la deconvolucion usartdanisformada de Fourier
para obtener el parametro deseado.

= La funcion de transmision de la celdaldqi.e. T,,), se obtiene observando solamente
la celda del,. Esta observacion se hace bajo estrictas normas y su esgecén-
cuentra disponible bajo pedido. La funcion de transmidig provee dos elementos
importantes en el proceso de modelado. Primero brinda wtésprescala de longitu-
des de onda. Segundo, brinda un espectro de referencia coal@eterminar la PSF
del espectrometro.
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Los espectrografos que buscan planetas, basados eep@stat’son: HAMILTON (Ob-
servatorio Lick, USA), HIRES (Telescopio Keck, Mauna Ke&A), UCLES (AAT, Siding
Spring, Australia), HRS (Telescopio HET, Davis MountairgA) y UVES (Telescopio VLT,
Paranal, Chile). La precision de estos instrumentos indie es posible obtener errores in-
ternos de hasta 2.5 m/s.

1.3.6.2. Tecnica de referencia simulhnea

La técnica de referencia simultanea involucra el uso dbras opticas que alimentan al
espectrografo: la bra 6ptica del objeto (que tiene la &stelar) y la bra optica de refe-
rencia que recoge la informacion de longitud de onda deeeféa. La longitud de onda de
referencia utiliza una lampara de Thorio-Argon (Th-Ar) ni&todo a veces se conoce como
técnica simultanea de Thorio, exige mucha precision @mstumento y el analisis Doppler
es directo.

Una caracter’stica del método es que se implementa enpatteggrafo, con muy alta
estabilidad mecanica y térmica. El uso de bra 6pticauainestabilidades en la variacion
de la iluminacion y variaciones del per | instrumental (Sque no se pueden corregir en
la calibracion simultanea. La estabilizacion térmioaplica que ambos caminos opticos de
ambos haces de luz son similares en el espectrografo. baidatl radial es obtenida con
correlacion cruzada entre el espectro observado y messgae consisten en plantillas bina-
rias templatescon valores 0 y 1) formados por rectangulos. Esquematogaria funcion
de correlacion es construida moviendo la posicion dedaaara, sobre una ventana centrada
en la velocidad radial de la estrella (mas detalles en Barah al. 1996, Pepe et al 2002).
Las mascaras usadas para correlacion son basadas etiasgealta relacion sefal/ruido
de estrellas brillantes o bien de espectros sintéticos.

Los espectrografos que buscan exoplanetas basados ¢éeoasta son: ELODIE (Teles-
copio de 1.93 m, Haute Provence, Francia, no funciona de3@®) 2CORALIE (Telescopio
Leonard Euler, La Silla, Chile), HARPS (Telescopio ESO 3,&.mSilla, Chille) y SOPHIE
(Telescopio 1.93 m, Haute Provence, Francia). La pratdgestos instrumentos actualmen-
te es superior a 1 m/s.

1.3.6.3. Errores de las mediciones y Jitter estelar

El analisis Doppler provee una medicion formal de los respsin embargo puede ha-
ber un error adicional mas dif'cil de caracterizar, proeate de un ruido intr'nseco en la
velocidad del centro de masa de la estrella.

Entre las fuentes derrores sistermaticosen las mediciones se incluyen los problemas en
el modelado de las I'neas espectrales y la caracterizaebespectrometro.

Entre las fuentes derrores intr ‘nsecoseljitter estelares su causante y se piensa que su
origen es la combinacion de movimientos convectivos enpaiscie, actividad magnética 'y
rotacion (Saar y Donahue, 1997). Esta cantidad dependesdedpiedades estelares como
tasa de rotacion y tipo espectral pero es t'pica de 1-5 ams @strellas cromosféricamente
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Figura 1.12: Mediciones de velocidad radial en HARPS solastrellas de tipo solar. Son claramente visibles
las oscilaciones en todas ellas y sus amplitudes son cobipar&eproducido de Eggenberger y Udry (2010).

estables (Cumming et al, 2008 y referencias en el art'chie3afortunadamente a veces no
es facil identi car estas variaciones espireas y en algwasos como en HD 165435 tienen
una amplitud de 80 m/s (Queloz et al. 2001) y estan cor@tacios con la variabilidad fo-
tomeétrica. Los estudios sistematicos de la actividaglasy variacion de las velocidades han
demostrado que es dif'cil identi car correlaciones caosparametros astrof sicos (Eggenber-
ger y Udry, 2010).

El Sol, por ejemplo, oscila en varios modos de baja amplitada uno caracterizado
por una sefal menor que 20 cm/s y per'odo de tiempo entres3rgidutos. Estas uctua-
ciones son debidas a movimientos estocasticos convectiencanos a la super cie solar.
En la Figurd 1.1I2 aparecen observaciones recientes gudramueste comportamiento para
varias estrellas de tipo solar. Si bien los modos individsiae oscilacibn son del orden de
10-50 cm/s para estrellas de secuencia principal, su émér€ia constructiva puede produ-
cir variaciones hasta 10 veces mayores en tiempos de escatindtos. A pesar que estas
oscilaciones pueden ser interesantes desde el punto deststictural son un ruidoolesto
cuando se realiza la bsqueda de exoplanetas.

Por otro lado, los compafieros adicionales de baja mastertdbles, pueden ser una
fuente adicional de variabilidad en la velocidad. Se entaarenmascarados en el ruido pro-
pio de las velocidades. El I'mite de deteccion de planetda segun el programa observacio-
nal. Es cominmente aceptado como I'mite de deteccioraomuditud de la sefial K=10 m/s,
aunque programas espec’ cos han llevado este I'mite arisaAHD 156668b, con una masa
equivalente a M , Howard et al. 2010), e incluso K=0.8 m/s (HD 10180b IMB5, Lovis
et al. 2010). Una primera estimacion basada en el relevam@n el instrumento HARPS
sugiere que uB0 %de las estrellas enanas G y K tienen un planeta con masasesene
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30M vy perocosP < 50d"as (Mayor et al. 2008). Estos planetas tienen una andpdiéu
sefial muy baja y con otros instrumentos de menor pregipidgden ser confundidos con el
comportamiento del jitter estelar.

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente, la irmzerieen cada velocidad ra-
dial medida, puede ser caracterizada como la suma cuzaldilos errores sistematicos e
intr'nsecos, de nida por:

2= |20 + 2 (1.33)
donde";, es dado por el proceso de la determinacion del valor de tzigzld radial y

2 es el valor del jitter estelar. A lo largo del trabajo se adaogdbs valores sugeridos de
jitter estelar y son Utiles porque de esa forma se “suawbkgéso individual de cada dato.
En nuestros trabajos se buscaron mejores ajustes probatihbod valores de jitter, y las
soluciones encontradas no var'an signi cativamenteuhiaa excepciobn que encontramos es
en el sistema HD 73526, donde este peso sobre las obsemsciambia drasticamente las
soluciones.

1.3.6.4. Velocidad Radial en fund@n de parametros orbitales

Veamos ahora como obtener los parametros planetarioeidfude la velocidad radial
de una estrella. La velocidad de una estrella respecto ehadmdor puede ser descompuesta
segln dos direcciones, una de ellas en la direccion deheddor y que es llamadéelocidad
Radial y la otra proyectada sobre el plano tangente a la esferaegledirectamente medida
a través de técnicas astrométricas.

La orientacion de la orbita de un sistema extrasolar ersgh@o esta de nida segun
muestra la Figura 1.13. La orientacion del ejesta dada en la direccion aque es el nodo
donde el movimiento del planeta es dirigido hacia el obskv&l ejey es también tangente
a la esfera celeste ortogonal al anterioz gs dirigido en la I'nea de la visual alejandose
del observador. Por convencion la 6rbita esta orientidgal forma que el argumento del
pericentro esta dado pbr+ i es lainclinacion del plano de la 6rbita con respecto dbcie

La expresion exacta para la velocidad radial que produgaameta en su 6rbita alrede-
dor de la estrella de mada , puede ser deducida facilmente en funcién de sus parasnet
orbitales (ver Beaugé et al. 2007b) y esta dada por la sxpre

V. = K[cogf +!)+ ecoq! )]+ Vo (1.34)

dondeK es la amplitud de la variacion de la velocidad radial, laeetGcidad ese,
el argumento de pericentto. Vo es el desplazamiento arbitrario del origen. Se encuentra
escrito en forma vectorial, pues es necesario una compaghpor cada conjunto de datos
gue se disponga (sea un observatorio y/o instrumento difsreer Seccioh 1.3.6.1).

La amplitudK puede ser escrita como:
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_Pericentro

. /N ~ Plano del Cielo

Figura 1.13: Marco de referencia astrocéntrico rotadngdése muestra el plano orbital y el plano tangente a la
esfera celeste. El origen de los angulos es el punt@l planeta (c’rculo negro) se encuentra en el pericentro
de la 6rbita. Reproducido de Beaugé et al. (2007b).

m 2a sini
N

= 1.35
m+M P PT o (1.35)

dondeP es el per'odoa el semiejem la masa planetariay la masa estelar.

La anomal’a verdadefase relaciona con la anomal a excéntiicde la siguiente manera:

r

f E l+e
tg = =tg — ; 1.
9 3 95 1T & (1.36)
y luego con la ecuacion de Kepler obtenemos la anomal aamed
. 2
E esinkE = ?(t ) (1.37)

donde es el tiempo del pasaje por el pericentro, por convencianigén de la orbita.

Resumiendo, se pueden identi car 6 parametros planatgie determinan la curva de
velocidad radial y de nen el conjunto gerametros primarios:

= K, la amplitud de la velocidad radial
= P, per'odo orbital
= e, excentricidad

= |, argumento de pericentro
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= , pasaje de tiempo por el pericentro

= V), velocidad radial del baricentro respecto a un 0 arbitna@sociado al conjunto de
observaciones (ver explicacionlen 1.3.6.1)

A n de disminuir errores numeéricos, el tiempo de pasaje glgrericentro es dado en
unidades de tiempo a partir de la primer observacion dispmrEl origen temporal de las
observaciones es desplazado con el mismo objéi@400000

Utilizando la tercera ley de Kepler:
na®= G(m+ M) (1.38)
donden = 2 =P es la velocidad angular media alrededor de la 6rbiBags la constante de
Gravitacion Universal.

Los parametros secundarioautilizados para estudiar la dinamica del sistema sora
masa del planeta y a, el semieje de la 6rbita. La masa dedtplaiebe ser obtenida combi-
nando[(1.3b) y((1.38) para obtener la expresion:

3
m sin(i) P

(m+M)2  2G K@ &)™ (1.39)

gue en téerminos computacionales puede ser resueltavitarente. Debemos hacer una sal-
vedad, ya que estrictamente hablando, se determina ehparam.sin(i) y aunque la incli-
nacion no se puede determinar directamente se asume uimaditm de 90 por lo que se
tiene unanasa ninima para cada planeta. Luego, con la ecuadion {1.38) se pukldeca|
valor del semiejea. Los parametros secundarios tienen, de por s’, asociadoor intr'nse-
co porque dependen expl citamente de la masa de la eqtetierminada indirectamente,
espectroscopica o fotométricamente, y cuyo error es @2dn

Si aproximamosn M , se obtiene una expresion para la masa planetaria m'nima:

- p P
m sin(i) ' °G KM 2=

1 e (1.40)
El desconocimiento de la inclinacion de la orbita es urbfgma a la hora de estudiar
la dinamica. En sistemas de multiples planetas, se puedlenlar las razones de masas y
semiejes. Si suponemos que los planetas son coplanaresnpsdproximar el cociente
entre las masas:
m; sin(j m;
m; sing) . m; (1.41)
m; sin(i)  m;
gue no es afectado por la inclinaci@sto es ventajoso desde el punto de vista dimico,
ya que se ha demostrado que el comportamiento de ambos plaastdentro de la reso-
nancia depende principalmente de la raan de masas entre ellos y&do débilmente de las
masas individuales (ver Beaug et al. 2003, 2006 para s detalles)
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El ajuste de velocidad radial con el modelo kepleriano, jterdeterminar la presencia
de un compainiero planetario, dando 4 de los 6 elementosatarsepara describir una orbita
(los otros 2 son la longitud del nodo ascendentg la inclinacion orbitali). Eggenberger
y Udry (2010) arman que, la masa real del planeta y la masama no di eren mas de
mp,  2mgsin(i), en casi el 90% de los exoplanetas. Sin embargo no especi can como se
estiman estos valores. Dado que el método por el cual stepleterminar la inclinacion
es mediante transitd (1.8.5) y que la geometr’a del pnodlée transitos favorece detectarlos
cuanda 90, este valor puede contener un alto sesgo observacional.

Si consideramos un planeta en orbita circular, alrededama estrella de masa solar, la
Ec. (1.35) se simpli ca como:

K [m=g] = 28:57 m sin(i)[M;,,] P *~[af03 (1.42)

Debido a que la probabilidad de detectar un planeta, depeseigcialmente del valor de
la amplitud de la velocida# , esta expresion indica que la mediciobn Doppler favorece |
deteccion de sistemas planetarios con planetas masivwwsagrtb per‘odo.

En el caso de tener mas de un planeta, y cuando ellos no eigdanteraccion, se pueden
sumar las contribuciones keplerianas que produce cadaarrgeparado. Por lo tanto cada
sefial esta caracterizada pgdr parametrosNI = 5 npa + Ngyg), teniendo el cuenta el
numero de planetas{,) y el nUmero de conjuntos observacionales,d).

La suma de las contribuciones individuales de los plan®#tdg)], esta dada por la suma
de ecuaciones de la forma de la Ecuacion (1.34), es decir

Npla
Ve= V(i) (1.43)

i=1

Nombraremos los parametros orbitales desde el planetanténo al mas externo por
razones de simplicidad. Existe cierto criterio generdiizale nombrar los planetas desde el
mas interno en orden alfabético, empezando por lalle®&:n embargo cuando se descubren
exoplanetas previamente no detectados, puede ocurriregeacsientre mas proximo a la
estrella central y por lo tanto la regla alfabética piereletisio (e.g. 55 Cne, Fischer et al.
2008)

En el caso de sistemas exoplanetarios donde la excentridelalguno de los planetas
es cercana a cereg( 0), a nde evitar la inde nicion del angul& ;, es conveniente usar
variables regularizadas:

k = ecos[$ ] (1.44)
h=esin[$] (1.45)

Para jar algunas ideas, la Figura 1114 muestra como cadalarios parametros prima-
rios modi cados cambia la forma de la velocidad radial.
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Figura 1.14: Ejemplos de dependencia del modelo -Ecu4Zi84)- con cada uno de los parametros primarios.
La sefal representada por la I'nea continua tiene P=d€) d=0, K=50 m/d, =0 , =2.5d"as, Wp=-30 m/s.
Los parametros primarios fueron cambiados de a uno por eelynea a trazos se dibuja la velocidad radial
resultante. Adaptado de Eggenberger y Udry (2010).
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1.3.6.5. Expansiones Hpticas

Podemos aproximar la expresion exacta de la Ecuakciod)(Je8cribiéndola en funcion
de elementos orbitales osculadores y expandiendo lasoluesitrigonométricas:

V, = K ecoq!)+ cogf)coq!) sin(f)sin(!) + V, (1.46)

La anomal’a verdadefapuede ser escrita, a través de la ecuacion de Kepler yartdio
las expansiones en serie de Bessel como (Murray y Derm@®)19

%
sin(f) = 2p 1 ¢é B %dge\]s(se)sin(sM) (1.47)
%
cogf)= e+ 2(17662) Jo(s&)sin(sM) (1.48)
s=1

dondels(se) es la funcibn de Bessel de primer orden, dada por la expresi”
Z

Js(se) = 1 cosE sesin(E))dE: (1.49)
0

Escribiendo expl citamente hasta orden 4 en excentdeisizobtenemos:

sin(f) sin(M) + esin2M) + € gsin(e;M) gsin(M) +

el gsin(4M) gsin(ZM) + #(eh (1.50)

coqf) codM )+ e(cog2M) 1)+ gez(cos(3M) cogM)) +

ge3 (cog4M)  cog2M)) + #(e*) (1.51)

Esta serie converge rapidamente para pequefios valoeaugieque es divergente para valores de
e > 0:6627434 Mas adelante volveremos sobre este punto.

1.3.7. Efecto Rossiter-McLaughlin

En 1924 Richard Rossiter y Dean McLaughlin midieron la pooyé@n, sobre el plano del cielo, del
angulo formado por el plano de la orbita y el eje de rota@ételar (angulspin-Orbita= , de ahora
en mas) para las binarias eclipsantesta Lyrae y Algol respectivamente. El trabajé consistio en
modelar las variaciones de la velocidad radial de las &strehedidas durante el transito. Este efecto
actualmente denominad®ossiter-McLaughlifRM de ahora en mas), se mani esta cada vez que un
objeto (estrella o planeta) oculta parte de la super cielast

Es de interés particular medir este efecto en JUpiteiemIa, pues no se entiende bien su proceso
de formacion. Se supone que los JUpiters calientes seafolejos de la estrella y luego sufren una

®Planetas del orden deM,, y perodos P 3 das.
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Planodelcielo

Normala la orbita

I8

4

Eje de rotacidn

K Direccion a la Tierra

Figura 1.15izquierda. Esquema de la con guracién espacial necesaria parawrssdrefecto RM. (adaptado
dewww.oklo.org ). Derecha Diagrama de orientacion de ejes donde se ve mas claramgast es una
proyeccion y existe una simetr’a no resuelta sobre eXefadaptado de Fabrycky y Winn (2009).

migracion hacia la estrella hasta su posicion actuabdjos recientes como Benitez-Llambay et al.
(2010) tratan de explicar mejor estos procesos. Los manasisie migracion no son bien conocidos
y algunos de ellos di eren en el alineamiento spin-6rbita:

= Existe una basta literatura que considera la interacagroeplaneta (Lin et al. 1996, Papaloi-
zou y Terguem 2006) y, segln los resultados de las integr@sinuméricas, este mecanismo
no afecta el angulo.

= En contraste otras teor’as sugieren eventos disrupton® interacciones planeta-planeta (Ra-
sio y Ford 1996) y colisiones de planetesimales (Murray .€12$8) que pueden causar una
aleatoriedad en la alineacion spin-orbita.

= Los planetas en 6rbitas estables pueden presentar grascieciones en inclinacion y ex-
centricidad debido a perturbaciones seculares de plangtaslejados. Estas oscilaciones se
encuentran acopladas y ocurren en un rango espec’ co deegaleste efecto es conocido como
Mecanismo de Kozai (Kozai 1962). Una combinacion entrertautarizacion tidal y el meca-
nismo de Kozai podr'a explicar la formacion de planetasais a la estrella (Nagasawa et
al. 2008) y midiendo la alineacién spin-6rbita se puedsiidcar este mecanismo en sistemas
extrasolares.

La geometr'a del problema puede ser analizada en la padehdede la Figuria 1.15. El sistema
de coordenadas esta orientado de tal forma que ef ejsta en direccion al observadoidy yace
sobre la I'nea de nodos de la orbita planetari gompleta el sistema ortogonal. El nodo ascendente
del planeta (la ubicacion donde el planeta cruza el plahoiel® conZ-> 0), es enX < 0. En este
sistema de coordenadas, (la normal al plano de la 6rbita) esta en el plahéd y es especi cado por
el angulo de inclinacion de la orbita:

io = cos Y(ny 2); (1.52)

que var'a de 0 a= 2. Para especi cang se necesitan 2 angulos, el angulo de inclinacion del dgin
la estrella

is = cos Y(ns 2) (1.53)


www.oklo.org
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0

time

Figura 1.16: llustracidon esquematica de la curva de ve@datanémala que produce el efecto RM. Los 4 distintos
caminos que puede seguir un planeta, a-d, en el panel dedialidg corresponden a las curvas de velocidades
en la derecha. Reproducido de Ohta et al. 2005

y el angulo nal que se entiende de la gura es en angulo entre efejda proyeccion deg sobre
el plano del cieloXY . Concluyendo,

ne = Ysiniyo+ Zcosi,
ne = Xsinissin + ¥siniscos + Zcods (1.54)

Para un planeta que transitg,es medible mediante el analisis de la fotometr'a dekttany
(el anguloproyectado spin-orbita) mediante el efecto RM (el angulces el angulacompleto spin-
orbita). Cuandg j es pequefio, entoncgg es un I'mite inferior del valor de. Un valor alto dg |
implica que hay una gran diferencia de angulo spin-arlfitar simetr'a una con guraciorid; ) no
se puede distinguir de una con guracion ( i,; ). Valores positivos de tienen el spin estelar
rotado en el sentido de las agujas del reloj y valores nexzatle en sentido contrario de las agujas
del reloj. Valores d¢ j mayores que i, corresponden a Orbitas retrogradas.

Si en su recorrido el planeta cruza a través del disco esteltorma no paralela al ecuador de la
estrella, el cero de velocidad radial no ocurre en el puntdiondel transito y la curva de velocidad
radial es asimétrica. La Figura 1116 muestra como estéoedetiia dependiendo de la direccion del
transito.

Las velocidades radiales observadas durante el transéidem ser combinadas con otros datos,
incluidas lasV, fuera del transito y la fotometr'a del transito, acotata ubicacion de la orbita del
planeta.

Muchos trabajos recientes de exoplanetas realizan madiidel efecto RM, aunque los I'mites
de precision restringen su aplicabilidad a casos espes. Los angulos medidos para los planetas
extrasolardno evidencian tendencia hacia algln valor y se obtienesrtexas de unos10 .

Ghttp://www.aip.de/People/rheller/content/main_spino rbit.ntmi
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1.3.7.1. Ecuaciones para modelar el efecto RM
Presentaremos un desarrollo basico de las ecuacionesatiElRM, aunque los pormenores y
mejoras al modelo pueden ser consultadas en Giménez (2@#&)di y Winn (2007).

Consideremos una estrella de magay radioR que tiene un planeta que transita con masa
m y radioRp. La Orbita tiene un per'odB, excentricidade y argumento de pericentio. Se puede
escribir la variacion de velocidad radial neta de la dstiel V) como la suma de la velocidad radial
de la estrella debido al movimiento orbital Yo, ver Ecuacion[(1.34)) y la velocidad radial anomala
debido al efectiRM ( VR):

V)= Vo(t)+ VRr(1): (1.55)

donde “O” es reservado para las contribuciones por el mevitaidel planeta en su 6rbita y la “R”
para contribuciones de los efectos Rossiter-McLaughliotgaion estelar.

Por conveniencia se escribe el efecto de RM como:
VrR(t) = Kr 9(t; Xp: Yps 5 5550 ); (1.56)

separando la amplitud totKlg del efecto RM de la funcion adimensiorg{t) < 1. La amplitud es
dada por:

5 (1.57)

Vssinls R, 2 R 2

Kr Vssin|sl

= 52:8m=s

(1.58)

donde Rp=R . En la (ltima igualdad, se asumi6 que 1. La funcion adimensionaj depende
de la posicion proyectadip;yp) del planeta, pero también dey del oscurecimiento I'mbico J.
Por simplicidad, se usa una funcibn parametrizada lineadencon la ley de oscurecimiento I'mbico,
de tal forma que el brillo super cial (no ocultado) de la efifr es:

h i
2 1=2

1Y) o 1 1 k2 oy : (1.59)

lo

La Figura 1.1V muestra tres trayectorias de un planeta qusita sobre el disco estelar. Estas
trayectorias tienen el mismo parametro de impdgty consecuentemente todos ellos producen la
misma sefial fotométrica. (recordemos que el parametnmpacto es dado pbr= acosi=R , donde
a es el semieje mayor). Sin embargo las trayectorias di ereelesalor de , y consecuentemente
producen distintas formas de RM, como se dibuja en los psieleriores. La sensibilidad de la
forma del efecto de RM con es lo que permite al observador estimar el alineaminetcbiita.

Un caso especial, simple de analizar, ocurre cuando el giscetario es totalmente contenido
dentro del disco estelar y el oscurecimiento I'mbico epasable ( = 0). En este casqj es la
distancia perpendicular desde el eje orbital estelar jptage,g(t) = xp(t). Si consideramos una
trayectoria rectil'nea a través la cara de la estrella, garametro de impactqg podemos escribir la
posicion del centro del planeta en funcion del tiempo como

t cos bsin ;
t sin + bcos; (1.60)

Xp(t)
Yp(t)
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Figura 1.17: La dependencia del efecto RM con respecto@e dibujaron tres trayectorias posibles de un
planeta que transita. Las con guraciones tienen el mismrarpatro de impactob(=  0:5) y producen la
misma curva de luz, pero di eren eny producen distintas curvas RM. En los paneles inferioraasestra la
velocidad radial resultante, para el caso donde no hay esicuiento por limbo (= 0) con I'neas punteadas;
mientras que en I'neas solidas se reproduce la velocathidlrcuando = 0:6. Adaptado de Gaudi y Winn,
(2007).

dondet (t  tya)=Tya, tra €S el tiempo del punto medio del transilgg = R=vy, €S el tiempo
de cruce por el radio correspondiente a la velocidad o&hﬁmlaneta en el tiempo de transito (debido
a esto la duracion del transito es aproximadam@mtg 1 ©?)y es el angulo de la trayectoria
con respecto a el ecuador estelar aparente. Se deemtre 180 y +180 ; Si > 0, el planeta
se mueve hacia el norte estelar cuando cruza a través del tsindeterminacion del parametro de
impactob $ b presente en la solucion de la sefal fotométrica, es ltastigando se considera el
efecto RM.

En el caso de rotacion uniforme, sin oscurecimiento laolyi cuando el planeta esta totalmente
contenido en el disco estelar, la curva de RM es simplemaraduncion lineal del tiempo (ecuacion
[1.60). Si asumimos que el planeta es pequefio (1), y no se tienen en cuenta las fases de ingreso y
egresB, se usa la aproximacion simple dada por:

Xp(t) Si P t2+ 2 1

9t = 0 caso contraria (1.61)

En el caso de considerar el oscurecimiento I'mbico, laesipn deg es mas complicada y necesita
ser evaluada numéricamente. Sin embargo se pueden eonssltrabajos de Ohta et al. (2005) y
Giménez (2006) para obtener algunas aproximacionegiaas)

Para conocer la importancia del efecto RM podemos comparamplitud de la velocidad ra-
dial, Ko (Ec.[1.35), con la amplitud de la velocidad radial anoméfa (Ec.[1.62) que produce el
efecto RM. Asumiendo orbitas circulares£ 0), con angulos proyectados pequefios 1, y con

ya que constituyen una pequefia fraccion de la duractahdel transito ( 2 )
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inclinaciéni = 90 , se obtiene (Gaudi y Winn, 2007):

K PV3 1=3 2=3
R = — (1.62)

Ko~ 2Gm o

donde ,y son las densidades medias del planeta y la estrella, ragpeente. Suponiendo que
= p ho var'an demasiado entre sistemas estelares, el ordeagtétod deK r=Ko depende prin-
cipalmente de: el per‘'odo orbital, la masa del planeta yelacidad proyectada de rotacion de la
estrella:
Kr m ¥ p B vy

— 03 — T J—

(1.63)

Para sistemas extrasolares comparables a la masa de y(quteper odos de 1-4 d’adlpiters Ca-
lienteg esta relacibn es menor que 1. Sin embargo las propiedadies distema conocidos tienen
efectos de seleccion ya mencionados: los transitos defals grandes y de corto per'odo son mucho
mas faciles de detectar que planetas pequefios de largaipdGaudi, 2005). Una aplicacién in-
teresante de la E4.(1163) es que para los planetas méitedifie detectar, la amplitud del efecto de
RM excedda amplitud de la velocidad orbital. En particular para uangita de masa terrestre con un
perodo de 1 afid{ R=Ko 3 paraV =5 km=s (Gaudi y Winn, 2007).

Podemos hacer una estimacion simple para determinardesés de magnitud deque produce
el efecto RM. Para esto, es (til considerar los tiemposivelade 3 eventos observables:

I. elinstantey, de la mayor profundidad del transito. Er ty,, la distancia proyectada estrella-
planeta es m'nima.

II. el instantet,, cuando la variacion de velocidad radial es nulat Entgyp, la estrella se mueve
en el plano del cielo.

I. elinstante;,; cuando la velocidad anbmala que produce la variaciobn RMikss Ent = t,qt, €l
planeta yace directamente en frente del eje de rotaciéfaest

Para una orbita circular con= 0, estos 3 eventos son simultaneos. Si la orbita es cirqueao
6 0, entoncedya = torp Perot,or ocurre antes o después (utilizando la[Ec.11.60):

trot  tira

btan : 1.64
Ttra ( )

Para oOrbitas no circularety, Y torp NO SON Mas simultaneos. A primer orden en excentricidades
obtiene,

P
torh  ttra = 5> (ecos! ); (1.65)

donde! es el argumento del pericentro. Al mismo orden, la diferer® tiempot,o: tya Y la
duracion del transit@y, son multiplicadas por el mismo factbr esin! ,y as’ la Ec.[(1.64) continGa
siendo valida. Estas expresiones dan una idea de la jgre€isitiempo necesaria para poder medir
Por ejemplo, para un transito en latitud mediaben 0:5 que dure 2.5 horas, una inclinacion spin-
orbita de =1 corresponde a un desplazamiento de tiempo de 45 segundesktiémpo medio
de transito y la anulacion de la forma del evento RM.

De la misma forma se puede derivar la incerteza gpero basados en las mediciones espec-
troscopicas. Consideremos una serieNdeselocidades radiales tomadas en tiempgslurante el
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Tabla 1.1: Valores de observables para detectar planptad(tpiter y tipo terrestres. La estrella central se asume
gue es idéntica al Sol y que se encuentra a 10 pc del observado

Técnica Observable necesario Japiter Tierra
Imagen directa  contraste de brillo egsipie 6 107 15 101
Imagen directa  contraste de briloers 10 m 15 107 1.2 10’
Imagen directa  separacion angular 0”.50 0.1
Astrometr'a amplitud astrométrica 50@s 0.3 as
Velocidad radial amplitud d¥; 13 m/s 0.1 m/s
Transito profundidad del transitoF 1% 0.01%
Timing residuos del timing TOAs 25s 1.5ms
RM amplitud RV dentro transito 52.8m/s 0.4 ml/s

tiempo de transito (entre el primer y cuarto contacto, vgufa[1.9), cada una de las cuales tiene
un error asociado (el mismo para todas). Consideremos también el caso dasdaéddiciones RM
son la Gnica fuente de error (asumimos que ambos, el todiasdbmétrico y la orbita determinada por
espectroscopia han sido medidas precisamente). De esta fas incertezas en los tiempos de con-
tacto,tya , Y l0s parametros y btienen incertezas despreciables y la velocidad orbitd (t) puede
ser precisamente extra’da de la variacion total de vddocbbservada durante el transito para aislar
la forma de RM. Los Unicos parametros a determinar cuaadqusta el transito sony V, que se
pueden combinar en un vector bidimensioaal as incertezas esperadas ey V para un conjunto
de datos equiespaciados y grandes son:

. 1 P)sin? +3KRcog

- Q. T , (1.66)
v _ 1 (1 o +3Rsin? T
v - SR Rl ) ' (1.67)
donde se de nid b_K
Qr N2 (1.68)

El factor Qr es proporcional a la razon sefial sobre ruido. Es desatabtlacion existente entre las
Ecs. (1.66) y[(1.67) esy( )=V = ( ). De todas formas se puede deducir que la incerteza
depende de la geometr'a del tranditpla geometr'a de la orbita.

1.4. Efectos de Seleconh y L'mites de detecadn

El amplio rango de propiedades de los exoplanetas implaxedgs diferencias a la hora de detec-
tarlos. Muchas veces se usan las referencias de la TiengitgrJéomo comparacion de los potencia-
les observables provenientes de los métodos de detete@idrabld 1.1 muestra los valores t'picos de
seflal que deber’an ser detectados por una técnica mgarasdetecciones positivas.

Podemos resumir la informacion de las secciones preasgientel plandlasa ninimaen funcion
del semieje como se ve en la Figlra1.18. Los planetas deh$&s$olar se encuentran marcados como
referencia. Las I'neas verticales indican per'odogdpde referencia. Las I'neas horizontales estan
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Figura 1.18: L'mites de deteccion segln las distineaitas. Los puntos rojos indican la posicion de los
planetas del Sistema Solar nombrados con sus iniciales.

asociadas a la profundidad del transito necesarias pdetdacion (1% y 0.01 %), las I'neas a trazos
con pendiente positiva indican los I'mites para la amglitietectada por velocidad radial (10 m/s
y 1 m/s), mientras que las I'neas a trazos con pendientdiveegadican la precision astrométrica
necesaria en las posiciones para estrellas a distintadias. Por ejemplo para detectar un planeta
tipo Saturno necesitamos medir profundidades de trans#tioores que 0.1 %; o una amplitud de
velocidad radial de 5 m/s; o una precision astrométrica@leas para una estrella a 100 pc. La I'nea
roja negativa marca el I'mite de deteccion del efecto Rk pes precisiones actuales; se observa que
gran cantidad de los actuales exoplanetas son plausibieedie y as” brindar mas pistas acerca del
pasado evolutivo de cada sistema (ver Subse€cion 1.3.7).

Ahora bien, si sobre la Figufa 1118 dibujamos los elementbisates de los exoplanetas descu-
biertos hasta abril de este afio podemos jar ain mas iffégara[1.19, adaptada con la Figura de
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Exoplanet Period- Mass Scatter.png ).
En primer lugar notamos que la gran mayor’a de los sistentesselares tienen obviamente grandes
masas, mucho mas que decenas de veces la masa terresttendshcia hacen el analisis estad’stico
complicado, sin embargo estas altas masas son en parte acim @ seleccion: todos los métodos
de deteccidbn son mas sensibles a descubrir planetasasasiypesar que los planetas tipo terrestres
son mas dif ciles de detectar, aparentemente son mueB@amunes (Butler et al. 2006) y es as” que
las técnicas de deteccibn mas sensibles como micrajgatétacional y pulsar timing tienen su peso
estad’stico.

Muchos exoplanetas orbitan alrededor de su estrella andiasamucho mas cercanas que en
nuestro propio Sistema Solar. Esto nuevamente es debidwtgide seleccion, ya que la velocidad
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Figura 1.19: L'mites de detec-
cion segln las distintas técni-
cas. Los puntos rojos son re-
ferentes a la posicion de los
planetas del Sistema Solar.
Los distintos puntos de colo-
res son exoplanetas cataloga-
dos segln el método de detec-
cion: verde: transitos, azul: ve-

. locidad radial, violeta: pulsar
// ] timing, marron: imagen direc-
— ta y naranja: microlente gra-
vitacional. Existen 2 grupos
bien diferenciados: los puntos

R verdes, planetas predominan-
‘ temente cercanos a la estrella
y los azules un poco mas dis-
1 persos, pero exhibiendo cierta
| concentracion alrededor del
[UA].
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radial es un método mas sensible a detectar planetasrbitasbmas cercanas. Los astronomaos, ini-
cialmente se sorprendieron por estos planetas gigantesnosr a las estrellas que denominahnoi
Jupiters(Jupiters Calientes). Segln los mas recientes trabag@sa de la formacion de exoplanetas,
aparentemente al menos uno o dos exoplanetas deber tinexisada sistema, con orbitas y tamafios
comparables a Jupiter y Saturno (Crida et al., 2009).

Los planetas detectados por Transito presentan perimdascortos debido principalmente al
método de deteccion: las probabilidades de deteccitimadsito de un planeta que esta lejos de la
estrella son muy bajas porgue su posibilidad de transitaess disco estelar es inversamente propor-
cional al tamafio de la 6rbita. Sumado a ello, la probaduilide realizar la observacion justo durante
el transito es un factor importante.

Gran parte de los exoplanetas tienen Orbitas excéntficds, en principio, no es un efecto obser-
vacional ya que un planeta puede ser detectado igual, se@&xcaatrico. La prevalencia de orbitas
el'pticas es una incognita, ya que algunas teor’as ghedcibn sugieren que deber’an ser circulares.
Sin embargo veremos que parte de este sesgo puede ser ordefseieccion (Cap’tuld 5).



Cap'tulo 2

Obtencion de los palametros planetarios

A pesar que en el cap’tulo anterior discutimos variasiteésnde deteccion, a lo largo del resto de
la tesis nos restringiremos a las detecciones por velocatiidl.

La determinacion de los parametros orbitales de sistex@glanetarios a partir de los datos de
velocidad radial, es un proceso complejo. Aunque los posiaistemas exoplanetarios eran ruti-
nariamente observados por varios per'odos antes de sicamibh, en la actualidad los candidatos
planetarios son publicados cuando las observacionescapenas un per'odo orbital e inclusive
con regiones de la orbita no uniformemente observadasteBxiambién algunos sistemas donde se
dispone de varios conjuntos observacionales, comoesdon Eridaniy Upsilon Andromedaeau-
mentando la informacion disponible, pero a su vez haciema®dif cil la tarea de la interpretacion de
los datos. Por estos motivos es facil interpretar ernovegde los parametros orbitales y el incremento
del nimero de observaciones a lo largo del tiempo puede candlis ajustes obtenidos. Las ecuacio-
nes que relacionan las observaciones con los elementdalesbfy masas planetarias m’nimas) son
altamente no lineales, permitiendo en principio la existede varios m'nimos locales en el espacio
de parametros.

La mayor'a de las veces las observaciones de velocidaal (gdi se encuentran disponibles de
manera libre. En algunos casos los autores no proveen los gade deben emplear métodos de
extraccion de la informacion contenida en las imagenktigadas, en forma de archivos postcript (en
la bibliograf'a este tipo de datos es denominddgtered dath

Dado el conjunto de observaciones se necesita resumirrgrieti@ los datos ajustandolos a un
“modelo” que depende de parametros ajustables. Esto seeaomoModelizacion de Datos Dis-
ponemos de labl velocidades radiales observadgg) para cada tiempa;(), y por otro lado para
cada tiempot() podemos calcular la sefial de la velocidadt;) con la Ec.[(1.34). El objetivo que
se plantea es encontrar el conjunto de parametros plarsetpre reproduzcan la funcidf (t;) de tal
forma que su comportamiento sea lo mas parecido posible daltws observacionaleg ). Existen
distintos enfoques para determinar los parametros @laasf; = A(K;T;e;!; ; Vo):

= Los métodos de Fourier Se utiliza una descomposicion armonica de la sefial esoojunto
de frecuencias. Las frecuencias pueden ser preestaldgcioiao el caso de la transformada
discreta de Fourier, aplicable sb6lo en el caso de datoegpatiados) o se puede utilizar un
rango cualquiera de frecuencias de interés (como en eldeakotransformada de Fourier para
datos compensados).

45
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= Losmétodos de Cuadrados Mhimos. Dada una funcion modelo se calculan simultaneamente
frecuencias y parametros planetarios, tal que ellosrsipaaa reproducir el comportamiento
global de la funcién que queremos modelar. Debido a la farmilineal de la funcién, existen
dos enfoques gue utilizaremos:
Los métodos determinsticos Consisten en un método iterativo, en los cuales se
comienza con una solucién (potencialmente pobre) y senterduciendo cambios
en la solucion, cada uno mejorando la anterior. Estos dostbuscan la direccion
en la cual la funcién residuR decrece, ya sea utilizando evaluaciones de la funcion
(por ejemplo Simplex), e inclusive sus derivadas (Métat&radiente, por ejem-
plo Levenberg-Marquardt). Son métodos muy sensibles ediagiciones iniciales
donde comienzan las iteraciones.

Los métodos estoasticos Se incorpora la seleccion probabil'stica (aleatorragle
proceso de minimizacién. Esta aleatoriedad puede estaepte en la forma de la
seleccién de los elementos de la funcién (por ejemplo Bited Annealing) o bien
en el algoritmo mismo (como por ejemplo métodos evolutivosio Algoritmos
Genéticos). La aleatoriedad introducida puede prove#nilgativa” necesaria de
posicionarse lejos de la solucion local cuando se busa@ptimo global.

También es necesario de nir urfancion de nérito que mida el acuerdo entre los datos y el
modelo. La funcion de meérito es convencionalmente didafde tal forma que pequefios valores de
ella representen el mejor acuerdo con los datos. Los pamdsngel modelo son entonces ajustados
para lograr un m’nimo en la funcion de mérito, obtenieagolos parametros del mejor ajuste. Dicho
de otra manera, el proceso de ajuste es un problema de naeiarizen varias dimensiones.

La obtencion de los parametros no es el nal del problenasa ger genuinamente (til el proceso
de ajuste debe:

a) brindar los parametros del mejor ajuste
b) estimar los errores en los mismos

c) medir estad’sticamente la bondad del ajuste

Cuando el tercer punto sugiere que el modelo no es représgmbalos datos, entonces los puntos
(a) y (b) no tienen importancia. Ellos nos indican si un &t aceptable cuando el gra co de los
datos y el modelo son parecidos. La base de los siguientagdléss pueden ser consultadas en Press
et al. (1992).

Este tipo de problemas muchas veces utiliza los denomimaédtlos globales, ya que realizan un
barrido general de todas las soluciones posibles en elieggaparametros, su costo computacional
es elevado y nunca se tiene la certeza de haber encontradoiralonglobal de la funcion. De alguna
manera todos los métodos pueden modi carse para que swubdia sea global dentro del espacio de
parametros, con mayor o menor e ciencia, recordando agss:

. \ Nunca sentirse afortunachuede ser que sblo tengamos un m'nimo local en lugar aérma”
global.

= \ Todo tiene un costd)Si gueremos encontrar el m’nimo global debemos trabajargi#enerlo.
Asociado a esta regla se deben considerar tres aspectismalios con la e ciencia:
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1. E ciencia Absoluta. ¢ Cuan precisa es huméricamensellzcion dada por mi método?

2. E ciencia Global. ¢Cuan seguro estoy que la soluciorelegerdadero m’nimo de mi
solucion?

3. E ciencia Relativa. ¢ Cuanto tiempo de computo es resg@para hallar la solucion?

Los métodos mas elegantes son designados para cumpiictano sea posible los puntos (1) y
(3). Sin embargo el punto (2) es bien resuelto solo si se tiga condicion inicial conveniente.

La evolucion es mas inteligente que ud(Si bien por el momento esta frase parece no tener
sentido, veremos con la introduccion Aligoritmos Genéticosla importancia de la misma.

2.1. Metodos de Fourier

Si bien los métodos de Fourier constituyen una de las ha&rdas numéricas mas comunes,
también resultan ser una de las mas complicadas. Loslg®gitoblemas no solo se restringen a di -
cultades numeéricas, sino también teoricas. El tratammierroneo de los datos no solo puede dar resul-
tados imprecisos sino también pueden ser completament@egdos. En cierto sentido, el principal
proposito del Analisis de Fourier es el siguiente: dadafuncionf (t), encontrar una aproximacion
f\(t) tal que: X
fity= Fe'?2t: (2.1)

En otras palabras, deseamos encontrar una descompoaiainica de la funcion. Si ésta es
naturalmente periddica o casi-periddica (también #idende multiperiodica), lo que buscamos esen-
cialmente es determinar cuales son las frecuenciagolucradas en la variacion de la funci¥pcon
respecto de. Por el momento vamos a suponer gliees de nida sobre un cierto intervalo nito de
la variable independiente2 [0; T]. Notemos que, en la sumatoria de la Ec.](2.18s una variable y
no un ‘ndice ente

No obstante este método tiene la importante limitacioguke Gnicamente se evalla la potencia
del espectro en determinadas frecuencias (las frecuetiei&®urier) que pueden no ser en las que
estamos interesados. Veamos a continuacion como fumclosanétodos de Fourier.

2.1.1. Principios de Fourier

Para representar uva cualquiera en el espacio de funcioreg0; T] (cuadrado integrables), pri-
mero debemos elegir una base para el espacio. Recordemebagpacio posee dimension in nita, y
por lo tanto precisamos in nitas funciones base para remtas cualquier elemento. Se puede denotar
una base genérica de la forma:

f g donde (t) 2 Lo[0; T (2.2)

y donde necesitamos in nitos (y adecuados) valores th de generar todo el espacio. El parametro
puede variar en forma discreta o continua pero, cualquiesaes caso, si solo consideramos un
numero nito de ellos, el conjuntd g generara un sub-espacio (del espacio total).

A n de evitar confundir terminolog’a denominaremesa la bass del logaritmo naturae=2.7182..";
alternativamente trabajaremos con desarrollos planaeseyvamos = 1
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Si consideramos un conjunto discreto de valores ,da aproximacion de la funciow, en este
espacio modelo es representada por la combinacion lineal:

X
f'= F (2.3)

donde los coe ciente§ son incognita.

Debido a qud” puede ser considerada como una proyeccioi,den un sub-espacio, podemos
de nir la funcibn residuoR tal que:
V, = '+ R (2.4)

que se corresponde con las componentas dgie no fueron proyectadas; o sea, aquellas componentes
gue son normales al sub-espacio modelo. En general, logiemg¢esF seran elegidos de forma que
jRj? sea el menor posible (i.e. la mejor aproximacion).

Un caso particular de gran interés, dentro de la Mejor Aipnagion, consiste en elegir las fun-
ciones bases como: _
(t)=e 2t (2.5)

para ciertos valores deque pueden ser tanto discretos como continuos. Estas iasf{@.5) forman
lo que se llama dbase arndnica del espacio de funciones. Existen in nitas bases posilyl@sjue
podemos generar distintas secuencias:

f g=(e'? e 2 2tigi2 3trry) (2.6)
simplemente eligiendo los de forma diferente. Sireemplazamios{2.5Yen (2.3), sieoueegpodamos
suponer el residuo muy pequefio, obtenemos que los cotesiele la mejor aproximacion armonica

son dados por:

1 X Z .
F== B, f@e2"d (2.7)
T, 0
donde el tensor métrico es dado por:
147
By = = ) e? ( Nigt (2.8)
- g (oopsinCC DT).

¢ T

Una consecuencia muy importante de esta ecuacion es giumtisnes base 2 ' en general
no de nen una base ortogonal, por lo tanto resulta compticzadcular la matriz inversa d ., . En
otras palabras, aunque el producto intehad? t ;e 2" j =1 si = I, en general no se cumple
que el producto interno sea nulo cuandé ! .

Independientemente de las di cultades puramente nu&rasto implica que el coe ciente corres-
pondiente a la frecuenciase vera afectado (o contaminado) por las contribucionedree frecuen-
cias diferentes. Esto es inevitable al trabajar con basestogonales, y es una caracter'stica que
sera importante a la hora de de nir y trabajar con las Trams&das de Fourier.
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2.1.2. Transformada discreta de Fourier

La de nicion clasica de I&ransformada de Fouriede una funciori en una frecuencia arbitraria
esta dada por: 7
-

F() hei“jfi:%of(t)ei“dt: (2.9)

En otras palabras, la transformada de Fourier psolgeccon de la funcion originaf sobre la funcion
(t)=e 2t

Si disponemos, por ejemplo de una integracion numériodeimos muestrear con un conjunto
equiespaciado dd puntos, de forma tal qus, = f (t,) donde

th=( ;2 ;:::;N) ! th=n : (2.10)

La cantidad se denominascala del muestreo (i.e. sampling raiejlenota el intervalo dé
entre datos. Tomando la funcion peso comp 1=N 8 n, tenemos que la Transformada Discreta
de Fourier (i.eDiscrete Fourier Transform - DF)Testa de nida como:

X .
F()= Ni fad2 " (2.11)

n=1

Ahora bien, para cada valor deexiste un valor critico de, llamadafrecuencia critica de Nyquist

denotada por¢, que es dada por:

1
= — 2.12
0= 5 2.12)

Esta cantidad es muy importante porque denota cual es lmmadrecuencia que es identi cada por
el muestreo de datos.

En las aplicaciones practicas, no es posible evaluar tesfsemada de Fourier de una funcion
discreta ertodoslos valores continuos de frecuencias, sino que se trabajarcoierto conjunto nito
de frecuencias espec’ cas. Estas frecuencias son ekediltal forma que el tensor métrico (Ec.2.8)
sea la matriz identidad. De hecho, lo que cominmente sengieticomolransformada de Fourier
Discreta(DFT) se re ere no solo a la discretizacion de los datasp $ambién de las frecuencias del
espectro.

El nal del intervalo de la variable independiente se caomale conl = N, de forma tal que
tenemos en totdll datos. También vamos a suponer (y esto es importante) quenetro total de
datos es par

Con estas especi caciones, vamos a considerar un espaaelmgenerado por las funciones
basee 2 «!n donde las frecuencias cumplen con la condicféec(iencias de Fourie):

k
S k= oo (2.13)

x
I
—| <

Con esta eleccion, el tensor métrico es la matriz idedtiger Ec[2.8), y la transformada de
Fourier (ecuaciori(2.11)) es dada por:

. X .
F,=he 2 «hjfj= Ni f,e2kn =T (2.14)

n=1
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Notemos que, para los efectos de calculo, hicimos variand&e k de0 aN, siendo que los valores
deFy parak N7 van a corresponderse a las frecuencias negativasg.

La Anti-Transformada Discretposee la forma analoga:

1 X

N Fee 12kn =T (2.15)
k=

1

fn=

Esta funcion discreta reconstituida se denongireie de Fourier Discreta

La DFT posee otra desventaja que tiene que ver con el nlreespataciones numéricas que son
necesarias para su calculo. Aunque esta limitacion esdide numérica y no tetrica, puede ser muy
importante.

Una forma de reducir el nimero de operaciones es lo que see@omo lalTransformada Rpida
de Fourier - FFT. No obstante este método tiene la importante limitac®guk GUnicamente se evalla
la potencia del espectro en determinadas frecuenciasdassihcias de Fourier) que pueden no ser las
que interesan. Mas precisamente, es una descomposeiarsdrie temporal en una base ortonormal
de nida por un nimero nitoN=2 de frecuencias, dond¢ es el nimero de datos.

El método ademas es de nitivamente in(til para evalugasfrecuencias. A pesar de que a menu-
do es utilizada, la FFT no debe aplicarse a observacioneguiespaciadas puesto que no se cumple
la hipbtesis fundamental (datos equiespaciados). Reprsaele utilizarse la FFT para evaluar la po-
tencia en frecuencias que no son las de Fourier, alegandgedsegsta trabajando con la transformada
continua. Todo esto hace que la potencia evaluada medigiiteda incorrecta y por lo tanto se iden-
ti quen mal las frecuencias asociadas a la sefial pergdic

La idea de la FFT consiste en aprovechar el caso cubdnds un nimero par, y reagrupamos los
téerminos de la ecuacioh (Z2]14) en la forma:

X ei2 kn=N sz i2 kn=N X i2 kn=N
F ‘ = fn - = fne - + fne -
n=1 n=1 n=N=2+1
=2 N=2
— fneIZ kn=N + fn+ N:2e|2 k (n+N=2)=N (216)
n=1 n=1
Ne2 o
= (fn + fn+N=29|k )e'2k”=N .
n=1
En conclusién, tenemos que:
X i2 kn=N X 1) J2 kn=N
Fo=  fae2knN fezkn=N (2.17)
n=1 n=1

donde los nuevos coe cientes sbfY = (fn + fruneo €% ). Si ahoraN=2 es nuevamente un nu-
mero par (i.eN divisible por2?), el proceso puede ser repetido, subdividiendo nuevankeatéma

sumatoria en dos términos, reagrupando los sumandosietelo la funciorf r(]2) , etc.

Este proceso puede ser continuadeeces, siempre que el limite de la sumatoria resultsir&"
sea par. As’, el caso mas favorable ocurre cuando el nudeedatos es en realidad una potencia de

dos. En tal caso, la transformada de Fourier se traduce enicm termino donde su coe cienf%m)



CAPITULO 2. OBTENCION DE LOS PARARMETROS PLANETARIOS 51

esunasumadgn 1) evaluaciones de la funcién. El nUmero total de operasienger realizadas se
reduce desdbl ? aN log, N . Segln Press et al. (1992), si tomarhbs: 10° el calculo de la FFT es
40000 veces mas rapido que la DFT.

2.1.3. Determinacon de Parametros orbitales con amlisis de Fourier

Recordemos la forma de la funcion periddica que queremalizar:
V; = K[coqf + 1)+ ecoq! )]+ Vyg; (2.18)

donde vemos que la dependencia temporal se encuentra emalzanverdaderf. Haciendo uso de
la ecuacion de Kepler podemos exparf@ren series de excentricidadgstales que:

. k1 _
gl = Ck(g)eMi (2.19)
k=1
dondeM; = nj(t ) es la anomal’a media, el tiempo de pasaje por el perihelid (g ):

Z, q ——
Ck(g) = Zi i CosE g+i 1 esinE e *(E &snE) (2.20)

Reemplazando en la expresion general se obtiene:

Vi= K C(g)ek Mt )+ vy, (2.21)
j=1 k=1

A quinto orden en excentricidades, los coe cien@geg ) pueden escribirse coffto

9, 25, . T, 17,
= e+ et o+ e+ _
Cu@)= 1 g+ 18 *1 1 % * 105" (2.22)
4, 3, T, 1,
Co(g)= 1 ée12+ g8 §+i 1 —€ + 39 9 (2.23)

Segun Correia (2008) podemos escribir la transformadaoded¥ para un nUmero discreto de
observacioneBl , no equispaciadas, en un intervalo de tiempo [0,T]:

1 X

T k=2

F() Ve TR(t tk 1) (2.24)

dondeV es la velocidad radial medida en la fedhalos parametros orbitales pueden ser determi-
nados como se detalla a continuacion:

= Determinacion d&/

2haciendo uso de los desarrollos de la Secd¢ion (113.6.5).
3solo escribiremok=1 y k=2, ya que es su ciente considerar sblo dos frecuenciasgste analisis.
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Reemplazando la E¢. (2]18) en la transformada de Fouriarptada Ec.[(2.24)
y eligiendo = 0, siempre que los datos sean mas o menos uniformemente distr
buidos en el intervalo de observacion, se obtiene:

F(O) = Vo (2.25)

y una vez obtenido este corrimiento es sugerible sustréeveakr de los datos
y continuar el analisis de Fourier sin esa parte en laE8.2.1

= Determinacion de;

La frecuencian, corresponde al compafiero de la estrella con mayor amiitud
dado por la frecuencia asociada al pico mas alto en el espectro de potencias, es
decir:

iF(n)jj F(C)i:8 (2.26)

Luego de localizan es relativamente sencillo encontrar los otros paramethoa
vez que la orbita del primer compafero es completamer&blesida, se reco-
mienda sustraer su contribucién y seguir evaluando paranérar otros posibles
comparnieros de la estrella.

= Determinacion de parametros orbitales restarggs(; ; y!;)

Reemplazando la expresidn (2.21) len (2.24) y eligiendon; y = 2n;

F(nj) = K;éiCy(g)e M (2.27)
F2n;) = K; €iCyg)e i (2.28)

donde las cantidadés(n;) y F (2n;) se determinan haciendo las transformadas de
Fourier con la Ec[(2.24). Tomando modulo de las expresideearriba se obtiene:

JF(n) j= KjjCu(g)jy JF(@2n))j= K;jCag) ] (2.29)

de la que se obtiene una expresion implcita para la escef#td que puede ser
resuelta con alglin método iterativo tal que se satisfagauacion:

Fn) _jCae)]
[F()]  JCie)]

Una vez determinade; se puede deducir directamente el valorkdede la Ec.

(2.30)

’ jF@nj)j _ 1F(nj)ij
_ ) nj)l _ JFnj) ],
P == - = - 2.31
P jCae)  iCu(g)] (2:30)
luego tomando el cociente enkre 2.27 y 2.28:
in F(nj)Cx(g)
gnii = _ 21/ . 232
F2n)Cig) (2:32)
para nalmente obtener:
gw = _F2(n)Ca(e) (2.33)

KjF(2n;)Ci(g)
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Concluyendo entonces, es posible determinar un compastetar a partir de los datos obser-
vacionales, haciendo la correspondiente transformadaodeef para 3 frecuencias, a salief0),
F(n) y F(2n). En esta deduccion se empled 2n pero se podr'a haber elegido cualquier frecuencia
mdltiple den. Sin embargo, a no ser que la excentricidad sea muy elewaglfietuencias conside-
radas corresponden a los picos mas altos y por lo tantcasiim&nte reconocibles en el espectro de
potencias.

Mas aln, si la excentricidad es cercana a 0, (que es en twaraso para los “Jupiters Calientes”,
F(kn) Oexcepto park = 0;1; En este casay; y Tj no pueden ser determinados, pero ain as” es

posible establecer la posicion del planeta en la orbjtas ! ; n; como:
o _Fm)
di=_—1 2.34
KjCa(g) (239

Los parametros orbitales determinados con este métbg@mente tienen error y son proporcio-
nales a la precision de las observaciones e inversamerperpionales al nUmero de datos disponi-
bles. Si se dispone de un gran nimero de datos se incremaetavergencia entre la transformada
discreta y la continua.

Como ya mencionaramos el acuerdo entre los parametrosut&Fy los parametros verdaderos
se puede mejorar trabajando con la funcion de ménrtolLa utilizacion de estos métodos es mucho
mas rapida que métodos de cuadrados m’nimos, ya quart@asptros determinado ya estan asociados
a la periodicidad de la sefial y por lo tanto muy cerca de laifumreal. Inclusive cuando las interac-
ciones entre los planetas son débiles, los resultadosasisfastorios. Este método ha sido probado
en tres sistemas planetarios distintos (Correia et al.,2005s et al. 2006 y Pepe et al. 2007) dando
los mismos resultados que otros métodos alternativos.

El problema de este método es que si tenemos, por ejemplanétas con per'odos conmensu-
rables, es probable que el planeta de menor sefial no setadeteEsto se debe a que la sefial débil
puede ser enmascarada por un armonico de la primer sefald€sventaja es que las frecuencias de
Fourier pueden no estar bien determinadas, debido a quédasvaciones son no equispaciadas y a
veces la sefial no cubre su cientemente varios per odoitates.

Existen alternativamente otros métodos de analisis deiéfpcomo el propuesto por Konacki y
Maciejewski (1999), donde se analiza la relacion entr@ioss del periodograma. El método ha sido
desarrollado utilizando series convergentes de elemeniisles y demostrando que cada uno de los
elementos de la serie tiene amplitudes mas pequefias darpd el orden de la serie aumenta.

2.1.4. Ardlisis de Fourier en datos no equiespaciados

La estimacion de frecuencias (y del espectro de poteneiahd serie temporal formada por datos
no-equiespaciados es un problema comin. En astronardesgonibilidad del telescopio, el climay
las estaciones son los principales responsables de queriles de observaciones consecutivas, var'en
desde horas a semanas e inclusive meses.

Como hemos visto en las secciones precedentes, a veceslaexgaesion Ec[(2.11) para datos
no equiespaciados con la excusa que los resultados son i@igsa De hecho, el analisis de datos
simulados muestra que los resultados estan en buen actamnda frecuencia real en una amplia
variedad de situaciones, excepto algunos casos que merenions mas adelante. Gran parte de los
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resultados y métodos explicados a continuacion fuersardalados por Ferraz-Mello (1981). Tebri-
camente el uso de una transformada de Fourier nita parsdaie®quiespaciados es invalida, salvo
en el caso de un proceso Gaussiano (ruido blanco) en cuy@ocesnotrar el espectro no tiene sentido.

Varias técnicas se propusieron para estimar el espe@gimas métodos consideran métodos de
ordenamiento de fase, que son derivados de la idea emgeigaobar con distintos per'odos hasta
que una curva suave es obtenida. Con respecto a este &stapslemos citar los trabajos de Pel't
(1975), el método de Minimizacion de Dispersion de Fasg. (Stellingwerf, 1978) o el Método de
M'nima Entrop’a (e.g. Cincotta et al. 1995 y 1999).

Los métodos actuales de transformada de Fourier para ¢@ialatos no-equiespaciados consis-
ten en el analisis de frecuencia por cuadrados m’nimosjaita funciorf’ = Ho + Hicog2 t )+
Hosin(2 t ). Para valores tentativos de la frecuencise calculan las constantels y el Coe ciente
de Correlacion Espectral (Ferraz-Mello 1981, Foster 19@@ es un nUmero menor a 1 y esta asocia-
do a la probabilidad de que la frecuenciaea real y no producto del azar.

Existe una amplia mencion en la literatura al método Lot®76) y Scargle (1982)Lomb-
Scarglg. Sin embargo las base ortogonalizada utilizada es inagt o = 0) y no considera los
pesos individuales de los datos. Como consecuencia, noséseprealizar un ltrado de los armoni-
cos en una serie temporal. El método fue mejorado por Fétedip (1981) (seguidamente por Foster
(1996)) utilizando la base completa y considerando losesividuales.

Consideremos el proceso periodigd) = y(t) + x(t), dondey(t) es una funcion periddica, y
x(t) un proceso Gaussiano representado por una variable nongehtedia es nula y su varianza es
2( N(©; ?).

Asumamos la serie temporfaft,);f (t2);:::; f (tn ), formada por muestreo del proceso periddico,
a los cuales se sumbd una constante tal que:

f(t)=0 (2.35)
=1

Para una frecuencia de prueheel ajuste de la curva de regresion sinusoidal de maximaitsid
tiene una base:

Ho(t) = 1
Hi(t) = coq2 t ) (2.36)
Hi(t) = sin2 t)

Podemos construir una baisey; h1; h,g ortonormal por medio del método Gram-Schmidt,

ho = agHo;
hy = aiHi1 aiho(ho;H1) (2.37)
h, = aH, agho(ho;H2) azhi(hy;H»2)

En estas formulas, los paréntesis indican el producesriot

XN
(01;92) = au(t) g(t)) (2.38)
|
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Los coe cientesag, a; Y a, en la Ec.[(2.3]7) son determinados de tal forma que:

(ho;ho) = (h1;h1)=(hzhy) =1 (2.39)
as’ nalmente se obtiene:
%% = N;
a2 = (HpHp) a3(HoHy)? (2.40)
a,? = (HaHp) a§(HoH2)? af(HiH2)?  afag(HoiHi)*(Ho; Ho)?

+

2 adad(Ho;H1)(Ho; Ha)(H1;Ho)

donde los coe cientes de la regresion son:

Co = (f;ho)=0;
a = (fihy)=a(f;H1) ag(HoH1)? (2.41)
2 = (f;hp)= ax(f;H2) aaxc (Hi;Hz)  ad(HoHi)(HoiHa)

La funcién en la nueva base ortonormal puede ser entonpessexia como:
f(t) = coho(t) + ciha(t) + coha(t) (2.42)

Para datos equiespaciados este procedimiento equivake @uoximacion de ajuste a una curva
utilizando tres parametros: una “sinusoide” mas unatemis. Si el per'odo no es conmensurable con
el espaciamiento de los datos y la serie es su cientemerga fmra cubrir toda la fase uniformemente,
uno tiene:

(Ho;H1) (Ho;H2) (Hi;Hz) O (2.43)
1 N
(H1;H1) (H2;H>2) Ea(z) =5 (2.44)
con
p_
G ap_ 2(f;H 1)
C2 a0 2(f;H 2) (2.45)
De esta forma, el calculo debpectro de potencies dado por:
I()=2a3kF( )k®=cZ+ & (2.46)

dondeF ( ) es la transformada discreta de FourleF{) dada por la Ec[(2.11). Para series temporales
con datos no-equiespaciados, la medicion del espectrotdaga es equivalente, pero ahér@ ) es
la transformada de Fourier discreta de datos compensadd®CDFT):

F()=(Fhi+ ihs)=a ) (2.47)

El producto interno dado por la ecuacién (2.38), debe seti gamlo de acuerdo a los datos que se
consideran. Para considerar la diferencia de precisiarnesdistintas observaciones, se usa la funcion
de pesov; = w(tj) (asociada al inverso cuadrado del error en las mismas)

X
(01 ) = wy, ga(t)) g2(t)); (2.48)
|
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debido a esta nueva de nicion del producto interno, se dedue:

Q- = Wi,
2

X
a? = wicogx; a3 Wicos(; 2 (2.49)

X X X
wisir’x; a3 wisink; > a2 wicosqsink;  a3( wisinki)( wicosj) %

dondex; =2 t ; ytodas las sumas destde 1 hastai = N. Los coe cientes de la regresion son:

o =0 X
ca() = a  wif (t))cox; (2.50)
X X X X )
() = a w;if (tj)sinx; aiaxc Wi COX; SinX a%( w; sinx; )( W;CO;) 7;

el calculo del espectro de potencia es la intensidad dada po

1()=¢+ ¢ (2.51)
Lateor’a de la regresion lineal pidegqdie 1 () Q, donde Q:
X
Q=(f;f)=  wft) (2.52)

Esta propiedad es utilizada para introducir una escala ealizacion el estad’stico:
S()=1()=Q (2.53)

gque se denomineoe ciente de correladn espectray estalqued S( ) 1lparatodo . Enun
caso degenerado, cuanfl(tj) es un ruido blanco (es decir no tiene ningln tipo de periddid), los
coe cientes de regresion, y ¢, son variables normales con la misma varianzafoig y | ( )= ?
sigue una distribucion chi-cuadrado. La cantiild 1)S( ) puede ser considerada como una varia-
ble de prueba. Para un dado result&jo) permite calcular la probabilidad de obtener un resultado
cuando se trabaja con ruido blanco calculando:

ProS()) A= Prob 2 (N 1A (2.54)

es decir para un dadq la probabilidad qu&( ) sea mayor que un dado I'mite de deteccion preesta-
blecido @) puede ser expresado en funcion de la distribucion de anable chi-cuadrado.

2.1.5. Diferencias entre DFT y DCDFT

La principal diferencia entre ambos métodos es que DFikatitecuencias de Fouriery = %),
mientras que DCDFT realiza una regresion en base sinugmda cualquier valor de frecuencia
deseado. Ademas, las bases vy justi caciones de la DFT ssadba en el equiespaciamiento de los
datos, mientras que en la DCDFT esta condicibn no es négesar

Existen trabajos donde se utiliza la DFT (Ec. 2.11) paradatoequiespaciados, con el pretexto
que los resultados son comparables (Deeming, 1975). Adiela (1981) realizd una amplia variedad
de pruebas, estimando el espectro para datos que simulabarvaciones no-equiespaciadas de un
proceso periddico muestreado en los tiemipos

Xj=ser(ti+ A)+ B ; (2.55)
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S(v)

Figura 2.1: Espectro obtenido usando DCDFT (curva sofd@fT (curva a trazos) de un proceso periddico
simulado para una frecuencia muy baja{0:02) y relacion S/N=3.5.

donde ; es una variable de distribucion normidk0; 1), siendoA una constante arbitrariaB un
factor relacionado a la razén sefal-ruido (S/N).

A continuacion expondremos algunos de sus resultadosiifEeidugar se con rmo que se puede
utilizar la DFT cuando solamente se esta interesado eritaagson delper'odoy cuando la relacion
sefallruido es pequei®fN  2:5). Cuando la relacios=N es alta, la estimacion no compensa-
da dada por la DFT lleva arrores en la determinaén del pefodo, que dependen del tamafio del
muestreo y del nUmero de per‘odos cubiertos. Sin embasyealculos usandb (Z241) son mucho mas
rapidos que corl (2.50) por lo que es conveniente, por lo miengprimera aproximacion, calcular
usando DFT y luego mejorar con DCDFT. La justi cacion debute la DFT estangar, reside en el
hecho que los coe cientes, y a, (de la DCDFT) oscilan alrededor del valor medip 2.

Ferraz Mello mostré que, alin cuando la DCDFT no sea mepiaDFT en la determinacion del
per'odo en una serie de puntos (cuasdiN  2:5), tiene la ventaja de dar una mejor estimacion de
la altura del pico. Este Gltimo punto es crucial si se quilterpretar correctamente la sefial, mas que
solamente determinar un per'odo. Las discrepancias lestespectros determinados con la DCDFT
y con la DFT se vuelven notables para frecuencias pequéfeabecho para pequefias frecuencias
(per'odos grandes) no hay su ciente cobertura en el espieifase y los valores di y a, de la
DCDFT pueden tomar valores muy distintos ale 2. La Figura 2.l muestra el espectro estimado
para un proceso periddico de muy baja frecuencia 0:02) y relacibonS=N=3.5, con un muestreo
de 60 datos distribuidos sobre un per‘odo de la séfall(2.88 resultados muestran la DCDFT en
curva continua y la DFT curva a trazos: la DFT muestra un elebb % mientras que la DCDFT da
el valor correcto para el per'odo.

2.1.6. Filtrado de armonicos

El proceso periodico estudiado puede estar conformadweapi@s sefiales. A pesar que se puede
seleccionar un per'odo para la inspeccion del especidn se puede decir de las otras periodicidades
a través del analisis del mismo espectro: otros picoseptes pueden ser alias del pico principal.
Si uno desea buscar otras periodicidades aparte de laisekeda, es facil Itrar la serie temporal y
eliminar laondacuyo per’odo ha sido identi cado. Denominemoal per'odo cuya onda esta de nida



CAPITULO 2. OBTENCION DE LOS PARARMETROS PLANETARIOS 58

por:
dGt) = ca(Mhi(Gt) + c(Mh2(Tt): (2.56)
La serie temporal Itrada sera:
f(t)y=f(@) dt) (2.57)
y por lo tanto obtenemos:
d(tj) = do+ dicoqX))+ drsin(Xj); (2.58)

conXj =2 7tj.Segln Ferraz-Mello (1981) puede obtenerse que:

d = axc

h X X X i
di = aci+ dad & wijcop)(  wisinky)( W COKj Singy) (2.59)
X
d = @a§d; Wwcosg+dpy  wsinj
En adicion, se pide que:
(f;ho)=0 (2.60)
Finalmente calculand®: -
Q=(f;H=QlL s()] (2.61)

que permite que nos demos cuenta §(€) es una estimacion de la informacion relacionada con la
frecuencia seleccionada. Los coe cientes de correlaegpectral de la serie Itrada, evaluadosen
son cero, es decir:

8()=0 (2.62)

Vale la pena mencionar que en el caso donde la base no indlg(ye (como en el periodograma
Lomb-Scargle), se puede construir el Itrado armonicogoeo se cumple la Ecl_(2.62) debido a la
incompletitud de la base (es realizado un ltrado incompleta calidad del Itrado depende de la
calidad del estimador de la intensidad del espectro de giateen la frecuencia seleccionadg eso
justi ca el uso de DCDFT.

2.1.7. Probabilidades de detecon y I'mites de con anza

Cuando uno construye la funci@( ) en un rango de frecuencias y con un determinado paso
de muestreo, se puede gra car la funci®f ) en funcion de , denominadd?eriodograma Si uno
quisiera evaluar de forma aproximada cuando es importardesefalS( ), se puede establecer un
nivel de ruido y considerar importantes todos los picos dt®®veces mayores que dicho I'mite.
Una forma mas rigurosa de evaluar la importancia de un pied periodograma es calcular el F@P
de nido como la probabilidad de obtener un pico por azar demsefal, cuando se trabaja con ruido
blanco. Algunas formas utilizadas para calcular el FAP desgfial son:

“del inglésFalse Alarm Probabilityi.e. Probabilidad de Falsa Alarma.
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Figura 2.2: Espectro obtenido usando DCDFT con pesos ohailes todos iguales (curva solida) y pesos
individuales proporcionales a los errores en cada madi@orva a trazos). Los datos corresponden al
residuo de un ajuste con dos planetas en el sistema HD8284@ldcion S/N se puede estimar en
2.5y el I'mite de con anza del 95 % fue calculado con las apnaciones de las Eds. 2]63. Dado el alto

nivel de con anza del pico adicional, podemos asumir corad kg existencia del tercer planeta en el
sistema.

= Calculos Anal'ticos. Seglin se menciona en Ferraz-Mgluast (1987), se puede deducir una
formula general y calcular las siguientes cantidades:

N 3
G = —5—h@ 9
H = H(G+ e ® 1
2N 3)t
= N3 (2.63)

cC =@ e";

donde t es el intervalo de tiempo cubierto por las observaciddeicon N >>  10),

es el rango de las frecuencias muestreadas que integranaglqogama construiddC es la
conanzadelresultadoyl C) FAP debe ser interpretado como la probabilidad de tener
la altura del pico mas alto por azar. Por ejemPle= 0:05 5% es considerado un nimero
grande para esta probabilidad. En los trabajos de desdehtos de exoplanetas es normal
encontrar valores de@AP = 10 2 para considerar una buena deteccion.

= Trabajos del grupo del Observatorio de Ginebra proponegrméiar el FAP numéricamente
(Lovis et al. 2010). La idea es realizar permutaciones aiizat de los residuos de un ajuste,
calculando el pico de potencia de cada intento. Se conslaugistribucion de estas potencias
(que puede ser modelada con una distribucion gaussiaa&stlmativa del FAP ser'a entonces
la probabilidad de obtener un valor igual a la potencia deffakoriginal. La Figurh 213 ilustra
como funciona este método.

= Otros autores (e.g. Anglada-Escudé et al. 2009) proponariasma numeérica alternativa. Los
autores generan un conjunto de datos sintéticos utilzémdnejor solucion del ajuste Keple-
riano. Cada conjunto sintético se genera sumando a laigtatbcadial nominal un ruido gaus-
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Figura 2.3: Distribuciones de picos de potencia para lasghées del sistema HD10180. Izquierda una sefial que
es signi cativa y derecha una sefal que tiene un FAPR:@éx.

sian y se redetermina el mejor ajuste orbital. Este proceso $& negrias veces. Se realizan
1000 conjuntos sintéticos y se evallia el porcentaje deegorbitales que mejora la solucion
original. Ese porcentaje esleAP buscado. Este es un proceso computacionalmente muy len-
to y engorroso y si el FAP es pequefio, muchas veces se deberag@asta(® conjuntos
sintéticos.

La Figura [2.2) muestra el periodograma sobre los residaebsajdste orbital kepleriano de las
velocidades radiales (para el sistema HD82943 con 2 pln&a otras palabras se busca la presencia
de una sefal periodica adicional. Ambas curvas fuerotutzdos con DCDFT pero uno considera
todos los datos con el mismo peso (curva solida, 836 d) y el otro dando los pesos individuales a
cada observacion (curva a trazos, B29 d). En la gura se muestra el nivel de con an€a&95 %
(marcado como una I'nea horizontal) y calculado con laxapracion dada por la Ed._(2.63). El valor
del pico del espectrdy() y la frecuencia asociada) a este pico di eren levemente.

Veamos un ejemplo de la determinacion numérica del FAREigara[2.8 muestra la distribucion
de potencia de picos (Peak power distribution) generandoyiaciones aleatorias de los residuos del
ajuste. A la izquierda se muestra una sefial con gran pilalzbide ser planeta, mientras que a la
derecha se muestra una sefial con FAROWYe(= 0:006), es decir 94 % probable de ser planeta. La
I'nea continua muestra la potencia del pico en los datdésggaientras que las I'neas a trazos muestran
los I'mites de deteccion con FAPs del 10%, 1% y 0.1 % based@stas distribuciones. En el gra co
de la izquierda se dibuja la Potencia de la sefial d&45 (I'nea negra vertical). La distribucion de
los picos en cada conjunto de residuo generado posee libulighn mostrada en rojo. Se ajusta una
distribuciobn Gaussiana y se averigua el area normalibaja la curva que queda a la derecha de
la sefial, esta area corresponde al FAP de la sefal, queteesaso es d&0 4. En el gra co de la
derecha, el per'odo a analizar tiene una Potencia Noratide 0.14 (marcado nuevamente como
una I'nea vertical cont'nua). La distribucién de poteambtenidas, sobre los conjuntos de residuos
arti ciales, muestran una distribucion gaussiana quenseientra visiblemente sobre la potencia de la
sefal. El area normalizada a la derecha de esta poten@ié #s es decir la seflal posee un FAP del
0.6 %.

Scon desviacion estandar igual al RMS del ajuste keplerian
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2.2. Metodos Cuadrados Mnimos

El método de cuadrados m'nimos puede pensarse como urpad&ular de lo que se conoce
comoEstimadores de Eima Similitud(Maximum Likelihood Estimators).

Habiendo especi cado el tipo de base que vamos a adoptatas.éunciones ), el problema
de modelizacion se reduce a la determinacion de los cestesAx. Como siempre, estos son los
parametros del ajuste y son tratados como las variablesistema. Cada conjunto de valores del
espacio de parametrdg g denota una aproximacion distinta, algunas parecidasasoddtos origi-
nales, otras muy diferentes.

La idea basica es partir de la premisa que los datos (olusenzdes o experimentales) pueden

tener errores. O sea, nosotros podemos medpero el valor “real” puede de hecho ser ;.

La minimizacion de residuos o maximizacion de la fundidgkelihood (L) es un proceso equiva-
lente. Para un dado conjunto de datos medi@gsdado un modeld/1 con parametrog, la funcién
L es de nida mediante un modelo de ruido (Barnes, 2007):

L(D;M;A) = prob(DjM;A) (2.64)

En palabrasl. es la probabilidad de medir los datds dado el modeldM mediante los parame-
trosA. La estimacion del maximo de implica obtener los valores de los parametfode tal forma
que los datosnedidosson los correspondientes a las mediciones mas probabtﬂ:ﬁeidﬂ.

Veamos un ejemplo: trabajemos con una hipotética digtiiouGaussiana de errores, la probabi-
lidad de obtener un dato es,

2

yi f (xi;A) (2.65)

. 1 1
L(D;M;A) = Pi(yijA; )= qzzexp >
2 ¢ !

Mientras mayor sea la distancia entre el dat¢cuyo error asociado es) y el ajustef (x;) (cal-
culado con los parametros A), menor sera su probadﬁid-&dciendo lo mismo para ld$ + 1 datos,
tendremos que la probabilidad compuesta sera dada parckigip de las probabilidades individuales,
o sea:

W 1 v f(x) 2
P = exp > w X (2.66)
i=0 :

Dados coe cientedAy, la expresion[(2.66) de ne la probabilidad de que todosdams se en-
cuentren ery; suponiendo que sus valores “verdaderos”fsn). A partir de agu” surge claramente
gue el mejor ajuste sera aquel donde la cantidad](2.66) arana.

En realidad esta no es la pregunta que estamos realizandaelen realidad queremos saber es cuales son
los parametros mas probables dados los datos y el modekesta forma deber'amos maximizar p@jd(; D )
en lugar de prolifjM; A), lo que requerir'a aplicar el teorema de Bayes (e.g. Bail@93).

" En el caso de trabajar con una distribucion de Poissorizadi para datos discretos.) la probabilidad de
medirn fotones en un pixel del CCD dado un valor medide fotones en dicho pixel esta dada por:

n

L(n; )= Pi(nj )= me

donde se aprecia que en este caso la estimacion del pava@adétdependiente del modelo.
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Ahora bien, maximizar esta cantidad es equivalente a maaimel logaritmo natural de. Existen
dos razones para trabajar con logaritmo, primero que hayrnutdigplicacion de nimeros potencial-
mente pequeiios que cuandoes grande puede producir un problema computacional. Segad
adopta una forma mas conveniente en forma matematicandsmizaremos:

2
X tting
Ln(P) = Ln e ' + C (2.67)

n=1

NI

identi cando la suma,

XN . ) 2
2 _ Yi f_(XI) (2.68)

n=1 !

dondeC son los términos constantes (por construccion). En gaésbras maximizar él se reduce
aminimizar 2, ya que:

Ln(P) = 2+ C (2.69)

NI =

donde 2 esigual a la funcion residu@? tomando la funcién peso igual a:

w; = iz: (2.70)
i

Concluyendo, el MCM es un Estimador(de Maxima Similitud) de que los datos se correspondan
a la funcibn ajuste, s" y solo s” suponemos que los “estdienen una distribucion normal alrededor
del ajuste. Vemos también qlee funcibn peso puede ser asociada a la dispemso error de cada
dato individual O sea, aquellos datos que estan pobremente determiygorsende tendran un valor
grande de j, tendran un peso pequefio dado por la inversa del cuadealdodeésviacion estandar. Si
consideramos que todos los datos poseen el mismo erroncestpodemos simplemente obviar la
funcion peso y tomarla igual a uno en todo el intervalo.

Cuadrados m'nimos sin las funciones de pe#pg son también llamados de Cuadrados M'nimos
per se Cuando hacemos uso de la funcion peso, el método es ac@muasido comdviétodo de Chi-
Cuadrado El nombre proviene del hecho que, en estos casos, se désigmaion

2
ooy f(xi)
hw(x)R?(x)i! 2= —— (2.71)
i=0 i
con lo cual el mejor ajuste sera aquel que minimiée
La pregunta que surge inmediatamente es si es correctadecasiuna distribucion normal para
los errores. Es bien sabido que la distribucion de protoloilde la composicion de un gran nimero

de desviaciones aleatorias siempre converge a una daéibnormal. Esto es lo que se llama de
Teorema Central del’inite, ver Secéin[3

Sin embargo, a la hora de trabajar con datos observaciomalgzerimentales, muchas veces esta
convergencia no ocurre, especialmente si el numero de éatositado. El problema mas importante
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es que, en general, las distribuciones experimentalegpas® “cola” mucho mayor que la prevista
por una distribuciobn Gaussiana. En otras palabras, enadssscreales existen muchos mas puntos
fuera del rang@ de lo que uno esperar’a si la distribucion fuese normahbian es posible que,
debido a errores groseros como el funcionamiento inadeadelcequipo, técnica, etc..., existan datos
much’simo mas alla del resto de las observaciones. Eatos d veces se denotan cooutliersen el
sentido que estan ubicados afuera del rango esperadopyresponden con una estad’stica diferente
respecto de la Gaussiana.

El principal problema de los outliers es que, segun un@jstuadrados m'nimos, la probabilidad
de ocurrencia de estos puntos es tan baja que el métoda quiadistorsionar todo el ajuste para
acomodarlos equivocadamente (en Press et al. 1992, seamarmgie en una distribucion normal, la
probabilidad que un dato esté ubicado a una distan2@ es del orden d&0 8). Esto es uno de los
principales motivos por el cual el MCM es muy sensible, y puedr resultados errbneos si tenemaos
(aungue mas no sea) un Unico punto signi cativamenteafdet resto del conjunto de datos.

Esta sensibilidad de los Cuadrados M'nimos puede seradar(y a veces eliminada) con algunas
modi caciones. Estos son los llamadbietodos Robustague se caracterizan por adoptar distribucio-
nes de errores diferentes de la normal para los datos. €anaxisten variantes que permiten un
tratamiento especial de los outliers. Si bien estos somdnétvalidos para el tratamiento de datos,
basan su método en considerar una gran cantidad de punimbgro a nuestro caso donde todas las
observaciones son necesarias y no podemos prescindirudealdatos en forma arbitraria.

Asumiendo una distribucion Gaussiana de errores, dosa®dBR son usualmente encontradas
en la literatura:

1
(@}
o
>

(wrms)?

X
> (2.72)

dondey; es la velocidad radial al tiempo de observactpny V;; es el valor calculado de la
V; a partir del modelo que tiene los elementos orbitales en ehento de la observacian. Como
mencionaramo$! es el nimero de parametros ajustadds € 5npja + Nops), Mientras que =
N M es usualmente referido como el nimero de grados de libéetda regresion. El peso que se
asigna a cada observacion es dado goy es la suma cuadréatica del error en cada la velocidad radial
y el jitter estelar (i.e 2= "2+ 2, ver Seccion 1.3.63).

El valor de 2 es usualmente utilizado como estimador de buen ajuste kent@munidad as-
tronbmica. Sin embargo, como puede verse en la ecuacsomuy sensible a los valores que se
asuman en los errores de los datos y en el estimado delitierste sentido elrms es mucho mas
independiente de los vanré% y 32 consistente con un estimador de buen ajuste. Por esta aaz6
lo largo del trabajo, se daran ambos valores de las fungioesduo, pero la comparacion con otros
trabajos debe realizarse utilizando el wrms.

2.2.1. ElPrincipio de Cuadrados Mnimos

Aunqgue el método de cuadrados m'nimos (MCM) es generdémdilizado para el ajuste (0 mo-
delizacion) de datos, resulta conveniente comenzar atdlsccomo una aproximacion de funciones.
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Supongamos que tenemos una fungifxi) conocida y dada en forma anal’tica (no es lo mismo que
pedir que la funcion en s” sea analtica). La idea es @priseepresentar o aproximar esta funcion
como una combinacion lineal de un conjunto de funciones siraples que sean una base del espa-
cio de funciones cuadrado-integrables. El caso t'picgpesxanar por polinomios, pero esta no es la
Unica opcioén.

Vamos a de nir;

= y(X) : lafuncion que queremos aproximar en un interval [a; b de la variable independien-
te. Ya quex puede ser una variabtedimensional, vamos a generalizar el intervalo de interés
comox 2 D,conD < ",

= f (X)g:un conjunto de in nitas funciones anal'ticas (i.e. con@s y con derivadas de orden
arbitrario continuas). Vamos a exigir que estas funcioees $inealmente ingependientes, de
forma tal que no existan ninguna secuencia de rdaggtal que ((x) = :<=01 a i(x).
Decimos que nuestro conjunto  (x)g forman unabasepara un cierto espacio de funciones.

P
m f(X)= ﬁ"zo Ax k(X) : laaproximacion de ordeM de la funcidny(x) en esta base. Nuestro
objetivo sera justamente la determinacion de estos éeetes constantesy.

A modo de ejemplo, el conjunto de monomiogx) = xX forman una base para
el espacio de las funciones all}al'ti@’s . Cualquier funciérg(x) 2 C! podra en-
tonces escribirse cong({x) = ', AixX. La serie trucanda a orddn sera una
aproximacién polinomial dg(x).

= También vamos a de nir unfuncion de pesale nida comow(x) 08 x 2 D. Esta funcion
puede tener varios signi cados. Por ejemplo, puede reptaseina relacion del error en la
determinacion dg(x) en funcion de. En el caso mas simple, generalmente se txg 1.

= Sila aproximacion fuese exacta, tendr'am@s) = y(x) en todo el intervalo. Como general-
mente esto no ocurre, de nimos flancibn Residu@ntre ambas como:

b
R(x) y(x) f(x)= y(x) Aj j(x): (2.73)
j=0

En términos de esta notacion, de niremosiajor aproximadin ay(x) (en el sentido de cuadra-
dos m'nimos) como el conjunto de coe cientag tal que elagregado(“agregate” en inglés: suma
o integral) del productav(x)R?(x), y denotado pohw(x)R2(x)i, sea el menor posible dentro del
intervaloD . En el caso de funciones de una variable, esto se traduce en:

). hd 2 X hd 2
hwR< h w vy A k 1= w(xi) y(xi) Ak k(X)) (2.74)
k=0 i k=0

Si queremos que esta cantidad sea m’nima considerandodasentes como variables, esto es equi-
valente a pedir que se cumplan las condiciones:

@ 20\i = e :
@AhN(X)R xX)i =0 8r=0;:::;M: (2.75)
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Reemplazand®, obtenemos:

@, _» @ X 2
—hwR4 = hw— A i 2.76
an an y - K k (2.76)
ol
= 2hw y A k 1=0 r=0; M
k=0
Con lo cual,
pd
Axhw i = hw yi r=0; ' M: (2.77)
k=0

Aplicando estos principios al caso de la Modelizacion déoBadonde en vez dgx) tenemos
un conjunto discreto d&N + 1) puntos del tipdx;;y;) coni = 0;:::;N. En tal caso, el principio
de cuadrados m'nimos queda de nido por el producto intgrai@ datos discretos y las ecuaciones
quedan:

oW X
A W(Xi) r(Xi) k(xi)= w(Xi) r(Xi)y(xi) r=0;::5;M (2.78)
k=0 i=0 i=0

En otras palabras, tenemos un conjuntgMe+ 1) ecuaciones lineales con el mismo numero de
incognitas, dadas por los coe cientlg. El sistemal(2.78) es conocido comoéasiaciones normales
del proceso de cuadrados m'nimos. Resolviendo este sis@mdremos expl citamente los valores de
los coe cientes que minimizan el residuo:

0
lw o of hw ¢ 11 hw ¢ 2i  ::: hN oYi
hw 1 oi hw 1 1i hw 1 2i i I’W 1 MI Al 1y
. 1(2.79)
hw M oi hw M 1i hw M 2i o hw M MI hw Myl

Una caracter’stica desfavorable de las ecuaciones nesraalsu di cultad en determinar expl ci-
tamente los coe cientes. Dependiendo de la asgy, esto puede ser sumamente complicado, no
solo algebraicamente sino numéricamente. Sin embargaasos los casos donde el valorMesea
tan grande como para introducir imprecisiones numéricas cativas. As’, la principal desventaja
del Método Directo para la resolucion de (2.79) es simpleie su complejidad y uso extensivo de
recursos computacionales.

Una forma muy utilizada para simpli car las ecuaciones ralen es adoptar una base ortogonal
(respecto dev(x)) para las funcionek (g. En este caso, y por de nicion de ortogonalidad, se cumple
que:

hw i i = iij (2.80)
donde ;j =0 8] 6 i. Cumpliéndose esto, la matriz de la ecuacion (2.79) seceed una expre-
sion diagonal, y cada ecuacion algebraica corresporedigmeda desacoplada del resto del sistema.
As” obtenemos expl citamente:

Achw 2 = hw ,yi r=0::::;M (2.81)
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como lo cual

A = r=0;:::;M: (2.82)

hw Zi

Si, ademas de ortogonal, la base es ortonormal, entoncesrgee quew 2i = 1 para todar, y la
expresion para los coe cientes se simpli ca aun mas, qnelo:

Ar = hw i r=0;:::;M: (2.83)

Cuadrados m'nimos solo tiene soluciomvsi N . Es mas, en el caso donbie = N, tendremos
que la solucion de aproximacion pasa exactamente pos tlodopuntos del conjunto de datos. En
otras palabras, nos reducimos al caso de una interpolasgremos que la interpolacién polinomial
(cualquiera sea la base) es un caso particular de aproximpolinomial de funciones o modelizacion
de datos.

Elvalor = N M se conoce como @lumero de grados de libertadel ajuste. El caso de
interpolacion, donde no hay parametros a de nir en eltajuse corresponde con cero grados de
libertad.

Cuando trabajamos con el método de velocidad radial losien¢es incognitaAy no tienen una
expresion explcita, puesto que trabajamos con un sisteodlineal. En general debemos apelar a
métodos iterativos utilizando la derivada y Hessiana de

Si escribimos 2 = hwR2i como:

XN 2
2A)= wi oy f(x;A) (2.84)
i=0

nentes del gradiente de esta funcion con respecfydsera:

@2 X @f

—= 2 i Vi fF(XiA) — =0; ‘M: 2.85

@A™ 2_M Y TR gy r (2.85)
En el caso lineal, dondé(xj;A) = |“("=0 Ak «k(Xi), tendremos quedf=@A = (Xj) es

independiente de los coe cientes. En tal caso, las ecuasionrmales quedan lineales y facilmente
resolubles.

En nuestro caso genérico (i.e. no-lineal), debemos @aldas derivadas segundas (i.e. las com-
ponentes de la Hessiana). Estas son dadas por:

@2 __ X  efef ) @f
@rah > _ " aares VY XM grana

rns=0; ;M:  (2.86)
i=0

Segln las bases de los métodos en todos los MCM no-lin@edesgundo término de la EE. (2186)
es despreciable, justi cado por el hecho que si el ajustaieady entonces el termirfg;  f (x;; A))
es pequefio. De hecho, seglin se menciona en Press et a), (298clusion de este término es, en la
practica, poco aconsejable sea cual fuese la precisiGjulte, ya que la presencia de outliers puede
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dar origen a una desestabilizacion del modelo numérioold’tanto, podemos rede nir ad-hoc la
ecuacion anterior aproximandola por:

@ *? _2’“ W of of
QA@A ' @A @A

rnrs=0; ;M (2.87)
i=0

y trabajar con esta expresion en vez de la Ec. (2.86).

2.2.2. Metodo del Gradiente Conjugado

Existe otro tipo de métodos donde se analiza la direcaibla €ual el residudr decrece. Con-
sideramos los coe cienteA como variables, podemos expandir la funcién residuo ensene de
Taylor alrededor del origen (truncada a orden dos), como:

2(A)= 3+ AT d+ AT D A (2.88)
0 2

donded es un vector de componente®@f=@4 y D es una matriiM +1) (M + 1) cuyas
componentes son dadas por la Ec. (2.87). En este grado deirapeion, el gradiente de?(A)
desarrollado en Taylor sera:

r 2(A)=d+D A: (2.89)

Denominamos ahora corfomn el conjunto de coe cientes que dan el mejor ajuste, ose&(A min ) =
0. Reemplazando en la expresion general del gradiente upado, tenemos que:

r A)= D Amn+D A=D A (2.90)

donde A = A Anmin es la diferencia entre los coe cientes actuales (cualquigre sean; por
ejemplo, determinados v'a una aproximacion lineal) ydractos. Con esto podemos construir un
procedimiento de determinacion iterativa de la solusi@nla expresion:

A =a0 D p 1y 2a0 D) (2.91)
dondeA () es el valor de la-esima iteracion.

En otras palabras, cada iteracion corrige el valor anteggln la direccion del gradiente de la
funcién residuo (pero en sentido contrario) y con una ntagngue esta pesada por la Hessiana.
Existen casos donde la serie de Taylor truncada a segunda oodes una buena aproximacion del
sistema no-lineal, especialmente 8i no es pequeio. En tal caso, podemos modi car levemente el
esquema anterior, de niendo la proxima iteracibn como:

A =A@ D ¢ 2a0 1) (2.92)

dondeC es una constante (generalmente pequefia). Esta variatibde se elige la direccion del
gradiente pero no el modulo de la aproximacion cuadrasieaonoce como &létodo del “Steepest
Descent’ ver Seccion 15.5, Press et al. (1992). El cambi®de ! C tiene como objetivo evitar
oscilaciones alrededor de la solucibn exacta.

Expandiendo la ecuacion (2.92) en sus componentes, padeswibirlo como un sistema de
(M +1) ecuaciones algebraicas de la forma:

@2

(= Al D .
Al = Al +C@Ai 5

r=0: :M: (2.93)
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gue brindan en forma expl cita la solucion de cada coet@epor aproximaciones sucesivas.

Recapitulando un poco antes de continuar, expl citanmemtriestras variables tenemos la funcién
2.

1 X (v Vi(ti;A))?2

2
M i=1 i

2/pY =
(A) = N (2.94)

Un desarrollo en Taylor hasta orden 2 para esta funciénipatdtmétrica nos da la siguiente aproxi-
macion:

2(A) A+(A AQT d+ (A AQTD (A Ao (299)

donde su gradientg y Hessiand estan dadas expl citamente por:

@2 _ 2 X 1M
““@a - N owm _ U VTgy (2.96)
_ @2 _ 2 N1 avhew) , . 6w .
K @A@A N M . 7 @A Q@A (yi V”)@/p\@A ; (2.97)

i=1

La segunda derivada en la Ec. (2.97) puede ignorarse cuaradwa(el caso lineal por ejemplo) o
bien cuando es su cientemente pequefia comparada comghtéque involucra la primer derivada.
También como argumentaramos antes, existe la posithitide el termindy; V:;) sea su ciente-
mente pequefio. Mas aln si el modelo es correcto, eat@t@deber’a ser aleatorio y oscilar alrededor
de cada punto. El error puede tener signo y debe no debe estalacionado con el modelo. De esta
forma los términos de segunda derivada pueden descaytieg®ajar con una ecuacion reducida.

2.2.3. Metodo de Levenberg-Marquardt

El método del Steepest Descent es el procedimiento mgsesipara la modelizacion de datos
para una funcion de ajuste no-lineal. Sin embargo, posgtsiinconvenientes. El primero tiene que
ver con la ambigiiedad en la especi cacion del coe cientastanteC (Ec. (2.92)). No se sabe su
escala, que valor se toma para &l ni como depende de laglesidae elegimos para los datos. Para
aclarar un poco este punto, y jar un poco mas rigurosamehtalor deC, podemos usar parte de la
matriz Hessiana, aln sin utilizarla como un todo.

Vamos a adoptar la siguiente notacion:
@2 @ *?
T @A ! “'” @a@A

con lo cual tenemos que los Métodos del Gradiente Conjugatil Steepest Descent adquieren la
forma expandida (no-vectorial):

X

(2.98)

ki Ai= k (Gradiente Conjugado) (2.99)
i=0
Ai=C (Steepest Descent)
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En el primer caso, debemos resolver un sistema lineal pdaem@bcadaA i; en el segundo estos
datos son obtenidos de forma expl cita.

Veamos como elegir el tamafio @e Comenzamos recordando que la cantidéaés un nimero
no-dimensional, lo que es bastante claro cuando relaciosamcon 1= |2 Por otro lado, a partir
de la de nicion de gradiente, tenemos quetendra unidades dg\) *. Peor aln, dependiendo del
problema, caday puede tener unidades completamente distintas para désrenicek. Reempla-
zando en la segunda de las ecuaciones (2.99), vemos quadadesdeC deben sefAy)?.

En la matrizf g, notamos que, dado que son componentes de la Hessiana, leanmte
tiene dimension igual @A) 2. En particular, podemos considerar que la inversa del edadie los
elementos de la diagondl- E;k son una escala natural pata As" podemos introducir una nueva
constante = (C k) 1,y reescribir la ecuacion para el Steepest Descent como:

1
A= — (2.100)
i
Si es muy grande, estamos disminuyendo el “paso” de la itamagile vendr'a de considerar una
matriz Hessiana diagonal.

La gran ventaja de esta variacion es que nos permite indeggaenos de las unidades y escalas
propias de nuestro problema f'sico. Sin embargo, alnrmpodanejorar mas las cosas. El Método de
Levenberg-Marquardt esta basado en reemplazar la segondei@n (2.99) por (2.100), obteniendo:

X

ki Ai= k (Gradiente Conjugado) (2.101)
i=0

ki Ai= (Steepest Descent Modi cado)

As” podemosagruparambos métodos si de nimos una nueva matriz

Bo= oA+ ) (2.102)
i(;)j = isj (i1 61)

y conseguimos reemplazar ambas ecuaciones de (2.101) pofagrsistema:
oA = k=0; ;M: (2.103)

Vemos que cuando 1 estamos sobrevaluando los elementos diagonales del Heskiacual es
equivalente a considerar el método del Steepest Descatitcado. Recordemos que dijimos que
ésta es la mejor opcion si nuestros coe ciemgsiniciales estan muy lejos de los 6ptimos. Por otro
lado si = 0, retornamos al método del Gradiente Conjugado originaija es mas recomendable
si estamos cerca de la solucion no-lineal completa. Paritmf el coe ciente nos permite tener un
parametro ajustable para optar por uno u otro método,ndisgredo si estamos lejos o cerca de la so-
luciobn deseada. Esta es la baseMeéltodo de Levenberg-Marquardt Esquematicamente, funciona
con los siguientes pasos:

1. Elegimos valores iniciales paﬁq((i) (coni = 0) y calculamos la funciobn residuc?, mas su
gradiente y Hessiana.
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Figura 2.4: Super cie bidimensional f(x,y) con (x,y) E [0,He niendo un problema complicado de resolver
para maximizacion. El maximo global esta marcado con eciza en (x,y)=(0.5,0.5).

2. Elegimos un valor modesto parapor ejemplo: = 0:001 Con esto le damos la oportunidad
al sistema para que las iteraciones sean generadas condapagratica incluida (Gradiente
Conjugado).

3. Resolvemos las ecuaciones algebraicas lineales (2dd)8)ilamosA i = A(ki+l) AS) ya
partir de all' tenemos una primera estimacion de la pnéaxiteraci(')rAE"l) .

4. Calculamos el residuc?(A (i*1)).
5. Chequeamos si?(A (*D) < 2(A (), o sea, si nos estamos aproximando al mnimo.

6. En caso positivo, el método del Gradiente Conjugadofaestaonando. Disminuimos en un
factor10, con rmamosA(k'+l) como la siguiente iteracion, y volvemos al punto 3.

7. En caso negativo, la iteracion no funciono. En tal cali;tmiraamosA(k'+l)

un factor10y volvemos al punto 3.

, aumentamos en

También es necesario una condicion para detener el goriterar hasta la convergencia
(precision de maquina o I'mite de redondeo) es genergknea pérdida de tiempo innecesaria
ya que el m’nimo es a lo sumo taejor estimacion estad’stica de los paramettosComo
veremos en la seccion de errores (3.1) un cambio en losnetds que cambie? << 1
nunca es estad’sticamente signi cativo. En la practicey puede suponer una salida del ciclo
de iteracion cuando? decrece una cantidad despreciable (por ejemplo un errohubsnenor
que 0.01). No es recomendable detenerlo después de ungai® d se incrementa, pues esto
demuestra que no fue ajustado correctamente. Una vez que se encontrorimanaceptable,
uno quiere jar =0 y calcular la matriz

Cc] []1*1 (2.104)
gque es la matriz de covarianza de los errores estandar gratametros ajustados (mas
detalles en 3.2).

Este tipo de enfoque sin embargo es determin’stico, yaasellicion nal depende del punto
inicial tomado en el espacio de parametros. En la Fig. 2ptesenta un ejemplo complicado para los
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métodos de maximizacion/minimizacion locales, dorglelsserva un pico central rodeado de anillos
concéntricos de maximos secundarios.

Por supuesto si se logra iniciar con condiciones inicialesulcientemente cercanas al pico cen-
tral, los métodos de Gradiente Conjugado convergen aapedite. Si elegimos una estrategia Monte-
Carlo, es decir tomamos condiciones iniciales al azar pagatro punto de partida y luego resolvemos
el problema de minimizacion, dependiendo de la cantidazbddiciones iniciales algunas de nuestras
soluciones seguramente lograran identi car en el maxigigroblema es que dentro del espacio de
parametros por ejemplo para la Fig. 2.4 la regibn centedlpito representa so6lo &l% del espa-
cio, requiriendo entonces 10* 10° condiciones iniciales distintas para encontrar el m nifada
funcion. El dibujo puede ser generado con la funcion:

f(x;y)
r2

2= 2

cog(nr)e : (2.105)
(x 05)2+(y 05)% x;y 2 [0;1];

Cuando se requiere aplicar este método en la busqueddubioses planetarias la funcion es
mas compleja. Se requiere minimizar la funcion resiByanultiparamétrica y muy rugosa. En par-
ticular, en nuestro trabajo buscamos soluciones pararsistde dos exoplanetas, por lo que tenemos
una hipersuper cie a explorar de al menos 11 parametrosli-Para asegurarnos la convergencia
al m'nimo global debemos tener al menos ub@® 10’ condiciones iniciales. Esto convierte el
método en ine ciente, pudiendo tardar varios d"as dematimen encontrar el m'nimo (Ferraz-Mello
et al. 2003).

2.2.4. Algoritmo Gergtico

Este método de minimizacion basa sus principios en lasigenerales de evolucion y adaptacion
que fueron introducidas por Charles Darwin (1859) en “OnQinigin of Species” por medio de la
seleccion natural. De esta forma, mucha terminolog’aiada a biolog'a sera usada para describir sus
funciones. El mecanismo que rige la evolucion es la sdlacaatural, que es el proceso a través del
cual los individuos mejoadaptadosa su ambiente tienden a producir en promedio, mas descgaden
gue sus competidores menos adaptados. Dos componeniesaléis son requeridas para la seleccion
natural:

= En primer lugar, la “herencia”, ya que un descendiente debedar de alguna manera algunas
de las caracter’sticas que hacen que sus padres seari.“aptos

= El segundo ingrediente es la variabilidad: en cualquier Brdmdebe haber un espectro de
“adaptados” dentro de los miembros de la poblacion, de fotraa la seleccion natural no
puede operat.

¢,Como es regida la evoluéin? Basicamente se sabe que cada célula de cada individuoniien

nadasfenotipos) contiene informacion codi cada en una secuencia quetiage el genotipa Sin
embargo debido a que fenotipos de alta adaptacion se @aden promedio, en altas probabilidades
de reproduccion, el fenotipo tiene in uencia directa ep@&bl de genes (conjunto de genotipos) en la
prbxima generacion. Los fenotipos con mejor adaptatopian” su fenotipo mas frecuentemente en
la prbxima generacion, que lleva a una porcion crecidatinotipos con buen ajuste en la poblacion.
Para condiciones de medioambiente jas, la poblacibnmafthente converge como un todo hacia los
individuos mejor adaptados.
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La velocidad de la convergencia es una funcion dprésibn de selecéin, que es la relacién
funcional entre el ajuste y el éxito de la reproduccibnalez que la convergencia es completada,
cambios severos en las condiciones del ambiente puedstitdraente alterar las reglas de adaptacion
y hacer que todos los individuos no sean aptos con conseasat@sastrosas para una poblacion.

La reproduccion involucra la combinacion del genotipdatepadres . No es una copia exacta de
los genotipos de los padres en la descendencia. Errores eppéas y/o eventos aleatorios pueden
introducir mutaciones al genotipo.

El conjunto de todos los genotipos disponibles en la polstase denominagool de genes
Resumiendo, la evolucion puede ser pensada y matematitarmodelada en términos de cambios
temporales a través del “pool de genes”.

Los algoritmos genéticos son una clase de técnicas apibfa heur'stica que incorporan estas
ideas en sentencias computacionales y constituyen newdmemadamente robustos de minimiza-
cion. Utilizamos la rutina PIKAIA (Charbonneau, 1995) emestros programas, que se encuentra
disponible de manera libre dntp://download.hao.ucar.edu/archive/pikaia e in-
troduce todas estas ideas de evolucion genética.

2.2.4.1. Principios del Algoritmo Gergtico

En primer lugar vale aclarar que el “pool de genes” y su pétatade genotipos evoluciona en
respuesta a:

= El éxito de la reproduccion diferencial en la poblacion
= Larecombinacion genética (crossover) ocurrida en les@iedientes

= Las Mutaciones aleatorias que afectan a un porcentaje ds¢edencia, eligiendo al azar un
descendiente (offspring) y un nimero de gen donde apbcardma.

En nuestro caso el parametro que de nadmptacion o ajustede un individuo esta asociado al
valor de 2. Debido a que PIKAIA esta desarrollado para maximizar wmeibn y requiere que la
adaptacion se de na como un valor positivo. Entonces sieseig 1. Debido a que PIKAIA interna-
mente rankea (ordena) para de nir la probabilidad de s&acto necesitamos preocuparnos sobre
la forma funcional entre djustey el valor de ; hacer elajusteproporcional a =2 conducira a
la misma distribucion de orden y por lo tanto la misma prdlttea de seleccién. Se recomienda es-
pecialmente no utilizar  ya que el algoritmo para seleccionar los padres llanRamlgdette Wheel
requiere que el parametejustesea de nido positivo (e.g. Charbonneau, 2002b).

Podemos pensar el genotipo como una secuencia numérida tmparametros se encuentren
ordenados de la manera que especi camos en un principiaogtama esta optimizado para trabajar
con una funcior (x) en un espacio acotado m-dimensional, donde

Xj  (X1;X2;:5 Xm) (2.106)

Siendo corj 2 [1;m] cada uno de los individuos dentro de la poblaciomdadividuos. Cada;
2 [0; 1] es uno de los parametros de cada individuo; debido a quecaselde velocidades radiales,



CAPITULO 2. OBTENCION DE LOS PARARMETROS PLANETARIOS 73

la sefal esta dada pur=V, [K,T,e,M,$ Vo] y podemos asociar cada parametro ayres decir:

Xp ! K; (2.107)
Xo | T;

Entrada y Salida de Datos

Como primer paso, se debe de nir el rango valido de paréoeajue puede tomar cada elemento
del individuo, es decir los parametros orbitakes del planeta se deben transformar al espacio de
parametro; entre [0,1] (cada; es un fenotipo y el conjunto dg ordenados uno a continuacion
del otro es el genotipog1X2:::Xm ).

A modo de ejemplo podemos mencionar que la amplitud que raoas de un planetd es-
tara acotada entre el m’nimo valor que esperamos detsmtar sefial (al menos 2 veces el valor del
jitter estelar, s) y el maximo valor que un planeta podr'a representar (@rfaemenor que la diferen-
cia entre el maximo y m'nimo valor de las velocidades fad)aEs decir si tenemos un valor de jitter
de 4.2 m/s y amplitud de velocidades de 108.4 m/s, una sef@laplaneta d& =54.2 m/s signi ca
un valorx, = 0.50008

La codi cacibn en fenotipos es para cada paramégrolada por:

(Ai Amin).

A (2.108)

Xi =

donde llamaremos a esta transformacigninversamente ! sera la decodi cacion, que implica
obtener los parametrds originales, con

Ai = Anin + Xi A (2.109)

Obviamente debemos ser muy cuidadosos de los I'miteslestids ya que el algoritmo busca
dentro del espacio especi cado y descartaremos posiblesigones si acotamos demasiado la region
donde viven los parametros. Por otro lado si la elecciomag amplia corremos el riesgo de perder
mucho tiempo en la exploracion global del espacio.

Nuestra eleccion general y que funciona para una ampliadadt de casos toma los siguientes
I'mites:
» K22 jiter ; V]
s P2 [minfti.y  tjg=2; ( t)=2]
= €2 [0; 06] (e > 0:6 ralentizan mucho la bisqueda)
! 2[0; 2]

s 2 [tinicial % t; tfina + % t], el tiempo de pasaje por el pericentro puede
ocurrir antes de la primera observacion o después déitaall

8En este ejemplo se tiene entondés;in =8.4 M/SK max =108.4m/sy K =100 m/s.
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Figura 2.5: Esquema de operaciones basicas que realigmstmo genético, en un problema de minimizacion
2D. Un individuo es dado por un punto (x,y) y dos individuog gienominamos padres son necesarios para la
reproduccion denominados P(P1) y P(P2). El operador rbt@uion actlia sobre las cadenas que representan
los padres (ver texto para mas detalle). Adaptado de Chadam y Knapp (1995).

» Vo 2 [minfVig; max Vig]

Donde V estadado por la diferencia entre el valor maximo y m nile¥®, disponibles,
esdecir (V = maXV,g minfVig); mientras que t esta dado por la diferencia de
tiempo entre la observacion nal y lainicial, es decit = tfina  tinicial -

2.2.4.2. Algoritmo geretico esquenaticamente

La rutina PIKAIA busca el maximo de la funcion trabajandmg; } :1M 2 [0;1]. Cada individuo
X puede ser transformado éncon la Ec. (2.109). La llamada a la rutina es:

pikaia (function,n,ctrl,x,f,status) (2.110)

dondefunction es la funcion que se evaluara para buscar el maxings, la dimension del vector;

ctrl es un vector que de ne parametros para el algoritmo gemétes el valor déunction en el vector
Xy nalmente statuses un entero cuyo resultadostatus=0 si se ejecuto bien la rutina mientras que
esstatuss 0 cuando fall6 la implementacion de la rutina (para méaallées ver Charbonneau, 2002ab).

El programa codi ca el genotipo internamente para obteagrfénotipos. Para jar un poco las
ideas veamos la Figura (2.5). En la gura solo se muestrapds®s basicos de reproduccion y mu-
tacion en los algoritmos genéticos para el caso de ungmabkn un espacio bidimensional. A conti-
nuacion se describen los pasos y se dan las consideragares! caso de los ajustes orbitales:
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= Se genera aleatoriamente un conjunto de individuos, comegi®s orbitales dentro del espacio
de parametros permitido. En nuestros calculos este migseila entre 100 a 200 individuos.
En el caso de la gura cada par (x,y) es un individuo con fegosti(x,y). Luego cada individuo
es codi cado (I'nea 3) para producir un genotipo que caraz el individuo, siendo un escalar
continuo que denominameoy Y tiene toda la informacion previa.

= Se forman pares de individu¢B 1,y ) y (P 2,y) dada una tasa de aceptacion de la recombina-
cion genética, para mezclar la informacion de los g@osti En este caso la mezcla se da en
el gen=4y se intercambia la informacion. As” producimasdividuos de descendenci@®{y
02) de manera de no disminuir el nmero total de individuopatisbles (I'nea 7 y 8, Fig 2.5).

= Se especi ca una tasa de mutacion que introduce el factaledgoriedad a la descendencia en
un cierto gen elegido aleatorio, en el ejemplo la mutacigitasobre el descendieri@y el
gen=10 cambiando el valor 2 por 8 (ver I'neas 14y 15 en la By 2

= Cada informacion de individuo es decodi cada para obtdoe(x;y): y luego transformada
al espacio de parametrds;; A,. Con los valores dé; se calcula un valor de? ('nea 18 y
19, Fig 2.5).

= Cuando se ha realizado este proceso con todos los individudiee que se ha aumentado una
generacion.

= Se renueva parte del pool de individuos (la i-esima gei@radejando solo algln porcentaje
de aquellos que sean los mejor adaptados, es decir los de vadmo 2).

= Se repite el proceso volviendo al inicio a lo largold# a 10° generaciones.

Finalmente se obtiene una solucion que resulta estar mog del m"nimo global en el espacio de
parametros explorado y en un tiempo que para 2 planetagb#asdconmensurables rara vez supera
los 10 minutos en una computadora Pentium Dual Core de 2Gkzantlo uno solo de sus ndcleos.

Caracter'sticas evolutivas incluidas en estos esquemas:

1. la descendencia (O, offspring) incorpora porciones demahgenético “intacto” que proviene
de ambos padres, hecho que es necesario para la herencsmi&ngo tanto los operadores
reproduccion (crossover) como la mutacion involucramgonentes estocasticos puros, como
por ejemplo el punto de corte, el lugar de la mutacion y altefde la mutacion.

2. el proceso de codi cado/decodi cado es s6lo uno de losilfes esquemas utilizados, los al-
goritmos genéticos tradicionales usan sistemas biraumiague no es particularmente ventajoso
para la optimizacibn numeérica.

3. los operadores reproduccion y mutacion operan en otmjeon el proceso de codi cacion /
decodi cacion, preservando el rango total dentro del espde parametros, es decir las solu-
ciones estan restringidas dentro del espfgit] y la descendencia también estara restricta al
espacio de parametrfg; 1].

4. el operador mutacion tiene una interesante conse@uebependiendo de cual de los d’gitos
sea afectado la exploracion de parametros es paralelangobal o pequefia ( ne tunning),
lo que permite sortear muy bien algunos problemas dondéaxi®rdes pronunciados en la
funcion residudR.
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En la introduccion de muchos libros de texto se enumerda s@acter'sticas basicas para con-
siderar que un método adoptado es bueno: exactitud, temss, justi cacion, certeza, orden, pon-
deracion y resolucion. La lectura de esta seccion nas @wensar que los Algoritmos Genéticos no
son métodos adecuados. Sin embargo desde un punto deré@istigg surge una sugerencia practica
mencionada por Charbonneau (1995) y con la que concordarags tle realizar exhaustivas pruebas:

USAR CUALQUIER M ETODO QUE FUNCIONE

2.2.4.3. Paametros de inicializacbn

En la rutina PIKAIA encontramos un conjunto de 12 parangette control, denominadazgrl,
que permiten que adecuemos la forma en la que trabaja naégbriimo genético (e.g. Charbonneau,
et al., 2002). A continuacibn enumeraremos los pararsgtiespeci caremos los valores t'picos que
hallamos Utiles en nuestros estudios de determinaciabésles:

= ctrl(1) =100 200 NUmero de individuos en la poblacion
» ctrl(2) =10° 10 NUmero de generaciones a evolucionar
= ctrl(3) =6 NUmero de d’gitos (nUmero de genes).

Es el nimero de d’gitos retenidos en el codi cado del fgmoen el genotipo. Recordemos que
el genotipo termina siendo un nimero entero y aunque seaente en termino de almacena-
miento es (til a la hora de codi car, entender y poder rasthegares donde surjan errores.

= ctrli(4) =0.85 Probabilidad de reproduccién; debe<ser1.0.

Una vez que los padres son seleccionados se genera un nateatario y la operacion de
reproduccion (ver Fig. 2.5) se aplica solamente si el morageatorio es menor que este valor.

= ctrl(5) =2 Modo de Mutacion; 1/2/3/4/5 (por defecto 2)

1=mutacion de un punto, atasa ja

2=mutacibn de un punto, ajustable basandose en el vdlajuite.
3=mutacion de un punto, ajustable basandose en la datanc
4=mutacion de un punto+creep, a tasa ja

5=mutacibn de un punto+creep, ajustable basandose atoeldel ajuste
6=mutacion de un punto+creep, ajustable basandose étdacla

Las 3 primeras opciones dan mutacion en un gen ya sea a angtgl o variable,
utilizando el valor del ajustR (2) o alternativamente basado en la distancia métrica
entre el mejor individuo y la media que llamaremos(3).

Desde el punto de vista de la exploracion del espacio denptros es necesaria
una tasa variable, ya que como sabemos cuando la poblaciistebuida de for-
ma amplia, el operador crossover realiza una basquedargecl recombina infor-
macion de las soluciones existentes. Si la poblacionergev(ya sea a un m'nimo
absoluto o local) la reproduccion NO mejora mucho porqueakzada intercam-
biando fragmentos de padres casi idénticos; obviamenéstes casos se necesita
una tasa de mutacion alta para lograr inyectar variakiletala poblacion.
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La mutacion var'a entre el m'nimo y maxin2o ctrl(7); ctrl(8) durante la evolu-
cion con un valor inicial ctrl(6). En cualguier momento sesge calcular que
es la diferencia entre el ajuste del mas apto de los inddgduel valor del ajuste
de la mediana de individuos (obtenido a partir del ordenatoide los mismos).
Dicho parametro es entonces una medida de la convergemtiapdblacion; si

es grande entonces la poblacion es presumiblemanetiulidér de manera mas
extensa en el espacio de parametros que $uera pequefia. Entonces cuando
es peguefa se incrementa la tasa de mutacion y cuandanée gedisminuye.

La mutaciénereepintenta de nir una mutaciosuave Veamos lo que signi ca con
un ejemplo. Consideremos un problema donde buscamos umadsobptima que
contiene la subcadena producida por el proceso de evolucio

decodi cada en un punto otante (nimero real) 2.1000. Rn@ente imaginemos
gue tenemos el nimero

gue produce un ajuste mejor que la media, de forma que suiataenético es
dispersado en la poblacion. Después de cierta cantidgdrieraciones que den re-
producciones y mutaciones favorables tenemos la subcagerse ve por ejemplo
como:

gque evidentemente esta cercazi®0Q Sin embargo dos mutaciones bien coor-
dinadas deben actuar para producir este numero: el “1” dabwiar a “2" y el
primer “9” a “0”, para producir20994 ie. 2.0994. Cualquier otra mutacion que
ocurra aisladamente o mutacion por otro d'gito nos Ievejos del nUimero que
buscabamos. Como ya mencionamos la mutacién es un prte#soy la proba-
bilidad que el par de mutaciones ocurra simultaneamentela&s/amente 'n ma,
signi cando que necesitaremos muchas generaciones parmogura. La poblacion
comenzara amontonarseen bordes internos del sistema codi cado. Estos bordes
son llamado®aredes de Hamminggllas pueden ser sorteadas eligiendo un esque-
ma de codi cacion tal que las mutaciones pueda dirigirsaréagiones cont'nuas
en el parametro decodi cado. La mutacidreep justamente actla de la forma que
necesitamos: una vez que el d'gito de la cadena codi cadadleccionado para
mutar, en lugar de reemplazar el d'gito existente por ugatatio, solamente se
agregat+l o -1 con igual probabilidad y si el resultado €s0 (porque cambiamos

un “0” sumandole “-1") o> 9 (porque cambiamos un “9” sumandole “+1"), se
lleva la adicion al proximo d'gito de la izquierda (comaealmente estuviéramos
sumando). As” por ejemplo si el d'gito a cambiar es el “Qitca,

con+1 obtendremos

gue tiene el efecto deseado de saltar la pared.

El problema sin embargo que se presenta con este tipo deitmuts que no se
permite dar grandes saltos en el espacio de parametro @gumentamos pre-
viamente los saltos son una capacidad necesaria, contatagre en la practica
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un test de probabilidad debe decidir si aplica mutacion m@unto o creep con
iguales probabilidades.

= ctrl(6) = 0.005 Tasa de mutacion inicial; debe ser pequeiia

= ctrl(7) = 0.025 Tasa de mutacion m'nima; debeser 0.0

= ctrl(8) =0.25 Tasa de mutacion maxima; debe<ser1.0

= Ctrl(9) =1 Ajuste relativo a la funcion residual; desde 0 a 1

PIKAIA realiza una clasi cacion para asignar ajuste. Lodividuos son inicialmente clasi -
cados comd1; 2; ::; np] de acuerdo al ajuste verdadero (dado por la funcion restjudonde

el individuo de mejor ajuste tiene “ranking” 1 y el peor tiamaking np. PIKAIA de ne in-
ternamente una probabilidad de reproduccion para cadzeate basado en este ranking. Si
este parametro es ctrl(9)=0, no hay presion de selegciddos los individuos tienen la misma
probabilidad de ser seleccionados para la reproduccitse 8lige una alta presion de selec-
cion, ctrl(9y» 0.6, se obtienen mejores resultados ya que los mejoresdaodir son los que
participan en la evolucion del pool de genes (Charbonnk2Q5).

= Ctrl(10) =3 Plan de reproducciébn; 1/2/3.

(1) Reemplazo generacional completo. Se calculan todomdiddaduos descendientes (Offs-
pring) en un almacenamiento temporario y una vez que sentiemeientes descendientes se
reemplaza completamente la poblacién original de padres.

(2) Estado estacionario reemplazo aleatorio.
(3) Estado estacionario reemplazando los peores (portdeSgc

El estado estacionario es un plan de reproduccién qudanssrdescendientes en la poblacion
a medida que son calculados. Para mantener los individtaelegse reemplazan los padres de
forma aleatoria (2) o bien reemplazando los peores inddada).

En nuestros calculos hemos corroborado la conclusiorcimeada por Charbonneau (1995):

ninguno de los planes de reproduccion es aparentemente arajo. En casos donde el nUmero

de grados de libertad es alto, 100 los resultados son mejores si ctrl(1)=3. Mientras que si
es bajo, ctrl(1)=1 funciona bien.

= Ctrl(11) =1 Condicién de elitismo; 0/1=off/on.
Consiste en asegurar que el genotipo de mejor ajuste dedaagadinn es copiado al menos 1
vez sin alteraciones en la generacior+ 1.

= ctrl(12)=0 lipo de salida de datos 0/1/2=Nada/M"nimo/Ecitp

Se podr'a suponer que un algoritmo genético deber’a@doac bien en una poblacién grande,
manteniendo alta presion de seleccion y altas tasas decibty crossover a través de la evolucion.
Sin embargo como mencionamos los algoritmos genéticdarirtos procesos de evolucién y muchas
veces estos son complejos e impredecibles. Crossovercintgresion de seleccion y el tamafio
de la poblacion interactlan en forma extremadamentenealliy no pueden ser claramente separa-
dos como super cialmente se podr'a suponer. Por ejempéopaiblacion grande en un principio del
algoritmo converge rapidamente a un espacio grande, edegprobabilidad que un individuo en la
poblacion inicial aleatoria llegue cerca del m'nimo glbbs directamente proporcional al tamafio de
la poblacién. Sin embargo durante los estadios posteriama poblacién grande tiene mucha inercia
cuando la probabilidad surge de una mutacion favorable.
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Figura 2.6: Evolucion de la poblacién de soluciones despaupara el problema de nido por la Fig. (2.4)
utilizando algoritmo genéticd (x;y) = cog(nr ) e re= 2). Los c’rculos concéntricos indican los anillos de
m’nimos secundarios, mientras que el c’rculo negro esdiliduo con mejor ajuste en la generacién actual.
Adaptado de Charbonneau (1995).
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Figura 2.7: Esquema de operaciones basicas que realilgoatrao simplex para minimizar la funcion.

La Figura 2.6 muestra la distribucion de la poblaciébn eesglacio bidimensional de nido por
la funcion dada en la Fig. 2.4 para distintas generacidBeda Fig 2.6.(A) se muestra que ningln
individuo en la poblacion inicial aleatoria se encuenteacano al pico de la funcion (0.5,0.5). Las
primeras iteraciones generacionales muestran un conpattiacional cercano al centro de la gura
(Fig. 2.6.(B)), aunque la diferencia de ajuste entre el mgja mediana es todav'a grande. La muta-
cibn decrece levemente desde su valor inicial pero se emantiasi constante. Enl® generacion,
la mayor’a de la poblacion ha convergido hacia algunoarkgydel anillo interno (Fig. 2.6.(C)) y
extremo secundario de la funci6h=0.9216). De esta forma, el ajuste entre el mejor y la mediana
son comparables, esto conduce al algoritmo a un increméenipta de la tasa de mutacion (entre la
12 y 20 generacion). La alta tasa de mutacion da como resultadaescendencia que se esparce
sobre todo el espacio de parametros en el curso de la reidéduFig. 2.6.(D)). Mientras que algu-
nos individuos se posan regularmente en la pendiente detpittral, recien en 185 generacion tal
mutacion catapulta su cientemente cerca del pico cemtrath individuo para convertirse en el mejor
elemento de la poblacion (Fig. 2.6.(E)). Subsecuentasdepciones durante generaciones generaran
mas individuos cercanos al pico central. Notar como eksiib (Ctrl(11)) aqu” es esencial, de otra
forma las mutaciones podr'an alejarnos de los buenosidhais ya identi cados. De estos Ultimos
pasos también se entiende la razén por la cual el algogeneético es ine ciente para hallar el valor
del maximo con la precision necesaria.

2.2.5. Metodo Simplex

A pesar gue la rutina de Algoritmo genético, es extremadienil, para hallar el m"’nimo global,
la solucién que encuentra debe ser mejorada. Para ellcs@sgeotilizar el Método Simplex (Simpléx
de ahora en mas). El Simplexneétodo downhill simplexonstruye una gura geométrica llamada
simplex deN + 1 vértices y todos ellos interconectandose con segmestbaehs que se encuentra
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en el espacio d®l dimensiones. Cada vértice es un conjunto de parametoosbde le puede calcular
su valor asociado de la funcion residuo R (Press et al. 1992)

En el espacio 2-D un simplex es un triangulo mientras qud espacio 3-D es un tetraedro. En
cada iteracion este simplex actualiza el aplicando toansiciones espec” cas a uno de sus vértices,
encerrando la solucion, hasta que se encuentra el m Ehmoétodo requiere solo evaluaciones de la
funcion residuo R, y aunque en terminos computacionaas senos e ciente que usar derivadas de
la funcion para encontrar el m'nimo, la rugosidad de |zifum es bien sorteada. Cada uno de los N+1
vértices es un vector denominalilh con componentes; y es construido como:

M;= Mo+ & (2.111)

donde es un parametro de escala (alrededoOdi?o del rango valido para parametro asociado)
y & es el vector unidad y tiene todas las direcciones posiblessgacio de parametros.

El método realiza una serie de acciones sobre el véerticenadgr residuo R. La mayor'a de
las acciones es solo moviendo el vértice del simplex doadericion es menor atravesando la cara
opuesta del mismo. Estos pasos son llamados re exiones gmwstruidos para conservar el volumen
del simplex. Cuando se puede el método expande el simpleran otra direccion para tomar pasos
mas grandes. Cuando se llega a una region plana, es dexsrlazdvértices tienen el mismo valor de
la funcion residudR, el método contrae el simplex y encuentra el m'nimo queaemamosM . A
pesar de su de nicion “global” de blsqueda de m'nimosttaimente la eleccion de la con guracién
inicial tiene in uencia en la determinacion del m nimabhkl. Una forma de visualizar como funciona
el método es esquematizado en la Figura 2.7.

Existe una mejora al algoritmo Simplex, denomin&ilamplex Iterativo, donde se realizan repe-
tidamente varios simplex. En la primer iteracion se tonoalos los otros vértices del simplex con los
parametros orbitales de forma aleatoria. A partir de edtec#n e iterativamente se aplica simplex,
tomando como condicion inicial para uno de los vérticem&gor solucion y los restantes vértices
nuevamente elegidos aleatoriamente. En nuestro enfogpariraos desde una muy buena solucion
(proveniente del algoritmo genético) y a esta altura deigo ya exploramos el espacio de parame-
tros. El trabajo de Charbonneau (1995) muestra las evislenttajas del Algoritmo Genético frente
al Simplex en problemas de minimizacion globales.

El nimero de iteraciones del simplex utilizado es del ordedi(®, y es muy rapido tardando
solamente 1 minuto para realizarlas. Si bien puede apamgmaes un método muy e ciente, esto se
debe al valor acotado que tenemos para el simplex inicial.

2.2.6. Comparacon Simplex Iterativo y Algoritmo Genético

Resulta interesante comparar las capacidades explastmireéSimplex Iterativo y Algoritmo
gerético. Para ello se puede de nir el nimero de pruebas de cada ulus aeétodos de acuerdo al
naimero de evaluaciones de la funciin es:

Nf = Np Ny Algoritmo Genético (2.112)
Nf = Ny Ng Simplex Iterativo (2.113)

dondeNp y Ng son el tamafio de la poblacion y longitud generacioNales el nimero de intentos y
Ns el nUimero promedio de evaluaciones requeridos por un siniplico (es una cantidad dependiente
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Figura 2.8: Probabilidad de convergenciaglobal en fumd& nUmero de evaluacion de funciohgsrequerido
por Simplex Iterativo (diamantes) y Algoritmo Genética¢alos negros), en el problema descrito por la Fig 2.4
con I'nea punteada. El problema es bidimensional, ya gue (x;y). Si modi camos el problema de tal forma
de hacerlo 4-dimensional, i.e= r(x;y;z;w), el problema es mas complejo y los resultados de conveggenc
global son mostrados con la I'nea continua. Adaptado del@haeau (2002).

del problema y de los parametros aleatorios inicialespgiied la minimizacion al problema descrito
por la Fig 2.4, incrementando el nUmero de generaciorestibnes y se comprobb la convergencia
global. Para obtener un valor estad’stico se realizb6 ¥806s para cada método. Esto permitié de nir
emp’ricamente la probabilidad de convergencia glopal 2 [0; 1]) como funcion de la cantidad de
generaciones/iteraciones. Para decidir si se obtuvo unegencia global se de nib(x;y) > 0:95

y los resultados se muestran en la Figura 2.8.

Este tipo de comparacion fue realizado para varios prameoomplicados de minimizacion
global por Charbonneau (2002) y en todos se observa el missuwtado general: los algoritmos
genéticos no son tan buenos como podr'a esperarse @esfaimplex iterativo. Sin embargo, el
trabajo de Charbonneau muestra un aspecto interesanteeques frtorroborado con nuestros ex-
perimentos numeéricos: en espacios de baja dimensionmgllest es muy competitivo, sin embar-
go a medida que crece la dimension del problema y/o cordpbjdel mismo surge la ventaja de
utilizar Algoritmos Genéticos. Esto se observa en la F&y@iando usamos el problema cuatridi-
miensional para la misma funcién pero conr de nido en un espacio 4-dimensional como=
(x 05)2+(y 0532+(z 05)32+(w 05)°.

2.2.7. Simulated Annealing

El método usualmente mencionado co8immulated Annealin(SA) en la literatura es una he-
rramienta de exploracion global cuyo nombre e inspiraci@ne del proceso de recocido del acero,
una técnica que consiste en calentar y luego enfriar dadimente un material para aumentar el
tamafio de sus cristales y reducir sus defectos. El cal@acque los atomos se muevan de sus po-
siciones iniciales (un m’nimo local de energ'a) alearoente; el enfriamiento lento les da mayores
probabilidades de encontrar con guraciones con menoméague la inicial.

En cada iteracion, ébA considera algunos vecinos del estado aduglprobabil sticamente de-
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cide entre cambiar el sistema al estaflo quedarse en el estado_as probabilidades se escogen para
que el sistema tienda nalmente a estados de menor eneayf@obabilidad de hacer la transicion al
nuevo estads®es una funciom® ( E; T ) de la diferencia de energB = E(s® E(s) entre los dos
estados, y de la variablk, llamada temperatura.

Una cualidad importante del método es que la probabilidgattahsicibnP es siempre distinta
de cero, aln cuand& sea positivo, es decir, el sistema puede pasar a un estadayde emerga
(peor solucion) que el estado actual. Esta cualidad imgigeel sistema se quede atrapado en un
optimo local. Cuando la temperatura tiende al m’nimo rbpbilidad tiende a cero asintbticamente.
As’, cada vez el algoritmo acepta menos movimientos quesaten la energ’a. SE es negativo,
es decir, la transicion disminuye la energa, el movirnuess aceptado con probabilidad P=1. Otra
cualidad del Simulated Annealing es que la temperatura simiduyendo gradualmente conforme
avanza la simulacion. Hay muchas maneras de disminuimi@deatura T), siendo la mas usual
una ley exponencial, dondg disminuye por un factok 1 en cada paso. Es por ello que en este
método las primeras iteraciones cambian bruscamentatasgtros y van disminuyendo lentamente
los cambios a medida quedecrece. También es posible incorporar saltos aleatprigsesta forma
evitar quedar atascados en algiin m'nimo/maximo localeEcaso de minimizacion, las energ’as
representan los valores dé. Ademas la temperatura estéa relacionada con el parf@megue de ne
la escala caracter’stica de cada parametro.

Si bien este enfoque es (til, en nuestro conjunto de rutgmdtd provechoso modi car esta idea,
debido a que el m'nimo global es e cientemente identi cgutr la rutina de Algoritmo Genético.
Nuestra rutinaAnnealingtrabaja con un enfoque MonteCarlo no determin’stico. Gamgunto de
soluciones esta formada por el vectorMeparametrosxs.o.3.-.m Y Se eligen dos parametros al azar
dentro de loM parametros disponiblegig y Xi»). Luego se varia su magnitud en forma aleatoria, de
manera que no pueda exceder el valor dado del parametreala gs Finalmente se calcula el valor
del residuo con el vector de componentes nuegas, ., . Esquematicamente el algoritmo es:

2(x) # calcula el valor del residuo con los M parametros origistale
il = M ran0 # elige un parametro al azar dentro del conjunto de M panaset
i2 = M ran0 # elige un segundo parametro al azar. (2.114)
xiol = Xji1+(ran0 05) # var'‘ax;i, una cantidad aleatoria menor qug
xioz = Xj2+(ran0 05) > # var'axi,, una cantidad aleatoria menor quge
2(x") # calcula el valor del residuo con los M parametros modi cado

Se utiliza el generador de nimeros aleatorios de distGhuaniformeranO (Prees et al. 1992).
Los valores 6ptimos para, son de alrededor d&l%de la region permitida para cada parametro. Si el
calculo de la funciémr utilizando los nuevos valores de los parametros orbitakemenor que el valor
previo se aceptan los nuevos valores, de otra forma se vadbmar la condicion original, tomando
unasl0® pruebas. Sila solucibn no mejora con esta cantidad de asualbutina es terminada, en caso
contrario se incrementa el nUmero de iteracion del AringaNormalmente se itera el Annealing unas
10° a10* veces. Aunque la convergencia al m'nimo se logra anteggarlh estos valores.

La Figura (2.9) muestra el funcionamiento del método enspaeo biparamétrico. Se aprecia
como puede quedar atrapada la solucién en un m’nimo loaahejora del método con saltos aleato-
rios es ilustrada con la Figura 2.10, donde un salto aleafon valor arbitrariamente grande para
convenientemente dirige la busqueda del maximo a unéarregie de otra forma ser’a inalcanzable.

En nuestros problemas de minimizacion de velocidadesalesdhemos observado que las pe-
quefas rugosidades de la funcion resi@oo son bien sorteadas por el Simplex, y se adaptdo una
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Figura 2.9: Si bien en un principio de iteraciones el algaoitpuede producir resultados equivalentes a un
método de gradienteeste método solo incorpora evaluaciones de la funcidngae también puede quedar
atrapado en un maximo local como muestra la gura.

Figura 2.10: El algoritmo puede ser mejorado con un saltatal® en el espacio de parametros. El salto
indicado comgump 1! jump 2 es dado gracias un valor arbitrariamente grande del estmtploracion .

rutina de Annealing a n de detectar fehacientemente eimmoren la funcion.

2.3. Ajustes Diramicos

En sistema de varios exoplanetas, el modelo keplerianoaapnoximacion. Esta aproximacion
es constituida por la suma de las contribuciones indivetuake la sefial de cada planeta, sin tener
en cuenta los otros cuerpos, Yy la interaccion que puedérexigre los mismos. Deben chequearse
entonces si existen estas interacciones en las obsergacion

Encontrar cual es la velocidad radial de la estrella eotarsu baricentro, debido a la presencia
de los otros cuerpos es una tarea simple. Sélo se debensintag ecuaciones de movimiento de los
N-cuerpos involucrados:

d2Xi _ X ij (Xi Xj)_

L TR (2.115)

j=1

Luego, para cada tiempo de observacif), donde se tiene la velocidad radil(i), se puede
obtener la velocidad en la direcci@mue es por de nicion la velocidad radial.
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La idea es comenzar con una solucion kepleriana (que eaigidnes una buena aproximacion
del problema) e intentar mejorar el ajuste cambiando lemégredgunos de los parametros planetarios.
Con estos parametros planetarios modi cados se integsaeduaciones de movimiento en el intervalo
de tiempo que cubren las velocidades radiales, tomando etenoentos osculadores iniciales del
sistema planetario la solucién a probar.

La estrategia para cambiar levemente los parametros yangjbajuste es idéntica a la de nuestra
rutina Annealing. Utilizamos un integrador Runge Kutta oiieo 8 (RK8) y con precisioh0 2, sien-
do los resultados indistinguibles comparados con un iategrBulirsch-Stoer de la misma precision,
aunque los tiempos de computo con RK8 son apreciablemergeantos.

Existen dos puntos a destacar en este tipo de ajustes:

= El gasto computacional es extremadamente alto ya que ggar@\DA condicion de prueba,
siendo necesario para la convergencia del método desdehonas a d'as dependiendo de la
condicion inicial kepleriana de partida y del sistema iaaalo.

= Elintervalo de las observaciones rara vez supera los 5 ad€) 88mpo extremadamente corto
para que se evidencien interacciones entre planetas yimasiaexistiesen dif cilmente sean
acusados debido a los errores de las mediciones.

Si bien podr'amos mejorar la velocidad del programa atildo un integrador simpléctico, los siste-
mas ya fueron analizados al momento de escribir la tesis ¢ ensontro razon para creer que pueda
ser (til re-analizar todas nuestros ajustes de N-cuerpos.

Para comenzar con los ajustes dinamicos, se realizarebgswasumiendo con guraciones copla-
nares y con inclinacié®0 . Sin embargo sabemos que este tipo de integracion tambi@nite mo-
delar la posible inclinacibn mutua entre los cuerpos. E# denemos 4 parametros adicionales para
modelar: ambas inclinacionésy ambas longitudes de nodo Sin embargo como expondremos en
nuestros ejemplos, el valor del residuo R no disminuye de@asa pesar de estar agregando mas
parametros al modelo. Por otra parte, los valores de aifim resultantes son muy cercanos a va-
lores de orbitas coplanares, por lo cual este tipo de aBsfeno resultd fruct'fero en los sistemas
expuestos.

Entre los pocos sistemas extrasolares en los cuales setmoarinteracciones y, por ende, dife-
rencias cuanti cables con el modelo kepleriano podemas:d&J 876 (Rivera et al. 2005), HD73526
(Tinney et al. 2003), HD202206 (Correia et al. 2005) y HD@D83askar y Correia 2009).

2.4. Obtencbn de parametros planetarios para el sistema
HD82943

2.4.1. ResPa historica

Nuestro método de minimizacion sirve para cualquieesist exoplanetario y a lo largo de la tesis
fue testeado en otros sistemas de exoplanetas. Sin emlzargeesexpondran solo los resultados del
sistema exoplanetario HD82943 por dos razones: primemgupoesta demostrado que los mejores
ajustes orbitales de este sistema muestran un comportangdg@micamente inestable, implicando
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Figura 2.11: Integracion de la solucion dada por Ma-
yor et al. (2004) donde se muestra la evolucion de los
semiejes de los planetas considerando madas=
1:15M , m; = 1:85M;, m, = 1:84M ;). Reprodu-
cido de Ferraz Mello et al. (2005).

gue no es consistente con la con guracion real de los pdanetgundo, porque ya fue estudiado por
varios autores proveyendo una buena base con la cual canmp@stros resultados.

Actualmente existen dos planetas conocidos en el sisten82 813 (Mayor et al. 2004), ambos
descubiertos por el grupo de Ginebra, el primero en 2000 yalrslo en 2001. A pesar que en
2001 se ten’a bastante certeza de la existencia de dotgdamee se encontraban en la vecindad
de la resonancia de movimientos medios (MMR) 2/1, recier2@2 hubo su ciente cantidad de
observaciones disponibles para determinar un ajustexbcbit able. Estos parametros fueron puestos
adisposicion en la pagina del grupo de Ginebra pero lueyabzados con nuevos valores (los valores
originales se pueden observar en la Tabla de Ji et al. 2088)s parametros podan ser integrados
y mostraban que los planetas estaban capturados en unameisode corotacion apsidal (ACR) del
tipo (; ), es decir, los angulos que muestran el movimiento re¢enasecular oscilan en torno a
los valores entre paréntesis, con una amplitud de osiigequefia (ver Beaugé et al. 2003 para mas
detalles). A pesar que esta orbita es dinamicamentelegtabal menod(° afios, este tipo de ACR es
incompatible con un escenario de migracion planetarigesdasde orbitas casi circulares (Beaugé et
al. 2006).

En un art’culo siguiente, Mayor et al. (2004), se presemduevo conjunto de elementos orbi-
tales con mas datos de velocidad radial, tomados con elimehto CORALIE vy totalizanddl=142
observaciones. A pesar que la solucibn mostraba ambostataalin en MMR 2/1, exist'an diferen-
cias signi cativas en las masas y elementos orbitales. t&rade masas,=m; varié desde 1.9 hasta

1, y las excentricidades variaron signi cativamente. Csteauevo conjunto de parametros orbita-
les, la con guracion aparentaba corresponder a un ACR(0p®), mas compatible con escenarios de
migracion planetaria.

A partir de las integraciones numeéricas de los ajustesabei Ferraz-Mello et al. (2005) encon-
traron que la solucion publicada por Mayor et al. (2004) dirdamicamente inestable tan solo en
6 10* afos (ver Figura 2.11). Debido a que la estrella centrabesn secuencia principal hace
unos 3 Gy resulta improbable que sus planetas sean estalifgem@alos de tiempo mucho menores
que esto. As’, aparentemente el mejor ajuste orbital n@sesponde con el sistema real y se debe
encontrar otra soluciobn compatible con los datos obsemales. Previo a este trabajo, raramente se
comprobaba que el sistema extrasolar obtenido sea estaridos datos de velocidad radial, Ferraz-
Mello et al. (2005) encontrd que el residuo R alrededor deimo era una funcibn muy suave de
los parametros y muchos ajustes orbitales distintos falgainamicamente estables) daban origen a
residuos similares. En otras palabras el mejor ajuste nesaeamente correspond’a a los parametros
reales del sistema.

Lee et al. (2006) presentaron observaciones adicionafesldnstrumento HIRES del observato-
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rio KECK, que junto con los datos CORALIE totaliz&h=165 observaciones. Nuevamente el ajuste
orbital con estos datos condujo a una solucion dinamioéenieestable, esta vez en un intervalo de
tiempo del orden de 10$0° afios. Mas aln, el valor del residuo del ajuste orbitaltikepleriano se
incremento6 signi cativamente, indicando que un mayoeinalo de observacion no necesariamente
disminuye la diferencia entre los valores observados y #sres calculados (o-c de ahora en mas).
Sin embargo, los autores encontraron también soluciomesesiduos similares al del m'nimo: al-
gunas corresponden a ACR tipo (0,0), mientras que alguwiasriestran una libracién del angulo
resonante y circulacion para la diferencia de las longiutdk pericentro.
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Figura 2.12Arriba . Velocidades radiales del art'culo de Mayor et al. (2084d)pjo. Velocidades radiales del
art’culo de Lee et al. (2006). Ambos conjuntos totalizari 85datos observacionales y son la base para nuestra
minimizacion.

Mas recientemente, un analisis distinto sobre el misnmjuco de datos fue realizado por
Gozdziewski y Konacki (2006), utilizando un algoritmo fdo que incluye un analisis de estabili-
dad dentro del ajuste por cuadrados m'nimos. En su trakajougstra la existencia de dos islas de
movimiento estables asociadas a la resonancia MMR 2/1,@mdan’a del mejor ajuste orbital. Solu-
ciones totalmente diferentes fueron analizadas y en phatitos autores mostraron que dos planetas
en movimiento coorbital y no coplanares pueden tener cudgaselocidad radial similares, con un
error en el ajuste orbital un tanto mayor (wrms8.4). Sin embargo, la existencia de planetas gigan-
tes coorbitales esta lejos de ser establecida, aunqueviggneia que planetas con masas mayores
que 0:7M no pueden acretarse en los puntos equilateros lagrasg@dmplanetas extrasolares
gigantes (Beaugé et al. 2007a). Sin embargo, en un trabajoegientemente publicamos, hemos ob-
servado que existen amplias regiones de movimiento egtabdeplanetas del tamafio de JUpiter que
se encuentren en movimiento coorbital (Giuppone et al. 2010

En el mismo trabajo Gozdziewski y Konacki (2006) tambiéaliaaron la posible existencia
de un tercer planeta en HD82943 con un per'odo orbital dexapadamente 1000 das, exterior
al mas externo de los planetas conocidos. El ajuste odmtal3 planetas mostré un decrecimiento
signi cativo del residuo (wrms 6.3 m/s), sin embargo la solucion fue una vez mas ineskble
muy cortos tiempos de integracion. Alternativamente s®rind una solucion que es marginalmente
estable con valores mas pequeiios en la excentricidadpeético nuevo planeta. A pesar que los
residuos fueron mayores (wrms7.4 m/s), constituye un escenario interesante de estudio.
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2.4.2. Velocidades radiales y mejores ajustes

Tabla 2.1: Mejores ajustes orbitales keplerianos pararepda en el sistema HD82943. El tiempo del pasaje
por el pericentro es dado en unidades a partir de [JD-24Q00&@dos los elementos orbitales son astrocéntricos
y los per‘odos osculadores.

CORALIE=142V, CORALIE+Keck=165V,
Parametro HD82943c HD82943b HD82943c HD82943b

K [m/s] 61.65 45.75 65.77 43.69
P [d] 219.48 435.09 219.29 441.26
e 0.383 0.183 0.356 0.222
'] 124.29 239.51 127.32 282.86
50747.86  51325.84 50751.02  52695.54
m [Myyp] 1.860 1.845 2.006 1.756
a[UA] 0.746 1.178 0.746 1.189
$1[1] 356.41 239.51 351.83 207.33
Voo [M/s] 43.79 43.87
Vo, [m/s] - 33.69
wrms [m/s] 6.964 7.954
2 1.165 1.369

Analizamos el sistema HD82943 con el conjunto disponibld ke velocidades radiales. La Fi-
gura 2.12 muestra los conjuntos disponibles. El marco supmuestra los datos CORALIE (no son
plblicos y fueron extra’dos de una imagen postcript) yaglam inferior los datos de Keck (disponibles
para toda la comunidad cient” ca).

Para todos los calculos a continuacion utilizaremos lsanestelar central igualM = 1:15M
masas solares, adoptadas por Ferraz-Mello (2005) y Leg(2086). También se asumira jitter estelar
igual a j = 4:2 m/s, deducido por Lee et al. (2006) a partir de modelos eowsrde interiores
estelares. De esta forma la incertidumbre en las obsenexiesta dada segun la Ec. (1.33), que
introduce pequefios cambios en los ajustes orbitales ousntbma un valor de jitter muy grande.

Con los datos de velocidad radial procedimos a calcular gpmaguste orbital kepleriano en
un marco de referencia astrocéntrico, asumiendo la prissele 2 cuerpos planetarios. Basados en
nuestros resultados se minimizo la funcion resi®yaitilizando primero el Algoritmo genético con
una poblaciéon de 200 miembros, que evoluciofiéh generaciones. Luego debido a la caracter sti-
ca exploratoria mejoramos la solucion con Simplex (Setéi2.5) empleando unds? iteraciones.
Finalmente las pequefias irregularidades del espaciorfusarteadas aplicando la rutina annealing
(Seccidn 2.2.7) durante® iteraciones. Si todo el proceso convergid al m nimo,leria rutina ter-
mina por s” sola antes de acabar el nimero total de iterasidste proceso completo no demora mas
de 10 minutos en una computadora con procesador PentiunCDtmlde 1.8 Mhz. Se trabajo basica-
mente con 2 conjuntos de datos, el primero que consta de 248¢; lebrrespondientes a CORALIE y
el segundo conjunto utilizando los 165 datos que incluyswoltservaciones CORALIE y las de Keck.
Los resultados son mostrados en la Tabla 2.1 y coincidenasndlculados por los otros autores,
permitiendo avalar nuestras rutinas de busquedas denwsni

La Tabla 2.2 muestra para comparacion los resultadasjaste dinamico con los 2 conjuntos de
V;, donde se aprecian que ambos ajustes son casi idéntidienZilgunos parametros tienen valores
diferentes entre ambos ajustes, los mismos provienen demefpoco profunda de la funcion residuo
respecto a la excentricidad del planeta exterior. La Figut8 compara los datos de velocidad radial
junto con las curvas que se generan a partir de los ajustdsrilmes con los distintos conjuntos
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Tabla 2.2: Mejores ajustes orbitales dinamicos para 2epéenen el sistema HD82943. Todos los elementos
orbitales son astrocéntricos y los per‘odos son oscusdo

CORALIE=142V, CORALIE+Keck=165V,
Parametros HD82943c HD82943b HD82943c HD82943b

P [d] 218.50 444.04 218.40 452.79

e 0.384 0.125 0.355 0.213

$11 119.35 247.15 123.55 295,57

[] 115.80 123.60 115.64 134.95
Vo [m/s] 43.46 43.74
Vo, [m/s] 34.29

m [Myp] 1.866 1.809 2.025 1.749

a[UA] 0.744 1.194 0.744 1.210
wrms [m/s] 7.010 7.952
2 1.173 1.369

T
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i | dial sintética obtenidas con ajustes multi-
| | | | keplerianos. La curva continua correspon-
de al conjunto de datos completo CORA-
g 3 LIE+Keck, mientras que la curva a trazos
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corresponde a la de datos CORALIE sola-
mente.Abajo. Residuoso-c para los ajus-
tes, con c’rculos abiertos para el conjunto
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de V;. Se observa que hay una leve diferencia entre ambas cus@ei@mente en los maximos
locales, donde no hay demasiadas observaciones. Adeinéandaio en las masas planetarias, una
de las razones fundamentales para las diferencias yacevaloetle$ ,. En el 2004 el mejor ajuste
obtenido resultaba eh1, 238, mientras que actualmente®s 280 . A pesar de esta diferencia
en las sefales que produciran ambas con guracionesteegblo una pequefia diferencia entre los
puntoso-c.

La conclusion mas importante del repaso de los trabagqs es, la falta concreta de conoci-
miento de la estructura dinamica del sistema de HD82943sdleimente es probable una cantidad
enorme de con guraciones posibles, sino que ademas Istesjwrbitales parecen ser sensibles al
conjunto de datos observacionales. En cuanto al mejoeaj@nienza a notarse la necesidad de des-
cribir un espacio de regiones donde tengamos solucionepaties con los datos observacionales y
ademas estimar de alguna forma el error en cada paranetgordnado.



Cap'tulo 3

Estimacion de Incertezas

Como dijeramos en un principio, no basta con estimar loarpatros que mejor satisfacen los
datos, también se deben conocer los errores en los misroesertores formales publicados para
los parametros de exoplanetas son, muchas veces, sustiniEsta es una clara razon por la cual,
cuando aparecen nuevos ajustes orbitales, los parancatrdsan sus valores mucho mas alla de los
errores formales. Existen tratamientos que demandan ntieghpo de computo y que brindan una
idea clara sobre las indeterminaciones y sobre los cuasesdraos este cap’tulo.

Como fuera mencionado en Ford (2005), a pesar de que lasnilgdeiones de velocidades ra-
diales provienen de una distribucion Gaussiana, losesren los parametros orbitales no son Gaus-
sianos. Resulta as” necesario tener una vision globaldmétodos para estimar errores en sistemas
no-lineales y multiparamétricos. Como punto de refepeaira aplicabilidad de los métodos y ejem-
plos podemos citar Brown (2004), Ford (2005) y en Beaugé €2@08).

En este captulo primero recordaremos algunos puntosrtanies acerca ddleorema Central
del L'mite y luego discutiremos como se determindreérvalo de Con anza alrededor de la mejor
solucion.

En las secciones subsiguientes se discuten distintos w@¥qupra determinar incertezas en los
parametros planetarios. Como punto de partida se prelsemi@riz de Fisher para determinar erro-
res en los ajustes, justi cando su escasa validez en el #pproblema que enfrentamos. Luego los
métodos que consideramos mas (tiles a la hora de deterintervalos de con anza y soluciones
compatibles con los dato€adenas MonteCarlo de Markovy Generacbn de Datos Sinéticos
Alternativamente y como método mas rapido se discuteAjlastes en una Grilla. Finalmente, para
evaluar la dependencia de los ajustes con el intervalo dan@ison se presenta el métodhckknife.
Muchos métodos son aplicados al sistema HD82943 y se adalzompatibilidad de las soluciones
con la factibilidad de existencia de las con guraciones, (i integramos las soluciones, éstas deben
ser estables pues representan un sistema planetario at@erv

El Teorema Central del L'mite: Consideremos un conjunto de variables aleatofigsx »; ::X p,,
muestreadas de forma independiente, pero provenienteaadmisma distribucion con mediay
varianza 2. Entonces, Si s su cientemente grande, su promedio es la variable alaato

_ 11X
X == X (3.2)
L)

. - v . _ . 2 — 2_
y tiene una aproximacion normal, con medja=  y varianza g = “=n.

90
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Es importante remarcar que este teorema no dice nada aeeledidtribucion deX;, excepto la
existencia de media y varianza. La aproximacion entredasdistribuciones es, en general, mayor en
el centro de las mismas que en sus extremos o colas, motivw @aal se pre ere el nombre “teorema
del I'mite central” (“central” cali ca al I'mite, mas qrial teorema).

En palabras simples, dada cualquier distribudi@n), esasinbticamenteGaussiana cerca de su
maximo (valor mas probable), tal como lo muestra la Figida Consideremos la funcidn L( )

que poseeM parametros = f 1;:::; Mgy realicemos una expansion de Taylor hasta segundo
orden alrededor del valor mas probablgy,
X 1@ntL

InL() InL( ma)t+
]

( max)i ( max)j . (3-2)

2 @i @J max
donde los términos lineales se anulan en el maximo. Carséementeln L( ) es aproximada de
forma cuadratica en cerca del maximo, siendo evidente dug ) = €" () tiene la forma de una
Gaussiana. La bondad de la aproximacién Gaussiana degerldesituacion espec’ ca, es decir de
los datos medidos, su ruido y el modelo utilizado. El anchtadeaussiana no es siempre una buena
representacion del error. La Figura 3.1 muestra un ejedmitde esto ocurre. Consecuentemente si se
invoca el Teorema Central del L'mite, uno deber’a cheglagaondad de la aproximacion Gaussiana.

Figura 3.1: Posibles fallas del Teorema del L'mite
Central. Esta gura muestra un ejemplo de la fun-
cion distribucionL como funcion de algtn parame-
tro (curvas sblidas azules). En curva roja a trazos
se muestra su aproximacion Gaussiana y el ancho
de la Gaussiana con una I'nea horizontal negra. En
el panel (a) la aproximacion Gaussiana es buena y
la estimacion del error es con able. En el panel (b)
la aproximacion Gaussiana es de hecho pobre y el
error esta sustancialmente subestimado. Reprodu-
cido de Andrae (2010).

3.1. Intervalo de Con anza

Consideremos una variableque es aleatoria y tiene una distribucion Gaussiana comarhedy
desviacion estandar. Si tomamos un valor al azaar dela diferenciaj h ij sera menor qué
con el 68.3 % de probabilidad, y sera menor guecon el 95.5 % de probabilidad. Los intervalos de
con anza para una distribucibn Gaussiana (monoparacagrse muestran en la Figura 3.2.

La distribucién Gaussiana es un ejemplo casi trivial debé@h parte, a su simetr'a alrededor de
la media. En general, las funcionespueden no ser simétricas y se pueden de nir los intervaéos d
con anza tales que " + para una dada funcién de distribucion que se denomina prob
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Figura 3.2: Intervalos de con anza para una dis- Figura 3.3: Diferentes tipos de intervalos de con-

tribucibn Gaussiana de medmai y desviacion anza de 68.3 % para funciones de distribuclon
estandar . Si tomamos al azad valores de de La I'nea vertical (roja) muestra la estimacion del
la distribucion Gaussiana, el 68.3 % de estos valo- maximo”. Los paneles son numerados de acuerdo
res estaran dentro del intervdloi  ; hi + ] a las de niciones del texto. Reproducido de An-

como se muestra en el panel (a), mientras que el drae (2010).
95.5% de estos valores se encontraran dentro del

intervalofhi 2; hi+2 ]como se muestraen

el panel (b). Reproducido de Andrae (2010).

medianté (Andrae, 2010):
Z +
proby( +)= d prob( )= C, (3.4)

donde usualment€ = 0:683es el intervalo Gaussiano de.1

En la practica, la funcion de distribucion pfob es desconocida y solamente se dispone de un
histograma de muestras deEn este caso la integral de la ecuacion (3.4) se reducecemipar la
fraccion de todas las muestras dque se encuentran entre y .+ (similar al método utilizado para
determinar las sefales FAP en 2.1.7). Sin embargo la Enué8i4) no estain'vocamentede nida
dentro del intervalo de con anza, y un criterio adicionakeguerido (Barlow, 1993):

1. Intervalo simétrico: y . son simétricas alrededor del parametro estimado,j.e., =
N

+
2. Intervalo menor: .+ es el menor de los intervalos que satisfaga la Ecuacion (3.4

3. f_-gtervalo central: kas probabilidades antes y despeépatametro estimado son iguales i.e.,
. dopro( )= " d pro( )=(1 C)=2

Cuando la distribucibn es Gaussiana, las tres de niciswsiguales. En los casos generales, los
intervalos son distintos, como se muestra en Figura 3.3aEgura, el intervalo de con anza del
68.3 % no coincide con el “intervalo 1 de una Gaussiana que ajuste en el maximo. En general no hay
preferencia acerca de ninguna de las de niciones aunquelseatlarar con cual se esta trabajando.

'Recordemos que la funcion de distribucion esta norradéizes decir:
z +1
profl " +1)= d prob( )=1, (3.3)
1
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Podemos calcular el I'mite de con anza, teniendo en cuehtmmportamiento estad’stico de la
funcion de distribuciorl . En astronom’a generalmente se utiliza el estad’stfgajue se comporta
como una variable chi-cuadrado, y existen distintas apragiones para evaluar los I'mites de con-
anza del mejor ajuste (al que denominamo’smin). Por ejempilo:

= Segln Press et al. (1992) y Andrae (2010) el intervalo deaoaa del 68.3 % cuando la varia-
ble posee un grado de libertad, se sita en algin lugaradaihpetro para el cual:

2= Lint+1 (3.5)

= Siconsideramos que tenemos mas grados de libertad, estdnagcion no es mas valida. Su-
poniendo errores Gaussianos, con un valor grande de MatekTeorema Central del L'mite
nos asegura que cualquier funcion de distributi@multidimensional) es aproximada por una
Gaussiana en su posicion de maximo (alternativamentémm). Tales Gaussianas (multipa-
rameétricas) tienen asociado un vecto(M -dimensional con valor medio de cada parametro
estimado) y una matriz de covarianzaM M -dimensional, que contiene las varianzas de
cada Gaussiana). Podemos calcular la probabilidad deeshiarvectors como:

Ly 1 1 T 1
S )T PV > ~ ~ :
prob(xj~ ) G det exp (% ) (x ~) (3.6)
Si calculamos esta probabilidad sobre cualquier progeaei un subespacio bidimensional del
~, se obtienercontornos de error elipsoidales es decir podemos describir las correlaciones
linealesen los parametros. Sin embargo, el contornd deo identi ca mas el 68.3 % del nivel
de con anza como se mostraba en la Fig. 3.2. Veamos comalaaldirectamente el valor de
con anza del utilizando una Gaussiana multiparamétrica segln laidaohtde parametros
libres:

Cuando tenemos 1 grado de libertad:

2 Z
) 1 (X_221>_ 1 _
rob(xj 1;)= e 1 rob(xj 1;) dx =68:3%
p J 1) P——Zz 2 ) 1p j 15)

En el caso de tener una Gaussiana bi-dimensional se tiene:

_ 1 1 x_p? v p?
prob(x;yj 1; 2i)= P=—=bP=— € 2% 23
zZ Z
1 2
) prob(X;yj 1; 2;) dxdy =46:6% (3.7

1 2

mientras que en tres dimensiones es:
Z 1 Z 2 Z 3
prob(x;y;zj 1; 2; 3;) dxdydz=31:9% (3.8)

1 2 3

Se puede generalizar para mas grados de libertad y obteaeexpresion mas simple,
recordando que la funcibn? se comporta como una variable tipo chi-cuadrado (con
valor medio y varianza 2 =2 ). Por elTeorema Central del L'mite, la distribucion
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chi-cuadrado puede ser aproximada por una Gaussiana casrtsarmmedia y varianza,

entonces:
2l - < 25
2 _ P 2
1 [
2 = 1 2= (3.9)
1
1 1 >

1
1 = min 1 5 (3.10)

Finalmente, recordamos q@erms)? tiene una dependencia lineal coR, entonces el
valor correspondiente al nivel de con anza dedeber’a ser aproximadamente dado por:
r

1
Wrms; ' WrmsSmin 1 > : (3.11)

Una vez que tenemos establecidos los I'mites de con arlzsigaiente problema consiste en
encarar una estrategia para determinar las curvas de nidbsentos planos. Una idea inicial ser'a
gue en nuestro esquema de minimizacién (Algoritmo Geaéti Simplex + Annealing) se acumule
informacion acerca de las isosuper cies deen el curso de cada generacion del algoritmo genético (o
cualquiera de los métodos globales exploratorios utibza. Recordemos que mientras la poblacion
evoluciona a través de varios cientos (0 miles) de germrasi(algoritmos genéticos), se obtiene un
muestreo signi cante (pero no homogéneo) del espacio daetros en el curso de la evolucion. Sin
embargo una de las cosas que no se debe hacer es usar lagrobaprueba de la Gltima generacion
para establecer los I'mites de error, pues la poblaci@l sera evidentemente distribuida alrededor
de la mejor solucion (en el caso que el algoritmo convetja)forma en la que los miembros de
la poblacion son distribuidos en el espacio de parameisomuy in uenciada por caracter'sticas
del algoritmo genético, como por ejemplo la mutacion.How factores extrafios, son claramente no
relacionados a la estructura del espacio de parametras \@tindad de la mejor solucion. Existen
métodos estad’sticos que son mas e cientes y que veremdéss proximas secciones, pero primero
resulta conveniente mencionar un ejemplo citado por An(®@&0), que constituye un incorrecto uso
de la estad’stica y conduce a posibles resultados eisbneo

Reescaleo de errores,; Cuando se ajusta un modelo clh parametros & datos, el valor de
2 obtenido luego la minimizacion deber’a satisfacer:

2
2 _ 2 _ -

=N M = w1 (3.12)
donde 2 se denomina “? reducido”. Relajadamente hablando, esto signi ca que cada grado de
libertad contribuyauna desviacion estandar. Muchas veces se observan casoditeralaira donde,
los autores tratan de corregir los errores potencialmeatesnile ; reescaleandolos, de tal forma de
lograr que la minimizacion tenga como resultado= 1 (por ejemplo, aumentando el tamafo del
jitter estelar).

Si bien la distribucion de errores es Gaussiana en cada elten objeciones a este tipo de
enfoque (Andrae, 2010):
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1. Se asume que el modelolagal entodoslos parametro$! del ajuste. Sin embargo, cuando
el modelo no es lineal no podemos decir qde= 1, porque la desviacion de# = N M
impl citamente asume linealidad en todos los parametros

2. Se asume que el modelo utilizadocesrecto (subyaciente de exigir que? = 1). Sin embar-
go es una armacibn optimista, por ejemplo porque podenstarescondiendo compafneros
adicionales o errores sistematicos en los datos.

Incluso si las suposiciones anteriores fueran ciertasgébado de reescalear errores es de hecho
aplicable solo si el nUmero de grados de libertagdgs grande. La razbn es que la incerteza en las
mediciones no solamente causa incerteza en los parantettesodelo, sino también en el valor
mismo de 2. El valor de 2 esta sujeto a la llamada distribucion chi-cuadrado, ajor esperado
esde hecho = N M. Sin embargo esta distribucion no posee un ancho in nitagisino que tiene
unavarianza de?2 =2(N M) =2 .Consecuentementei M es pequefia, existe una incerteza
relativa grande en el valor de?. Esto signi ca que 2 puede desviarse sustancialmenteNde M
incluso si el modelo es lineal y correcto (Andrae, 2010).

3.2. Matriz de Fisher

Un método tradicional para estimar el error en un ajusteetermhinarlos “localmente” mediante
la matriz Hessiana( 1), evaluandola en la mejor solucion (Press et al. 1992 {#ndrae 2010).
Recapitulemos un poco y recordemos que nuestro objetivetiesae el m’'nimo de 2, cuyo desarrollo
de Taylor hasta segundo orden alrededor de la mejor solégj@s:

(W) AA)+(A AQTd¥ (A AYTD LA A 313)

donded es el gradiente. Por construccion, queremos evaluar tosesralrededor del m'nimo dé,
donde su gradiente es nuld=0), obteniendo as” que el error estara dado por la apanionD *.

La matriz Hessiand) 1, contiene en sus diagonales, la estimacion de la varisazaah parame-
tro (An ) individual y fuera de la diagonal estan las estimacioreelasl covarianzas. Para entender esto
volveremos a utilizar el Teorema Central del L'mite y lacqimacion Gaussiana (ver Barlow, 1993 y
Heavens, 2010 para mas detalles):

O U ST GS (3.14)

L()/ exp >

donde es una variablevl -dimensional Gaussiana, con medi@y matriz de covarianza . Esta
matriz de covarianza es la estimacion de error deseadap&ando Ecs. (3.2) y (3.14), se identi can
las componentes y la matriz de segundas derivadésldes denominada “Matriz Fisher”:

A @mnL 1!
@i @; '

(3.15)

En el caso ideal, las derivadas segundasidé! ) se pueden evaluar anal'ticamente. Sin embargo
si es muy complicado, como ocurre en los sistemas no-liseséepueden hallar numéricamente. Por
construccion este método sblo describe contornos de elfpticos e involucra dos suposiciones que
se deben veri car:
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= La distribucion de errores de las medidas es conociddaifancionL esta de nida correcta-
mente.

= La expansion a segundo orden en Taylor es una buena ap&ma

La segunda suposicion es la mas problematica. A pesa Jaerema Central del L'mite asegura esto
asintéticamente, la Figura 3.1 es un ejemplo donde la aaisher falla. Existen dos pruebas simples
para veri car si la matriz covariante resultante puede desccorrectamente los errores (Heavens,
2010):

= Calcular el determinantet ". Sidet " < 0, entonce$' no describe correctamente los errores.

. . VAN . . , .
= Diagonalizar la matriz' para determinar sus autovalores. Si algln autovalor egide® cero,
nuevamenté no describe correctamente los errores.

Sin embargo los errores que se obtienen con esta informémal de la curvatura, no son par-
ticularmente Gtiles cuando trabajamos en problemas dmizpcion global. Lo que necesitamos es
informacion acerca de la forma y extension de la regiomddoa minimizacion es? < 2(cota)
(que es de nida por un rango de parametros). Esta regi@deser identi cada con métodos Mon-
teCarlo, perturbando la mejor solucion y calculando eldies ( 2) de esas soluciones perturbadas
Esto es indudablemente el camino mas con able para tenienason de los errores. Si se hallo la
mejor solucibn en espacios de parametros relativamemgegios, esta tarea es relativamente simple,
como construir un hipercubo centrado en ella y calcuf{RA) en lugares previamente seleccionados
con la resolucion espacial requerida. De esta forma seepueonstruir isocontornos de? en las
regiones de interés. La estimacion del error es directa@e consume bastante tiempo de computo.
Ciertamente funciona si los costos computacionales admxieon el modelo son lo su cientemente
bajos para permitir el calculo de varias soluciones adal&s.

Veremos a continuacion algunos métodos para de nir reggale validez de los parametros.

3.3. Cadenas Markov con MonteCarlo

Los métodos MonteCarlo directamente toman muestras & garta funcion de distribucioti-
kelihood(L ), es decir, suponen valores de los parametros del ajusteackptan con la probabilidad
de nida por el valor correspondiente de la funcibnA pesar que parezcan complicados, en primer
aproximacion el muestreo MonteCarlo es la aproximaci@s mtuitiva para la estimacion de errores.
La razobn es su similitud con medir errores en los datostieepio el proceso de medicion y moni-
toreando los resultados. La fortaleza de los métodos Noamte es que usan la m'nima cantidad de
suposiciones. La Unica suposicion es que la distribud®los errores en los datos se conoce correc-
tamente, sin requerir espec’ camente que sean Gaussianpse hace general su aplicacion.

Hay distintos tipos de métodos MonteCarlo dependiendoejemplo, del nimero de parametros
del modeloM . CuandoM es bajo € 3) se usanmuestreo uniforme muestreo de importanciay
muestreo de eliminacbn (ver MacKay, 2003 para una introduccion a los mismos). 8ihago estos
métodos se hacen ine cientes 0 computacionalmente intEnpara modelos con muchos parametros,
donde se utilizaCadenas de Markov con MonteCarlo(MCMC).

Los métodos MCMC son una clase de algoritmos que muestiigaibdciones a partir de una
probabilidad, basandose en construir una cadena deideeac(denominada cadena Markov) que tie-
ne una distribucion de equilibrio deseada. El analisissda distribucion de equilibrio permite estimar
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las cantidades de interés como la media, varianza, coioaks, etc. El estado de la cadena de itera-
ciones después de un largo nUmero de pasos es usado pararaestras de la distribucion deseada
y la calidad de la muestra mejora en funcion del nUmero degptomados. Es sencillo construir un
algoritmo MCMC con las propiedades deseadas, el problesideren determinar cuantos pasos son
necesarios para la convergencia a la distribucion estadaodentro de un error aceptable.

El muestreo MCMC solo puede llegar a ser préximo a la distitn deseada, debido a que
siempre queda un efecto residual dependiendo de la positaal. Los métodos MCMC se mueven
alrededor de la posicion de la distribucién de equililetigpasos relativamente pequefios, sin tendencia
air en una dada direccion. El problema es que demandan niieanao de computo debido al aspecto
MonteCarlo que involucra técnicas @amino AleatoriolRandom Walk). Existen 2 tipos de camino
aleatorios utilizados en MCMC:

= Algoritmo Metropolis-Hastings: genera el camino aleatariilizando una densidad de proba-
bilidad?, con el objetivo de descartar algunos movimientos en elb@spe parametros.

= Muestreo Gibbs: es requerido para que la distribuciénictwrthl de la distribucion deseada sea
muestreada exactamente. Consideremos el vActoryas componentes son bk parametros
del modelo en nuestro ajuste. El Muestreo Gibbs genera adeesde pruebd' alterando un
subconjunto de parametros deen cada paso. Luego se combina el muestreo con una funcion
de transicion de candidatos que es Gaussiana. La funeigmmathabilidad de nida bajo estas
condiciones es: " #
(A° A )2

5 (3.16)

. 1
qA%A ) = QﬁeXp
donde utilizamos el 'ndice para distinguir los elementos del vector de parametros, wtik-
zara el ‘ndicen para indicar el nimero de paso de la cadena Markov. Cads un parametro

que controla el tamafio de los pasos para el parametro

La probabilidad de transicion entre dos con guracionesseguentes\, y An+1 €s dada por la
expresion:

(An+1jAn) = n o ntlog para valores de parametros validos

[
3
=}
o
P

S

|
o

(An+1jAn) para valores de parametros invalidos. (3.17)

donde 2,, es el valor del residuo calculado con el vedtor:1 y 2 es el residuo calculado con el
vectorA,,. Asumiendo que los errores observacionales son exactarm@mbcidos y aproximadamen-
te gaussianos, esta transicion entre estados asegurdeppai§s de descartar una porcion inicial de
la cadena) la distribucion de las con guraciones genesadaa muestrear la distribucion desconocida
de errores (ver por ejemplo Ford (2005) y Gregory (2005)).

Una vez que se obtiene convergencia de la cadena (arhitiearta determinada), se pueden re-
presentar los valores de? en super cies de nivel. Estas super cies muestran la distion real de
errores en los parametros seleccionados.

Esquematicamente el algoritmo MCMC con su base Metroptdisting es de nido por los si-
guientes pasos:

2|a eleccion natural para esta densidad de probabilidadsaén una distribucion uniforme.
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1. Inicializar la cadena en alglig enn = 0. Si iniciamos el algoritmo con las componentes del
vectorA en elmejor ajuste, se tiene la ventaja de no necesitar un diagnostico de enea
(Andrae, 2010).

Generar un estado de prueBd&, de acuerdo g(AYA,).
Calcular el residuo del estado de prueB6A9 y el residuo 2(An) para el estado actual.
Determinar (AGAn)

Escoger un niumero aleatorig,de una distribucion uniforme entre Oy 1.

o g > w N

Siu (AYA,), como se de ne en la Ec. (3.17), entonces el nuevo valor defovees:
Ans1 = AL

Siu> (AYA,), entonces el nuevo valor es igual que el anterior (es decachmlizamos el
vector):An+1 = An.

7. Avanzar un paso en la iteraciam= n + 1.

8. ir al paso #2.

El monitoreo de la fraccion de estados de prueba que sottiaaicespes una manera de veri car
que la escala elegida pagéAYA) no sea demasiado ine ciente. Los valores 6ptimos parasa ta
de aceptacibn pueden ser determinados para los casosnmpdesss Por ejemplo cuand®d tiene una
sola dimension, la tasa de aceptacion d€:44 es 6ptima. Para parametros de espacios con varias
dimensiones una tasa de aceptacion optima es @25 (Gelman et al. 2003).

Si después de varios pasos de la cadena de Markov se caleula tgsa de aceptacion es distinta
gue la mencionada arriba, entonces los parametros deaafslagén ser reajustados y reinicializarla.
Puede ser necesario repetir este procedimiento varias paca determinar un conjunto aceptable de
parametros de escala.

Este método fue aplicado en el sistema HD82943. En la Fig4drae muestran las super cies
de nivel para los elementos orbitalesdos@® ); e sin($ )) del planeta interno construidos a partir de
100 cadenas MCMC d&0® iteraciones. EI m'nimo que marcamos en el segundo cuadesngl que
corresponde a la mejor solucion del sistema (inestablensemiestran las integraciones dinamicas),
mientras que marcamos también con un punto rojo un segufldmmque aparece en el tercer cua-
drante. Esta cadena fue insu ciente para muestrear supsrde nivel en los elementos del segundo
planeta.

Fue necesario construir 10 cadenas MCMC@eiteraciones, para cubrir un area considerable
alrededor de la mejor solucién orbital del segundo plageteostramos los resultados de interés en
la Figura 3.5. En negro se dibujaron las super cies de nieghpel planeta interno y en azul para
el externo. Los puntos rojos indican la posicion de losimas del planeta interno (1) y en azul
los del planeta externo (2). Las super cies de nivel pemmistudiar el comportamiento alrededor
de la solucion m'nima, es deck; 120 y$, 280 . Es interesante ver como se extienden las
super cies de nivel del planeta externo: existe un areacgmecta soluciones entre el segundo y tercer
cuadrante. Si la solucion fuera en el segundo cuadranteg@planetas se encontrar’an alineados en
$1 $. 120. Las super cies de nivel en los otros planos no son expugstas se encontraban
muestreadas pobremente alrededor del m'nimo y caree aneatés.

Entre las desventajas del método se encuentra la demarnidange extremadamente larga (para
este sistema una cadena MarkovIf¥ pasos tomo 4 d’as de computo), siendo que los resultados
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Figura 3.4: Isosuper cies de
construidas a partir de cadenas
MCMC sobre el conjunto to-
tal de datos de HD82943, sobre
el planoe cos@ );e sin($)
con los elementos orbitales del
planeta interno. Los datos fue-
ron obtenidos con 100 cadenas
MCMC de 10° pasos cada una.
Se observan dos m’nimos: el
que se ubica en el tercer cua-
drante es un m’nimo absoluto y
el que esta en el cuarto cuadran-
te es un m'nimo local.

Figura 3.5: Isosuper cies de
construidas a partir de cadenas
MCMC en HD82943 sobre el
planoe cos@ ); e sin($). Las
super cies de nivel del planeta
interno se muestran en negro y
para el externo en azul. Los da-
tos fueron obtenidos con 10 ca-
denas del0’ pasos cada una.
Se observan tres m’nimos pa-
ra el planeta exterior: el que se
ubica en el cuarto cuadrante es
un m’nimo absoluto (con gura-
cion inestable), mientras que el
gue esta en el segundo cuadran-
te es un m'nimo local (con gu-
racion estable).
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no siempre son los deseados (no se mapean homogéneansendgitames alrededor de todos los
parametros planetarios). Como mencionamos anterioenehtamafo del paso y la probabilidad
de salto entre estados posibtgson parametros ajustables. El trabajo artesanal requarid de en-
contrar el estado de equilibrio (que mapea los errores gsEabps) no se justi ca y existen métodos
alternativos mas e caces como veremos a continuacion.

3.4. Generacbn de Datos Sinéticos: Resampling

Un método alternativo para estimar incertezas en loswpetras orbitales es aplicar la técnica de
minimizacion de residuos a varios conjuntos de datos sidud (Brown et al. 2001 y Ford, 2005).
Debido a que los errores observacionales son muy cercamomessGaussianos y cada velocidad ob-
servada\; (i)) tiene su correspondiente error ) asociado, es directo construir conjuntos simulados
afadiendo errores Gaussianos a los datos nominales:

VE(@i) = V(i) + N(0; ) (3.18)
dondeN (0; ) es una distribucibn Gaussiana de media cero y dispersion

Cada conjunto de velocidades radiales simulag@éi) (también llamado conjunto sintético) re-
presenta un posible conjunto de valores reales en las nse@ise aplica el mismo procedimiento de
ajuste orbital a cada conjunto sintético, entonces sembtina distribucion de los mejores parametros
orbitales. Este método fue aplicado anteriormente aseégecomo HD72659 (Ford, E. 2005 y Brown,
R. 2004).

Aplicamos esta técnica sobre el sistema HD82943, coretdgy un total de 1000 conjuntos de
datos sintéticos. Los resultados se muestran en la Fighyrd@de cada solucion al conjunto sintético
es representada por un c’rculo. Cada marco representatiéoultion entre pares de elementos pla-
netarios que consideramos mas importantes. En el glaneos@ »); e sin($2)) (marco inferior
derecho) se aprecian claramente tres regiones de soldisiéonexas, cada una de ellas identi cada
con un color diferente para facilitar su correspondencibbgotros planos:

= Region (1) - Negro. Es la region alrededor de la mejor séluale los datos originales, con
e 02y$, 280

= Region (1) - Azul. Regibn com, 0y por lo tanto$ » pobremente de nido.

= Region (Ill) - Rojo. Regiobn cor, 0:4y$, 120 que de ne una solucion dinamicamente
estable como veremos mas adelante.

En el marco superior izquierdo se muestra el plano de lasitaigs de velocidad radiaK(;; K 2)
y se observa que a pesar d{g es casi el mismo para todos los conjuntos, el valdf gguede variar
en un 50 %K 1 para la region (I) vale 65 m/s, mientras que en la region (lll) vale47 m/s. En
la misma gura, marco superior derecho se observa el planmededos P;; P2), donde el per'odo
del planetaP; esta muy bien de nido 219 d’as, mientras que, var'a unos 10 d'as dependiendo
la regibn donde se encuentre, desde 430 a 440 d'as. Emel(elecos! 1; e; sin! 1) mostrado abajo
a la izquierda no se aprecian grandes diferencias entredames (1), (11) y (lll) y parece que estan
muy bien de nidos (el método MCMC permite mapear un pocoanegte espacio de parametros).

Los grupos en el plane, cos! ; e sin! ) son muy distintos, y corresponden aproximadamente
a los mismos favorecidos con el método que veremos maarddetnlackknife La distribucion de
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Figura 3.6: Resultados de 1000 resamplings de los datasaleg. Cada c’rculo representa el mejor ajuste del
correspondiente conjunto de datos. Cabe destacar la praskn3 regiones distintas, cada una identi cada con
distinto color.
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Figura 3.7: Histogramas de los mejores ajustes enconti@dostos en funcion del wrms) que muestran la
distribucion de los miembros de cada grupo identi cadoaeRif. 3.6 con la misma identi cacion de colores.
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los miembros de cada grupo de acuerdo al valor de wrms se nrauwgsta Figura 3.7. A pesar que
los tres histogramas tienen aproximadamente la misma metipersion, hay varias diferencias que
podemos enumerar:

() miembros =42:8% Wrmsyin = 7:902m/s
(1)  miembros =52:0% wrmsy, = 8:588m/s (3.19)
(1) miembros =5:3%  wrmsyin =8:812m/s

As’ las regiones (1) y () tienen casi el 95 por ciento dea®dhs soluciones encontradas con Resam-
pling, mientras que la region (111) sblo un 5 %. Esta GUkinegion es caracterizada también por valores
de wrms mas grandes y tiene un valor de sefial mas pegkigfia (

El m'nimo global se encuentra en la region (I) que como secineara es inestable; por otro lado
la region (11) tiene valores de wrms similares y como versmmas adelante esta dentro de la region de
con anza de la mejor solucion (ver 3.5). La region (lll) lasque proporciona valores muy cercanos
entre$; $,, enotras palabras, hacia ur@otacbn apsidaldel tipo (0,0) (ver Beaugé et al. 2006).

Una de las desventajas en esta técnica de reajustes esdgimsaddenti car los mejores parame-
tros orbitales para cada conjunto sintético de velocisladdiales, que en la practica requiere muchos
recursos computacionales. Por ejemplo para un sistema plangta (seis parametros), es necesario
generarl0® a 10* conjuntos sintéticos para tener niveles de con anza desiérlos 3 . Asumiendo
que la rutina de minimizacién requiere url® evaluaciones para converger, esto hace un totaltle
evaluaciones de?. Incluso el uso de minimizacion local, buscando solugopercanas al m’nimo
global, demandar'a al menos uri€§ evaluaciones del residuc.

Finalmente no olvidemos que la distribucion de erroresnesta por medio dedResamplingno
sirve para construir super cies de nivel de error constasiteo para identi car posibles regiones de
m'nimos.

3.4.1. Anralisis dinamicos sobre las regiones

En cada una de las regiones mencionadas previamente sectlehiajuste orbital con menor
wrms teniendo en cuenta que esa con guracion resulta conpatin los datos originales dé. La
region (I) es representada por la solucibn mostrada emldaT2.2. Para las regiones (1) y (Ill) se
realizaron ajustes dinamicos coplanares a partir de lamsejucion multikepleriana y los resultados
se muestran en la Tabla 3.1.

Ambas soluciones dinamicas en la Tabla 3.1 muestran wkingilares devrms del orden de
8:03 m/s, apenas mayor que el m'nimo global (782 m/s) pero no muy diferente. Ambas fueron
integradas numéricamente con un codigo de N-cuerpos@afios, mostrando estabilidad dinamica
y corotacion apsidal (ACR) tipo (0,0) (Figura 3.8). Sin emgp, la amplitud de libracion es grande,
particularmente en el caso de la Region (Il). Para la Regid), la semi-amplitud en 1 =2 »

1 $i1escercana80, mientrasqueen$ = $, $;escercanafl .

No se muestra la evolucion de la Region (1), debido a queocesrnbien conocido es inestable en
cortos per'odos de tiempo. A pesar que pueda ser posibbmiac algunos miembros marginales en
la region que sean estables, no es posible decir que s@segpativos de la region general, ni siquiera
robustos (es decir, pequefios cambios en los elementdslesipueden desestabilizar el movimiento).

El comportamiento extrafio de la solucion de la RegiohdH (k;h) = (e cos 1;e8in 1)
puede ser explicado y deducido con la Figura 3.9, donde sebhfdo la evolucion en el plano
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Figura 3.8: Evolucion de los mejores ajustes orbitalesasmtativos de las soluciones en la Region (Il) (izquier-
da) y la Regibn (I1) (derecha). Los puntos negros corradeo a las variablgk; h) = (e, cos 1;e;sin 1),

y los puntos rojos a las variablék;h) = (e;cos $;e;sin $). Aqu” 1 es el angulo resonantg =

25 1 $ 1. Enambos casos se ven ACR de amplitud de oscilacion grgpaldel (0; 0).
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Figura 3.9: Evolucion de ambas soluciones en el pl@ape;), junto con la familia de ACR estable del tipo
(0; 0) para cada una de las razones de masa. La I'nea punteadaataestva de colision.
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Tabla 3.1: Mejores ajustes orbitales para soluciones septativas de las regiones (ll) y (lll) para un modelo
de 2 planetas del sistema HD82943.

Parametro HD82943c HD82943b

Ajuste dinamico coplanar - Region (11)

m [Mjyp] 1.7681 1.7396
P [d] 219.890 442.879
a[UA] 0.7473 1.1919
e 0.3863 0.0166
Pl 120.915 201.379
MI] 356.842 281.828
Vo1 [m/s] 43.497
Vo2 [m/s] 33.754
wrms [m/s] 8.037

1.529
Ajuste dinamico coplanar - Region (lIl)
m [Mjyp] 1.4605 1.7442
P [d] 220.081 439.375
a[UA] 0.7477 1.1856
e 0.4369 0.2548
Pl 126.211 137.232
MI] 358.181 337.541
Vo1 [m/s] 42.427
Vo2 [M/s] 32.305
wrms [m/s] 8.031

1.528

(e1; &) juntamente con las familias ACR de distintas razones de nPasa la razon de masa de esta
solucion mp,=m; 1), deber'amos tener ACR asimétrica. Sin embargo lo qu@sers una amplitud
de libracion tan grande que la 6rbita abarca ambos |8bagimétricos y rodea la solucién simétrica
cuyo centro es inestable.

3.5. Ajustes en una Grilla

Hasta el momento hemos visto que taResamplingcomo cadenaMCMC brindan mucha in-
formacion acerca de cuales son los parametros compatibleel conjunto de datos. Sin embargo el
tiempo computacional es elevado y nalmente no es sencilwstruir curvas de nivel sobre alguna
proyeccion de plano que elijamos. Para solucionar esteaipunto se puede seguir la idea de Lee et
al. (2006), realizandéjustes en una Grilla

Laidea es realizar una serie de ajustes multikepleriandsm&mnicos) sobre una grilla de variables
de interésA1; A,). Para cada punto de la grilla los valores numéricos de @siametros son jados,
y se realiza un ajuste sobre los parametros restantes (mekei variar sin restricciones). El valor
resultante de residuR corresponde al mejor ajuste para los valores pre jadosAdeA ). Luego se
dibujan las curvas de nivel dermsen esta grilla, que da informacién de la forma y la profuadid
relativa de la funcion residuo en el plano seleccionado.

Para interpretar mejor los resultados, podemos intentianasos niveles de con anza de el
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Tabla 3.2: Principales parametros de los ajustes orbifzaeaN = 164 observaciones. Todos los elementos
orbitales son astrocéntricos y los per'odos osculadores

Multi-Kepleriano Dinamico

Parameter | HD82943c| HD82943b| HD82943c| HD82943b
m [Myup] 1.435 1.765 1.397 1.782
a[UA] 0.748 1.169 0.744 1.188
e 0.447 0.331 0.460 0.360
'] 133.19 144.25 134.79 139.82

$[1] 359.57 326.21 357.45 331.45
wrms [m/s] 7.835 7.838

2 1.348 1.504

mejor ajuste en las super cies dentro de la grilla. Parareslgrandes d , la funciobn normalizada
chi-cuadrado 2 se comporta como una variable tipd, y debido a quéwrms)? tiene una depen-
dencia lineal con 2, entonces el valor correspondiente al nivel de con anza desl.dado por (ver
Seccion 3.1): r

WrMSmin 1 2i : (3.20)

Wrms;

Aplicamos este método al sistema HD82943 y describirertpsas resultados a continuacion.
En primer lugar, el grado de inestabilidad estad’stical{zado en la Secci6dackknife ) es tal que
la eliminacion de solo un dato observacional hace quenghai@os distintos parametros orbitales (ver
Figura 3.11 y 3.12). La Tabla 3.2 muestra los mejores ajustedtkeplerianos y dinamicos pahh =
164 (el Gltimo dato eliminado) que puede ser comparado conbtsnidos pardN = 165 mostrados
enlaTablas 2.1y 2.2. A pesar quepex_isten cambios impogamtdéa solucion, ellos practicamente no
causan efectos en el residwarfnso 2), ni siquiera en la curva de velocidad radial, indicando que
ambas soluciones son compatibles con los datos.

Para analizar mas globalmente esta dependencia con @raida puntos, estudiamos el plano
(k2;h2) = (excos! 2;e2sin! ). El procedimiento fue llevado a cabo con 4 conjuntos de obser-
nes correspondientesha = 100, N = 142, N = 164 y N = 165. Los resultados se muestran en la
Figura 3.10 solamente en el plano de mayor intekgshg). En cada caso el m'nimo globatrmspn
es identi cado con un c’rculo negro relleno. A pesar quecaatel m'nimo las curvas de nivel son
casi el'pticas, aparecen distorsiones para valores naasgs, indicando que los niveles de con anza
obtenidos del anélisis de la matriz de correlacion no sdides mas alla de la inmediata vecindad del
Wrmsnmin (ver Seccion 3.2).

Es interesante notar los cambios en las curvas de nivel efofudeN . Este cambio sin embargo
no es gradual: parbl = 164 la gura muestra dos m'nimos globales localizados!en 140,
mientras la otra solucién esta drp( 270 ) asemejandose al m'nimo global de la solucién obtenida
paraN = 165. De esta forma no solamente la funcion residual es muy paxfanma alrededor de la
mejor solucién, sino que a veces se pueden observar dosos focales. Los pequefios cambios en el
conjunto de datos pueden favorecer a uno u otro, identdoés como el mejor ajuste. Este resultado
muestra concordancia con los obtenidos en la Seccion 3.4.

Para el caso del m'nimo con 165 puntosweismin = 7:952y = 153, obteniendovrms;
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Figura3.10: Curvas de
nivel de wrms constante,
para ajustes multike-
plerianos considerando
valores jos de (kp;hy) =
(e2cos! 5;e2sin! ) en una
grilla regular. Cada graco
fue realizado usando wun
namero distinto de datoN ,
simulando la informacion
disponible en el momento
de la publicacibn de cada
solucion orbital. EI m'nimo
global es identicado con
un crculo grande rojo. Las
curvas de nivel mas oscuras
indican el nivel de con anza
del.

7:952(1 0:057), lo que se corresponde con:
wrms; ' 841 (3.21)

Es interesante remarcar que para N=142 la solucibn es Imanigie ya hab’amos observado
como m’nimo secundario con el método de MCMC. Inclusilijieando gran cantidad de datos, con
N=120, se observa que la region de con anzd dengloba los cuatro cuadrantes: tenemos acotada la
excentricidad maxima del planeta exterior, aunque sunaegio de pericentro no es bien establecido.

En conclusion, log\justes en una Grillaon un método (til para estimar los niveles de con anza 'y
correlaciones en un plano preseleccionado. Recordemadegesta forma muestreamos homogénea-
mente el espacio de interés y es mas facil de construisupsr cies de nivel. Sin embargo, esta
herramienta es un complemento pR&samplingg MCMC, pues no tenemos forma de saberiori
si los valores de los parametros que quedaron libres pajasté son similares en todo el plano.

3.6. Ajustes Orbitales con conjuntos de datos reducidos:
Jackknife

En la Seccion 2.4 vimos que el sistema HD82943 cambia susisnoks a medida que se van
agregando mas observaciones. El primer ajuste orbitdigadio para ambos planetas ten’a s6lo unos
100 puntos (ver Ji et al. 2003), dando soluciones establesstentes con una pequefia oscilacion de
los angulos resonantes. Las observaciones subsecuemggsrht a cambios signi cativos en las masas
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y la mayor'a de los parametros orbitales, as” como tamhbisoluciones dinamicamente inestables.
Este hecho también se observa en otros sistemas exopiasetas por ello que empleamos una
modi cacibn de un analisis usualmente llamathzkknife con el objetivo de evaluar las variaciones
de los resultados de los ajustes orbitales con el nimerbskraciones.

El método consiste en realizar una serie de ajustes abjtehda uno usando un niimero reducido
de datos donde se elimina la Gltima observacion por veats palabras, se realiza un ajuste con
N puntos, luego un ajuste con N-1 puntos (eliminando efdtpunto cronolbgicamente hablando),
etc. Si la solucion actual es robusta, entonces debes aspmerar solo pequefios y suaves cambios en
los parametros en funcion de N. Mas importante alin epgdemos esperar que la incorporacion de
observaciones futuras no cambiaran signi cativamentestro conocimiento del sistema.

De la Ec. (2.72), si asumimos valores constantes@de (y;  V;;) para todos los datos, puede
deducirse que :

N
\évrms / N 1 (3.22)

"2/ 1+ M=N (3.23)

Entonces cuando el nUmero de observaciones N es mucho mpag@l nimero de parametros
libres M, ambos indicadores deber'an ser practicamesnstantes, siempre que la solucién orbital
sea adecuada y el sistema satisfaga las condicionesstistalimpl citas en el calculo de cuadrados
m’nimos. Si se observa un incremento en el valowd®ascon el nUmero de datos, podr'a indicar que
el modelo den planetas se convierte crecientemente inadecuado paesegpar las observaciones.

Los resultados de los ajustes multikeplerianos son mastrawlla Figura 3.11 donde los valores de
V; fueron ordenados cronolbgicamente, es decir mezclardddtms CORALIE y Keck. Mostramos
en cada cuadro los parametros de interés (aunque to fairalizados): masas(), perodos P;),
excentricidad &), argumento de pericentrd (), residuos (2 y wrms) y niamero de datos\). Se
reserva el sub’ndick para el planeta interno (en negro® para el externo (en rojo).

Estos gra cos brindan bastante informacion. Primerogsmmportante, no parece haber conver-
gencia de los parametros hacia valores espec” cos. Destdgounto de vista, las nuevas observaciones
pueden cambiar nuevamente las soluciones para ambosgsangeor lo tanto el ajuste de HD82943
no es con able.

A pesar de ello, hay parametros que cambian menos que bo®ger’ odos orbitaleB;, parecen
ser bien determinados y por lo tanto, practicamente noeedigla que se encuentran en la vecindad de
la MMR 2/1. Incluso pocos datos son su cientes para establgue existe conmensurabilidad entre
ambos planetas.

Las masas son parametros mas sensibles, a pesar que ldehpksaetan, en principio es mas
estable por un tiempo mas largo. La masa intemaaalta entre distintos valores especialmente cuando
N > 100. Finalmente los parametros menos robustos son latexigad y la longitud de pericentro.
No es un hecho sorprendente, ya que como mencionamos somiteios a partir de las asimetr'as
en las curvas, aunque los cambios son signi cativos. Comioreconms, existe una tendencia y los
valores se alternan repetidamente. Por ejemplo paratioso8l 60 datos el valor de excentricideg
es cercano a 0.18 0 0.30. Los valores mas comunes!pasan 1200 270grados. Mas aln
las variaciones de; y e, parecen estar relacionadas manteniendo una diferendiacresante. La
variacion dee; también parece estar opuesta a larde
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Es interesante ver como los valorﬁzs_de los residuos evolacioon el nUmero de observaciones,
mostrado abajo a la izquierdainsy 2.). Particularmente en las Gltimas decenas de observa-
ciones se incrementan los residuos: esto signi ca que mdsreaciones no necesariamente implican
mejores ajustes orbitales. El marco inferior derecho maiesnimero de puntos en funcion del inter-
valo de observacion. Con este gra co podemos identi gacada uno de los otros marcos los valores
de los parametros en cada fecha de publicacion.

Dos conclusiones adicionales pueden extraerse de esta. Buimero, que los ajustes orbitales
con menos que N 100 puntos son poco con ables. Esto ayuda a explicar pot@déddrencia entre
las soluciones de Ji et al. (2003) y Mayor (2004). Segundsetesna notoria diferencia en los ajustes
con respecto al Ultimo punto observacional. El pasaje d&6M=-a N=165 puntos implica cambios
drasticos en algunos elementos, particularmente excieiail y longitud de pericentro. Este cambio
no es acusado en los valores m nimoswms Esto implica que ambas soluciones aunque diferentes
son consistentes con los datos observacionales. Una v&esttanos ayuda a concluir que el sistema
no es robusto y sblo un dato observacional puede cambiatragesoluciones. El incrementowrms
como funcién de N no era esperado (ver Ecuacion 3.22).

La Figura 3.12 presenta un analisis similar, esta vez a@tsiderando los N=142 datos CORA-
LIE. Debido a que el intervalo de observacion de los dataskHetersectan parcialmente los puntos
CORALIE, esta gura ayuda a mostrar la evolucion de losapaetros desde 2000 a 2004. Compa-
rando con la Fig 3.11 encontramos una evidente disminumidla dispersion de las soluciones. En
este caso los parametros planetarios, especialmentgdastecidades, muestran una tendencia mas
regular. Se observa qu2 es mas estable ¢ mostrando un suave descenso en su valor. Se observa
también que no hay un salto dg alrededor del instante T=52500. Las longitudes de pencéht
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Figura 3.11: Variacion de los parametros orbitales demegores ajustes multikeplerianos como funcion del
conjunto de datos observacionales. Los datos correscahdenjunto completo CORALIE-Keck (N=165).
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sin embargo todav'a presentan repentinos y grandes.ddltas/ez mas la eliminacion de solo un par
de puntos nales causa gran variacion en el angulo, a gpgano se observen grandes variaciones en
los residuos (ver el marco inferior izquierdo).

En conclusion, este analisis muestra que las solucianesugven en el espacio de parametros.
Afortunadamente su movimiento ocurre dentro de la regidd d que se observa por ejemplo en
la Figura 3.10. Ademas, los resultados coinciden penfieetde con los obtenidos en el método de
Resampliny Andlisis en Grilla Debido a la diferencia de tiempo en el computo entre estiogjaes,
parece mas sensato utilizar Jackknife para conocer laacibnes de los m'nimos secundarios.

3.6.1. Aralisis dinamicos en soluciones Jackknife y Grilla

Analizaremos la compatibilidad de las soluciones previstd el punto de vista dinamico. Los
resultados nuevamente son obtenidos con un integradoreRrtta de orden 8y con precisid® 12.
Los mejores ajustes pakh= 164 y N = 165 son dinamicamente inestables en escalas de tiempo del
orden del®® afios. De hecho, como fuera mencionado previamente, escpation que los mejores
ajustes orbitales para este sistema y con distintos nisnderobservaciones (para distinbd$ corres-
pondan a soluciones estables. Sin embargo los resultadas decciones previas han mostrado que
existe una region amplia de posibles soluciones orbi@dssro del nivel de con anza de 1todos
consistentes con los datos observacionales. Podemosuhadtirma extender el analisis dinamico a
todos los puntos en la region y estimar cuales solucionegstables.

Cada punto de la grilla mostrada en la Figura 3.10 no sol@spande con valores espec’ cos de
(k2; hy)=(e> cos! ,; e sin! »), sino también valores distintos de los otros elementasabeb y masas
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planetarias m'nimas que son los que minimizan el resigdunsen ese punto.

Esto es importante pues existen otros valores posiblesldei@mes con el mismgks; hy) que
tengan distinto (pero mas grandedms puede pensarse como la proyeccion de las mejores sodiscion
sobre ese plano. En principio es posible que algunas desstesones también tengarrmsdentro
del nivel de con anza de 1 En otras palabras, a pesar que los gra cos son una bueresegpacion
existen posibles soluciones tan “buenas” como las enatagra

Figura 3.131zquierda: En el plana(kz; h,) = (e; cos! ;e sin! ») se aprecia el mejor ajuste (menamsg
paraN = 165 como un c’rculo rojo. La curva continua cerrada es el nieetdn anza de 1. En escala de
grises se muestra el comportamiento dinamico en la reBi@nco corresponde a ACR estables tfpp0) con
amplitudes menores q® . La sombra mas oscura indica regiones inestablesecha:En c’rculos negros se
muestran los mejores ajustes obtenidos para distintoeegadieN (Seccion 3.6. Los triangulos rojos muestran
los mejores ajustes de Lee et al. (2006) correspondieiEBld y FIT 111, mientras que el cuadrado rojo es la
solucion B de Ferraz-Mello et al. (2005).

Los parametros de cada punto en la grilla gdrae 165 fueron integrados numéricamente por
10° afios. La mayor'a de ellos tienden a eyectar uno de lostpdentro del intervalo de tiempo,
aquellos que sobreviven se encuentran en con guracion A€Ripo (0;0) en la resonanci2=1
(ver Beaugeé et al. 2006) y estos fueron considerados este¢ calculd la amplitud de la libracion
de ambos angulos, el resonante= 2 - 1 $. vy la diferencia de longitudes de pericentro

$ =%, $:. Aqu ; son las longitudes medias de los planetds; yson las longitudes medias
del pericentro. Los resultados se muestran en la Figurg 8rieBvez mas en el plan&z; h2). En
la izquierda de la gura se observan dos gra cos supermsestno que indica niveles de con anza
conteniendo las soluciones dguste en Grillay el otro el analisis dinamico de la region. El circulo
rojo muestra la posicion del mejor ajuste plra= 165. La curva negra continua alrededor del punto
muestra el nivel de con anza de 1(ver Figura 3.10). Todos los puntos camms > wrms; se
ubican en la region rayada fuera de esta curva. En escaldsds ge muestra el analisis dinamico. La
pequefa region blanca en la parte superior izquierdardetgcorresponde a condiciones iniciales
gue conducen a soluciones ACR estables con amplitudesrdeiih menores que0 . El sombreado
gris indica amplitudes crecientes (los valores numéragoiglenti can en la gura), mientras que las
regiones oscuras ubican la localizacion que regionesntitemente inestables.

Todas las soluciones iniciales correspondientes a ACRlestan la Figura 3.13 muestran buen
acuerdo con los datos observacionales. A pesar de que ng sapeces de especi car completamente
los parametros para los planetas de HD82943, parece peolabé los valores de los mismos sean
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Tabla 3.3: Soluciones orbitales multikeplerianas pdra 165 correspondientes a la menor amplitud de co-
rotacion conrwrmsdentro del nivel de con anza de 1

Parametro | HD82943c| HD82943b
m [Mjyp ] 1.569 1.728
P [d] 219.24 440.28
a[UA] 0.746 1.180
e 0.417 0.150
Pl 119.17 123.69
$[1] 356.74 357.35
Vo1 [m/s] 43.90
Vo2 [m/s] 34.28
Wrms [m/s] 8.037
2 1.537
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proximos a los dados en la Tabla 3.3 y que los planetas seeinen atrapados en una ACR estable
del tipo (0; 0).

En la parte derecha de la Figura 3.13 se dibujaron con osaggros la localizacion en el plano
(kz2; hy) de las soluciones obtenidas con el método (Jackknife) tlizmsgulos rojos corresponden a
dos soluciones estables (Fit Il y Fit 1ll) de Lee et al. (20§63! cuadrado rojo marca la posicién de la
solucion estable B de Ferraz-Mello et al. (2005). Una ves ta’'gran diversidad de con guraciones,
cuya distribucibn en este plano esta mas o menos acotada purva de nivel de 1 Es interesante
notar que la mayor parte de los mejores ajustes orbitalesspmmden a orbitas alineadas ($e.
130), bastante diferente a los mejores ajustes orbitalesqaduls.

La Tabla 3.3 muestra los parametros del punto en el planéaammima amplitud de co-rotacion
posible. La razbn de masa,=m; = 1:1, un poco mayor que las estimaciones previas incluidas en los
mejores ajustes. La curva sintética de velocidad radsalltente y el residuao( c) de esta solucion
fueron incluidos en la Figura 3.14, donde también se ireclpgra comparar la mejor solucién. No
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existe practicamente alteracion entre las curvas a ppgawbviamente hay un incremento en los
valoreso c para el caso de la solucion ACR. La estabilidad a largo piiezesta con guracion fue
comprobada con una simulacibn numérica pot afios. No se detectaron cambios en las amplitudes
de libracion o en los valores maximo/m’nimo de los seesig excentricidades.

En el proximo cap’tulo analizaremos como el hecho de tjoeer ajuste sea inestable conduce
a la posibilidad de que existan mas planetas.



Captulo 4

Busqueda de Planetas Adicionales

Una solucibn alternativa para explicar por qué el mejostg de un sistema extrasolar puede ser
inestable, es sugerir que pueda existir un planeta adigijoeeno ha sido modelado. Esta idea también
es favorecida cuando el incremento del nUmero de obsenexiaumenta los residuos. La inclusion
de un nuevo cuerpo en el sistema puede cambiar drasticafosnqtarametros de los planetas ya detec-
tados y arrojar nueva luz sobre el sistema real observadouda sefial debe tener signi cado f'sico
razonable (una aceptable relacion sefal-ruido, excatad relativamente baja, etc.) y obviamente
presentar una baja probabilidad de ser un falso positivo.

Cuando se intenta agregar nuevos planetas a un sistemaaieber cuidadosos en la correcta
identi cacion de la sefal. Existen per'odos relaciommdon el muestreo temporal de las observa-
ciones, que producen picos de sefial en el periodogramanfiesmportantes son los del d'ay
sus correspondientes alias). También es posible idertien los analisis de velocidad radial falsos
perodos, relacionados con el per'odo de rotacion destllea (ver Howard et al. 2010 y Hatzes et
al. 2003 para algunos ejemplos). Sin embargo, ambos pmtesen una probabilidad de ser falsos
positivos (FAP) muy alta (es decit0 1 a10 2).

Volviendo a la idea de la adicion de un nuevo planeta pardstensa que tiene ajuste inestable,
Gozdziewski y Konacki (2006) propusieron un tercer plapai@a HD82943 que podr’a estar presente
en el sistema, utilizando el conjunto total de datos obsemales del sistema (N=165). Ellos notaron
gue los residuos o-c del ajuste de dos planetas, paredenerruna sefial peribédica con per’'odo apro-
ximadamenté® = 1000 d'as. Lee et al. (2006) también mencionaron este punio peindagaron
en el tema. Gozdziewski y Konacki buscaron un ajuste compteggetas, en el cual el nuevo planeta
exterior tendr’a un per'odo orbital de930d’as. Como resultado ®irmsdecrece signi cativamente
de 8 mi/s hasta aproximadamerigt m/s, y el correspondiente valor dé alcanza valores cerca-
nos a la unidad. Sin embargo este ajuste corresponde a gagigues dinamicamente inestables. De
hecho, las (nicas soluciones estables encontradas tiesignowrms=7:4 m/s, que no representan
una disminucion satisfactoria debido al hecho que sermentd el nimero de parametros libres. La
solucion encontrada corresponde a una resonancia 2/1 M¥&les dos cuerpos interiores, mientras
que el tercer planeta hipotético tiene una orbita de mig/ ésecentricidad en una o6rbita no resonante.
Una simulaciébn numérica de tiempos largos mostro irgilicees de movimiento cabtico, a pesar que
no se detectaron inestabilidades dinamicas en escala@ansotdel® afios.

Gozdziewski y Konacki (2006) siguieron su discusion propodo un caso hipotético distinto, en

tun valor de FAP dd0 2 es un valor aceptable para detectar un exoplaneta.

113
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el cual se propon’a un ajuste orbital con un planeta imgrians planetas exteriores en con guracién
coorbital. El problema es que nuevamente no se encontrahlocianes dinamicamente inestables.

4.1. Blsqueda de un tercer planeta en HD82943

En el trabajo que realizamos en 2008 (Beaugé et al. 2008pyardos mas profundamente en la
blUsqueda del tercer planeta, tratando de buscar solscimas compatibles con escenarios de forma-
cion planetaria y cuyosrmsno sean tan altos.

En primer lugar utilizamos nuestro algoritmo de minimifacpara buscar soluciones con 3 pla-
netas en el sistema HD82943 (con N=165 de ahora en masgssiitcion alguna en los parametros.
En nuestros resultados, al igual que los mencionados pus atitores, encontramos varias soluciones
en las cuales el tercer planeta tiene perBdo 900d"as, algunos de ellos tan bajos coB#d d as.

Sin embargo todas las soluciones encontradas son inestable

Figura 4.1:(a). Arriba: o-c para el mejor ajuste orbital con 2 planetas. S&dp observar una sefial peribédica
conP  1000d"as. Los dibujos inferiores corresponden a diferentest@g con 3 planetas (ver detalles en el
texto). En gran parte de ellos se aprecia la reduccibwdakcomo as” también la desaparicion de la tendencia
peribdica(b). Periodogramas de los residums c de varios ajustes orbitales. El gra co de arriba corresjgon

a datos CORALIEN = 142) unavez que la mejor solucién orbital con 2 planetas fueieida. El gra co del
medio muestra el mismo resultado pero utilizando los daiogptetos CORALIE+KeckN = 165). Existe un
pico pronunciado con nivel de con anza mayor qué&8% con un per'odo entre 800 a 1000 d'as. El gra co
inferior muestra el periodograma pero ahora asumiendolieisa con 3 planetas mostrada en la solucion
3planetas-lli

Aparte de la reduccion del residuo, una ventaja importdateste tipo de soluciones puede verse
en la Figura 4.1a. La parte superior reproduce los residtmdead ajuste de dos planetas y los otros
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paneles muestran diferentes ajustes con tres planetasd@eara el externo mayor q880d as). La
tendencia periddica observada en el panel superior desapan todos ellos y en la mayor'a de los
casos el maximo de o-c decrece. Los principales elemenbitales de estos cinco ajustes orbitales
son dados en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Ajustes orbitales de 3 planetas para el sistemr82B914B.
Parametro  HD82943c HD82943b HD82943d?

3planetas-I
m [Mjyp] 1.7730 1.7590 0.5654
P [d] 220.683 429.863 988.806
a[UA] 0.7491 1.1684 2.0354
e 0.3967 0.0553 0.6073
P 116.989 95.393 315.078
M ] 3.559 11.898 267.314
wrms [m/s] 6.643
1.286
3planetas-Ii
m [Mjyp] 1.8060 1.7236 0.4254
P [d] 220.273 437.426 993.770
a[UA] 0.7482 1.1821 2.0421
e 0.3806 0.0251 0.5676
P 117.967 142.676 294.073
M ] 0.778 338.029 280.876
wrms [m/s] 6.618
1.281
3planetas-IIl (Mejor Solucion)
m [Mup ] 2.045 1.693 0.508
P [d] 217.88 456.59 934.85
a[UA] 0.743 1.216 1.961
e 0.353 0.198 0.579
P 124.80 288.67 213.56
M ] 350.15 298.13 27.63
wrms [m/s] 6.005
1.051
3planetas-IV
m [Myup ] 1.7630 1.8968 0.8176
P [d] 220.520 443.405 1959.682
a[UA] 0.7488 1.1929 3.2116
e 0.3722 0.0283 0.7000
P 113.556 8.696 325.099
M ] 1.645 114.232 115.272
wrms [m/s] 6.449
1.248
3planetas-V
m [Myup ] 1.2547 1.6202 0.6236
P [d] 220.191 436.868 2150.213
a[UA] 0.7479 1.1810 3.4164
e 0.4357 0.4089 0.6864
P 144.879 124.480 153.728
M ] 346.763 348.759 358.286
wrms [m/s] 7.095

1.373
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En el caso de los 3 primeros ajustes todos los parametroanfdeterminados sin imposicion de
I'mites. Todos los per'odos para el nuevo planeta se at@ureentre 10930d’as y993d'as, siendo
el menor per'odo correspondiente al menoms Sin embargo todos son dinamicamente inestables
debido a la alta excentricidad de HD82943d. Gozdziewski pacii (2006) encontraron que sblo
orbitas con muy baja excentricidad se corresponden comgwationes estables, a pesar que ellas
tienen residuos mayores.

En3planetas-IVpusimos un I'mite inferior d&600d"as en los posibles per'odos para HD82943d.
Para3planetas-\este I'mite inferior es d2000d as. La idea en ambos casos busca identi car com-
paferos mas distantes que puedan ayudar al ajuste sigogn® introduzcan inestabilidades dinami-
cas en los compafieros. Sin embargo esto no fue posibleadatiédalta excentricidad necesaria que
minimiza el residuo, pero una vez mas el sistema es inestihmicamente.

Como punto nal, vale mencionar que en todos los casos leetenid periddica observada desa-
parece. Puede inferirse que esta tendencia se debe a lddalthustez de la solucion del ajuste con
2 planetas mientras el nUmero de observaciones aumentanthiargo no esta muy bien de nido el
per‘odo probable y existe una amplia gama de con gurasiguosibles para el tercer planeta.

Con el objetivo de establecer el per'odo del probable tgiemeta, se puede realizar un analisis
de Fourier (con DCDFT) y calcular la importancia de los pipmssentes en los espectros de potencia
(ver Seccion 2.1.7). Los gra cos superior y medio de laufég4.1.b muestran el periodograma de
los residuo ¢ del mejor ajuste dinamico usando los datos CORAINE £ 142) y el conjunto
completo de observaciones CORALIE+Kedk = 165). Ambos espectros de potencia fueron nor-
malizados de tal forma que el area total bajo la curva seadaany las curvas horizontales muestran
el nivel de con anza de®5 %. Si bien con N=142 no existe un pico signi cativo en la seitalando
se usan N=165 existe una sefial marcad® en900 d'as (gra co del medio).

La solucion3planetas-lll muestra el mejor ajuste encontrado del conjunto completdades
asumiendo los 3 planetas. El correspondiente periodogdenas residuos es mostrado en la parte
inferior de la Figura 4.1.b. El pico presente en per'oddstales grandes ha desaparecido y no queda
sefial signi cante en el espectro de potencias nuevo. Mas el valor de 2 se redujo del:369
a 1:.051 mientras que elvrmscambi6 de7:952 a 6:005 A pesar que la reduccion es importante, el
namero de parametros de la regresion se increment@ désd2 a M=17.

Debemos emplear algin estad’stico que cuanti que esfarenentre ambos modelos. Comen-
cemos recordando qué es una variable aleatoria que puede ser representada pdistriaucion
chi-cuadrado con grados de libertad. EI mejor ajuste, representado por et escontrado de Zi ,
es el valor mas probable de dicha distribucion. La mejefativa entre los ajustes asociados a dos
modelos independientes dey » grados de libertad es dada por:

(4.1)

12 , 2

donde la multiplicacion por el nUmero de grados de liltbita) debe realizarse para poder com-
parar los valores de ;. Segln teor’a estad’stica, ésta division variableatarias independientes
chi-cuadrado produce como resultado una variable aleadetitipo Fisher-Snedecdt,, ., (Wa-
ckerly et al. 2003, p-340 y Cumming, 2004). En la Figura 4.&tmaomos la Funcion de Densidad de
Probabilidad (PDF) de la variabfe , . ,.2

2con ; = (165 12)y , = (165 17)grados de libertad, correspondientes al modelo con dosy tre
planetas en el sistema HD82943.
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Figura 4.2: Funcion de densidad de probabilidadcde ,. ,. Cuando se averigua un valprel FAP de esa
sefal es la integral desde ese punto hasi#a region que sombreamos en azul).

Mientras mayor sea la diferencia entre los dos ajustes,facéisoptar por el modelo con mayor
namero de parametrdd . Se puede estimar cual es la probabilidad de obtener un xatayor o
igual al calculadd, resolviendo:

Z, !

P(z 2)= \ PDF F, ,. ,(z) dz FAP (4.3)

Utilizando nuestros resultados obtenemos un valak ¢€13.06 y la probabilidad de obtener un
valor mayor o igual a este valor &s 10 1° (esdecirufF AP =1 10 19). Esto indica que la mejora
en el ajuste orbital tiene signi cado estad’stico y no sbedsolamente al incremento de parametros
libres. Si a este hecho, afiadimos que el pico de la sefiddmer es eliminado del periodograma
(gra co interior en la Figura 4.1.b), es muy probable qus ttatos observacionales apunten en la
direccion de un tercer planeta ubicado en las cercan’as ger'odo P 930d’as.

Nuestro mejor ajuste orbital con 3 planetas se asocia coimmeuo inestable, al igual que los
resultados de Gozdziewski y Konacki (2006), aunque con isminucion considerable del residuo
(obtuvimoswrms = 6.0 en lugar de 6.5 m/s). El problema es que la excentricébplaneta hipotético
(e3 0:6) provoca que el sistema sea muy susceptible a encuentxisnos.

4.2. Soluciones de Laplace en HD82943

A pesar que el ajuste orbital de 3 planetas que analizames@ntente tiene la ventaja de eli-
minar la seflal de 1000das en el residuo, no esta claro que sea consistente cescenario de
migracion. Recordemos que la relacion resonante enti@29f8b y HD82943c es una consecuencia
de la migracion en gran escala, es decir de varias unidatiemamicas (ver Beaugé et al. 2006), el
mismo efecto que debera afectar la 6rbita primordial widnipotético tercer planeta. Durante nues-
tro trabajo notamos que podr'amos tener soluciones estabh tres planetas, si suponemos que se

3Por de nicibn de PDF: Z,

F(z)dz=1: (4.2)
0
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encuentra en una resonancia de movimientos medios ddldiglace en otras palabras una conmen-
surabilidad entre los tres movimientos medios de tal foroe g

ni=ny No>=nN3 2=1 (4.4)

El espacio de fase asociado a la resonancia de Laplace etegmnyparece estar poblado con
un nimero pequefio de islas de movimiento estable, rodgamagrandes regiones de inestabilidad.
Esto hace que la identi cacion de los mejores ajustes Estaton estas caracter sticas, sea un proceso
complejo.

Modi camos el cédigo de minimizacion para incluir un dis& dinamico simultaneamente con
las soluciones. Aparte de incorporar un chequeo de estatbitiel sistema, también se pusieron res-
tricciones en la rutina dannealingpara buscar soluciones solo en aquellas super cies detiesga
fase compatibles con la resonancia de Laplace. Debido dtéasexcentricidades, las islas de esta-
bilidad de tal resonancia deber’an ser relativamentegiey quizas muy dif'ciles de encontrar con
la bGsqueda aleatoria cdmnealing mas dif cil alin si poseen libraciones asimétricadigie a la
libertad de eleccion de angulos).

Con este codigo de ajuste orbital, buscamos el conjunteedeptanetas dinamicamente estables
gue mejor reproducen los datos completos de velocidad radidabla 4.2 muestra la mejor solucion
encontrada y aunque la masa del tercer planeta es un poca muenda solucion de la Tabla 4.1
(3planetas-ll), los residuos son un poco mayores. Nuestra blsquedaut@e@s con tres planetas
no fue exhaustiva y pueden existir mejores con guraciones.

Tabla 4.2: Mejores ajustes orbitales dinamicos de tresgtdes correspondientes a una resonancia de Laplace
(N =165).

Parametro | HD82943c| HD82943b| HD82943d(?)
m [Myp] 1.703 1.747 0.351
P [d] 218.70 447.50 900.22
a[UA] 0.745 1.200 1.912
e 0.361 0.190 0.078
P11 132.32 192.01 116.19
M ] 350.15 298.13 27.63
Vo1 [m/s] 42.93
Vo2 [m/s] 31.74
Wrms [m/s] 7.521

2 1.316

Para estudiar la dinamica del sistema presentado en la Z&by su compatibilidad con escenarios
de migracién, analizamos la evolucién dinamica de les planetas bajo el efecto adicional de una
fuerza exterior disipativa que simula los efectos de laaateion entre el planeta y el disco. Las masas
de los dos planetas interiores se eligieron camo= 1:70M,, y my = 1:75Mj, (resultado del
ajuste en con guracion de Laplace, Tabla 4.2), mientras lgumasa del tercer planeta cticio fue
variada. Todas las orbitas fueron inicialmente locakzadon semiejes mayores mas alla de la MMR
2/1 'y con excentricidad igual a cero (6rbitas circulares).

Como en trabajos previos (e.g. Beaugé et al. 2006) sealigg fuerza de rozamiento tipo Sto-
kes con valores jos de tiempos caracter’sticos para eligjeny las excentricidades. En todas las
simulaciones la fuerza exterior solo afecta los dos planetteriores y los parametros de rozamiento
se eligieron para garantizar decaimiento orbital contéasbtonvergentesn; no esta sujeto a estas
fuerzas, pues las simulaciones hidrodinamicas muestrarelgdisco gaseoso en la region interior al
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planeta mas interno debi6 ser agotado). La migraciorssma mas rapida para el planeta exterior
debido a que su masa es menor. Esto se hizo de acuerdo a @videsimulaciones hidrodinamicas,
pero también para garantizar la migracion convergentedtss los planetas involucrados.

Se trabajé bajo un amplio rango de condiciones inicialearampetros de rozamientos. Siempre
encontramos que los tres planetas evolucionan hacia unzaresa de movimientos medios doble, en
los cualesni=n, ' 2=1vy la razbnn,=nz también corresponde a razdn entre enteros. En la mayor'a
de las simulaciones, los dos planetas exteriores quedgradivs en una resonancia de movimientos
medios (MMR) 2/1 (i.eny=n3 ' 2=1). En tales casos, las orbitas de los tres planetas muestran
libraciones simultaneas de los correspondientes asgakonantes

1 91 (4.5)

21 = 2
3 2 $»

2
32 = 2
como as” también las libraciones de la diferencia en tadgs de pericentrd, $:y$3 $5.En
otras palabras, el sistema evoluciona hacia una ACR doblejémplo de tal simulacion se muestra
en la Figura 4.3, donde la masa del planeta exterior fuedsegpmoms = 0:35M j,p (solucion
de la Tabla 4.2). Las condiciones iniciales para los treplexetas consideran o6rbitas circulares y los
tiempos caracter’sticos fueron elegidos para lograochpir los valores de la Tabla 4.2 (ver Beaugé et

Figura 4.3: Migracion de tres planetasy( = 1:70, m, = 1:75,y mg = 0:35, en masas de jupiter), inicialmente
en orbitas circulares con semiejes mayaigs= 4, a; = 7 y ag = 13 UA. La migracibn convergente es
modelada con una fuerza de rozamiento tipo Stokes actuétmeabre los dos cuerpos exteriores. Después de
10° afios, todos los planetas quedan atrapados en MMR 2/1,andstpequefias amplitudes de libracion de
los angulos resonantes;, 3, y la diferencia en longitudes de pericentro. El angulomaeste de la resonancia
Laplace . = ;1 3 ,+2 j3también libra. La con guracion nal corresponde a una A@Bble asimétrica.
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al. 2006, para una introduccién a teor’a de invariantégbaticos)

El panel superior izquierdo de la Fig. 4.3 muestra la evblude los semiejes, que se ubican ini-
cialmente fuera de la resonancia y terminan en la conmdriBdeal deseada. El panel superior dere-
cho muestra como las excentricidades evolucionan, oltgai@almente orbitas el pticas con valores
medios muy parecidos al mejor ajuste. El panel inferiorieglo muestra las libraciones asimétricas
de los angulos resonantes y 32, y también se observa la libracién del angulo de Laplace:

L= 1 32+2 3 (4.6)

Finalmente en el panel inferior derecho, se observa queifla®idcias de longitudes de pericentro
$, $1y3$3 $, muestran una pequefia amplitud de oscilacion, completancbn guracion de
ACR asimétrica.

Debido a que nuestras simulaciones de migracion plangiarecen favorecer la evolucién orbital
de los tres planetas en resonancia de Laplace, es posibleegpe cualquier hipotético tercer planeta
en el sistema HD82943 se encuentre en dicha con guracion.

Una simulaciébn numeérica de largo tiempo muestra que lac&m encontrada es dinamicamente
estable para tiempos de escala de al menos 1 Gyr, sin candoilarsapreciable en las excentricida-
des o amplitudes de oscilacion. La Figura 4.4 presenta dgasndinamicos en el plarfks; h3) =
(escos! 3;e3sin! 3). Cada uno fue construido con una grilla4fgl 401 condiciones iniciales, y
la solucibn estable de la Tabla 4.2 es identi cada con utlés roja. Las masas planetarias m'ni-
mas as’ como todos los otros parametros fueron elegiddeig) a los de la con guracion estable.
El coloreado gris en el mapa izquierdo esta relacionaddamtiempos de escape; colores oscuros
corresponden a condiciones iniciales inestables que smtaglas del sistema en pocos miles de afios
(excentricidades mayores que 1 o distancias mayores qué),arlientras que Orbitas mas estables
son marcadas en blanco. En el mapa derecho se colorea ammelméspectral a partir de un analisis
de Fourier de las integraciones (Michtchenko y Ferraz-dJelD01). Las orbitas regulares se iden-
ti can en blanco y las soluciones mas caéticas en tonos asguros. Las I'neas cont'nuas negras
muestran las curvas de nivel constanteviimspara cada punto del plano.

La isla de movimiento estable no es muy amplia y esta limitaéxcentricidades moderadamen-
te bajas para el hipotético tercer planeta. As’, la regi$ociada al residuo mas bajo (ver Tabla 4.1,
3planetas-Il) yace en el medio de una region inestable. El mejor ajudtitabiestable (estrella ro-
ja) se localiza en un costado de la isla de estabilidad, a pesatodas las 6rbitas regulares tienen
aparentemente el mismo valor de residuos.

Finalmente, la Figura 4.5 compara los periodogramas deekiduos de los mejores ajustes orbi-
tales de 3 planetas (I'nea a trazos) con el mejor ajustblesta Resonancia de Laplace (I'nea azul)
dado en la Tabla 4.2. El gra co original corresponde al mejaste con 2 planetas y es mostrado en
I'nea continua. A pesar que la mejor solucion estableaerdor de residuo mas alto que el mejor
ajuste sin restricciones, es Util a la hora de eliminara ph aproximadamen&90d’as, y no quedan
sefales estad’sticamente signi cativas en los datos.

4.3. Otros ejemplos de Resonancia de Laplace

La pregunta pendiente es si ¢ existen otros sistemas quelsEngen en esta resonancia?, ya que
esta resonancia parece ser un mecanismo de estabilizaaipa ciente cuando tenemaos tres cuerpos
masivos.
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Figura 4.4:a: Tiempo de escape para condiciones iniciales en el plegids) = (e3 cos! 3;e;3sin! 3) en la
vecindad de la solucion estable de tres planetas en laaesi@ade Laplace. El blanco indica que no hay escape,
mientras que oscuro muestra eyecciones rapidas de urtglbn®lumero espectral de un analisis de Fourier
de las integraciones numéricas de cada condicion inicée Orbitas regulares se muestran en blanco mientras
que el movimiento cabtico en sombreados méas oscuro. Llraa<de nivel corresponden a valores constantes
dewrmsde las condiciones iniciales en dicho plano.
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Figura 4.5: Periodograma de los residuos de tres ajustéalesudistintos considerando el conjunto completo
de datos. A pesar que la con guracion orbital estable eetandad de la resonancia de Laplace tiem@smas
grande que el mejor ajuste orbital de 3 planetas, el picorédedlor d®00d as es practicamente eliminado, y
no queda ninguna sefial estad’sticamente signi cativa.

A mediados del siglo XVIIl, ya exist'an datos adecuados mgamostrar que exist'a una relacion
muy “curiosa” entre las orbitas de las lunas de JUpitetEloopa y Gan'medes. En 1743, el astrbnomo
sueco Pehr Wilhelm Wargentin (el primer director del Obat&mio de Estocolmo) publico tablas que
permitieron establecer larazén 1:2:4 entre los per dgdas lunas Jovianas. Sus resultados predec’an
que el angulo:

L= 10 3 Eut2 ca=180 4.7)
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que relaciona las longitudes de las lunas, era mantenidagcaxtraordinario grado de exactitud.
Geométricamente esto signi ca que los satélites est@mplados en un ciclo de seis conjunciones
sucesivas luna-luna durante el curso de una orbita dentzale’s.

Laplace descubrio que un mecanismo dinamico deb’a sgomsable de mantener el ciclo de con-
junciones y en 1784 pudo demostrar que el anguylaestaba sujeto a oscilaciones tipo pendulares.
Si los satélites son perturbados levemente, entoncesld@mmgo las interacciones satélite-satélite
colaboran para causar que oscile alrededor de su valor de equilibrio 80 . Su teor’a le permi-
ti derivar las masas de las lunas y también predecir gperaddo de oscilacion del angule ser'a
de 2270d 18h (Murray y Dermott, 1999)

Figura 4.6: Resonancia de Laplace en Satélites de JUpieinterior a interior se muestran las lunas lo (1),
Europa (2) y Gan'medes (3). Se esquematizan las seis @ioj@s consecutivas que ayudaron a deducir la
forma del angulo resonante.

En los tiempos de Laplace, las observaciones no eran loesut@mnente precisas para medir una
amplitud de libracion, sino que parec’an estar exactéanen la condicion resonante. Sin embargo
hoy en d’'a se sabe que el angulp libra con una pequefia amplitud de 0.06% que el perodo
de oscilacion es 2071d, bastante cercano al predicho puad& Yoder y Peale (1981) mostraron
gue la libracibn observada, puede ser entendida teniendoenta la presencia de fuerzas disipativas
balanceadas que incluyen disipacion tidal de Jupiterdjsipacion tidal de lo. La Figura 4.6 muestra
una secuencia de posiciones consecutivas que clari car @mtiia la resonancia de Laplace en los
satélites de Jupiter.

¢Podrramos esperar entonces que algin tipo de con guragmilar exista en otros sistemas
extrasolares? -aparte de las soluciones compatibles étarha extrasolar HD82943 (Beaugeé et al.
2008)-.

Recientemente, una resonancia de Laplace fue propuesteelpsistema extrasolar Gliese 876
(Rivera et al. 2010). En su trabajo mostraron que los conggianetas gigantes con per'odos3®
d'asyP 61d"as sonacompafiados por un planeta adicional de nmaiar si la de Urano con per’odo
P 124 d'as. Este sistema muestra que el mejor ajuste se érecaaruna relacion de Laplace con el
angulo | oscilando alrededor de 0 , con una amplitud ' | =40 13.
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Figura 4.7: Esquema de la resonancia de Laplace para ehsi€& 876 El angulo resonante es =0 . Los
perodosso® 30dasyP 6ldasyP 124das.

Tabla 4.3: Ajuste coplanar de 4 planetas para GJ876=<%®

Parametro Planeta d Planeta c Planetab Planetae
P (d’as) 1:94 3009 6112 12426
m 6:8M 0:714Mypp  2:27Myyp  146M
a (UA) 0:0208 01295 02083 03343
K (ms 1) 6:56 8834 21400 342
e 0:207 Q256 Q0324 Q055
() 234 4876 503 239
M () 355 29459 3257 335 24
Vo (ms ) 51:06 0:30

2 2.6177
RMS (ms 1) 2.9604

La Figura 4.7 muestra la con guracion @&J] 876y la Tabla 4.3 los parametros planetarios de
la solucion. Las integraciones numéricas muestran gsisteilma de cuatro planetas es estable por al
menos 1 Gy. Mientras que en el sistema de Jipiter, el cuenioat es 5000 veces mas masivo que su
sistema de satélites, en Gliese 876 los planetas repaeseint% de la masa del cuerpo central. Esto
implica interacciones mas fuertes con la estrella central

Rivera et al. (2010), en el mismo trabajo, generaron 100funtos de velocidades radiales. Cada
conjunto sintético fue generado con la sefal produciddgsocuatro planetas de la Tabla 4.3 adicio-
nando ruido Gaussiano. Luego cada ajuste orbital obtemidtttesgrd por 300000 das (2500 per‘odos
del planeta externo) y se examin6 la amplitud de oscifaciél angulo cr'tico de la resonancia de
Laplace, | . Como resultado sb6lo pudieron encontrar 6 ajustes oglsitabn amplitud de libracion
< 40 . Mientras que si la condicion para generar las velocidaaéisles se elige con un angulo de
oscilacion bien pequefio y se disminuye el ruido Gaussiam&0 % de los resultados tiene amplitud
de oscilacibn< 40 . Ademas también los autores realizaron una serie prugdiade corroboraron
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gue si el angulo de Laplace no se encuentra librando, Ites1s#s son inestables en escalas de tiempo
< 200 Myr. De esta forma se concluy6 que es muy dif cil detesistemas en resonancia de Laplace
con el método de velocidades radiales a menos que se tengabajos errores. Sin embargo su es-
tudio tiene en cuenta que oscila alrededor d&80 , mientras que en HD82943 encontramos que la
libracibn es asimétrica (un angulo distinto@e 180 ). Esto implicar'a que en nuestro caso las fases
de los angulos pueden ser identi cadas mas facilmente.

Resumiendo la informacion expuesta en el cap'tulo, @mers que la resonancia de Laplace
€S un mecanismo que, primero, es compatible con escenarifigrdacion planetaria. Segundo se
encuentra presente en nuestro propio Sistema Solar y ddepesicontrar buenos ajustes orbitales
(con la presencia de un nuevo planeta) para HD82943 y GligeeSBn embargo, alin queda como
trabajo pendiente explicar bajo que condiciones la resoaaie Laplace produce libraciones del
angulo resonante, que sean simétricas (alrededor@eo 180 ) o asimétricas (cualquier otro valor
del angulo) y cuales son las diferencias para su deteccidrel método de velocidad radial.



Captulo5

Efectos de Selecoin con Velocidades
Radiales

En adicion a la gran cantidad de trabajo observacionalidoia la observacion de planetas extra-
solares, existe un esfuerzo paralelo de astronomostsdpara explicar la distribucion de elementos
orbitales en el contexto de formacion planetaria y evélci

Historicamente los astronomos dedicados a la dinantsa’gn elementos orbitales determinados
de forma incre’blemente precisa. En el siglo XVIII los etos orbitales del Sistema Solar eran
conocidos mucho mejor de lo que actualmente conocemos lios danetas extrasolares. Las inter-
pretaciones tebricas de los datos de planetas extras@areces son realizadas sin tomar en cuenta
las altas incertidumbres reales en los elementos orhitales

Figura 5.1:1zquierda. Distribucion de elementos orbitales de todos los planextérasolares conocidos al 14
de abril del 2010Derecha Distribucion elementos orbitales de planetas que seesti@an en sistemas de 2 0
mas planetas. Los puntos rojos representan los elematitei®s de los planetas del Sistema Solar.

Por ejemplo, en la Figura 5.1 se compara la distribucionlelmentos orbitales (semieje y ex-
centricidad) entre todos los sistemas conocidos (izqa)eydaquellos sistemas de 2 0 mas planetas

125
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(derecha). La distribucién de elementos orbitales degda®sistemas muestra valores de excentrici-

dades altos, que no estan presentes en sistemas con 2 tanmgtag ¢, Eso es evidencia de un pasado
dinamico del sistema, una limitacién observacional ofaila en el proceso de deteccion debido a la

técnica utilizada?

Desde el punto de vista dinamico los sistemas extrasadaressonancia de movimientos medios
(MMR) son muy importantes porgue ellos pueden evidenciaritmacion orbital pasada del sistema,
y as” ayudar a entender los procesos de formacion. La dibitidad de un dado sistema planetario
con un escenario de migracion depende sensiblemente deltoes calculados de excentricidad
y longitud de pericentré debido a que especi can que tipo de con guracion resonaatemos
(libracibn, corrotacion de apsides, e.g. Beaugé etd62Michtchenko et al. 2008ab)

En particular, los sistemas multiplanetarios son comgbsade analizar y resolver, sobre todo
porque la razon entre el numero de observacidhgsel nUmero de parametros a determiivano
es muy grande (N/M 10-20) y en algunos casos en nimero de grados de liberesdpequefio
(donde = N-M). Si el sistema contiene dos 0 mas planetas en resiandaanovimientos medios
(MMR) el problema es alin mas desa ante. La conmensudatilipuede causar interacciones entre
las componentes, complicando la separacion de la sefigdf@e et al. 2009, Anglada-Escude et al.
2009). Dos de los mas importantes elementos orbitales efeendinan el comportamiento dinamico
son la excentricidaé y la longitud de pericentr@ y son justamente los mas dif'ciles de determinar
debido a que estan dados por las asimetr'as en la sefsdparadica.

El propbsito de este cap’tulo es explorar que procesodgpueausar errores sistematicos en la
distribucion de los elementos orbitales reales. Primgpordremos algunas pautas acerca del analisis
de su sefial de velocidad radial y luego los resultadosioglados con la deteccion de 1 exoplaneta
(presentados también en Shen y Turner, 2008). Luego pasara analizar sistemas con 2 planetas
y mas generalmente al nal del cap’tulo analizaremos lastés de deteccion para sistemas con 2
planetas en resonancia.

5.1. Detectabilidad de exoplanetas

Imaginemos un exoplaneta orbitando a su estrella y que hamconjunto de N observaciones
de velocidades radiale¥/(), todas con el mismo error { = ). Obviamente, dependiendo del error
en las observaciones es mas facil identi car si la vaéaaen las velocidades radiales se debe a la
presencia de un exoplaneta o a una aleatoriedad en laBe@@hjunto de datos puede ser ajustado con
distintos modelo®V; y evaluar cual es el que mejor representa los datos. EI mbde#d implica que
W, = cte, mientras que el modelo kepleriano con 1 planetd/gs K [coqf + ! )+ ecog! )]+ Vg
(K es la amplitud de la sefial). Debido a que los modelos tietenero distintos de grados de libertad
(i.e. nimero de observaciones menos numero de par&ridires, = N M) no alcanza con
decir que un ajuste es mejor que otro solamente orient@asdoon el valor de los residuos, sino que
debemos cuanti car esta mejora.

La velocidad radial observada deber’a ser algo con la forma
V(i) = Wi(i) + N(O; ) (5.1)

dondeW,(i) es la velocidad radial que proviene del sistema f'sico yeldl(0; ) es una variable
Gaussiana con dispersion Cuanto mayor es la relacion sefial sobre ruBeN K= ), los datos
pueden ser mejor modelados y encontrar la con guraciorsideéma observado.
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A n de evaluar si somos capaces de identi car bien los agisppdemos generar conjuntos de
velocidades sintéticas y analizar los resultados de lanmEacion en funcion de la S/N, del nUmero
de grados de libertad y del nUmero de datos por ejemplo. gar&i5.2 muestra una s'ntesis del
problema que enfrentamos. Se eligio un planeta con peB68 d'asm, = 0:5M;,, ye =0:3. En
el panel de la izquierda los datos generados con una rel&eid =2 y tres curvas que representan
distintos ajustes: una I'nea horizontal a trazos que septa el modelo lineal, una curva roja que se
corresponde con la curva de velocidad radial del sistem@ laacurva en azul que muestra la curva
que producira la solucibn con menor residuo. Es intetesaotar que cuando la relaciét es
baja, el mejor ajuste orbital puede identi car erroneateam planeta con el mismo per’'odo pero una
excentricidad mas alta. En el panel de la derecha en losasiiEmpos aleatorios que a la izquierda,
pero con datos generados con una rela&én =4. Esto permite identi car mucho mejor el sistema
(i.e. la curva roja y azul se encuentran casi superpuestas).

30 T | T | T | T

B Kis=2 T
20
10

0

RV [m/s]
RV [m/s]

-10

-20

1 | 1 | 1 | 1
0 200 400 600 0 200 400 600
tiempo [d] tiempo [d]

Figura 5.2:1zquierda. Conjunto sintético de 20 velocidades radiales generpdasn planeta de 0.8, ¥

e = 0:3, que gira en torno a una estrella de masa solar. Se cubreredosigs orbitales, cuyos tiempos de
“observacion” fueron elegidos aleatorios. En rojo se rtrada sefial nominal que produce el planeta. Debido
a que larazbik= es baja, la curva generada con los datos del mejor ajuséa(@n azul) no coincide con la
curva que genera el sistema real. Tampoco es claro si los hase comportan solo de forma aleatoria alrededor
de su valor medio, marcado como una I'nea horizontal a sré&xrecha El mismo conjunto de velocidades
radiales pero con menor error)((i.e K= es mayor), permite una mejor identi cacion del sistema.

Veamos nuevamente el desarrollo de como evaluar la megoua djuste orbital respecto de otro.
A n de simpli car la notacion trabajaremos con la suma cté&ta de residuos:

X
Q 2 7 (Vi W(t))? (5.2)
i=1
dondeW (t) es el modelo adoptado. Como es usualMason asumidas variables normales, estad’sti-
camente independient® = N (W (tj); 2). La varianza 2 es independiente del tiempo (la misma
para todos los datos), pero de ser necesario la de niciéD peede introducir el peso de cada variable
y sus diferentes varianzas (ver 2.1.4 y Ferraz-Mello, 1981)

Adoptaremos los sub'ndicesy b para el primer y segundo ajuste respectivamente. Ademas,
asumiremos que el modedesta incluido en el modelo (M, < M ). La mejora relativa entre los
ajustes orbitales puede ser caracterizada por la potengeanida como (ver Cumming 2004):

b Qa Qb
a b Qb (5.3)

Z=
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Cuando nos referimos al resultado en la solucion del pnoblde comparacion de modelos, cada
Q = Qmin , debemos tener en cuenta que no se re ere a una eleccioaratl@zparametros sino al
maximo de z que se puede obtenet)(La probabilidad de falsa alarma (FAP) es la probabilidad d
obtener un resultado con el mismo valorgero sblo por casualidad.

Si se necesita calcular cual es la probabilidad de obtenealonz mayor o igual que el obtenido,
debemos trabajar con la Funcion de Distribucion de Piitidatl (PDF) de esta variabley deberemos
resolver:

Z, !

FAP P(z 2= PDF F, ,. ,(2) dz (5.5)
pa

El resultado de la integral involucra funciones Beta y fones Hipergeométricas, que solamente
tienen solucion anal'tica simple cuando tratamos casasilfos. Finalmente la detectabilidad del
exoplaneta es garantizada siempre y cuando la FAP sea unmi@y@equefio (usualmente menor que
10 ?).

Por ejemplo si consideramos que el primer ajuste “a” cooed@ a un modelo constante, (=
N-1) y el modelo “b” a un modelo circular § = N-3)

H b:2
22
Pz = 1+= (5.6)

En tanto que, por ejemplo, si queremos ver la mejora del roaagistante (, = N-1) comparada con
la del modelo kepleriano de 5 parametros, € N-5) tenemos:

(pt2)=2
(b2 22 | @

P(z 2)= 1+
(z 2 7 -

(5.7)

Los casos mas complejos necesitan ser resueltos numernita. Estos dos ejemplos han sido es-
tudiados en Cumming (2004) y Cumming et al. (2008) respatténte. La importancia de un ajuste
orbital depende de cuan seguido se obtenga una potencieatadegcomo la observadapero produ-
cida solamente por ruido. Sin embargo, la FAP total deperdeudntas frecuencias independientes
son analizadas. Para una blsqueda entre muchas frecu@hqgiecada frecuencia independiente debe
ser contada como si fuera una prueba individual. La FAP esi(@ing, 2004):

FAP=1 [1 P(z>»M; (5.8)
que cuando la FAP es pequefia se reduce a:

FM Pz 2: (5.9)

Una estimacién del nimero de frecuencias independiersths = T f,donde f = f, f;
es el rango de frecuencias buscados y T la duracion del mongle datos (Cumming et al. 2008).
Para datos equiespaciados, el nUmero de frecuenciasimtieptes ebl=2, comenzando desdeT

IPor de nicibn de PDF: 7 I
1

PDF F, ,.,(2) dz=1: (5.4)
0
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hasta la frecuencia de Nyquif{yq = N=2T. Sin embargo, cuando el muestreo es no uniforme
admite frecuencias mas altas que la de Nyquist (ver la siSeien Scargle 1982) y puede ocurrir que
M >>N .

Cuando las observaciones no son equidistantes, y no sendispauna expresion anal'tica para la
ecuacion 5.5 se deben realizar simulaciones MonteCardogy@riguaM . En los casos estudiados en
este trabajo encontramos gMe N parece dar el mejor acuerdo con las simulaciones MonteCarlo

La ecuacion (5.9) puede ser invertida para dar un I'mitdedectabilidadzy correspondiente a un
FAP 4 especi cado por el usuario, i.e. resolviendo:

FAP4 = F(zq) (5.10)

5.1.1. Detectabilidad de 1 exoplaneta

Cumming (2004) presentd un procedimiento simple paranestia detectabilidad de sistemas
planetarios con un Gnico planeta, dado el nUmero de d¥itgsla razonK= como funcion de la
probabilidad de falsa alarma (FAP) deseada. A pesar querfaufacion original fue desarrollada para
orbitas circulares y para grandes conjuntos de datog simo punto de partida para la extension que
se desarrolla a continuacion. A través de esta secciimiemmos que el tiempo observacional cubre
al menos un per'odo de las masas planetarias.

Trataremos de establecer la relacion que existe entretamuiaado FAP y su relaciok= . Para
ello primero vamos a identi car el residuo de la mejor sabunct del problema de ajustes como:

® = Qmin (5.11)
Este residuo representa la diferencia entre los datos deidatl radial medida y el modelo,
Q= jiVii ii Wi (5.12)
dondejjVjj (V;V)Y.En general sW (b) son velocidades radiales computadas en los tiempos
usando el modelo propuesto, tenemos qLBéW(ti) 60.

Si asumimos que los datos de velocidad radial son la refeesen de un sistema re¥ mas
una variable normal que describe el errgr, N (0; 2), tenemos que:

Vi= Wi(ti)+ (5.14)
donde tenemos como condicion que los errores no se caomdaccon el modelo (i.dW; ) =0),
entonces obtenem@¥/jj = jjWijj + Jj Ji ¥, por lo tanto, reemplazando en (5.12) obtenemos:

Wi = Qiwii +ii i 9; (5.15)

2alo largo de la seccibn vamos a usar el s mhbméobre una dada cantidad para indicar que es la estimacion
del mejor ajuste.
2Y prestar atencion a los paréntesis ya que representaodigip interno:

X
(V;V) = V(t)V(ti): (5.13)
tj=1
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Si las observaciones estan perfectamente distribuidas,
o X _ NET
jwjj = W2Z=NhW?Z4i = Im —  W(t)%dt: (5.16)
T T 4
¢, Como calcular la potencia de la sefial en funcion de ua deatlelo (i.e sus parametros planeta-
rios)? Recordemos que tenemos el modetpie es una constante (iWg, = ). Entonces podemos
simplemente escribjj®,jj = 3 = hViZ2. Si, ademas los datos dados son talesiytie= 0, entonces
la potenciaz (ver Ec. (5.3)) correspondiente a la solucion del mejostajes:

Q. &y N My Wi,

p= —° = : 5.17
a b 0 Mp 1 &, ( :
y utilizando la Ecuacion (5.15) obtenemos:
N Mp Wi+ i i
b= 1: 5.18
My 1 &, (5.18)
P
considerando qugg jj = ; 2 esun estimador dN 1) 2, donde es la desviacion estandar
caracter’stica de los dat®ds, nalmente
. .. + 2
Mp 1 e
e . 2
_ b Wuj +(N 1) 1 (5.20)

a b @b

recordando qu&Vy, es la sefal generada por un sblo planeta. Como magjelsamos el promedio
de los datos, que se asume han sido promediados a cero peatéarna expresion anterior puede ser
simpli cada para leer:

2
b= — 5.21
& &2

donde se introdujo el estad’stico auxiliar

b= b+ P (5.22)
a b

y la constante
N hW2i
= b - O+ N1 (5.23)
a

La Gnica cantidad aleatoria en la Ec. (5.21@)3 Se conoce de la teor'a de regresion lineal (ver
Kurth, 1967) qued,= 2 es una variable? con = . Entonces el estad'sticg es una distribucion
chi-cuadrado inversa, y:

Prob(z >z4) =Prob(z1 >z4q) =Prob  — >2z1q (5.24)

A partir de estas expresiones, podemos obtener el valoroméddivarianza dé como (e.g. Wackerly
et al. 2003):

hbi

E(b) =

2 b

2 Dz(b)_ 2 2 .
b (b 2%p 4
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Figura 5.3: Histograma de los valores del mejor ajbstsultante de 774 conjuntos de datos aleatorios construi-
dos para un planeta Gnicog = 1 M yp ), €n una orbita circular con un per’odo orbitalld®das ( =[0;2 ],

N =60 y K= = 3). La curva sblida muestra la distribucion chi-cuadrad@isa usando la Ec. (5.19), mien-
tras que la curva a trazos corresponde a una distribucidissgma con la misma media y varianza. Todos los
gra cos estan normalizados de forma que el area encapadla curva sea uno.

Aproximando para valores grandds My, la desviacion estandar #ees dada por:

"N hWgi

M, 1)'N M, 2

b +1 (5.25)

Estos resultados pueden ser comparados con los dados poni@yif2004§. Si adoptamos las
aproximacionezhwgi = K?=2y = |, los resultados pardi no son muy diferentes de aquellos
dados previamente y tienden a ser iguales para valoresaga®i . Sin embargo los resultados de
Cumming parag son signi cativamente menores que aquellos dados por ladé@o (5.25) (e.g9:8
en lugar del3:7 en el ejemplo considerado en la Fig. 5.3). La Gaussianasgmngliente es entonces
mucho mas estrecha que la mostrada en la Fig. 5.3 y no repradisfactoriamente la distribucion
de los valores db.

Para una dada amplitud de seRalla distribucion deb nos da la dispersion de posibles potencias
obtenidas de distintos conjuntos de datos con el mimporelacion sefial-ruido. As’, para un dado
I'mite de deteccibizy (0 z14), podemos buscar el valor de los parametros correspdediaruna dada
probabilidad de detecciOPyetect - ESto €5 realizado resolviendo la ecuacion:

con respecto &;4. Adoptando un valor numeérico paRyetect (POr €jemplo99 %), las ecuaciones
(5.24)-(5.25) brindan el valor necesario deFinalmente, a partir de la aproximacion,

hw?i= 2 = K22 2) (5.27)

3Los resultados de Cumming (2004) predicen:

i = ( 5=2)(K 2=2 2) y 2= 2tpi;
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podemos obtener una relacion erkie  y N para satisfacer este criterio. Vale la pena mencionar
gue los resultados as” obtenidos son muy robustos y no deper'ticamente de la distribucion de
los valores de mejores ajuste$Giuppone et al. 2009).

5.1.2. Resultados de detectabilidad de 1 exoplaneta

Shen y Turner (2008) mostraron importantes resultadosioglados con la deteccion de 1 exo-
planeta a partir de la generacion de datos sintéticosdéa basica consisti6 en suponer un planeta
con parametros planetarios (K, T,e,,Vp) que orbita alrededor de una estrella de ndsa Genera-
ron conjuntos de velocidad radial, afadiendo un ruido €ane de dispersion como perturbacién
y de niendo la relacion sefial sobre ruido S/N coie , dondeK es la amplitud de la curva dé
tebrica y como hemos visto antes:

2G 18m sin(i) 1

K= —!
P M T1 e

(5.28)

Por simplicidad se consider6 igual para todas las observaciones. AdeeBs d, otra cantidad
importante es el nUmero de observacioNesObviamente mientras mayor sflay S=N K= es
mejor la calidad de los datos.

La Figura 5.4 muestra los resultados obtenidos para laidaeleantreK= con los parametros or-
bitales determinados en el ajuste orbital. La condiciegidla supone una masa estddar = 1:1M
y como elementos planetarios: P=50 diag=1M ; y valores de excentricidagl= 0:0 0:5en inter-
valos dee = 0:1. Los tiempos de observacion fueron generados aleatantengde forma que imitan
el efecto general de las observaciones reales. Cada comjartirbitas verdaderas fue utilizado para
generar 5000 conjuntos arti ciales d¢ con! y elegidos aleatoriamente y con ruido Gaussiano
determinado a partir d&=N asumido. Se minimiz6 2 con el método Levenberg-Marquardt y se
usaron los parametros de la Orbita real como condici@miainpara acelerar el proceso. El intervalo
de tiempo de las observaciones cubre 2 per'odos y se sonutiistintos conjuntos temporales desde
N =10 hastaN =100 (aunque mostramos solo ele= 20). Se utiliz6 unFAP = 10 2, que esen-
cialmente se satisface para valores grandds=dey N . Un resultado muy importante de los autores
es que las excentricidades de los planetas pueden ser &oheskas incluso si tenemos una buena
relacion S/N (unos ejemplos son mostrados en la Figura 5.5)

Hemos repetido las simulaciones numéricas con nuestraantientas, a nes de constatar los
resultados expuestos por Shen y Turner (2008). Tomamassinelmas cantidad de observaciones
dentro del intervalo de tiempo a n de asegurarnos que etefde sesgo observado fuera real. Para
veri car algunas conclusiones jamos la excentricidad 0:3y! =0 , el valor deK = 54:25es
el resultante de utilizar la Ec. (5.28) con un planeta d¢;l, . Se generaron 200 conjuntos dey
sobre cada conjunto se realiz6 la minimizacion utilizaAtinealing cuya condicion inicial tiene los
parametros orbitales nominales. Se jaron cuatro valpaesaK= = 2;4;6y 10, por lo tanto para
un valor jo deK se obtiene . El valor de es la dispersion de error que se sumara a dvada

Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 5.6. Egu#erda se muestra la diferencia
entre los valores obtenidos por el ajuste y el valor de lalsefiginal. A la derecha la dispersion
de las diferencia. Como primer punto a destacar es que @mm@dlia de las excentricidades (panel
superior izquierdo) como la media de las amplitudes (y poleanasas individuales) son siempre
sobreestimadas, incluso con alto numero de observacipoesjemplo N=100). A medida que se
aumenta la relaci68=N = K= los valores medios tienden al valor nominal (i.e; «; s ! O0).
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Figura 5.4: Efectos de la relacié®=N y el
numero de observaciones en los parametros or-
bitales del mejor ajuste. Los c’rculos rellenos
son los valores medios y los parametros verda-
deros (nominales para la generacion de los da-
tos sintéticos) son marcados como I'neas hori-
zontales. Las barras de error muestran las des-
viaciones estandar. El nUmero de observacio-
nes esN = 20. Los colores identi can las
distintas excentricidades nominales. El panel
superior muestra como las excentricidades son
en media sobreestimadas incluso para alta rela-
cion S/N (independientemente que sean 6rbitas
circulares o el'pticas). El siguiente panel mues-
tra los per’odos ajustados, que es bastante bien
determinado. Sin embargo los Gltimos paneles
mp sini (por endeK ) y la excentricidac tie-

nen valores medios estan sesgados hacia valo-
res mas altos. Seglin a rman sus autores, esto
no es un problema en el método de minimiza-
cion. En la Figura 5.5 se muestran dos ejem-
plos de ajustes keplerianos donde ambos con-
juntos deV; pre eren ajustar una orbitas mas
excéntricas. Las tendencias en ambos valores,
as’ como la dispersion de los mismos, decrece
a medida que se incrementdn y N . Adap-
tado de Sheny Turner (2008).

P e Mgsini  Red X M_=1.1Mo§
300F 52.9 0.72 1.5 0.93 K/o=2 7
E 50.0 0.50 1.0 1.34

= 5 y el nlmero de observaciones

N = 20 dondeey = 0. El ajuste determina una orbita excéntrica en lugar derleétd circular, el per'odo
y la masa parecen bien determinaddsrecha Un ejemplo de sobreestimacion de la excentricidad esta ve

conK=

=2yN =20ye = 0:5 Nuevamente la excentricidad es sobreestimada. En amkos ta

curva punteada corresponde a una curv&,deonstruida con los parametros orbitales nominales y lagasu
continuas son creadas con el mejor ajuste orbital. Adagtadhen y Turner (2008).

También a medida que aumentamos el nUmero de dhlas determinaciones de elementos orbitales
mejora (ver Figura 5.7). El angu® es bastante bien determinado en media, incluso su dispessi”
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Figura 5.6: Resultados propios que
muestran los efectos de la detec-
cion de un exoplaneta con la rela-
cion S=N y el nimero de observa-
cionesN en funcion de los parame-
tros orbitales del mejor ajuste. Evi-
dentemente existe una sobreestima-
cion en todos los parametros, mas
notable en la excentricidad cuando
hay baja relacioiK= . El argumen-
to de pericentrd es el parametro
mejor determinado y pueden existir
grandes diferencias en el valor de la
masa planetaria (asociada a K).

Figura 5.7: Histogramas de las so-
luciones orbitales encontradas con
K= = 6, donde las soluciones
nominales se marcaron con I'neas
punteadas. De izquierda a derecha:
N=40, 100, 300. En la la superior
se aprecia que la amplitud de la
sefial (K) es pobremente identi ca-
da si se disponen de pocas obser-
vaciones (N=40). A medida que se
aumenta la cantidad de observacio-
nes la dispersion disminuye (lo mis-
mo que se observa en la parte dere-
cha de la Fig.5.6). EI mismo efecto
se observa en la la inferior donde
se encuentran los histogramas de la
excentricidad.
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5.2. Sistemas de exoplanetas

Volvamos a nuestro analisis de la Figura 5.1, pero trataledobtener algo mas de informacion.
En la Figura 5.8 hemos identi cado cada planeta individwalte de acuerdo a las masas:

mp < 0:02Mj,p Supertierras (violeta)
0.02< mp < 02Mj,p Neptunos (naranja)
0.2< my < 2Mjyp Jupiters (celeste)

mp > 2Mjyp SuperJlpiters (verde)

Figura 5.8: Distribucion elementos orbitales de plandttectados con velocidad radial, cada color representa
un rango de masas y el color rojo es reservado para los ptasheit&istema Solar. I1zquierda. Todos los exopla-
netas detectados. Derecha. Exoplanetas en sistemas coa2ommponentes. Se observa tendencia a descubrir
planetas menos masivos mas cerca de la estrella centrajuéien principio no deber’a ser un efecto observa-
cional ya que los planetas masivos y mas cercanos a lal@stoel mas faciles de detectar. La curva a trazos
indica la I'nea de pericentro constante para planetasebodo de 3 das, region en la cual se supone empiezan
a ser mas importantes los efectos tidales.

Gracias ala gura, vemos que existe cierto patron en laidigtion de puntos: los planetas menos
masivos se ubican a menor distancia de la estrella, mieqiiaplanetas mas masivos se encuentran
mas lejos de la estrella; es decir parece que existe ca@gegj’a que relaciona la masa con la distan-
cia. Mas adn, los planetas mas masivos y lejanos son emeglio mas excéntricos. Esta distribucion
se hace mucho mas evidente en sistemas de 2 o0 mas exoplématao derecho de la gura) y no
existen ideas claras de porque esta segregacion en masas.

Otro tipo de analisis se aprecia en la Figura 5.9. En ellastrauéa distribucion de razones de masa
en funcion de la razbn de perodos, para todos los paseetarios consecutivos. Todos los sistemas
planetarios cercanos a la resonancia MMR 2/1 tienen razbm@sasan,=m; agrupados cerca del
valor de la unidad.

A pesar que la poblacion de exoplanetas se incrementdaragnte, el nimero de sistemas con
planetas en la resonancia MMR 2/1 parece haberse estangeaftiedalgunos afios. Aln cuando la
resonancia MMR 2/1, es la mas importante dinamicameriilahdo y la mas poblada de las conmen-
surabilidades, el nUmero de sistemas planetarios esttingedo a cuatro sistemas ampliamente estu-
diados: GJ876, HD82943, HD73526 y HD128311. Gozdziews#l.€2007) propuso que HD160691
puede también tener dos planetas en la MMR 2/1, sin embatgone fue con rmado y esto fue
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Figura 5.9: Distribucion de pares consecutivos de planetasistemas extrasolares miltiples. Se muestra la
razbn de masa con respecto a la razon de per'odos oshitale resonancias de movimientos medios estan
indicadas con I'neas rojas verticales cuyo largo es iaveesnte proporcional al orden de la MMR. Los datos
corresponden a los ajustes orbitales hasta el 14 de ab#bdél

propuesto sbélo dos afios después que el mismo sisten@gpteorecer una con guracion en MMR
5/1.

Durante varios afos se esperaba que aparecieran muchetaplaesonantes como consecuencia
de migraciones planetarias de larga escala debido a inien@s con el disco de gas. De hecho la
existencia de planetas resonantes fue utilizada varias\ammo evidencia observacional de que es-
tos tipos de migraciones ocurrieron y que muchos planeté@san lejos de su actual localizacion.
Las simulaciones hidrodinamicas parecen indicar queptuca en conmensurabilidades de bajo or-
den (particularmente la MMR 2/1) son altamente probableta Eonclusion es resultado de muchas
simulaciones, con amplias condiciones de masas plargtadadiciones iniciales y parametros del
disco. Varios trabajos centran su atencion en el sister83&5(&.g., Kley et al. 2005), concluyendo
que la con guracion presente de los plandtasc puede ser explicada con este escenario.

Recientemente tres explicaciones se propusieron pargax|a actual ausencia de mas planetas
en esta resonancias:

= Una posibilidad es que no todos los planetas que se aproxarteeresonancia 2/1 puedan ser
capturados. Silas razones de masas entre el planeta extelimterior son lo su cientemente
pequefas (del orden de la razbn entre Saturno y Jumt@gnces un decaimiento muy rapido
del cuerpo exterior (e.g. migracion tipo 1ll) puede evltacaptura en 2/1y producir una poste-
rior captura en la MMR 3/2 (Masset y Snellgrove 2001). Undieapion similar fue propuesta
por Morbidelli y Crida (2007) como primer paso para explieaactual arquitectura de nuestro
propio Sistema Solar

Sin embargo no se sabe claramente bajo que circunstanciere oma migracion rapida (ver
D'Angelo y Lubow 2008). Alternativamente, los efectos debtdencia en los discos gaseo-
sos pueden posiblemente causar perturbaciones orbilgie€antes en los cuerpos que van
cayendo y as” inhibir la captura de la resonancia (Adamk 208a8).
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= Una segunda posibilidad puede recaer en la baja tasa devisebiza de los planetas resonan-
tes durante su evolucion dentro de la conmensurabilidadhdCfue mostrado originalmente
por Lee y Peale (2002), una vez dentro del dominio reson&geanteracciones tidales con
el disco gaseoso incrementaran las excentricidades dsurpos planetarios hasta que una
colisibn o eyeccion de alguno de los cuerpos ocurra. Estiebido a la topolog'a de la fami-
lias ACR estables en el dominio de excentricidades (e.qau& et al. 2006, Hadjidemetriou
2008) dentro de la MMR 2/1. La Gnica forma que dos planetasnantes puedan sobrevivir
migraciones orbitales de larga escala es que el mecanisponsable introduzca un signi -
cante amortiguamiento de las excentricidades orbitalespgpduzcan valores de equilibrio de
estos elementos comparados con los valores observadgsefie 2005, Beaugé et al. 2006 y
aplicado también en la Seccion 4.2).

A pesar que se espera este efecto para parametros de dis@lex) especialmente si se asume
un disco interno (Crida et al. 2008), no hay evidencia qudesite sea verdadero en todos los
casos. Quizas la mayor'a de los sistemas que originani@nestaban atrapados en la resonancia
2/1 pueden haber sido eyectados. Moorhead y Adams (2005)$iezon este mecanismo para
explicar la actual distribuciobn de semiejes y excentdadies de los exoplanetas.

= Una tercera posibilidad, no considerada previamente, edegaparente falta de planetas re-
sonantes podr'a ser atribuida a limitaciones de detdictathi Recordemos que el movimiento
resonante causa una casi periédica repeticion de la deweelocidad radial de la estrella,
gue bajo ciertas circunstancias, puede no permitir un&cariseparacion de las componentes
(Giuppone et al. 2009). Quizas varios sistemas mas puactaalmente encontrarse en den-
tro de la resonancia 2/1 pero no son discernibles debidoitatimnes en las observaciones o
pequefia relacion sefial/ruido.

Recientemente Anglada-Escudé et al. (2009) discutiemercdsos donde dos planetas reso-
nantes con orbitas casi circulares pueden ser confundimosin Gnico planeta en una 6rbita
el'ptica de excentricidad mas alta. Sin embargo, este efecto parece ser posiblesaasos
donde el planeta exterior resonante es mucho mas masivel gupepafiero interior y la solu-
cion de s6lo un planeta tiene baja excentricidad @.0:2). En nuestro trabajo, construimos
un criterio de detectabilidad valido para cualquier nélace masas y que no sea restringido a
orbitas cuasi-circulares.

A continuacion utilizaremos las herramientas expuesida 8eccion 5.1, mostrando resultados obte-
nidos en nuestro trabajo (Giuppone et al. 2009).

5.2.1. Detectabilidad de 2 Planetas Resonantes

Consideramos la presencia de un sistema extrasolar, ciadetas de masa; y m, orbitando
una estrella de madd con semieje mayas;, excentricidades;, longitudes medias; y longitudes
de pericentrdp ;. El 'ndicei = 1 sera usado para el planeta interno, mientras que @ denotara el
externo (i.e.a; < aj). Asumimos que ambos planetas se encuentran en el mismo qthital y
orientado en la direccién del observador (edge-on).

Se eligieron con guraciones de interés y a partir de elageneraron curvas sintéticas que imi-
tan el movimiento de la estrella alrededor del baricentdost#ema. Esta curva es resultado de la
superposicion de dos sefales periddicas, cada una deds tiene una amplitud; relacionada al
j -€simo planeta. Cada conjunto generado solo cubre pocaxlpe orbitales, por lo tanto podemos
asumir que no existen efectos signi cativos provenientgetturbaciones gravitacionales mutuas.



CAPITULO 5. EFECTOS DE SELEC@N CON VELOCIDADES RADIALES 138

Planeta] masa a e M $
Mjup | UA e
1 1.0 0.6298| 0.4137| 0.0 0.0
2 3.0 1.0 0.0946| 0.0 0.0
1 1.0 0.6299| 0.3923| 0.0 0.0
2 1.0 1.0 0.1271] 0.0 0.0
1 1.0 0.6299| 0.1105| 310.4| 115.9
2 0.33 | 1.0031| 0.3840| 65.30| 0.0

Tabla 5.1: Parametros orbitales para tres soluciones ACRR eesonancia 2/1 MMR para distintas relaciones
de masan,=m;. La masacentraldd =1M

Una vez que la curva es generada se construyd un muestoeetdjgomanddN tiempos obser-
vacionaleg; distribuidos aleatoriamente de acuerdo a una distribue@mogénea. En cada punto se
calcul6 el valor deRV como un desplazamiento aleatorio del valor nomMdlt;); este desplaza-
miento sigue una distribucion Gaussiana con varianzat@otes 2. Los datos sintéticos resultantes
constan de tres columnéis; Vi; ) Yy se usaron como entrada en nuestro método de ajuste.

Consideramos 2 planetas con amplitud de oscilacion peqakédedor de la resonancia MMR
2/1, para estimar como las incertezas en el ajuste orbéetaaf el movimiento observado del sistema.
Como ejemplo se eligieron tres con guraciones distintaglacuna de ellas correspondientes a una
ACR estable con distintas relaciones de mamwsam;. Las primeras dos corresponden a ACR del
tipo (0; 0)*, mientras que la Gltima muestra un comportamiento carimtal asimétrico (el centro
de oscilacion de 1y $ es cualquiera mend3 o 180 ). Las masas y elementos orbitales son
dados en la Tabla 5.1. En todos los casos la integraciontrayssquefias amplitudes de oscilacion
(aproximadamente % alrededor de su respectivo ACR.

Ejemplos t'picos de conjuntos de datos sintéticos cenl0 m/s se muestran en la Figura 5.10.
Aunque todos los conjuntos de datos generados son comstreio la misma desviacion estandar
la razbn S/N aparece distinta para cada relacibn de masa.

Para entender por que ocurre esto escribimos la amplitatldetla curva de velocidad radial
amp(V;) = K1+ Ksy. ExpresanddK; en términos de la masa y elementos orbitales (ver, e.g.,
Beaugé et al. 2007), para un sistema coplanar orientadowestidn al observador:

m m

amp(V;)= K1+ Ky = —1n1a1+ —2n2a2; (5.29)

M M
donden; son los movimientos medios, considerando hasta segunéa erdlas masas y para orbitas
cuasi-circulares. Para planetas en la vecindad de la nesian®MR 2/1, podemos simpli car la
expresion como: P
Im, my
amp(V;)' 1+ ®>—2 _—“nja;; 5.30
pP(Vr) T (5.30)

R — . .
donde(nz=n1)(az=ay) ' * 1=2. La cantidad dentro de los corchetes representa el incteneen
la amplitud de RV debido a la presencia del planeta exterasofante). Este término tiende a la
unidad paran, ! 0, y muestra dependencia lineal con la razébn de masa. Asl,yadores grandes

4Recordemos que una ACR es una solucion peribdica estajle gl valor entre paréntesis indica el centro
de oscilacion de los angulos resonantess 2 » 1 %, ydiferencia de longitudes de pericentr& =
$, $.1.
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Figura 5.10: La curva continua negra muestra las curvaétgias de RV para las tres con guraciones ACR

presentadas en la Tabla 5.1. La relacion de masa decrede aleha (n,=m;=3/1) hacia abajorfi,=m;=1/3).

Los c’rculos abiertos soN = 165 puntos cticios con distribucién temporal aleatoria y diegion estandar
=10 m/s.

demy,=m; se obtiene una sefial RV mayor, resultando una mayor oel&N, todo esto asumiendo
una desviacion estandar jaigual para todos los datos.

La Ecuacion (5.30) también es un indicador preliminar de planeta domina la sefal de RV.
La razbn de masa crtica es dada pps=m; ' ~2' 1:26. Para valores menores, la amplitud RV
del planeta interiomy es mayor, y la curva RV aparece como una sefial perturbadel gt odo
primario igual al per'odo del planeta interior (i2=n 1). En la parte inferior de la Figura 5.10 se
muestra un ejemplo. Por otro lado si la razdn de masa es rmadegque 1:26, la sefial del planeta
exterior se vuelve mas importante y el perodo dominant@eurva de RV es dado p@r=n , (ver
el gra co superior en la Fig. 5.10). El gra co intermediepresenta la region de transicion en la cual
ambas componentes tienen magnitudes similares.

Para estimar la detectabilidad de dos planetas en la resarfdMR 2/1, asumimos que el cuerpo
que genera la mayor amplitud de RV es ya conocido, y querealoglar bajo cuales condiciones
la sefial del segundo cuerpo también satisface un detadmifmite de detectabilidad. Si volvemos
a observar los gra cos en la Figura 5.10 vemos que no exiséeseparacion Gnica de las sefales.
Cuando la razbn de masap,=m; es grande, la amplitud RV del planeta exterior es tambianag
(implicandoK , > K 1), y la detectabilidad del par resonante se reduce a disdarakistencia del
planeta interior. En el caso opuesto, doikde> K »,, el planeta interior es el que domina la curva de
RV y la existencia del cuerpo exterior debe ser deducida dédeencia entre maximos consecutivos.
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Extendiendo las ecuaciones de la Seccion 5.2.1 paraéréiipticas, podemos escribir la razon
entre las amplitudes de ambos planetas como:

r S
Ks> s 1my 1 821
——= " - — ; 531
K1 2my 1 % ( )

mostrando que el valor deducido anteriormente=m; B 2 todav'a provee un valor cr'tico cualita-
tivo paraK, K, cuando ambos planetas tienen excentricidades similares.

5.2.2. Planeta Interior mas masivo

Empezaremos discutiendo el caso para un planeta inteasrmasivo. AquK; > K ,, y se
desea estimar el I'mite de detectabilidad de haltarasumiendom; conocido. Podemos estimar
exactamente el mismo criterio que para sistemas con 1 plas@tde el nUmero de parametros libres
ahoraeM, =11y M, =6,y reescribir (5.19) como:

po b IWait(N 1)@
a b @b

Si asumimos que®" (para ver la deduccidn puede consultarse el anexo de Giepgtaal. 2009)

y el procedimiento resultante es el mismo deducido en lai&&écl.1. Es posible entonces estimar
el valor I'mite deK o= , como funcion del nimero de punthisnecesarios para que el pico resultante
de potenciaz sobrepase un valor preestablecido de FAP, con probabilged aPyetect. Debido a
que:

1 : (5.32)

K2 Kz Ki K1 Ki Kz |

- K, o] — 7 x, (5.33)
podemos encarar este problema también argumentando cpredizion de detectabilidad depende de
N vy las razoneK ;= y K,=K;. Aplicando la ecuacion (5.31) podemos reescribir la ccibdi de
K »=K7 en una que relaciona,=m;. Debido a qu& , < K ;, el procedimiento se reduce a encontrar
que valores den,=m; (para excentricidades dadg$ que reducen el valor d€ ,= a magnitudes
gue no son detectables.

LarazonK ;= depende de la desviacion estandar de los datos, la masa @st como también
los parametros orbitales y masa del planeta interno. Rormp, cuando se tienen grandes valores de
m; se incrementa la amplitud d&;, permitiendo la deteccion de pequefios valoremdem; para
un valor jo

LlamemosK 14 a la amplitud RV generada por un planeta del tamafio deef(i = M jyp)
ubicado aa; = 1 UA 'y con excentricidace;. Debido a qu&K; / nia;(my=M ), para cualquier otra
masa y semieje mayor la razobnkke= puede ser escrita como

K K
—~1- 2o (5.34)
Donde la desviacion estandar “escalada’es relacionada al valor nominalcon
1=2 1
m a M
= ! 1 M (5.35)
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Figura 5.11: Valores m'nimos de razébn de magsm; necesarios para detectar el planeta resonante exterior
menor (CorPgetect = 0:99), como funcion del nimero de datspara cuatro valores distintos de la desviacion
estandar escalada (). Ambas excentricidades se escogieron cane 0:1. El valor del FAP fue tomado
igual aF =10 *. Las I'neas continuas corresponden a predicciones casttébdcionchi-cuadrada inversa
(5.24), mientras que las curvas a trazos es obtenida condaiafacion Gaussiana con iguales valores de media
y varianza.

Finalmente, con las Ecuaciones (5.31) , (5.33) y (5.34) maseescribir
r S
Kz _ s

e K1o

1 (5.36)

NI =

my
msz

R

Esta ecuacion nos permite estimar el m’nimo valomdem; para la detectabilidad del planeta exte-
rior resonante como funcién dé¢ y , para una dada excentricidad Si asumimos que el planeta
interno corresponde a un planeta de masa joviana con destdet UA, es igual a la desviacion
estandar de los datos RV Para otras masas internagpuede ser calculada con (5.35).

La Figura 5.11 muestra los I'mites de detectabilidad pagam, < 1 para varios valores de
en funcién del nimero de puntds. Cada curva brinda un valor m'nimo de razbn de nmagam;
necesaria para obtener un FAPRle= 10 4. La masa estelar fue jada comd = 1M yambas
excentricidades e@:1. Las I'neas continuas fueron construidas usando lahlisifin chi-cuadrado
inversay la (5.24), mientras que la punteada denotan la aproxonamh una distribucion Gaussiana
con la misma media y varianza. Cualitativamente ambos rmsgebducen resultados similares, sin
embargo la expresion (5.24) produce I'mites de detditatimas restrictos.

Para = 15 m/s, practicamente no se detectaron sistemas con raz@msam,=m; menores
que 0:6, incluso para conjuntos de datos que contelNan 200 observaciones de RV. Pada< 60
practicamente ningln sistema con estees detectable (para cualquier razébn de masa). El panorama
mejora con menores valores de la desviacion estandaladacdnasta valores de = 4 m/s. Es
posible detectar sistemas con razén de masas cercanosleaitosis, siempre que el nUmero de datos
sea su cientemente grandes.

Es importante mencionar que el valor deconsiderado en estos calculos no es solamente el
deducido con las técnicas observacionales, sino el vadosl errores totales que incluye el jitter
estelar y la posible incompletitud del modelo de 2 plandtas.valores t'picos de jitter estelar son
del orden det 7 m/s (Wright 2005) y las incertezas de los datos que actuaérsam disponibles
son de similar magnitud. La suma de los cuadrados de ambpkamnvalores t'picos para en estos
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Figura 5.12: Detectabilidad de dos planetas en la
resonancia MMR 2/1. Los c’rculos abiertos mues-
tran simulaciones MonteCarlo para distintos conjuntos
sintéticos. El gra co muestra la probabilidad de falsa
alarma (FAP) para valores aleatorios de razon de ma-
sasm,=m;. El nUmero total de puntos utilizado fue
N = 100, distribuidos aleatoriamente sobre cuatro
per‘'odos orbitales del cuerpo exterior. La curva con-
tinua muestra el valor de prediccion usando nuestro
modelo corPgetect = 0:99.
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sistemas del orden d& 10 m/s. Una buena estimacion depuede ser obtenido del valor de rms
resultantes del ajuste orbital (Shen y Turner 2008) queguoigna un 7 10parala mayorade
los sistemas multiplanetarios.

Para chequear los I'mites de precision obtenidos conmestielo, realizamos una serie de si-
mulaciones MonteCarlo con series de datos sintéticos aad conN = 100 observaciones y cu-
briendo un total de 4 per'odos del cuerpo resonante ektgrion razones de masa en el intervalo
my=m; 2 [0:1; 1:0]. El planeta interior fue jado con la misma masa y parametibitales usados en
la Fig. 5.11 (ny = 1Myp, a1 = 1 UA). Una serie de simulaciones fue realizada adoptande 4
m/s, mientras que una segunda corrida fue realizada coasidte = 10 m/s. Para cada conjunto
de datos determinamos el ajuste orbital de dos planetasylaaios el valor del FAP correspondiente
al segundo planeta, utilizando el mismo método que patensés de un planeta. Los resultados se
muestran en la Figura 5.12, donde los c’rculos abiertostrarela relacion entre la razon de masa y
los respectivos valores de FAP para todos los conjuntos ts.dsos valores de ordenada menores
quel0 3 fueron igualados a este I'mite inferior. Finalmente lavauzontinua muestra los I'mites de
detectabilidad anal'tica obtenidos a partir del modelo.

Estos gra cos deben ser interpretados de la siguiente raapara un dado valor de razon de
masasn,=mj, todos los conjuntos de datos sintéticos dan ajustesat@bicon FAP menor que lal'nea
continua. As’, de manera de asegurar la detectabiliddei\lelcorrespondiente a una dada razén de
masas debe ser menor que este I'mite. El acuerdo entreviaanal tica y las simulaciones numéricas
es muy bueno, indicando que el modelo simpli cado descripiteriormente es mas que adecuado
para predecir la detectabilidad de sistemas multiplasgtdaios.

5.2.3. Planeta Exterior mas masivo

Se pueden realizar los mismos calculos que en la secciégegente pero para sistemas con
Ko=K; > 1. En tales casos el criterio de detectabilidad sigue el missgoiema, pero ahora el pla-
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Figura 5.13: Al igual que la Fig. 5.11, pero incluyen-
do razones de masa,=m; > 1. Se muestran soblo los
resultados construidos con la distribucion chi-cuadrado
inversa (5.24). Para un dado valor de, la detecta-
0,125 —— | 1 | 1 I s bilidad es garantizada so6lo dentro de las dos curvas
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Figura 5.14: L'mites de detectabilidad para razones de
masam;=mj (CONPgetect = 0:99y N =100), como
funcion de la masa del planeta intemmg, para cuatro
valores distintos de desviacion estandaAmbas ex-
centricidades planetarias se eligieron coene 0:1.

El FAP fue tomado igual & = 10 4. Como antes,
para un dado valor de, la detectabilidad es garan-
tizada dentro de las dos curvas correspondientes. La
I'nea negra gruesa marca el I'mitg; > 15M 3, , un
valor utilizado normalmente para asociar el I'mite de
enanas marrones (ver Seccion 1.2).
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neta exterior es el responsable del pico dominante, miqtra la sefial que de ne la detectabilidad
del sistema eK ;. Consecuentemente la ecuacion (5.33) debe ser invertida prindara el mnimo
valor necesario di 1=K tal que el valoK ;= sea todav’'a detectable. La dependencia con las masas
individuales y los semiejes puede ser sorteada nuevamemiemnio la desviacion estandar escalada

como en la ecuacion (5.35). En este caso hemos mantenidasia ynsemieje mayor del planeta
interior como parametros de escala. Esta es una cuesi@tedcion, pero ayuda a mantener cierta
homogeneidad, independientemente de la razon de masas®&daracion.

La Figura 5.13 muestra el I'mite de detectabilidad comiulearesultados para todas las razo-
nes de masa. Para un dadg, todos los sistemas planetarios detectables se encuelgniro del
par de cur}éas correspondientes. Se puede apreciar que aofjostos de curvas se intersectan para
mo=my 2, como se esperar'a de la condickén = K 1. Finalmente, existe una variacion depen-
diente de las excentricidades orbitales, originada paiéion entre la amplitud de la sefal y la masa
planetaria (ver ecuacitn (5.31)). Sin embargo, cualdatiente, la imagen continia siendo la misma,
excepto para muy bajas desviaciones estandar. En éste @iso aparentemente es muy dif'cil de-
tectar sistemas planetarios resonantes con razones dempasa mayores qué 4 o0 menores que
' 0:3. Es importante recalcar que esto no signi ca de que no hayeraatte detectar sistemas fuera
de estos I'mites, sino que la detectabilidad no estar@ngaada para cualquier conjunto de datos y
dependera espec” camente de la distribucion tempdmlas errores individuales de los datos.

El analisis previo asume que; = My, a1 =1 UAyM = M ,porlocual = .Otros
valores sin embargo cambiar’an el panorama. Sobre lag@6éblde planetas extrasolares conocidos,
quizas el caso mas extremo sea el sistema GJ8%6r;  3:1), dondem; = 0:6M j,p, a3 = 0:13
UAyM =0:32M (Butler et al. 2006). Aplicando la ecuacion (5.35) a losieslos mostrados en
la Figura 5.13, encontramos que p&ta= 100 el sistema resonante puede ser identi cado incluso
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Figura 5.15: Distribucion de la razén de movimientos medi =n, como funcion de la razbn de masas plane-
tariasm,=my, de las simulaciones MonteCarlo usadas en la Fig. 5.18.I86lsistemas coR < 10 “ fueron
dibujados.

para desviaciones estandar en los datos RV del orden dd0m/s (correspondientes a ' 8 m/s).

La Figura 5.14 muestra como el I'mite de detectabilidad pgi=m; var'a con la magnitud dm,
ahora asumiendo un conjunto jo de datds= 100. Tantoa; comoM se mantienen en sus valores
originales. Una vez mas el sistema resonante es detedtadpre que la razbn de masas=m; se
encuentre dentro de ambas curvas de igual color. Podemagigdn detectabilidad se incrementa
signi cativamente comm4, permitiendo un rango mas amplio de razones de masa queshamente
mostrados. Sin embargo la posibilidad de un sistema retmmany masivo debe ser considerada
con sumo cuidado, pues las perturbaciones mutuas puederaoeter la estabilidad dinamica del
sistema.

Una de las predicciones del modelo es justi car la di culi@e detectar sistemas resonantes con
masas signi cativamente diferentes, estando este relsutle acuerdo con los sistemas actualmente
conocidos. Recordemos que la Figura 5.9 muestra la distbibude razones de masa en funcion
de la raz6n de per'odos para todos los pares planetansecativos. Todos los sistemas planetarios
cercanos a la resonancia MMR 2/1 tienen razones de masan; agrupadas cerca del valor de la
unidad, de acuerdo a nuestras predicciones con el presedtdan

5.2.4. Estimacon de errores en los paametros ajustados

Incluso si el sistema resonante de 2 planetas es detectadmyngarant'a que las masas y los
parametros orbitales se puedan estimar con alguna gneciSomo ejemplo en la Figura 5.15 se
muestra la distribucion de razones de movimientos medics gquellos conjuntos de datos sintéticos
dados enla Fig. 5.12 que satisfacen el criterio de detdickathi Se aprecia una signi cante dispersion
en los movimientos medios alrededor del valor nomimatn, = 2, con un porcentaje apreciable de
sistemas que ser‘an clasi cados como casi-resonantasnpetrapados en la MMR. Este efecto pre-
senta una di cultad adicional en la deteccion de planetaa ppzones de masg=m; muy diferentes
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ala unidad.

Estos resultados fueron obtenidos con conjuntos de dati&$isds que cubren cuatro per'odos del
planeta exterior. A pesar de que el criterio de detectaulliels independiente del intervalo de tiempo
observacional (siempre que podamos garantizar una bubestua de las fases), la precision de los
elementos orbitales deber'a mejorar con intervalos aepiiemas largos. No obstante, incluso si se
identi can correctamente como dentro de la resonanciagllesentos orbitales pueden tener errores
signi cantes y afectar la dinamica deducida de los sistemriastados. Para cuanti car este efecto
analizamos en los tres casos de la Tabla 5.1: uno con razorasie mayor que la unidad, igual a la
unidad y menor que la unidad.

5.2.4.1. Planeta exterior Mms masivo

Empezamos analizando el caso donde el planeta exteriomgsmasivo que su compafiero in-
terior (i.e.my=my > 1). El conjunto de condiciones iniciales se eligi6 de la @ahll, caracterizado
por razbn de masa®m,=m; = 3=1y elementos orbitales que producen una pequefia amplitud de
oscilacion ( 5 ) alrededor de una ACR tip(D; 0). Se generaron 1000 conjuntos de VR cada uno
conN = 200 datos distribuidos aleatoriamente sobre cuatro per'ddbplaneta exterior (i.e. cuatro
afos de observaciones). Los valores de cada velocidaal inadividual fueron elegidos aleatoriamen-
te siguiendo una distribucion Gaussiana alrededor deleadacto y varianza dada por la desviacion
estandar constante para= 7 m/s (i.,e. = 5:5m/s). Estos valores garantizan la detectabilidad de
dos planetas y ubican la razébn de movimientos medios ddetta region de conmensurabilidad.
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Figura 5.16: Resultados de los mejores ajustes
1807 r ] orbitales de 1000 datos sintéticos, correspon-
135 o _| dientes a la solucion nominal dada por el primer
. f 9% 1 conjunto de datos en la Tabla 5.1, ddn= 200
£ observaciones y desviacion estandar constante
de = 7 m/s. Los c’rculos rellenos grises in-
dican la posicion de la solucibn nominal. En el
plano de excentricidades la curva gris muestra la

0 45 90 135 180 familia ACR de amplitud cero pararazon de ma-
dq1 samy=m; = 3=1.
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Figura 5.17: Familias de ACRs para la razon de
masamy=m; = 3.2. La I'nea continua gruesa
muestra las familias ) y (0; 0), mientras que

la curva a trazos superior muestra las soluciones
ACR del tipo (; ). Los c’rculos rellenos mues-
tran distintos ajustes orbitales para el sistema GJ
876, mientras que las curvas grises muestran la
evolucion orbital de las condiciones iniciales en
este plano. Reproducido de Beaugé et al 2006.

Para cada conjunto de datos se calculd el mejor ajusteabpaita 1 planeta utilizando la meto-
dolog’a especi cada en nuestra Seccibn 2.4.2 utilizasdoritmos genéticos sin ninguna suposicion
acerca de la solucion inicial. Si el ajuste resultanteetiena probabilidad de falsa alarma (FAP) me-
nor quel0 “ es aceptado y el ajuste para dos planetas es realizado. Ucibsotle un sélo planeta
fue utilizada como primera conjetura y el codigo identi & solucion con 2 planetas con el m'nimo
residuo. Una vez mas la solucion se aceptd solo si el FARjdste de 2 planetas con respecto a de
la solucion de 1 planeta era menor di@ 4. Si es aceptado, entonces se integrd numéricamente la
con guracion sobre un per'odo de tiempo &€ per'odos orbitales y se estimé la amplitud de os-
cilacion de los angulos resonantgs= 2 1 $; y la diferencia en longitudes de pericentro

$ = $, $1. El angulo crtico 1 corresponde a una resonancia interior (ver Michtchenko et
al. 2008a), como se halla en ACR simétricas, mientras gues el angulo librante para resonancias
exteriores (ver Michtchenko et al. 2008b) y as” aplicabfC&R asimétricas.

Los resultados se muestran en la Fig. 5.16, donde se pradasidistribuciones en varios planos.
En cada marco el c’rculo gris relleno indica la soluciomimal y los c’rculos negros mas pequefios
indican el mejor ajuste orbital de cada conjunto de datogurea gris en el plano de excentricidades
muestra la familia ACR tipq0; 0) para la razon de masa,=m;=3=1. Como se esperaba de la elec-
cion deN y , todos los sistemas cticios de dos planetas se detectamnmpmceso de ajuste y se
identi caron dentro de la resonancia 2/1 MMR,y ambey $ oscilan alrededor de la solucion de
equilibrio. Sin embargo, en &% de los casos $ circula, tomando todos los valores enfrg 2 ,
mientras 1 libra. Este tipo de movimiento es usualmente referido coma dibrador y es considera-
do distinto que un ACR. Sin embargo, tal como mostrara Miwmé&o et al. (2008a), incluso dentro de
una ACR, la libracion de $ es puramente cinematica y no es asociada a ninguna sepaiaimpre
que las excentricidades no sean demasiado grandes.

Los dos gra cos superiores en la Fig. 5.16 muestran laibdigtion de las masas planetarias de-
tectadas. En el gra co superior izquierdo vemos que la maagor (i.e. mayoK ) tiene dispersion
bastante menor, mientras qo® no esta bien determinada, consecuentemente producieaddis+
persion mayor en la razon de masas=m; (gra co superior derecho) entiz5 y 3:5. Aln as’, el
semieje mayor y la razén de movimientos medios son bienrdatados con pequefia variacion alre-
dedor del valor nominal (gra co central izquierdo).

La distribucion de las soluciones en el plano de excedad®s muestra una interesante correla-
cion con la familia ACR de amplitud cero (mostrada comedigris). Este resultado no era esperado
pues no hay relacion evidente entre el proceso de ajustegptdog’a de la MMR. Sin embargo
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Figura 5.18: Distribucion de excentricidades y amplitude oscilacion del angulo resonantey $ para el
casom,=m; = 3=1. Los valores nominales son indicados por I'neas verscalttazos. Los codigos de color
son utilizados para identi car distintos tamafos de catgs de datosl .

esta indicando que, incluso con la determinacion impeede las excentricidades, no necesariamente
nos alejaremos demasiado de la familia ACR y consecuentendlerias soluciones estables. Recor-
demos que determinaciones sucesivas de los planetastdeiairesonante GJ876 (relacion de masa
cercana anp,=m; = 3=1, ver Figura 5.17) muestra un comportamiento similar. A pgs& en los
ajustes orbitales las excentricidades variaron signiveatente, todas las soluciones orbitales se en-
contraron cercanas a la ACR estable.

Finalmente los dos gra cos inferiores muestran la vaéia@n las variable angulares. El gra co
de la izquierda da la distribucion de los valores calcudadi® 1 y $ . Mas interesante, en el marco
de la derecha se muestra la distribuciébn de amplitudes di@én alrededor de la ACR. Se pue-
de apreciar una dispersion importante en el comportamidinmico de los ajustes calculados. Tal
como en el caso de la excentricidad, la amplitud tiene uitd’mferior en cero que causa un efecto
sistematico que conduce al hecho de estimar la amplitubtbeion sea sobreestimada respecto al
valor verdadero.

Esta gura muestra que incluso bajo circunstancias favesadadas por un conjunto de datos
grandes e incertezas observacionales razonables, loesew los ajustes orbitales son todav'a sig-
ni cativos, especialmente en las excentricidades y véembngulares. Incluso si las ACR son iden-
ti cadas como tales, las amplitudes de oscilacion sonemantadas bastante mas alla de sus valores
nominales.

La Figura 5.18 muestra la distribucién de las excentriaédaajustadas y las amplitudes de osci-
lacion de las variables angulares para= 200 (histogramas en negro)y = 100 (histogramas en
rojo). Los valores nominales correspondientes al sistenigaal se marcaron como I'neas verticales
atrazos. En todos los casos Yagtienen tiempos de observacion aleatoriamente distrsuédo largo
de 4 per'odos del planeta exterior y= 7 m/s.
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Figura 5.19: Histogramas de soluciones para razones demasa; = 1=1. En este caso se utilizaron con-
juntos de datos dl = 100 y los histogramas negros son los obtenidos paja= 1M ;,, mientras que los
rojos son los calculados cany = 2M yp .

Los 2 marcos superiores corresponden a excentricidagesla izquierda ye, a la derecha. La
distribucion de las excentricidades del planeta intextomedianamente simétrica con respecto al valor
real (  0:42), y es evocativo de los resultados mostrados para un saletpl§Shen y Turner 2008 y
Seccibn 5.1.2). A pesar que la dispersion es un poco mayaryn nimero menor de observaciones
N, parece haber un pequefio error sistematico y el pico dadrama es cercano a la I'nea vertical.
En el caso de la excentricidad del planeta exterior, laibigtion aparenta ser menos simétrica y existe
un sesgo hacia valores mas grandesxde

Los dos dibujos inferiores muestran la distribucion dedawmlitudes de oscilacion del angulo
resonante; (izquierda) y $ (derecha). Una vez mas los valores nominales se muestramlaweas
verticales y corresponden a pequefias amplitudes de @éoil&Como se muestra en la Figura 5.16,
existe un importante incremento en las amplitudes conddoi@ una tendencia sistematica hacia
soluciones con amplitudes de oscilacibn mas grandepr&utentemente el efecto es el mismo para
conjuntos de datos mas pequefios. En el casq geacticamente no hay soluciones con amplitudes
mas grandes qu&0 . Lo mismo sin embargo no ocurre par& . Incluso para grandes conjuntos de
datos, algunas soluciones tienen amplituded &®grados, que corresponden a circulaciones de la
diferencia de longitudes de pericentro.

5.2.5. Planetas de masas iguales

El analisis previo puede ser repetido para razones de mnedsaudidad fn,=m; = 1) y eligiendo
condiciones iniciales cercanas a una solucion ACR estalyles elementos orbitales se encuentran en
la Tabla 5.1. Esta ACR en particular fue elegida de tal forma& momento angular total del sistema
sea aproximadamente el mismo que en el sistema anterioringslica principalmente que la suma
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del cuadrado de las excentricidades sea del mismo orden.

La Figura 5.19 muestra el histograma con la distribuciotag@excentricidades (arriba), amplitud
de libracibn de 1 (abajo izquierda) y amplitud de oscilacion d& (abajo derecha). Contrariamente
a la Figura 5.18, el nimero de datos fue mantenido consearite = 100 y el codigo de color se
usa para distintas masas del planeta interno. Los histegramnegro se construyeron con los datos
generados pamy = M j,p, Mientras que en rojo se generaron con los datos tomande 2 M yp .
Este Gltimo valor genera una amplitud de seflal RV que esasiml caso discutido en la seccibn
anterior, esto permite una comparacion mas sencilla desfeersion de las soluciones estables.

Como antes, la excentricidad del planeta interno es apedamente bien establecido. Para am-
bos valores den; la distribucion es centrada cerca del valor nominal, ampasizhecho que notamos
una menor dispersion en los resultados para masas mategrére. amplitudes mayores de la sefial
RV). Sin embargo, la excentricidad del planeta exteriorestna una distribucion compleja, con un
corrimiento sistematico notorio del valor medio. Tammb@mo antes todos los ajustes orbitales lle-
van a grandes amplitudes de libracion, especialmentefdaedcia de longitudes de pericentro. El
valor medio de este angulo se encuentra cerca®® .2A pesar que este sesgo decrece signi cativa-
mente con valores mas grandeqwlg estos son todav'a mas grandes que los presentados guita Fi
5.18.

5.2.5.1. Planeta exterior menos masivo

Finalmente analizamos el caso domdg=m; < 1. Las condiciones iniciales dadas por la Tabla
5.1 corresponden a amplitud de oscilacion pequefia aoedie una ACR asimétrica cony,=m; =
1=3. Una vez mas los histogramas en rojo son obtenidos parada mterior planetaria incremen-
tada (ny = 3Mjyp) que produce en la sefal de RV una magnitud similar a aqagilaitud de de
mo=mq = 3=1.

A pesar que ambos planetas se detectan en todos los corjientasos, paren; = M y,p SOlo el
26 %de las orbitas resultantes reproducen la ACR. E8élbde los casos la con guracion resultante
fue no-resonante y ni; o $ libraban alrededor del valor de equilibrio dado por la ACRps
que en su lugar circulaban tomando todos los valores entoeyc® . Dada la alta excentricidad del
planeta exterior, estas oOrbitas inevitablemente pradudevimiento inestable con desintegracion del
sistema en tiempos de escalas pequefios. En el rem&#étte los casos los mejores ajustes orbitales
conducen a,-libradores pero con la diferencia de pericentro$ () circulando.

Estos nUmeros mejoran signi cativamente pama = 3M j,,, donde las desintegraciones del
sistema ocurren sbélo en 28 % de los casos y las mayor'a del resto corresponden a ACResstab
Incluso, esto implica que para desviaciones estandaijas bomo = 2 m/s, un cuarto de los datos
sintéticos fallan en identi car el movimiento resonant@npducen ajustes orbitales dinamicamente
inestables.

Ladistribucion de los elementos de soluciones establd® gg&dnuestran en la Figura 5.20. Debido
a que eliminamos los casos no-resonantes, los histogrgrasecan similares a los de otras razones de
masa, con una estimacion gruesa de la excentricidad dedtplanas interno mucho mas dispersa que
el externo ere;. Paramy = 1My, también notamos indicaciones de una distribucion birhpdea
la excentricidad del planeta exterior, con un pico centigtmximadamente alrededor de= 0:45
y el otro pico cercano @:6. La bi-modalidad esta relacionada con una bifurcaciotadamilia ACR
para esta razbn de masas y altas excentricidades (verdWaiko et al. 2008b). Sin embargo, el
histograma en rojo muestra una distribucioreglenas localizada.
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Figura 5.20: Histogramas similares a los de la Figura 5.&8p para razon de masas,=m; = 1=3. Los
histogramas en negro fueron obtenidos gon= 1 M 3, , mientras que aquellos en rojo con = 3 M yp.

Como con otras razones de masas, la distribucion de augditde oscilacion/libracion también
muestra un sesgo marcado hacia valores mayores. A pesastgudeerece para valores mas gran-
des dem;, incluso param; = 3Mj, practicamente ninguno de los ajustes orbitales reprotiuce
oscilacion de pequefia amplitud alrededor de una ACRedgma. Finalmente, el histograma en ne-
gro muestra la distribucion de la amplitud de libracion decon un pequefio pico alrededor 6@
grados, que a grandes rasgos corresponde al maximo degwhg@irmitido por una ACR asimétrica.
Las amplitudes mayores ubican al sistema fuera del dom@sionante, que puede explicar la gran
proporcion de resultados no-resonantes en los ajustiéalesh

5.2.6. Aplicacbn a exosistemas reales

La Tabla 5.2 resume los resultados dinamicos posiblessdguistes orbitales para tres relaciones
de masa. A pesar que todos los conjuntos de datos se comstrypara la misma desviacion estandar
= 7 m/s, hay una marcada diferencia en los resultados. iRaran; = 3=1 la mayor'a de los
ajustes orbitales identi can correctamente la ACR y consatemente producen movimiento estable

para ambos planetas en tiempos de escaltOti@er odos orbitales. El caso inversnp=m; = 1=3

es signi cativamente menos preciso, probablemente dedidi existencia de varios dominios de
movimientos estables, cada uno asociado a una familia AGEh&@I (Michtchenko et al. 2008b).
Cada dominio es separado por una region caética, y sonsnmebastos que aquellos encontrados
para razbn de masas mayores que la unidad.

As” es aparente que los planetas resonantes con razoneassdamanores que la unidad no son
solo mas dif'ciles de detectar, sino incluso cuando sdactedos los ajustes orbitales usualmente
producen ajustes orbitales con razones de periodos mairdeselas y/o soluciones dinamicamente
inestables. A pesar que estos resultados son validosgagadnancia 2/1, y los planetas 55Cnc-c y
55Cnc-d se localizan en cercan’as de la conmensurabiidla(ton razon de masa,=m; ' 1=5),
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Tabla 5.2: Porcentaje de resultados dinamicos de los pgegjustes orbitales para distintas razones de ma-
sam,=m;. Para ACR simétricos el angulo resonante es tomado cammientras que ; es adoptado para

soluciones asimétricas (ver Michtchenko et al. 2008at3.\lalores den; son dados en unidades ey, .

mo=my no-resonantes -librador | ACR

3/1 N =200 0% 2% 98 %

N =100 0% 12% 88 %

1/1 m; =1 9% 21% 70 %

mp; =2 2% 2% 96 %

1/3 m;=1 68 % 6 % 26 %

m; =3 23% 1% 76 %

parece posible esperar resultados similares, particatgardebido a que las ACR asimétricas estan
involucradas en ambos casos. Esto puede ser una posihieaeigt de por que los sucesivos ajustes
orbitales de los planetas &Cncalternativamente producen movimiento resonante y naissge,
mientras que la misma incerteza no esta presente para&xoas con otras relaciones de masa. Otro
ejemplo es dado por el sistema HD37124 con dos planetas ertiledad de la MMR 2/1. A pesar
que el mejor ajuste orbital indiaa,=m; ' 1:2 y una ACR asimétrica (Baluev 2008), existen otras
soluciones que ponen los cuerpos fuera de la conmensdeab{logt et al. 2005).

Figura 5.21: Distribucion de excentricidades planetaniatenidas de los mejores ajustes orbitales de conjuntos
orbitales sintéticos, comparados con las familias de AGR.codigos de color identi can distintas razones de
masas. Negrom,=m; = 3=1, rojo : mp,=m; = 1=1y azul :m,=m; = 1=3. (a): Todas las masas planetarias
internas son iguales®v . (b): masas planetarias internas aumentagiass 2M j,p, paramy=m; = 1=1y

Mz =3 My paramy=my = 1=3.

La Figura 5.21 compara la distribucion de las excentrigdaencontradas pana,=m; = 3=1
(c’rculos negros adentra),=m; = 1=1(rojo) ym,=m; = 1=3 (azul). Solo aquellos ajustes orbitales
que producen ACR estables fueron incluidos. Las curvas lde corresponden a soluciones ACR de
amplitud cero para cada razon de masas. El gra co de lagrd@ fue dibujado utilizandmy = My,
en los tres casos. Para el de la derecha usamos los valoresx@mtados de masa; dados en la
leyenda de la gura.

Param,=m; = 1=3 notamos que la mayor'a de las soluciones se encuentraivagiante cerca
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a la familia de ACR estables, sin embargo es importante dacque estos corresponden a menos de
la mitad de los datos ajustes totales. Una tendencia sigslabservada para,=m; = 3=1, excepto
gque ahora todos los ajustes orbitales fueron dibujadoseipargo, en el caso de masas iguales
my=m; = 1=1, no hay correlacion aparente entre la distribucion derixidades y las familias
de ACR. As’, aparentemente para razones de masas mayayeasn probabilidad mas grande que
incluso ajustes orbitales no tan buenos se encuentremm$ con guraciones ACR estables. Para
razones de masas cercanas a la unidad, incluso para psqlesfigaciones estandar pueden producir
grandes amplitudes de libracibn o movimiento inestaleluso con masa planetaria incrementadas,
es decir mejores ajustes orbitales, la misma correlag@beervada. De hecho, la gran razén S/N de
los datos de la velocidad radial mantiene una dispersidiiasiene,, sin embargo la estimacion del
valor dee; es mas precisa.



Captulo 6

Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos desarrollado una estrategexajele blsqueda de soluciones, en
problemas de minimizacién altamente no lineales, en ur@iawvariedad de situaciones relacionadas
con la deteccion de planetas a partir de datos de RV. La ¢@nidin de métodos no-determin’sticos y
evolutivos ha sido muy satisfactoria. Se determind querutiiaa que contengAlgoritmos Gegticos
+ Simplex+ Annealing(en ese orden) es una herramienta optima y efectiva paral@alesiduos y
ubicar los m'nimos en las soluciones para detectar exefaarcon Velocidad Radial.

Alternativamente, se emplearon varias herramientas faemer errores y correlaciones alrede-
dor de los mejores ajustes. Tanto {2aadenas Markov MonteCarloomo la generacion de muestras
sintéticas corResamplingson Utiles para conocer el comportamiento de la funagiduo y buscar
los valores dentro de laegion de con anzaque sean dinamicamente estables y compatibles con las
observaciones disponibles. El método jackknife brinflarmacion acerca de la estabilidad estad’stica
y permite estimar como un Unico dato puede cambiar los eslen los parametros del mejor ajuste.
Ademas sabremos cuanto podemos esperar que varen hosnétes planetarios con nuevas obser-
vaciones. También se trabaj6é con la incompletitud deletemtb en las observaciones, tratando de
mejorarlo adicionando un nuevo cuerpo al modelo del sistémsmanalisis sobre la forma de la fun-
cion residuo en distintos planos, desarrolladosegion de con anzamostraron ser (tiles a la hora
de identi car la existencia de varios m'nimos con casi esmmd valor de residuo.

En particular en el caso de HD82943, la con guracion conimo wrmsproduce inestabilidad
dinamica. Sin embargo las soluciones estables puedemteais® en la vecindad, todas compatibles
con co-rotaciones apsidales (ACR) en las cuales los cudigrmsn ambos angulos, el resonante y
la diferencia de longitud de pericentros, librando alredlede cero. La importancia relativa de cada
m’nimo var'a con el nUmero de observaciohEsfavoreciendo con guraciones estables o inestables.
Sobre el nal de esta exposiciobn demostramos la di cultadedtablecer la con guracion resonante
basados en los procesos de deteccion de RV.

Existe una evidencia intrigante en la posibilidad de erigeede un tercer planeta para el sistema
HD82943, con aproximadamente la mitad de la masa de J(pipper'odo orbital de 900. Las
consideraciones de estabilidad, compatibles con migmagianetaria, apuntan a que los cuerpos se
pueden encontrar en una resonancia de Laplace, donde dgsldretas se encuentran en sucesivas
MMR 2/1 y ACRs dobles asimétricas. Sin embargo, en estemsitlas observaciones cubren solo
dos veces el per'odo orbital del tercer planeta exteripotbiico; consecuentemente es posible que
nuevas observaciones con rmen este resultado.

153
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Por otro lado, analizamos el I'mite de detectabilidad deplanetas en la vecindad de la resonan-
cia de movimientos medios 2/1, como funcion del nUmeroatesN y desviacion estandar de los
valores dev;. Para valores dey N comparables a los exosistemas reales, encontramos ueadtend
importante a detectar sistemas e¢op=m; 1. Los planetas con razones de masa mucho mayores o
menores que la unidad son mas dif ciles de separar a dartos datos Doppler. Esto no solamente
ayuda a explicar la falta de sistemas con razones de maisaiadist la unidad, sino que también indica
gque el nimero de sistema resonantes en existencia pueaeisgmente mayor que los catalogados.
Se mejord la teor'a de deteccidbn de uno y dos planetas ggsarbn establecer I'mites de con anza
para las detecciones.

También se analizo la dispersion en las masas y elemerttdales de los exosistemas detecta-
dos. A pesar que para razones de masa grandes la mayoradhitds sintéticos efectivamente son
detectados en sistemas resonantes, para valores bajos=dg una gran proporcion de ajustes orbi-
tales no son detectados dentro de la resonancia y errongasa indicados como con guraciones
no resonantes. Inclusive dentro del subgrupo de orbismnaemtes, notamos una gran dispersion en
los valores estimados de la excentricidad del planetaiexteta media de la distribucion es siempre
mayor que el valor nominal de. Esto esta de acuerdo con varios sistemas reales en la MMR 2/
particularmente HD82943. Mas alin, las soluciones ndesneorresponden a pequefias amplitudes
de libracion alrededor de las ACR, mientras que existe emdencia a estimar grandes amplitudes de
oscilacion que incluso comprometen la estabilidad dinaran tiempos de escala largos.

Esto presenta una posible explicacion a la pregunta deuymrapn la excepcion de los cuerpos
del sistema resonante GJ876, todos los otros sistemasargseriienen ajustes orbitales compatibles
con grandes amplitudes de oscilacion. A pesar que trabagientes de Sandor et al. (2007) y Crida
et al. (2008) proponen que las grandes amplitudes de ldrgmieden ser causadas por procesos
dinamicos en el pasado (e.g. scattering planetarios @migm de disco), los resultados presentes
indican que esta caracter’stica observacional puedermealesino una simple consecuencia de tratar
con pequefios conjuntos de datos con grandes incertezes \ealdres dé&/, .

Para sistemas multiplanetarios es importante recalcatagpescision numérica absoluta de los
elementos orbitales no es en s” misma el Gnico dato a emasjdanto como la diversidad en el com-
portamiento dinamico dentro de la region de incertezaotEas palabras, si los dos planetas no son
resonantes (con bajas excentricidades), incluso camigioscativos en los elementos orbitales no
necesariamente produciran diferentes tipos de movimiémiersamente si los planetas se encuentran
en una resonancia MMR y (preferiblemente) tienen exceddéles altas a moderadas, inclusive pe-
quefios cambios en los elementos orbitales pueden signaddiferencia entre movimiento estable e
inestables.

Hemos recalcado var'as veces que se debe tener precanaibnso de las soluciones estables de
los sistemas exoplanetarios resonantes como evidenci@ra(éaen su contra) de distintos mecanis-
mos de formacion. En particular HD82943 puede ser un caserea y sirve como ejemplo de cuan
dependientes son los ajustes orbitales con los datos absmmales (Seccion 3.4). Para este sistema
en particular es dif cil estipular con un grado de certemdeas son los verdaderos elementos orbitales
0 masas m’nimas. Mas alin, las nuevas observacionesrppsaticir inclusive cambios signi cati-
vos en las con guraciones, pero muy probablemente denttaslegiones establecidas por métodos
MonteCarlo expuestos en esta tesis.

Este trabajo resume la investigacion desarrollada derahtdloctorado y brinda herramientas
numericas, as’ como experiencias con métodos de miagidiz no determin’sticos, en espacios mul-
tiparamétricos. Sin dudas muchas de las incertezas cadenen un principio, comienzan a ser acota-
das con la combinacion de técnicas de deteccion. A loldegestos afios de investigacion hemos visto
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cbmo las técnicas avanzan y continlan mejorando, téaiena evolucion incesante. Los sistemas de-
tectados son cada vez mas complejos y mas variados. Ecuparexisten esfuerzos marcados para
utilizar combinacion de datos de transitos y velocidatiala Afortunadamente el desarrollo expuesto
contindia siendo Util con otras técnicas de detecciom(ransitog y ademas abre posibilidades para

un sin n de aplicaciones futuras.
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