Introduccién

Es de gran importancia en Matematica Aplicada poder reconocer el alcance
de los modelos matematicos que describen los fenémenos fisicos que se desean
estudiar. En el caso particular de la ecuacién del calor, un cambio de fase
en el material hace necesario reformular el modelo ya que nuevos fenémenos
tales como fronteras libres y regiones pastosas aparecen(referencias).

Por esto es deseable establecer condiciones sobre los datos del problema
para estimar el rango de validez del modelo.

En la literatura varios autores han tratado el tema, en el caso unidimen-
sional (referencias), en dimensiones mayores que uno(referencias),en difer-
entes geometrias (referencias) y con diversos tipos de condiciones de borde(temperatura,
flujo, convectiva)(referencias).

La principal dificultad que se presenta al atacar este tipo de problemas
es la forma en que la solucién esté representada (ecuaciones integrales, solu-
ciones en serie) la cual impide un manejo sencillo para obtener cotas.

Las herramientas tedricas de que se hara uso a lo largo del trabajo seran

las siguientes:

1. Principio del Méximo (PM) para la ecuacién del calor y Lema de Hopf



(LH)(referencias).

2. Transformadas integrales (Tranformada de Laplace) (referencias).

3. Métodos asintéticos, principalmente para la inversién de la Transfor-

mada de Laplace (referencias).

4. Metédos numéricos (Método de Elementos Finitos) (referencias).

Una breve exposicién de estos cuatro puntos se realiza en el primer
capitulo. Los problemas estudiados seran unidimensionales y contaran como

innovacién condiciones de contorno no tratadas en la literatura:

1. El flujo de calor en un extremo depende de la temperatura a través de
una ley no lineal, esto puede ser visto como una generalizacion de la

condicién convectiva.

2. El material en un extremo se encuentra en contacto térmico perfecto

con un conductor perfecto.

En el capitulo 2 se aborda el caso no lineal mediante la acotacion de
la solucion explicita en términos de funciones sencillas que permiten la ob-

tencién de cotas del tiempo de cambio de fase del problema.



En el capitulo 3 se estudia el problema de conduccién con la condicion de
contacto perfecto, propiedades cualitativas, representacion en forma de serie
de la solucién y comportamiento asintético son analizados.

En el capitulo 4 se dan estimaciones del tiempo de cambio de fase para
el problema del capitulo anterior a través de la Transformada de Laplace.

Por ultimo en el capitulo 5 se presentan algunos resultados obtenidos
por medio de métodos numéricos, mas especificamente método de elementos

finitos, para ambos problemas.



1 Conceptos generales.

En este capitulo comentaremos los conceptos generales que seran utilizados
a través de la tesis. Estos son la ecuacion del calor, teoremas fundamentales
relacionados con ella, existencia y unicidad de los problemas estudiados, la
transformada de Laplace junto con sus propiedades fundamentales y una
breve descripcién del método de elementos finitos. La exposicion sera concisa

pero més detalles pueden ser encontrados en las referencias [referencias].

1.1 La ecuacion del calor y teoremas fundamentales.

La version mas simplificada del operador del calor unidimensional es:
L(u) = up — Ugy,

donde u = wu(z,t), = es la variable espacial y ¢ la temporal.Entonces la

ecuacion a resolver en el caso homogéneo es:

ahora daremos algunas definiciones importantes.

Definicién: El interior parabdlico Dy consiste de los puntos interiores

definidos como:

{(x,t) : s1(t) <z < s2(t),0 <t < T},
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donde s1(t) y so(t) son funciones continuas.

Definicién: La frontera parabdlica Br consiste de las curvas:

{(s:(t),t) :0<t<T} i=1,2

y el segmento:

Un problema de valores iniciales (PVI) es la determinacién de una solucién
para L(u) = 0 en Dr que satisface condiciones prescriptas en Br. Una
herramienta importante en el estudio de los (PVI) es el principio débil del
maximo, que asegura que en ausencia de fuentes en un conductor, la
temperatura en cualquier punto del conductor no puede exceder el maximo

de la temperatura inicial y la temperatura de su frontera.

Teorema 1.1 (Principio del mdximo débil):

Para una solucién u(z,t) de £L(u) = 0 en un D7 acotado, la cual es continua
c1n DT U BT,

max u = maxu.
DypUB7 Br



Considerendo —u en lugar de u se obtiene el siguiente resultado del teorema

anterior.

Teorema 1.2 (Principio del minimo débil):

Para una solucién u(z,t) de L(u) = 0 en un Dy acotado, la cual es continua
en DT U BT7

min u = min u.
DrUBr Br

Otra aplicacion de los anteriores teoremas es el teorema de comparacion.

Teorema 1.3

Si u y v son soluciones de L(u) = 0 en un Dr, las cuales son continuas en

Dy U Bp, ysiu<ven Br, entonces u < v en Dy U Br.

Un corolario inmediato del teorema de comparacion es la unicidad de la

solucién del (PVI).

Corolario 1.1

Si u y v son soluciones de L(u) = 0 en un Dr, las cuales son continuas en
Dr U B, ysiu=ven Br, entonces u =v en Dy U Br.
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Existen generalizaciones de estos teoremas que debilitan las hipotesis que
no son enunciadas aqui pero se pueden encontrar en las siguientes
referencias [referencias].

Otro importante resultado que sera utilizado sisteméticamente es el

conocido como Lema de Hopf.

Teorema 1.4 (Lema de Hopf)

Para Dy = {(z,t) : s1(t) < 2 < s2(t),0 <t < T}, donde so(t) es Lipschitz
continua inferiormente y s;(¢) es Lipschitz continua superiormente, sea
u(zx,t) la solucién de la ecuacién del calor en Dy esto es continua en

D1 U Br y no idénticamente constante en cada D;, 0 <t < T. Si u asume

su valor maximo en (ss(to),to), to > 0, entonces:

lim Hlf U(ZL’, to) — U(Sg(to), to)

> 0.
zTs2(to) T — SQ(tO)

Si en este caso u, existe en (sa(tg),tp), entonces:

UI(SQ(tQ)7 to) > 0.

Si w asume su valor minimo en (s2(%o), %), to > 0, entonces:

Jim sup u(z,to) — u(s2(to), to)

< 0.
o1s2(to) r — 55(to)
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Si en este caso u, existe en (s2(tg), o), entonces:

Um(SQ(tQ), t()) < 0.

Si u asume su valor maximo en (s (o), to), to > 0, entonces:

< 0.

to) — to),t
lim sup U(% 0) U(Sl( o)a 0)
{L‘l81(t0) T — 51<t0>

Si en este caso u, existe en (sy(ty),to), entonces:

U;E(Sl(to), t()) < 0.

Si w asume su valor minimo en (s; (o), %), to > 0, entonces:

lim inf U(‘r, to) — U(Sl (to), to)

> 0.
z|s1(to) xTr — Sl(to)

Si en este caso u, existe en (s1(g), tp), entonces:

Um(Sl(t(]), t()) > 0.

1.2 Existencia y unicidad de los problemas
estudiados.

El primer problema considerado, en el capitulo 2, es el que cuenta con una

condicién no lineal en uno de sus extremos y serd llamado por ello



Problema NL, su formulacién es la siguiente: Problema NL

Ugy = Uy, in D={(z,t):0<z<1,t>0},
u(z,0) = wup(z), 0<z<1,
u(0,t) = q(1), t >0,

u(1,t) = f(u(1,t)), t>0,

A continuacién enunciamos un teorema mas general, que como caso
particular, nos asegura la existencia y unicidad de la soluciéon del Problema
NL, si pedimos para los datos la suficiente regularidad, méas ain tenemos
una representacion explicita de ella. Esta se realiza a través de la funcion

0(z,t) definida como sigue:
Oz, t) =142 e Hm cos(km),
k=1

y de las soluciones de un sistema de ecuaciones integrales de Volterra
Teorema 1.5

Para una funcion h continua a trozos y para continuas F'y (G, la solucién

del siguiente problema:

Upy = Uy, in D={(z,t):0<z<1,t>0},



u(z,0) = h(z), 0<z<1,
u.(0,8) = F(t,u(0,t)), t>0,

w(lt) = Gtu(l,t), ¢>0,
tiene la forma
u(z, xt—?/ ot —1)F T¢1()d7+2/ (@ —1,t — 7)G(r, do(7))dr
donde
w(e,t) = [ (00— &0)+ (e + £ O}h(E)E,

si y sélo si ¢ v ¢o son funciones continuas a trozos que satisfacen:

o1(t) = w(0,t) —Q/Ote((),t—T)F(T, ¢1(T))dr+2/(:9(—1,15—7')G(T, ¢o(7))dT
bolt) — w<1,z)—2/0t9(1,t—7)p(7,¢1<7))d7+2/(:9(0,15—7)G(7,¢2(T))d¢

Mas aun, la unicidad de u estd asegurada si asumimos que F'y G son

Lipschitz continuas.
Observacion

En el caso del Problema NL, se consideran las siguientes funciones

h($) = Uo(x)a F(t>u(0>t)> =qYy G(t7u(17t)) = f(u(lvt))
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El segundo problema tratado en esta tesis es el que cuenta con la condicion
de contacto perfecto, este difiere del Problema NL en la condicion en el

extremo x = 1 que en este caso es:
yue(1,t) +uz(1,t) = 0.

En el capitulo 3 se da una representacion en serie de la solucién del mismo,
pero para obtenerla se hace uso de la solucion del siguiente problema de

conduccién del calor:

Upe = Uy, D={(x,t):0<2x<1,0<t<T},
u(z,0) = 0, 0<x<1,
uw(0,t) = gq, 0<t<T,

u(l,t) +yug(1,t) = 0, 0<t<T.

Damos a continuacién una breve demostracién de la existencia de la
solucién de este ltimo problema. Primero suponemos que la soluciéon pude

ser escrita en la siguiente serie:

u(z,t) = quo(z,t) + i Apty (2, 1)),

n=1
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donde la funcién wug(x,t) es la solucién de:

Uoge = Uot, D:{(ﬁﬁt)0§$§1’0<t§T}’
up(z,0) = 0, 0<z<1,
w(0,8) = 1, 0<t<T,

UO(l,t) + ’}/Ugm(l,t) = 0, 0<t<T.

y las funciones w,(z,t) son soluciones de:

Unge = Ung,, D={(z,0):0<2x<1,0<t<T},
un(z,0) = sin(B,z), 0<z<1,
un(0,8) = 0, 0<t<T,

Un(1,t) + yun,(1,8) = 0, 0<t<T.

Los coeficientes A,, v (3, quedaran determinados después del andlisis que
sigue.

Estas funciones son dadas por las siguientes expresiones:

—r—v+1

b
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un(x’ t) = eXP(—ﬁfzt) Sin(ﬁnx)v

donde los (3, deben satisfacer la siguiente ecuacion:

1
n n _*:07
B cot(3,) S

para que u,(z,t) cumpla con la condicidn:

un(1,8) + Y, (1,t) = 0.

Asumimos que la serie Y0 ;| A,u,(x,t) converge uniformemente para poder
intercambiar la derivacién con la suma, entonces la u(z,t) que definimos
antes cumple con todas las condiciones del problema de conduccion del

calor salvo u(z,0) = 0, para ello necesitamos que:

- _ —up(z)
;Anun(:ﬂ,O) T

Primero notemos que w,(z,0) = sin(3,z), entonces la expresién anterior es

similar a un desarrollo en serie de Fourier de la funcién en el lado derecho.
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Utilizando la ortogonalidad de las funciones sin((,z) los coeficientes A,

pueden ser calculados como:

— fol uo () sin(B,x)dx
A, = )
q Jy sin?(Bux)dx

Con este tltimo calculo se llega a que:

2028 + 1)

A, = .
qﬁn(/yzﬁ% -7+ 1)

Con estos coeficientes obtemos una representacon en serie de la funcion

u(zx,t) como queriamos.

1.3 Transformada de Laplace y sus propiedades.

Sea u(x,t) una funcién la cual podemos pensar como la temperatura de un
material unidimensional en el punto x y el tiempo t. La Transformada de

Laplace de u en la variable t esta definida como:

U(s, t) = Lu(z, 1)) = /0 " u(z, tetdt,

donde s es un nimero cuya parte real es lo suficientemente grande para que
la integral sea convergente. Los enunciados abajo dan las propiedades mas
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elementales de esta transformada que seran utilizados en el capitulo 4 para
hallar estimaciones del tiempo de cambio de fase del problema con la

condicién de contacto perfecto.

Propiedad I

1. L(uy + ug) = L(uy) + L(ug)

ou

2. L(E) = sL(u) — ug, donde up = lim; g+u(x,t).
O"u,  O"L(u)
. L = .
s (8:1:”) ox™

4 L(fLu(z, t)dt) = iL(u).

Propiedad II Teorema de Lerch o de unicidad
Si L(f1(t)) = L(f2(t)) para todo s, entonces fi(t) = fo(t) para todo t > 0, si
las funciones son continuas; si las funciones tienen solo discontinuidades

ordinarias ellas pueden diferir sélo en estos puntos.

La siguiente propiedad, conocida como Lema de Watson, es la més usada a
lo largo de la tesis y volveremos a enunciarla cuando sea necesario. La

demostracién puede ser encontrada en [Davies].
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Propiedad III Lema de Watson
Supongamos que la Transformada de Laplace F'(s) = L(f(t)) tiene una

expansion asintotica:
o
s) ~ Z a,s N cuando s — 400, con A < Ay < A3 <

entonces tenemos lo siguiente

o] t)\l,—l

Ow = 1) cuando t — 0.

l/*l

1.4 El Método de Elementos Finitos.

Consideremos aqui el operador del calor £(u) = u; — ty,, y una funcién

¢ = ¢(x) elegida en un espacio adecuado de funciones. Nuestra intencién es
hallar una version discreta del problema £(u) = 0 en el conjunto

[0,1] x [0, 7] junto con las condiciones de borde que tengamos.
Multiplicando por la funcién ¢(z) la ecuacién e integrando en el intervalo

[0, 1] uno obtiene lo siguiente:

/01 uy(z, t)p(v)dr — /01 Upe (1) dz =

ahora aplicando integracién por partes se consigue:
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| i d(@)dz = (1, )6(1) — (0, )6(0) — / (2, ) (),

obteniendo asi la llamada formulacion débil del problema:

[ e 06y + [ wadufa)de = w(1,06(1) - w(0,060),

En principio uno necesita que las funciones ¢(z) y ¢, (z) pertenezcan al
espacio L?(0, 1) para que las integrales tengan sentido (suponiendo
suficiente regularidad en u(z,t)). Por lo tanto pediremos que ¢(x)
pertenezca al espacio H*(0, 1), es decir al espacio de funciones que
pertenecen al L?(0,1) y cuya derivada en el sentido de las distribuciones
también estd en el L?(0,1). Este espacio es de dimensién infinita, entonces
el primer paso hacia la discretizacion es la eleccion de un subespacio de
dimensién finita V;, € H'(0, 1), més especificamente, subdividimos el
intervalo [0, 1] en subintervalos de longitud 1/h, y definimos las funciones
lineales a trozos que valen uno en cada nodo y cero en el resto y el espacio
V), serd el subespacio generado por ellas. Esta eleccion puede hacerse de
diferentes maneras, cambiando el grado de los polinomios por ejemplo,
nosotros consideramos el caso més simple. Para que valga la formulacién
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débil en un elemento de V}, basta con que valga en cada elemento de la

base. Ahora se consideran las siguientes aproximaciones:

u(z,ty) =~ Z UFs(x)

1 _
w(x,ty) ~ At (UF = UF N i(),

donde se utiliza una discretizacién hacia atras en el tiempo de paso At para
la derivada temporal. Si ahora consideramos las condiciones de borde para
el segundo término en la formulacién débil, para el caso de los problemas a

estudiar tenemos:

1. Para el flujo no lineal

ua (1, 1)(1) — ux(0,8)¢(0) = f(u(1,£))p(1) — q¢(0).

2. Para el contacto perfecto

us(1,8)0(1) — ua(0,1)9(0) = —yue(1,£)p(1) — ¢(0).

De esta manera se consigue discretizar el problema continuo, dando como
resultado un sistema lineal en el caso del contacto perfecto, pero no asi en
el del flujo no lineal. En el capitulo 5 se estudia la resolucién de estos

problemas y sus resultados.
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2 Estudio del problema con condicion de

borde no lineal.

En este capitulo, consideramos un material unidimensional representado
por el intervalo 0 < x < 1, con una temperatura inicial ug(x) > 0, un flujo
de calor ¢(t) en z = 0 y una condicién no lineal en el extremo derecho. Esta
condicion pude ser vista como una ley de radiacién general entre el material
y el medio con el que se halla en contacto. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que la temperatura de cambio de fase es 0°C. El objetivo
principal es hallar condiciones necesarias y suficientes sobre los datos para
obtener estimaciones del tiempo de cambio de fase en el material. El
problema estudiado se plantea matematicamente de la siguiente manera:

Problema NL

Upe = Uy, in D={(z,t):0<z<1,t>0},
u(z,0) = wup(z), 0<z<1,
u,(0,) = q(t), t>0,

u(1,t) = f(u(l,1)), t>0,
donde ug(x) > 0y ¢(t) > 0. Asumimos que los datos satisfacen las hipétesis
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necesarias para asegurar la existencia y unicidad de la solucion del
problema planteado [Cannon]. En este problema el material esta
inicialmente en estado liquido. Explicitaremos la relacion entre el flujo ¢ y
la funcién f(s), para obtener un cambio de fase en el material teniendo en
cuenta que el flujo en z = 1 depende de la temperatura u(1,t). En el caso
de este problema tenemos la posibilidad de conocer la solucién explicita, la
cual estd en términos de los datos y de la funcién 6(z,t) ya definida en el

capitulo anterior. La solucién del problema estd dada por [Cannon]:

a(,t) = [ {0~ €0+ 6+ €0} uof€)de
_ z/ot O(z,t — 7)g(r)dr + 2/; Oz — 1.t — 1) f((r))dr,

donde la funcién ¢(7) es la solution de la ecuacion integral de Volterra dada

por:

o(t) — w<1,t)—2/0t9(1,t—7)q(7>d7
+ 2/0te(o,t—7)f(¢(7>>d7,
w(e,t) = [ {80 = &.1) + 0z + &)} uo(€)de
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y recordemos que 0(x,t) estd definida como:

Oz, 1) =1+2) e M cos(km).
k=1

Primero notamos que de la convergencia uniforme de las series tanto para 6
como para sus derivadas parciales, resulta claro que para t > 0 tenemos que
0(z,t) > 0, y también que ella y sus derivadas resultan continuas [Cannon].

Si los datos verifican las siguientes condiciones:

usando el principio del maximo obtenemos que u,(z,t) > 0 lo cual implica

directamente u(0,?) < u(x,t) en 0 < z < 1 [Friedman].

A continuacién analizaremos las siguientes dos posibilidades:
1. El Problema NL esta definido para todo t < t* donde t* < oo.

2. Existe un tiempo t., < oo tal que u(0,t.,) < 0, lo cual significa que
otra fase aparece (la fase sdlida) para t > t,.
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Estas posibilidades dependen de los datos ug, g, f del problema. Tratamos
de clarificar esta dependencia encontrando condiciones necesarias y

suficientes sobre ug, ¢ y f para obtener estimaciones de los tiempos t* v ..

2.1 Estimacion para el tiempo t*.

Primero vamos a considerar el flujo ¢(t) constante, es decir ¢(t) = ¢, luego
generalizaremos los resultados a un flujo que dependa del tiempo que
cumpla ¢(t) < M para todo t, es decir acotado. La condicién u(0,¢) > 0
para todo t < t* es equivalente a:

Desigualdad 1

in ®(t).
¢ < min (t)

donde

~Jo (& uo(§)dE + [y 0(—=1,t — 1) f($(7))dT
N fy0(0,t —7)dr ’

o(t)
usando que 6(z,t) es positiva y par en x. Resulta claro que ®(¢) > 0 ya que
O(x,t) >0, f(s) >0y up(z) > 0. Més aun el minimo de ® existe y es
positivo, pues exhibiremos una cota inferior, que llamaremos ¥(¢), de la

funcién ®(t) que tendra un minimo positivo. Como ¢ es constante si
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tomamos el valor minimo de ® podremos asegurar que u(0,t) > 0 para todo
t < t*. Estd claro que la expresién de ®(t) no es ficil de tratar, y por lo
tanto dar una férmula explicita de su minimo también lo es. Con el
objetivo de simplificar buscamos una W(¢) que cumpla W(t) < ®(t),
entonces una condiciéon suficiente para asegurar la subsistencia del

problema de conduccion del calor para t < t* es:

in W(t).
¢ < minU(t)

Las siguientes desigualdades para la funcién 6(z,t) seran necesarias para

hallar la funcién W(t).
Lema 2.1
La funcién 0(x,t) satisface las siguientes desigualdades:

a)

t t
/ 0(0,t — 1)dr < / 1+ LdT =14 2Vt para todo ¢ > 0.
0 0

y(E=7)

/ L0(€, uo(€)dE > uo(0),  para todo £ > 0.
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c) Parat < K :
[ o-re=nsemar > Jak,

y para t > K:

/OtQ(—l,t—T)f(gf)(T))dT > /OKO‘thdT""/;(l_ﬁ)fodT

= ekt (1= ) fot = K),

para una adecuada eleccién de los pardametros K, ¢ and a(K).
Dem.
a) Para probar esta desigualdad notemos que vale:
00t —7) < /0 TR

Esto se obtiene considerando la funcién 6(0,t — 7) como una suma

inferior de Riemann.

b) En este caso la desigualdad sigue de:

[ o nae =1,

y que la funcién ug(z) es no decreciente.
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c) Para esta ultima desigualdad primero realizamos el cambio de
variables:

z=t—r, dz = —dr,

ahora, obtenemos la siguiente relacion:

[ o1t =)o = [ (=1, 2) (6t 2))d

Entonces, podemos acotar la funcién 6 de la siguiente manera:

at t< K
9(_17t) > g(t) =

l—¢ t>K,

para una adecuada eleccion de los parametros K, € y a(K). Por

1—
ejemplo, podemos elegir e(K) =1—-0(—1,K) y a(K) = Kg para

un dado K. Esta eleccion is motivada por la forma geométrica de la
funcién 6(—1,¢t — 7) (i.e. creciente, céncava, §(—1,07) =0y

0(—1,400) = 1), entonces por construccién se obtiene para t < K:

t K
[ o-1t=nr@mar > [ atpdr
0 0
= ek,
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y para t > K:

[o-vt-nf@@nar > [ atfuir+ [0 pdr

= SaK ot (1-o)folt — K).

La cota deseada para ®(t) es obtenida aplicando este iltimo lema.

uo(0) + %a[@fo

t< K
t 4+ 24/mt -
Q(K, 1) = -
up(0) + 50K fo + (1 —€) fo(t — K) P> K
t+ 2/7t =

Remarcamos que € = ¢(K), a = o(K) y definimos para un dado t* la
funcién W(t) = Q (t*,t) (i.e. reemplazamos K by ¢*). Entonces se obtiene el

siguiente lema:

Lema 2.2

Para t < t* se cumple que:

donde
U(t) = Q(t",t).
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Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema que da una

condicién de subsistencia del modelo de conduccién del calor.

Teorema 2.1

Para un dado t*, la subsistencia del modelo de conduccion del calor estéa
asegurada para t < t* si:

q < W(t").

Dem.

Usando el hecho de que W(t) es decreciente (para t < t*)y U(t) < O(1), se
obtiene lo siguiente:

g < W(t") <U(t) < (1),

para t < t* y usando la Desigualdad 1 conseguimos que u(0,t) > 0 para

t <t

Para un dado t*, notemos que el méximo K para la constuccién de W(t) es
t* pues limy_,o Q(K,t) = (1 —¢)fo > 0 y para K fijo la funcién Q(K,t) es
creciente para t > K .

Del teorema 1, podemos obtener una expresion explicita para el tiempo t*,
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para esto usamos el hecho que
aK =1-—c¢,

obtenido por la definicién de la funcién g(t) y la siguiente ecuacion:

w(0) + 31— )t fy

1 ( ) t* + 2+/mt*

Pensando esta tltima como una ecuacion cuadratica y buscando sus raices

llegamos al siguiente corolario.
Corolario 2.1

El tiempo t* del Teorema 1 es dado por:

o (~VE NPT — GO = — ul0) )
B q—%(l—s)fo

Donde elegimos la raiz positiva y necesitamos que:

0> 502

Nota
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Remarcamos que el tiempo t* depende de la eleccién de la funcién ¢(t), esto

es t* depende de K, e(K) y a(K).
Nota

Por el teorema 1 para cualquier ¢ > 0, existe un tiempo ¢, > 0 para el cual
no hay un proceso de cambio de fase para t < t,. Por esta razén una
condicién necesaria para tener un cambio de fase instantaneo para el
problema es ¢(0") = +o00. Si consideramos el problema para el dominio

0, z0) donde xy = 0o, entonces podemos reemplazar la tiltima condicién en

el Problema NL por:
u(o00,t) = ug(0), t>0.

En [2] los autores muestran que la condicién ¢(0%) = oo no es suficiente

para el caso de un dominio semi-infinito. En el ejemplo ellos toman:
1. Tg = +00,

2. U()(l') > Gy >0, x> 0,

3. qt) < aolt) = 22

R

La solucién u(z,t) de este problema satisface la siguiente desigualdad:

u(z,t) > ﬁerf(;/g) >0,
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parax >0yt > 0.
Més atin en el caso particular ¢(t) = ﬁ, entonces ¢(07) = +o00 y esto no
T

es suficiente para un cambio de fase instantaneo.

2.2 El caso donde el flujo ¢ es una funciéon acotada.

Podemos encontrar cotas para el caso de una funcién acotada ¢ = q(t),
donde consideramos

in q(t
&%ﬂ)

en la Desigualdad 1.
Teorema 2.2

Para un dado tiempo t*, tenemos subsistencia del problema de conduccién

del calor para t < t* si:

Q < U(t),
donde

Qzﬁgﬂﬁ
Dem.

En este caso la condicion u(0,t) > 0 para t < t* es equivalente a:
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[ 00,6 = Patrydr < [ 6(& uo@)de + [ 0(-1,t ) f(o(r))a

como 0(0,t) > 0, y q(t) es acotada podemos usar el hecho de que:

Q/Ote(o,t ~)dr < /OtH(O,t— (),

donde

_ min () < ming().
Q [(g}gog}q()_fgg}ﬁ)

con el fin de obtener la siguiente desigualdad:

in Jo 0(&, t)uo(€)d€ + J5 0(=1,t —7) f(4(7))dr
[0,6°] J56(0,t — 7)dr

= minP(¢).

[0,¢%]

Entonces una condicién suficiente para tener u(0,t) > 0 para t < t* es dada
por:

min ®(¢) > min U (t) = U(t*) > Q.

[0,¢%] [0,t%]
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2.3 Existencia de un proceso de cambio de fase.

Ahora encontraremos una estimacién para el tiempo t., con el objetivo de
tener un cambio de fase en el material. La condicién para u(0,¢) < 0 en
t = t., es equivalente a:

Desigualdad 2

q > (I)(tch>7

donde

_ Jo 0(& ten)uo(€)dE + Joe» 0(=1,ten — 7) f($(7))dT
®(t0h) - teh :
Joc0(0,te, — 7)dT

Remarcamos aqui que este caso es diferente del anteriormente tratado
donde se pide u(0,t) > 0 para t < t*. Necesitamos ahora una funcién ()
que acote superiormente a ®(¢) de modo tal que 6(t) > ®(t) (donde P fue
definida antes). Suponiendo ahora que ¢ > d(t.;); esto implica la
desigualdad (77).

Las siguientes desigualdades para la funcién 6 son necesarias.

Lema 2.3
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La funcién 0 satisface las siguientes desigualdades:

a)
t 2(m —2)
000, — T)dr > N2\ i+t todo t> 0.
/O( T)dT > \/7_T\/_+ para todo

/01 0(&, t)up(&)dE < up(1) para todo ¢ > 0.

[ o1t =) f(o(r)yir < Fi.
Dem.
a) La dedesigualdad sigue de la siguiente:
00t —7) > /1 TR

Esta es obtenida pensando la funciéon 6 como una suma superior de

Riemann.

b) En este caso la desigualdad sigue de:

/019<5,t)d5 ~1,

y que up(x) alcanza su maximo en = = 1
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c) Para esta ultima desigualdad usamos:
0(—1,t—7) >0,

y la hipétesis para la funcién f.
La funcion § es obtenida usando el ultimo lema:

W ="ovive

dode la constante C es :
2(m —2)
N

La funcién 0(t) es decreciente en [0, t,,:,] , donde:

o <u0(1)+\/uo(l)(u0(1)+C2F)>2
min = CF

C:

De estas consideraciones obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.3

Si se cumple que:
q > 5(tch),

con te, < tmin, €ntonces otra fase aparece en el problema para algin t < t,.
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Nota

En el caso en que otra fase aparece el modelo de conduccién del calor no es
mas valido. Un modelo de frontera libre con condiciones apropiadas es

necesario para algun ¢t < t*.

Nota
Podemos tomar t* = t., < t,., en el Teorema 1. Del hecho que:
5(tch) 2 \Il(tch)a

Concluimos lo siguiente:

1. Si

q S \I](tCh)a

entonces u(0,t) > 0 para todo t < t.

2. Si

q Z 5(tch>7

entonces el material cambia de fase antes del tiempo ..

3. Es un problema abierto el caso donde:

ten) < q < Y(ten).
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3 Estimaciones del tiempo de cambio de
fase para un material en contacto térmico

perfecto.

En este capitulo plantearemos el problema con la condicién de contacto
perfecto en el extremo x = 1, algunas propiedades cualitativas de la
solucién de este problema y una estimacion del tiempo de cambio de fase a
través de la solucién exacta, la cual es dada en forma de serie.

Si dos cuerpos A y B los cuales estdn en contacto y si denotamos por S la
superficie de contacto entre ellos, se dice que estan en contacto térmico

perfecto si sobre S valen las siguientes condiciones:

Kléz)‘; = KQ?);, sobre S,

V = w, sobre S,

donde V', v son las temperaturas de A y B, y K7, K5 sus conductividades
térmicas respectivas. Si asumimos que K; > Kj, podemos considerar que
V =V(t) = v|s y por medio de un balance térmico, obtenemos una

condiciéon de borde para v:
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ov

v ,
JQ/La#w+Ahat_a (1)

donde denotamos con M y ¢ la masa y el calor especifico del cuerpo A.
Consideraremos aqui un material unidimensional representado por el
segmento [0, ¢] con su extremo y = ¢ en contacto térmico perfecto con un
conductor perfecto de masa M por unidad de drea y de calor especifico c;.

En este caso la condicién (1) viene dada por:

kv, (¢, 7) + Mscsu (¢, 7) = 0.

Consideramos ahora el siguiente problema de conduccién de calor:

Problema P

kvy,, = pcv,, D={(y,t):0<y<l0<7<T},
v(y,0) = Vo >0, 0<y</,
kv, (0,7) = qo >0, 0<7<T,
kv, (¢, 7) + Mscpu.(€,7) = O, 0<7<T,
donde k es la conductividad térmica, p la densidad, gy el flujo de calor y ¢

el calor especifico del material, todos ellos constantes positivas. Sin pérdida
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de generalidad suponemos que la temperatura de cambio de fase es 0°C’.

Ahora realizamos el siguiente cambio de variables:

kT

= Ev U<y77—) = CU(ZE,t).

El problema P es transformado en el siguiente problema P, :

Problema P,

Uy = U, D={(z,t):0<2x<1,0<t<T}, (2)

uw(z,0) = M >0, 0<z<1, (3)
u(0,t) = ¢>0, 0<t<T, (4)
yur(1,t) + ug(1,8) = 0, 0<t<T, (5)
donde:
M = cVy, qzcgkqo, szprCf, TZ’Z;

Enunciamos ahora un lema sobre el comportamiento cualitativo de la
solucion del problema P, que nos permitira chequear sélo en z = 0 a la
hora de estimar un posible cambio de fase ya que su minimo se encuentra
en este extremo. También probaremos que la solucién decrece con el tiempo

en todo punto del material.
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Lema 3.1

La solucién del problema P, cumple:

1. uy(z,t) >0 0<z<1, 0<t<T.
2. w(z,t) <0, 0<z<1, 0<t<T.
Dem.

1. Sea v = u,, la funcién v(zx,t) satisface el siguiente problema de

conduccion del calor:

Ve = vV, D={(2,8):0<2<1,0<t<T} (6)

v(z,0) = 0, 0<z<1, (7)
v(0,t) = q, 0<t<T, (8)
v(1,t) +yv.(1,t) = 0, 0<t<T. 9)

Usando el principio del méximo (referencia) para 0 <z <1yt >0

tenemos lo siguiente:
minv(x,t) = min{q, 0,v(1,?)},

suponemos ahora que v(1,¢) < 0 (notamos que ¢ > 0), entonces
obtenemos:
minov(z,t) = v(1,t),
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usando ahora el lema de Hopf (referencia) deducimos que:

v(1,1) <0,

lo cual contradice la condicién(9) (v > 0). De esto tltimo tenemos

que: ug(z,t) > 0.

. Ahora sea v*(z,t) = u(z,t +¢) — u(z,t), esta funcién v*(z,t) satisface

el siguiente problema de conduccién del calor:

ve, = vi, D={(z,t):0<2<1,0<t<TH10)

v (x,0) = wu(x,e) — M, 0<z<1, (11)

v(0,8) = 0, ,0<t<T (12)

ve(1,t) +yvi(1,t) = 0, t > 0. (13)

Luego, mostraremos que u(z,e) — M < 0 para todo € > 0. Haciendo
uso nuevamente del principio del maximo y del lema de Hopf para

0<z<1y0<t<T, obtenemos que:

max v°(x,t) = max{u(x,e) — M,v*(1,t)},

suponiendo que max v (z,t) = v°(1,t5) > 0, vale lo siguiente:

U;(]_, to) > 0.

40



De (13) (v > 0) deducimos que v;(1,%y) < 0, lo cual implica que
ve(1,t) es decreciente en (ty — €, 1) entonces una contradiccién es

obtenida. Por lo anterior obtenemos que v¢(x,t) < 0, por lo tanto:

lim GNAL) (z,?)

= < 0.
lim —— u(z,t) <0

Ahora, probamos que u(z,e) — M < 0 para todo € > 0. Notemos que
u(x,t) — M cumple el mismo problema de conduccién del calor P, con
condicién inicial igual a cero, como antes la desigualdad sigue del

principio del maximo y del lema de Hopf.

3.1 Comportamiento asintético de la solucién del

problema P,.

En forma intuitiva, esperamos que la solucién de P, converja cuando

v — 400 a la solucion del siguiente problema:

Problem P,
Uy = Uy, D={(x,t):0<2x<1,0<t<T}, (14)
u(x,0) = M >0, 0<z<1, (15)
u(0,t) = ¢>0, 0<t<T, (16)
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u(l,t) = M, 0<t<T. (17)

Primero probaremos la monotonia de las soluciones con respecto al
parametro v y que todas ellas estan acotadas por la solucién del problema

P..

Lema 3.2

1. 1 <7 = uy, < uy,, donde u,, es la solucién del problema P, para

1=1,2.
2. uy < U para todo v > 0, donde uy es la solucién del problema P...

Dem.

1. Consideramos z = u,, — u,, donde u.,, es la solucién del problema P,,,

la funcion z satisface en z = 1:

2(Lt) =y, (1,t) —uy, (1,1)
= —Y2Uy, (1,8) + 71Uy, (1,7)
= YUy, (1,1) =y, (1,8)) + (71 — 72)Uy, (1, 1)
= —mz(lt) + (11— 72)uq, (1,1).
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Usando el lema anterior, z(z,t) satisface el siguiente problema:

Zew = 2, D={(z,t):0<2<1,0<t<T}HI18)

2(z,0) = 0, 0<z<1, (19)
2(0,8) = 0, 0<t<T, (20)
z:(1,t) +vz(1,t) > 0, 0<t<T. (21)

Haciendo uso del principio del maximo y del lema de Hopf para

0<x<1y0<t<T tenemos:

min z(z, t) = min{0, z(1,t)},

suponiendo que min z(z,t) = z(1,ty) < 0, entonces:

Zx(l, to) < O,

De (21) (v > 0) deducimos que z/(1,%y) > 0, lo cual implica que z(1,t)
es creciente en (typ — &,%p) y esto contradice que z(1,%) es un

minimo.De esto dltimo obtenemos que z(x,t) > 0.

. Sea z = U — U, NOotemos primero la siguiente igualdad:

Zw(Lt) + ’yzt(Lt) = uoom(lvt) - u%:(lat) + W(th(l,t) - u%(17t))7
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= —(uy, (1,) + vty (1,1)) + teo, (1,) + Ytuoo, (1, 1)

= Uso, (1,1).

La funcién 0(x,t) = us, (x,t) satisface el siguiente problema de

conduccién del calor:

Ore = 0y, D={(x,t):0<2x<1,0<t<T}, (22

0(z,0) = 0, 0<z<l1, (23)
00,t) = ¢, 0<t<T, (24)
0,(1,t) = 0, 0<t<T, (25)

Usando de nuevo el lema de Hopf y el pricipio del maximo obtenemos
que:

0<0(z,t) =ux(x,t) <q.

De esta ultima desigualdad concluimos lo siguiente:

0 < z(1,t) +vz(1,t) <gq.

Procediendo como antes se deduce que:

z(z,t) >0
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Nota Del lema anterior, podemos asegurar la existencia de una funcién
u*(x,t) que cumple: lim,_. u,(z,t) = u*(x,t) para casi todo =z € [0,1],

y

u(x,t) < uso(x, t).

Sea ||u(z,1t)||o la norma dada por:

lu(@, )]l = sup Ju(z,t)],
[0,1]x[0,T7]

i.e. la norma L*>([0,1] x [0,77]) . En el préximo lema, probamos que la
convergencia es uniforme y que u*(x,t) = u.(x,t) para casi todo x € [0, 1].
Lema 3.3

ttoo (2, 2) — 11y (31, )] oo < qf (26)

Dem.

Tomamos w = us — U, tenemos que la funcién w(z,t) cumple:

Wee = wy, D={(x,t):0<2<1,0<t<TH2T)

w(z,0) = 0, 0<z<1, (28)
we(0,8) = 0, 0<t<T, (29)
0 <w,(1,t) +yw(1,t) < q, 0<t<T. (30)
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Primero, notemos que:

[[too (2, 8) =ty (%, D) |oo = too (1, 1) = uy(1,1) (31)

Aplicando Transformada de Laplace a este ultimo problema obtenemos:

Wew(s,z) — sW(s,z) = 0, (32)
W.(s,0) = 0, (33)
0< Wa(s, 1)+ syW(1,1) < g (34)

donde s es un parametro positivo. La soluciéon general de este ultimo

problema es la siguiente:

W(s,x) = C(s,q,~)cosh(y/sx). (35)

De (34) encontramos una cota para C(s, q,v) dada por:

q
C(s,q,7) < s(y/ssinh(y/s) + vs cosh(y/s))
q

vs? cosh(y/s)

Luego, obtenemos:

46



q
s, ) < —
Wis.a) <
Con el objetivo de obtener una cota para w(1,t), aplicamos la

Transformada de Laplace inversa en x = 1 a (36):

[
~

w(l,t) <

De (31) y (37) obtenemos que:

qT
||u00(x7t) - u7<x7t)||00 < 7

3.2 Solucién exacta del problema P,.

En esta seccién consideraremos la condicién (87) como:

ur(1,t) = yue(1, 1) 0<t<T,

(37)

(39)

donde ahora 7 es negativo. Con el fin de obtener la soluciéon exacta para el

problema P, llamamos v = u,, la funcién v(x,t) satisface las ecuaciones

(6),(7), (8) and (9)(notar que en esta tltima también se considera =y

negativo). La solucién de este problema es la siguiente (ver Car-Jag):

47



) —yt+l-az &
v(x,t) _ 7 + z Z Ansin(ﬁnx)e_ﬁ%t> (40)
q -y + 1 n=1

donde

2(v*B5 + 1)

A, = , 41
Ba(V2B; — v+ 1) D)
y los 3, son las diferentes raices positivas de la siguiente ecuacion:
1
B, cot B, — — =0, (42)
Y

donde las raices (3, € ((n — 1)m,nm), para n > 1 independientemente de ~.

De (40) tenemos que:

o(0) = — T+ 3 Be ) (43)

n=1

donde

B %(% — 1) sec 3,
S ) .

Obtenemos la siguiente expresién para la solucién del problema P, usando

(40),(43),(39):
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1t 1
u(z,t) = M+7/0 v<1,7)d7—/x (€, 1)de, (45)

= M+1L+ 1 (46)
donde
q ad Bn —32¢
I = — t— — nt —1)], 47
v= gl X e ) (a7)
(1—z)?
h=g| 23 A coshytcoshur)| . (49)
= —e Prt(—cos B, + cos Bx)| .
? 4 _7—’_1 nzlﬁn

Como la solucién tiene un minimo en x = 0, sélo necesitamos aproximar
u(0,t) para obtener una estimacién del tiempo de cambio de fase en el

material. Esta funcion estd dada por:

qt Q(’Y - %) q > n, —[2¢ > An —B2¢
u(0,t) = M— + + —(e" "' —=1)+ —e "n'(1—cos 3,,).
(0, 1) ST —7+1n§ﬁ%( ) q;ﬁn ( Bn)

Notemos que (3, — +oo cuando n — 400, mas ain A, = O(1/5,) y
B, = O(1/5,). Como estamos interesados en obtener estimaciones del
tiempo donde u(0,t) = 0, consideramos la siguiente aproximacion:
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1

P

t — 2 ' B, A,
Usp(t) = M- a +q(7 2>+ a > (e it —1)4q > PRt (— cos Bu+1).

v+l =+l —y+1:3 5

Podemos expresar (0, t) como:

U(O,t) = U(Lp(t) + EJ’P(t).

n=1 ~n

(50)

(51)

Con el objetivo de acotar el error E; p(t) notamos que los coeficientes A,

B,, pueden ser acotados de la siguiente manera:

2(v*6 + 1) ‘
BBy —v+1)
2(v*6: + 1) 2
Br(v?B + 1)‘

’An
B

De la ecuacion (42) tenemos que:

secBl b
|Bnl | sin 3,

=

(52)

(53)

(54)

y como |sin f3,| — 1 cuando n — oo , entonces existe iy € N tal que

| sin 8,| < & para todo i > iy. De alli obtenemos que:

| sec (] < u’
|5, d
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donde

1
max{ , sin 5} <

Con esta desigualdad obtenemos lo siguiente:

‘Bn B %(%—l)secﬁn
2(1 )y
< -+ A
2(1 —
: fvldﬁg) (58)

Estas cotas para A, y B, nos ayudan para probar el siguiente lema:
Lema 3.4

qg 1 4q 1

Eipt)) < ——— + ——.
B p(t)] < w3d|y| J? + w2 P

Dem. Primero, notemos que (n — 1)7 < 3, < nw. Entonces uasamos las

siguientes desigualdades:

< 1 /OO 1d 1
- —adr = ——
33— )y ad o2m3 J?’



1 <1, e < | —cosB 1] <2

Ahora, de la ecuacion (51) tenemos que |E; p(t)| satisface:

2¢ X1 1
Epp(t) < == > —+4q) —
DR DIy

< qg 1 4q 1

B2 P

Ejemplos numéricos Ahora presentamos tablas con el tiempo t., tal que
Ujp(tez) =0y tomamos J =20 y P = 20. Consideramos M =1, ¢ = 10
para la TABLA 1, M =1, ¢ = 2 para la TABLA 2y M =10, ¢ = 1 para la

TABLA 3, con diferentes valores de 7.

TABLA 1 TABLA 2

v lex Ejp Y lex E;p
-1 | 0.0012 | 0.2034 -1 ] 0.1260 | 0.0407
-5 1 0.0041 | 0.2028 -5 | 0.1637 | 0.0406
-10 | 0.0055 | 0.2027 -10 | 0.1771 | 0.0405
-50 | 0.0073 | 0.2026 -50 | 0.1922 | 0.0405
-100 | 0.0076 | 0.2026 -100 | 0.1944 | 0.0405

TABLA 3

52



-1 18.5 | 0.0203

-5 | 54.5 | 0.0203

-10 | 99.5 | 0.0203

-0 | 459.5 | 0.0203

-100 | 909.5 | 0.0203

Notemos que para los valores en la TABLA 1 |t.,| < E;p, en la TABLA 2
|E; p| es considerable, entonces la estimacién no es vélida (i.e. necesitamos
mds términos), mientras que para la TABLA 3 |t.,| > E;p. En los
siguientes capitulos mostraremos algunos métodos alternativos para los

casos de las tablas 1 y 2.
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4 Otras estimaciones para el problema del

contacto perfecto.

En este capitulo daremos tres métodos alternativos para estimar el tiempo
de cambio de fase en el problema de contacto perfecto. El primero es a
través de la Transformada de Laplace del problema, donde encontraremos
la solucién exacta del problema transformado y luego invertiremos
utilizando su desarrollo asintotico. El resultado tiene validez para pequenos
valores del tiempo t. Esta primera aproximacién no depende del parametro
v, luego mejoraremos esta estimaciém para que el parametro v intervenga.
El problema seréd considerado en la siguiente forma:

Problema P,

Upe = Uy, D={(x,t):0<2x<1,0<t<T}, (59)
u(z,0) = M >0, 0<z<1, (60)
ug(0,t) = ¢q>0, 0<t<T, (61)
ug(1,t) = ~uy(1,1), 0<t<T, (62)

donde 7 es una constante negativa.
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4.1 Estimaciones a través de la Transformada de
Laplace.

En esta seccion aplicamos la Transformada de Laplace al
problema considerado, obtenemos la solucién exacta del problema
transformado y utilizamos su comportamiento asintético para
aproximar la inversa y asi conseguir una estimacion del tiempo de
cambio de fase para el problema original. La Transformada de

Laplace esta definida por:
U(s,t) = L{u(z, 1)) = /OO u(z, t)e~*tdt,
0

donde s es un pardmetro positivo.
Entonces aplicando la Transformada de Laplace al problema y

tomando en cuenta las siguientes propiedades:

dU (s, )

d*U (s, x)
de ‘

dax?

L(ug(z,t)) = L(tuyye(x,t)) =

L(ut(xvt)) =-M+ SU(va)v L(q) =

obtenemos el siguiente problema:
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Upe(s,2) — sU(s,z) = —M,
q
Ux 70 =
(5.0) =

vsU(s,1) — Uy(s,1) = M.

La solucion de este tltimo problema es dada por la siguiente

féormula:

U(s,z) = A(s) exp (—v/sx) + B(s) exp (v/sx) + ]\j,

donde

Afs) = —(vs — v/s) exp (v/s)q
25(7ys2 cosh (y/3) — ssinh (v/5))

By = Ve (—yEl
25(7s2 cosh (y/5) — ssinh (/3))

Después de algunos sencillos calculos algebraicos se obtiene la

siguiente expresién para U (s, x):

—~ssinh (v/s(1 — x)) + /s cosh (y/s(1 — x)) o+ %
~vs3 cosh (1/5) — s2sinh (1/5) s
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U(s,z) =

(66)

(68)
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Nota
. . M
Si consideramos ¢ = 0, en (69) entonces U(s,z) = —. En este caso
s

u(z,t) = M para 0 <z <1y t>0, lo cual puede ser observado

directamente del problema original.

Una importante propiedad de la Transformada de Laplace
conocida como Lema de Watson es enunciada ahora y sera de

utilidad para la estimacién del tiempo de cambio de fase.
Lema 4.1

Supongamos que la Transformada de Laplace F'(s) = L(f(t)) tiene

una expansion asintotica:
s) ~ Z a,s cuando s— 400, con A <\ < A\3<

entonces tenemos lo siguiente

e’} t/\y 1
Z i — 1 cuando ¢ — 0.

V:l

Una prueba de este resultado puede ser encontrada en

[referencia].

Teorema 4.1
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Una estimacion del tiempo de cambio de fase para el problema

origial es dada por la siguiente aproximacion:

P M\?
ch ~ 2C] .

Dem.
Por el principio del minimo visto en el capitulo anterior sélo

necesitamos considerar el comportamiento de (69) en z = 0.

M

S S

4

U(s,0) ~ T 5 — 400. (70)

Por medio del Lema 1, obtenemos ahora el comportamiento

asintético de u(0,t) para pequenos valores de t:

2
u(0,t) = M — ﬁqté, t—0. (71)

Necesitamos entonces u(0,t.,) = 0 para algun t.,, > 0 para obtener

un cambio de fase en el material para t > t.,, esto es:

fo (ﬁM>2. (72)

2q
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Nota La estimacion dada por el Teorema 1 es valida para t ~ 0 lo
cual es equivalente a ¢ > M. Observemos también que la
aproximacién no depende de la constante . El tiempo de cambio
de fase para M =1, ¢ = 10, dado por el Teorema 1 es t,, = 0.0079 y
para M =1, ¢ =2, es t.,, = 0.1963 (ver las tablas en el capitulo

anterior), estas estimaciones son para cualquier 7.

Nota
Si consideramos el caso donde el dominio es semi-infinito (i.e.

0 <z < +0), la solucién esta dada por:

w(z,t) = M —2qVt  der fc(;ﬁ) (73)
donde
erf(z) = 2 /m exp (—t%)dt
VT Jo ’
y

exp (—a?)

erfe(z) =1—erf(x), ierfe(x) = — zerfe(x).
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El tiempo de cambio de fase (i.e. u(0,t) = 0) es dado por

[referencial:

t= (0

Si consideramos el problema transformado:

Up(s,2) — sU(s,z) = —M,

Ug(s,0) = =.

Su solucion exacta es dada por:

__ 7 %
U(0,s) = Y R
Entonces obtenemos que:
u(0,t) = _2 Vt+ M
) \/_ Y

y el tiempo de cambio de fase es igual a (74).

60



4.2 Estimaciones que involucran el parametro ~.

Con el objetivo de obtener una expresion para el tiempo de
cambio de fase in donde el parametro v aparezca, primero
notemos que la solucion del problema transformado mediante la
Transformada de Laplace, realmente depende de v esto es
U(s,0)=U(s,0,7)). A partir de ahora utilizaremos la siguiente

notacion:

H = —=
5

¢ = ssinh(v/s)
co = +/scosh(y/s)

cs = s72cosh(y/s)

cy = s°sinh(v/s).

De la expresién (69) y por medio de la notacién anterior nosotros

consideramos la siguiente expresién equiivalente para U(s,0):

F(H>:|:01+HCQ:| M

—03+HC4 q+?‘ <77>

Cuando v — —¢ (i.e. H — 0) con el objeto de mejorar la
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estimacion tomamos la expansion en serie de Taylor de F'(H)

hasta el orden n, esto es:

n

F(H) =~ F(0)+ F'(0)H + F”(O)}; 4.+ F(”)(O)H— (78)

n!’

El comportamiento asintético de F'(0) cuando s — +oo es dado por:

M

F(0) = .

5 — +00. (79)

VA
M\w‘ <

Después de algunas cuentas sencillas se obtiene que:

1)"n!(cicq + cacs)cy !
(—03 + HC4)”+1

Foo ) = & (50)

Para estas derivadas el comportamiento asintético esta dado por:

2n!

n+3
S 2

FM(0) ~ — when s — +oo. (81)

De estas ultimas consideraciones podemos obtener el desarrollo

asintético de U(s,0) cuando s — +o0:

M g H H"
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Nuevamente usamos el Lema 3 para obtener una expresién del

comportamiento de u(0,t), al cual denominaremos u,(t):

th1/2 t";l Hm
VT r(%3)

donde con la letra I' denotamos la conocida funcién I'.

Teorema 4.2

(83)

Una estimacion del tiempo de cambio de fase para el problema

P1, esta dada por el tiempo ¢, tal que u,(t%,) = 0.

Ejemplos Niumericos

En las siguientes tablas presentamos las estimaciones dadas por la

Transformada de Laplace en comparacién con el tiempo t., dado

por la solucion exacta. Utilizaremos los mismos valores para M y

g dados en la TABLA 1 y en la TABLA 2, esto es: TABLE 4:

M=1,q=10. TABLE 5: M =1, qg=2.

TABLE 4
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v tes ten tan ton teh

-1 0.0012 | 0.0079 | 0.0061 | 0.0060 | 0.0060

-5 0.0041 | 0.0079 | 0.0074 | 0.0074 | 0.0074
-10 | 0.0055 | 0.0079 | 0.0076 | 0.0076 | 0.0076
-50 | 0.0073 | 0.0079 | 0.0078 | 0.0078 | 0.0078
-100 | 0.0076 | 0.0079 | 0.0078 | 0.0078 | 0.0078

TABLE 5

i lex ten tih tih til(z

-1 0.1260 | 0.1963 | 0.0853 | 0.0757 | 0.0757

-5 0.1637 | 0.1963 | 0.1516 | 0.1496 | 0.1496
-10 | 0.1771 | 0.1963 | 0.1705 | 0.1698 | 0.1698
-50 | 0.1922 | 0.1963 | 0.1904 | 0.1904 | 0.1904
-100 | 0.1944 | 0.1963 | 0.1933 | 0.1933 | 0.1933
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5 Meétodos de Elementos Finitos para los

problemas estudiados.

En este capitulo daremos esquemas numéricos basados en la
discretizaciéon por medio de elementos finitos en la variable
espacial y diferencias hacia atras en la variable espacial para los
problemas estudiados en los capitulos anteriores (contacto
perfecto y condicién no lineal en = = 1). Por medio de ellos
visualizaremos los resultados tedricos obtenidos para las
soluciones y obtendremos nuevas estimaciones del tiempo de
cambio de fase en el material. Comenzaremos con el problema

con la condicion de contacto perfecto en el extremo derecho z = 1.

5.1 Esquema numérico para el caso del contacto
perfecto.

Primero daremos una breve descripcién del esquema numérico

propuesto para el siguiente problema:

Upe = u;,  D={(z,1):0<x<1,0<t< T}, (84)
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u(z,0) = M >0, 0<z<1, (85)
u(0,t) = ¢>0, 0<t<T, (86)

yur(1,t) +uz(1,t) = 0, 0<t<T, (87)

Primero, consideramos la formulacién débil del problema anterior:

[ wte 0o + [ e 06.@de = w,0601) = (0,060

= —yuy(1,)¢(1) — q¢(0),

donde ¢(z) es una funcién en H'(0,1).

Sea z; = ﬁ para 0 <i < N una particién del intervalo [0, 1] en
subintervalos I; = [z, z;11], de longitud h = %
Sea V}, el conjunto de funciones continuas las cuales son lineales
sobre cada I;.

Como es usual, consideraremos como funciones bases de V), las
funciones ¢;, que cumplen ¢;(z;) = ;5.

Definimos una particién {0 =ty < t; < ... <ty =T} del intervalo
[0,7], con subintervalos iguales de longitud At =t;, —t;_1 y
k=1,.,M.

Consideraremos las siguientes aproximaciones para u(z,t;) y
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wu(x, ty):

N
u(z, ty) ~ ZUlkgbZ()
1—10 N
u(@, ty) = EZ — UM gi(x).

=0
Usando como funciones de prueba las pertenecientes a la base de
Vi, ¥ las aproximaciones anteriores en la formulacién débil,

obtenemos el siguiente sistema lineal para U* = (U}, ..., U%):

AU¥ = BU*'4+(C para k=1,2.

U = u(zy,0).

(2

donde A y B son matrices tridiagonales simétricas y
C = (—qAt,0,..,0)".

Los coeficientes de estas matrices son dados por:
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—— si j=1:+1 para i1=1,..,N.

En el caso del problema:

Upe = w,  D={(zt):0<x<1L0<t<T}  (90)
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u(z,0) = M >0, 0<z<1, (91)
uz(0,t) = ¢>0, 0<t<T, (92)

wl,t) = M, 0<t<T, (93)

se obtiene un sistema lineal similar donde se reemplaza las
dltimas filas de A y B por (0,...,0,1).

A continuacion una serie de ejemplos numéricos verificaran los
resultados tedricos obtenidos anteriormente.

Para todos los ejemplos elegimos h = At = 1073,

Ejemplo 1

En este primer ejemplo se muestra que la solucién de P, es
decreciente en el tiempo y creciente en la variable = (i.e.

u <0, wu, >0). Elegimos ¢ =10, M =100 y v = 25 en el problema
P,. En la figura 1 se puede ver la solucién para diferentes tiempos

t; para j =1,2,3, 4.

Ejemplo 2

En este ejemplo, se toman los siguientes valores para los datos en
el problema P,: ¢ =10, M =100, v; =1, 72 =25 y 73 = 50.
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Las figuras 2 y 3 muestran la convergencia cuando v — +00 en

r=0yx=1.

Ejemplo 3 En este tiltimo ejemplo, observaremos numéricamente

la desigualdad:

qT

considerando al parametro v — +oo.

T
Tomamos aqui ¢ =10, M =100 , T =10y f(y) = .
Y
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Solucién u, para diferentes tiempos
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Convergencia en x =0
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Convergencia en xr =1
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Ejemplo 3
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5.2 Esquema numérico para el caso de un flujo no

lineal.

Utilizaremos aqui la misma notacién que en la seccion anterior.

El esquema nimerico que proponemos a continuaciéon para el

problema estudiado en el capitulo 2:

Problema
Uy = Uy, in D={(z,t):0<z<1,t>0},
u(z,0) = wp(z), 0<z<1,
uz(0,t) = q(t), t >0,
us(1,1) = flu(l,t)), >0,

difiere del de la secciéon anterior sélo en el vector C, que en el

(94)
(95)
(96)

(97)

caso del contacto perfecto era C' = (—¢At,0,..,0)", ahora en virtud

del flujo no lineal en = =1, el vector sera:

C = (—qAt,0,..,0, f(UN)AL).

Con esta ultima consideracién, en cada paso temporal debemos

resolver el siguiente sistema no lineal:

AU* = BUM '+ C(U"),
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donde las matrices A y B son las mismas que en el método

anterior. Este sistema pude ser visto como:

Az = F(x),

donde llamamos F(z) al lado derecho BU*"! + C'(z) (notemos que
en cada paso el vector BU*"! es conocido). En el cldsico método
de Jacobi para resolver sistemas lineales se descompone a la
matriz A como A= L+ D+ U, donde L triangular inferior estricta,
D es diagonal y U es triangular superior estricta. Para un sistema

donde F(x) = b, un vector constante, se resuelve:

Dx=—(L+U)x+b,

por medio de la siguiente iteracién:

Dx; = —(L+u)xj_1 + b,

con un vector inicial z; y un criterio de parada adecuado. Para el
caso de F(z) una funcién cualquiera podemos entonces proponer

el siguiente método iterativo:

Dzj = —(L +u)xjy + F(z;1).
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El criterio de parada elegido es:

r=||Az — F(z)|] < e.

Ejemplo 1 En este primer ejemplo consideramos el flujo no lineal
como f(s) = exp(—s?) + 1, con lo cual las constantes que cumplen
fo< f(s) < Fson fy=1y F =2. La condicién inicial es uy(z) =z +1
y consideraremos la solucién para diferentes valores del flujo q.
En la siguiente tabla mostramos los valores para t* y t., dados en
el capitulo 2 junto con ?.; el tiempo calculado por medio de

elementos finitos. Elegimos Az = 1073 , At = 0.0005 y € = 10~ ".

q t* teh lef

10 | 7 x 107* | 0.02480 | 0.00980
20 | 2 x 107* | 0.00600 | 0.00230
30 | 9 x 107° | 0.00266 | 0.00100
40 | 5x 1075 | 0.00149 | 0.00055
50 | 3 x 107° | 0.00098 | 0.00035
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Ejemplo 2 En este ejemplo consideramos la misma funcién f(s)
que en el ejemplo anterior pero ahora variaremos la condicién
inicial en lugar del flujo ¢ que sera fijo. Tomaremos

uo(x) = (¢ — 1)x + 1 para diferentes valores de la constante ¢ y

g = 10. En este caso el tiempo t* es igual para todos los casos

t* = 0.00078, entonces en la tabla s6lo tendremos t., y t.;.

1 | 0.0079 | 0.0068

1.1 | 0.0081 | 0.0081

1.2 | 0.0083 | 0.0096

1.3 | 0.0085 | 0.0111

1.4 | 0.0086 | 0.0128

1.5 | 0.0088 | 0.145

1.6 | 0.0090 | 0.0164

2 | 0.0098 | 0.0248
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Conclusiones

A lo largo de esta tesis se utilizaron diversos métodos para
estimar el tiempo de cambio de fase de los dos modelos de
conduccion del calor estudiados, podemos concluir en que casos,
de acuerdo a los datos del problema cual es el mas adecuado.
Para el problema PL se utilizo directamente su solucion exacta, la
cual fue acotada por funciones mas sencillas y a través de ellas se
obtuvo estimaciones explicitas del tiempo de cambio de fase.
También se considero un esquema de elementos finitos para este
problema, segiin los resultados obtenidos se puede concluir que en
casi todos los casos nimericamente se obtiene la siguiente
desigualdad t* < tgp < t.,, lo cual nos dice que las cotas calculadas
analiticamente acotan el verdadero tiempo de cambio de fase.
Estas cotas son mas ajustadas en el caso en que la temperatura
inicial ug(zr) no es constante pero esti acotada por dos cotas
cercanas. Para el problema P, se utilizé la solucién exacta en
forma de serie para encontrar una estimaciéon del tiempo de
cambio de fase, la cual da buenos resultados para el caso M > ¢,

ya que con pocos términos se consigue buena precisiéon. Mediante
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la Transformada de Laplace del problema se obtienen buenas
estimaciones para el caso ¢ < M, lo que es equivalente a decir
tiempos de cambio de fase pequenos. Por iltimo el esquema de
elementos finitos propuesto para este problema da buenos

resultados para el caso en que i ~ 1.
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