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Resumen

Esta tesis concierne la clasificacién de dlgebras de Hopf punteadas de
dimensién finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero. Consideramos tanto algebras de Hopf sobre grupos abelianos como no
abelianos y nos interesamos no sélo en la presentacién de estas dlgebras sino
también en sus propiedades, como sus representaciones y sus deformaciones
por cociclo.

Uno de los principales resultados de este trabajo es la clasificacién de
todas las algebras de Hopf punteadas de dimensién finita cuyo grupo de
elementos grupezcos es S4. También describimos todas las dlgebras de Hopf
punteadas sobre Sy cuya trenza infinitesimal estd asociada con el rack de
trasposiciones. Para esto, introducimos una familia de dlgebras de Hopf pun-
teadas H(Q) sobre grupos no abelianos.

Investigamos los médulos sobre las algebras H(Q) cuya restriccién al
grupo de elementos grupezcos es suma directa de médulos de dimensién uno.
Usamos estos resultados para clasificar todos los médulos simples sobre las
dos algebras de Hopf punteadas sobre Sg. También encontramos el carcaj de
Gabriel, las cubiertas proyectivas de los moédulos simples, y probamos que
no son de tipo de representacion finito.

Clasificamos las categorias médulo exactas e indescomponibles sobre la
categoria de representaciones de todas las algebras de Hopf con corradical
S3. Como consecuencia, calculamos todas sus extensiones de Hopf-Galois y
mostramos que las algebras de Hopf sobre Sz y S4 son deformaciones por
cociclos de sus versiones graduadas.

Mostramos que un algebra de Hopf punteada de dimensién finita tal
que su trenza infinitesimal es de tipo estdndar estd generada por elementos
casi primitivos y grupezcos. Este hecho es un paso clave en la clasificacién
de las algebras de Hopf punteadas sobre un grupo abeliano y coincide con
una conjetura de larga data planteada por Andruskiewitsch y Schneider.
También mostramos que las relaciones cuanticas de Serre se satisfacen en
cualquier dlgebra de Hopf punteada corradicalmente graduada de dimensién
finita con trenza diagonal y determinamos cémo estas relaciones se levantan
en el caso estandar.
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Abstract

This thesis is about the classification of finite-dimensional pointed Hopf
algebras over an algebraically closed field of characteristic 0. We consider
both Hopf algebras over abelian and not abelian groups and we deal not only
with the presentation of the algebras defined but also with its properties,
such as their representation theory or their cocycle deformations.

One of the main results of this work is the classification of all finite-
dimensional pointed Hopf algebras whose group of group-likes is S4. We also
describe all pointed Hopf algebras over S5 whose infinitesimal braiding is
associated to the rack of transpositions. To this end, we introduce a family
of generic pointed Hopf algebras H(Q) over non-abelian groups.

We investigate the modules over the algebras H(Q) whose restriction
to the group of group-likes is a direct sum of 1-dimensional modules. We
use the results obtained to classify all simple modules over the two pointed
Hopf algebras over S3. We also find the Gabriel quivers, the projective covers
of the simple modules, and prove that they are not of finite representation
type.

We classify exact indecomposable module categories over the represen-
tation category of all Hopf algebras with coradical S3. As a byproduct, we
compute all its Hopf-Galois extensions and we show that the Hopf algebras
over Sg 0 Sy are cocycle deformations of their graded versions.

We show that a finite-dimensional pointed Hopf algebra such that its
infinitesimal braiding is of standard type is generated by group-like and
skew-primitive elements. This fact is a key step in the classification of poin-
ted Hopf algebras over an abelian group and it agrees with a long-standing
conjecture by Andruskiewitsch and Schneider. We also show that the quan-
tum Serre relations hold in any coradically graded pointed Hopf algebra over
an abelian group of finite dimension and determine how these relations are
lifted in the standard case.

Math. Subject Classification (2010): 16T05, 57T05, 13C60.
Key words and phrases: Hopf algebras, Module categories, Representations.
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Introduccién

Las primeras menciones al concepto de algebras de Hopf se remiten a
la década del ’50, en donde son mencionadas en trabajos de Pierre Cartier
(1956) y Armand Borel (1953). Cartier introduce el concepto de hiperalge-
bra en [C], y reconocemos alli los axiomas que hoy definen a una bidlgebra
coconmutativa, junto con un axioma adicional, que implica la existencia
de una antipoda. Por su parte, Borel, en [B], utiliza la expresién &lgebra
de Hopf (algebre de Hopf), para referirse a un algebra con una estructura
extra de comultiplicacién, que no es necesariamente coasociativa. Mientras
Cartier considera estas estructuras en relacion a los trabajos de Jean Dieu-
donné sobre grupos algebraicos en caracteristica positiva, Borel las utiliza
para estudiar la homologia de los espacios homogéneos. Estas dos lineas
de investigacion se entrecruzan luego en la década del ’60. A fines de esta
década (1969), Sweedler publica su libro [S] y es alli donde las dlgebras de
Hopf se independizan para comenzar a ser estudiadas por sus propiedades
algebraicas intrinsecas. Ver el articulo [AFe] para més informacién sobre la
génesis y desarrollo de este concepto.

Sommerhé&user [So, Introduction] dice que un élgebra de Hopf es un 4lge-
bra para la cual se pueden tensorear médulos. Es ésta caracteristica la que
hace que sus categorias de representaciones den lugar a categorias tensoria-
les finitas en el sentido de [ENO1, EO1]. En consecuencia, las dlgebras de
Hopf tienen importantes aplicaciones en matematica y en fisica matematica.
De esta forma, por ejemplo, las algebras de Hopf semisimples estan presentes
de una manera fundamental en la teoria de campos conformes racionales.
Ademss, las algebras de Hopf no semisimples estan relacionadas a teorias
de campos conformes logaritmicos [Gal.

Por su parte, los grupos cudnticos, introducidos en 1986 por Drinfeld en
su Conferencia [D], forman una clase particular de algebras de Hopf. Los
mismos pueden ser presentados a partir de deformaciones en un pardmetro
de algebras universales de dlgebras de Lie o de dlgebras de funciones regula-
res de grupos algebraicos afines. También se los puede encontrar codificando
la simetria de categorias trenzadas, es decir, categorias munidas de un pro-
ducto tensorial asociativo y conmutativo. El hecho destacable aqui es que
la transformacion de conmutatividad ¢: V@ W — W ® V no es involutiva.
De esta forma, las algebras de Hopf pueden hallarse en diversas areas rela-
cionadas con la teoria conforme de campos; por ejemplo, en invariantes de
variedades topolégicas de dimensién baja. Asi, en los tltimos veinte anos, las
algebras de Hopf han atraido el interés de matemadticos de distintas areas.

En particular, ha habido gran interés en problemas de clasificacion de
algebras de Hopf, ver por ejemplo [An]. Es natural esperar que resultados
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XI1 INTRODUCCION

de clasificacion sobre dlgebras de Hopf de dimensién finita tengan un im-
pacto significante en las dreas mencionadas. Por otra parte, nuevos ejemplos
pueden ser descubiertos en dichos estudios de clasificacion.

La clasificacion de todas las algebras de Hopf de dimensién finita sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado k de caracteristica cero es un problema
ampliamente abierto. Técnicas estrictamente diferentes son empleadas cuan-
do se trata con algebras semisimples o no semisimples. En este ultimo caso,
técnicas muy tutiles se han desarrollado para el caso especial de las algebras
de Hopf punteadas. En particular, un progreso significativo se ha alcanzado
en [AS2] en el caso de las dlgebras de Hopf punteadas con grupo abeliano
de elementos grupezcos.

Un algebra de Hopf punteada H esta caracterizada por el hecho de que
su mayor subalgebra cosemisimple coincide con el algebra de grupo de sus
elementos grupezcos, esto es, de los elementos g € H tales que A(g) =
g ® g. Esta clase incluye las algebras de grupo kI, I' un grupo, y los nicleos
de Frobenius-Luzstig u,(g) [L], asociados a algebras de Lie semisimples de
dimensién finita g y a raices de la unidad g. Cabe mencionar el “método
del levante” [AS1], como herramienta fundamental y principal estrategia
de clasificacién de las mismas. Este cuenta, a grandes rasgos, de tres etapas
bien diferenciadas, que bosquejamos a continuacién (ver el cuerpo de la tesis
para una descripcién detallada):

= Dado un grupo G, determinar todos los médulos de Yetter-Drinfeld
sobre G tales que su élgebra de Nichols ®B(V') es de dimensién finita.

= Para cada V asi, encontrar todas las algebras de Hopf H tales que
gr H = B(V)#kG.

= Probar que todas las algebras de Hopf punteadas sobre G estédn
generadas “en grado 1”.

Cuando este grupo no es abeliano, el problema se halla lejos de una
solucién definitiva. Existe alguna esperanza en la falta de ejemplos: en esta
situacién, las algebras de Nichols tienden a ser de dimension infinita, ver
por ejemplo [AF], [AFGV], [AZ], [AFZ]. No obstante, si existen ejemplos
en los que las dlgebras de Nichols son de dimensiéon finita. Sobre Sy estas
algebras fueron determinadas en [AHS]: hay tres de ellas, todas relacionadas
a racks y cociclos. Cuando el cociclo es —1, hay dos dlgebras de Nichols, una
correspondiente a la clase de conjugacion de las trasposiciones y la otra a
la de los 4-ciclos, presentadas en [MS] y [AG], respectivamente. Cuando
el cociclo es no constante, el algebra de Nichols respectiva fue definida en
[MS] e, independientemente, en [FK| como un dlgebra cuadratica. Estas
tres dlgebras de Nichols son una lista exhaustiva de dlgebras de Nichols en
la categoria de médulos de Yetter Drinfeld gi)}D. En [AG2], una familia
de dlgebras de Hopf punteadas fue definida; se mostré, a través del uso de
bases de Grobner, que eran levantamientos del dlgebra de Nichols asociada
a la clase de las conjugaciones y al cociclo constante. Siguiendo ideas de
ese trabajo, definimos en esta tesis las dlgebras de Hopf H(Q), que serdn
estudiadas desde diferentes perspectivas a lo largo de este trabajo, y a las
que utilizaremos para concretar resultados de clasificacion.



INTRODUCCION XIII

Hemos mencionado que la categoria de representaciones de una algebra
de Hopf es una categoria tensorial. Dada una categoria tensorial C, una cate-
goria mddulo exacta [EO1] sobre C es una categoria Abeliana M equipada
con un funtor bi-exacto ® : C x M — M sujeto a axiomas naturales de aso-
ciatividad y unitariedad tal que, ademads, para cualquier objeto proyectivo
P € C y cualquier M € M el objeto P ® M es nuevamente proyectivo.

Las categorias médulo exactas, o representaciones de C, son objetos
muy interesantes para considerar. Estan implicitamente presentes en mu-
chas areas de la matematica y de la fisica matemdtica como la teoria de
subfactores [BEK], dlgebras de Hecke afines [BO], extensiones de algebras
de vértice [KO], [HuKo], algebras de Calabi-Yau [Gi] y teoria conforme
de campos, ver por ejemplo [BFRS], [F'S], [CS1], [CS2|. Las categorias
médulo han sido utilizadas en el estudio de categorias de fusiéon [ENO1],
[ENOZ2], y en la teoria de dlgebras de Hopf (débiles) [O1], [M1], [N].

Los principales resultados y conceptos de la tesis estan organizados de
la siguiente manera. En el capitulo 1 recordamos las diferentes nociones
matematicas existentes en la literatura clasica que seran utilizadas a lo largo
de la tesis. Hemos tratado de ser particularmente detallistas al respecto,
procurando que todos los conceptos que el lector encontrara en los resultados
que probamos en los capitulos subsiguientes tengan su definiciéon formal en
esta parte.

En el capitulo 2 recordamos la definicién y los conceptos relacionados
con las dlgebras de Nichols. Transcribimos resultados de clasificacién de
[A, H] y establecemos un resultado que ha sido asumido como cierto en la
literatura y del que no pudimos dar con una prueba en la misma, a saber que
las dlgebras de Nichols asociadas a las trasposiciones en S; son cuadraticas
como sus analogas en Sy.

En el Capitulo 3, introducimos el concepto de gl-datum Q y definimos
las dlgebras H(Q) asociadas ya mencionadas y probamos algunos resulta-
dos generales sobre su estructura. Luego, las utilizamos para probar que
todas las algebras de Hopf H con G(H) = Sy estdn generadas en grado 1
y son efectivamente levantamientos de las algebras de Nichols mencionadas
anteriormente. El teorema principal de este capitulo es el siguiente:

TEOREMA 1. Sea H un dlgebra de Hopf punteada de dimension finita
con G(H) =Sy, H # kSy. Entonces H es isomorfa a una y sélo una de las
stguientes dlgebras:

1. B(03, —1)#kSy;

Qll[t]), para exactamente un t € ]P’EI(;
D[t]), para exactamente un t € PL;

A1)

Ademsds, hasta el momento sélo dos algebras de Nichols de dimension
finita sobre S son conocidas. Describiremos asimismo todos sus levanta-
mientos. Observamos que nuestras pruebas no utilizan bases de Grobner, en

SO N
TR



XIV INTRODUCCION

su lugar, desarrollamos parte de su teoria de representaciones y combina-
mos este nuevo conocimiento con algunas técnicas de dlgebras cuadraticas
para obtener estos resultados. Remarcamos que Sy es el segundo grupo no
abeliano que admite dlgebras de Hopf punteadas no triviales de dimensién
finita y tal que la clasificacién estd completa, siendo el primero S3 [AHS].
También se han obtenido familias infinitas de levantamientos de algebras de
Nichols para los grupos Dy, m € N, en [FG].

En el capitulo 4 nos dedicamos al estudio de la teoria de representa-
ciones de las élgebras H(Q). En particular, nos concentramos en aquellos
moédulos cuyas componentes G-isotipicas son de dimensién 1 y clasificamos
los moédulos indescomponibles de este tipo. Encontramos condiciones en un
G-caracter dado bajo las cuales éste puede ser extendido a una representa-
cién del algebra. También estudiamos los moédulos simples y las cubiertas
proyectivas de los mismos bajo ciertas condiciones en el gl-datum O.

Luego, aplicamos estos resultados para clasificar los moédulos simples
sobre las (dos) algebras de Hopf punteadas sobre S3. Ademads, encontramos
sus cubiertas proyectivas y calculamos sus reglas de fusién, lo que nos lleva
a mostrar que el levantamiento no trivial no es cuasi-triangular. También
escribimos el carcaj de Gabriel y mostramos que estas algebras no son de
tipo de representacion finito.

El principal resultado del Capitulo 5 es la clasificacién de las categorias
médulo exactas sobre la categoria de representaciones de cualquier algebra
de Hopf de dimensién finita con corradical kSg.

La clasificacién de las categorias mdédulo exactas sobre una categoria
tensorial finita fija C fue desarrollada por varios autores:

1. Cuando C es el cociente semisimple de U,(slz) [KO], [EOZ2],

2. sobre las categorias tensoriales de representaciones de los supergru-
pos finitos [EO1],

3. sobre Rep(D(G)), D(G) el doble de Drinfeld de un grupo finito G
02,

4. sobre la categoria tensorial de representaciones de los grupos cuanti-
co pequenos de Luzstig uq(slz) [M1],

5. y mds generalmente sobre Rep(H ), donde H es un levantamiento de
una espacio lineal cudntico [M2].

En este capitulo, contribuimos a la lista de arriba en el caso de las
algebras de Hopf punteadas sobre S3. Explicitamente, tenemos el siguiente
resultado:

TEOREMA 2. Sea G = S3. Sean H(Q) un dlgebra de Hopf punteada
sobre G, H = gr'H(Q). Sea M una categoria mddulo exacta sobre Rep(H),
entonces existen

= un subgrupo F < G y un 2-cociclo 1 € Z*(F,k*),

= un subconjunto Y C Og’ inwvariante por la accion de F,

» una familia de escalares {{c} compatible con (F,,Y),
tal que M = gy pp.e)M. Aqui B(Y, F,1,€) es una H-comddulo dlgebra a
izquierda construida con los datos (Y, F,1,§).
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También mostramos que si H es un algebra de Hopf de dimension finita
con corradical kS3 o kS4 entonces H es una deformacion por cociclo de gr H.
Esto implica que hay una correspondencia biyectiva entre las categorias
médulo sobre Rep(H) y Rep(gr H).

Vimos que uno de los principales pasos del Método del Levante es probar
que todas las algebras de Hopf punteadas sobre un grupo I' estdn genera-
das por elementos grupezcos y casi primitivos o, equivalentemente, que el
algebra (de Hopf) graduada asociada con respecto a la filtracién corradical
esta generado en grados cero y uno. Este problema ha sido resuelto para una
algebra de Hopf de dimensién finita H sobre un grupo I' en los siguientes
€asos:

» cuando H es co-triangular [AEG],
» cuando I es abeliano y |I'| no es divisible por 2,3,5,7 [AS4],
» cuando la trenza surge de algunos racks afines [AG2].

Ha sido conjeturado en [AS2, Conjecture 1.4] que esto vale para cualquier
H como arriba. Hemos dicho que en el capitulo 2 lo probamos

» cuando I' es (isomorfo a) S,, n = 3,4, 5, completando un resultado
en [AG2],

mientras que nuestro principal resultado del Capitulo 6, el Teorema 6.6 es
una respuesta positiva a esta conjetura

= cuando la trenza es de tipo estéandar.

En este capitulo también mostramos que las relaciones cudnticas de Se-
rre se satisfacen en un &dlgebra de Hopf trenzada con trenza estdndar y
calculamos los levantamientos de estas relaciones.

Los resultados de la tesis forman parte de diversos articulos. Los resul-
tados del Capitulo 3, que incluyen el Teorema 1, estan en

» Finite-dimensional pointed Hopf algebras over Sy.
Garcia, G. A. y Garcia Iglesias, A.
Israel Journal of Mathematics, por aparecer.
Disponible en arXiv:0904.2558v2.

Los resultados del Capitulo 4 se encuentran en

= Representations of pointed Hopf algebras over Ss.
Garcia Iglesias, A.
Revista de la Unién Matematica Argentina 51 (1) pp. 51-78 (2010).
Disponible en arXiv:0904.2558.

El capitulo 5, que incluye el Teorema 2, esté basado en resultados de

= Representations of the category of modules over pointed Hopf alge-
bras over Sz and Sj4.
Garcia Iglesias, A. y Mombelli, M.
Enviado.
Disponible en arXiv:1006.1857v1.

Finalmente, el Capitulo 6 trata sobre resultados en

= Pointed Hopf algebras with standard braiding are generated in degree
one.
Angiono, 1. y Garcia Iglesias, A.
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Contemporary Mathematics, por aparecer.
Disponible en arXiv:1004.3312v1.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo fijamos la notacién y recordamos los conceptos béasicos
que constituiran el lenguaje del trabajo.

1.1. Convenciones

Trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado y de carac-
teristica cero. Todos los espacios vectoriales, algebras y categorias seran
considerados sobre k.

Para cada N > 0, Gy denotara el conjunto de las raices N-ésimas pri-
mitivas de 1 en k. Fijamos i = /1. Dadon € Ny q € k, ¢ ¢ Up<j<nGj,
q # 0, denotamos

n n)g! - j
(), = g ot =L v =300

Si V' es un espacio vectorial y {z;};cs es una familia de elementos en V,
denotamos por k{z; };cr al subespacio vectorial generado por ella. Si V'y W
son dos k-espacios vectoriales denotamos por 7 a la aplicacién lineal “flip”,
T: VW = WV dada por T(v@w) =w®v para todov € V, w e W.

Sean G un grupo ﬁnlto G el conjunto de sus s representaciones irreduci-
bles. Sea G, = G/|G, G, Gab = Hom(G k*) C G. Denotamos por € € Gab
la representacién trivial. Si x € G y W es un G-moddulo, denotamos por
Wix] a la componente isotipica de tipo x, y por W, al G-médulo simple
correspondiente.

El grupo simétrico en n letras sera denotado por S,, y por O;l denotare-
mos a la clase de conjugacion de todos los j-ciclos en S,,.

Sea S = {x1,...,z,} una familia de n elementos. Denotamos por F =
k(z1,...,x,) al dlgebra libre generada por S. Si ry,...,r, son polinomios
en F, escribimos k(z1,...,2,|r1,...,mn) al dlgebra presentada por gene-
radores en S y relaciones en rq,...,7y,. Si A es un dlgebray S C A es un
subconjunto, denotaremos por (S) al ideal generado por S. Si S = {s}, de-
notamos (s) = ({s}). Para un algebra A, 4 M, respectivamente 4 M4, deno-
tard la categoria de los A-moddulos a izquierda, respectivamente bimdédulos,
de dimension finita.

Denotaremos por k[X] al anillo de polinomios en una variable con coe-
ficientes en el cuerpo k. Para n € N, [§] denotara el mayor entero menor o
igual a §

1.2. Representaciones de algebras

Sea B un anillo, M un B-médulo a izquierda.

1



2 1. PRELIMINARES

DEFINICION 1.1. Una cubierta proyectiva de M es un par (P(M), f) con
P = P(M) un B-médulo proyectivo y f : P — M un morfismo esencial,
esto es un morfismo suryectivo tal que para cada N C M submédulo propio,

F(N) # M.

No explicitaremos el mapa f de la definicién anterior cuando sea evi-
dente. Las cubiertas proyectivas son unicas salvo isomorfismos, y siempre
existen para k-dlgebras de dimensién finita, ver [CR, Seccién 6]. Mds atn,

(1.1) BB = P P(5)"™.
SeB
Sea B ahora una k-dlgebra de dimensién finita, B = {S1,...,S5,} una
lista completa de los B-mdédulos simples no isomorfos. Recordemos que B
se dice basica si dimS; =1, Vi=1,...,n.

DEFINICION 1.2. Se dice que B es

» de tipo de representacion finito si existen solo finitas clases de iso-
morfismo de médulos indescomponibles en g M,

» de tipo de representacion manso si B no es de tipo de representacién
finito y hay, para cada nimero d € N, finitos (B, k[X])-bimédulos
M, ..., M,, que son libres de rango finito como k[X]-mddulos y tal
que todos salvo un nimero finito de B-mddulos indescomponibles de
dimensién d contienen un B médulo de la forma M; @ k[X]/(X — ),
paraalgint=1,...,ngy A € k,

= de tipo de representacion salvaje si no es de ninguno de los anteriores.

Existen herramientas combinatorias para determinar el tipo de repre-
sentacion de un algebra. Por ejemplo, se introduce la siguiente definicién.

DEFINICION 1.3. El Ext-Carcaj (también Carcaj de Gabriel) de B es el
carcaj ExtQ(B) con vértices {1,...,n} y dim Extk(S;, S;) flechas desde el
vértice ¢ al vértice j.

Utilizaremos el hecho de que dados dos B-mddulos My, My existe un
isomorfismo de grupos abelianos

Exth (M, Ms) = {clases de equivalencia de extensiones M; por My},

donde el elemento 0 estd dado por la extension trivial My @ Mo.

Recordemos que dos algebras X e Y son Morita equivalentes si existe
una equivalencia de categorias x M =2 y M. B resulta equivalente Morita al
algebra basica kExtQ(B)/I(B), donde kExtQ(B) es el dlgebra de caminos
del carcaj ExtQ(B) y I(B) es un ideal contenido en el bi-ideal de caminos
de longitud mayor a 1.

DEFINICION 1.4. Dado un carcaj @ con vértices V. = {1,...,n}, su
diagrama de separacion es el grafo no orientado cuyo conjunto de vértices
es {1,...,n/,1” ...,n"} y una arista i'—j" para cada flecha i — j en Q.

Si B es un algebra, hablamos del diagrama de separacion de B para
hacer referencia al diagrama de separacién de su Ext-Carcaj.

TEOREMA 1.5. [ARS, Teorema X.2.6] Sea B un dlgebra de Artin con ra-
dical cuadrado cero. Entonces B es de tipo de representacion finito (manso)
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sty solo si su diagrama de separacion es una union disjunta de diagramas
de Dynkin finitos (afines). O

El siguiente lema es conocido por los matematicos trabajando en el area
de teoria de representaciones de algebras. Incluimos una prueba aqui por
completitud.

LEMA 1.6. Sea J el radical de B. Entonces ExtQ(B) = ExtQ(B/J?).

DEMOSTRACION. Primero, es inmediato que B= B/J?. Sea S,T € B.
Como cualquier B/J?-médulo es un B-médulo, tenemos Exti, / 2(8,T) €

Exth(S,T). Ahora, sea 0 — T < V — S — 0 un sucesién exacta de B-
modulos y sean z € V, aj,a0,€ J. Six € T C V, entonces a1z = 0 =
asa1x = 0. Six ¢ T, entonces 0 # z € V/T = S y asi a1 = 0, esto es
aix € T, y por lo tanto asai;x = 0. Asi, la sucesion de arriba en B — M da
lugar a una sucesién exacta en B/J? — M, lo que prueba el lema. U

1.2.1. Representaciones de kS,. En primer lugar, recordemos que
Sp, n > 3, tiene un representacién de dimensién uno no trivial, la llamada
representacion signo, dada por

p:S, =k, plo)=sgn(o), o €S,.

Ahora, S, actia en k™ permutando los vectores de la base estdandar
{e1,...,en}. El vector e = e + ... + e, es fijado por esta accién. El com-
plemento ortogonal, con respecto al producto interno canodnico, al espacio
generado por este vector, con la accién restringida de S,,, es la represen-
tacion estindar de Sy, esto es el médulo de Specht S~ 11 asociado a la
particiéon n = n — 1 + 1. La base canodnica para este espacio estd dada por
{v1,...,vn—1} para v; = ¢; — e,,. La accién en esta base estd dada por:

(i,i4+1)- Vj = V(ii+1)(5)s sit<n—1,

Vi — v, Sij<n

j n
(n_Ln)'Uj:{—v Sij—n7
n - 9

Esta representacién es fiel.

Si m > 4, existe otra representacién de S,, de dimensién (n — 1), que
es el modulo de Specht §21"7) o gn-11) @ §(1") a50ciado a la particién
n=2+1+---+41, donde S, el médulo asociado a la particién n =
1+ ---+ 1, es la representacién signo. Para este moédulo, fijamos la base
{w;},conw; =v; @z,i=1,...,n—1,si SO") =k{z}.

En el caso n = 3, la representacién estandar, la trivial y la signo son una
lista exhaustiva de los médulos simples sobre el algebra de grupo. En esta
caso, la representacion estdndar tiene dimensién 2. Si fijamos {v,w} como
su base canédnica, entonces esta representacion estda dada por las siguientes
matrices:

2= (9 5). =1 5) = (3 1)



4 1. PRELIMINARES

1.3. Racks y 2-cociclos
Nuestra referencia para las propiedades de racks serd [AG].

DEFINICION 1.7. Un rack es un par (X,r>), donde X es un conjunto no
vacio y > : X x X — X es una funcién, tal que ¢; =i>(-) : X — X es una
biyeccion para todo ¢ € X que satisface:

i>(ok)=(>G(>j)>(G>k), Vi, j ke X.

EJemMpPLOS 1.8. Los siguientes son ejemplos de racks

» Sea X un conjunto y definimos it>j = j, Vi, j € X. Entonces (X, >)
es un rack, conocido como el rack trivial.

» Sea G un grupo, g € G, y Oy la clase de conjugacién de g. Entonces,
si

rT>y= xyx_l,

(Og4,>>) es un rack.

= Seran de particular importancia en este trabajos los racks OF de
trasposiciones en S,, y el rack O} de 4-ciclos en Sy.

» Si (X,r>) es un rack, entonces el rack inverso (X!, >"1) [AFGV]
estidadopor X' =X yinlj=k sii>k=j, Vi jke XL
En efecto, notar que

i>T(>T k) =seirs=>""k
Sji>(i>s) =k

Mientras que

"Dpu=i"1k

1

Gt i k) =ue (i
si> (@i j)u) =k
s> li>u) =k
Sji>(ibu)=ksibu=i>s
S u=s,
ya que ¢;, ¢; son biyecciones.
Notar que los racks O y O3 en S4 no son isomorfos, ya que, para i € O3,
siempre tenemos que gbzz =id, y parai € O} Qﬁf = id, pero gbf # id.

DEFINICION 1.9. Un rack (X, >) se dice indescomponible si no puede ser
descompuesto como la unién disjunta de dos sub-racks. Se dice que es fiel si

¢; = ¢; sblo para i = j.

DEFINICION 1.10. Sea (X,r>) un rack. Un 2-cociclo ¢ : X x X — k¥,
(4,7) — gi; es una funcion tal que

Qi ok k = Qisjickik, Vi,J, k€ X.

EJEmPLOS 1.11.
» Sea (X, ) un rack, £ € k*. Un mapa ¢ : X x X — k* constante

q=¢&, i.e qr=¢& VorTeX

es un 2-cociclo.
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» [MS, Ex. 5.3] Sea (X,>) = Of. Un 2-cociclo estd dado por una
funcién x : X x X — k* definida como, si 7,0 € X, 7= (ij) y i < j:

1, sia(i) < o())
x(o,7) = {_17 si o(i) > o(j).

1.4. Algebras de Hopf

Desarrollaremos aqui algunos de los conceptos basicos de la teoria de
algebras de Hopf y otras estructuras relacionadas. Nos servimos para ello de
referencias como [Mo], [Kh2] y [Sc].

Introduciremos primero el concepto de codlgebra, que en muchos sentidos
es un concepto dual al de algebra (asociativa). Notemos que los axiomas
que definen a una k-algebra asociativa con unidad pueden codificarse en la
conmutatividad de los siguientes diagramas:

A A A" AgA A A
N
idgm m koA m Aok
AR A A \ /
m A
(Asociatividad) (Unidad)

donde u : K — A es un morfismo de anillos cuya imagen estd contenida en
el centrode A ym: A® A — A es la multiplicacién. Notar que la unidad
en A estd dada por 14 = u(1g).

Podemos entonces dualizar esta nocién y obtener la siguiente definicién.

DEFINICION 1.12. Una k-codlgebra coasociativa con counidad es un k-
espacio vectorial no nulo C' dotado de dos aplicaciones lineales, la comulti-
plicacion o coproducto A : C' — C® C y la counidad € : C — k tales que los
siguientes diagramas conmutan:

C A C®C / C \
A ARid k ® C A C ® k
Y@k Aj
cC®C YN CRCxC R Yo
Coasociatividad Counidad

Diremos que C' es coconmutativa si 7o A = A en C.

DEFINICION 1.13. Sean C' y D dos coélgebras con comultiplicacién Ag
y Ap y counidad €c y €p respectivamente.



6 1. PRELIMINARES

(¢) Una aplicacién lineal f : C' — D es un morfismo de codlgebras si

Apof=(f®f)Acyec=¢€pof.
(#7) Un subespacio I C C es un coideal si A(I) CIC+C®I1y
ec(I) =0.

Con esta definicién es claro que I es un coideal de C' si y sélo si el
k-espacio vectorial C'/I es una coalgebra con la comultiplicacién inducida
de A¢. Notar que, al ser e un morfismo de codlgebras, se sigue que el
subespacio CT = Kere C C es un coideal de C.

EJEMPLO 1.14. Sea X un conjunto. Entonces
E{X} = {Z agez| ag € k, ag # 0 para finitos =}
zeX
es una codlgebra coconmutativa. Su estructura estd determinada por

Aley) =e, ®e, vy eleg) =1, para todo z € X.

EjempLO 1.15. Si (A, m,u) es un algebra de dimensién finita, usando
la identificacién canénica (A ® A)* = A* @ A*, A* resulta ser una coalgebra
con comultiplicacién m* y counidad u*. Explicitamente,

m*(f)a®b) = f(ab),  u*(f)=f(Q1), VfeA, abeA

Para trabajar con codlgebras usaremos la notacion sigma de Sweedler: si
c es un elemento de una codlgebra (C, A, €), notaremos al elemento A(c) =
>0 @b € C®C de la siguiente forma

Ac) = C(1) @ C(2)-
Por ejemplo, el axioma de coasociatividad de C' dado por (A®id)o A =
(id ®A) o A, se puede expresar como
(cay) ) ® (e @) @ ce) = ca) @ (c@)a) @ (c@))@) = ca) @ @) @ @),
para todo ¢ € C'. Méas auin, generalmente omitiremos los paréntesis de los
subindices, teniendo entonces
Ac) =1 ® ca.

DEFINICION 1.16. Sea C una k-coélgebra. Un C-comddulo a derecha es
un k-espacio vectorial M dotado de un morfismo lineal p : M — M ® C tal
que los siguientes diagramas conmutan

M 4 M®C M P ~MeC.
p pRid ~ id ®e
M®CTAC>M®C®C M@k

Andlogamente se define un C-comédulo a izquierda. Las categorias de
C-comédulos a derecha y a izquierda se denotardn por My €M respecti-
vamente. Un bicomédulo M es un comédulo a izquierda y a derecha tal que
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los morfismos de estructura son compatibles. Esto es, si 67, y 0z denotan las
coacciones a izquierda y a derecha respectivamente, entonces
(id®dR)or, = (61 ®id)dR.
También usaremos la notacién sigma de Sweedler para comddulos: si M

es un C-comédulo a derecha, entonces escribimos

p(m) =mgy @muy € M ®@C para todo m € M.
Anidlogamente, si M es un C-comdédulo a izquierda con morfismo de estruc-
tura A : M — C' ® M entonces escribimos

A(m) =m_y@my € Co® M para todo m € M.

EJeEMPLO 1.17. Sea C' = kG, G un grupo. Entonces M es un C-comédulo
(a derecha) si y s6lo si M es un espacio vectorial G-graduado, esto es M =
@ M,. En efecto, dado m € M, p(m) = > mgy® g, para (finitos) my € M.
geG

Se sigue de los axiomas que definen a la coaccién p que (mgy), = dg nmy
y por lo tanto p(mgy) = my ® g. Si My = {mg : m € M}, esto muestra
que la suma es directa. Por otra parte de los mismo axiomas se sigue que
> mg = m y por lo tanto vale una implicacién. La reciproca es inmediata,
tomando p(m) = m ® g, para cada m € M,.

Sean M y N dos C-comédulos a derecha con morfismos de estructura
pMm Y pn respectivamente. Una aplicacién lineal f : M — N es un morfismo
de C-comddulos a derecha si py o f = (f ®1id) o pyy.

DEFINICION 1.18. Sean C una coélgebra y M un C-comdédulo a derecha.
Se define el conjunto de coinvariantes de C' en M por
MY ={me M| p(m) =m®1}.
Andlogamente, si M es un C-comédulo a izquierda, se define el conjunto
de coinvariantes de C' en M por
©CONM = {m e M| A\(m) =1®m}.
DEFINICION 1.19. Sea C una codlgebra.
(i) El conjunto de elementos de grupezcos de C' es el conjunto
GC)={ceClc#0y Alc) =c® c}.
(17) Sean a, b € G(C). El conjunto de elementos (a, b)-casi-primitivos de
C se define como
Ppy={ceClAlc)=a®@c+c®b};
en particular, k(a — b) C P, y escribimos Py, = k(a — b) @ Pé’b. A
los elementos en P 1(H) se los denomina elementos primitivos.

Diremos que una coalgebra C' es simple si no posee subcodlgebras propias
y diremos que es cosemisimple si es suma directa de subcodlgebras simples.

DEFINICION 1.20. El corradical de C es la suma de todas las subcoélge-
bras simples de C' y se denota por Cj.

DEFINICION 1.21. Si todas las subcodlgebras simples de C' tienen dimen-
sién uno, entonces C' se dice punteada y se tiene que Cy = k{G(C)}.
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DEFINICION 1.22. Si C es el corradical de C, entonces se define recur-
sivamente C,, para n > 1 como:

C,=AC®C, 1+Cyx0).
Esta filtracion recibe el nombre de filtracion corradical de C.

Una familia de subespacios {C), }nen de C es una filtracion de codlgebras
si

(1) Cn C Chg1y C = UpenCh.
(1) A(Cp) C Y0 Ci @ Chy.

La filtracién corradical {Cy,}nen es una familia de subcodlgebras de C
que da una filtracién de codlgebras, ver [Mo, Cap. 5], [S, Cap. IX].

El siguiente teorema, debido a Taft y Wilson [TW], estd intrinsecamente
relacionado con los métodos de clasificacién de algebras de Hopf punteadas,
ver 2.6.

TEOREMA 1.23. [Mo, Teorema 5.4.1] Sea C una codlgebra punteada,
con G = G(C). Entonces

L Ci=kGa( @ P,(C)).
g,heG

2. Todo x € Cp, n > 1, puede escribirse como x = Y. xgp, con
g,heG

A(l'g,h) =Tgh &g+ h & ZTgn + Cn—1® Cp_1.

DEFINICION 1.24. Una codlgebra C se dice graduada si C = @,~,C"
como espacios vectoriales y A(CY) C D itk=j C' ® C*. Se dice que C' es
corradicalmente graduada si la filtracién corradical de C' coincide con la
filtracion asociada a su graduacion.

DEFINICION 1.25. Sean C una coalgebra y A un algebra. El conjunto
Homy (C, A) tiene una estructura de dlgebra con el producto de convolucion
dado por

(f *g)(c) = flew))glee)) para todo f, g € Homy(C, A), c € C.
En particular, esto dota a C* = Homy(C,k) de una estructura de élgebra.

DEFINICION 1.26. Una 5-upla (B,m,u,A,€) se dice una bidlgebra si
(B, m,u) es un algebra, (B, A, €) es una coélgebra y se cumple alguna de las
siguientes condiciones equivalentes:

(i) Ay e son morfismos de algebras.
(74) m y u son morfismos de codlgebras.

Como es de esperar, una aplicacién f : B — B' entre bidlgebras es un
morfismo de bidlgebras si f es un morfismo de algebras y un morfismos de
codlgebras. Un subespacio I C B es un bi-ideal si es un ideal biladtero y un
coideal. Al igual que antes, I es un bi-ideal de una bidlgebra B si y sdlo si el
k-espacio vectorial B/I es una bidlgebra con las operaciones inducidas por
el cociente.
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OBSERVACION 1.27. Si B es una bidlgebra y M, N son B-mddulos,
entonces el espacio vectorial M ® N es nuevamente un B-médulo, via la
accion diagonal - dada por la comultiplicacion:

b-(m®n)=A0b)(m&®n)=bm®&bmn, YmeMmnecN,be B.

EJEMPLO 1.28. Sea O(M,(k)) = k[X;;| 1 < 4,5 < n] el édlgebra de
funciones polinomiales en la matrices de n x n. Como algebra, O(M,,(k)) es
simplemente el anillo conmutativo de polinomios en n? variables. O(M,,(k))

admite una estructura de coalgebra con la comultiplicacién y la counidad
determinada por sus valores en los generadores del algebra {X;}<i j<n:

n
A(XZ]) = ZXM & X@j, y E(Xij) = 5ij; para todo 1 <i,5 < n.
/=1
DEFINICION 1.29. Sea (H,m,u, A, €) una bidlgebra. Decimos que H es
un dlgebra de Hopf si existe un elemento S € Homy(H, H) que es la inversa
de la identidad idyg con respecto al producto de convolucién. Es decir, S
debe satisfacer las igualdades

S(h(l))h(g) =e(h)ly = h(l)S(h(Q)) para todo h € H.
Tal S recibe el nombre de antipoda de H.
Si H es un algebra de Hopf, la antipoda S resulta ser un morfismo lineal
antimultiplicativo y anticomultiplicativo, esto es
S(hk) = S(k)S(h), v A(S(h)) =S(hg)) ®@S(hwy), YhkeH.

Una aplicacién f : H — K entre dos algebras de Hopf es un morfismo
de dlgebras de Hopf si f es un morfismo de bidlgebras. Necesariamente, esto
implica la compatibilidad f(Sg(h)) = Sk (f(h)) para todo h € H.

OBSERVACION 1.30. Si H es un &lgebra de Hopf y M es un H-mdédulo,
entonces el espacio vectorial M* es nuevamente un H-mddulo, con la accién
traspuesta - dada por la antipoda S:

(h- f)(m)= f(S(h)ym), VheH,fe M mec M.

Un subespacio I de H es un ideal de Hopf si I es un bi-ideal y S(I) C I.
Claramente, I C H es un ideal de Hopf si y sélo si el espacio vectorial
cociente H/I es un &lgebra de Hopf. Por ejemplo, el coideal HT = Kere es
un ideal de Hopf de H y se denomina el ideal de aumentacion de H.

EJempLO 1.31. Sea (H,m,u, A, ¢,S) un élgebra de Hopf. Consideremos

H°P el dlgebra con la multiplicaciéon opuesta y H®P la codlgebra con la
comultiplicacién opuesta, esto es,

A®P(h) = hey ® hq) para todo h € H.
Si S es biyectiva (por ejemplo, si H es de dimensién finita), se tiene que
(HP,m°P u,A,e,S7) y (H®P, m,u, AP, e, S~1) son algebras de Hopf.

EJempLO 1.32. Si (H,m,u,A,¢e,S) un élgebra de Hopf de dimensién
finita, entonces H* es un algebra de Hopf. Es una bidlgebra con el producto
dado por la la convolucién y la comultiplicacion m* del Ejemplo 1.15. Por
su parte, la antipoda &* esta dada por:

S*(f)(h) = (ST (h)), feH", heH.
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EJEMPLO 1.33. Sea G un grupo. Entonces el dlgebra de grupo k[G] es
un algebra de Hopf con la antipoda determinada por

S(ey) = €41, para todo g € G.

EJEMPLO 1.34. Sean g un &lgebra de Lie y U(g) su algebra envolvente
universal. Entonces U(g) es un élgebra de Hopf con la estructura determi-
nada por

Alr) =z@1+1®x, e(z) =0, S(z) =—x para todo x € g.
EJEMPLO 1.35. Sea N > 2 un numero entero y sea ¢ € k una raiz
N-ésima primitiva de la unidad. El dlgebra de Taft T(q) es la k-dlgebra
T(q) =k{g.x|g" = 1,2 =0, 92 = qug)
T'(q) posee una estructura de dlgebra de Hopf determinada por
Ag=9g®y, Ar=z®1+g®x,
T'(q) es un algebra de Hopf tal que G(T'(¢)) = (g) ~Z/(N).
DEFINICION 1.36. Un algebra de Hopf se dice punteada si la codlgebra
subyacente lo es.

Sea G un grupo. Si H es punteada y G(H) = G, decimos que H es
punteada sobre G.

EJEMPLO 1.37. Las dlgebras de Hopf k[G], U(g) y T'(¢) de los Ejemplos
1.33, 1.34 y 1.35 son punteadas.

OBSERVACION 1.38. Usando la dualidad entre dlgebras y codlgebras del
Ejemplo 1.15 y la Definicién 1.25, se puede ver que un &dlgebra de Hopf H
de dimensién finita es punteada si y sélo si todos los H*-médulos simples
tienen dimension uno, es decir, si y s6lo si H* es un algebra baésica.

Sea H un &lgebra de Hopf de dimensién finita. Entonces H actia en H*
a izquierda y a derecha por
—~H®H"— H*, <h—azx>=<a,zh>,
~H*"®H— H*, <a+—h,x>=<a,hx >,

para todo h, x € H, a € H*. Andlogamente, H* actia en H a izquierda y
a derecha por

—~: H*® H — H, B — h=hB(ha),
+:HeH* — H, h — B = B(h@))h2),
paratodo f € H*y h e H.

Terminamos la seccién con la siguiente definicién, que serd citada en el
trabajo. Recordemos que denotamos por 7 al flip usual.

DEFINICION 1.39. Un é&lgebra de Hopf H se dice casi coconmutativa si
la antipoda de H es biyectiva y existe un elemento invertible R € H ® H
tal que, para cada h € H,

7(A(h)) = RA(R)R™.
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H se dice cuasitriangular si ademaés
(A ®id)R = Ri3Ra3,
(id®A)R = Ri3R12.
H es triangular si 7(R) = R~

Ver [Mo, Chapter 10] para mds precisiones y ejemplos acerca de este
concepto.

1.5. Extensiones de Hopf Galois
Referimos al lector a [Bi] para los resultados de esta seccién.
1.5.1. Comddulo algebras.

DEFINICION 1.40. Si H es un algebra de Hopf, una comddulo dlgebra (a
izquierda) es un algebra A que es a su vez un comédulo a izquierda sobre
H y tal que la correspondiente coaccion A : A - H ® A es un morfismo de
algebras.

EJEMPLO 1.41. Sea A una kG-comddulo algebra a izquierda, G un grupo.
Del Ejemplo 1.17 sabemos que A = @4cqAy es un espacio vectorial G-
graduado y que si agz € Ay, entonces A(ay) = g ® ag. Luego A(agbp)) =
gh ® ag4by, para todo g,h € Gy 1 € A;. Asi A es un algebra G-graduada.

DEFINICION 1.42. Una subalgebra B C H se dice subalgebra coideal si
AB) € H® B.

Si A es una H-comdédulo dlgebra via A : A — H ® A, diremos que un
ideal (a derecha) J es H-coestable si A\(J) C H ® J.

Decimos que A es H-simple (a derecha), si no tiene ideales (a derecha)
H-coestables no triviales.

En particular, si B C H es una subdlgebra coideal entonces B es H-
simple [M1, Proposition 1.6].

DEFINICION 1.43. Si (A, \) es un H-comddulo, la filtracién corradical en
H induce una filtracién en A, dada por A, = \"!(H,®A). Esta filtracién
se conoce como la serie de Loewy en A.

Si A es una comédulo algebra, el dlgebra graduada asociada gr A es una
gr H-comédulo dlgebra. Mas aun, se tiene que el dlgebra A es H-simple a
derecha si y sélo si gr A es gr H-simple a derecha, [M1, Corollary 4.5].

DEFINICION 1.44. Si H = @ H' es a corradicalmente graduada de-
cimos que una subdlgebra coideal a izquierda K C H es homogénea si
K = @ K' es graduada como &lgebra, y para todo n, K® C H" y A(K™) C
D, H'®K" . K se dice coneza si KN HY =k.

1.5.2. Objetos de Hopf-Galois. Si A es una H-comdédulo algebra,
el espacio de coinvariantes C' = “# A resulta una subélgebra de A.

DEFINICION 1.45. A se dice una extensién H-Galois a izquierda (de C')
si la aplicacién canénica

can: A0c A Ho Ao AN He A



12 1. PRELIMINARES

es una biyeccién.

Una extensién H-Galois de k se dice un objeto de Galois.

Si L es otra dlgebra de Hopf y A es una extensién L-Galois a derecha, de
manera tal que A es una bicomédulo algebra y C' = “°H A = AL entonces
se dice que A es una extensién (H, L)-biGalois de C. A se dice un objeto
(H, L)-biGalois si C' = k.

EJEMPLOS 1.46.

1. H, vista como comddulo algebra via la multiplicaciéon es un objeto
(H, H)-biGalois.

2. Hemos visto que una comddulo algebra A sobre kG es un algebra G-
graduada. A es una extension de Galois sobre kG si A es un algebra
fuertemente graduada (i. e. AgAy = Agy, Vg,h € G).

DEFINICION 1.47. [D] Un 2-cociclo en H es una mapa lineal invertible
para la convolucién ¢ : H ® H — k que satisface

o(z),y1))o(@@)¥ @), 2) = o (y), 21)) o (2, Y(2) 2(2))
y o(x,1) = o(1,2) = e(z), para cada z,y,z € H. El conjunto de 2-cociclos
en H se denota por Z2(H). Cuando H = k[G] es un &lgebra de grupo, es
facil ver que Z2%(k[G]) ~ Z*(G, k*). Notar no obstante que en general no hay
una estructura natural de grupo en Z2(H).

Si o es un 2-cociclo, su inversa para la convolucién, denotada o', sa-

tisface

o wmyyay, 2)o (@@, ye) = o (@ ya)2m)o Ye), 2@)
y o (z,1) = 07(1,2) = ¢(x), para cada z,y,2 € H.

DEFINICION 1.48. Dado un 2-cociclo o, se define el dlgebra ,H. Como
espacio vectorial, ,H = H y el producto se define como:

z-y=o(xu),yn))reye, 2YyE<H.
+H es un &lgebra asociativa con 1 como unidad por la condicién de cociclo.
En particular, si I' es un grupo y ¢ € Z%(I',k*) es un 2-cociclo el dlgebra
de grupo torcida es el dlgebra generada por el conjunto {e, : g € I'} y
relaciones egep, = ¢(g, h)egh.

EJEMPLO 1.49. Si H es un algebra de Hopf y o es un 2-cociclo, ,H es
una H-comddulo dlgebra a derecha con A : ;H — ;H ® H como coaccion.
Mas aun, es un H-objeto de Galois a derecha.

1.5.3. Objetos de Hopf-Galois hendidos. Una clase importante
de objetos de Hopf-Galois son los denominados hendidos.

OBSERVACION 1.50. En inglés, el término para designar a los objetos
hendidos es cleft. Asi, se habla de, por ejemplo, left cleft Hopf-Galois object
o right cleft Hopf-Galois object. Para simplificar la notacién, y evitar la
cacofonia en el primer caso, se podria utilizar el adjetivo cleft sélo para los
objetos hendidos a izquierda e introducir el término cright, para los hendidos
a derecha.

Recordamos a continuacion algunos resultados basicos sobre estos obje-
tos.
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TEOREMA 1.51. [BM, DT| Sea H un dlgebra de Hopf y sea A un objeto
H-Galois a derecha. Son equivalentes:

1. eviste 0 € Z*(H) tal que A = ,H como comddulo dlgebras a iz-
quierda.

2. A= H como H-comddulos a izquierda.

3. Existe un mapa H-colineal mapa invertible para la convolucion ¢ :
H— A

Un objeto H-Galois se dice hendido si satisface alguna de las condiciones
enumeradas arriba.

Existen clases de dlgebras de Hopf que son naturalmente hendidas.

TEOREMA 1.52. [CK, G] Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita
o punteada. Entonces cualquier objeto H-Galois es hendido.

1.5.4. El teorema de Schauenburg. El siguiente resultado, rele-
vante en si mismo, es también una de las principales motivaciones para el
estudio de objetos de Hopf-Galois.

TEOREMA 1.53. [Sch2| Sean H, L dos dlgebras de Hopf. Son equivalen-
tes

1. Ezxiste una equivalencia k-lineal de categorias monoidales
Comod(H) =® Comod(L)
2. Existe un objeto (H, L)-biGalois.

1.6. Categorias abelianas y tensoriales

Recordaremos aqui algunas nociones como la de categoria abeliana y
categoria tensorial. Escribiremos estos conceptos en toda su generalidad, si-
guiendo [ML], pero en la practica nuestras categorias abelianas y tensoriales
serdn del tipo 4 M, gM, con A un dlgebra, H un algebra de Hopf.

Dada una categoria C, denotamos por C(a, b) al conjunto de flechas entre
dos objetos a, b, € C.

Comenzamos recordando los siguientes conceptos bésicos.

1. Una flecha m : a — b en C es mdnica si para cualquier par de flechas
fi, fo : d — a tales que mf; = mfs se cumple que fi = fo. Una
flecha h : a — b es epi si para cualquier par de flechas g1,¢92 : b — ¢
tales que g1h = goh se cumple que g1 = gs.

2. Un objeto t € C es terminal (respectivamente inicial) si a cada objeto

a € C existe una unica flecha a — t (respectivamente ¢t — a).

Un objeto nulo en C es un objeto que es a la vez terminal y final.

4. Supongamos que C tiene un objeto nulo. Un niicleo de una flecha f :
a — b es un ecualizador de las flechas 0, f : a = b. Explicitamente,
k:s—aeunnicleode f:a —>bsi fk =0ytodah:c—a
tal que fh = 0 se factoriza a través de k, es decir existe ' : ¢ — s
tal que h = kh/. Andlogamente, un contcleo de f : a — b es una
flecha u : b — e tal que uf = 0 y tal que toda flecha h : b — ¢ tal
que hf = 0 se factoriza a través de u a través de una tnica flecha
h:e—ec.

w
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Para introducir el concepto de categoria abeliana, necesitamos antes
recordar otros conceptos relacionados.

DEFINICION 1.54. Una categoria C es una Ab-categoria si para cada par
de objetos a,b € C se cumple que C(a,b) es un grupo abeliano (aditivo) tal
que la composicién de flechas es bilineal con respecto a la suma.

C se dice Ab-categoria sobre k, o k-lineal, si C(a, b) es un espacio vectorial
sobre k y la composicién de flechas es k-bilineal.

DEFINICION 1.55. Una Ab-categoria C se dice aditiva si

= C tiene objeto nulo,
= C tiene biproductos binarios, esto es, para cada par de objetos a,b

de C, existe un diagrama
p1 P2
a c b
—_— -
i in

con flechas p1, pa, i1, iz tales que p1i1 = 1g, p2iz = 1y, i1p1+iop2 = 1.
DEFINICION 1.56. Una categoria Abeliana C es una categorfa aditiva tal
que las siguientes condiciones son satisfechas
= Toda flecha en C tiene ntcleo y contcleo.
= Toda flecha moénica es un ntcleo, y todo epi es un contcleo.

EJEMPLO 1.57. Sea A una k-algebra. Entonces C = 4 M es una categoria
abeliana con los nicleos y conticleos habituales. Mas ain, C es una categoria
abeliana k-lineal.

Terminamos esta seccién con las definiciones de categoria monoidal y
tensorial.

DEFINICION 1.58. Una categoria monoidal es una coleccién de datos
(C,®,1,a,\, p) donde C es una categoria, ® : C x C — C es un bifuntor,
1€0bj(C)y

ayv,w (U®V)®W—>U®(V®W)
pr U1 —-U, Ag:1U —=U
son isomorfismos naturales que satisfacen los siguientes axiomas:
1. Identidad del pentdgono: Dados V; € Obj(C) (i = 1,2, 3,4), tenemos

(idi ®a234)1,234(v1,2,3 ®ids) = @1,2,34012,3 4.
2. Identidad del tridngulo: Dados Vi, V5 € Obj(C), vale
p®Rid = (id ®)\)a1,1,2.

Una categoria monoidal se dice aditiva si la categoria subyacente C es aditiva
y, ademas, ® es bilineal en los espacios de morfismos.

Dado un objeto X en una categoria monoidal C un dual a derecha de X
es un objeto X* dotado de morfismos evy : X*® X — 1,y coevy : 1 —
X — X*, tales que las composiciones tal que

/\;<I(COGVX ®id)ax7x*7x(id®eVX)7"X =idx vy

p)_(1 (id®coevX)a;(£,X7X*(eVX ®id)Ax+ = idx+ .



1.6. CATEGORIAS ABELIANAS Y TENSORIALES 15

Los morfismos ev y coev se denominan la evaluacién y la coevaluacion,
respectivamente. Andlogamente se define dual a izquierda.

DEFINICION 1.59. Una categoria monoidal C se dice rigida si todo objeto
posee duales a derecha e izquierda.

DEFINICION 1.60. Una categoria tensorial es una categoria abeliana k-
lineal monoidal y rigida tal que sus funtores de estructura son k-lineales.

EJEMPLOS 1.61.

1. La categoria de espacios vectoriales de dimensién finita sobre k es
una categoria tensorial, con los funtores de estructura usuales.

2. Si A es un algebra C = 4 M4 es monoidal, son el producto dado
por ®4. Si A es semisimple, la categoria de bimédulos de dimensién
finita es tensorial.

3. Sea H un élgebra de Hopf y sea C = g M la categoria de médulos
de dimensién finita sobre H. Entonces C es tensorial. Los funtores
de estructura se detallan a continuacién:

= C es una categoria abeliana k-lineal con objeto nulo, ntcleos y
contcleos usuales.

= El objeto 1 de C estd dado por el cuerpo de base k que es un
H-moédulo via la counidad e.

» El bifuntor ® : C xC — C es el producto tensorial usual (sobre k)
y la estructura de H-médulo estd dada por la comultiplicacién
de H.

= Si V €, los duales a derecha e izquierda de V' coinciden con el
dual lineal, y la estructura de H-mdédulo en V* estd dada por

(h-f)(v) = f(S(h) -v), heH, veV, feV"

Cuando consideremos a M como categoria tensorial, la deno-
taremos por Rep(H).

Necesitaremos, en ciertas partes del trabajo, la nocién adicional de cate-
goria monoidal trenzada. La introducimos a continuacién, y remarcamos que
el caso de nuestro interés serd siempre el tratado en el ejemplo subsiguiente.

DEFINICION 1.62. Una categoria monoidal C es trenzada si existe una
familia de isomorfismos naturales c,; : @ ® b — b ® a para cada par de
objetos a,b € C sujetos a los “axiomas del hexagono”:

ap.c,aCa,b@cla,b,c = (1db ®ca,c)ab,a,c(ca,b & ldc)

a;ibca@b’ca;ac = (Cac® idb)ofi’b(ida RCpc)-

a,

para todos los objetos a, b, c de C. C se dice simétrica si ademas se satisface
la relacion ¢ q = c;é para todo a,b € C.

Dada una categoria tensorial C, un dlgebra (R, u,v) en C es un objeto
R € C junto con morfismos ¢ € C(R® R,R) y v € C(1,R) tales que los
axiomas de asociatividad y unidad usuales se satisfacen. Andlogamente se
define la nocién de codlgebra en C.

Si C es una categoria trenzada y R es un algebra en C, entonces se
puede dar una estructura de algebra al producto R ® R. En este caso, la
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multiplicaciéon (R® R) x (R ® R) - R® R se define como

(r®@s,t®u) |—>Zrti®siu, con c¢(s®t) :Zt,-@si.
j i

)

Eso permite definir bidlgebras y dlgebras de Hopf (trenzadas) en C.

EJEMPLOS 1.63.

1. La categoria de espacios vectoriales es una categoria simétrica, con
la trenza dada por el flip 7.

2. Si H es un algebra de Hopf cuasitriangular, entonces M es tren-
zada.

3. Si H es un algebra de Hopf con antipoda biyectiva, entonces gyD
es una categoria tensorial trenzada (ver Seccién 1.7 a continuacion).

1.7. Mobdulos de Yetter Drinfeld

En esta seccién introducimos una categoria que estara presente en di-
versas partes del trabajo y que provee un ejemplo de categoria tensorial
trenzada (rigida).

DEFINICION 1.64. La categorfa de médulos de Yetter-Drinfeld (a izquier-
da) sobre H, gyD se define como sigue: M es un objeto de gyD siy solo si
existe una accién - tal que (M, -) es un H-médulo (a izquierda) y una coac-
cién § tal que (M, ) es un H-comédulo (a izquierda), sujetas a la siguiente
condicion de compatibilidad:

5(hm) = hlm_ls(hg) ® ho-mg, Vm e M,h € H,

donde 6(m) = m_1 ® mg. Si G es un grupo finito y H = kG, escribimos
g)}D en lugar de gyp.

Sea H un algebra de Hopf. La categoria gyD es tensorial, con el pro-
ducto dado por el producto tensorial sobre el cuerpo k. Si M, N € g)}D
entonces M @ N € g)ﬂ) con la accion diagonal y la coaccion

d(men)= m—1)n-1) ® M) @ np) € H® M ® N.

Si la antipoda de H es biyectiva (en particular, si H = kG), la categoria
gyD es rigida (ver 1.6). Explicitamente, sea M € gyD con base lineal
{ei}_, y base dual {e'}? ;. Su dual (a derecha) M* es el k-espacio vectorial
dual de M con accién y coaccién dadas por:

(h- f)(m) = f(S(hym),  finy® foy = DS (e 1) @ fllei) o)
i=1

para f € M*, m € M. El dual a izquierda *M se define de manera anéloga,
intercambiando los roles de S y S~!. Cuando H = kG, *M = M*.

Miés ain, HYD es una categorfa trenzada (ver 1.6). Si M, N € HyD
entonces una trenza esta dada por

c(m®n) =m_y -n®@mg, meM, neN.
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DEFINICION 1.65. Si R es una algebra de Hopf trenzada en gyD se
define el biproducto de Radford o bosonizacién R#H como la siguiente
algebra de Hopf. R#H = R ® H como espacio vectorial, mientras que el
producto y el coproducto estan dados, respectivamente, por

(r#h)(r'#h") = r(hy - ") F#hal,
A(r#th) = (r'#r® Cyhi) © (% o) #ha),

para r,7" € R, h,h € H y donde A(h) = h(;) ® h(y) es el coproducto de H,
Ag(r) = r' @ r? es el coproducto (trenzado) de R, 6(r) = r(_1) @ (g es la
coaccién del médulo de Yetter-Drinfeld R y - denota la accién.

Referimos a [AS3] para mds precisiones y propiedades al respecto de
estas algebras de Hopf trenzadas.

Necesitaremos la siguiente definicién, que incluimos aqui por razones que
quedaran claras en el teorema que le sigue.

DEFINICION 1.66. Un bimddulo de Hopf sobre un élgebra de Hopf H es
un bimoédulo y un bicomdédulo tal que las coacciones a izquierda y derecha
son mapas de bimoédulos.

La categoria de bimédulos de Hopf es denotada por g/\/lg

El siguiente teorema determina la estructura de los bimédulos de Hopf.

TEOREMA 1.67. [Schl, Theorem 5.7][W] La categoria de bimodulos de
Hopf f]./\/lg es equivalente a la categoria de mddulos de Yetter Drinfeld

2yD.

La equivalencia estd dada por:

BME 5 (M, —,~—,0,,065) — (©HM,=,5) € Hyp
HYD 3 (N,%,A) = (N@Hp,<9\p) € gMp

donde denotamos por:

m — < las acciones a izquierda y derecha de H sobre el bimdodulo M,

» 61, Or las coacciones a izquierda y derecha de H sobre el bicomddulo
M,

» = la accion (a izquierda) de H sobre M dada por la conjugacion:

h=m=hy —m+~ S(h), Yhe Hme M,

= %, respectivamente X la accion, respectivamente la coaccion, H sobre
el médulo de Yetter Drinfeld N,
= > [a accion diagonal de H sobre N ® H:

ho(n@k)=hi —n®hsk, VhkeHneN,

= J la accion de H sobre N ® H por multiplicacion a derecha en el
sequndo tensorando,

= p la coaccion de H sobre N @ H por comultiplicacion en el sequndo
tensorando.
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1.8. Representaciones de categorias tensoriales

Para los resultados y definiciones bésicas de esta parte referimos a [EO1],
[01].

DEFINICION 1.68. Dada C = (C,®, a, 1) una categoria tensorial, una ca-
tegoria modulo sobre C o una representacion de C es una categoria Abeliana
M equipada con un bifuntor exacto ® : C x M — M junto con isomorfismos
naturales myyy : (X ®@Y)9M - X @ (Y @M), ly : 1@ M — M que
satisfacen los siguientes axiomas de asociatividad y unidad:

myy,zemMxey,zm = (dx @my,zm)mx yezm(axy,z®idy)
(idX @BM)mXJ,M = px®idM .
EJeMPLOS 1.69. Los siguientes son ejemplos de categorias médulo.

1. Si (C,®,1) es una categoria tensorial, entonces C es una categoria
modulo sobre si misma via ®.

2. Si H es un &lgebra de Hopf y A : A - H®A es una H-comddulo
algebra a izquierda, entonces la categoria de A-médulos a izquier-
da de dimensién finita, 4M es una representacion de Rep(H) ver
Ejemplos 1.61. La accién ® : Rep(H) x 4M — 4 M estd dada por
VM = V&M para cada V € Rep(H), M € 4M. La estructura de
A-médulo en VM estd dada por la coaccién .

Asumiremos que todas las categorias mddulo tienen una cantidad finita
de clases de isomorfismo de objetos simples. Una categoria tensorial C se
dice finita si existen sélo finitas clases de isomorfismo de objetos simples, los
espacios C(—, —) son de dimensién finita sobre k y todo objeto es de longitud
finita y tiene cubierta proyectiva.

Una categoria médulo es indescomponible si no es equivalente a la suma
directa de dos categorias modulo no triviales. Una categoria médulo M
sobre una categoria tensorial finita C es exacta [EO1] si para cada objeto
proyectivo P € C y cada M € M, el objeto P® M es nuevamente proyectivo
en M.

Si M es una categoria modulo exacta sobre C entonces la categoria
dual C}, = Hom¢(M, M), [EO1], es una categoria tensorial finita. Existe
una correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases de equivalencia de
categorias médulo exactas sobre C y sobre C},, ver [EO1, Teorema 3.33].
En particular, esto implica que para cualquier dlgebra de Hopf de dimension
finita hay una correspondencia biyectiva entre las clases de equivalencia de
las categorias médulo exactas sobre Rep(H) y Rep(H™).

1.9. Categorias médulo sobre algebras de Hopf punteadas

Estamos interesados en las categorias médulo exactas indescomponibles
sobre la categoria de representaciones de un algebra de Hopf de dimensién
finita.

Hemos visto en los Ejemplos 1.69 que las comdédulo algebras sobre un
algebra de Hopf H determinan una representacién de Rep(H ). Reciproca-
mente, si M es una representacién exacta indescomponible sobre Rep(H )
entonces existe una H-comédulo dlgebra a izquierda A H-simple a derecha
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con coinvariantes triviales tal que M ~ 4 M como médulos sobre Rep(H),
[AM, Theorem 3.3].

Si A, A’ son dos H-comédulo algebras a izquierda H-simples a derecha
tales que las categorias 4 M, 4M son equivalentes como representaciones
sobre Rep(H ), entonces existe una contexto Morita equivariante (P, Q, f, g).
Esto es, si U = gr H, objetos P € Z,MA, Q € %MA/ e isomorfismos de
bimddulos f: P4 Q — A 'y g: Q4 P — A tales que A" ~ End4(P)
como comdédulo algebras. La estructura de comddulo en End 4(P) estd dada
por \(T') = T(,l) & T(O), donde
(1.2) (o, T(—1y) T(0y(p) = (@, T(po)~18~ " (p-1)) T (po)o,
para cada « € H*, T' € Endp(P), p € P. Ver [AM] para més detalles.

Sean GG un grupo finito y H un algebra de Hopf punteada de dimensién
finita con corradical kG. Supongamos que U = B(V)#kG, para V € gyD.
Sea A una H-comdédulo dlgebra a izquierda H-simple a derecha con coinva-
riantes triviales.

TEOREMA 1.70. [M2, Teorema 3.3] Bajo las hipdtesis de arriba, existen

1. un subgrupo F' C G,
2. un 2-cociclo 1 € Z*(F,k*), '
3. un subdlgebra coideal homogénea a izquierda K = @K' C B(V)
tal que K! C V es un kG-subcomddulo invariante bajo la accion de
F,
tal que gr A ~ K#kyF' como U-comddulo dlgebras a izquierda. O

La estructura de algebra y la estructura de U-comddulo a izquierda de
K#kyF se da como sigue. Si z,y € K, f,g € I entonces

(z#9)(y#f) = z(g - y)#L(9, f) 9f,
Mz#g) = (19) ® (x2#9),

donde la accién de F' en K es la restriccién de la accién de G en B(V) como
objeto en gyD.






Capitulo 2

Algebras de Nichols

En este capitulo nos dedicamos a una clase de objetos que son de fun-
damental importancia en el resto del trabajo y en el dmbito general del
problema de clasificacién de élgebras de Hopf (punteadas).

Destacamos una caracterizacién para el espacio de relaciones cuadraticas
que definen a estas dlgebras. También, mostramos que este espacio coinci-
de con el espacio total de relaciones en el caso de las algebras de Nichols
asociadas al rack de trasposiciones en S5 y a un cociclo no constante (dado).

2.1. Definicién

Sea H un éalgebra de Hopf. Si V € gyD, entonces el algebra tensorial
T(V) admite una estructura tnica de algebra de Hopf trenzada graduada
en BYD tal que V C P(V).

DEFINICION 2.1. El 4lgebra de Nichols B(V) [AS2] es el cociente de
T(V) por el elemento maximal I(V') de la clase & de todos los ideales bildte-
ros homogéneos I C T'(V) tales que

» [ estd generado por elementos homogéneos de grado > 2,
» [ es un submddulo de Yetter-Drinfeld de T'(V),
» [ es un ideal de Hopf: A() CIT(V)+T(V)® I.

I(V) = &p>0l (V)" es un ideal de Hopf graduado. Si I(V)2 es el ideal
generado por I(V)?, entonces

(2.1) Ba(V) = T(V)/I(V)o
es la aprozimacion cuadrdtica del dlgebra de Nichols B (V).

Las élgebras de Nichols de dimensién finita satisfacen una dualidad de
Poincaré [AG, Section 6]: sea n el grado del espacio de integrales —es facil ver
que éste es homogéneo con respecto a la N-graduacién de B(V')—, entonces
dimB"(V) = dimB""(V) para cada r € N. En particular, B8"(V) = 0
para m > n; dimB"(V) = 1 ya que dimB°(V) = 1; y puesto que B(V)
esta generada por B!(V), tenemos que dim B" (V) # 0 para 0 < r < n. Se
dice que n es el grado mdzimo de B(V).

Existe una definicién equivalente algebra de Nichols, que resulta mas
util al momento de calcular las relaciones que la definen. Para darla, necesi-
tamos antes introducir los espacios vectoriales trenzados, que es el tema de
la préxima seccion.

21
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2.2. Espacios vectoriales trenzados

DEFINICION 2.2. Un espacio vectorial trenzado es un par (V,¢), donde
V es un espacio vectorial y ¢ € Aut (V ® V) es una solucién de la ecuacién
de trenzas, esto es:

(c®id)(id ®c)(c®id) = (id ®@c)(c ® id) (id ®c).
EJEmMPLOS 2.3.

1. Si H es un algebra de Hopf con antipoda biyectiva, entonces cual-
quier V € g)/D es un espacio vectorial trenzado [Mo], ver Seccién
1.7 para detalles sobre la trenza.

2. Sea V = k{x1,...,29} un espacio vectorial y ¢ = (¢ij)ijer €
una matriz de elementos no nulos. Entonces la extensién lineal de la
aplicacion c(z; ® x;) = gijxj @ x4, i, j € I define una trenza en V.

kIXI

Si (V,c) es un espacio vectorial trenzado, se define el espacio vectorial
trenzado dual como el espacio vectorial V* = Homy(V, k) con la trenza dada
por f®g+— c*(f ®g), con

C(fogey)=(fog)(clz®y), fgeV' zyeV

Dado (V,¢) un espacio vectorial trenzado, se extiende naturalmente la
trenza a c : T(V)@T(V) - T(V) @ T(V). Si z,y € T(V), entonces el
conmutador trenzado es
(2.2) [z, y]. := multiplicacién o (id —c) (z @ y).

Para definir el algebra de Nichols asociada al espacio vectorial trenzado
(V,¢), necesitamos desarrollar algunos preliminares. Consideremos el grupo

simétrico S, y el grupo de trenzas B, con generadores {71,...,7p—1} ¥
{o1,...,0n—1} respectivamente, con 7; la trasposicién (i,i4+1),i =1,...,n—
1.

Si (V, ¢) es una espacio vectorial trenzado, entonces es posible definir una
representacion py, : B, — End(7"(V')) del grupo de trenzas B,, en T"(V)
como sigue:

(o)1 Q... Qxy) =21 Q... R c(T; @ Tit1) ATita ® ... Q Tp.
La seccion de Matsumoto de la proyecciéon candnica B,, — S, o; — 7, es la
funcion definida en x € S,; como sigue:
» se escribe x = 7;, - - 7;, en la forma mas corta posible, y
» se reemplazan los 7;’s por los 0y’s, i.e., M () = 0y, - - - 04, (no depende
de la escritura de x elegida).
El simetrizador cudntico @, € End(T"(V')) estda dado por

Qu=Y_ pu(M(2)).

wGSn

DEFINICION 2.4. El 4lgebra de Nichols asociada al espacio vectorial tren-
zado (V,c) es

BV)=PB"(V)=kaVe |PT"(V)/ kerQ,

n>0 n>2
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Con esta notacion, la aproximacién cuadratica %Q(V) definida en (2.1)
resulta ser el cociente T'(V')/(ker Q2).

Segun las caracteristicas de la trenza c, los espacios vectoriales trenzados,
y sus algebras de Nichols asociadas, presentan diferentes caracteristicas, y
se conocen mds o menos de sus propiedades. A continuacién enumeramos
algunos tipos de trenzas y listamos sus propiedades mas relevantes.

2.2.1. Espacios vectoriales trenzados de tipo diagonal. La si-
guiente clase de espacios trenzados es de particular interés, como quedaré cla-
ro en el Ejemplo 2.6.

DEFINICION 2.5. Un espacio vectorial trenzado (V, ¢) es de tipo diagonal
con respecto a una base {z;}ics si existen escalares g;; € k* tales que
c(r; ® xj) = qijr; @, 4,5 €1
La matriz ¢ = (¢;5)i jer se dice la matriz de la trenza.

EJEMPLO 2.6. Sea I' un grupo abeliano finito. Cualquier V & FyD es
un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal. En efecto,

v @D v

gel,xel
donde V! = VXNV, y
Vo={veV|iw) =gxu},
VX={veV|g-v=x(g)v para todo g € I'}.
La trenza estd dada por
clr®y)=x(g)y®x, paracada xzeV,yeVX gel, xe T.

Reciprocamente, cualquier espacio vectorial trenzado de tipo diagonal
puede ser realizado como un mdédulo de Yetter-Drinfeld sobre el dlgebra de
grupo de un grupo abeliano.

2.2.2. Espacios vectoriales trenzados de tipo estdndar. Dentro
de los espacios trenzados de tipo diagonal, existe una subclase que nos in-
teresard en detalle en el trabajo, que son los espacios vectoriales trenzados
de tipo estdndar. Para dar su definicion, necesitaremos algunos preliminares.
Referimos a los trabajos [A, AA] para mas detalles sobre los resultados y
conceptos de esta subseccién.

Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal, con dimV =0 y
matriz de la trenza (¢;j)1<i j<¢- Sea E = {e1,...,ep} la base candnica de yid
y consideremos la forma bilineal

X:ZGXZQ—)kX, X(eiaej)ZQij7 1§’L,j§9
Si F = {fi,...,fo} es otra base de Z? entonces sea ¢ = (q5)1§z‘,j§9

dada por qi}; =x(fi,fi), 1 <i,j <0.Asi ¢ =qF. Parai#je{l,...,0},
consideremos el conjunto

M; = {m € No|(m + 1) r ((a5;) " aija5; — 1) = 0}.
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Ver pagina 1 para la notacién. Si este conjunto no es vacio, sea mf; su

elemento minimal. También, sea mf; = 2,Vi. Sea sf la pseudo-reflexién en
Z? dada por

sE(f) = fi+mbfi, j=1,....0.
F

Notar que si(F) es nuevamente una base de Z°.

Sea G un grupo actuando en un conjunto X. Se define el grupoide de
transformacion como G = G x X, con la estructura de grupoide dada por
(g,2)(h,y) = (gh,y) si © = h(y), y no definida en otro caso.

DEFINICION 2.7. [AA, Definition 3.3] Consideremos el conjunto X de
todas las bases ordenadas de Z? y la accién canénica de GL(6,Z) sobre X.
El grupoide de Weyl W(x) de la forma bilineal x es el menor subgrupoide
del grupoide de transformaciéon GL(0,Z) x X que satisface las siguientes
propiedades:

= (id, E) € W(x),
w si (id, F') € W(x) y sir esta definida, entonces (s; p, F') € W(x),

Sea P(x) = {F : (id, F) € W(x)} el conjunto de puntos del grupoide
W (x). El conjunto

Ax)= |J F
FeP(x)
es el sistema de raices generalizado asociado a Y.

DEFINICION 2.8. [AA] La forma y se dice estdndar si para cada F €
P(x), los enteros mf; estén definidos, para cada 1 < 4,5 < 0,y m(sk (F));; =
m;; para todo 1, j, k.

Un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal se dice de tipo estindar
si la forma y asociada es de tipo estandar.

2.2.3. Espacios vectoriales trenzados asociados a racks.
Dado un rack X y un 2-cociclo ¢ : X x X — k*, es posible generar una
trenza ¢? en el espacio vectorial kX con base {x;};cx por

Cq(l'i ® l‘j) = ¢ijTinj ® T4, Vi, j e X.

Notar que esto generaliza el Ejemplo 2.3 2, que corresponde al rack trivial.
El espacio vectorial trenzado dual de (kX, c?) estd dado por (kX 1, c9),
con

(23) qrl = 9k k>—115 k,l e Xﬁl.

En efecto, sea Y = {3’ : i € X} una base dual de {z; : i € X}, y conside-
remos la forma bilineal (-,-) definida como (z; ® x;, v @yt = 3,105k, para
i,7,k,l € X. La trenza c* es entonces

(z; @), ¢ (Y @y')) = (clzi @ z)), " @ y')
= ¢ij (Tin; @ i, y" @ Y') = ¢ij01i 0k
= G k>~ 110k —11,jOk,i

y por lo tanto c¢*(y* ® y) = g o1y L @ Y.
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2.3. Algebras de Nichols de tipo diagonal

Fijemos § € N, I = {1,...,60} y (gij)1<i,j<¢ una trenza de tipo diagonal
como arriba.

2.3.1. Diagramas de Dynkin generalizados. Dado un espacio vec-
torial trenzado de tipo diagonal, con trenza (¢;j)1<s,j<¢, existe un diagrama
de Dynkin generalizado [H] asociado. Este diagrama es un grafo con etique-
tas con vértices 1, ..., 60, cada uno etiquetado con el correspondiente escalar
¢i;- Existe una arista entre dos vértices distintos i y j si ¢;;qj; # 1 y estd eti-
quetada con este escalar.

EJEMPLO 2.9. Consideremos el espacio vectorial generado por {z,y, z}
y ¢ € k* tal que ¢> = 1. Entonces el diagrama correspondiente a la trenza:

c(r®z)=qr®2, c(zr®y) =y, c(z®@z2)=¢20x
y®z)=qrRy, c(yoy) =yeUy, cy®z)=q¢*2®y
c(z®x) =qr®z, c(z®y) =y ®z, (z2®2) =2z
(S
q q
D: Oq 01 Oq2

En el caso diagonal, los diagramas de Dynkin generalizados cuya alge-
bra de Nichols es de dimensién finita fueron clasificados en [H]. Dos espacios
vectoriales trenzados de tipo diagonal con el mismo diagrama de Dynkin ge-
neralizado inducen algebras de Nichols isomorfas como espacios vectoriales.
Asi, estos diagramas son particularmente utiles para chequear si una trenza
dada determina un algebra de Nichols finita o no. Con este fin los utilizare-
mos en el capitulo final.

2.3.2. Algebras de Nichols de tipo estandar. Estaremos interesa-
dos en las trenzas de tipo estandar. En el caso en que el dlgebra de Nichols
es de dimensioén finita, la correspondiente matriz de Cartan C' = (a;; =
—Mij)ije{l,..0y es finita, ver [AA, Remark 3.7], [A, Theorem 4.1]. Esta
familia incluye propiamente a las trenzas de tipo Cartan consideradas en
AS2] y [H].

Las trenzas estandar con algebras de Nichols de dimensién finita estdn
clasificadas en [A]. En el mismo trabajo, se dan: la dimensién, una presen-
tacion por generadores y relaciones y una base PBW para cada algebra de
Nichols con esta tipo de trenza. A continuacién recordamos este resultado
que sera de vital importancia para el dltimo capitulo de nuestro trabajo.
Para hacerlo, necesitamos antes recordar la nocién de hiperpalabras.

Fijemos una base {x1,...,zp} de V (asumimos dim V' < 00). Denotemos
por X al conjunto de palabras en las letras x1,...,x¢9 y las ordenaremos
usando el orden lexicografico. Identificamos candnicamente a X con una
base de T'(V').

DEFINICION 2.10. Decimos que u € X es una palabra de Lyndon si u es
menos que cualquiera de sus finales propios. Esto es, u = x; para algin i o
para cada v,w € X\ {1} tales que u = vw, tenemos u < w.
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Denotemos por L al conjunto de palabras de Lyndon. Se sigue que v € L
si y sélo si existen v < w € L tales que u = vw o u = x;, 1 <1i < 6. Dada
u € L\{z1,...,z9} la descomposicion de Shirshov u = vw con v,w € L es la
Unica en la que w es el menor final entre todas las posibles descomposiciones.
Ver [Kh1] y las referencias del mismo.

DEFINICION 2.11. Para cada u € L consideramos un elemento [u]. €
T(V), llamado la hiperletra [Kh1] correspondiente a u, definida inductiva-
mente por

[u]e = u, siu € X;
T [[]es [wle]., siu=wvw esla descomposicién de Shirshov de w.

Recordar la definicién del conmutador trenzado [-, -], de la pagina 22.

Si a1,...,04 es la base canénica de Z? y consideremos la graduacién
inducida por degz; = oy, i = 1,...,0, T(V) resulta Z¢ graduada. Para cada
a € AT, fijamos z, = [l]. € T(V), para alguna palabra de Lyndon [ de
grado a.

TEOREMA 2.12. [A, Theorems 5.14, 5.19, 5.22, 5.25] Sea V' un espacio
vectorial trenzado de tipo estdndar, de dimension 6, tal que la matriz de
Cartan asociada C' = (—mij); jeq1,..0y €S finita y sea Ay el correspondiente
sistema de raices.

El dlgebra de Nichols B(V') estd presentada por generadores x;, 1 < i <
0, y las siguientes relaciones

mNa =0, aeclAy;
ade(w) T (35) =0, k£, ag A
s1 existen j, k, 1 distintos tales que my; = my =1, qpp = —1, entonces
[(ad zg)xj, (ad zg)2], = O;
si existen k # j tales que my; = 2,mj, = 1, qrr € G3 0 gj; = —1, entonces

[(ad zy)z;, (ad T)) ;] .=0;

si existen k, j,1 distintos tales que my; = 2,mj, = mj = 1, qp € G3 o
gjj = —1, entonces

[(ad xk)2(ad xj)x, (ad iL'k)iL'j]c =0;

st i,j determina una componente conexa de el diagrama de Dynkin de tipo
G2 y qri € Gy 0 qj; = —1, entonces

[(admk) xj, (ad z)? zj|, =0,

Hmkx]xk%] [zk2;], s

=0
=0,
=0
=0.

]
[JI]C, [xkx]xkx]] c] c

]

] O

[[wies] s [whajmnas] ],
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2.4. Algebras de Nichols asociadas a racks

Sea X un rack finito, ¢ un 2-cociclo. Denotaremos por B(X, ¢) —o, menos
frecuentemente, B (kX, ¢)— al dlgebra de Nichols asociada al espacio vectorial
trenzado (kX c?).

Si X es un rack finito, B"(X,q)* = B*(X 1, §), para § como en (2.3).
Ademss, si dimB(X,q) < oo, entonces B(X,q)* = B(X 1, q), ver [G4,
Lemma 2.6].

2.4.1. Coémputo de las relaciones cuadraticas. Sea R el conjunto
de clases de equivalencia en X x X para la relacién generada por (i,j) ~
(i>j,i). Sea C € R, (i,7) € C. Tomemos i; = j, ia = i, y recursivamente,
ihto = ipy1 D> ip. Para cada C, existe n € N tal que i, = ik, kK € N. Sea
n(C) el minimo de tales n; asi C' = {(i2,71), .., (in(), 1)} ¥y n(C) = #C.

Sea R’ el conjunto de todas los C' € R que satisfacen

n(©)
(2.4) H Ginyrin = ()™
h=1

En el resto del trabajo, escribiremos C' = {iy,... ,in(c)} en lugar de
C= {(iQ’ il), B (Zn(c)azl)}

LEMA 2.13. Una base para el espacio J? de relaciones cuadrdticas de
B(X,q) estd dado por

n(C)
(2.5) bo =Y m(C)wi,,zi, CETR,
h=1
donde m(C) =1 y np(C) = (=1)" iy Gigiy - - - Giin_1» h > 2.

DEMOSTRACION. Dada C' € R, sea Uc el subespacio de kX @k X genera-
do por z;®z, (i,7) € C. Entonces J? = ker(c?+id) = @cer ker(c?+id) |y,

Tenemos det(c? +id) |y, = HZ(:CP qihﬂ,ih(—l)"(c)*l +1. Si es 0, entonces b
genera ker(c? +id)| ... O
OBSERVACIONES 2.14. El cociclo constante ¢ = —1 evidentemente satis-

face (2.4), y np(C) =1 para cada C € R,h =1,...,n(C).

Mas generalmente, el cociclo constante ¢ = w, para —w una raiz [-ésima
de la unidad primitiva, y I|n(C), también satisface (2.4), y n,(C) = (—w)"~1
para cada C € R,h=1,...,n(C). Ver [AG, Lemma 6.13].

Es facil ver que el cociclo x de los Ejemplos 1.11 satisface (2.4) para
cada C € R.

Cuando se consideran los racks OF, O}, una clase de equivalencia C' € R
puede tener solamente 1, 2, o 3 elementos, y asi una relaciéon cuadrética en
la base estd compuesta de a lo sumo tres sumandos.

2.5. Algebras de Nichols de médulos de Yetter-Drinfeld

Sean G un grupo finito, O una clase de conjugacién en G y p : G° —
GL(V') una representacion irreducible del centralizador G* de un elemento
fijo s € O. Fijemos una enumeracién ti,...,t, de los elementos de O, con
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s =t,yseag, € G,i=1,...,n tal que gisgi_1 = t;. Los moédulos de
Yetter-Drinfeld irreducibles sobre GG estan en correspondencia biyectiva con
pares (O, p). Para tal par, el médulo M (O, p) correspondiente se define como
P g;: ® V, con accién y coaccién dadas por:
i€l

g9-(9i®v) =g; @ (p(7)(v), 0(gs ® v) = t; @ (g: @),

para v € G*® tal que gg; = g;7.

Cuando la representacion p es de dimensién uno, el espacio vectorial
trenzado subyacente de M (O, p) es (kX,c?), donde X es el rack dado por
la conjugacion en O y q: X x X — k* es el 2-cociclo dado por

q(ti, tj) = p(7), para y € G* tal que gig; = gr7-
Denotamos por B(0O, p) el dlgebra de Nichols de M (O, p).

2.5.1. Algebras de Nichols sobre los grupos simétricos. A con-
tinuacion establecemos algunos resultados conocidos acerca de las algebras
de Nichols sobre los grupos simétricos Sg v S4. Ademas, contribuimos con
una prueba para el caso S5 y cociclo no constante.

TEOREMA 2.15. Sea 3 <n <5.

1. Las dlgebras de Nichols B(0%,—1) son de dimension finita, de di-
mensiones 12, 576, 8294400, respectivamente. Ademds, se satisface
que B(Oy,—1) = %2( 5, —1), ver (2.1).

2. Por su parte, se tiene que dimB(OF, —1) = 576 y también se satis-
face que B(OF, —1) = %2(03, —1).

DEMOSTRACION. Vemos (1). Los casos n = 3,4 estdn en [MS, Ex. 6.4].
Para n = 5, el dlgebra fue introducida, como &lgebra cuadratica, en [MS].
Graiia estableci6 que B (V) = B(V) en [G3]. Su dimensién fue determinada
por Roos con el programa de computadora Bergman. (2) es [AG, Theorem
6.12], usando Bergman. O

En el caso de S3, B(0O4, —1) es la tnica dlgebra de Nichols de dimensién
finita [AHS, Theorem 4.5]. Corresponde al médulo M (O3, sgn ®sgn). El
siguiente teorema da la lista de todos los médulos irreducibles M (O, p) en
gij tales que B(O, p) es de dimensién finita.

TEOREMA 2.16. [AHS, Theorem 4.7] Las unicas dlgebras de Nichols de
mddulos de Yetter-Drinfeld sobre Sy de dimensidn finita son, salvo isomorfis-
mo, B(O03,segn @sgn), B(03,sgn ®e) y B(OF,p.). Todas tienen dimension
576. O

Aqui para el caso O = Of,s = (1234), denotamos por p_ el cardcter
de G* = (s) = Z4 dado por p_(s) = —1. Si O = O3 y s = (12), entonces
G* = ((12),(34)) = Zy X Zy. Denotamos por € y sgn las representaciones
trivial signo Zo, respectivamente.

OBSERVACION 2.17. Cuando n > 6, si M # M(O3,sgn®@u) o M #
M (O3 5,5gn ®e) para pu € {e,sgn}, entonces el algebra de Nichols asociada
es de dimensién infinita, [AFZ].
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Denotemos por O 5 a la clase de conjugacion del elemento (12)(345) en
S5. No se sabe si el dlgebra de Nichols %((95’73, sgn ®e) es de dimensién finita

o no. Este es el unico caso abierto en Ss.

OBSERVACION 2.18. Notar que, paran € N, ¢ = —1 y x como en el
Ejemplo 1.11,

M (03, sgn@sgn) = (kOF, %), M(OF,sgn@e) = kO, V)

M(O1,p.) = (kO ¢7)
como espacios vectoriales trenzados.

Las dlgebras de Nichols B(03, ), B(03,x) también son cuadraticas.
Esto ha sido asumido en la literatura, pero no hemos podido dar con una
demostracion. Lo establecemos entonces en la siguiente proposiciéon. En la
misma, utilizaremos operadores diferenciales asociados a un rack (X, >) en
un algebra de Nichols B (X, ¢). Recordamos aqui su definicién. Consideremos
la base dual {z*|z € X} a la base candénica X de kX. Extendemos el
morfismo z* a z* : B(X, q) — k definiéndolo como 0 en B, la componente
homogénea de grado m de B(V), para m # 1. Definamos 4, : B" — B!
por §, = (id®z*)A, donde A es la comultiplicacién del dlgebra de Nichols.

Estas derivaciones torcidas proveen una herramienta poderosa para deci-
dir si un elemento en el dlgebra es cero, ya que para ver si & € B es no nulo,
basta encontrar una sucesién de elementos z;,,, zi,, ,,...,%; € X de mane-
ra tal que d;,,8;,,_, -+ 0;, () # 0, donde denotamos J; = 6%, j=1,...,m.
Agradecemos a Matias Grana por proveernos de los cémputos necesarios
para terminar esta prueba.

PROPOSICION 2.19. Sea n = 4,5. Las dlgebras de Nichols B(0Y,x) son
cuadrdticas y tienen dimension 576, 8294400, respectivamente.

DEMOSTRACION. Sea n = 4, B = %Q(Oé,x). De acuerdo a [FK, Pro-
blem 2.3], el polinomio de Hilbert del dlgebra B es

(2.6) Pp(t) = [2]°[3]°[4)%,

donde se denota por [k] al polinomio 1+t + > + ...+ t*1. Asi, dim B =
Pp(1) = 223342 = 576. La Ecuacién (2.6) también implica que el grado
méximo de B es 12. Si B'2(03,%) # 0 tenemos B = B(O3, x) por [AG,
Theorem 6.4 (2)]. Sea

a = I(12); b= L(13), €= L(14), d= L(23), €= T(24), f= T(34)-

Consideremos abacabacdedf € B12(kO3, x). Usamos derivaciones junto con
el programa de computadora Deriva [G2] desarrollado por Matias Grana
para ver que

3¢040:0004040:0p0 £040 £ 6 (abacabacdedf) # 0

y asi B2(04,x) # 0.
Para n = 5, el resultado se sigue de manera andloga. En este caso el
polinomio de Hilbert es P(t) = [4]*[5]2[6]*, ver nuevamente [FK, Problem
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2.3]. Por lo tanto tenemos que dim %Q(Og,x) = 8294400 y que su grado
maximo es 40. Ahora, tomemos a, b, ¢c,d, e, f como antes y

9 =12z(s5), h =105, k=135, m=2x4s).
Usando nuevamente Deriva, vemos que B4(03, x) # 0 ya que el
V =0101m0 £01,0e010 £60c010e0h0¢010c060m g0
0 0¢01n0g0e0k0g0c0h0e040k030¢040k0,00030:040p
satisface V(abadabadgabadabadgabagdabadgcechcechfkfm) # 0. O
Describimos ahora explicitamente estas algebras de Nichols:
B(03z,—1) = k(zg),1 <i<j< ”‘xég‘), T T (ki) + T(k)T(i5), (17) 7 (kL),
T(ij)T (k) T TR Tak) T Tk T, 1<1<g< k <mn);
B(Oy,X) = k(zgj), 1 <i < j<nlafy, 2a)Tm) — T, (@5) # (k)
L(if)T(jk) — T(jk) L (ik) — L(ik)L(ij)
(k)L (ig) ~ TER)EGR) ~ T Taky, 1 S1<J<k<n);
B(OF, 1) = k(z,,0 € Of |22, tox,-1 + 2,124,
Tolr + TyTo + X2y, SloT =VO YT H 0 FVE (’)f[).

OBSERVACION 2.20. En [R], Roos muestra que las dlgebras B(0O%, x) no
son Koszul para n > 3. No utilizaremos este resultado en nuestro trabajo,
pero nos parece meritorio de ser destacado. Cabe decir que tampoco son
Koszul las algebras B(0F, —1), y que esto se sigue de una adaptacién directa
de la prueba de Roos a este caso. Por su parte, B(Of, —1) tampoco resulta
Koszul, ya que como &lgebra es isomorfa a B(0j, —1).

2.6. El Método del Levante

Sea H un 4lgebra de Hopf. Un conjunto de subespacios { Hy, }nen €s una
filtracion de Hopf si es una filtracién de dlgebras y codlgebras tal que los
H,, son estables por la antipoda, para todo n. La filtracion corradical de H
es una filtracién de Hopf si y sélo si Hy es una subdlgebra de Hopf H (por
ejemplo, si H es punteada).

En este caso, el graduado de H, gi" H = ®,>0gr" H, donde gr" H =
H,/H,—1y H_1 = 0, es un algebra de Hopf (corradicalmente) graduada.
Consideremos 7 : gr H — Hy la proyecciéon homogénea. Tenemos los siguien-
tes invariantes de H:

» R=(grH)®7 es el diagrama de H; es un algebra de Hopf trenzada
en f[gyD, y es una sub-objeto graduado de gr H.

» V := R(1) = P(R), con la trenza heredada de ggyD, se denomina
la trenza infinitesimal de H.

Se sigue que el dlgebra de Hopf gr H es el biproducto de Radford gr H ~
R#KkG(H). La subélgebra de R generada por V es isomorfa al dlgebra de
Nichols B(V).

Sea I" un grupo finito y sea Hy el algebra de grupo de I'. Los pasos
principales del Método del Levante [AS1] para la clasificacién de todas las
algebras de Hopf punteadas de dimensién finita con grupo I' son:
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1. Determinar todos los V' € Zgyp tal que el dlgebra de Nichols B (V)
es de dimension finita,
2. para tal V', calcular todas las dlgebras de Hopf H tales que

gr H ~ B(V)tkI.

Decimos que H es un levantamiento de B(V') sobre I' = G(H ).

3. Decidir si cualquier algebra de Hopf punteada de dimensién fini-
ta con grupo I' estd generada por sus elementos grupezcos y casi-
primitivos.

OBSERVACION 2.21. Un é&lgebra de Hopf H estd generada como en 3. si
y sblo si su diagrama R estd generado en grado uno y por lo tanto coincide
con el algebra de Nichols B(V') de la trenza infinitesimal V' de H [AS1].
De hecho, se conjetura que el item 3 tiene respuesta afirmativa para toda
algebra de Hopf punteada de dimensién finita [AS4, Conjecture 1.4].






Capitulo 3

Algebras de Hopf punteadas asociadas a racks

En este capitulo introducimos una clase de élgebras de Hopf H(Q) aso-
ciadas a racks y cociclos, que seran las protagonistas en los capitulos subsi-
guientes.

En esta parte, las utilizamos para estudiar las algebras de Hopf pun-
teadas sobre los grupos simétricos. En particular clasificamos aquellas de
dimensién finita sobre S, y determinamos todas aquellas de dimensién fini-
ta sobre S5 cuya trenza infinitesimal estd asociada al rack de trasposiciones.

3.1. Generacién en grado uno

Sean X un rack, g un 2-cociclo, y consideremos el espacio vectorial tren-
zado (V,¢) = (kX, ¢?) asociado. Una realizacion de Yetter-Drinfeld de (V)
sobre un grupo G es una estructura de G-mdédulo de Yetter-Drinfeld en V' de
modo tal que la trenza c coincida con la trenza en gyD y que los elementos
xi, 1 € X de la base candnica de V sean G-homogéneos, esto es

xi) =gi®x;, ¢ €G, i€X.
En particular, se sigue que necesariamente g; - v; = ¢;;7;>j. La realizacién
se dice fiel si g; # gj, Vi # j € X.

DEFINICION 3.1. [AG2, Def. 3.2] Una realizacidn de Yetter-Drinfeld
principal de (X, q) sobre un grupo finito G' es una coleccién (-, g, (xi)iex)
de datos donde

= - es una accién de G en X;
= g: X — G es una funcién tal que

ghi =hgh™" Yy gi-j=i>j;
» la familia (x;)iex, con x; : G — k*, es un 1-cociclo, i. e.
Xi(ht) = Xi(t)Xt~i(h)7 Vi€ X, h,t S G,
tal que xi(g;) = ¢ji-
La realizacion se dice fiel si g es inyectiva.

OBSERVACION 3.2. Una realizacién de Yetter-Drinfeld principal de (X q)
sobre G determina una realizacién de Yetter-Drinfeld de (kX ¢?), tomando

é(x))=gi®zi y h—z;=xi(h)Th

Toda realizacién fiel proviene de una realizaciéon principal de este modo,
[AG2, Lemma 3.3].

En este capitulo estaremos interesados en algebras de Hopf punteadas
de dimensiéon finita H tales que su trenza infinitesimal proviene de una
realizacién de YD principal de un rack (X, ¢q) sobre un grupo G.

33
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El siguiente teorema, que da una respuesta afirmativa a la conjetura
[AS4, Conjecture 1.4] en un caso particular de nuestro interés, es un pa-
so clave en la clasificacién de estas algebras de Hopf punteadas. Cuando
(X,q) = (0%, —1), n=3,4,5 el resultado es [AG2, Theorem 2.1].

TEOREMA 3.3. Sea (X, q) un rack tal que dim B (X, q) < co y B(X1,q)
es cuadrdtica. Sea H un dlgebra de Hopf punteada de dimension finita tal
que su trenza infinitesimal se obtiene de una realizacion de YD principal de
(X, q) sobre un grupo finito G.

Entonces el diagrama de H es un dlgebra de Nichols, y consecuentemente
H esta generada por sus elementos grupezcos y casi primitivos.

DEMOSTRACION. Sean G = G(H), R el diagrama de H, de manera tal
que gr H = RikG. Tomemos S = R* el dual graduado. Por [AS4, Lema 5.5],
S estd generada por V' = S(1) y R es un élgebra de Nichols si y sélo si P(S) =
S(1), esto es, si S es un algebra de Nichols. Ahora, B(V) = B(X !, §). Por
lo tanto, queremos ver que las relaciones en B(V') = T(V)/Jy se satisfacen
en S.

Por hipdtesis, sé6lo tenemos que considerar relaciones en grado 2. Se
verifica facilmente que, sir = bo € ‘75 como en (2.5), entonces r es primitiva
y satisface ¢(r ® r) = r ® r, donde ¢ es la trenza en gyD.

Como dim S < oo, 7 = 0 para cada r, ya que de otro modo tendriamos
una copia del dlgebra (conmutativa) de polinomios k[r] C S, y este dlgebra
es de dimensién infinita. Por lo tanto, existe una proyecciéon B(V) — S,
P(S)=V =5(1) y S es un &lgebra de Nichols. O

3.2. Las algebras de Hopf #H(Q)

En esta seccién introduciremos una familia de dlgebras de Hopf puntea-
das, que estudiaremos sistematicamente a lo largo de todo el trabajo.

3.2.1. Levantamiento de relaciones cuadraticas.

Sea H un algebra de Hopf punteada, y sean Hy = kG y H; los primeros
términos de su filtracién corradical. Hy actia a izquierda (respectivamente a
derecha) en H; por multiplicacién a izquierda (respectivamente a derecha).

Por el Teorema de Taft y Wilson 1.23, tenemos que Hy = kG® ?G e n(H).
g? e
H; es un Hyp-bicomddulo con coacciones a izquierda y a derecha 6y, dp res-

pectivamente dadas por

or(9) =9®g, or(9) =9 ®y, g €@,

or(z) =g®ux, dr(z) =z ®h, x € P, (H).
Ambas coacciones resultan ser mapas de Hy bimédulos y por lo tanto Hy
es un Hy-bimodulo de Hopf. Notar que Hy C Hj es un Hy-subbimdédulo

de Hopf y por lo tanto la proyeccién 7 : Hy — H;/Hp es un morfismo de
bimddulos Hopf sobre kG = Hj.

En esta parte, fijamos

= X un rack finito,
= ¢ un 2-cociclo en X,
= (G un grupo finito,
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= H un algebra de Hopf punteada de dimension finita tal que su
trenza infinitesimal proviene de una realizacion de YD principal
(+9: (xi)iex) de (X, q) sobre un grupo G.

= Re 83113 tal que gr H = @, H;/H;—1 = R{kG, y

» {2;};cx una base de R(1), compatible con la accién de G, esto es
tal que g;j - ©; = qjiTjni, Vi,7 € X.

Como antes, (grH); = R(1)#kG es un Hp-bimédulo de Hopf. Mas
aun, la identificacién canénica v : Hy/Hy = R(1)#kG es un isomorfis-
mo de bimdédulos de Hopf. Como G es finito, podemos elegir una seccién
o : R(1)#kG — H; de bimddulos de Hopf de la composicién v o .

LEMA 3.4. Sea o : R(1)#kG — H; una seccion de yom como arriba y
sean

a; =o(z;ifl) € H, i€ X,
entonces
(3.1) a; es (gi, 1)-primitivo y giajg;1 = gijaisj, Vi,j€X.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € X. Por el Teorema 1.23, podemos escribir a

a = a; como
a= Z)\gg—l— Z Qg s

geG g9,heCG

para ciertos escalares {\g}gec en k y elementos a,, € P, (H) para cuales-
quiera g, h € G. Utilizando las identidades

or(a) =dr(o(wifl)) = (id®0c)(g; ® (x:#1)) = gi ® a,
dr(a) =9dr(o(xifl)) = (e ®id)((zfl) ® 1) =a® 1,
obtenemos que a = ag, 1 + A1dg, 11.

Ahora g; # 1 pues en este caso tendriamos k[z;] C Ry R es de dimensién
finita, puesto que H lo es. Por lo tanto, a € Pg’i’l. O

OBSERVACION 3.5. Notar que si g satisface (3.3) como en el Lema 3.8
mas abajo, entonces la afirmaciéon del Lema 3.4 se cumple atn sin la hipdtesis
de dimensién finita sobre H. En efecto, esta hipotesis es utilizada para mos-
trar que g; # 1, Vi € X y esto contradice (3.3), pues tendriamos g; = g;9;.

Andlogamente, si X es fiel, | X| > 1y i>i=1, Vi€ X, el lema también
se sigue, pues si g; = 1 para algin 7, entonces g;»; = ¢:9;9; L= g; implica
i>j=7j,Vj € X, loque es una contradiccion.

Sea R/ como en la Subseccién 2.4.1 y F = k(X;|i € X) el algebra
asociativa libre en las variables {X;}iex.

DEFINICION 3.6. Para cada C' € R/, sea

(©)
(3.2) ¢ =Y m(C) X, X, €F
h=1

el polinomio cuadrético con 7,(C) como en (2.5).

Recordemos que el espacio de relaciones cuadriticas J?2 de B(X,q)
estd generado por las relaciones bo = ¢ ({z;}icx) para C € R'. Es facil
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ver que si (7,7),(k,l) € C, entonces g;jg; = qigr en G. Esto justifica la
notacion en la siguiente definicion.

DEFINICION 3.7. Para cada C' € R/, definimos

ac = ¢c({aitiex) € H,
gc = g;9; € G, para algun (7,7) € C.

LEMA 3.8. Para cada i € X, sea a; € H, como en el Lema 3.4 y supon-
gamos que g : X — G satisface:

Entonces existen A\¢ € Kk, para cada C € R', normalizados por

(3.4) A =0, st go=1,

tales que:

(3.5) ac =Mc(l1—gc) en H, C e R/,
(3.6) AC = QriyQriy Mo Yk € X,

siC={i1,...,int R yk>C={k>iy,....,k>i,}.

Si X es fiel e indescomponible, y q es constante, entonces el 1-cociclo
(xi)iex es constante, x; = X, para todo i € X y un cardcter multiplicativo
X de G, y tenemos A\c = X*(t)\v.c, YVt € G.

DEMOSTRACION. Sea C' € R'. Es facil ver que los elementos ac son
(9¢, 1)-primitivos. En consecuencia, existen Ac y A; € k, para cada i € X
tales que

ac = Ac(l —go) + Z Aia;.
i€X:gi=gc

La Condicién (3.3) fuerza que \; = 0 para todo i € X y asf (3.5) se sigue. La
relacién (3.6) se sigue aplicando ad(gx) a ambos lados de (3.5). En efecto,
sea C' = k> C = {d|,...,i,,} y notemos primero que, como #| = k > iy,
i% = k > 12, entonces i; = k > 4;. Ahora,

n
ad(gk) (ac) = Z T]h(c)qk‘thrl Qkih ak‘l>’ih+1 ak‘D’ih
h=1

n
= Z nh(C)Qkih+1 Akiy, ai’h_,_l Qg -
h=1

Ahora, tenemos que ad(gx)(ac) =0 ac =0 go=1< gor =1y en
este caso A\c = A¢r por (3.4). Si ad(gr)(ac) # 0, tenemos que, por otro lado,

A Ao
¢ — 702 , AV
)\C’/ acr = )\C’ he1 nh(c )alh-&-lalh'

ad(gr)(Ac(1 —gc)) = Ac(l — gor) =
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pero

3

>

—
Q

~—
Il

h
(—1) H%"Qz"l - il g

_ h+1
- (_1) Qk:|>i2k>i1 cee qkbihkbih_l

2.4 h—1 h—1 h—1 -1
: htl
= (—1) * H kig 11>k H iy 11, (H Qkik>
k=1 k=1 k=1
h+1 h—1 -1
= nu(C) H iy, ( Qkik>
k=3 =1

k=
-1 -1
= N (C) iy, Whin 11 Ui, Dy -

Por lo tanto, ad(gr)(Ac(1—gc)) = i‘cc/ qk_ﬁ qk_é ad(gx)(ac), de donde se sigue
(3.6).

Andlogamente, la ultima relacién se sigue aplicando ad(H;) a ambos
lados de (3.5):

n

n
ad(Hy) () aiyy,05,) = Y X3 (H)avi,,avi, = X2(Daee, ¥
h=1

h=1
A A
ad(Ht)()\C(l - gc)) = ﬁ)\t-C(l - gt-c) = ﬁat-c,
asi A\c = X2(t) Ao O

COROLARIO 3.9. Con las hipdtesis anteriores, asumamos que (X,q) es
(07, -1), (01, —1) 0 (0%, x). Sea a; como en (3.1). Entonces

ac =Xc(1—gc) en H,
para C € R' y Ac € k como en el Lema 3.8.

DEMOSTRACION. Para (X,q) = (O%,—1), esto es [AG2, Lema 3.4].
Ahora, seguimos la prueba alli expuesta para ver la Condicién (3.3) en el
Lema 3.8 para (Of, —1). En este caso, para cada 4,7,k € X, g; actia en la
base X por -1 veces una matriz de permutacién (ya que el cociclo es ¢ = —1)
mientras que gxg; actiia como una matriz de permutacion en la misma base y
asi g; # grg;. Consideremos ahora (OF, x). Asumamos que i, k,[ € X son ta-
les que g; = grg;- Tomemos j € X, entonces, il>j = ¢;-j = grgi-j = k> (11>])
y por lo tanto jikl = iklj, Vj € X. esto implicaria que ¢kl = id en S,, lo
que no es posible. Asi, el corolario se sigue del lema previo. U

OBSERVACION 3.10. Notemos que al trabajar con los racks de transpo-
siciones en OF o 0, la Condicién (3.6) determina la existencia de a lo sumo
3 escalares no nulos A¢, digamos Ap, A2, A3, donde el subindice esta en co-
rrespondencia con el nimero de elementos en la clase C, ya que K permuta
las clases con la misma cardinalidad.

Cuando G = Sy, la trenza infinitesimal de H, V', es uno de los médulos
M(03,sgn ®@sgn), M (O3, sgn ®e), o M (O}, sgn @ sgn), por el Teorema 2.16.

Dado V, si (X, q) son el rack y el cociclo asociados, las relaciones del
Corolario 3.9 se satisfacen en H para la realizacién (-,t,q), donde
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= 1 : X — Sy es la inclusién,

= .Sy x X — X es la accién dada por la conjugacién y

= q es o0 el cociclo ¢ = —1 o el cociclo ¢ = x como en los Ejemplos
1.11, segin corresponda.

En este caso, g, = H,, Vo € X. Por lo tanto, por la condicién de normali-
zacién (3.4), tendremos A\; = 0 o A2 = 0 en el Corolario 3.9 de acuerdo a si
estamos trabajando con (0%, q) o (O}, —1), respectivamente. En efecto, en
el primer caso, si C = {(o,0)}, 0 € Oy,

9o =9, =Hy2 = Hi =1,
mientras que en el segundo caso, si C = {(0,07 %), (671, 0)}, 0 € O}
9C = Go9o—1 = Hyp-1 = H) = 1.

Miés atn, cuando el cociclo es ¢ = x, la Ecuacién (3.6) determina Ag = 0.
Por ejemplo, si C = {((12),(34)), ((34), (12))}, k = (12), tenemos que

k>C=C y QrinQriy = X(12)((12))x(12)((34)) = —1.
3.2.2. Datos cuadraticos de levantamiento.
DEFINICION 3.11. Un dato cuadrdtico de levantamiento, o ql-datum, Q
consiste de

= un rack finito X,

= un 2-cociclo gq,

= un grupo finito G,

» una realizacién de Yetter Drinfeld principal (-, g, (xi)iex) de (X, q)
sobre G tal que g satisface (3.3),

» una coleccién (A¢)cer’ que satisface (3.4) y (3.6).

DEFINICION 3.12. Dado un gl-datum Q, definimos el dlgebra H(Q) por
generadores {a;, H; : i € X, t € G} y relaciones:
He = 17 HtHs = Ht87 t,S € Ga
Hia; = xi(t)ariHy, t € G, i € X;
(39) d)C({ai}iEX) = )‘C(l - ng‘gj)v Ce R/7 (Zaj) eC.

Aqui, iy = j, i9 = 4, ip4o = ip41 > ip ¥ G0 es como en (3.2). Denotaremos
por ac el lado izquierdo de (3.9).

LEMA 3.13. H(Q) es un dlgebra de Hopf punteada, tomando

A(H;) = Hy ® Hy, ted
Alag) = go ® ag + ag ® 1, oeX.
DEMOSTRACION. Es ficil ver que la comultiplicacién estd bien definida,

ver Observacién 3.5. Asi, H(Q) estd generada por elementos grupezcos y
casi primitivos; por lo tanto es punteada por [Mo, Lema 5.5.1]. O
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3.3. Clasificacion de levantamientos de Nichols cuadraticas

3.3.1. Algebras cuadraticas. Las algebras de Nichols de dimension
finta en gjyl) estan definidas por relaciones cuadraticas, ver Teorema 2.16.
Necesitamos conocer la dimension las algebras en las Definiciones 3.20, 3.21 y
3.22, para mostrar que son levantamientos de estas dlgebras de Nichols. Para
hacer esto, primero desarrollamos una técnica sobre algebras cuadraticas
para obtener una cota en las dimensiones.

Seguimos [BG] para nuestra exposicién. Fijamos un espacio vectorial W,
y sea T' = T(W) el dlgebra tensorial. Esta dlgebra presenta una graduacién
natural T' = @,>07T™", con TV =k y T" = W®” y una filtracién creciente
inducida F*, con F' = @jSiTj.

DEFINICION 3.14. Sea R C W ®W un subespacio y denotemos por J(R)
el ideal bildtero en T generado por R. El dlgebra cuadratica (homogénea)
Q(W, R) es el cociente T(W)/J(R).

Anélogamente, para un subespacio P C F? = koW oW @W, denotamos
por J(P) al ideal bildtero en P generado por R. El dlgebra cuadrética (no
homogénea) Q(W, P) es el cociente T'(W)/J(P).

Sea A = Q(W, P) un élgebra cuadratica no homogénea. Entonces hereda
una filtracién creciente A,, de T'(W). Explicitamente, 4,, = F"/J(P)N F™;
sea Gr A = ®p,>0A4,/An—1 el dlgebra graduada asociada, donde A_; = 0.

Consideremos la proyeccién natural 7 : F? — W @ W con ntcleo F*
y fijemos R = 7n(P) C W @ W. Sea B = Q(W, R) el algebra cuadratica
homogénea definida por R. Entonces tenemos un epimorfismo p : B — Gr A.
Explicitamente, sea p’ : T(W) — Gr A la aplicacién inducida por el mapa
W — A — A;/Ap. Seax € R C T?. Entonces, existe zg € k, z1 € W tal
que x —x1 — w9 € Py por lo tanto z = x1 + x9 € F?/F?NJ(P) = As,
asf p'(x) = 0 € Ag/A;, ya que x1 + 29 € A;. Luego, p' induce p : B =
T/J(R) — Gr A.

LEMA 3.15. Sea x = 9 — 21 € PN F! tal que v € k y 21 € W.
Entonces p(z1) = 0, y luego p se factoriza a través de un morfismo de
algebras graduadas

pz : B=B/Bx1B — Gr A,
y por lo tanto, dim Gr™ A < dim E", Vn > 0.

DEMOSTRACION. En efecto, 71 + F1 N J(P) = xg € k y asf p(x1) = 0.
La tdltima afirmacién se sigue puesto que p, es en epimorfismo de algebras
graduadas. U

3.3.2. Aplicacién al caso H(Q).

PROPOSICION 3.16. Sea Q un gl-datum y sea H(Q) como en la Defini-
cion 3.12. Entonces

dim Gr" H(Q) < dim B3 (X, ¢) |G|.
En particular, dim H(Q) < dim Ba(X, q)|G|.

Para H = H(Q;'[t]) o H(QX[\]) y n = 4,5, la proposicién implica:
s dim H(Q; ' [t]), dim H(QX[N]), dim H(D[t]) < 24% < oo,
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= dim H(Q;5 ' [t]), dim H(QX[\]) < 21°3%53 < oo.

DEMOSTRACION. H(Q) es el dlgebra cuadratica no homogénea Q(W, P)
definida por Wy P, para W =k{a;, H;:i € X,t € G}y P C keWaoWeW
el subespacio generado por

{He —1,Hy ® Hg — Hys, Hy ® a; — xi(t)ag.; @ Hy,
ac —Acl+AcHgg,, CeR t,seG,iecX}.
Sea R = w(P). Explicitamente, R C W ® W es el subespacio generado por
{H; ® Hg, H; ® a; — xi(t)as.; ® Hy, ac, C € R\ t,s € G,i € X}.

Sea B = Q(W, R) el algebra cuadratica homogénea definida por W y R.
Sea Y el élgebra linealmente generada por el conjunto {1,y; : t € G}, con
unidad 1 y tabla de multiplicacién:

yty8:07 SvteG'

Si ‘%2 = %Q(X, q), entonces B = %QﬁYG donde { es la relacién de conmuta-
cion (1fy)(a:fil) = xi(t)arifiye, (181)(a;ifl) = a1, t € G, i € X. Asi tenemos
un epimorfismo p : BtV — GrH(Q).

Ahora, notemos que PN F! = k{H, — 1} y asi, por el Lema 3.15, te-
nemos p(H.) = 0 y un epimorfismo pe : B — GrH(Q), con B = B/By.B.
La relacién de conmutacién y el hecho de que los elementos {y;}ice son
ortogonales dos a dos, dan By.B = %de C B. Esto implica

dim B" — dim(B}y.) > dim Gr" H(Q),

y, como dim B" = dim%g(\G\ + 1), tenemos dim’%g\G\ > dim Gr" H(Q).
U

Aplicamos ahora la Proposicién 3.16 para mostrar que todos los levan-
tamientos de cierto tipo de dlgebras de Nichols cuadréticas son de la forma

H(Q).

TEOREMA 3.17. Sea X wun rack, q un 2-cociclo. Sea H un dlgebra de
Hopf punteada de dimension finita, tal que su trenza infinitesimal es una
realizacion de YD principal (-, g, (Xi)iex) de (X, q) sobre G := G(H) con g
cumpliendo (3.3). Asumamos que B(X,q), B(X~L,§) son cuadrdticas y de
dimension finita.

Entonces existe una coleccion (A\¢)cer’ que satisface (3.4) y (3.6) tal
que H = H(Q)7 para el gl-datum Q = (Xv ¢, G, ('agv (Xi)iEX)v ()‘C)CER’)'

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.3, gr(H) = B(X, ¢)tkG. Por lo tan-
to, tenemos dim H = dim*B(X,¢q)|G|. Por otro lado, por el Lema 3.8,
existe una coleccién {A¢c}eoers v un epimorfismo H(Q) — H para el ql-
datum Q = (X,q,G, (-, 9, (xi)iex), { \c}cer’). Asi dimH < dimH(Q).
Ahora, por la Proposicién 3.16, dimH(Q) < dimB(X, ¢)|G|. Por lo tan-
to, H = H(Q). O

Hemos visto que los levantamientos de algunas algebras de Nichols cua-
draticas son de la forma #H(Q). Ahora investigamos la reciproca, esto es
cuando H(Q) es un levantamiento.
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Sea Q = (X,q,G, (-, 9, (Xi)iex), {\c }cer’) un gl-datum; asumamos que
B(X,q), B(X1,§) son cuadréticas y de dimensién finita. Por definicién, el
grupo de elementos grupezcos G(H(Q)) de H(Q) es un cociente del grupo G
en el datum. Por lo tanto, si 7 : G — G(H(Q)) es el epimorfismo inducido,
cualquier H(Q)-médulo W es un kG-moédulo tomando ¢-w = 7(t) -w, Yw €
Wt e @q.

Asi, cualquier H(Q)-mdédulo es una suma directa de kG-mdédulos irredu-
cibles. Para i € X, sea J; ={k € X : g; = gi}.

PROPOSICION 3.18. Si existe una representacion p : H(Q) — End M tal
que

(i) plame) om: G — End(M), es fiel;
(ii) p(a;) ¢ kp(G(H(Q))), para cadai € X; y
(iii) los conjuntos {p(aj)};cs, son linealmente independientes para cada
ieX;
entonces gr H(Q) = B(X, ¢)tkG.

DEMOSTRACION. Por (i), G(H(Q)) = G. Ahora, gr H(Q) = B(W)ikG,
para un algebra de Nichols de dimensién finita B(W) € YD, por Teorema
3.3; y dimB(W) < dim*B(X, q) por la Proposicién 3.16. La aplicacién

B(X,q) 2w = a; € H(Q)1/H(Q)o

define un morfismo ¢ : V.— W € GYD. Las Condiciones (ii) y (iii) hacen
de ¢ un mapa inyectivo. Asi, tenemos un monomorfismo B(X, q) — B(W),
ver [AS1, Cor 3.3]; y luego V = W. O

OBSERVACION 3.19. Si 4,5 € X, entonces p(a;) ¢ kp(G) implica que
plaji) ¢ kp(G) por (3.8). Asi, si X es indescomponible, entonces (ii) es
equivalente a

(i’) 37 € X tal que p(a;) ¢ kp(G(H(Q))).

Por otro lado, si la realizacién es fiel (por ejemplo, si X es fiel), entonces
(iii) es automadtica, puesto que |J;| =1, Vi € X.

3.4. Algebras de Hopf punteadas sobre S,

Aqui aplicaremos los resultados de las secciones anteriores al caso par-
ticular del grupo simétrico S,,. Como hemos notado en la Observacién 3.10,
en este caso los ql-datos

= Q. M[t] = (Sn, 08, —1,-,1,{0,A,T}),

= [\ = (Sn, 0%, x,,4,{0,0,A}) ¥
= D[t] = (4,04, =1, ¢,{A,0,T});

para A,T',\ € k, t = (A, I'), son de particular interés.

Escribiremos las algebras H(Q) para estos datos en detalle. En este
caso, las relaciones (3.5) para cada C € R’ con la misma cardinalidad son
Sp-conjugadas. Asi es suficiente considerar una tunica relacién para cada C
con un numero dado de elementos. Ver el Lema 3.27 para determinar los
isomorfismos entre las dlgebras en la misma familia.
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DEFINICION 3.20. [AG2, Definition 3.7] H(Q,,1[t]) es el dlgebra presen-
tada por generadores {a;, H, : i € OF,r € S, } y relaciones:

H.=1, H,Hy=H,s, 7,5€Sy;
Hjai = —ajinj, i,j S OS,

a12)0(34) + azayag2y = L(1 — Hi9)H(3g));
a(12)a(23) + a(23)a(13) + ai3yaqz) = A1 — Hpz)H(23))-

DEFINICION 3.21. H(QX[A]) es el dlgebra presentada por generadores
{ai,Hy :i € OF,r € S, } y relaciones:

H.=1, H.H;=H,;, r,s €Sy;
Hja; = xi(j)aji; Hj, i,j € Oy
a%m) =0;

a(12)a(34) — A(34)0(12) = 0;

a(12)(23) — A(23)0(13) — a(13)¢(12) = M1 — H(12)H 23)).

DEFINICION 3.22. H(D]t]) es el dlgebra generada por elementos {a;, H; :
i € O},r €S,} y relaciones:

H.=1, 6 H.H;=H,;, r,5€Sy,;
Hjai = —ajinj, 1€ Oi,] S 037
a%1234) =T'(1 - Huz) Ho));

(1234)@(1432) + Q(1432)0(1234) = 0;

(1234)0(1243) T O(1243)@(1423) T Q(1423)0(1234) = A1 — H12)H(13))-

3.4.1. Construccién de H(Q)-médulos. Sea ahora Q uno de los
ql-datos @, 1[t], OQX[\], n > 4, o D[t]. Construiremos:

= un #(Q;![t])-médulo W (n) soportado en S(=11) g §21"72),
= un H(QX[\])-médulo U(n) soportado en S—11).
= un #(D]t])-médulo V soportado en SG) ¢ §(21%),

Notemos que para Q@ = QX[A] un tnico kS,-médulo irreducible basta.
Esto esta relacionado con el hecho de que estas dlgebras sélo dependen en
un pardmetro . Hemos usado el programa de computadora Mathematica®©
para encontrar las representaciones. Aqui, nos limitamos a dar una base
B de estos médulos y a escribir la matriz de cambio de base entre B y la
base candnica del kSy-médulo. También escribimos la matriz que define la
accién de a1y 0 a(1234) con respecto a la base B. La accién del resto de los
elementos a;, i € X puede ser deducida de ésta a través de las relaciones de
conmutacion (3.8).

Seat = (I': A) #(0,0).

PROPOSICION 3.23. Eziste un H(Q,,'[t])-mddulo irreducible W (n) tal
que
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= W(n) tiene una base {&, Y= en la que

a12§1 = 2y, a12¢1 = 0,
a2 =0,  a12(2 = ay(t)&e,
a12§; =0, a12¢; =T1¢;,7 > 3.

= W(n) =, SO71D @ &),
(n—2)A—(n—-3)T

Aqui, ap(t) =2 -

DEMOSTRACION. Sea n > 4, fijemos b = b, = ﬁ, y sea ¢p, : W(n) —
S(n=11) g §(21"7*) ] jsomorfismo lineal definido, en la base {&;,(; ?;11 y
{vi, wi}}=' por

[
—
—_ =
o O
o O

Ry
S,

I
e
S 3
Lo
N———
o
o
=
S
=)
S
I
o
[yl

idn—?)

Definimos una estructura de kS,-médulo en W (n) de manera tal que ¢,, sea
un isomorfismo de kS,-mdédulos. Asi, definimos la accién de los elementos
H; en este médulo. Por ejemplo, para 0,1 € k" 1*"~1 la matriz nula; Pijs
para 2 < ¢ < j < n, la matriz que intercambia las filas 7 y j, tenemos

[H(m]:(o:_l Oﬁj>, [H@g)]:(Of_l 0%1),

pij  On—1 w  Op1)
[Hw)]:(on]l X ) [H<n1n>]:(0 )

n—-1 —W

donde ay; = 0 nk, con 2 = —1, mp = 1, k # 2 y [w], [f] son, respectiva-
mente:

1 1 1
1 1_ -1 90 0
0 i i+b i 0 0
! ! )
) . —1-b 1+b—20 —=b 0 ... 0
n-l o | b 1+b—202 —b
0 0 -1 ... —1 : : : id,,_4

b 1+b—202 —b

Ast Hgya12H 12y = —a12 = Hjyar2H iy = Hip_1p)a12H 1) v las rela-
ciones de conmutatividad se satisfacen. De estas matrices, podemos compu-

tar
0,,_ a [1] ~( Op a [1]
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donde a13[1] y ag3[1] son, respectivamente, las matrices

A(n—4)+T(6—2n)

2(n—2) 2
A(n—4)+T(6—2n) A(n?—8n+16)+T'(8n—24) A(n—4)+T'(6—n)
2n 2n(n—2) 2n
(n—3)(A—T) (n=3)(A(n=4)4T(6=n) A=3)+T(4=n)
n—2 n—2)2 n—2
LA A(d=n)+1(n—6) 2r—A ’
n—2 (n—2)? n—2
: : : Tid,_4
T—A A(4—n)+T(n—6) 2I—A
n—2 (n—2)2 n—2
A A(4—n)4+T'(2n—6) I—A
2 2(n—2) T2 0 0
A(4—n)+T'(2n—6) A(n®—8n+16)+I'(8n—24) A(n—4)+I'(6—n) 0 0
2n 2n(n—2) 2n
(T'—=A)(n—3) (n—3)(A(n—4)4+T'(6—n))  A(n—3)+I'(4—n) 0 0
n—2 (n—2)2 n—2
A-T A(d=—n)+T(n—6) 2r—A ,
n—2 (n—2)2 n—2
Tid,,—4
A-T A(4—n)+T'(n—6) o' —A
n—2 (n—2)2 n—2

y a13[2], a23[2] son tales que ambas tienen la j-ésima columna nula para
j > 3 y las primeras tres filas como sigue:

M1 n _ 17 1 n 17
2 2(n—2) 2 2 2(2—n) 2
1 n _1 _1 n _1
2 2 n72§ 2 2 2(n-2) 2
n—3 n(B-n) 3-n n=3 n(3-n) n-3
2—n n—2)2 2-n n—2 n—2)2 n—2
a2 = |1~ (n2) 1 a(2] = | 1~ 2 1
n—2 (n—2)2 2-n 2—n  (n—2)?2 2-n
1 n 1 1 n 1
Ln—2 (n—2)2 2—n] [2—n  (n—2)2 2—n ]

La accion de asq difiere en los casos n =4 o0n > 4. Sin =4,

azaé; = 20, 3G, asaCi =T&1, azaCe= (A —5)&, a3l =0,

mientras que si n > 4 la accién estd dada por:

[aza] = <a35[2] a36[1]>
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donde a34[2]7;j = ((5@3 — 51"4)((5]'73 — (5j74) y

0 0 0 o ... 0

8A4T(n?—2n—12) 30—2A 3U—2A o --- 0
n(n—2 n n

2An—4)(BL-28)  A@A=n)+T(n=5) A(d-m+T(n=5) o =
n—2)2 2—n 2—n

2n-4)B0-24)  A(4=m)+l(n=5) A@U—m)+T(n=5) 4 =
ag1] = (n-2)2 2—n 2-n
4(2A—31) 3T—2A 3T—2A
(n—2)2 n—2 n—2

: . . idn—4

4(2A-3I) 30—2A 30—2A
(n72)2 n—2 n—2

Podemos ahora chequear las relaciones cuadraticas. Primero, es claro que
a2y = 0. Resta ver el caso de las ecuaciones

(3.10) a12a34 + azqa12 = (1 — H19)H 34))

(3.11) a12a23 + azzais + a1za12 = A(1 — Hj9)H(3))

Notar que en ambas ecuaciones, los lados izquierdo y derecho son cero cuando
se calculan en &;, (; para j > 3. La relacién se verifica en el resto de los
generadores mediante una cuenta directa, aunque algo tediosa. Por ejemplo,
el lado izquierdo de (3.11) aplicado a &; es

1 -3 1
a2(5(Cr — G2) + Z_QCS + 2—n§<j)

+a23( (G +G)+ Z 2C3+n1226j)+2a13€“1=

>3

1 (n—3) At T3

= [Fgan(t)G + —— ;CJ n—_2)§1
A4 —n) +T(n*>—n—6) (n —3)(2F—A) (A —2T)

* 2n(n — 2) f2+ (n—2)2 (n—2)2 ;63
n—3 T—A A(n—4)+T(6 —n) A(n—3)+T(4—n)
2l g ot 2n 2+ n—2
2I'— A r A Aln—4)+T(6—2

Al ij)*‘mej]“‘[%gfl‘F G );n( n)§2

j>3 i>3
—-3)(A-T r—A

M)

7>3

3 A (n—3)A A

:751_§§2+ nn—2 £3+2—nj§§j'

Y esto equivale al lado derecho, ya que

1 n—4 2
H19)H93)61 = 5(—51 + &) + SRS R > g

>3

Finalmente, notar que a2 permuta los kS,-médulos S—11 y 5(271%2),
entonces W(n) es irreducible. O
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PROPOSICION 3.24. Existe un H(QxX[\])-mddulo irreducible U(n) tal que
= U(n) =, S71D.
= U(n) tiene una base {&}1~ en la que

a12§1 = 2v =&, apg; =0, j > 3.

DEMOSTRACION. Sea ¢y, : U(n) — S~ 1) el isomorfismo lineal defini-
do en la base {& ! y {v;}7=}! por

1 1 0 0

1 -1 0 0
[¢n} |10 O

Do id,_3

0 O

Definimos como antes una estructura de kS,-médulo en U(n) de manera
que ¢, sea un isomorfismo de kS,-médulos. En particular, tenemos definida
asi la accién de los elementos H; en este médulo. Por ejemplo,

Ha9& = =&, Hanéi =&, i # 2.

Las matrices H(;; con 2 < i < j < n son matrices de permutacion que
intercambian a;; con aj;. Cuando j = n, tenemos que la k-ésima fila de Hj;,
es la k-ésima fila de la identidad n — 1 X n — 1 mientras que la i-ésima es
(20 —1... —1). De estas matrices se verifica que H(jpja1aH(12) = —ai2
y Hija12H;j = a1 para cada i,j ¢ {1,2}, y es inmediato que [a12]? = 0.
Ahora, para 0 = (0,...,0) € k"4,

1 101 101 1
CRRNCI B~ (I B
|72 3 3 O |2 2z -z O
[H(13)] - 12 % (2) 0 ) [H(ZS)] - 1 -1 0 0
‘0 0 0 idp_4 ‘0 0 0 idy4
Asi, ya que a13 = Hg3ya12H (93), a23 = —H(13)a12H(13), tenemos que, en la

base {¢; ?:_11, las matrices de estos elementos son, respectivamente,

A A A

a2 L 4 0 .0 2 0h L0 0
oot 214 1

A U SRR S N
-2 3 —3 0 ... 0f -5 -5 -5 0 0
0 0 0 0 ...0 0 0 0 0 ...0

De esta descripcion se sigue que [a12a23 —a23a13 —a13a12] = A[1—H 19)H (23)].
Ahora, la matrix de ag4 depende de si n =4 o n > 4. En cada caso:

0 0 0 ... 0

,n > 4.

oo O O

0
0
0
0

o O O O

0
0
0
0

Ol O O
Ol O O
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y siempre tenemos [aj2][ass] = 0 = [as4][a12]. U(n) es claramente irreducible.
U
PROPOSICION 3.25. Eziste un H(D[t])-mddulo irreducible V' tal que
sV = 5(3,1) @ 5(2,12)'

» V tiene una base {&;, G}, en la que

a1234§1 = 2(1, a1234G1 = I'&q,
a1234§2 = 2(2, a1234G2 = I'éo,
a1234§3 = 0, a1231Gz = (A = T')&3.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : V — SG1) g S21%) ¢l isomorfismo lineal defi-
nido, en la base {&,¢;}o_; v {vi,w;}3_; por

11 0 0 0 O
-1 1 0 0 0 O
0 -1 1 0 0 O
[#] = 0 0 0 1 1 0O
0 0 0 -1 1 O
0 0 0 0 -11

Definimos una estructura de kS;-médulo en V' para que ¢ sea un isomorfismo
de kS4-moédulos. Tenemos asi definida la accién de los elementos H; en este
moédulo. De la definicion de la accion para a(a34) es facil describir la accion
de a(1432), a(1243), @(1423) ¥ Verificar que en efecto define un H(D[t])-médulo.

Como a(j234) permuta SGL y 5(2’12), V es irreducible. O

Ahora estamos listo para probar la siguiente proposicién, que provee un
prueba que no utiliza bases de Grébner de un resultado en [AG2, Theorem

3.8], para H(Q, [t]).

PROPOSICION 3.26. Sean > 4, t € k>, A € k. Sea A, = H(Q,;'[t]) o

H(Q[A]).

» G(A4,) =Sy, A, Z2kS,.

» dim Ay = 243, dim A5 = 21°3%53.

= G(H(D[t])) = Sy, H(Dt]) £ kS y dim H(D[t]) = 24°.
Por lo tanto, para n = 4,5, el dlgebra de Hopf graduada asociada a la fil-
tracion corradical de H(Q,; [t]) (respectivamente H(QX[\]), H(DIt])) es iso-
morfa a B(O%, —1)HkS,, (respectivamente B(OF, x)ikS,, B(OF, —1)tkSy).

DEMOSTRACION. En vista de la Proposicién 3.18, se sigue del Teorema
2.16 y la Observacién 2.17, junto con el Teorema 2.15 y la Proposicién 2.19,
usando las representaciones definidas en las Proposiciones 3.23, 3.24 y 3.25,
segun corresponda. O

3.5. Clasificacion de algebras de Hopf punteadas sobre S,

En esta seccion probaremos uno de nuestros resultados principales. Nece-
sitamos antes el siguiente lema, que establece las clases de isomorfismo entre
las algebras que pertenecen a una de las familias definidas en las Definiciones
3.20-3.22.
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LEMA 3.27. Sea t,t' € k%. Entonces H(Q;'[t]) = H(Q,;[]) si y sdlo
sit£0yt=1t¢€Plosit=1t =(0,0),y lo mismo vale para H(D[t]).
Finalmente, H(QX[\]) =2 H(QX[1]), VA € k* y H(QX[1]) 2 H(QxX[0]).

DEMOSTRACION. Sea Q = Q,[t], QX[A] o D[t]; @' = 9, *[t'], QX[N] o
D[t']. Sea H = H(Q), H = H(Q'). Un isomorfismo ¢ : H — H'induce @5, €
Aut(S,,) para n = 4,5 segin corresponda, y asi tenemos una permutacién
¢ : X — X tal que ¢(H;) = Hypy y ¢(a;) es (Hy(;, 1)-primitivo, parai € X.
M4s aln, ¢ se restringe a ¢1 : Hy — Hj entre los segundos factores de la
filtracién corradical, y asi ¢(a;) = nafp(i) + (1 — Hyy)s m, i € k. Cuando
X = 0F, la relacién a? = 0 fuerza u = 0, y para X = (’)ﬁ la relacién
a? = T'(1 — H?) hace que p = 0y I' = nI". Por lo tanto, ¢(a;) = N (i)
Ahora, tomando en cuenta el resto de las relaciones cuadraticas, tenemos
que, para Q,1[t] como asf también para D[t], t = n?t’; mientras que para
Q. 1[\] obtenemos A = n2)\. Asf el resultado se sigue. O

Estamos listos para dar una prueba de nuestro resultado principal en
este capitulo.

TEOREMA 3.28. Sea H un dlgebra de Hopf punteada de dimension finita
con G(H) =Sy, H # kS4. Entonces H es isomorfa a una y sdlo una de las
stguientes dlgebras:

1. B(03, —1)ikSy;

Q. '[t]), para evactamente un t € PL;
. H(DI[t]), para ezactamente un t € PL;
- H(QI(]).

DEMOSTRACION. En el Lema 3.13 hemos visto que las algebras lista-
das son algebras de Hopf punteadas. Hemos calculado su dimensién en la
Proposicion 3.26. Reciprocamente, sea H un algebra de Hopf punteada de
dimensién finita con G(H) = S4. Por el Teorema 2.16, la trenza infinitesimal
de H es isomorfa a M (O3, sgn ®@sgn), a M (O3, sgn ®e¢) o a M (03, p_). Como
todos estos médulos son auto-duales, H es isomorfa a una y sélo una de las
algebras de Hopf en la lista por el Teorema 3.17, la Observacion 3.10 y el
Lema 3.27. (]

OBSERVACION 3.29. La clasificacién de las dlgebra de Hopf punteadas
de dimensién finita con G(H) = S3, alcanzada en [AHS] usando [AG2] y
[AZ], puede ser probada alternativamente de este modo.

(
(
(037 X)ﬁ]kSzl,
(
(

> otk Lo
TERBR

Concluimos el capitulo describiendo en la siguiente proposicién una sub-
clase de algebras de Hopf punteadas de dimensién finita sobre Ss. Se sigue
de la misma manera que el teorema anterior.

COROLARIO 3.30. Sea A un dlgebra de Hopf punteada de dimension
finita con G(A) =2 S5 y sea M € ggyp su trenza infinitesimal.

= Si M = M(O3,sgn®sgn), entonces A = H(Q5'[t]), para evacta-
mente un t € PLU{(0,0)}.

» Si M = M(0O3,sgn ®e), entonces A = H(QX[N]), para un A € {0,1}.

O



Capitulo 4

Representaciones de algebras de Hopf punteadas

En este capitulo comenzamos el estudio de la teoria de representaciones
de las dlgebras H(Q) introducidas en el capitulo anterior. Recordar la defini-
cion de un gl-datum @ de la Definicion 3.11 y del algebra de Hopf punteada
H(Q) construida en la Definicién 3.12 en la pdgina 38.

Investigamos los médulos cuya restriccion al grupo de elementos gru-
pezcos es una suma de médulos de dimensién 1 y sus cubiertas proyectivas.
También caracterizamos a los médulos simples sobre una bosonizacién, bajo
ciertas condiciones.

Luego, aplicamos estos resultados a las dlgebras de Hopf punteadas de
dimension finta sobre S3. Obtenemos asi la clasificacion de sus médulos sim-
ples. Encontramos también los carcajes de Gabriel, las cubiertas proyectivas
de los médulos simples y mostramos que estas algebras no son de tipo de
representacion finito.

4.1. Moébdulos que son sumas de representaciones de dimensién 1

En esta seccidén, estudiaremos los H(Q)-mddulos suyo G-médulo subya-

cente es una suma directa de representaciones en Gay,.
Empezamos por fijar la siguiente notacién. Dado un par (X, ¢), sea

,

(—1)3-! si 2|,

Qip_9141,ih—2

3
(1= ll—[l Qip,—21415in—2 si 2|h + 1.

Notar que (1(C) = (2(C) = 1, (u41(C)Cn(C) = niu(C), ver (3.2).

4.1.1. Moébdulos cuyo G-mdédulo subyacente es isotipico.
Estudiamos primero las extensiones de caracteres multiplicativos de G

a H(Q).

PROPOSICION 4.1. Sea p € Gap. Euxiste p € homge(H(Q), k) tal que
pig = p sty sélo si

(4.2) 0=2Ac(l = plgigj)) si (i,4) € C y 2[n(C),

y existe una familia {~;}iex de escalares tales que

(4.3) Y = Xj(t)’yt.j VteG,j e X,

(44) vy =Ac(—plgg))  si(ig) € C y2An(C) + 1.

49
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Si se satisface (4.2), entonces el conjunto de todas las extensiones p de p
estd en correspondencia biyectiva con el conjunto de familias {vi}iex que
satisfacen (4.3) y (4.4). En particular, si

(4.5) Ao #0=p(gigj) =1, CEeTR,(i,j)€C.

entonces v; = 0, Vi € X define un H(Q)-mddulo. Mds ain, esta es la inica
extension posible si, ademds,

(4.6) xi(gi) #1, Vie X.

OBSERVACION 4.2. (a) Trabajaremos principalmente con &lgebras de
Nichols para los cuales se satisface:

(4.7) Xi(gi) =-1, VieX.
En este caso, obviamente (4.6) se satisface y la clase C; = {(i,4)} pertenece
aR.

(b) Si X es indescomponible, usando (4.3) y el hecho de que Vi € X
3t € G tal que i =t - j, podemos reemplazar (4.4) por

(4.4) i = Ac(l = p(g;)*)x;(t) si (i,5) € C'y 2n(C) + 1.

DEMOSTRACION. Asumamos que tal p existe y sea v; = p(a;). Entonces
(4.3) se sigue de (3.8). En particular, para p,q € X, tenemos p(apsq) =
Xq(9p) 1p(aq). Entonces, para C € R', (i2,i1) = (i,]) € C, se sigue que

(—1)%@(0)_15(%) si2lh+1

4. Zh:_alh = - 0 i
(4.8) Yin = plai,) {(_1) Lo, (C)p(a;)  si 2|,

NEy

cf. (4.1). Consecuentemente,

(4.9) plaiirai,) = (=)0 (C) ™ 6(as)p(ay)

y asi (4.4) y (3.11) se siguen de (3.9). Reciprocamente, si (3.11) vale y
{7i}iex es una familia que cumple (4.3) y (4.4), entonces definimos p :
H(Q) — k como el tnico morfismo de algebras tal que p(Hy) = p(t) y
pla;) = 7. Si (4.6) se satisface, se sigue de(4.3) para t = g; que p(a;) =
0V+4 € X es una condicién necesaria. O

DEFINICION 4.3. Sea p una extensién de p € é; y v = plag), v =
(7i)iex € k*. Entonces denotamos el H(Q)-médulo correspondiente por
Sy. Siy =0, tomamos S} = S,.

Ahora determinamos todos los H(Q)-mddulos cuyo G-médulo subya-

cente es isotipico de tipo p € é;, cuando X es indescomponible y (4.6) se
cumple.

PROPOSICION 4.4. Asumamos que X es indescomponible. Sea M un
H(Q)-médulo tal que M = M][p| para un tinico p € Ggp, dimM = n.
Entonces M es simple si y solo si n = 1. Si, ademds, (4.6) se satisface,
M = g8,
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DEMOSTRACION. Sea p : H(Q) — End M la representacién correspon-
diente y I'; € k™" la matriz asociada a p(a;) en alguna base (fija). Como
en la prueba de la Proposicién 4.1, {I';};,cx satisface (4.3). Asi, si fijamos
j € X, entonces para cada i € X existe t € G tal que I'; = x;(¢)7'T;. Asi,
existe una base {z1,...,2,} en la cual todas estas matrices son triangulares
superiores y por lo tanto k{z1} genera un submédulo M’ C M. Si (4.6) se
satisface, entonces se sigue que I'; =0, Vi € X y asi M = @?:1 S,. O

4.1.2. Moddulos cuyo G-médulo subyacente es una suma de dos
componentes isotipicas.

Sean p,u € é; que cumplen (3.11), 7,6 € kX que cumplen (4.3) y
(4.4) para p y p, respectivamente. Empezamos esta subseccién describiendo
mddulos indescomponible que son extensiones de S) por SfL. Por simplicidad
en el enunciado de (4.11) en el siguiente lema, introducimos la siguiente
notacién. Sea C € R/, j € C' y sea

[@]71 [n(c;)+l],1
(@)= Y x(g)s O = > xlg)"
r=0 r=0
Notar que
5 aj, si 2n(C),
) — n(C)+1y_ .
! aj+xj(gj)[ 71 s 24 n(0).

LEMA 4.5. Sea V el espacio de soluciones {fi}iex € k¥ del siguiente
sistema

(4.10) fin(t) = xi(t) frip(t), iceX,teGy
(4.11) (o (C)05 — Bi(C)vi) fi = —xi(9:) (i (C)ds — Bi(C)vi) f,

C e R, (i,j) € C. Entonces Ext%{(g)(S;y,Sg) >~V y el conjunto de clases
de isomorfismo de H(Q)-mddulos indescomponible tales que

(4.12) 0— Si — M — S} — 0 es exacta
estd en correspondencia biyectiva con Pr(V').

DEMOSTRACION. Sea M = k{z,w} como en (4.12), con z € M|p], w €
M p]. Entonces existe {f; }iex tal que

(4.13) a;z = vz + fiw.
Entonces (4.10) se sigue de (3.8) y esto implica
h_ _ .
- (—xj(95))2 ' G(C) i si2lh,
in = h—1 .
" (=xi(9)) 2 Cu(C)71f;  si2lh+1,
ya que, para T = p o T = [,
T(gi21+1) = T(gizlgimqgi;ll) = T(gi2l—1) = =17(g;) = T(gj)a
T(gizu-z) = T(gi21+1gi219i_211+1) =T7(gip) =+ = 7(9i,) = 7(9:),
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y % = Xk (gr)- Por lo tanto, si (i,j) € C 'y n =n(C), (3.9) se satisface si

y s0lo si
ST (C) (finGinas + Finsnin) = 0.¥C € R,
h=1

esto es, usando (4.8), (3.9) se satisface si y sélo si (4.11) se satisface.
Reciprocamente, si { fi }iex cumple (4.10) y (4.11), entonces (4.13) junto
con a;w = d;w define un H(Q)-mddulo que es una extensién de S) por Si.
M es indescomponible si y sélo si f; # 0 para algin ¢ € X. Asuma-
mos que M es indescomponible y sea M’ = k{z/,w'} otro H(Q)-médulo
indescomponible que quepa en (4.12), con 2’ € M'[p], w' € M'[u]. Sea
{9i}iex € V la solucién correspondiente de (4.10) y (4.11). Asumamos que
¢ : M — M’ es un isomorfismo de H(Q)-médulos. En particular, ¢ es un
G-isomorfismo y asf existen o, 7 € k* tales que ¢p(w) = ow’, ¢(z) = 72'. Pero
entonces es facil ver que o, 7 deben satisfacer g; = o771 f;, i € X. Esto es,
[filiex = [giliex en Pg(V). La reciproca es clara. O

OBSERVACION 4.6. Si X es indescomponible, entonces, salvo isomor-
fismo, existe a lo sumo un H(Q)-mddulo indescomponible M como en el
Lema. De hecho, si existe uno, sea {f;}icx € k¥ la correspondiente solucién
de (4.10) y (4.11). Entonces, si fijamos j € X y t; € G es tal que i = t; - 7,
i € X, entonces

A — f. . ,M(ti) X
(4.14) (fi)iex = f; (X](tZ)p(ti)>ieX e k™,

vy asi M estd univocamente determinado. En este caso, la existencia de la
solucién es equivalente a (4.10) y

) Pt
(4.117) (a6 — Bjv;5) <(1) + Xj(gj)> fi =0
p(ti)
si(i,j)€C, CeR i=t].
DEFINICION 4.7. Sea X indescomponible y Ext%_[(g)(SZ, 5’2) # 0. Deno-
tamos al (inico) H(Q)-médulo indescomponible correspondiente por M, ’3.
Siy =06 =0, entonces (4.11") es tautolégico. Fijamos: M, ,, := M,?jg.

Asumamos que X es indescomponible y que G = ({g;}iex). Sea j un
elemento fijo en X. Definimos £ : G — Z, respectivamente ¢ : G — k*,
como

t)=min{n : t =gi ... Gi,, i1,.-,0n € X},

respectivamente ) (t) = Xj(gj)e(t), t € G. Notar que 7(g;) = 7(g5), Vi € X,
y entonces 7(t) = T(gj)e(t), para cualquier 7 € Gy, t € G.

LEMA 4.8. Con las hipdtesis de arriba, si Ext%{(g)(Sg, Sﬁ) # 0, entonces

(4.15) u(s) = v(s)p(s),  VseG.

Por lo tanto p determina p (y vice versa), y 1 es homomorfismo de grupos.
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Reciprocamente, si (4.15) se cumple, podemos reemplazar (4.10) y(4.11)
por

(4.10°) fix;(g)" D = Xi(t) fra, i€X,teGy
(4.117) 0 = fia;d; — Bjs) (Xj (g) =" + 1) :
si(i,j)eC,CeR,i=t;-].

DEMOSTRACION. Tomando ¢ = j y t = g; en (4.10), y elevando a la

{(s)-ésima potencia, obtenemos (4.15). Lo que sigue es inmediato. O

Ahora mostraremos que no existen moédulos simples M de dimensién 2
tales que M| es suma de dos (necesariamente diferentes) componentes de
dimensién 1, siempre que se satisface lo siguiente:

(4.16) JCeR' con n(C)>1.

Notemos que si (4.16) no se cumple y gr H(Q) = B(X, ¢)tkG, entonces se
sigue que dim H(Q) = oo, siempre que | X| > 1, ya que {(a;a;)" }nen €s un
conjunto linealmente independiente en H(Q).

LEMA 4.9. Asumamos que X es indescomponible, y que (4.7) y (4.16)

se satisfacen. Sean p,pu € Ggp, y sea M un H(Q)-mddulo tal que M =
M|p| ® M|p], dim M[p] = dim M [u] = 1. Entonces M no es simple.

DEMOSTRACION. Asumamos que existe M simple como en la hipdtesis.
Afirmamos primero que p # p y que, si z € M|p], entonces a;z € M|[u]. En
efecto, sea a;z = u+ w con u € M|[p], w € M[u], entonces

Hia;z = p(t)u + p(t)w,  xi(t)ariHez = xi(t)p(t)at.iz
y tomando ¢ = g;, obtenemos

p(gi)u + p(gi)w = xi(gi)p(g:) (u + w) ) —p(gi)u — p(gi)w.

Asi u = 0; luego w # 0 pues M es simple. También,
(4.17) p(gi) = —p(gi), i€ X

Siguiendo un argumento simétrico, a;(M[u]) = M|p].

Ahora, fijemos 0 # z € Mp], 0 # w € M|u]; sea f;, i € X, tal que a;z =
fiw. Entonces (f;);ex satisface (4.10), por (3.8). Como X es indescomponible
y M es simple, tenemos f; # 0, Vi € X. Necesariamente tenemos
(4.18) a;w = p;z, para p; = fi_lAi(l — p(gz-)z).

Notemos que p; # 0 o de otro modo a;w = 0, Vi € X. Como en el caso de
la familia {f;}, la familia {p;} también satisface (4.10), con los roles de p y
1 intercambiados.

Asumamos que existe C' € R’, con n(C) > 1. Mostramos ahora que esto
contradice la existencia de M. Sea (i2,41) = (4,j) € C, entonces
n(C) n(C)

acz =Y Mnfi i w=>_ mnfi,
h=1

h=1

i
f{h+1 (1 - p(gih+1)2)z'
Th+1
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Sea t € G tal que ¢ = t - j y recordemos que iy = ip_1 > ip_9. Como
Js-k = gsgk9;17 entonces
p(gih+1)2 = p(gj)Qa Y h.

Ahora, por (3.5), i, = Xi,,_1mip_0 = Xin_o (gih_l)_Z)\ih_Q, entonces
Vo 1G@O)TG()7 si2lh,

" G(C) 72 si 2|h + 1.
Ademas, por (4.10), tenemos

Ch(c)_IXj(t)_Iij si 2|h,

(4.19) fin = p(t)
Ch(C)7Lf; si2|h + 1,
para cada h = 1,...,n(C). Por lo tanto, tenemos que:
t
&xj(t)*uj si 2|h,
f; p(t)
(4'20) nh(C))‘ih+1 ] b=
Finia p(t) ) 1) i oh+ 1
—= X)) TA; sl + 1.
\ N(t) X !

Andlogamente, si analizamos el elemento acw, obtenemos

&Xj(t)_l)\j si 2|h,

i p(t)
(4'21) nh(c))‘ih+1 .h =
P @X‘(t)_l)\- si2lh+1
p(t) ™ ’ '

No obstante, notar que, si h > 1,

Aih (1 - p(gih)Q)fthrl

M (C) Ny 2 = 1 (C)A

Piy R )‘ih+1 (1- p(gih+1)2)fih

fi

= _nh—l(C)Xih,1 (gzh))\zh%

in
(4.10) Jin_y p(t)
= - — C)\z —
Th 1( ) R fih p(t)
p(t)?

(4.20) p(t)QXj(t)ilAj si2fh =1,

—Xj(t)_l)\j si 2|h.
Y de esta igualdad junto con (4.21), obtenemos

Pero, como i > i = i, tenemos que u(g;t) = —p(g;t) y también

ugit) = n(gu(t) “E” —plgu(t) = plgi)p(t) = plgit),

lo que es un contradiccion.
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Asumamos que X es indescomponible. A continuacién, describimos los
moédulos indescomponibles que son sumas de dos componentes isotipicas
diferentes, siempre que que (4.7) y (4.16) se cumplan.

TEOREMA 4.10. Sea p # p € 5;,. Asumamos que X es indescomponible
y que tanto (4.7) como (4.16) se satisfagan. Sea M = M|p] & M[u] un
H(Q)-mddulo, con dim M |p], dim M[u] > 0. Entonces M no es simple.

. P . , 1§
Mds aiin, M es una suma directa de médulos de la forma Sy, Sg, M)
5// 1" R
y M, ;' para varios 7,6, v, &, 4", d8".

DEMOSTRACION. Tomemos 0 # z € M|p]. Como en la primera parte
de la prueba del Lema 4.9, se sigue de (4.7) que p # uy que, si 0 # z €
M]p], entonces a;z € Mu]. Ahora, a;w = a?z = N(1 — p(gi)?)z, vy asf el
espacio k{z, w} es a;-estable. Como X es indescomponible, se sigue que es un
submodulo. Sea K = ker a;. Aqui vemos a a; como un operador en End M.
este subespacio es G-estable: si u € K, u = z +w, con z € M[p|, w € M[u],
entonces 0 = a;u = a;2 + a;w = z,w € K, ya que a;w € M|pl, a;z € M[p].
Asi p(t)z = Hiz y pu(t)w = Hw € K, Vt € G. Por lo tanto G -u C K. Lo
mismo se satisface para I = iga;. Sea T un G-submédulo tal que M = K &T
(recordemos que kG es semisimple). Sea

K =kera; = K[p] ® K[u], T=T[p]®T[u], I=iga;=I[p] Iu].

Notemos que K # 0. En efecto, si K = 0, entonces el espacio k{z,w} serfa
un H(Q)-médulo simple de dimensién 2, lo que contradice el Lema 4.9.
Asf K # 0. Entonces 7; = 0, Vi € X y a? - M = 0. Notemos que en este
caso I[y] C K], para ¢ = p o u, y asi tenemos K[| = I[¢p] & J[¢p]. Como
G-modulos, tenemos

Me= P M= P W] eIy e Ty,

Y=p,u Y=p,p

y esto induce la siguiente descomposiciéon de H(Q)-mddulos:
M = Jlpl @ Ju] © (ITp] + Tp) @ (Iu] + Tlp])-

Sea ¥ = p o u. Si J[p] # 0, entonces (3.11) se satisface para ¢, y J[]
es una suma de H(Q)-mddulos de dimensién 1, por la Proposicién 4.4. Sea
{wy,...,wi} una base de T[u]. Entonces {a;ws,...,a;wg} es una base de
I[p]. En efecto, si z € I[p], z = a;w, w € T[p], existen o1, ...,0; € k tal que
w= Z§:1 ojw; y entonces z = Z§:1 oja;wj. Si, por otro lado, {Uj}§:1 ek
satisface 0 = Z§:1 oja;w; entonces Z§:1 ojw; € K[p], y como KNT =0,
o =0Yj=1,... k. Asi I[p]+T[u| = @§:1<wj) como H(Q)-médulos. Por
el Lema 4.5, para cada j = 1,...,k existen §;,7; € k**X tales que (w;)
M, gfﬂj. Una afirmacién similar se sigue para I[u] + T[p]. Por lo tanto, exis-
m m m m m
ten myp, my, mp sy € No, {§5420, {20, {0,125 {2 {oh 217,
{7 };L"f € kX tales que

Mp,pu My,p

mp my
~ &5 usi 85,7; 05T
v=@ste@spe @l e @y,
j=1 j=1 j=1 j=1
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donde m, (respectivamente m,) es no nulo sélo si (3.11) se satisface para p
(respectivamente. ), &;, m; satisfacen (4.3) y (4.4) para p, p respectivamente.
Por otro lado, m, , # 0 sélo si (4.10) se satisface para p, 1 y d;,; satisface
(4.11). Similarmente para my, ,, 0j, ;. O

4.1.3. El caso G=S§,,n > 3.
Recordemos que los ql-datos:

= Ot = (S, 08, —1,-,0,{0,A,T}), n > 4
= OX[A] = (Sn, 0%, X, ¢, {0,0,A}), n > 4;

. Q3_1[)\] - (837 O%a _17 2E2) {07 )\})a
definen algebras de Hopf punteadas sobre S,,, para n € N segun corresponda,
ver Capitulo 4, [AG2, GG].

OBSERVACION 4.11. Notar que los racks O%, n > 3 son indescomponibles
y que (4.7) es satisfecha por ambos cociclos. En este case, Gap = {€,sgn},
donde €, respectivamente sgn, denotan las representaciones trivial y signo
respectivamente. En cualquier caso, (4.5) se satisface. Tengamos en cuenta
también que S,, = (OF). En este caso, la funcién £ : G — Z es bien conocida
y ¥ : G — {£1} C k* coincide con la funcién signo, por (4.7). Mas aun,
(4.16) se satisface en todo estos ql-datos.

PROPOSICION 4.12. Sea A = H(Q;'[t]) o H(Q3'[\]). Sea M un A-
médulo tal que Mg, = Mle] © M[sgn], dim M[e] = p, dim M[sgn] = q.
Entonces

1. M es simple si y sélo si M = Se 0 M = Segn.

2. M es indescomponible si y solo si M es simple o p=q=1. En es-
te ultimo caso, existen dos maddulos indescomponibles no isomorfos,
denotados por Mesgn Y Msgn e

DEMOSTRACION. Se sigue por las Proposiciones 4.1 y 4.4, y por el Lema
4.9 que S¢ y Ssgn son los tinicos dos médulos simples. La segunda afirmacién
se sigue del Teorema 4.10 y del Lema 4.8. O

PROPOSICION 4.13. Sea n > 4. Sea M un H(Qx[N])-mddulo tal que
Mis, = M[e] © M[sgn], con dim M([e] = p, dim M[e] = q, p,q > 0. Entonces
M es indescomponible si y sélo si es simple siy sélo st M = Se 0 M = Sggy.

DEMOSTRACION. La determinacién de los médulos simples se sigue de
las Proposiciones 4.1 y 4.4 y del Lema 4.9. Por el Lema 4.8 no existen
extensiones entre los médulos de dimension 1. Luego, la Proposicién se sigue
del Teorema 4.10. O

4.2. Moébdulos simples sobre bosonizaciones

Sea G un grupo finito. Sea X un rack, ¢ un 2-cociclo y asumamos que
existe una realizacién de YD de (X, ¢) sobre G. Denotamos por B(X, q) al
algebra de Nichols correspondiente.

Consideremos la bosonizaciéon A = B(X, ¢)fkG. En lo que sigue asumi-
remos que B(X,q), y asi A, es de dimensién finita.
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PROPOSICION 4.14. Los mddulos simples para A estdn en correspon-
dencia biyectiva con los médulos simples sobre G: dada p € G, S, es el
A-mddulo tal que

S, =W, como G-médulos, y a;S,=0, VielX.
Esta correspondencia preserva productos tensoriales y duales.

DAEMOSTRACION. Con la accién definida arriba, es claro que para cada
p € G, S, es un A-médulo. Si B(X,q)" denota el ideal maximal graduado
de B(X,q), entonces el radical de Jacobson J = J(A) estda dado por J =
B(X,q)T#kG. En efecto J es un ideal nilpotente maximal (ya que A es
graduada y de dimensién finita) y A/J = kG es semisimple. Esto también
muestra que la lista {S, : p € G} es una lista exhaustiva de B (X, ¢)-médulos,
que son claramente no isomorfos dos a dos. La tltima afirmacion se sigue ya
que a; (S, ® Sy,) =0y S(a;) = —H,a;. O

4.3. Cubiertas proyectivas de médulos sobre levantamientos
cuadraticos

Fijemos G un grupo finito y H un algebra de Hopf punteada sobre G.
Sea {ei},f\il un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos
para G y sea I; = Hej, paral < j < N.

LEMA 4.15. I; = IndkaGej. En particular, si kGe; = kGej, como
G-mddulos, entonces I; = Ij, como H-mddulos.

Mads ain, H = @pe@ Igimp como H-mddulos, donde I, = Indﬂ{({G Wy, y
asi 1, es un H-mddulo proyectivo.

DEMOSTRACION. Sea 1 : Ind{L, kGe; — H la composicién del isomor-
fismo canénico H ®xq kG — H con la inclusion H Qkg kGe; — H Qpa kG.
Se sigue que Im 1) = I;. Entonces I[; = Indu?G kGe; y I; no depende del
idempotente e; sino el médulo simple W, = kGe;. Por lo tanto, como
kG = @ kGe;, tenemos que H = D, 1gme, O
Sea {H,, }nen la filtracién corradical de H, ver 1.22 en la pagina 8,

gr"H:Hn/Hn_l, ng:@nzogr"H.

Sea R € 83217 tal que gr H =2 R#kG. Sea 7, : H, — gr"™ H la proyeccién
canénica. Como cada H,, es ad(G)-estable, se sigue que 7, es un morfismo de
G-modulos. Por ende existe una seccion g H — H, vy H, 2 gt" H ® H,, 1
como G-médulos. Por un argumento inductivo tenemos que

H,2g"Heog" 'Ho---og’H.

Y asi se sigue que H = gr H como G-moédulos. Més atin, se sigue que, si
consideramos la accion adjunta en kG, gr H 2 R®QkG como G-mddulos, via
la accién diagonal. Asi, H 2 R ® kG como G-mddulos.

PROPOSICION 4.16. Sea gr H = R{kG.

1. I. 2 R como G-mddulos.
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2. Asumamos que existe un H-mddulo simple M tal que Mg es un
G-mddulo simple W,. Entonces P(M) es un sumando directo de I,,.
En particular, si I, es indescomponible, entonces I, = P(M).

3. Si H = RikG, 1, es la cubierta proyectiva de S,, ver Proposicién
4.14.

DEMOSTRACION. Sea W, el G-moédulo trivial. Como I, = IndﬂfG Wey
H = R® kG, tenemos

(IE)lG = ((R X kG) ®kG WE)|G = R\G

Y asf se sigue el primer {tem. Sea ahora M un H-mdédulo tal que Mg = W),.
Si (P(M), f) es la cubierta proyectiva de M, tenemos el diagrama conmu-
tativo:

P(M)
donde 7 : I, — M es la factorizacién de la accién - : H ® M — M a través
de H® M — 1, = H ®kg W,. Como f(1(1,)) =m(I,) = My f es esencial,
tenemos un epimorfismo I, - P(M) y P(M) es un sumando directo de I,.
Asi I, = P(M), si I, es indescomponible.

Finalmente, asumamos que H = R{kG. Si P(S,) es la cubierta proyec-
tiva de S,, debemos tener dim P(S,) < dim I, = dim R dim W,. Pero vemos
que esto es en efecto un igualdad de las férmulas:

dimH =dim R Z dim Wg = Z(dim Rdim W,) dim W,,,

peé peé
dim H =)~ dim P(S,) dim S, = » _ dim P(S,,) dim W),.
peé peé

O

4.4. Representaciones de algebras de Hopf punteadas sobre S3

En esta Seccion investigamos la representaciones de las algebras de Hopf
punteadas de dimensién finita sobre Ss. Describiremos las dlgebras Ay,
A € k. Estas algebras fueron introducidas en [AG2]. Explicitamente, estédn
generadas por elementos Hy, a;, t,1 € (’)%; con relaciones

H,H,H, = H,H,H,, H? =1, s#te 03
Hia; = —aiqiHy, t,i € O3
U/%Q = 0,

a12a23 + agza13 + a1za1z = AN(1 — HioHa3).

Ay es un élgebra de Hopf de dimensién 72. Si H es un &lgebra de Hopf
punteada de dimensién finita con G(H) = S3, entonces ya H = kS3, H = Ay
o H = A; [AHS, Theorem 4.5, junto con [MS, AG, AZ].
Determinaremos todos los médulos simples sobre Ag y Aj, junto con sus
cubiertas proyectivas y sus reglas de fusion. Mostraremos también que estas



4.4. REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE HOPF SOBRE S3 59

algebras no son de tipo de representacion finito y clasificaremos sus modulos
indescomponibles que satisfacen ciertas restricciones.

OBSERVACION 4.17. Notemos que para describir a un Aj-mdédulo so-
portado en un G-médulo dado, basta describir la accién de a1z, ya que
a13, azz € ad(G)(a12).

4.4.1. Teoria de representaciones de Ay.

PROPOSICION 4.18. Ezisten exactamente tres Ag-mddulos simples. Estos
son las extensiones Se, Ssgn Y Sst de los kSz-mddulos simples.

DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién 4.14. (]

4.4.1.1.  Algunos Ag-maédulos indescomponibles.
Fijemos los kSz-médulos k{z} = W, k{y} = Wen, k{v, w} = Wy.

LEMA 4.19. Ezxisten exactamente cuatro Ag-mddulos indescomponibles
no simples no isomorfos de dimension 3:

(i) Mg e = k{z,v,w}, con ai v =1, aiz -z = 0;
(ii) Mgt sen = k{y, v, w}, con ai v =1y, ais -y = 0;
(iii) Mg =k{z,v,w}, con a2 T =10 — w, ais - v = 0;
(iv) Mggn st = k{y, v, w}, con ajg -y =v+w, a2 v =20

En particular,
dimExthO(Sst,SU) = dimExtho(S’a, Sst) =1, o € {e,sgn}.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 4.12, sabemos que tal Ap-médulo
M debe contener una copia de Wy. Asi Mg, = W.&Wy 0 Mg, = Wgn Wi
El lema se sigue ahora por una cuenta directa. U

PROPOSICION 4.20. Los médulos indescomponibles no isomorfos que son
extensiones de Sg; por si mismo estdn indexados por IPﬂlg. En particular, se
sigue que dim Ext}% (Sst, Sst) = 1.

DEMOSTRACION. Si {v1,v2, w1, ws} es una base de un tal médulo, y
tenemos que {vz,wa}is, = Wi, {v1, w1} = Mg, entonces una condicién
necesaria es que ajavs = avy + bwy, a # 0 o b # 0. Es facil ver que esta
férmula define de hecho Ag-médulo indescomponible M, ) para cada (a,b)
y que dos de estos médulos, M, ) y M, 3y, son isomorfos si y sélosi 3y # 0
tal que (a,b) = ~v(d’, V). O

4.4.1.2.  Tipo de representacion de Ag.
PROPOSICION 4.21. Aj es de tipo de representacidn salvaje.

DEMOSTRACION. De los Lemas 4.8 y 4.19 junto con la Proposicién 4.20,
vemos que el Ext-Carcaj de Ag es

.1@.33
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donde hemos ordenado los médulos simples como: {Se, Ssgn, Sst} = {1,2, 3}.
Asi, el diagrama de separacién de Ag es

.1 .2/ .3
.3l ./2 .1/
lo que implica que Ag es salvaje. O

4.4.2. Teoria de representaciones de A;.

Investigamos ahora los médulos simples de A;, sus reglas de fusién y
cubiertas proyectivas, y también el tipo de representacién de este algebra.

4.4.2.1. Modulos que son suma de representaciones de dimension 2.
Nos concentramos primero en aquellos médulos sobre Ay que son sumas de
representaciones estandar de kSs.

LEMA 4.22. Sea My, = k{v,w}. Entonces, las siguientes formulas defi-
nen cuatro Ai-mddulos no isomorfos soportados en Mg :

(1) ajov =i(v — w), ajpw = i(v — w);
(ii) ajov = —i(v — w), ajpw = —i(v — w);
(iii) ajpv = %(v + w), ajpw = —%(v + w);
(iv) a1 = —%(U + w), ajpw = %(v + w).

Los denotaremos por S (i), Sst(—1), Sst(5), Sst(—3), respectivamente. Son

todos maodulos simples.
DEMOSTRACION. Inmediata. O

PROPOSICION 4.23. Sea p € N y sea M un Ay-mddulo tal que M =
M]st], dim M = 2p. Entonces M es completamente reducible.
M es simple si y sélo si p = 1. En este caso, es isomorfo a uno de los

mddulos Ss (1), Sst(—1), Sst(é), Sst(—%).

DEMOSTRACION. Sean {v;,w;}}_; copias de la base candnica de Wy
tal que {v;,w;}_; es una base lineal de M. Sea v = (vi,...,vp), W =
(wi,...,wp). Ahora, deben existir matrices o, f € kP*P tales que a1z - v =
au+ fw y asi aj2-w = — v — aw, actuando con Hi. Actuando con el resto
de los elementos H; obtenemos:

ai3-v=—(a+plv+2a+ Bw, a3 -w=—->Fv+ (a+ fw,
a v =—(a+ v+ Pw ass - w = —2(a+ B)v+ (a+ fw.
Ahora,
0 = alyv = aarz - v+ Baiy - w = (o — f2)v + (af — Ba)w,
y esto implica que a? = 32, a8 = fa. Luego,
(a12a13 + a13a2s + azzarz) - v = (—5a* — 4aB)(v + w),
mientras (1 — HioHi3) - v =v + w,

y asi —5a? — 4af = id.
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Ahora, tenemos que, en particular, —5a — 48 = a~! y por lo tanto

_ _ 5.1 -1 ¢
B=—3a—a . Asi

1 1
2 2 —1)2 2 -2 .
a”=pf 16(5a+a ) 16( S5a” 4+ a~° 4+ 10id),
de donde se sigue (a?)7! = —9a% — 10id y id = —9a* — 10a?, lo que es
equivalente a
5 16
4.23 4 2id)? = —id.

Esto nos da, en particular, que si 8 € k es un autovalor de «, entonces
0 € L() := {=i, +1}. Ahora, sea o € kP*P una matriz que satisface (4.23).
Un simple andlisis de las posibles formas de Jordan J(«) de o da J(a) =
diag(fy,...,0,), para algin §; € L(«), i =1,...,p. Si p > 1, obtenemos que
existe una base de M en la cual « (y consecuentemente () es una matriz
diagonal, y por lo tanto M es completamente reducible.

Por otro lado, sip =1, a € {+i, :l:%} y B = *a dan las estructuras de
modulo definidas en el Lema 4.22. O

4.4.2.2.  Clasificacion de mddulos simples sobre Ai. Ahora, presenta-
mos la clasificacién de todo los A;-médulos simples.

TEOREMA 4.24. Sea M un Ai-mddulo simple. Entonces M es isomorfo
a uno y solo uno de los siguientes:

" Se;
. Ssgn; . .
= st(i), Sst(—i), Sst(%) 0 Sst(—é).

DEMOSTRACION. Sabemos que los médulos listados son simples. En vis-
ta de las Proposiciones 4.12 y 4.23, nos resta analizar el caso en que

My, = M[d & Misgn] & Mlst],

con dim M[e] = n, dim M[sgn] = m, dim M|st] = p, n +m, p > 0. Sea

{z1,...,Zn, Y1, .., Ym,v1,...,0p} una base de M tal que
k{z;} = W, i=1,...,n,
k{yj}gwsgna jZl,...,m,

k{vkawk}gWSh k:177p

Usando la accién de Hio, vemos que existen matrices o € kK"*™, 3 € k"*P,
v e k™M nekm P ae kP be kP y cy dambas en kPP tales que,

siz=(21,...,2n), Y= (Y1,-- -+ Ym), v = (V1,...,0p), w = (w1,...,wp), la
accién de ajo estd determinada por las siguientes ecuaciones:

aiz-x =ay+ v —w), aig -y =7z +n(v+w)
aie - v = ax + by + cv + dw, aio - w = —ax + by — dv — cw.
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Deducimos como en la Proposiciéon 4.23 la acciéon de cada a,:
a3 - = ay — P, a1z -v = —2azx — (c+ d)v + 2(c + d)w,
a1z -y =y +n(v —2w) a13-w = —ax —by —dv + (¢ + d)w
as3 - T = ay + Pw, ass - v =axr —by — (¢ + d)v + dw,
azs -y =yr+n(w—2v), ag-w=2ax—2(c+dv+ (c+dw

Recordemos que basta encontrar un subespacio estable bajo la accién de a2
y los elementos Hy, por la Observacion 4.17. Ahora,

0 = a?yzr = (ay + 2Ba)x + (an + B(c+ d)) (v + w);
0= alpy = (ya + 2nb)y + (v8 + nlc — d)) (v — w);
0 = alyv = (by + (¢ — d)a)z + (ac + (c + d)b)y

+ (af + b+ & — d®)v + (—af + by + cd — de)w

aipaiz + a13a23 + agzaiz) - v = (3ay — 3Ba)x — 3Pby;

0=
0 = (a12a13 + aizazs + asai2) - y = Inax + 3(ya — nb)y;
w

a12a13 + a13a23 + az3ai2) - v
—3af — 3bn — ¢ — 4d* — 2dc — 2cd)v
+ (3aB + 3bn — 4c* — d? — 2dc — 2cd)w

Entonces tenemos las siguientes igualdades:

(
(
(
(

0=~va=ay=pPa=pb=mna=nb,
Ble+d) +an=0=n(c—d)+8,
by + (¢c—d)a=0=aa+ (c+ d)b,
& —c=af+by, cd—dc=aB—bn
3a8 + 3bn = —c? — 4d® — 2dc — 2cd — id
3af + 3bn = 4c® + d? + 2dc + 2cd + id.

(4.24)

\

De las tltimas dos ecuaciones:
& —d*=2(aB +bn), 5(c+d?) +4(dc+cd) = —2id,
y asi a3+ by = 0, ¢> = d. Notar que la matriz de a2 en la base elegida es:

0 'y ta —ta

lags] = 0 '
a1z = tﬂ tn te —tq
_tﬁ 1577 td —te

Ahora hacemos la siguiente

AFIRMACION 4.4.1. Si o o v tienen una fila nula, entonces M no es
stmple.

En efecto, asumamos que (11, ..., a1,) = 0. Tenemos

mp-m =Y Bry(v; — wy),
J
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si esto es cero, entonces (z1) = S, C M y M no es simple. Si no, sea
U = E pijvj, wi = E Brjw;.
J J

Asi, a19 - x1 =01 — w1 y como 0 = a%Qxl tenemos que a12¥; = a1owi. Pero,
mas ain, también tenemos que

a2t = Y _(Ba)iwi + Y (Blc+ d)) (v + wi) =0,
i k

yaque fa =0y (B(c+d))ix = —(an)ix = —>_; cymi = 0. Entonces v, = 0,

Se C M y M no es simple.

La afirmacién cuando una fila de v es cero se sigue analogamente, o
simplemente tensoreando con la representacién Sgen, ya que intercambia los
roles de o y 7.

Entonces vemos que, para que M sea simple, necesariamente debemos
tener o, Yy inyectivas. Pero 0 = ‘(ay) = ‘y'a = a = 0. Asi M no puede
ser simple si n, m > 0. Por lo tanto, nos quedan los casos (equivalentes, via
tensorear con Sggn )

M, = Mle] © M[st], con dimMle] =n, dimMJst]=p, n,p>0;
Ms, = M([sgn] © M]st], con dim M[sgn] =m, dim M|st] =p, m,p > 0.

Asumamos que estamos en el primer caso. Asi, las ecuaciones de arriba
devienen en:

(4.25) { aB=pa=0, PBlc+d) =0, (c—d)a=0,

d>=c% cd=dc, c(—5c—4d)=id.

Ahora, en particular, si ‘3 es inyectiva, tenemos ‘a = 0y asi A; - M[st] ¢
M st]. Pero si ! no es inyectiva, podemos encontrar una combinacién lineal
no trivial z de los elementos {x;}}"_; que harfan de S, = () un A;-submédu-
lo de M. g

4.4.2.8.  Algunos Ai-mddulos indescomponibles.

Empezamos estudiando médulos indescomponibles 3-dimensionales. Co-
mo dicho en el Lema 4.19, se sigue que para un tal médulo M, se satisface
ya que Mg, = We® Wy 0 que Mg, = Wegn ® Wyt Tomemos z,y, v, w tales
que (2)s; = We, (y)|s5 = Wagn, <an>\83 = Wi

LEMA 4.25. FExisten exactamente ocho Ai-mdédulos indescomponibles no
simples, no isomorfos de dimension 3:

(i) Mst’ﬁ[:t%] = k{z,v,w}, aig - v = :I:%(v +w) 4z, ajz-x=0;

(11) Mst,sgn[ii] = k{ya v, w}v a2 - v = :|:1(’U - U]) + Y, a2 -y = 07

(iil) Meg[+i] = k{z,v,w}, ajz v = ti(v — w), ajg T =0 —w;
1 1

(iv) Msgn,st[ig] =k{y,v,w}, app-v= ig(v +w), aiz -y =v+w.

DEMOSTRACION. Es inmediato chequear que los objetos listados con en
efecto Aj-moédulos y que no son isomorfos entre si. Ahora, asumamos que
Mg, = We @ Wy, siendo el otro caso andlogo.. Si M no es simple, entonces
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existe N C M y necesariamente Ng, = Wy 0 Nig, = We. Entonces, el lema
se sigue especializando las ecuaciones en (4.24) a este caso. (]

PROPOSICION 4.26. Sea M un Ai-mddulo indescomponible no simple
tal que Mis, = Mle] © M|st], con dim Mle] = p, dim M[st] = q o Mg, =
M sgn] ® M|st], con dim M|[sgn] = p, dim M|[st] = ¢ para p,q > 0. Entonces
p=q=1y M esisomorfo a uno y solo uno de los mddulos definidos en el
Lema 4.25.

DEMOSTRACION. Vemos el caso Mg, = M[e]® Mst], con dim M [e] = p,
dim Mst] = ¢, p,q¢ > 1, ya que el otro se sigue de esto tensoreando con
Ssen- Sean a, 3,¢,d como en la prueba del Teorema 4.24. Recordemos que
satisfacen el sistema de ecuaciones (4.25). Las ultimas tres condiciones se ese
sistema implican, como en la prueba de la Proposicién 4.23, que ¢, d puede

ser elegidos como
0 0 -5 0
=ow) (0 8)

para § € k1<% § € k%% matrices diagonales con autovalores en {ti} y

i
{ig}’ respectivamente, q; + g2 = ¢q. Consecuentemente,

p= <g; 8) , a= <6?1 (32) , con a1 + asB2 =0,

0 0 0 ‘tag 0 —ta
0 0 0 ‘lag 0 —‘ay

N I - B B 0
M2=1 o 0 & 0 —&

—6 =By =6 0 -6 0
0 0 o ¢ 0o =
Asumamos que g3 > 0. En este caso, a = < zg;) debe ser inyectiva. De lo

contrario, podemos cambiar los elementos {vg, 11, ...,V Wg+1,--.,Wq} de
manera tal que, para algunos ¢1 + 1 < r < ¢, las dltimas g — r columnas de
a son nulas y en ese caso

M:<vq1—r+17---,vq>@<(1}i,’l}jZi:1,...7p;j:1,._.7q—7">.

Asi a es inyectiva. Cambiemos la base {z; : i = 1,...,p} de forma tal que
i .
a12 - Vg +i = Ti + §(0q1+z‘ +wg i), 1=1,...,¢.
Notemos que, como a12(vg, +i + Wg,+i) = 0 para cada i y a3y = 0, entonces
aip-x; =0,i=1,...,q2. Pero entonces

q2
M= ®<$i>vq1+i> D <x(12+1> <o Tp, UL, - '7Uq1>'
i=1

Por lo tanto, si g2 > 0y M es indescomponible, entonces g1 =0, p = g2 = 1,
y esto no da los médulos del primer item del Lema 4.25.

Anélogamente, si ¢; > 0, 5 = (81 '8, ) debe ser inyectiva, y gz = 0. Si
v1,...,0p se eligen de modo que a2 - x; = v; — w;, ¢ = 1,...,p, entonces

M =@ (z,v)® ?;p+1<vi> y por lo tanto p = ¢; = 1, lo que nos da
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los médulos en el tercer item del lema. Los mdédulos en lo otros dos items se
siguen de éstos tensoreando con Sggy. U

4.4.2.4. Producto tensorial de Ai-mddulos simples. Aqui calcularemos
el producto tensorial de dos Aj-mddulos simples dados, y mostraremos que
resulta ser nuevamente un maédulo indescomponible.

Primero, listamos todos los A;-mddulos indescomponibles de dimensién
4. Notemos que si M es un tal médulo indescomponible, entonces necesaria-
mente tenemos M|g3 = We ® Wegn @ Wy, por las Proposiciones 4.23 y 4.26.
En la base candnica, la matriz de aio esta dada por

0 v a —a
lars] = a 0 b b
12] — 6 n c —d\|’
-8 n d —c
para algunos a,v,a,b e kyc=d= :l:% oc=—d =1 Paracadac=10 €

{#i, :I:%} y para cada coleccion («, 3, 7,7, a, b) que define una representacion,
denotamos por M («, 58,7v,1n,a,b)[f] al médulo correspondiente.

PrROPOSICION 4.27.

= Seq 0 = j:%. Hay exactamente cuatro maodulos indescomponibles no
isomorfos M(«, 8,7,n,a,b) [:I:%] Estdn definidos para las siguientes
colecciones (o, B,7v,m,a,b):

1. (0,0,1,0,1,0),
2. (0,0,1,1,0,0),
3. (1,0,0,0,F%,1),
4. (1,1,0,7%,0,0).

m Sea 0 = +i. Hay exactamente cuatro mddulos indescomponibles no
isomorfos M (v, B,7,n,a,b)[£i]. Estan definidos para (e, 8,7,1n, a,b)
en la siguiente lista:

1. (1,0,0,0,0,1),
2. (1,1,0,0,0,0),
3. (0,%2i,1,1,0,0),
4. (0,0,1,0,1, F2i).

La prueba que sigue es esencialmente la interpretacion de las ecuaciones
(4.24) en este caso.

DEMOSTRACION. Tenemos las siguientes identidades

(4.26) ay=~va=0, pfa=pb=na=nb=0.

i

Asumamos que ¢ = d = +3, entonces a las ecuaciones listadas arriba debe-

mos anadir:

0=28c+an=aa+2ch, 0=~5="0y.
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Calculamos las soluciones. Notemos que a =0==0=0=0=na = 0.
Entonces de acuerdo a si n =0 o a = 0 tenemos:

aig-x =0, ayp - x =0,
a2 -y =T, o a2 -y =% +n(v+w),
a2 - v = ax + c(v+ w) aiz - v =c(v+w).

Notemos que, en cualquier caso, no podemos tener v = 0, o el médulo seria
descomponible. Asi, podemos asumir que v = 1, cambiando y por %y. Por
la misma razon, no podemos tener ¢ = n = 0. En el primer caso, podemos
tomar ¢ = 1, cambiando v por %v y en el segundo, cambiando v por nv
podemos tomar n = 1.

Por otro lado, y =0=a #0; y ,de acuerdoasi =00 8 # 0,

a2 - T = oy,
=0= ap-y=20
aip v =ax +by+c(v+w), paraa=—2cha!

aiz - =ay+ (v —w),
B#0= <a -y=n+w),

aiz v = c(v+w), para n = —2fca" !
En el primer caso podemos asumir o« = b =1, y asi a = —2c y, en el segundo,
a=p=1yasin=—2c
Asumamos que ahora ¢ = —d = =i, entonces a las identidades (4.26)

que tenfamos debemos sumar:

0= 2by+2ca =8+ 2cn
0=aa=an.

Encontramos las soluciones:

a2 - T = ay, a2 -x = oy + (v —w),
(1) a2 -y = Oa (H) a2 -y = 07
aiz - v ="by + c(v —w). ajz v =c(v—w).
a1z - x = (v —w), aiz-x =0,
o Jay=yr+nvtw), o Jasy =7z,
(iii) (iv)
ajz - v =c(v—w), ajz - v =ax + by + c(v — w),
B = —2ncy L. b= —2cay!.

Por lo tanto, cambiando convenientemente la base en cada caso (por un
multiplo escalar de sus componentes), tenemos los cuatro médulos del se-
gundo item. O

Sea sgn : iR — {£1}, sgn(it) = sgn(t).

PROPOSICION 4.28. Tenemos los siguientes isomorfismos:
1. 5.5 =52 S®S: para Ai-mddulo simple S;
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2. Sggn ® Sst(0) = Sse (), para 0,9 € {:ti,:l:%} con sgn(f) = sgn(v),

3, ﬁ‘ﬁ)@’ssgn > Sy (9), para 0,9 € {i,£1} con sgn(6) = — sgn(v),
4. |0|.# ﬁ'{) ® Se(1) 2 Set(—12) ® Set () = M(0,2i,1,1,0,0)[i],
n Sut(i) ® Ser(—1) = See(—3) @ Sse(—3) = M(1,0,0,0,—25, 1)[3],
» Sit(i) ® Set(3) = Se(—1) ® See(i) = M(0,0,1,0,1, 2i)[—i],
= Sst(i) ® Ser(—3) =2 Sep(—1) ® Sep(—1) = M(1,1,0,-24,0,0)[3],
= St(—1) © Sar(i) = Ss(5) ® Sse() = M(1,0,0,0,24, 1)[—3],
= Sii(—1) © St(—i) = St (5) @ Sse(—3) = M(0,-2i,1,1,0,0)]],
n Sue(—1) ® Sit(3) =2 Ser(3) ® St (i) = M(1,1,0,24,0,0)[—1],
» Sit(—1) ® St (—3) = Se(5) ® See(—1) = M(0,0,1,0,1, —2i)[i].

DEMOSTRACION. [tem (i) es inmediato.

Vemos el item (ii): sea 6 € {£i,£5}, Ssgn = k{z}; Sst(0) = k{v, w},
ai2 - v = cv + dw. Entonces (Ssgn ® Sst)|§3 = W4 con la base candnica dada
por

U=2Q0v—22Q0w, t1=22Q0v—2Qw,

y entonces

5¢ + 4d 4c+ 5d
a12U = 3 u— 3 t.

Asi, la afirmacion se sigue de acuerdo a si ¢ = +i o ¢ = +3.
El item (iii) se sigue de manera andloga: en este caso

dc+4d +4c—|—5dt
U .
3 3

U=vR2—2WRz y appu=—

Ahora, tenemos que calcular Sy () ® St (9), para 6,9 € {+i,+1}. Sea
Sst(0) = k{v,w}, S (V) = k{v,w'},a=v@ v, b=v@uw,c=wav,d=
w ® w'. Primero,

Wyt @ Wyt = W ® Wegn & Wy = k{z} ® k{y} ® k{v, w},

parar=2a—b—c+2d,y=b—c,v=a—b—c,w=d—>b—c. Ahora, si
a2 v =av+ pfwy ap-v =av + f'w, entonces

ajg-a=aa+ (B+d)c+p'd, az-b=ab—Bc+ (8—-a)d,
ajp-c= (/' —B)a+pb—ac, apx-d=—-pFa— (o' +B)b— ad;
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y asi
alg - T = (—a—2ﬁ—2a’—ﬂ’)y—|—(20[4—5—0/—2,6”)(7)—10),
ayp -y = %(a—l—Qﬂ—QO/—ﬁ/)x—i— (—2a— B+ +28) (v +w),
ag v = %(2a+ﬂ+a’+26’)x+%(—2a—ﬂ—a’—25’)y

1 1
+ g(a +28 —4a’ — 28w + g(—2a — 48+ 2d + Bw.

Para cada 6,9 € {+i+ 1}, obtenemos las identidades en el item (iv) inser-
tando los correspondientes valores de «, a/, 3, 3. O

COROLARIO 4.29. A; no es cuasitriangular.

DEMOSTRACION. Si H es un dlgebra de Hopf cuasitriangular y M, N
son H-médulos, entonces M ® N =2 N ® M como H-moddulos. Vemos que
esto no se satisface para A; de, por ejemplo, el segundo y tercer item de la
Proposicién 4.28. U

4.4.2.5.  Cubiertas proyectivas. Recordemos que una base lineal para
A; estd dada por el conjunto: S = {zH; |z € X,t € S3} [AG], donde
X = {1, a12, a13, a23, a12013, a12a23, a13a23, A13012,

12013023, G12013012, 413012023, G12013G12023 } -
PROPOSICION 4.30. I, es la cubierta proyectiva de Sy, x € {€,sgn}.

DEMOSTRACION. En vista de la Proposicién 4.16, sélo tenemos que ver
que I, es indescomponible. Trabajamos con x = ¢, siendo el otro caso andlo-
go, o se sigue de tensorear con Sggn. Sea e = ) s, Hy € Aj, entonces es
claro que {ze. |z € X} es una base de I.. Més atin, si cambiamos esta base
por la siguiente:

{ec} U{(a12a13a12a23 — a12a23)ec} U {(ai2 + a13 + as3)ec}

U {(a12a13a12 — a12a13a23 — a13a12a23 — a13 — 2a12)e.}
U {(a12 — 2a13 + ag3)ec, (2a23 — a12 — a13)ec}
U {(a13a23 — a13a12)e, (a12a13 — ai2as3 + ai3as3 — ai3ai2)ec}
U {(a12a13 + a12a23 + a13aiz)ec, (—ai12a13 + a13az3 — aizaiz)ec}
U {(a12a13a12 + 2a12a13023 — G13a12a23 + @12 — a13)e.,
(2a12a13a12 + a12a13023 + a13a12a23 — A12 + a13)ec}
entonces podemos ver que

(Ie)|83 = We & We 57 ngn SP ngn ¥ Wst S¥) Wst @ Wst & Wst-

Ahora trabajamos con la accién de ai3. Notemos que en la primera base, la
matriz de aio es

Eo1+ Es3+ Egy + Ero7 + Egg + Ei2.11,

donde E;; es la matriz cuyas entradas son cero excepto para (i,j)-ésima,
que es un 1. Es posible cambiar la base de manera tal que la descomposicion
en Sz-modulos simples se preserve y la matriz de a2 deviene en:
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o 00 0 0O 0 0 0O 0 0 0 0
o 00 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
$: 00 0 O O O 0O 0 0 0 0
0 0 0 0 -—2i —2i 28 2 0 0 0 0
-£0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
L 0 0 0 —-i —-i 0 0 0 0 0 0
2l =1 3 9 0 0 0 0 - i 0 0 0 0
L= 0 0 0 O O i i 0 0 0 0
5 0 -t 0 o o o 0o & -I 0 0
A0 P 0 0 0 o0 0 & -t oo o
12 .6 3 3 . .
5 0 ¢ 0 0 0 0 0 0 0 -3 %
| -5 0 & 0 0 0 0 0 0 0 -—% & ]

Sea {(El, xr2,Y1,Y2, V1, w1, V2, W2, V3, W3, V4, w4} esta nueva base. Asuma-
mos que I, = U; @ Us, para Uy, Us Aj-submoédulos. Asi, existe ¢ = 1,2,
A# 0, u € k tal que x = Az + pxs € U;. Actuando con ajs tenemos que
y1,v1 + vo —vg —vg € U;. Como y; € U, actuando nuevamente con aqo
tenemos que también vy — vy € U; y asi v3 + v4 € U; (nuevamente por la
accién de aj2). Por lo tanto vs, vy € U; y luego x2, y2, x1,v1 + vo € U;. Pero
entonces v; —vg € U; y asi U; = I. O

Nos resta encontrar las cubiertas proyectivas Py (6) de los A;-mddulos
de dimensién 2 S (£6), 6 € {i, 5}. Como estos mdédulos son

Sst (1)7 Sst (1) & Ssgna Ssgn & Sst (1)> Yy Ssgn ® Sst (1) ® Ssgn,

ver Proposicién 4.28, y Py (0) = Ajest(6), tendran todas las mismas dimen-
sién. Mas ain, necesariamente tendremos dim Py (0) = 6, V6, por (1.1).

PROPOSICION 4.31. Sea P el kS3-mddulo con base {z,y,u,t,v,w}, don-
de k{z} = We, k{y} = Ween, k{u,t} =2 k{v,w} = Wy. Entonces P es un
Ai-mddulo via
k{z,y,u,t} = M(0,2i,1,1,0,0)[—i], a2-v=2—2y+u+t+i(lv—w).

Mds ain P = Py(i) es la cubierta proyectiva del mddulo simple Sg(i).

Como consecuencia, tenemos Pst(—%) = Py (i) @ Ssen, pst(%) = Segn ©
Pst(i) Yy Pst(_l) = Ssgn X Pst(l) (] Ssgn,

DEMOSTRACION. La matriz de a1z en la base dada es

0 1.0 0 1 -1
0 0 0 0 -2 -2
2% 1 —i —i 1 -1

e I N |
0 0 0 0 i i
0O 0 0 O -1 -1



70 4. REPRESENTACIONES

Via la accién de Hi3, Ho3 definimos las matrices de ai3, a3 y entonces es
facil ver que

[Hi2][ai2] = —[a12][Hi2],
[a12]2 =0
la12][a13] + [a13][azs] + [a23][a12] = idexe —[H12][H12],

y asi P es un Aj-mdédulo.

Ahora, es claro que U = k{z,y,u,t} es un A;-submddulo y que la pro-
yeccién candnica m : P — P/U da una proyeccién sobre Sg(i). Més atn,
esta proyeccién es esencial. En efecto, sea N C P un A;-submddulo, tal que
N/U = S4(i). En particular, existe A # 0 € k tal que Au+ v € P. Ahora,
ar2(v+Au) =z —2iy+ (1 — AM)u+ (—1+ M)t +i(v—w), y asi &,y € N. Pero
x € N = u,v € N y por lo tanto N = P. Consecuentemente, 7 : P — P/U
es esencial.

Ahora, si (Py(i), f) es la cubierta proyectiva de Sg(i), tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo

P PIU —— S4(i).

Como 7 es esencial y 7(g(Px(i))) = Sst(i) debemos tener g(Py(i)) = P.
Pero entonces dim P = dim Py (i) = 6 y asi g es un isomorfismo. Por lo
tanto, (P,7) es la cubierta proyectiva de Sg(i). La afirmacién acerca de las
cubiertas proyectivas de los otros Sgt(A)’s es ahora evidente. (]

4.4.2.6.  Tipo de representacion de Ay. Mostramos que el dlgebra A,
no es de tipo de representacion finito. De las Proposiciones 4.12 y 4.23 se
sigue que Exthl(S, S) = 0 para cualquier A;-médulo S de dimensién 1,
y que existe una tunica extensién non-trivial de S por Sgen, v.g. el Aj-
moédulo Mgy .. Lo mismo se satisface para las extensiones de Sggn por Se,
considerando el Aj-mddulo M, ¢,. La Proposicién 4.23 muestra que

.o
Exty, (Sst(N), Sst (1) =0, VA, € {+i, ig}

Ahora, una extensién no trivial de uno de los médulos S 0 Sgen por un A;-
modulo de dimensién 2 Sg (), o vice versa, debe provenir de un A;-médulo
indescomponible de dimensién 3 M. Hemos clasificado a tales médulos en el
Lema 4.25 y vemos entonces que:

1, si)= i

dHnExﬂhbﬂw%JA»::dHnExﬂMQ%dALSQn):‘{Q Gl

1, sid==+i,

dim EXtvlzll(Ssgnv Sst()\)) = dim Ext}41 (Sst()\)a Se) = {0’ si A\ = +i.

Sea {Se, Ssgn, Sst (1), Sst (—1), Sst(3), Sst(—3)} = {1,2,3,4,5,6} un ordena-
miento de los Aj-médulos simples. Entonces el Ext-Carcaj de A; es:
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PROPOSICION 4.32. A; no es de tipo de representacion finito.

DEMOSTRACION. El diagrama de separacién de A; es Dél) 11 Dél), con

Dél) el diagrama de Dynkin afin extendido correspondiente al diagrama de
Dynkin cldsico Ds. Por el Lema 1.6 tenemos que A;/J(A;7)? (un cociente
de A;) no es de tipo de representacion finito (es, en efecto, manso) por el
Teorema 1.5, y por lo tanto tampoco lo es Aj;. O






Capitulo 5

Representaciones de la categoria de médulos sobre
algebras de Hopf punteadas

En este capitulo clasificamos las categorias médulo exactas sobre la ca-
tegoria de representaciones de las algebras de Hopf punteadas de dimension
finita sobre S3. Para esto, calculamos comdédulo dlgebras sobre dlgebras de
Hopf punteadas sobre S,. Ademads, probamos que las dlgebras de Hopf pun-
teadas sobre S5 y S4 son deformaciones por cociclo de sus versiones gradua-
das.

5.1. Clases de equivalencia equivariantes de comédulo algebras

En esta seccién presentaremos cémo distinguir entre clases de equivalen-
cia de algunas comdédulo dlgebras sobre dlgebras de Hopf punteadas y luego
aplicaremos este resultado a nuestros casos. Muchas de las ideas aqui ex-
puestas estdn contenidas en [M1], [M2] aunque con menor generalidad.

Sean H un éalgebra de Hopf y A una H-comddulo algebra a izquierda,
ambas de dimensién finita. Hemos visto en 1.9, pagina 18, que las categorias
H M 4 tienen un rol predominante en el problema planteado. En el siguiente
teorema condensamos tres importantes resultados de [Sk] que nos serdn de
gran importancia en lo que sigue.

TEOREMA 5.1. Sean H y A como arriba. Entonces valen las siguientes
afirmaciones:

(i) [Sk, Theorem 3.5] Si A es H-simple y M € ' M 4, entonces eriste
t € N tal que M? es un A-mddulo libre.

(ii) [Sk, Theorem 4.2] M € T M4 es libre como A-médulo si y sdlo
si existe un ideal maximal J C A tal que M/M - J es libre como
A/ J-mddulo.

En realidad, la conclusién del item (i) se encuentra en la prueba de [Sk,
Theorem 3.5]. En el item (ii), notar que si, en particular, A/J = k entonces
M /M - J resulta trivialmente libre como k-médulo y una base de este espacio
vectorial puede levantarse a M ; es esta version particular la que nos serd de
utilidad.

Sea I un grupo finito y sea H un dlgebra de Hopf punteada de dimensién
finita con corradical kI' y filtracién corradical Hy € Hy C --- C H,, = H.
Supongamos que existe V € LYD tal que gr H = U = B(V)#kT .

Sean A, A’ dos H-comddulo algebras a izquierda H-simples a derecha.
Consideremos las filtraciones {A;}, {A}} de Ay A’ dadas por sus series de

73
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Loewy, ver Definicion 1.43 en la pagina 1.43 y los respectivos graduados aso-
ciados gr A y gr A’. Por el Teorema 1.70 en la pagina 19, existen dos subélge-
bras coideales homogéneas K, K’ C B(V)#kl1, dos subgrupos F, F' C Ty
dos cociclos ¢ € Z%(F,k*), v/ € Z%(F',k*) tales que gr A = K#kyF y
gr A" = K'#ky F'. En particular, Ay = kyF' y Aj = ky F'.

El principal resultado de esta seccién es el siguiente.

TEOREMA 5.2. Las categorias aM, 4 M son equivalentes como maodulos
sobre Rep(H) si y sélo existe un elemento g € T tal que A’ ~ gAg~" como

comddulo dlgebras.

DEMOSTRACION. Supongamos que 4M = M como Rep(H )-médulos.
Luego, por [AM, Proposition 1.24] existe un contexto Morita equivariante
(P,Q, f,h). Esto es, existen objetos P € ﬂ,MA, Q< ZIMA/ e isomorfismos
de bimédulos f: P4 Q — A, h: Q@4 P — Ay resultan A" ~ End 4(P)
como comdédulo dlgebras. La estructura de comddulo en End 4(P) estd dada
por A : End4(P) — H® End 4(P), \M(T') = T(_1) ® T{p) donde

(5.1) (a, Ti—1)) Ty (p) = (0, T(p(0)) (—1yS ™ (p-1))) T(P(0)) (0)
para cada o € H*, T' € End 4(P), p € P [M1, Lemma 1.26].

Para cada ¢ = 0,...,m definamos P(i) = P;/P;_;, donde {P;};>0 de-
nota la filtracién de Loewy y P_; = 0. Consideremos el espacio vectorial
graduado gr P = @[, P(i) y recordemos que U = gr H y K#kyF = gr A.
La estructuras de médulo y comédulos inducidas en gr P lo hacen un objeto
de la categoria UMK#]]%F de manera directa. Sea § : grP — URgrP a la
coaccién. En particular gr P € Y Mg asi, por el Teorema 5.1 (ii) tenemos
que gr P~ M®K, donde M = gr P/(gr P- K"), puesto que K/K+ =k.

Tenemos que 6(grP - KT) C (U®grP) (KT ® 1+ U ® KT), puesto
que K =k @® Kt y asf el mapa ¢ induce una aplicacién S M—-U@M ,
donde U’ = U/UK*U. Notar que U’ es un &lgebra de Hopf punteada con
corradical kI, puesto que U es corradicalmente graduada y el ideal UK U es
homogéneo y no corta a Ug. M tiene también una estructura de ky F-modulo
dada porm-f =m- f, para f € F, m € M. Esta accién esta bien definida:
si m = M, entonces existen a € gr P, x € K tales que m—n = a-z. Entonces
obtenemos que (m —n) - f = axf € gr P- K*. Méas atin, M € U/M]kwp. En

efecto, § resulta una aplicacién de ky, F'-médulos pues 6 lo es.

AFIRMACION 5.1.1. Existe ¢ € Z?(U’,k) tal que se tiene una equivalen-
cia de categorias U/Mkd)F ~ U/C/Vlkp.
En efecto, sea cores v la extensién de ¢ a I, 9’ = coresres 1) la restriccién

de este cociclo a F'. Entonces, si {g;}*; es un conjunto de representantes de
las clases dobles FgF en G, vale la siguiente férmula:

Y = (Z[F LFN giFggl]) "

i=1
Ver [Br, Proposition III (9.5)]. En particular, ky F' = ky F'. Ahora, definimos
U:U®U — k como Yryr = cores?y y como cero en el complemento de
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kI’ x kI en U ® U. Veamos que resulta un 2-cociclo, esto es, que se satisface
la ecuacion ¥(z (1), ya1)) ¥ (2@2)¥@2): 2) = ¥(ya), 2(1) Y (2, Y2)2@2)) para cada
x,y,z € U. Notemos que si z ¢ kI, el lado izquierdo de esta igualdad es
cero. Ahora bien, el lado derecho es no nulo sélo si z(1) ® z(9) € kI' X kI,
esto es, si z € kI'. Un andlisis similar muestra que la igualdad en cuestion
se satisface trivialmente si © ¢ kI'. Ahora, si x,z € I', ambos miembros de
la igualdad son no nulos si y sélo si y € kI'. Ahora, por definicién de ¥, la
igualdad se sigue en general. Sea ¢ = ¥~!. Por [M1, Lemma 2.1] existe una

. . (U / , s .
equivalencia de categorfas V" Myp ~ U Mry, v ast la afirmacién se sigue.

Como antes, por el Teorema 5.1 (ii) cualquier objeto de v Mygr es un
kF-médulo libre. Luego existe un objeto N en U'/U'(kF )" M de manera tal
que gr P ~ N® K®kyF. De donde se sigue que dim P = (dim V)(dim A).
Similarmente podemos asumir que existe s € N tal que dim Q = sdim A’.

Usando el Teorema 5.1 (i) existe ¢ € N tal que P es libre como A-médulo
a derecha, esto es, existe un espacio vectorial T tal que P! ~ T®.A, luego

(5.2) tdim N =dimT.

Como P®4 Q ~ A’ entonces P! ®4 Q ~ T®Q ~ A", asi se sigue que
sdimT dim A" = tdim A’ y usando (5.2) obtenemos que s dim N = 1 de
donde dim N =1 y asi dim P = dim A.

AFIRMACION 5.1.2. Sea n € Py, entonces P =n - A.

Notar que Py # 0. En efecto, si P =0y k € N es el minimo con Py, # 0,
entonces A(Py) C Z?:o Hj,_; ® P; = Hy ® Py, lo que es una contradiccion.
Sea g € I' tal que 6(n) = g®n. SiJ ={a € A : n-a= 0}, entonces J
es un ideal a derecha de A. Veremos que J = 0. Sea a € J y escribamos
Ma) =Y | a' ® a;, de manera tal que el conjunto {a’ : i =1,...,n} C H
sea linealmente independiente. Ahora, {ga’ : i =1,...,n} C H es también
linealmente independiente y tenemos 0 = A(n-a) = > 1 | ga’ @ n - a;. Asi se
sigue quen-a; =0,Vi=1,...,n, estoes, AN(a) € H® J y J es H-coestable.
Como A es H-simple a derecha, J = 0. Por lo tanto, tenemos que la accién
-1 k{n}®A — P es inyectiva y como dim P = dim A, la afirmacién se sigue.

No es dificil ver que el mapa lineal ¢ : gAg~' — End4(P) dado por
#(gag=')(n - b) = n - ab es un isomorfismo de H-comédulo dlgebras.

Reciprocamente, si A’ ~ gAg~! como comédulo algebras y M € 4 M,
entonces el conjunto gMg¢g~' tiene un estructura natural de A’-médulo de
manera que el funtor F': 4M — 4 M, M +— gMg~! resulta una equivalen-
cia de Rep(H )-médulos O

5.2. Subalgebras coideales de algebras de Nichols cuadraticas

Una pieza fundamental de informacién para determinar comédulo dlge-
bras es el calculo de las subdlgebras coideales homogéneas dentro del algebra
de Nichols. Esto es parte del Teorema 1.70. El célculo de subalgebras coidea-
les es un campo de investigacién muy activo en la teoria de algebras de Hopf
y grupos cuanticos, ver por ejemplo [HK], [HS], [Kh2] y [KL].
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En esta seccién investigamos las subalgebras coideales a izquierda ho-
mogéneas en algebras de Nichols cuadraticas de dimension finita, ver 2.4,
pagina 27.

Fijemos n € Ny X = {i1,...,in} un rack de n elementos. Consideremos
q : X xX — k* un 2-cociclo. Recordemos la notacién de 2.4.1: denotamos por
R el conjunto de clases de equivalencia en X x X para la relacién generada
por (i,7) ~ (i > j,i1). A su vez, R es el subconjunto de las C € R que
satisfacen (2.4), ver pdgina 27. Recordemos que una base para el conjunto
de relaciones que definen a la aproximacién cuadratica %\Z(X ,q) del algebra
de Nichos B(X, ¢) estd indexada por R’. Asumamos que

(5.3) (i,j), (k) eC=j=k y (i,j),(ki)eC=>k=1i>j

Sea G un grupo finito y sea (-, g, (x;)icx) una realizaciéon de YD principal de
(X, q) sobre G, ver Definicién 3.1. Recordar que, en particular, g : X — G es
una funcién sujeta a ciertos axiomas. En este capitulo asumiremos ademéas
que

(5.4) g esinyectivay R =R’
Sea 0 < r < n. Para cada subconjunto Y = {i;,,...,i;.} € X der

elementos denotemos por Ky a la subélgebra de Bo(X, q)#k1 generada por

Zj,...,xj. Para cada subdlgebra coideal homogénea K C %\Q(X, q)#k1,
denotamos por Stab [ al subgrupo de G que la estabiliza. Fijamos H =

B (X, q)#KG.

PROPOSICION 5.3. Para cada conjunto Y = {ij,,...,1;.} € X el dlgebra
Ky es una subdlgebra coideal homogénea de H. Para cada tal eleccion, si
llamamos Sy = {g; : i € Y}, entonces

StabKy = S¢ = {h € G : hSyh™' = Sy }.

Mas ain, si KC es una subdlgebra coideal homogénea de H generada en
grado uno, entonces existe un unico Y C X tal que

K= Ky.

En particular, el conjunto de subdlgebras coideales a izquierda homogéneas
generadas en grado uno de H dentro del dlgebra Bo(X, q)#k1 estd en co-
rrespondencia biyectiva con el conjunto 2% de partes de X .

DEMOSTRACION. Es claro que K = Ky es una subalgebra coideal ho-
mogénea. Ahora, para describir Stab /C basta calcular el estabilizador del

espacio vectorial k{z;,,...,z;.}. Pero h-xj; = xj,(h)xp, k=1,...,1ry
Thj, € {xj,..., 25} siysélosih-jp € {ji,...,jr} siy solosign;, = gj
para algin [ =1,...,7. Y la primera parte de la proposicién se sigue ya que

Ghj, = hgj bt

Ahora, sea K una subalgebra coideal homogénea generada en grado uno.
Si K = k entonces claramente X = Kp. Asumamos entonces que K # k.
Como K (1) genera K, tenemos que K(1) # 0. Consideremos un elemento no
nulo y =) . \ix; € K(1), entonces

Aly)=y®1+ Y NHy, ®@x; = > NHy @ 7 € Ho® K(1).
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Sea Y ANiHy, @ x; =Y e Hi @ ki, Ky = ZjeX mix; € K(1), ny € k, Vt, 5.

Como Hy = Hy, siy solosit = g;ygi =gjsiysolosii=j, para
todo i,j € X, t € G, (5.4), entonces 1y, = 0 si t # g, para algin k € X.
Denotemos 1;; = 14,5, asf,

Do NiHg @z =Y mijHy, © ;.
( 2
Por lo tanto, A; 75 0 implica Nij = 5i,j>\i y asl K; = ;. ASi, {ﬁl | A 7’5 0} Cc K,
K1)= & k{x;} yporlotantosiY = {i € X : x; € £(1)} entonces

z;€K(1)
K = Ky. Finalmente, si Y # Y’ entonces se sigue de la inyectividad de g
que Ky Z Ky como subdlgebras coideales. O

El siguiente lema general nos sera 1til en 5.2.1 para probar que ciertas
subalgebras estdn generadas en grado uno. Dado un rack X, recordemos la
nocién de derivaciones ¢;, ver pagina 29, asociadas a cada elemento de la
base canénica {e;}icx. Si {€'}icx denota la base dual a esta base, entonces
§; = (id®e)A. Si i € X denotamos por X; al conjunto X \ {i}, y asf kX; =
k{z;|j € X;}. Supongamos, ademas, que

Esta condicién se satisface, por ejemplo, si dim‘gQ(X ,q) < 00 o X es tal
que i > i =1, por (5.4).

LEMA 5.4. Sea K C %\Q(X, q)#k una subdlgebra coideal homogénea de
H. Sea i € X y supongamos que existe w € K tal que 0;(w) # 0. Entonces
x; € ’C(l)

DEMOSTRACION. Sean K = P, K(s), w e T(kX) ei e X. En H,

w = a;(w) + Bi(w)z;, a;(w), Bi(w) € Kx;.

Basta ver esto para un monomio w. Lo vemos por induccién en ¢ = {(w) € N
tal que w € T*(kX). Si £ =0, 0 £ = 1 esto es claro. Supongamos que vale
para { =n — 1, para algin n € N. Si {(w) =n y w = zj, ...xj,, caben dos
posibilidades, esto es ji1 # i 0 j1 = i. En el primer caso, sea w' = zj, ... 2;j,.
Asi, /(W) < n—1y por lo tanto existen «;(w’), 5i(w') € Kx, tales que
W= (W) + Bi(w)xi. Como zj,04(W'), xj,6i(w') € Kx, la afirmacién se
sigue en este caso.

En el segundo caso, sea j = ja y notemos que j # i, por (5.5). Por (5.4),
podemos considerar la relacion

LiZj = QijLisjLi — QijdicjiljLisyg-
Asi, siw” = xjy ... xj,, w = GijTisTiwW"” — ¢ijQis i Tisjw" y ambos suman-
dos pertenecen a T'(kX;) + T'(kX;)z; por lo visto en el caso anterior y asi la
afirmacion se sigue.
m
Sea m: P H(s) @ K(m —s) = H(m — 1) ® K(1) la proyeccién lineal
s=0
canénica. Sean w € T'(kX), i € X y a;(w), Bi(w) como arriba. Entonces,

TA(w) € Bi(w) ® x; + @H ® ;.
J#1
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Notemos entonces que d;(w) = Bi(w), y por lo tanto si d;(w) # 0 se sigue
que z; € K(1) utilizando (5.4) como en la prueba de la Proposicién 5.3. O

Introducimos la siguiente notacion. Sea Y C X un subconjunto y defi-
namos

RY ={CeR:CNY xY =0},
R ={CeR:|CNYxY|=1}, y
RY ={CE€R:CCY xY}.
OBSERVACION 5.5. En los racks que estamos considerando, para cual-

quier subconjunto Y C X, se cumple que R = Ré/ U R%/ U R%/ Ademas, si
f € StabKy, entonces f-RY C RY para cualquier s = 0, 1, 2.

Recordemos la definiciéon del polinomio cuadratico ¢ de la Definicion
3.6, pagina 35. Con esta notacién, recordemos también que una base para
el ideal de relaciones de B estd dada por el conjunto {¢c : C € R}, ver
Lema 2.13 en la pagina 27.

DEFINICION 5.6. Para Y C X, sea Ty el dlgebra asociativa libre en las
variables {7} };cy. Definimos Yoy ({Ti}iey) en T como

(5.6)
0, si C e RY;
Ve({Tihey) = § TTT; + qisj; T,T;Tj, siC e€RY,(i,j) €CNY xY;
oc({Tihex), siCeRY.
Definimos el algebra Ly como sigue
(5.7) Ly =k{yitiev)/(Vcy{utiey) : C € R).

OBSERVACION 5.7. Si Y = X, entonces Lx = B(X,q).

Tomemos B una de las dlgebras cuadraticas (de Nichols) ’gg(O’;, —1),
%\Q(Og,x), o B(0%,—-1). En cada caso, sea X = O%, con ¢ = —1,x o
(X,q) = (0%, —1). Consideremos una realizacién de YD para (X, q) tal que
(5.4) es satisfecha (por ejemplo, aquellas en la Observacién 3.10). Fijemos
H = B#kG.

TEOREMA 5.8. Sea Y C X. Entonces Ly es una H-comddulo dlgebra
con coaccion dada por

Ny) =giQyi+x;®1, ieY.

Eziste un un epimorfismo de H-comddulo dlgebras Ly — Ky, generado por
la aplicacion y; — xz;, i € Y. Mds aun, si n = 3, esto es un isomorfismo y

Ly = Ky.

DEMOSTRACION. Las relaciones que definen a Ly se satisfacen también
en B. En efecto, s6lo hay que chequear esto para el caso en que C € R{ ya
que en los otros casos o bien ¢ = 0 o bien Yo = ¢¢. Ahora, si C € RY
y (i,j) € CNY x Y, sea k = i > j. Por la definicién de RY, tenemos
que necesariamente k # 4,j. Entonces, si multiplicamos la relacién x;x; —
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QijTisjT; + Qi Qi iTjTi; = 0 por x; a derecha y aplicamos a esta relacién
al resultado, obtenemos
0 = @i + QijQivji TjTiojTi = TiljTi + Givji%5 (Tilj + QijGivji TjTis;)
= TiTiTi + Qisji T4
Asi, tenemos una proyeccién de algebras 7 : Ly — Ky . Es inmediato verifi-
car que, para cada C' € R,

d(Wey {yihey)) = dcy{zihey) @ 1 + goy @ Ioy ({uitiey),
donde
0, si CeRY,
goy =X gigigi si CeRY,(i,j)eCNY xY,
gig; st CeRY, (i,j) €C.
Asi, 6 dota a Ly de una estructura de H-comédulo que hace de 7 un mor-
fismo de comddulos.

Analizamos ahora el caso particular n = 3. Si |Y| = 1, el resultado es
claro. Supongamos entonces que Y = {i, j} C O3. Notemos que la aplicacién
7 es homogénea, y por lo tanto lo es el ideal ker(7). Si y € ker(w), w(y) =0
en B(O3, —1). Por la descripcién del subespacio de relaciones de grado 2 del
Lema 2.13, tenemos que necesariamente degy > 3. Ahora, si deg~y = 3,

v = ayiyyi + Byviy; = (a + B)y;viy;-
para «, 8 € k. Entonces, 7(7y) = 0 implica que &« = —f y v = 0. Finalmente,
podemos ver que no hay elementos v € Ly con degy > 4. En efecto, un
elemento de grado 4 seria de la forma
v = ayiyyiy; + BY;jYiYivi = ayiyiysyi + BY;Y5viy; = 0.
Esto muestra también que no hay elementos no nulos de grado mayor. Por
lo tanto, Ly = Ky. O

OBSERVACION 5.9. Si n # 3, entonces en general Ly # Ky. En efecto,
sin=4,q¢=—1y tomamos Y = {(13),(23),(34)} C O3, entonces resulta
Ly =k(z,y,z : 22,9, 22 zyr — yay, yzy — 2yz, w20 — 222).
Ahora, en la subdlgebra de B(03, —1) generada por = = T(23), Y = T(34)s
z = z(13) tenemos la relacion
(951/2)2 = T (23)L(34)T(13)T(23)L(34)L(13)
= —T(23)%(34) (T(23)T(12) T T(12)T(13))T(30) T (13)
= L(23)T(34) T (23) T (34) T (12) T (13)
T T(23)T(12)(34) T (13)T(34) T (13)
= L(23)T(23) T (34)T(23) T (12) T (13)
+ T(23)T(12)T(34) T (34) T (13) T (34)
=0.

12)2(1

pero (zyz)? # 0 en Ly. Probamos esto usando el programa de computadora
[GAP] con el paquete [GBNP]. Ver Proposicién 5.12 (6), para una des-
cripcién de Ky en este caso.
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5.2.1. Subalgebras coideales de algebras de Hopf sobre Ss.
En esta parte daremos una descripcién completa de todas las subdlgebras
coideales a izquierda homogéneas de H = SB((’)S’, —1)#kS3 dentro del dlgebra
B = B(03, —1)#kl.

Comenzamos mostrando en el siguiente teorema que estas subalgebras
coideales estan generadas en grado uno, usando el Lema 5.4 y por lo tanto,
usando la Proposicién 5.3, obtenemos una descripciéon de las mismas que
explicitaremos luego en el Corolario 5.11.

TEOREMA 5.10. Sea K una subdlgebra coideal a izquierda homogénea de
H tal que K C B. Entonces K estd generada en grado uno. En particular,
K =Ky para un unico Y C X.

DEMOSTRACION. Sea w € K. Como K es homogénea y el grado méximo
en B es 4, tenemos que w € (i), i = 0,...,4. Veamos que en cada caso re-
sulta w € (K(1)). Los casos i = 0, 1 son claros. Utilizaremos las derivaciones
{0i}icoz v el Lema 5.4 para ver los casos restantes.

Recordemos, de [AG], que una base para ‘B estd dada por
B = {1, a12, a13, a23, a12a13, a12a23, 413023, 413012,
12013023, 012013012, G13012023, 412013012023 }-
Ahora, si w € K(2), w # 0, existen «a, 3,7, € k tales que
w = aa12a13 + Baisass + yaizazs + daizas
Ahora, supongamos que, por ejemplo, §(;2)(w) = 0, entonces
0 = agiza13 + Bg12a23 + da13g12 = —aazzgi2 — Baizgi2 + daizgia.

Esto es,

w = Baigags + yaizazs + faizair = Pfaszaiz + yaizass.

Se verifica entonces que d(13)(w) # 0y d(23)(w) # 0, y por lo tanto tenemos
que azs3, a13 € K(1) y w € (K(1)). Lo mismo podemos concluir en los casos
d(13)(w) =0 0 (23)(w) = 0.

Ahora, si w € K(3), existen «, 3,7 € k tales que

w = aaiza13a23 + Baizaizaiz + ya13a12a23.
Si, por ejemplo d(23)(w) = 0, se sigue que w = Baizaizaiz. Asi, §j9y(w) # 0
y d(13)(w) # 0 y por lo tanto w € (K(1)). Finalmente, si w € K(4), se sigue
que §;(w) # 0 para cada i € O3 y por lo tanto también w € (K(1)). La
conclusién final del teorema se sigue de la Proposicién 5.3. U

Aplicaremos ahora el Teorema 5.10 junto con el Teorema 5.8 para descri-
bir explicitamente todas las subdlgebras coideales a izquierda homogéneas
de H = B(03, —1)#kS3 dentro del dlgebra B = B(O3, —1)#kl. También
calcularemos sus subgrupos estabilizadores. Recordemos que para n = 3 el
algebra de Nichols coincide con su aproximacién cuadratica y la Unica rea-
lizacién de YD es la que describimos en la Observacién 3.10, en la pagina
37.

COROLARIO 5.11. La siguiente es una lista de todas las subdlgebras
coideales a izquierda homogéneas propias de B(O3, —1)#k1:
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1. K; = (x;) 2 Kk[z]/(x?), i € O3;
2. ,Cz,j == <:1:Z7xj> = k(%,y>/<$2,y2,$yfﬂ - ymy>, 17] € O%
Los subgrupos estabilizadores no triviales de Sg son, en cada caso
1. StabKC; = Zy = <Z> C S3;
2. StablCi,j =79 = <k‘> CSs3, k#1,j5.
Mientras que las dimensiones son 2 y 6, respectivamente. O
5.2.2. Subalgebras coideales de algebras de Hopf sobre S,.
Aqui, con la ayuda del programa de computadora [GAP], con el paque-
te [GBNP], calcularemos las subdlgebras coideales generadas en grado uno
de las algebras de Nichols de dimension finita sobre Sy, asociadas al rack
O3. El caso del rack de 4-ciclos Of puede tratarse también por esta via.
Necesitamos establecer algunas notaciones y convenciones. Sea k(z, y, z)
el algebra libre en las variables x,y, z. Fijamos los ideales
R (z,y,2) = (2%, %, 2, vy + 2z + y2) Ck(z,y, 2).
Por ejemplo, tenemos

B(03,—1) = k(z(12), 2(13), T(23))./ (RT (2 (12), (13), T(23)))-
De acuerdo a esto, fijemos
B =B(03,-1) y By =B(03 %)
Recordemos que Y denota un subconjunto de Oj.
PROPOSICION 5.12. Sea ¢ = + y K¢ una subdlgebra coideal a izquier-
da homogénea propia de Bi#kl, generada en grado uno. Entonces K¢ es

isomorfa a una las dlgebras en la siguiente lista:
dimK£5(1) =1,

(1) ¥ = {i},

y dim K¢ = 2.
dim K#(1) = 2,
(@) Y ={ij}, i =,
K =k(z,2)/(x?, 22 xz + ez2x),
y dim K& = 4.,
() Y ={i.j}, it £,
K® =k(z,y)/(a*,y°, zyz — eyay),
y dim K¢ = 6.
dim K¢(1) = 3:
(4) Y ={ijk}, ixj=k,
K* =Kk(z,y, 2)/(R*(2,y, 2)),
y dim K¢ = 12.
(B)Y = {i, 4k}, i>j £k ivk=k
Kk = k(z,y, 2) (2?92, 2%, wyx — eyay, 2yz — eyzy, vz + e2x),
y dim K¢ = 24.
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(6) Y ={i,j,k}, i j,j>k,i> k¢ {i,j,k},
S =k(z,y,z :2%,9°, 2%,
YTY — ETYT, ZTZ — ETZT, ZYZ — EYRY,
ZXYZ + YZTY + TYZT, 2Yrz + Yyrzy + r2Yyx
ZXYTZX + EYZTYTZ, 2TYT2Y + 5mZ$y$z>,
y dim K¢ = 48.
dim k(1) = 4:
(MY ={i,j,k1l},i>j=k i>l=1;

€ L2 02 2 2
ICY:k<$7yvz7w'x7yazaw7

2T + €Yz + exyY, 2y + Yyr + €xz,wz + €zw,
YTY — EXYT, WTW — EXWT, WYW — EYWY,
WYL + EWTZ — EZWY, WYZ + WITY — ZWT
WITYZ — ZWTZ, WLZW + TWITZ,
WTYW + Ywry + TYWwT, WLYrz — EZWIYT,
WTYTWT + EYWTYTW, WTYTWY + ETWTYTW),
y dim K¢ = 96.
)Y ={i,j,k,1},i>j#4k idk=k j>l=I,

2, w2, 2y + eyz, wx + exw,

S =k(z,y,z,w 2y, 2
YTY — ETYT, 2TZ — ETZT, WYW — EYWY, WZW — EZWZ,
ZTYT + Yzxy, 2ryYyz + exzry,
WYT — EZWY — YTz + ETZW, WET — E2TY — YWz + ETYW,
WYZTY — EYWYZT — TYZWY + TYTZW,
WYZTW + 2TYWZ — YLZWY — TWYZL,
WYZW — E2TWZ — YZTW + YTWY + ETWYZ — ETYZT),
y dim K¢ = 144.
dimKe(1) =5
9) Y = {i,j,kl,m},ij =k il=m,j>l#I1, k>m # m,
jbm=m, k>l=I,
Ke =k(z,y, z,w,u 22,92, 2%, w? u? w2z + ezw, uy + eyu,
2T+ eyz +exy, 2y +yxr + €xz,
ur + ewu + exw, uw + wr + xu,
YTY — ETYT, WTW — ETWT, WYW — EYWY, UZU — EZUZ,
WYL + EWTZ — E2WY, WYZ + WwTY — 2WT,
UZW — EWTZ — TUZ, WTYZ — ZWITZ,
WITYWw + ywry + rywe,
WITYTZ — EZWTYT, WTZW + TWTZ,
WTYTWET + EYWTYTW, WTYTWY + ETWITYTW),

y dim K¢ = 288.
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Los subgrupos no triviales de Sy que fijan cada subdlgebra son, en cada
caso, los siguientes:
Lo X Lo = (gi,gj> CSq conil>j=yj;
Dy = (g;,0) C Sy (si, e.g., g = (12), o = (1324) );
Zo = (gr) C Sy, k=1iDj.
Ss = (9i, 95, 9k) C Sa, i>j =k;
Lo = <g]gl>7 J 7é la] >1=1;
Sz = <gil>j79j|>k;gk>i> C Sa;
Si K¢ pertenece a los items (7) a (8) entonces Stab K¢ = 1. O

Ntk W

EJEMPLOS 5.13. Damos un ejemplo de un subconjunto Y C O3 para
cada caso de la proposicién anterior, para ilustrar. Notar que toda comédulo
algebra Ky tal que Y’ no estd en la siguiente lista, es Sy-conjugada a otra,
Ky, con Y un conjunto en la lista.

=
I

© 0N WD
Il
N e Y N N e L T
L N W N e N e N i

Y ={(12),(13), (23), (14), (24)}. O

OBSERVACION 5.14. Sea Y C O3 y sea Z C 05 tal que 05 =Y U Z,
como conjuntos. Denotemos por Y; a uno de los subconjuntos del item j de
la Proposicién 5.12, y por Z; al complemento correspondiente. Notar que
tenemos las siguientes biyecciones:

71 =Yy, Zy = Ys, Z3 =Y, Zy =Yg, Z5=Ys

y por lo tanto, tenemos que dim Ky dim Kz = dim B¢, para cada Y. Una
afirmacién andloga se satisface en el caso X = 0.

5.3. Comddulo algebras sobre algebras de Hopf sobre S,

En esta subseccién construiremos H-comédulo dlgebras como levanta-
mientos de las subdlgebras coideales consideradas arriba.

5.3.1. %\Q(X, q)#kG-comédulo dlgebras.

Sea Q = (X,q,G, (-9, (Xi)iﬁx)’ (Ac)cer’) uno de los ql-datos Q; '[t],
OX[A], n >4, o D[t]. Sea H = Bo(X, q)#kG.

Construiremos una familia de algebras asociada a triples (Y, F, 1), donde
Y C X es un subconjunto, F < G es un subgrupo y v € Z?(F,k*). Ba-
jo algunas hipdtesis, estas algebras poseen una estructura de H-comédulo
algebras.

Estas familias son lo suficientemente generales para clasificar las repre-
sentaciones de las categorias de mdédulos en nuestros casos.

DEFINICION 5.15. Sean F' < G un subgrupoy ¢ € Z2(F,k*).SeaY C X
un subconjunto tal que F-Y C Y, esto es F < StabKy. Una familia de
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escalares & = {{c}cer, {o € k es compatible con el triple (Y, F, 1)) si para
cualquier f € Stab Ky,

(5.8) & X2 ()X (f) = Ecv(f,gi959) ¥(faigigi f1), siCERY,

(5.9)  &roxi(Hxi(f) = oS, 9i95) V(faigs, F1), siC eRy,
y ademas £ estd normalizada por las condiciones

(5.10) o =0, siCeRY, (i,)) €C, y gigjgi & F.
(5.11) e, =&, =0, siCeRYy(i,j) eC,

(5.12) (o =0, siCeRY, (i,j) €Cyggj ¢ F.

DEFINICION 5.16. Sean F' < G un subgrupo, v € Z?(F,k*), Y C X un
subconjunto tal que F'-Y C Y y sea £ = {{c}cer’ compatible con (Y, F,1)).
A(Y,F,4,€) es el dlgebra generada por {y;,ef : L € Y, f € F} y relaciones

(5.13) er =1,
(5.14) eres = Y(r, 8) ers, r,s € F,
(5.15) ety =xi(fyries,  feFLeY,
i F
(5.16) Jey{yihex) = scec slec € CeR.
’ 0 siec ¢ F

Aqui, Y¢cy se definié en (5.6) y el elemento ec se define como

0, si. CeRY,
(5.17) ec =1 €g,9. Si CERY,(i,j) €eCNY xY,
egg; S C€ RY, (i,7) € C.

Si Z C X es un subconjunto F-invariante sea B(Z, F, 1, &) la subalgebra
de A(X, F,1,§) generada por {y;,ef :l € Z, f € F'}.

OBSERVACIONES 5.17. (a) Aplicando ad(f), f € StabKy a la ecua-
ci6n (5.16) podemos deducir las ecuaciones (5.9), (5.8).
(b) En general, podemos tener B(Z, F, 1, &) # A(Z, F,,¢§).

Sea d : A(Y, F,¢,§) — HRA(Y, F,1,£) la aplicacién definida por
(5.18) dlep) =f@ep, d(y) =m @1+ gy,
paracada fe F,l €Y.

PROPOSICION 5.18. A(Y, F, ¢, &) es una H-comddulo dlgebra a izquierda
con coaccion & como en (5.18) y B(Z, F,1,&) es una subcomddulo dlgebra

de A(X, F,1,§).

DEMOSTRACION. Veamos primero que la aplicacién d estd bien definida.
Es fécil ver que d(esy;) = xi(f) 6(ys.1 eg) para cualesquiera f € F,l € X.
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Sea C € RY y (i,j) € C. En este caso 9¢ = ¢¢. Probaremos que
d(dc({yitiex)) = 6(&c €g,q;)- Usando la definicién del polinomio ¢¢ obtene-
mos que

n(C)
6(¢C({yl}l€X)) = Z TIh(C) Lipqq Ly, ®1+ Lip 190, b2y Yiy,
h=1

T Ginp1Tin, @ Yingr T Gin1 i, @ Yipi1 Vi,
= dc({zi}iex) ® 1+ gig; @ dc({yitiex)
=&c 9i9; @ €gig; = i(éc egz'gj)'

La segunda igualdad se sigue ya que iyc)y1 =01y

Gin1Tip, = Qipyyip TipioGini1s nh(c)%’h“ih = —ﬁh+1(c)'
Ahora, sean C € RY, (i,7) € C yi>j ¢ Y. En este caso la relacién
(5.16) es yiyjyi — yjyiy; = £C €gig;g:- La Prueba de que
3(yiy;yi — yj¥iy;) = §cd(eg,99:)
se verifica con una cuenta directa. Notar que la hipétesis ¢, = §¢; = 0

implica que yf =0= yJ2 U

TEOREMA 5.19. Sea Y C X wun subconjunto F-invariante y supongamos
que A(X, F,1¢, &) # 0, entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:
1. A(X,G,,&) es un H-objeto de Galois a izquierda.
2. St =1y & satisface
—Ac si Ao #0,
(5.19) e=¢ 0 st Ac=0ygj9 #1,
arbitrario st Ac=0ygjg =1
entonces A(X,G,1,€) es un objeto (H,H(Q))-biGalois.
3. B(Y,F,¢,&)0 =kyF yluego B(Y, F,,§) es una H-comddulo dlgebra
a izquierda H-simple a derecha.
4. Eziste un isomorfismo gr B(Y, F, 1, &) ~ Ky #kyF de comddulo dlge-
bras.

5. Existe un isomorfismo B(Y, F,¢,&) ~ B(Y', F' 4. &) de comddulo
dlgebras si y sélo siY =Y/, F=F' =9 y&=¢.

DEMOSTRACION. 1. Para probar que A(X, G, ,&) es una extensién de
Galois probaremos que el mapa canénico

can : A(X,G, 0, A(X,G,0, &) > HRAX,G,¢,§),
can(x ® y) = r_1 @ xoy, es suryectivo. Esto se sigue ya que
can(ey @es-1) = f®1, can(y ® 1 —eg @ eglﬂyl) = ®1,
para todo f € G, | € X.
2. Definamos el mapa p : A(X, G, 1,£) = A(X,G,1,£)@H(Q), por
plef) =es@Hyf, ply)) =y ®1+e,®a;, leX, fed.
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p estd bien definido. En efecto, si C € Ry (i,7) € C entonces

p(dc{uitiex)) = dc({yihiex) ® 1+ egq; ® pc({artiex)
=¢c €g;9; ®1+Ac €gig; ® (1 - Hgigj)'

Claramente si § satisface (5.19) entonces p(¢c({yitiex)) = o pleg,y,)- La
prueba de que A(X, G, 1,¢) es un (H,H(Q))-bicomédulo y un H(Q)-objeto
de Galois a derecha se sigue con una verificacién inmediata.

3.§i AX,F,,6) #0 entonces existe un grupo F con una proyeccién
F — F tal que A(X, F,¢,§)o = kyF. El mapa

A(XvFawag)O ®A(X7F,¢75)0 — kF@A(X7F7w7§)O

definido por ey ®eq — f@1(f,g) esq es suryectivo. Por lo tanto F' = F. Esto
implica que B(Z, F,¢,&)o = kyF' y por [M1, Proposition 4.4] se sigue que
B(Z,F,1,&) es una H-comédulo dlgebra a izquierda H-simple a derecha.

4. Se sigue del Teorema 1.70 (3) que gr B(Y, F, ¢, &) ~ K#kyF para al-

—

guna subdlgebra coideal a izquierda homogénea I C B1(X, ¢). Recordemos
que K se identifica con la subélgebra de gr B(Y, F, v, &) dada por

{a € grB(Y,F,¢,§): (id®m)d(a) € H® 1},

ver [M1, Proposicién 7.3 (3)]. En loc. cit. también se prueba que la compo-
sicién
™)d
g B(Y, F,,6) 2 Kty F 5 gr B(Y, F0,6),

es el mapa identidad, donde
0:H — By(X,q), m:grBY,F &) —kyF

son las proyecciones candnicas y p es la multiplicacién. Ambos mapas son
biyecciones y ya que para cualquier | € Y, (6 ® m)d(y;) = x;, entonces
K=Ky.

5. Sea 8 : B(Y,F,¢,&) — B(Y', F', ¢, &) un isomorfismo de comédulo
algebras. La restriccion de 8 a B(Y, F,¢,£)o induce un isomorfismo entre
kyF'y ky F', asi F = F' y ¢ = 9. Como 8 es un morfismo de comédulos
es claro que Y =YY" y {c = £ para toda C € R.

O

5.4. Deformaciones por cociclo

En esta parte demostraremos que las dlgebras de Hopf punteadas sobre
S3 v S4 son deformaciones por cociclo de sus versiones graduadas. Para ello
utilizaremos el siguiente corolario del Teorema 5.19.

COROLARIO 5.20. Si A(X,G,1,€) # 0 para algiun & que satisfaga (5.19),
entonces

1. Las dlgebras de Hopf %\Q(X, Q)#kG, H(Q) son deformaciones por
cociclo una de la otra.

2. Eziste una correspondencia biyectiva entre las clases de equivalencia
de categorias modulo exactas sobre Rep(H) y Rep(H(Q)). O
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OBSERVACION 5.21. Notemos que bajo las hipétesis del Corolario 5.20,
obtenemos, en particular, que gr H(Q) = Ba(X, ¢)#kG, ya que esta tltima
es un cociente de la anterior.

Veremos que las dlgebras de Hopf sobre S3 y S4 son deformaciones por
cociclo de sus versiones graduadas. Para ello utilizaremos el Corolario 5.20.
Necesitamos entonces, para X = O3 y G = S,,, n = 3,4 segun corresponda,
mostrar que existen comédulo algebras A(X, G, 1,£) no nulas. Esto serd el
corazén de las siguientes dos subsecciones.

5.4.1. Comddulo algebras sobre algebras de Hopf sobre S;.

Sean n = 3, H = B(03, —1)#kS3. Listamos a continuacién todas las
algebras A(Y, F, 1, ) construidas como en la Definicién 5.16 para este caso.
Luego, mostramos que estas dlgebras son no nulas. Asi, combinando este
resultado con el Teorema 5.8, se sigue que obtenemos todas las H-comdédulo
algebras H-simples.

DEFINICION 5.22. Sea m = 3. La siguiente es una lista de las algebras
A(Y, F,1, ) para cada dato (Y, F, 1, &) como arriba. En lo que sigue, i, j, k
denotan elementos en O3 y &, u,n € k. Para cada i € O3 denotaremos por
g; al elemento ¢ pensado como un elemento en el grupo Ss.

1. Las algebras de grupo torcidas
ky F,

para cada subgrupo F' C S3, y cada 2-cociclo ¢ € Z2(F,k*).
2. El algebra

A{i}, €,1) =< i s y? = €1 >,
con coaccién determinada por
6(yi) =i ®@1+ g @Y.
3. El édlgebra
A({i},€,Zo) =< yi,h: yf = €1,0% = L hy; = —y;h >
con coaccién determinada por
0(y) =2, @1+ g ®yi, 0h)=g;®h.
4. El algebra
A{i g} 1) =< i vy vf = y5 = 0, yiyyi = yj¥iy; >
con coaccién determinada por
y)) =2, @149 @y, 6(y;) =2; @1+ g; @y;.
5. El dlgebra
A({i, 3}, Za) =< yi,yj, h :h* =1, hy; = —y;h,
vl =y =0,y = y;yiy; >
con coaccién determinada por
o(h)=gr®h, k#ij,
6(yi) =i @1+ g @ i, 6(y;) =2;®1+g; ®y;.
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6. El dlgebra A(O3,&,1), generada por {va2):ya3), Y23)} sujeta a las
relaciones

9212) = y(213) = 3/(223) = &1,

(
Ya2)¥as) + yas)¥es) + Yes)yaz) =0,
Ya3)Y12) + Y23)¥a3) + Ya2)¥Yes) = 0.
La coaccién estd determinada por
5(3/5) :$s®1+gs®ys
para cada s € O03.
7. El dlgebra A(03, €, Zs), generada por {ya2): ¥13), Y(23), 1} sujeta a
relaciones
y(212) = 3/(213) = 9(223) =1, h* =1,
hy(u) = —?J(12)ha hy(ls) = _y(23)h7
Ya2)¥3) + Ya3)Y23) + Y23)¥az2) = 0.
La coaccién estd determinada por
6(h) = gaz2) @ h,
6(ys) =251+ gs ®ys,

para cualquier s € O3.
8. El algebra A(037 s s, Z3)7 por {y(12)7 Y(13)s Y(23)» h} sujeta a rela-
ciones

?J(212) = 9(213) = y(223) =1, 1P =1,
hya2) = yas)h, hyas) = yes)hs hyes) = yaz)h
Ya2)¥3) T Y13)Y(23) + Y23)Y2) = ph,
Ya3)¥a2) T Y@3)¥13) T Ya2)¥@23) =1 h?.
La coaccién estd determinada por
6(h) = gz ® h,
0(ys) = s @1+ g5 Qys, €O,

9. Para v € Z%(S3,k*) el algebra A(O3, €, 11, S3, 1), generada por ele-
mentos {y(12), Y(13), Y(23)} U {en : h € Sz} sujeta a relaciones
ener = P(h,t) ent, enyys = —ynsen  h,t € Sz, s € O,

Yii2) = Yl1s) = Y(as) = €L,
Y2)¥(13) T Y(13)Y(23) T Y23)Y(12) = H€(123)-
La coaccién estd determinada por
den) = h®ep,
S(ys) =2s @1 +gs®@ys, s€03. O

LEMA 5.23. Sea n = 3. A = A(Y,F,¢,§) # 0, para todo Y C X,
F < Sz, ¢ € Z2(F, k) y toda familia ¢ de escalares compatible con el triple
(Y, F.9).



5.4. DEFORMACIONES POR COCICLO 89

DEMOSTRACION. El caso Y # O3 es claro. Consideremos entonces el
caso Y = 03. Notemos que cada una de estas algebras es naturalmente un
kF-médulo a derecha via

a—t=ae, acAY,F,¢¢), teF.
Consideremos la representacién inducida W = A(Y, F, ¢, ) Qkr We, donde
We =k{z} es el kF-mddulo trivial. Sea
B = {1,3/(12), Y(13)> Y(23)> Y(13)¥(12)> Y(12)Y(13)> Y(12)Y(23) > Y(13)Y(23)>
Y12)Y(13)Y(23)> Y(13)Y(12)Y(23)> Y(12)Y(13)Y(12)> y(12)y(13)y(12)y(23)}

y consideremos el subespacio lineal V' de W generado por B ® z. Mostramos
que es un submodulo no trivial en los cuatro casos que restan, esto es cuando
F =1,75,Z3 0 S3. En todos estos casos, la accién de y(1) estd determinada
por la matriz

Yaz2) =

SO OO OO O O OOM
elei=lelelalojelalololo)
SO OO OO OO OO0
(=l ele)oelaloNo NNl N
SO OO0 OO0 O MO O
CO OO0 OM OO O
OO OO0 OO OO0
SO O0OOMOO OO OO0
HO OO OO0 OO0
SO OO OOM O OO O
SOMO OO0 OO OO0

[eleloloNeleloNoNoNo) ]

Ahora, tomemos F' = S3, ¢ = 1. La accion de e(19) y €(13) estd determi-
nada, respectivamente, por las matrices:

rto 0 0 00w O O 0O 07 [1LO0 O 00w w0O O 0 07
0-10 0 0000 —p 0 —p O 00 0-100 00 0 & O
00 0-10000 0 pu & O 00 -1000 000 —p—p O
00-10 0000 & —p 0 O 0-10 000 00—p & 0 O
00 0 0 000-10 0 0 O 00 0 00-1010 0 0 —pu
000 0-1010 0 0 0 —-ufly|[00 0 000-100 0 0 0
00 0 0 010-10 0 0 pu 00 0 00-1000 0 0 O
00 0 0-1000 0 0 0 O 00 0 010-100 0 0 u
00 0 0 0000 O O 1 0 00 0 000 00-10 0 O
00 0 0 0000 0 —-10 0 00 0 000 000 0 1 0
00 0 0 0000 1 0 0 O 00 0 000 000 1 0 O
loo o 0 00060 0 o0 o0 14 Loooooooo0oo0 o0 o 1.

Notemos que la accion de e(23) estd dada por e(19)€(13)€(12). Para cada cociclo
¥ € Z%(S3,k*), definamos Y€ Z2(A(Y, F,1,£),kX), por

(5.20) V(e es) = (L, s), wle, y) =Yy, e) =Yy, ye) =0,

para t,s € S3l,k € O3. Entonces A(Y, F,,¢) = A(Y, F, 1,5){5. Por lo tanto
A(Y, F,4,8) # 0.

En el caso F' = Zg3, tenemos que calcular la accién de h, pero esta matriz
estd dada por e(12)€(13) en el caso previo. Nos queda el caso F' = 1. La accién
de h en este caso estd dada por la matriz de e(19) arriba, para p = 0.

Finalmente, usamos el programa de computadora Mathematica(c) para
verificar que estas matrices satisfacen las relaciones que definen al dlgebra
en cada caso. U

PROPOSICION 5.24. Sea A una H-comddulo dlgebra H simple. Entonces
A= A, para alguna de las dlgebras A listadas en la Definicion 5.22.
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DEMOSTRACION. En efecto, las hipétesis del Teorema 5.19 se satisfacen
en este caso. Sabemos que el algebra de Nichols B(O3, —1) es cuadratica y
de dimensién finita. Ademéds, para cada Y C O3, tenemos que Ly = Ky,
por el Teorema 5.8. Finalmente, vimos en el lema anterior que las algebras
A en cuestién son no nulas. O

5.4.2. Comdédulo algebras sobre algebras de Hopf sobre S;.

Para X = 0 y G = Sy, introduciremos a continuacién tres familias
de élgebras A(X,G,1,£). En el Lema 5.28 abajo mostraremos que estas
algebras son no nulas.

DEFINICION 5.25. Sean ¢ € Z2(Sy, k), o, B € k.
1. Alzl(a,ﬁ) es el dlgebra generada por {y;,eq : i € 03,9 € Sy} con

relaciones
e1 =1,
eres = Y(r, s) ers, 7,5 € Sy,
eg Y1 = sgn(g) yg.1 €g, gESy, €0,
?/(212) =al,

Ya2)¥(34) + Y(30)Y(12) = 20 €(12)(34)
Y12)¥23) T Y@23)Y(13) T Ya3)¥az) = Be@se)-

2. Afb(a,ﬁ) es el dlgebra generada por {yi,e, : i € Of,g € Sy} con

relaciones
e1 =1,
eres = Y(r, s) ers, r, s € Sy,
eq Y1 = sgn(g) yg.1 €g, gESy e (’)i‘,
y(21234) = (v €(13)(24)>
Y(1234)Y(1432) T Y(1432)Y(1234) = 200 1,
Y(1234)Y(1243) T Y(1243)Y(1423) T Y(1423)Y(1234) = B €(132)-
3. Aﬁ(a,ﬂ) es el dlgebra generada por {yi, e, : i € O3,9 € Sy} con
relaciones
e1 =1,
eres = P(r, 8) ers, T, s € Sy,
eqg Y1 = Xi(9) Yg- €, g €Sy, 1 €0y,
9(212) =al,

Ya2)¥(34) — Y30)Y2) = 0,
Y12)Y(23) — Y23)Y(13) — Y@13)Ya2) = B €(132)-

OBSERVACION 5.26. Sea Q@ = Q7 ![t]. Es claro que .A;l(a, B) es el dlgebra
A(O3,S4,1, &) para la familia € = {€c}oer donde &c = &, sii = 1,2,3, es
constante en las clases C' con la misma cardinalidad |C| =i y donde en este
caso &1 = o, & =2a, &3 = (.
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Andlogamente, si Q = OX[t], Aﬁ(a, B3) es el algebra A(O3,S4,1,€) para
cierta familia £ sujeta a condiciones similares a las del parrafo anterior. Lo
mismo ocurre para Q = D[t], Ai(a,ﬁ) v A(O%,S4,9,€).

Ahora veremos que las familias de dlgebras de la Definicién 5.25 son no
nulas. Necesitamos antes el siguiente lema.

LEMA 5.27. Sea Q uno de los gl-datos Q;'[t], QX[\] o DIt]. Tomemos
v=0s Q= QZI. Entonces existe un epimorfismo de dlgebras

H(Q) — H(Q5' ).
DEMOSTRACION. Comencemos recordando que existe un epimorfismo
de grupos 7 : S4 — S3 dado por
(12) — (12), (23) — (23), (34) — (12).
Se tiene que kerm = ((12)(34), (13)(24), (23)(14)). Mdas atin, se sigue que
7(03) = O3.
Sea I el ideal de H(Q) generado por Hy9)Hgq) — 1,y sea L = H(Q)/I,
tenemos
HyyHezy = ad(Hg))(Hu2yHzg) =  HaagHpsy =1  en L,
a3y = ad(H14)H 23))(a12) = a3 = a12) en L.
Andlogamente,

H(13) = H(24)7 A(14) = Q(23) Y G(24) = G(13) €N L.
En estos gl-datos, la accién - : S; x X — X estd dada por la conjugacién
y g: X — Sy es la inclusién ¢, y entonces las relaciones (3.7) y (3.8) en la
definicién de H(Q) son satisfechas en el cociente.
Es ahora facil ver que las relaciones cuadraticas (3.9) que definen a H(Q)
devienen en el cociente las relaciones correspondientes que definen al algebra

H(Q5" ). O

El siguiente lema muestra que las dlgebras de la Definicién 5.25 son no
nulas, ver Observacion 5.26.

LEMA 5.28. Sea Q como en el Lema 5.27. Asumamos que (Y, F,1,§)
satisface

(5.21) §o, =&c;, Vi, jEY.
Si Q # fo(/\) asumamos ademds que
(522) 6022517 52@7]€Y7 ZDJ:jv y(laj)ec

Entonces el dlgebra A(Y, F,1,&) es no nula.

DEMOSTRACION. Asumamos primero que @) = 1. Ahora, dado un datum
(Y, F,1,€), m(F) < S3 y es facil ver que 7(Y) es un subrack de O3.

Miés atin, se sigue que & es compatible con el triple (7(Y), 7 (F),v). En-
tonces tenemos el dlgebra A(mw(Y), 7(F'), 1, ). Como en el Lema 5.27, vemos
que si dividimos por el ideal generado por (efeq : f g1 € N), entonces tene-
mos un epimorfismo de algebras A(Y, F, ¢, &) — A(n(Y), n(F),v,&). Hemos
visto que estas dlgebras son no nulas enl Lema 5.23, y por lo tanto tampoco

lo es A(Y, F,,£).
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Notemos que en el caso en que (Y, F,v,&) estd asociado al gl-datum
QX (N), la hipdtesis (5.22) no es necesaria, ya que (5.9) implica que, si i, j €
Y,i>j =1y C € R esla clase correspondiente, entonces £ = 0, y esta
relacién estd contenida en el ideal por el cual dividimos.

El caso ¢ # 1 se sigue ahora como en la prueba del Lema 5.23, exten-
diendo el cociclo 1 a un cociclo ¢ € Z2(A(Y, F,1,£),k*) como en (5.20). O

5.4.3. Deformaciones por cociclo sobre S3 y S4. Estamos ahora
en condiciones de probar el resultado principal de esta seccién.

TEOREMA 5.29. Sea H un dlgebra de Hopf punteada no trivial sobre Ss
0 Sy. Entonces H es una deformacion por cociclo de gr H.

DEMOSTRACION. Hemos dicho que las dlgebras de Nichols de dimensién
finita sobre Sz y S, coinciden con sus aproximaciones cuadraticas. Esto es
si H es un algebra de Hopf punteada de dimension finita sobre S,,, n = 3,4,
entonces gr H = %\Q(X , )#KkS,,. Por [GG, Main Theorem] sabemos que H =
H(Q). Luego, el teorema se sigue del Corolario 5.20, ya que en los Lemas
5.23, 5.28 mostramos la existencia de objetos (gr H(Q), H(Q))-biGalois no
nulos en estos casos.

Notar que cuando trabajamos con Q;'[t] o D[t] la condicién & = 2&
en el Lema 5.28 no interfiere con la prueba, ya que, por ecuacién (5.19) &,
respectivamente &2, puede ser elegido arbitrariamente. O

OBSERVACION 5.30. En [Ma, Theorem A1] Masuoka probé que las dlge-
bras de Hopf u(D, A\, u) asociadas a un dato de tipo Cartan finito D que
aparece en la clasificacién de Andruskiewitsch y Schneider [AS4] son defor-
maciones por cociclo de las dlgebras de Hopf graduadas asociadas u(D, 0, 0).

Los Corolarios 5.20 (1) y 5.29 prueban un resultado similar para algunas
familias de algebras de Hopf construidas a partir de algebras de Nichols que
no son de tipo diagonal.

5.5. Representaciones de la categoria de médulos sobre un
algebra de Hopf punteada sobre S3

Fijemos G = S3, Sy y H(Q) un &lgebra de Hopf punteada sobre G;
H = grH(Q). Sea A una H-comédulo dlgebra A con grA = Ky#kyF,
F < StabKy, ¢ € Z?(F,k*). Sea Z tal que X = Y LU Z como conjuntos.
Notemos que F' < Stab K.

LEMA 5.31. Bajo las hipotesis de arriba, existe una familia de escalares
& compatible con (X, F, 1) tal que A ~ B(Y, F,1, &) como comddulo dlgebras.

DEMOSTRACION. La proyeccién candnica
T ./41 — A1/A0 ~ Ky(l) =kY

es un morfismo de Agp-bimddulos. Sea ¢ : kY — Ay una seccién de 7 de
Ap-bimédulos. Como los elementos {z; : | € Y} estdn en la imagen de 7
podemos elegir elementos {y; : | € Y} en Ay tales que «(x;) = y; para
cualquier [ € Y. Es facil verificar que

My) =z @1+gy, eryr=xi(f)yries, fEFleY.
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Como gr A esta generada por {x;,ey: 1 €Y, f € F'} entonces A estd ge-
nerada como élgebra por {y;,ef:l €Y, f € F}.

Ahora, sea B = A® Kz. Entonces B tiene una estructura de comédulo
algebra para la cual la inclusién canénica A — A ® 1 C B es un homomor-
fismo. La estructura de algebra es la siguiente: parai €Y, j€ Z, f € F,

(i @ 1)1 ®y;j) = (¥ @yj);

( . . . .

45y @Yj + Ecec @ 1, sii>jg=7;

GjilYjsi @ Yj — QjigjsijYiYisi @ 1+ Ecec @ 1,
Iey)(yel)= siil>j#ji>jeY;

@il @ Yjsi¥j — Qjiljsi Vi @ Yjsi + {cec @ 1,
sii>j#£i>j¢EY;

(e @1)(1®y;) =ef ®yj;
(L@y)les@1) = x5 (fles @ ypr.

Aqui C se refiere a la clase C' € R’ tal que (j,i) € C. Recordemos que
por definicién {c = 0 si go ¢ F. Entonces la aplicacién

(5.23) m:B— AX,F,¢,§), a®z— ax
es un epimorfismo de algebras. Ahora, si
Aaar—>a(_1)®a(0) EHRAY Kz ST x(—1) D T(g) EHRKz

denotan a las coacciones correspondientes, definamos A : B — H ® B como
AMa®z) = a_1)T (1) ®a) @ (). Es inmediato ver que A estd bien definida.
Hacemos esto caso por casa en la definicién de la multiplicacién de B dada
arriba. Por ejemplo, sii>j # jyi> j € Y, entonces tenemos

M1 ®@yj) Ay ®1)
=(ge1ley)+r;e(1e1)(gi®wel)+ze(1e1))
=(9i®©1®y))(g:® W ®1)+ (z;®(1®1))(g: @ (3 ® 1))

+(@oleoy)(z®1l®l)+(@e1el)(re(lel))
=99 @ (1@y;)(yi ®1) + 759 ® (y; ® 1)

+ qjitjnig; @ (1@ y;) + xjo; ® (1®1)
= 9;9i ® (¢ji¥ji @ Yj — Gidjeij¥YiYiei @ 1+ Ecgo ® 1)

+ 250 @ (¥ @ 1) + ¢jizjnig; @ (1 @ y;)

+ (¢ji%jsiTi — QjiQjmi jTiTin: ® 1) ® (1® 1),

lo que coincide con A(gjiyjei ® Yj — @jidjeij¥iYjsi @ 1+ §cge @ 1).
Asi, B es una H-comdédulo dlgebra con

dim B = dim Adim Kz = dim Ky dim Kz|F| = dim A(X, F, ¢, §),
por la Observacién 5.14 y luego el mapa m en (5.23) es un isomorfismo. O
Formulamos ahora el principal resultado de este capitulo. Nos restingi-
mos a G = S3. Para cada h € G, sea §g = ;,-1.¢. Recordemos que denota-

mos por B(Y, F,1,§) a la sub-comddulo dlgebra de A(X, F,v,&) generada
por {yi}’iEY7 y que en este caso B<Y7 F7 1% 5) = A(Y7 F7 1/}7 5)



94 5. CATEGORIAS MODULO

TEOREMA 5.32. 1. Sea M wuna categoria mddulo indescomponible
y exacta sobre Rep(H(Q)), entonces existen
(i) un subgrupo F < G, y un 2-cociclo ¢ € Z*(F,k*),
(ii) un subconjunto Y C X tal que F/-Y CY,
(iii) una familia de escalares {{c}oerr compatible con (Y, F, 1),
tales que hay una equivalencia de modulos M =~ gy ) M.

2. Sean (Y, F,9,&), (Y',F' 4 &) dos familias como en 1. Existe una
equivalencia de categorias médulo p(y,py )M >~ gy’ Fr g enyM siy
solo si existe un elemento h € G tal que F' = hFh™', o/ = ",
Y =h.Y y& =¢h,

DEMOSTRACION. 1. Por el Corolario 5.29 podemos asumir que M es una
categoria médulo indescomponible y exacta sobre gr H(Q) = H. Se sigue de
[AM, Theorem 3.3] que existe una H-comédulo dlgebra a izquierda A H-
simple a derecha tal que M ~ 4 M. El Teorema 1.70 junto con el Teorema
5.10 implican que existe un subgrupo F' < G, y un 2-cociclo ¢ € Z2(F,k*),
junto con un subconjunto Y C X, F-Y C Y, tal que gr A = Ky#kyF.
Aqui Ag = ky F. Luego el resultado se sigue del Lema 5.31.

2. Asumamos que las categorias moédulo gy, ry.e)M, By, ¢1)M son
equivalentes, entonces el Teorema 5.2 implica que existe un elemento h € G
tal que B(Y', F', 4/, &) ~ hB(Y, F,1,£)h~! como H-comédulo algebras.

El mapa de algebras o : hB(Y, F,¢,&)h~' — B(h - Y,hFh=t " ")
definido por

a(hesh™) = eppp-1,  alhyth™) = xi(h) yna,
para cada f € F', [l € Y, es un isomorfismo bien definido de comdédulo alge-
bras . Luego B(Y', F', ¢/, &) ~ B(h-Y,hFh~, " ¢") y usando el Teorema
5.19 (3) obtenemos el resultado. O

Como una consecuencia inmediata del Teorema 5.32 tenemos el siguiente
resultado.

COROLARIO 5.33. Los H-objetos de Galois son de la forma A(X, G, £).

DEMOSTRACION. Sea A un H-objeto de Galois. Entonces 4 M es una
categoria modulo exacta sobre Rep H. Mas atn, 4 M es indescomponible. En
efecto, en caso contrario existiria un ideal bildtero propio J C A H-estable
[AM, Proposition 1.18]. Asi, can(A ® J) = can(J ® A), lo que contradice
la biyectividad de can (ver Definicién 1.45, en la pagina 11). Luego, por el
Teorema 5.32 existe un dato (X, G,,§) tal que A = A(X,G,1,£). O



Capitulo 6

Algebras de Hopf punteadas con trenza estandar

En este capitulo mostramos que cualquier algebra de Hopf punteada
cuya trenza infinitesimal es de tipo diagonal estandar, ver Definicién 2.8
en pagina 24 estd generada por sus elementos grupezcos y casi primitivos.
Mostramos también que las relaciones cuanticas de Serre se satisfacen en
cualquier algebra de Hopf punteada de dimension finita que es corradical-
mente graduada sobre un grupo abeliano I'. Este resultado extiende el [AS4,
Lemma 5.4], donde se llega a esa conclusién en el caso Cartan. Finalmente,
determinamos cémo estas relaciones se levantan en el caso estdndar.

6.1. Generacién en grado uno

En esta Seccion, I' denotard un grupo abeliano finito y S = @p,,~, S(n)

un algebra de Hopf trenzada graduada de dimension finita en IEJ)D tal que
S(0) = k1 y tal que esta generada como algebra por S(0) & S(1). Fijamos
una base {x1,...,29} de V := S(1), con z; € S(1)3’ para algunos g; € ' y
xi € I', y llamamos ¢;; := x;(9:)-

Mostraremos que dada una tal S, si V' es un espacio vectorial trenzado
de tipo estdndar, entonces S es el dlgebra de Nichols B(V') asociada a V.
En particular, obtenemos el principal resultado de este capitulo, esto es que
cualquier dlgebra de Hopf punteada de dimensién finita sobre I' con trenza
infinitesimal de tipo estandar esta generada por elementos grupezcos y casi
primitivos.

Empezamos probando en la siguiente Proposicion que las relaciones
cudnticas de Serre ad.(z;)' "™ (x;) = 0 se satisfacen en S, no necesariamen-
te de tipo estandar. En la prueba utilizamos la clasificacién de los diagramas
de Dynkin generalizados asociados a dlgebras de Nichols de dimension finita
de [H].

PROPOSICION 6.1. Sea S como arriba. Entonces,
(61)  ade(w)' ™ (2;) =0, para todo i # j tal que g # 1.

DEMOSTRACION. Supongamos que ad.(z;) 7 (z;) # 0 para algtin i #
j tal que q;?” + # 1 (y luego qg”j ¢ijqji = 1 por la definicién de m;;, ver
Definicién 2.8).

Para empezar, comenzamos como en [AS4, Lemma 5.4]. Sean m = mj,
q = Giiy Y1 = T, Y2 := j ¥ Y3 := adc(x;)T™(z;). También,

h1 = g, ha = g;, hs = g"g;,
n = Xi, M = X ns = X",

95
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luego y, € 5’22, 1 < k < 3. Notemos que y3 € S es primitivo, ver [AS3,
Lemma A.1] Si W = k{yi1,y2,y3}, entonces B(W) es de dimensién finita.
En efecto, el dlgebra k(W) C S y ademas k(W) — B(W). Luego, como
dim S < oo, tenemos que dimB(W) < oo. Calculamos la correspondiente
matriz de la trenza (Qr = mi(h));< ki< ¥ consideramos el correspondiente
diagrama de Dynkin generalizado:

(6.2) o%ij
qy Km(mﬂ)qazj
q— _gmtlgj,.
o qm+2 o4 455

En consecuencia, este diagrama deberia aparecer en [H, Table 2]. Con-
sideramos diferentes casos.

Caso I: QpQ # 1 para todo 1 <k <[ <3.

Por [H, Lemma 9(ii)], 1 = [[,.; QuQu = qg_m(m“)q?j, y al menos uno
de los vértices estd etiquetado con —1. Notemos que g # —1 porque en tal
caso m = 0 (asumimos ¢™ ! # 1). También, ¢j; # ¢™"'q;; por hipétesis, y
por lo tanto exactamente uno de los vértices esta etiquetado con —1.

= Si gj; = —1, entonces 1 = (¢"+g;;) (¢ ") = —¢1" y
m = 1 por el mismo Lema, pero esto es una contradiccion.

= Si quij = —1, entonces 1 = qqm+2 — qm+3 y
1= 4jj (q*m(m+1)q]2j) — qjif»jqu(m+3)+2m _ Q?jQQm,

por el mismo Lema, luego

—1=(=1)* = ¢ = (¢};"™)q" > = "2,
lo que es una contradiccién. Por lo tanto (6.2) no pertenece a este
caso.

Caso II: QQ15Q21 = q¢ ™ = 1.
Aqui m = 0, luego tenemos

q P @i
(63) [e] 2 (e NN 5 0937,

q aj;
Si gj; = —1 entonces tenemos el subdiagrama conexo o4 o~ 4 . Note-

q
mos que este diagrama no tiene vértices etiquetados con —1 y las etiquetas
de los vértices son diferentes. También, el diagrama no es tipo Cartan finito
y no corresponde a los diagramas sin —1 en los vértices en las filas 5, 9, 11,
12, 15 de [H, Table 1], y luego los descartamos.

Si gj; # —1 pero ¢ = —1 tenemos una situacién andloga, por lo tanto
consideramos también g # —1 y (6.3) es un diagrama conexo de rango 3.
Si qqj; # —1, [H, Lemma 9(i)] implica que una de las siguientes condi-
ciones se satisface:
= es de tipo Cartan finito, y por lo tanto contiene un subdiagrama de
Cartan Ay. Entonces 1 = q¢*> = (qq;j)¢> o 1 = qjjq]?j = (quj)q]?j,
luego ¢ =10 ¢j; = 1;
= * =1, 45,44 € G UGy y ¢j¢5; = 1 0 ¢}; = 1, ¢,4j;4 € Gs UGy
v aq® = 1.
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Pero ninguno de estos casos es posible. En consecuencia, qg;; = —1. Mirando
a [H, Table 2] vemos que Q;;Qi3Q3; = 1 para algin i € {1,2} en todos los
casos. Como ambas situaciones son andlogas, asumimos i = 1: ¢> = 1. Por
[H, Lemma 9(iii)], una de las siguientes condiciones es verdadera:

" ¢}; =1, pero ¢}; = —¢ % = —1,
4

" ;=1

= g4 =~

Obtenemos una contradiccién, y por lo tanto m # 0.

Caso III: Q13Q31 = qm+2 = 1.
El diagrama correspondiente es:

o4 0%ij - 0l ajj

q aq3
Este diagrama es analogo a (6.3) cambiando g¢;; por qjjq*1 y luego vemos
que no pertenece a [H, Table 2]. Por lo tanto ¢™*2 # 1.

Caso IV: Q23030 = 1. Esto es, q?j = ¢™(m+1) Tenemos el siguiente
diagrama:

(6.4) 0%

m+1

q -
@) m+é3q q“_

—m

q q

Por los casos anteriores, éste es un diagrama conexo de rango 3. Como m # 0
y @™ # 1 tenemos ¢ # —1. Analizamos las diferentes posibilidades para
los valores en los vértices:

qjj = qm+1qij = —1: En tal caso, ¢™"! =1 y el diagrama es

q —1
q °© q ’

[e)
pero éste no aparece en la lista de Heckenberger.

q; = —1,q™"1q; # —1: Por [H, Table 2], se sigue que tenemos que
1 = Q220Q23Q32 = ¢ y el diagrama es

También, 1 = quj = gmmtl) — ¢2m — =6 Notar que ¢> # 1 pues ¢" #
1, y por lo tanto ¢ € Gg. Pero este diagrama no pertenece a la lista de
Heckenberger.

gj; # —1,d™ g = —1: Como en el caso previo, 1 = Q22Q21Q12 =
q'~™. Por la definicién de m concluimos que m = 1 y el diagrama es como
en el caso anterior, donde nuevamente ¢ € Gg por la condicion inicial del
caso IV, y tenemos la misma contradiccion.

g5, 9™tqj; # —1: Por [H, Lemma 9(i)], una de las siguientes se satis-
face:

» es de tipo Cartan. Por lo tanto ¢ = ¢j; y m = 1,0 ¢ = quqjj =
¢~™ 2. En ambos casos llegamos al mismo diagrama

0 ——= o — o0d®
q q

Es fécil ver que no es de tipos As, C3 porque ¢, q> # ¢°. Pero si fuera
de tipo C3, ¢ = (¢*)? = ¢73, lo que es una contradiccién.
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" qi; €G3,€G UGy y 1= g™ = qjjq2m+3. Entonces m =1y
P = qj_jl, por lo tanto ¢'° = 1, pero esto es una contradiccién con
q € Gg U Gg.

» "M € Gs, g€ GeUGy y 1 = gjjq™ = ¢™3. Nuevamente

q'® =1, lo cual es una contradiccién con q € Gg U Gy.

En consecuencia (6.2) no es de tipo finito, lo que concluye la prueba. [

Los siguientes lemas muestran que si la trenza satisface algunas condi-
ciones relacionadas con trenzas de tipo estandar, entonces algunas relaciones
adicionales se satisfacen en S. Consideramos la presentaciéon de dlgebras de
Nichols de tipo estandar del Teorema 2.12; ver pagina 26. Como esta pre-
sentacién no es minimal en algunos cases, necesitamos primero descartar
algunas relaciones redundantes en el siguiente lema.

LEMA 6.2. Si existen j # k € {1,...,0} tales que my; = 1, mj, = 2,
pero qj; & G3 o g # —1, entonces [(audc z;)2x, (ade wj)mk]c =0.

DEMOSTRACION. Para ver esto, por [A, Lemma 5.5(ii)] basta considerar
dos casos: ¢;; € G3, qrr # —1, 0 ¢j; ¢ G3, g = —1. En el primer caso
tenemos

x?’ =0, (adecxy)®zj =iz — (14 qur)qrjoer r + qkkq,%jxjx% =0.

En consecuencia tenemos

9 . “1.-1.2.9
TITRT T = (1 + qrk) Ar; T3T5%5,

y por [A, Lemma 5.5(i)] concluimos que [(ad. z;)xy, (ad. xj):zk]c =0 (po-
demos restringirnos a la subalgebra de Hopf generada por z;, ) para estar

bajo las condiciones de ese lema). La prueba para los otros casos es andlo-
ga. U

LEMA 6.3. Asumamos que existen j,k,l € {1,...,0} distintos tales que
ke = —1, qriqix = qk_llqﬁgl # 1, qiq; = 1. Entonces,

(6.5) z; =0, [ad.zj(adezy(2)), 2k], = 0.

DEMOSTRACION. La primera ecuacién se sigue rdpidamente puesto que

m% es primitivo y el escalar asociado es 1. Esto implica que

(ad. xk)ij = (ad, x)%z; = 0.

Para la segunda ecuacién, denotamos v := [ad. zj(adc 2 (27)), 2k, gu =
9i9t91 € Ty xu = x5Xix1 € L', ¢ := ququ. Por [A, Lemma 5.8, u es un
elemento primitivo.

Procedemos como en la prueba del lema previo. Supongamos que u #
0. Entonces la trenza de y1 = wj, y2 = Tk, Y3 = T ¥y y4 = u, con los
correspondientes elementos h; € T',n; € f‘, corresponde a una en la que el
algebra de Nichols asociada es de dimensién finita. Obtenemos el siguiente
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diagrama de Dynkin generalizado asociado a (Qrs = 1s(hy))1<r,s<a:

-1

o1

(6.6) o%ii

aja?

q

o0%ijdu

ot |
ahq’

Notemos que ¢ = —1 implica que (6.6) contiene un diagrama del tipo (6.3)
como subdiagrama, lo que es una contradiccién a la dimensién finita del
algebra de Nichols asociada. Por lo tanto ¢ # —1 y como cualquier tal
diagrama contiene un 4-ciclo, por [H, Lemma 12| tenemos qujq_Q =1o
qulq2 = 1. Por la simetria del diagrama podemos asumir g;; = %q.

Si también q; = +¢7 !, ya que Qu = ¢j;qu # 1, entonces el diagrama

es de la forma o4 — o1 o—¢" ' . Pero esto es una contradiccién con
=

[H, Lemma 9(iii)]. Por lo tanto tenemos un diagrama conexo de rango 4:

oty g o1 7 odu q?lq2 o%ijqu
Supongamos que ¢;; = —¢. Como Q11Q12Q21 # 1, deducimos de [H, Table
3] que
0=(1-Q})(Q11Q12Q21 — 1) = (1 +¢*)(¢ — 1),
pero descartamos este caso por [H, Table 3.
Por lo tanto gj; = ¢g. Obtenemos que no existen diagramas en [H, Table

3] tales que Q2 = —1, Q11 = Q44Q§31 = q # =£1, por lo tanto el diagrama

de arriba no pertenece a esa lista. Por lo tanto u = 0. O
LEMA 6.4. Asumamos que existen j # k € {1,...,0} tales que my; = 1,
mjr = 2. (a) Si qj; € G3 y que = —1, entonces la siguiente relacion se
satisface:
)2 . _
(6.7) [(audC xj) wk, (ade x])a:k]c =0.

(b) Si 'V es estandar y existen | # j, k € {1,...,60} tales que mjy = my; = 0,
mg =1y (1+ qrr)(l — qj??j) =0, entonces:

(6.8) [(adC zr)%(ad. xj)xy, (ade xj)xk]c =0.

DEMOSTRACION. (a) Procedemos como en los lemas previos. Asumamos
que v := [(adc z;)%zy, (ad. a:j)xk]c # 0. Por [A, Lemma 5.9], v es un ele-
mento primitivo: notemos que a:? =0,0 93% =0,0 q?jqjquj = QkQikqr; = 1
ya que S es de dimensién finita.

Llamemos y1 = xj, y2 = o, y3 = v, y h; € I', n; € I,i=123
a los correspondientes elementos. En consecuencia, la matriz de la trenza
(Qrs = ms(hr))1<rs<3 corresponde a una en la lista de Heckenberger. El
diagrama de Dynkin generalizado asociado es

0%ii ————— 071,  q:= qjrqij-
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Como el diagrama es finito, Q33 = ¢® # 1, pero entonces esto contradice [H,
Lemma 9(iii)]. Por lo tanto, v = 0.

(b) Por el item previo, Lema 6.2 y [A, Lemma 5.9(b)],
w = [(adC xk)2(adc xj)xy, (ade x])xk] .

es un elemento primitivo. Si suponemos que w # 0, trabajamos como en los
casos previos para cada diagrama posible tomando y; = z;, y2 = 2, y3 = 7,
yas=w,y h; € ',n € T', i =1,2,3,4 los correspondientes elementos: la
matriz de la trenza (Qrs = ns(hy))1<rs<3 corresponde a una en la lista de
Heckenberger.

" qpp = —1, q?jqqujk = 1 = qrjqjrqruqu: el diagrama correspondiente

para (Qrs) es

-2 2
q q
o4 O_l odul

—4
q
kﬁqﬁ

o04d4u

Por [H, Lemma 9(ii)] ¢* = 1. Entonces los vértices 1,3,4 determinan
un diagrama de tipo (6.3), que no estd en lista de Heckenberger.

. qujqqujk = Qkj9jk = QkkqrQr = 1: el diagrama para este caso es

2
q
o odul

2
k q 143

oqQZl

, qiijj€G3UG4.

q
oq
2

Si ¢* = 1, nuevamente tenemos (6.3) como subdiagrama. Si ¢ €
G3 tenemos gy = +¢?, porque no existen 4-ciclos. Como Q4 # 1,
deberfamos tener q; = —q?, pero en tal caso tenemos un diagrama
conexo de rango 4 con mss = 4, porque Q33 = —¢° v Q23Q32 = ¢* €
Gs, lo que es una contradiccion.

» qrk = —1, qjj = —qrjqik € G3, Qjqrauqr = 1: el diagrama es

—q —q?
o4 o1 odil q:=gqj; € Gs.

2
q
k %

o%4u

No es de tipo finito por [H, Lemma 9(ii)].

" ¢jj = —Qkjqk € G3, Qerqrjqjk = Qrekqriqie = 1: ahora el diagrama es
N p— o4 L , q = qj; € Gs.
k %ql%

qull

Primero, q; = +¢* porque no existen 4-ciclos y, segundo Qa4 # 1
por lo tanto ¢ = —¢?. Transformando el diagrama por la simetria
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en el vértice 4, es equivalente Weyl a

4 —q . 4

_ qu
(0] [©] o4 o,

cuya algebra de Nichols asociada no es de dimension finita, una
contradiccion.

En todos los casos obtenemos una contradiccion, luego w = 0. (]

Podemos ahora probar los resultados principales de este capitulo: los
Teoremas 6.5 y 6.6.

TEOREMA 6.5. Sea S = ®p,>05(n) un dlgebra de Hopf graduada de di-
mension finita en F)}D, T un grupo finito, tal que S(0) = k1. Fijemos una
base x1,...,x9 de V := S(1), con z; € S(1)§; para algin g; €T y x; € L,y
llamemos q;j := x;(g:i). Asumamos que

= S estd generada como dlgebra por S(0) & S(1), y
= V' es un espacio vectorial trenzado estdndar.

Entonces S = B(V).

DEMOSTRACION. La proyeccién canénica T(V) — B(V) = T(V)/I(V)

induce una proyeccion
w: S — B(V),

de algebras de Hopf trenzadas graduadas, y asi consideramos S = T(V)/I,
para algin ideal de Hopf trenzado graduado I de T'(V'), generado en grados
>2, 1 CI(V).

Supongamos que (V) 2 I y sea x € S de grado minimal k entre las
clases de los elementos x en I(V') \ I. Como 7 es un morfismo de algebras
de Hopf trenzadas, tenemos que

n
A(X)=x®1+1®X+ij®cjeker7r®5+5®ker7r,
j=1

para algunos elementos homogéneos b;,c; € @;:11 S, que satisfacen
deg(b;) + deg(c;) = k.

Podemos considerar para cada j que b; € kerm o ¢; € kerm. Si b; € kerm,
entonces b; = 0 por la hipétesis en k. Lo mismo ocurre si ¢; € kerm. En
consecuencia, X es primitivo en S.

Consideremos la presentacién de I(V) dada por el Teorema 2.12. En-
tonces, por la Proposicién 6.1 y los lemas 6.2, 6.3 y 6.4, tenemos que nece-
sariamente x = z¥o para algiin o € A, o existen j # k € {1,...,0} tales
955 45k
Qkj  Qkk
estdndar de tipo G2 y x = [u]., ver 2.2.1, pdgina 23, donde

que mj = 3, my; =1, (1 — q;lj)(l + qrx) = 0, < es una trenza

3 3. .2 2 2. .2
uE{xjxkxjxk, TiTRT; Tk, T TRTTET Tk, a:jazkxjazkxjxk}.

Llamemos gx € ', xx € I a los elementos asociados. Descartamos facilmente
el caso x = xga, porque en tal caso

2
Xx(9x) = qé\’a =1,
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(ord(ga) = No) y S es de dimensién finita (y en caso contrario tendriamos
kix] C S).

Supongamos que x = [ul. Sea m1 = Xj, M2 = Xk, M3 = Xx» M1 = gy,
ho = gi, hs = gx. Como en la prueba de los lemas previos, la trenza corres-
pondiente to la matriz (Qrs = 1s(hy))1<r,s<3 aparece en la lista de Hecken-
berger. Los posibles diagramas para los vértices j, k son

¢
= ¢ o<3 , CE Gy;
s ol —— o1, ¢ € Gg;
- oc2éo<7 , C € Gg;
. ¢
- OC e} ) C € GS)
C5
L] oC 0_1 5 C € GS

Salvo tres excepciones concluimos que todos los pares posibles de trenzas y
elementos u dan diagramas que no estan en la lista de Heckenberger, ya sea

porque Q33 =10
Q12Q21 # 1, Q13Q31 # 1 y Q23Q32 # 1

y asi es un tridngulo pero H1§r<s§3 QrsQsr # 1.
Los cases restantes son:

¢

1. o¢ o6, u = mi’kagxk,
—1
2. of oL, U= a:?mka:jxk,
3. of oL, U = T;TRTTRT; Tk,
y los correspondientes diagramas de (Q,s) son:
¢ ¢
1. oC 043 OC3 5
¢? ~1
2. OC4 oc o_]- 5
S —1
3. oC OC 0_1 y
pero son trenzas de Cartan asociadas a matrices de Cartan no finitas, lo que
es una contradiccién. O

El siguiente teorema da una respuesta afirmativa a la Conjetura [ASZ2,
Conjecture 1.4] en nuestro caso. Como las trenzas de tipo estandar incluyen
propiamente a aquellas de tipo Cartan finito, este resultado extiende [AS4,
Theorem 5.5].

TEOREMA 6.6. Sea H un dlgebra de Hopf punteada de dimension finita
sobre un grupo abeliano I" tal que su trenza infinitesimal es de tipo estandar.
Entonces H estd generada por sus elementos grupezcos y casi primitivos.

DEMOSTRACION. Sea gr H = R#kKI', V. = R(1). Entonces H estd ge-
nerada por sus elementos grupezcos y casi primitivos si y sélo si R es el
dlgebra de Nichols B(V). Sea S el dual graduado R* en &YD. Notemos que
S(1) = R(1)* tiene la misma trenza que R(1). Por [AS2, Lemma 5.5] basta
ver que S es un dlgebra de Nichols. Esto se sigue del Teorema 6.5. U



6.2. LEVANTAMIENTO DE LAS RELACIONES DE SERRE 103

6.2. Levantamiento de las relaciones cuanticas de Serre

Sea B un &lgebra de Nichols de dimensién finita de tipo estandar, con
trenza (¢s;)1<i,j<0, 0 €l rango de 8. Sea H un 4lgebra de Hopf punteada sobre
un grupo abeliano I' tal que gr H = B#kI'. En esta seccién mostramos que
las relaciones cuanticas de Serre en B se levantan a H como elementos en kI
La prueba de este resultado es similar a la de la Proposicién 6.1. Méas aun,
distinguimos los casos en los que estas relaciones sélo pueden ser levantadas
€OMo Cero.

Sea m;; como en la Definicién 2.8. Para 1 <i # j < 0, sea

ij+1 ii+1
X =& X gi=9 " 9
LEMA 6.7. Sea 1 < i # j < 6. Asumamos que qg”j“ # 1. Entonces
(6.9) (Xij» 9i3) # (Xt 90), V110,

DEMOSTRACION. Asumamos que existe [ tal que (6.9) se satisface. En-
tonces se sigue como en la prueba de la Proposicién 6.1 quel =701 = j, ya
que de otro modo obtendriamos un subdiagrama del diagrama D asociado
a la trenza que no serfa de tipo finito.

Ahora, [ # j, ya que de otro modo x;;(gi;)

. mij—i-l
=y

aj; = x;(95) = 4jj ¥

ml+1 . . ’
i # 1. Pero si | = i, tendriamos
9 9 2(myj+1 2
g% = xi(90)® = xi(gi)xii (90) = " Vi = ¢,
ml‘j+1

ya que, como (g;;) es de tipo estdndar y g #1, q;?”qijqji = 1. Por lo
tanto, por la definicién de m;;, tenemos m;; = 0. En este caso, ¢;; = xi(¢i) =
Xij (gij) = ¢4iqj;, una contradiccion.

Ol

Sea a; € Pf;i (H) tal que a; es enviado a x; € B via A1 — A1/Ag =
B(1). En particular, se sigue que ad(a;)™7 " (a;) € Py (H). Ver [AS2,
Appendix].

Sil<1i#j <6, denotemos por D;; al subdiagrama de D con vértices
i,7 y por Q;; a la submatriz correspondiente de (qxi)1<k,i<o-

PROPOSICION 6.8. Sean H,a; como arriba, 1 < i # j < 6. Asumamos
que qZ»”jH # 1. Entonces existe A € k tal que

ad(a;) ™+ (a7) = M1 — g ;).
Mds aiun, X puede elegirse distinto de cero sélo en los siguientes cases:

1. mij:3y

. g3 3
(i) Dij = ©q °q3,q€G7szj=<ng),
1
1

(ii) Dy = ©¢
2. ms; = 2 Yy

(i) Dij = °q

)
(i) Dij = % ——o©-1, q € Gg sz’jZ(éi )
3. my; = 1 implica
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m

. qgm

(i) Dijj = ©¢m %, q€ Gons1 y Qij = (gmg>7

—q 1
°-1,q€ Gy yQij=<3_1>,

O¢ 5€G37?4Qij=<:§ >,

(if) Dij = ©q

-1

(111) Dij = O—¢

—1

. 2
(iv) Djj = ©q °¢2 , q € Gy yQij:(ZZQ
4. my; = 0 implica
—1
(i) Dij = ©q Oq_l;QEGN;N>13/Qij:<gg—1>-

DEMOSTRACION. Tenemos que P; | (H) = k(1 —g) y que si x # € enton-
ces Py (H) # 0 siy sdlo si existe 1 <1 <0 tal que (945, Xxi5) = (91, x1), ver
[AS1, Lemma 5.4]. Como ad(a;)™i ! (a;) € Py (H) entonces la primera
parte de la Proposicion se sigue del Lema 6.7. Para la segunda parte, co-

. ’ mm—i—l _ « .y .

mo A puede elegirse # 0 sélo cuando x; X; = €, la Proposicién se sigue
. ’ mij+1 mij+1

evaluando x;; en g; y g; para determinar cudndo g;; Gij = q;;," i =1,

tomando en cuenta que qZZ” ¢ijq;; = 1. Desarrollamos completamente el caso

m;; = 3 para ejemplificar este método. Como qg”j 1 # 1 debe cumplirse,
quedan dos casos, a saber, aquellos correspondientes a los diagramas en
(1)(i) y (ii) en el enunciado de la proposicién. Sea (g;j)1<ij<o la trenza. En

el primer caso, tenemos ¢; = q,qj; = q3 Y 4ijq5i = q73. Entonces

Xixi(9i) = d*aij,  xixi(gj) = 4id”.

Entonces, si xj; = €, tenemos 1 = q4qijq;-1iq3 = q4q§’i y1= q;-lz-q3 = sz‘qfl-
Por lo tanto, ¢j; = q, ¢" =1, ¢ij = ¢ * = ¢>.

En el segundo caso, tenemos ¢;; = £,qj; = —1, ¢;jq;; = £73, ¢ € Gs.
Entonces, si §;; =€, 1 = §4qij = —q?i. Entonces ¢;; = =1y qj; = —£73 =
£. O
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