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1. Introducción.

Este trabajo está dividido en dos partes, una primera, en la que desarrollamos
un trabajo de T. Hayashi [14], en el que se introduce el concepto de álgebra facial
(face algebra) y se realiza una versión “facial” de la biálgebra FRT AR asociada
a una solución constante R de la ecuación de Yang-Baxter, y donde también se
construye un funtor Hc, llamado la clausura de Hopf, que env́ıa esta biálgebra al
álgebra de Hopf HR asociada a esta solución, introducida en [10] por L. Fadeev, L.
Takhtadzhyan y N. Reshetikin bajo ciertas restricciones para R. En la segunda parte,
luego de comprobar que el concepto de álgebra facial está unido a otros existentes
en la literatura como los de biálgebra débil y ×R−biálgebra, por ser unos casos par-
ticulares o generalizaciones de otros, escribimos un resultado de P. Schauenburg [26]
que presenta una equivalencia monoidal entre las categoŕıas de bimódulos de álge-
bras Morita equivalentes, lo que finalmente determina una propiedad de suficiencia
entre las álgebras faciales en el estudio de las categoŕıas de módulos sobre biálgebras
débiles.
La sección 2, en la que se desarrolla el paper “Quantum groups and quantum semi-
groups” de Hayashi [14] está organizada como el trabajo citado. En la sección 2.1
damos los conceptos y resultados básicos de álgebras faciales y, entre estos, la noción
de s-pareo inversible (invertible skew pairing), que juega un papel importante en el
paper. En la sección 2.2, introducimos la noción de biálgebra (o álgebra facial) co-
quasitriangular cerradiza (CCQT), que puede ser vista como el paso intermedio entre
una biálgebra CQT y un álgebra de Hopf CQT. Una biálgebra CQT es cerradiza
si tanto su trenza y su inversa R±1 son inversibles en el álgebra dual (H ⊗ Hcop)∗.
Mostramos que H es cerradiza si y sólo si existe un mapa f : H → K de biálgebras
CQT tal que K tiene una ant́ıpoda. En la sección 2.3, damos una versión facial del
doble producto cruz asociado con s-pareos inversibles, el cual usamos para construir
la clausura de Hopf. En la sección 2.4 definimos la clausura de Hopf Hc(H) para
cada álgebra facial CCQT H y sentamos alguno de los resultados principales del
paper. En la sección 2.5 construimos la trenza de Hc(H). En la sección 2.6, general-
izamos resultados de Drinfeld [7] en álgebras de Hopf CQT sin asumir la existencia
de la ant́ıpoda. Usando esto y desarrollando una idea de Reshetikhin, mostramos la
existencia de la ant́ıpoda en las clausuras de Hopf. En la sección 2.7 discutimos la
relación entre Hc(H) y la localización H[G−1]. En la sección 2.8 damos algunas rela-
ciones entre los elementos group-like y los s-pareos inversibles y construimos H[G−1]
para álgebras faciales H.
En la sección 3, luego de revisar en 3.1 algunos conceptos conocidos acerca de álge-
bras separables, introducimos el concepto de grupoide cuántico según el trabajo
“Finite quantum groups and their applications”, de D. Nykshych y L. Vainerman
[21]. Aqúı damos las definiciones básicas y ejemplos de grupoides cuánticos y biálge-
bras débiles, aśı como también discutimos sus propiedades fundamentales, entre las
que se destacan ciertas subálgebras, conocidas como subálgebras counitales, que
resultan ser álgebras separables. En la sección 3.3 mostramos que las álgebras fa-
ciales definidas antes son un caso particular de biálgebras débiles, identificándose
con aquellas en las que subálgebras counitales son conmutativas. Además, realizamos
una versión “sin coordenadas” del análogo facial de la construcción FRT que pre-
sentamos en la sección 2.
En la sección 4, tras recordar conceptos relacionados con categoŕıas monoidales,
damos los análogos de álgebra y coálgebra en ese contexto, junto con la construc-
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ción universal del álgebra tensorial.
La sección 5.1 está destinada a la presentación de las ×R−biálgebras, tal como
aparecen en una serie de papers de P. Schauenburg, como “Bialgebras over noncom-
mutative rings and a structure theorem for Hopf bimodules”, [24]. Las ×R−biálge-
bras fueron introducidas por M. Takeuchi [34] generalizando una definición de M.
Sweedler [30]. Las aplicaciones en [34], [30] son generalizaciones de grupos de Brauer
y cohomoloǵıa de álgebras de Hopf. La noción de una ×R−biálgebra es también un
debilitamiento de la de k-biálgebra, pero de manera distinta. La definición está hecha
con referencia a una k-álgebra fija R, que no necesita ser conmutativa ni separable.
Se requiere que la comultiplicación y la counidad de una ×R−biálgebra H sean
mapas de álgebras y compatibles con un mapa de álgebras R ⊗ Ro → H (donde
Ro denota el álgebra opuesta de R). No obstante, aqúı la comultiplicación y la
counidad no hacen de H una coálgebra; más que en H ⊗ H, la comultiplicación
toma valores en un espacio diferente, a saber, el centralizador de R en un cierto
R-bimódulo H ⊗R H, donde las dos copias de H en esta última expresión tienen
estructuras de R-bimódulos diferentes. La counidad toma valores en End(R) en lu-
gar de k. Se requiere una propiedad de coasociatividad y counidad. En este trabajo
también destacamos un teorema (Teorema 5.6), que generaliza una conocida cor-
respondencia entre estructuras de biálgebra y categoŕıas monoidales de módulos al
caso de módulos sobre ×R−biálgebras. Un álgebra sobre R⊗Ro es una ×R−biálge-
bra si y sólo si su categoŕıa de módulos es una categoŕıa monoidal de forma tal que
el funtor subyacente de la categoŕıa de módulos sobre R ⊗ Ro es monoidal. En la
sección 5.2 discutimos la noción de ×R−álgebra de Hopf y ciertas definiciones equiv-
alentes, tal como es desarrollado en el paper de Schauenburg “Duals and doubles
of quantum groupoids (×R−Hopf algebras)” [28]. Mostraremos que una estructura
de ×R−álgebra de Hopf en una ×R−biálgebra L puede ser reconstruida a partir
de una propiedad apropiada en la categoŕıa monoidal de L-módulos. Una versión
de ello es conocida para H-comódulos sobre una k-biálgebra H si k es un cuerpo.
La categoŕıa de H-comódulos a derecha de dimensión finita sobre una k-biálgebra
H es ŕıgida si y sólo si H es un álgebra de Hopf [35]. Donde H se dice ŕıgida si
se tiene una buena noción de objetos duales en la categoŕıa. Esta caracterización
de álgebras de Hopf no puede ser generalizada al contexto de ×R−biálgebras, aún
para biálgebras convencionales sobre un anillo k y no sobre un cuerpo, no podemos
extraer suficiente información de los comódulos proyectivos finitamente generados
(o los módulos proyectivos finitamente generados), y un comódulo (o módulo) que
no es finitamente generado y proyectivo sobre el anillo de base k no puede tener un
dual en el sentido de la definición de categoŕıa monoidal ŕıgida. No obstante, si H
es un álgebra de Hopf sobre un anillo conmutativo k, entonces para dos H-módulos
cualesquiera V,W , podemos dotar al módulo Homk(V,W ) de mapas k-lineales con
una buena estructura de H-módulo. En particular, la categoŕıa de H-módulos es
(como cada categoŕıa ŕıgida) cerrada en el sentido de Mac Lane: tenemos, dentro de
la categoŕıa, los aśı llamados objetos hom internos hom(V,W ) para todo V,W , satis-
faciendo un análogo formal de la conocida adjunción entre el producto tensorial y los
hom-funtores para bimódulos. Ahora, mientras la rigidez era demasiado fuerte para
estos propósitos, requerir hom-funtores internos es demasiado débil. Resulta que la
categoŕıa de L-módulos es siempre cerrada para cualquier ×R−biálgebra L. Pero el
teorema de reconstrucción para ×R−álgebras de Hopf dirá que una ×R−biálgebra
L es una ×R−álgebra de Hopf si y sólo si el funtor subyacente de la categoŕıa de

LM a la categoŕıa de R-bimódulos es compatible con los hom-funtores internos.
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En el caso de una k-biálgebra, ésta es precisamente la observación de que los hom-
funtores internos en HM están modelados en los módulos de mapas k-lineales y no
en otro objeto. En la sección 5.3, tal como hicimos en la sección 3.3, comparamos en
detalle las nociones de biálgebras débiles y ×R−biálgebras. Resulta que una biálge-
bra débil es una ×R−biálgebra en la cual R es Frobenius separable. El hecho de
que un álgebra de Hopf débil es una ×R−biálgebra ha sido mostrado por Etingof
y Nykshych, [9], quienes también mostraron que la subálgebra counital target es
separable. Esto es gran parte del Teorema 5.14. No obstante, mientras que en [9]
la ant́ıpoda es utilizada, su existencia no es asumida en el Teorema 5.14. La parte
de la ant́ıpoda relevante para la prueba (su restricción a las subálgebras counitales
source y target) está presente en cualquier biálgebra débil, aún en el caso en que
ésta no poseyera una ant́ıpoda. Esto fue probado por Nill [22], junto con el he-
cho de que las subálgebras counitales son Frobenius separables. Aśı, probamos que
cualquier biálgebra débil H es una ×R−biálgebra y, rećıprocamente, que cualquier
×R−biálgebra con R Frobenius separable es una biálgebra débil. Luego, para ver
cuándo una biálgebra débil es un álgebra de Hopf débil vemos que un álgebra de
Hopf débil puede caracterizarse como una biálgebra débil H para la cual cierto
mapa canónico H ⊗Ht

H → ∆(1)(H ⊗ H) es una biyección, lo que es análogo a
una conocida caracterización de álgebras de Hopf. Esto también prueba que una
biálgebra débil es un álgebra de Hopf débil si y sólo si la ×R−biálgebra asociada es
una ×R−álgebra de Hopf. Finalmente, dedicamos las secciones 5.4-5.6 a la noción
de cambio de base Morita, cuyo resultado principal será la suficiencia mencionada
de las álgebras faciales en el contexto de categoŕıas de módulos. En estas secciones
se discutirá una construcción que nos permitirá reemplazar el álgebra R en una
×R−biálgebra L por un álgebra S Morita equivalente para obtener una ×S−biálge-
bra con una categoŕıa monoidal de representaciones equivalente a la de L. De hecho,
podemos, más generalmente, reemplazar R por cualquier álgebra S

√
Morita equiv-

alente. Dos álgebras R,S son
√

Morita equivalentes si tenemos una equivalencia
de categoŕıas monoidales k-lineales RMR

∼= SMS. La definición está ı́ntimamente
relacionada con nuestra aplicación: una ×R−biálgebra puede caracterizarse como
poseedora de una categoŕıa de representaciones con producto tensorial basado en el
producto tensorial de RMR.
A través de este trabajo, usaremos la conocida notación de Sweedler [29], como
(∆⊗ id)∆(a) = a1⊗ a2⊗ a3, donde ∆ denota el coproducto de una coálgebra dada.
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2. Grupos y semigrupos cuánticos

2.1. Álgebras faciales

Definición 2.1. Sea H un álgebra sobre un cuerpo K equipada con una estructura
de coálgebra (H,∆, ε). Sea V un conjunto finito no vaćıo y sean eH,i = ei y eo

H,i = eo
i

(i ∈ V) elementos de H. Decimos que (H, ei, e
o
i ) es una V-álgebra facial (V-face

algebra) si las siguientes condiciones son satisfechas:

∆(ab) = ∆(a)∆(b) (1)

eiej = δijei, e
o
i e

o
j = δije

o
i , eie

o
j = eo

jei (2)
∑

k∈V
ek = 1 =

∑

k∈V
eo

k (3)

∆(eo
i ej) =

∑

k∈V
eo

i ek ⊗ eo
kej, ε(e

o
i ej) = δij (4)

ε(ab) =
∑

k∈V
ε(aek)ε(e

o
kb) (5)

para cada a, b ∈ H e i, j ∈ V.
Llamamos a los elementos ei y eo

i idempotentes faciales de H.

Es claro que una biálgebra es una noción equivalente a la de V-álgebra facial con
#V = 1.

Proposición 2.2. Para una V-álgebra facial, tenemos las fórmulas:

∆(1) =
∑

k∈V
ek ⊗ eo

k, (6)

∆(ej) =
∑

k∈V
ek ⊗ eo

kej, ∆(eo
i ) =

∑

k∈V
eo

i ek ⊗ eo
k, (7)

ε(eo
ia) = ε(eia), ε(ae

o
i ) = ε(aei), (8)

ε(ej) = ε(eo
i ) = 1, (9)

a1ε(eia2ej) = eiaej, (10)

ε(eia1ej)a2 = eo
iae

o
j , (11)

a1ε(eia2) = eia, a1ε(a2ej) = aej, ε(e
o
ia1)a2 = eo

ia, ε(a1e
o
j)a2 = aeo

j . (12)

∆(a) =
∑

k,l

eka1el ⊗ eo
ka2e

o
l , (13)

eia1ej ⊗ a2 = a1 ⊗ eo
ia2e

o
j (14)

∆(eo
i ejaei′ej′) = eo

ia1e
o
i′ ⊗ eja2ej′ , (15)

para cada a ∈ H e i, j, i′, j′ ∈ V.
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Demostración. Tenemos, según los axiomas (1)-(5),

∆(1) = ∆(
∑

i,j∈V
eo

i ej) =
∑

i,j∈V

∑

k∈V
eo

i ek ⊗ eo
kej =

∑

k∈V
ek ⊗ eo

k,

lo que determina (6), vemos también (7):

∆(ej) =
∑

i∈V
∆(eo

i ej) =
∑

i∈V

∑

k∈V
eo

i ek ⊗ eo
kej =

∑

k∈V
ek ⊗ eo

kej,

∆(eo
i ) =

∑

j∈V
∆(eo

i ej) =
∑

j∈V

∑

k∈V
eo

i ek ⊗ eo
kej =

∑

k∈V
eo

i ek ⊗ eo
k.

Utilizando nuevamente la lista de axiomas (1)-(5),

ε(eia) =
∑

j

ε(eie
o
ja) =

∑

j

∑

k

ε(eie
o
jek)ε(e

o
ka) =

∑

j,k

δi,kε(eie
o
j)ε(e

o
ka) =

∑

j

δi,jε(e
o
ia) = ε(eo

ia).

Por (3), (5), (2), (4), respectivamente, lo que prueba la primera de las igualdades
de (8). La otra surge de manera análoga. Esto determina (9), ya que

ε(ej) = ε(ejej) = ε(eo
jej) = 1, ε(eo

i ) = ε(eo
i e

o
i ) = ε(eo

i ei) = 1.

Ahora, notemos que

∆(eiaej) =
∑

k,l

eka1el ⊗ eo
keia2e

o
l ej =

∑

k,l

(eka1el)⊗ ei(e
o
ka2e

o
l )ej =

(1⊗ ei)∆(a)(1⊗ ej) = a1 ⊗ eia2ej

ya que, como veremos más abajo, es inmediato que

∆(1) =
∑

k

ek ⊗ eo
k, ∆(ei) = (1⊗ ei)∆(1),

con lo que obtenemos (10). Análogamente obtenemos (11). (13) se obtiene de la
igualdad ∆(a) = ∆(1)∆(a)∆(1). Por (10) y (11),

eia1ej ⊗ a2 = a1ε(eia2ej)⊗ a3 = a1 ⊗ ε(eia2ej)a3 = a1 ⊗ eo
ia2e

o
j .

y aśı vale (14). De esta última propiedad y de (4) también se deduce

∆(eo
i ejae

o
i′ej′) =

∑

k,l

eo
i eka1e

o
i′el ⊗ eo

keja2ej′e
o
l =

∑

k,l

eo
i eka1ele

o
i′ ⊗ eja2ej′ = eo

ia1e
o
i′ ⊗ eja2ej′ .

Sumando sobre i o j en (10), (11) y utilizando (8) obtenemos (12).

Definición 2.3. Un mapa f : H → R entre V-álgebras faciales se dice un mapa
de V-álgebras faciales si es un morfismo de álgebras y coálgebras tal que f(ei) =
ei, f(eo

i ) = eo
i para cada i ∈ V. Denotamos por VFA(H,R) al conjunto de todos los

mapas de V-álgebras faciales de H a R.
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Para una V-álgebra facial H, sea Hop (resp. Hcop) el álgebra opuesta (resp. la
coálgebra opuesta) de H equipada con la misma estructura de coálgebra (resp. álge-
bra) de H. Entonces Hop := (Hop, ei, e

o
i ) (resp. Hcop := (Hcop, eo

i , ei)) es una V-álgebra
facial. En particular, Hbop := (Hop)cop es una V-álgebra facial v́ıa:

eHbop,i = eo
H,i, eo

Hbop,i = eH,i.

En este último caso, por ejemplo, vemos que

∆bop(1) = τ(∆(1)) = 1(2) ⊗ 1(1) =
∑

k

eo
i ⊗ ei =

∑

k

eHbop,i ⊗ eo
Hbop,i = 1cop

(1) ⊗ 1cop
(2) ,

donde τ denota la trasposición usual.
Recordemos que dada un álgebra (A,m, u) de dimensión finita, podemos dotar de
una estructura de coálgebra a A∗, su dual lineal, (A∗,m∗, u∗), identificando (A⊗A)∗

con A∗ ⊗ A∗. Si A no es de dimensión finita, su coálgebra dual está dada por

Ao = {f ∈ A∗ : f(I) = 0, para algún ideal I de A tal que dim (A/I) <∞}.

con comultiplicación m∗ y counidad u∗. Los ideales I para los cuales vale la condición
dim(A/I) <∞ se dicen de codimensión finita. Existen caracterizaciones adicionales
de Ao, que enunciamos en la siguiente proposición y cuya prueba puede verse en
[23].

Proposición 2.4. Sea (A,m, u) un álgebra y f ∈ A∗. Entonces son equivalentes:

(i) f se anula en un ideal a derecha de A de codimensión finita,

(ii) f se anula en un ideal a izquierda de A de codimensión finita,

(iii) f se anula en un ideal de A de codimensión finita,

(iv) dim(A ⇀ f) <∞,

(v) dim(f ↼ A) <∞,

(vi) dim(A ⇀ f ↼ A) <∞,

(vii) m∗(f) ∈ A∗ ⊗ A∗.

En consecuencia, f ∈ Ao si se cumple alguna de las condiciones (i)-(vii).

En el enunciado de la proposición anterior, hemos utilizado la notación de flechas
de Sweedler. Dada un álgebra A, tenemos acciones a izquierda y derecha ⇀ y ↼ de
A en A∗, dadas por, para h, k ∈ A y f ∈ A∗

(h ⇀ f)(k) = f(kh), (f ↼ k)(h) = f(kh).

Para una V-álgebra facial H, su álgebra dual Ho se define como la coálgebra dual de
H equipada con producto y idempotentes faciales dados por

〈XY, a〉 = 〈X, a1〉 〈Y, a2〉 (X,Y ∈ Ho, a ∈ H)

y
〈eHo,i, a〉 = ε(aeH,i),

〈
eo

Ho,i, a
〉

= ε(eH,ia) (a ∈ H, i ∈ V).
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Definición 2.5. Sean x+, x−, e+, e− elementos de un álgebra A dada. Decimos que
x− es una (e+, e−)-inversa generalizada de x+ si se satisfacen las siguientes cuatro
relaciones:

x∓x± = e±, x±x∓x± = x±.

Observación 2.6. Notamos que la (e+, e−)-inversa generalizada de x+ es única si
existe: si y− es otra (e+, e−)-inversa generalizada de x+, entonces

x− = x−x+x− = x−e− = x−x+y− = e+y− = y−x+y− = y−.

Definición 2.7. Decimos que un mapa lineal S : H→ H es una ant́ıpoda de H si

S(a1)a2 = E+(a), a1S(a2) = E−(a),

S(a1)a2S(a3) = S(a)

para cada a ∈ H, donde E+ y E− denotan endomorfismos en H definidos por

E+(a) =
∑

k

ε(aek)ek, E
−(a) =

∑

k

ε(eo
ka)e

o
k. (16)

Un álgebra facial que admite una ant́ıpoda H es una V-álgebra facial de Hopf.

Proposición 2.8. Una ant́ıpoda de una V-álgebra facial es un antimorfismo de
álgebras y coálgebras, que satisface

S(eo
i ej) = eo

jei (i, j ∈ V)

Para otra Hopf V-álgebra facial K y un mapa f : H → R, tenemos f(S(a)) =
S(f(a)), a ∈ H.

Demostración. Notemos que (id⊗∆)∆(eo
i ej) =

∑
k,l e

o
i ek ⊗ eo

kel ⊗ eo
l ej. Entonces

S(eo
i ej) =

∑

k,l

S(eo
i ek)e

o
kelS(eo

l ej) = (S ⊗ id)∆(eo
i )(id⊗ S)∆(ej) = E+(eo

i )E
−(ej) =

∑

k

ε(eo
i ek)ek

∑

l

ε(elej)ε(e
o
l ) =

∑

k,l

δi,kδl,jeke
o
l = eie

o
j = eo

jei.

Veamos que es un antimorfismo de álgebras. Consideramos el álgebra L = Hom(H⊗
H,H) con el producto de convolución y m,φ, ψ, e+, e− ∈ L dados por m(a ⊗ b) =
ab, ψ(a ⊗ b) = S(b)S(a), φ(a ⊗ b) = S(ab), e+(a ⊗ b) = E+(ab), e−(a ⊗ b) = E−(ab)
entonces podemos ver que φ, ψ son (e+, e−)-inversas generalizadas de m y por lo
tanto coinciden. En efecto,

(m ∗ φ)(a⊗ b) = a1b1S(a2b2) = E−(ab) = e−(a⊗ b),

(φ ∗m)(a⊗ b) = S(a1b1)a2b2 = E+(ab) = e+(a⊗ b),
(m ∗ φ ∗m)(a⊗ b) = a1b1S(a2b2)a3b3 = a1b1E

+(a2b2) =
∑

k

a1b1ε(a2b2ek)ek =
∑

k

∑

k

a1b1ekε(a2b2e
o
k) = a1b11(1)ε(a2b21(2)) = ab = m(a⊗ b)

y
(φ ∗m ∗ φ)(a⊗ b) = S(a1b1)a2b2S(a3b3) = S(ab) = φ(a⊗ b).
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Análogamente vemos que ψ es inversa generalizada, por ejemplo,

(m ∗ ψ)(a⊗ b) = a1b1S(b2)S(a2) = a1E
−(b)S(a2) =

∑

k

a1ε(ekb)e
o
kS(a2) =

∑

k

ε(ekb)a1e
o
kS(a2) =

∑

k,l

ε(ekb)a1ele
o
kelS(a2) =

∑

k,l

ε(ekb)a1e
o
kelS(a2e

o
l ) =

∑

k

ε(ekb)E
−(aeo

k) =
∑

k,l

ε(ekb)ε(elae
o
k)e

o
l =

∑

l

ε(elab)e
o
l = E−(ab),

por (5). De manera similar vemos que S es un antimorfismo de coálgebras, definiendo
en K = Hom(H,H⊗ H), φ(a) = S(a2)⊗ S(a1), ψ(a) = S(a)1 ⊗ S(a)2 y viendo que
ambas son (∆(1)E+, E−∆(1))-inversas generalizadas del coproducto ∆.

ψ ∗∆(a) = ψ(a1)∆(a2) = S(a2)a3 ⊗ S(a1)a4 = E+(a2)⊗ S(a1)a3 =
∑

k

ek ⊗ ε(a2ek)S(a1)a3 =
∑

k

ek ⊗ S(a1)a2e
o
k =

∑

k

ek ⊗ E+(a)eo
k = ∆(1)E+(a).

(ψ ∗∆)(a) = ∆(a1)ψ(a2) = a1S(a4)⊗ a2S(a3) = a1S(a3)⊗ E−(a2) =
∑

k

a1ε(eka2)S(a3)⊗ eo
k =

∑

k

eka1S(a2)⊗ eo
k = E−(a)∆(1).

También,

(∆ ∗ ψ ∗∆)(a) = a1S(a4)a5 ⊗ a2S(a3)a6 = a1E
+(a3)⊗ E−(a2)a4 =

∑

k,l

a1ε(ela2)ek ⊗ ε(a3e
o
k)ela4 =

∑

k,l

ela1ek ⊗ eo
l a2e

o
k = ∆(a).

(ψ ∗∆ ∗ ψ)(a) = S(a2)a3S(a6)⊗ S(a1)a4S(a5) = E+(a2)S(a4)⊗ S(a1)E
−(a3) =

∑

k,l

ekS(a4)ε(ela3)⊗ S(a1)ε(a2ek)e
o
l =

∑

k,l

ekS(eo
l a2)⊗ S(a1ek)e

o
l =

∑

k,l

S(eo
l a2e

o
k)⊗ S(ela1ek) = S(a2)⊗ S(a1) = ψ(a).

donde usamos que S es un antimorfismo de álgebras. Por lo tanto ψ es una inversa
generalizada, como lo es φ, por ejemplo

(∆ ∗ φ)(a) = ∆(a1)φ(a2) = a1S(a3)1 ⊗ a2S(a3)2 = ∆(a1S(a2)) = ∆(E−(a)) =
∑

k,l

ε(eka)ele
o
k ⊗ eo

l = E−(a)∆(1).

Por último, si f : H→ K es un morfismo, podemos ver que f ◦S es la (f ◦E+, f ◦E−)-
inversa generalizada de f , como lo es también S ◦ f , lo que veremos en un lema a
continuación, y por lo tanto, son iguales.

(f ◦ S ∗ f)(a) = f(S(a1))f(a2) = f(S(a1)a2) = (f ◦ E+)(a),

(f ∗ f ◦ S)(a) = f(a1)F (S(a2)) = F (a1S(a2)) = (f ◦ E−)(a),

(f ◦ S ∗ f ∗ f ◦ S)(a) = f(S(a1))f(a2)f(S(a3)) = f(S(a1)a2S(a3)) = (f ◦ S)(a)

y
(f ∗ f ◦ S ∗ f)(a) = f(a1S(a2)a3) = f(a),

donde aqúı usamos a1S(a2)a3 =
∑

k ε(eka1)e
o
ka2 =

∑
k e

o
ke

o
ka = a.
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Definición 2.9. Sean A un álgebra y f+ : H → A un mapa de álgebras. Decimos
que un mapa lineal f− : H→ A es una ant́ıpoda de f+ si f− es la (f+◦E+, f+◦E−)-
inversa generalizada de f+ con respecto al producto de convolución en Homk(H, A).

Lema 2.10. Son válidas las siguientes proposiciones:

(i) Para una V-álgebra facial H, S ∈ Endk(H) es una ant́ıpoda de H si y sólo si
S es la ant́ıpoda de idH.

(ii) Sea f+ : H → R una mapa de V-álgebras faciales tal que R es una Hopf
V-álgebra facial. Entonces S ◦ f+ da una ant́ıpoda de f+.

Demostración. Es inmediato de la definición de S que S ∗ id = (id◦E+)(a), id∗S =
(id ◦ E−)(a), S ∗ id ∗ S = S y vemos que

(id ∗ S ∗ id)(a) = a1S(a2)a3 = E−(a1)a2 =
∑

k

ε(eka1)e
o
ka2 = ε(1(1)a1)1(2)a2 = a.

Por lo tanto si S es una ant́ıpoda de H, S es la ant́ıpoda de idH y rećıprocamente,
con lo que tenemos (i). Para (ii), vemos que

(f+ ∗ S ◦ f+)(a) = f+(a1)S(f+(a2)) = f+(a1)f
+(S(a2)) =

f+(a1S(a2)) = (f+ ◦ E−)(a),

(S ◦ f+ ∗ f+)(a) = S(f+(a1))f
+(a2) = f+(S(a1)a2) = (f+ ◦ E+)(a),

y las otras propiedades se siguen de la misma manera.

Lema 2.11. Como para la ant́ıpoda usual, tenemos:

(i) Sea H una V-álgebra facial y f+ : H→ A un mapa de álgebras con ant́ıpoda f−.
Entonces f− es antimorfismo de álgebras que satisface f−(eo

i ej) = f+(eo
jei),

(i, j ∈ V).

(ii) Si, además, A = R es una V-álgebra facial y f+ ∈ VFA(H,R), entonces
f− ∈ VFA(H,Rbop).

Demostración. (i) surge de comprobar como antes que tanto a⊗ b 7→ f−(ab) como
a⊗ b 7→ f−(b)f−(a) son (f+ ◦E+ ◦m, f+ ◦E+ ◦m)-inversas generalizadas de f+ ◦m
y de notar que, usando que f+ es un morfismo de álgebras,

(f− ∗ f+ ∗ f−)(eo
i ej) =

∑

k,l

f−(eo
i ek)f

+(eo
k)f

+(el)f
−(eo

l ej) =

f+(E+(eo
i ))f

+(E−(ej)) = f+(eie
o
j) = f+(eo

jei).

En (ii), resulta f− = S ◦ f+ por unicidad de la inversa generalizada, y por lo tanto
es un antimorfismo de álgebras y coálgebras, i. e. f− ∈ Hom(H,Kbop). Pero además
tenemos que f−(eo

i ) = f+(ei) = ei = eo
Hbop,i

y f−(ei) = f+(eo
i ) = eo

i = eHbop,i, de

donde f− ∈ VFA(H,Rbop).
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Definición 2.12. Sean H y K V-álgebras faciales y sea F+ : H ⊗ K → K un pareo
bilineal con (E+,E−)-inversa generalizada F− en el álgebra dual (H⊗K)∗, donde los
E± están dados por:

E+(a, x) =
∑

k

ε(aek)ε(ekx), E−(a, x) =
∑

k

ε(eka)ε(xek)

para cada a ∈ H y x ∈ K. Decimos que F+ (o (F+,F−)) es un s-pareo inversible
(invertible skew pairing) en (H,K) si satisface:

F+(ab, x) = F+(a, x1)F
+(b, x2) (17)

F+(a, xy) = F+(a1, y)F
+(a2, x) (18)

junto con F+(a, 1) = ε(a) y F(1, x) = ε(x) para cada a, b ∈ H y x, y ∈ K. Llamamos
a F− la inversa generalizada de F+.

Proposición 2.13. Para un s-pareo inversible F+, tenemos las fórmulas:

F−(ab, x) = F−(b, x1)F
−(a, x2), (19)

F−(a, xy) = F−(a1, x)F
−(a2, y), (20)

F+(eo
i ejae

o
kel, x) = F+(a, eo

jelxe
o
i ek), (21)

F−(eo
i ejae

o
kel, x) = F−(a, eo

keixe
o
l ej), (22)

F+(eo
i ej, x) = ε(ejxei), F+(a, eo

i ej) = ε(eiaej), (23)

F−(eo
i ej, x) = ε(eixej), F−(a, eo

i ej) = ε(ejaei) (24)

para cada a, b ∈ H, x, y ∈ K e i, j, k, l ∈ V.

Demostración. Probamos primero (21) y lo vemos caso por caso. Primero vemos que

F+(eja, x)
(10)
= F+(a1, x)ε(eja2) = F+(a1, x)E

−(a2, e
o
j) =

∑

k

F+(a1, x)F
+(a2, e

o
jek)F

−(a3, eje
o
k) =

∑

k

F+(a1, e
o
jekx)F

−(a2, e
o
k) =

∑

k

F+(a1, e
o
jx)F

+(a2, ek)F
−(a3, e

o
k) = F+(a1, e

o
jx)F

+F−(a2, 1) =

F+(a1, e
o
j)
∑

l

ε(ela2)ε(el) = F+(a1, e
o
jx)ε(a2) = F+(a1, e

o
jx).

Luego, tenemos

F+(aeo
k, x) = F+(a2, x)ε(a1e

o
k) = F+(a2, x)E

+(a1, e
o
k) =

∑

l

F+(a3, x)F
−(a1, el)F

+(a2, eke
o
l ) =

∑

l

F+(a2, xeke
o
l )F
−(a1, el) =

∑

l

F+(a2, e
o
l )F

+(a3, xek)F
−(a1, el) = F+(a2, xek)F

+F−(a1, 1) = F + (a, xek).

También,

F+(eo
ia, x) = F+(eo

i , x1)F
+(a, x2) = F+(1, x1ei)F

+(a, x2) =
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ε(x1ei)F
+(a, x2) = F+(a, x1e

o
i ).

Y finalmente

F+(aej, x) = F+(a, x1)F
+(ej, x2) = F+(a, x1)F

+(1, eo
jx2) =

F+(a, x1)ε(e
o
jx2) = F+(a, ejx).

Aśı, tenemos (21). Veremos ahora que a ⊗ b ⊗ x 7→ F−(b, x1)F
−(a, x2) es la inversa

generalizada de a⊗b⊗x 7→ F+(ab, x) y por lo tanto coincide con a⊗b⊗x 7→ F−(ab, x).
En efecto,

F+(a1b1, x1)F
−(b2, x2)F

−(a2, x3) = F+(a1, x1)F
+(b1, x2)F

−(b2, x2)F
−(a2, x3) =

F+(a1, x1)E
−(b, x2)F

−(a2, x3) = F+(a1, x1)F
−(a2, x3)

∑

k

ε(ekb)ε(x2ek) =

∑

k

F+(a1, x1ek)F
−(a2, x2)ε(ekb) =

∑

k

F+(a1e
o
k, x1)F

−(a2, x2)ε(ekb) =

∑

k

F+(a2, x1)F
−(a3, x2)ε(a1ek)ε(ekb) = E−(a2, x)ε(a1ek) =

∑

l

ε(ela2)ε(xel)ε(a1b) =
∑

l

ε(xel)ε(elab) = E−(ab, x),

y además:

F−(b1, x1)F
−(a1, x2)F

+(a2b2, x3) = F−(b1, x1)F
−(a1, x2)F

+(a2, x3)F
+(b2, x4) =

F−(b1, x1)F
+(b2, x3)

∑

k

ε(aek)ε(ekx2) =
∑

k

F−(b1, x1)F
+(b2, e

o
kx2)ε(aek) =

∑

k

F−(b1, x1)F
+(ekb2, x2)ε(aek) =

∑

k

F−(b1, x1)F
+(b2, x2)ε(ekb3)ε(aek) =

∑

k,l

ε(b1el)ε(elx)ε(ekb2)ε(aek) =
∑

k,l

ε(ekbel)ε(elx)ε(aek) =

∑

l

ε(abel)ε(elx) = E+(ab, x).

Análogamente probamos los otros dos axiomas de inversa generalizada, obteniendo
(19). Similarmente vemos (20):

F+(a1, x1, y1)F
−(a2, x2)F

−(a3, y2) = F+(a1, y1)F
+(a2, x1)F

−(a3, x2)F
−(a4, y2) =

F+(eka1, y1)F
−(a2, y2)ε(xek) =

∑

k

F+(ek, y1)F
+(a1, y2)F

−(a2, y3)ε(xek) =

∑

k

ε(eky1)
∑

l

ε(ela)ε(y2el)ε(xek) =
∑

l

ε(ela)
∑

k

ε(xek)ε(eky2el) =

∑

l

ε(ela)ε(xyel) = E−(a, xy).

Y con estos resultados podemos ver (22) como hemos hecho con (21). (23) se sigue
de (21):

F+(eo
i ej, x) = F+(1, ejxei) = ε(ejxei)

y la otra igualdad es análoga. De la misma forma deducimos (24) de (22).
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Como consecuencia de estas fórmulas, tenemos los siguientes lemas.

Lema 2.14. Para un s-pareo inversible (F+,F−) en (H,K), F−21 : x ⊗ a 7→ F−(a, x)
da un s-pareo bilineal en (K,H) con inversa generalizada F+

21 : x⊗ a 7→ F+(a, x).

Demostración. Esto es inmediato:

F−21F
+
21(x, a) = F−21(x1, a1)F

+
21(x2, a2) = F−(a1, x1)F

+(a2, x2) = (F−F+)(a, x).

Y esta última expresión es igual a E+(a, x) = E+
21(x, a) = E−K⊗H.

Definición 2.15. Decimos que un pareo bilineal F+ : H⊗K→ K es un s-pareo si las
relaciones (17), (18) y (23) son satisfechas. Para cada pareo bilineal F : H⊗K→ K,
tomamos FL(a) = F(a,−), y FR(x) = F(−, x) (a ∈ H, x ∈ K).

Notar que en la definición de s-pareo no se requiere que F+ sea inversible.

Lema 2.16. La correspondencia F+ 7→ F+
L (resp. F+ 7→ F+

R) da una biyección entre
el conjunto de s-pareos en (H,K) y VFA(H, (Ko)cop) (resp. VFA(Kop,Ko)). El s-
pareo F+ es inversible si y sólo si F+

L (resp. F+
L) tiene una ant́ıpoda. En este caso,

la ant́ıpoda de F+
L (resp. F+

L) es F−L (resp. F−R).

Demostración. Por (18), tenemos

m∗
(
F+

l (a)
)

= F+
L(a2)⊗ F+

L(a1) ∈ H∗ ⊗ H∗,

de donde, por la definición de la coálgebra dual dada antes, F+
L determina un mapa

de H a (Ko)cop. Además, tenemos F+
L(eo

i ej)(x) = F+(eo
i ej, x) = ε(ejxei) por (23), de

donde podemos concluir que

F+
L(eo

i ej) = eo
(Ko)cop,ie(Ko)cop,j,

ya que

eo
(Ko)cop,ie(Ko)cop,j(x) = eo

(Ko)cop,i(x1)e(Ko)cop,j(x2) = eKo,i(x1)e
o
Ko,j(x2) =

ε(x1ei)ε(ejx2) = ε(x1ε(ejx2)ei) = ε(ejxei),

y por lo tanto F+
L ∈ VFA(H, (Ko)cop) por (17), que muestra que es también un mapa

de álgebras. Ahora, si F+
L tiene una ant́ıpoda F#, definimos F−(a, x) = (F#(a))(x)

y vemos que

F+F−(a, x) = F+
L(a1)(x1)F

#(a2)(x2) = ((F+
L ∗ F#)(a))(x) = (F+

L ◦ E−(a))(x) =

∑

k

ε(eka)F
+
L(eo

k)(x) =
∑

k

ε(eka)F
+(eo

k, x) =
∑

x

ε(eka)ε(xek) = E−(a, x),

y aśı probamos también las demás relaciones. Rećıprocamente, si F− es una inversa
generalizada de F+, definimos la ant́ıpoda F# de F+

L dada por F#(a) = F−L(a). El
resto de las afirmaciones surge de consideraciones análogas.
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Definición 2.17. Sea H una V-álgebra facial y sea R+ = R+
H un elemento de (H⊗

H)∗ con (m∗(1), (mop)∗(1))-inversa generalizada R− = R−H, donde m : H ⊗ H → H

es el producto en H. Decimos que (H,R±) es una V-álgebra facial coquasitriangular
(o CQT) si las siguientes relaciones se satisfacen:

R+m∗(X)R− = (mop)∗(X) (X ∈ H∗) (25)

(m⊗ id)∗(R+) = R+
13R

+
23, (id⊗m)∗(R+) = R+

13R
+
12. (26)

Aqúı por Z ∈ (H⊗ H)∗ y {i, j, k} = {1, 2, 3}, definimos Zij ∈ (H⊗3)∗ por

Zij(a1, a2, a3) = Z(ai, aj)ε(ak), (a1, a2, a3 ∈ H).

Proposición 2.18. Como en el caso en que H es una biálgebra R± satisface las
relaciones de Yang-Baxter,

R±12R
±
13R

±
23 = R±23R

±
13R

±
12, (27)

R∓23R
±
12R

±
13 = R±13R

±
12R

∓
23, R∓13R

∓
23R

±
12 = R±12R

∓
23R

∓
13 (28)

y también, R+(a, 1) = ε(a) = R+(1, a), (a ∈ H).

Demostración. Veamos que se cumple (27)+. Dado a⊗b⊗c ∈ H⊗3, tomamos R+
R(c) ∈

H∗ como antes y computamos:

R+
12R

+
13R

+
23(a, b, c) = R+(a1, b1)(m⊗ id)∗(R+)(a2, b2, c) = R+(a1, b1)R

+(a2, b2, c) =

R+m∗(R+
R)(c)(a, b) = (mop)∗R+

R(c)R+
R(c)(b1a1)R

+(a2, b2) =

R+(b1a1, c)R
+(a2, b2), (29)

donde usamos

R+m∗(R+
R(c))(a, b) = R+(a1, b1)R

+
R(c)(a2b2)ε(a3b3) =

R+m∗(R+
R(c))R−R+(a, b) = (mop)∗(R+

R(c))R+(a, b)

y, continuando en (29),

R+(b1a1, c1)R
+(a2, b2)ε(c2) = (mop ⊗ id)∗R+

12(a, b, c) = R+
23R

+
13R

+
12(a, b, c).

Las demás igualdades se obtienen con cuentas similares.

Observación 2.19. Notemos que por (5) y (8), tenemos que

(E+,E−) = (m∗(1), (mop)∗(1)),

de donde, por (26), R+ es un s-pareo inversible en (H,H) con inversa generalizada
R−. Por lo tanto, F± = R± satisface las relaciones (17)-(24). Podemos ver también
que la relación (25) es equivalente a

R+(a1, b1)a2b2 = b1a1R
+(a2, b2) (a, b ∈ H). (30)

ya que, si multiplicamos en (25) a izquierda ambos lados de la igualdad, y evaluamos
en a⊗ b, obtenemos que

R+(a1, b1)m
∗(X)(a2, b2)m

∗(1)(a3, b3) = (mop)∗(X)(a1, b1)R
−(a2, b2),

esto es, R+(a1, b1)X(a2, b2) = X(b1a1)R
−(a2, b2) para todo X ∈ H∗, de donde se

sigue la afirmación.
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Definición 2.20. Sea (K,R±K) otra V-álgebra facial CQT y f : H→ K un mapa de
V-álgebras faciales. Entonces f es un mapa de V-álgebras faciales CQT si

(f ⊗ f)∗(R+
K) = R+

H (31)

Observación 2.21. Si H es una Hopf V-álgebra facial, entonces tenemos

(S ⊗ id)∗(R+) = R−, (id⊗ S)∗(R−) = R+. (32)

Esto se deduce de la unicidad de la inversa generalizada, ya que, por (17) y (23)

R+(S ⊗ id)∗(R+)(a, b) = R+(a1, b1)R
+(S(a2), b2) = R+(a1S(a2), b) =

R+(E−(a), b) =
∑

k

ε(eka)R
+(eo

k, b) =
∑

k,j

ε(eka)ε(be
o
k)ε(ba) = (mop)∗(1)(a, b).

y de la misma forma probamos el resto de las igualdades que definen a R− para
(S ⊗ id)∗, con lo que coinciden. Siguiendo argumentos similares, probamos también
la segunda igualdad en (32).

Definición 2.22. Un ideal J de una V-álgebra facial H es un bi-ideal si es un coideal
de la coálgebra subyacente H. Si además H es una V-álgebra facial de Hopf (resp
V-álgebra facial CQT) y J satisface S(J) ⊂ J (resp. R±(J,H) = R±(H, J) = 0),
entonces J es llamado un ideal de Hopf (resp. bi-ideal CQT). Un bi-ideal J es un
ideal de Hopf CQT si es un ideal de Hopf y un CQT bi-ideal de H. Para cada V-
álgebra facial (resp. V-álgebra facial CQT, V-álgebra facial CQT de Hopf) H y su
bi-ideal (resp. bi-ideal CQT, ideal CQT de Hopf) J, el cociente H/J es una V-álgebra
facial (resp. V-álgebra facial CQT, V-álgebra facial CQT de Hopf) de manera obvia.

2.2. Álgebras faciales CQT cerradizas

Definición 2.23. Sea (H,R±) una V-álgebra facial CQT. Decimos que H es cer-
radiza (closable) (o H es una V-álgebra facial CCQT) si existen una (F+,F−)-inversa
generalizada Q− de R+ y una (F−,F+)-inversa generalizada Q+ de R− en el álgebra
(H⊗ Hcop)∗, donde las F± denotan formas bilineales en H definidas por

F+(a, b) =
∑

k

ε(eka)ε(ekb),

F−(a, b) =
∑

k

ε(aek)ε(bek), (a, b ∈ H)

LLamamos a Q± las formas de Lyubashenko de H.

Proposición 2.24. Expĺıcitamente, las Q± son formas de Lyubashenko de H si y
sólo si satisfacen:

R±(a1, b2)Q
∓(a2, b1) = F∓(a, b) (33)

Q∓(a1, b2)R
±(a2, b1) = F±(a, b) (34)

Q+(eiae
o
j , b) = Q+(a, eo

i bej), Q−(eo
iaej, b) = Q+(a, eibe

o
j) (35)

para cada a, b ∈ H e i, j ∈ V.
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Demostración. De la definición, tenemos que si Q− es la (F+,F−) inversa general-
izada de R+, se cumplen (33) y (34) para R+. Veamos que además se cumple (35),
por ejemplo para Q− y ej:

Q−(aej, b) = Q−R+Q−(aej, b) =
∑

k,l

Q−(a1ek, b3)R
+(a2e

o
kel, b2)Q

−(a3eje
o
l , b1) =

∑

k,l

Q−(a1ek, b2)F
−(a2e

o
kej, b1) =

∑

k,l

Q−(a1ek, b2)ε(a2e
o
kejel)ε(b1el) =

∑

k

Q−(a1ek, b2)ε(a2e
o
kej)ε(b1ej) = Q−(a1ej, b2)ε(a2ej)ε(b1ej) = Q−(aej, be

o
j),

expresión a la que también llegamos si computamos

Q−(a, beo
j) = Q−R+Q−(a, beo

j)
∑

k,l

Q−(a1, b3e
o
l )F
−(a2, b1ele

o
j) =

∑

k

Q−(a1, b2e
o
l )ε(a2ek)ε(b1e

o
jek)Q

−(a1, b2e
o
j)ε(a2ej)ε(b1, e

o
j) = Q−(aej, be

o
j).

Rećıprocamente, si R+ y Q− cumplen (33)-(35), cumplen los dos primeros axiomas
de la definición de inversa generalizada por (33) y (34) y, además, por (21)

R+Q−R+(a, b) = R+(a1, b2)F
+(a2, b1) =

∑

k

R+(a1, b2)ε(eka2)ε(ekb1) =

∑

k

R+(eka, e
o
kb) =

∑

k

R+(a, eo
kb) = R+(a, b).

Y finalmente, por (35)

Q−R+Q−(a, b) = Q−(a1, b2)F
−(a2, b1) =

∑

k

Q−(a1, b2)ε(a2ek)ε(b1ek) =

∑

k

Q−(aek, be
o
k) =

∑

k

Q−(a, beo
k) = Q−(a, b).

Por lo tanto Q− es la (F+,F−)−inversa generalizada de R+. Las igualdades restantes
se siguen de manera análoga.

Si σ : H→ Hbop denota el anti-isomorfismo canónico, que satisface

σ(eH,i) = eo
Hbop,i, σ(eo

H,i) = eHbop,i,

definimos, para las formas de Lyubashenko Q±, cuatro pareos bilineales P±1 ,P
±
2 :

H⊗ Hbop → K tomando

P+
1 (a, σ(b)) = Q+(b, a), P−1 (a, σ(b)) = R−(b, a) (36)

P+
2 (a, σ(b)) = R+(b, a), P−2 (a, σ(b)) = Q−(b, a) (37)

para cada a, b ∈ H. Entonces, usando (17)-(24) para F± = R±, (8) y el Lema 2.14,
vemos que P±1 y P±2 dan s-pareos inversibles en (H,Hbop). Por ejemplo

P−1 P+
1 (a, σ(b)) = P−1 (a1, σ(b2))P

+
1 (a2, σ(b1)) = R−(b2, a1)Q

+(b1, a2) =
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F−(b, a) =
∑

k

ε(bek)ε(aek) =
∑

k

ε(aek)ε(σ(ek)σ(b)) = E+(a, σ(b))

y

P−1 (ab, σ(c)) = R−(c, ab) = R−(c1, a)R
−(c2, b) = P−1 (a, σ(c1))P

−
1 (b, σ(c2)).

Se sigue de esto que F± = Q± satisface las relaciones (17)-(24) para cada a, b, x, y ∈
H e i, j, k, l ∈ V.

Teorema 2.25. Sea (H,R±) una V-álgebra facial CQT. Entonces existe una V-
álgebra facial de Hopf CQT K y un mapa f : H → K de V-álgebra facial CQT si y
sólo si H es cerradiza. En particular toda V-álgebra facial de Hopf CQT es cerradiza.

Demostración. La suficiencia será demostrada construyendo el funtor Hc, en el Teo-
rema 2.42.
Damos aqúı una demostración de la necesidad. Usando el mapa f , definimos formas
bilineales Q± en H tomando

Q+(a, b) = R−K(S(f(a)), f(b)), Q−(a, b) = R+
K(f(a), S(f(b)))

para cada a, b ∈ H. Por (26) y (18) para F+ = R+
K el lado izquierdo de (33)+ es igual

a R+
K(f(a), S(f(b)1)f(b)2):

R+(a1, b2)Q
−(a2, b1) = R+(a1, b2)R

+
K(f(a2), S(f(b1))) =

R+
K(f(a)1, f(b)2)R

+(f(a)2, S(f(b)1)) = R+
K(f(a), S(f(b)1)f(b2)).

De donde (33)+ se sigue de la definición de ant́ıpoda y (23), ya que este último
término es igual a:

R+
K(f(a), E+(f(b))) =

∑

k

R+
K(f(a), ek)ε(f(b)ek) =

∑

k,j

ε(ejf(a)ek)ε(f(b)ek) =

∑

k

ε(f(aek))ε(f(bek)) =
∑

k

ε(aek)ε(bek) = F−(a, b),

ya que f es un morfismo de V-álgebras faciales. La prueba de (33)− y (34) es similar.
La relación (35) se sigue de la proposición 2.8, del hecho de que S(eie

o
j) = eje

o
i y

(21), (22) para F± = R±K:

Q+(eiae
o
j , b) = R+

K(f(eiae
o
j), S(f(b))) = R+

K(eif(a)eo
j , S(f(b))) =

R+
K(f(a), eo

jS(f(b))ei) = R+
K(f(a), S(f(eo

i bej))) = Q+(a, eo
i bej).

Proposición 2.26. Son válidas las siguientes afirmaciones:

(i) Las formas de Lyubashenko de una V-álgebra facial CQT son únicas si existen.

(ii) Sea f : H → K un mapa de V-álgebras faciales CQT. Si K tiene formas de
Lyubashenko Q±K, entonces H también tiene formas de Lyubashenko, dadas por
Q±H := (f ⊗ f)∗(Q±K).
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Demostración. (i) se sigue de la unicidad de la inversa generalizada y (ii) es claro,
ya que esta es también la forma de R±H.

La siguiente proposición es inmediata.

Proposición 2.27. Para cada V-álgebra facial CQT (H,R±); (H,R∓21), (Hop,R∓),
(Hcop,R∓21) son también coquasitriangulares. Si (H,R±) es cerradiza con formas de
Lyubashenko Q± entonces estas tres álgebras son también cerradizas con formas de
Lyubashenko Q∓21, Q∓, y Q∓ respectivamente.

En lo que resta de esta sección, retomamos (una versión facial de) la construcción
U(w) de Faddeev-Reshetikhin-Takhtadzhyan (FRT) [10], y daremos un criterio para
ver cuándo U(w) es cerradiza en términos de una condición sobre la solución w de la
ecuación de Yang Baxter, que fue introducida por Lyubashenko [20] para modelos
de vértice.
Sea G un grafo finito orientado con un conjunto de vértices V = G0. Para una arista
p, denotamos por s(p) y r(p) su comienzo (start) y fin (range). Para cada m ≥ 1,
denotamos por Gm =

∐
i,j∈V Vm

ij el conjunto de caminos de longitud m, i. e., p ∈ Gm
ij

si p es una secuencia (p1, . . . ,pm) de aristas de G tal que s(p) := s(p1) = i, r(p) :=
r(pm) = j y r(pn) = s(pn+1), (1 ≤ n < m). También, tomamos s(i) = i = r(i),
G0

ii = {i}, y G0
ij = ∅ para cada i ∈ V y j 6= i. Sea H(G) el espacio linealmente

generado por los śımbolos e

(
p

q

)
(p,q ∈ Gm,m ≥ 0). Entonces H(G) se convierte

en una V-álgebra facial tomando

eo
i =

∑

j∈V
e

(
i
j

)
, ej =

∑

i∈V
e

(
i
j

)
, (38)

e

(
p

q

)
e

(
r

s

)
= δr(p)s(r)δr(q)s(s)e

(
p · r
q · s

)
(39)

∆

(
e

(
p

q

))
=
∑

t∈Gm

e

(
p

t

)
⊗ e

(
t

q

)
, ε

(
e

(
p

q

))
= δpq, (40)

para cada p,q ∈ Gm y r, s ∈ Gn (m,n ≥ 0). Aqúı para caminos p = (p1, . . . ,pm) y
r = (r1, . . . , rn), tomamos p · r = (p1, . . . ,pm, r1, . . . , rn) si r(p) = s(r) y m,n ≥ 1
y, también, tomamos s(p) ·p = p = p · r(p) para cada p ∈ Gm (m ≥ 0). Sea KGm el
espacio vectorial de base Gm. Identificamos (p1, . . . ,pm) ∈ KGm con p1⊗ . . .⊗pm ∈
(KG1)⊗

m

.

Observación 2.28. KGm es un H(G)-comódulo a derecha, v́ıa

q 7→
∑

p∈Gm

p⊗ e
(
p

q

)

En efecto, si llamamos a este mapa δ,

(id⊗ ε)δ(q) =
∑

p∈Gm

pε

(
e

(
p

q

))
=
∑

p∈Gm

pδp,q = q.

Además

(δ ⊗ id)δ(q) =
∑

p,r∈Gm

p⊗ e
(
p

r

)
⊗ e

(
r

q

)
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y

(id⊗∆)δ(q) =
∑

p∈Gm

p⊗∆

(
e

(
p

q

))
=

∑

p,r∈Gm

p⊗ e
(
p

r

)
⊗ e

(
r

q

)
.

Definición 2.29. 1. Una cuaternaria




p

r s

q


 es una faz si p, q, r, s ∈ G1 y

s(p) = s(r), r(p) = s(s), r(r) = s(q), r(q) = r(s). (41)

2. (G, w) es un modelo facial (o V-modelo facial) sobre K si w es un mapa que

asigna un escalar w




p

r s

q


 ∈ K a cada faz




p

r s

q


 de G.

3. Un modelo facial (G, w) es llamado un modelo de vértice si #(V) = 1.

Por conveniencia, tomamos w




p

r s

q


 = 0 a menos que p,q, r, s ∈ G1 satisfa-

gan (41). Para un modelo facial (G, w), identificamos a w con el operador lineal en
KG2 dado por

w(p,q) =
∑

(r,s)∈G2

w




p

r q

s


 (r, s) ((p,q) ∈ G2). (42)

Definición 2.30. 1. Un modelo facial se dice inversible si w es inversible co-
mo operador en KG2. Para un modelo facial (G, w) inversible, definimos otro
modelo facial (G, w−1) usando la identificación (42).

2. Un modelo facial inversible es llamado trenzado (o Yang-Baxter) si w satisface
la relación de trenzas w1w2w1 = w2w1w2, donde w1 y w2 denotan operadores
lineales en KG3 definidos por w1(p, q, r) = w(p, q) ⊗ r y w2(p, q, r) = p ⊗
w(q, r). Aqúı identificamos (p, q, r) ∈ G3 con p⊗ q⊗ r ∈ (KG1)⊗3.

Observación 2.31. De la igualdad w−1w(p,q) = (p,q) se desprende

∑

r,s

w−1




r

a s

b


w




p

r q

s


 = δa,pδb,q, (43)

para todo a,b,p,q ∈ G.
Para un modelo facial (G, w), definimos el álgebra U(G, w) = U(w) como el

cociente de H(G) módulo las relaciones

∑

(c,d)∈G2

w




c

a d

b


 e
(

c · d
p · q

)
=

∑

(r,s)∈G2

w




p

r q

s


 e
(
a · b
r · s

)
(44)
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Proposición 2.32. Con la definición anterior,

1. U(w) tiene una estructura única de V-álgebra facial tal que la proyección
H(G)→ U(w) es un mapa de V-álgebras faciales.

2. Si (G, w) es trenzado, entonces existen mapas bilineales únicos R± en U(w)
tal que (U(w),R±) es una V-álgebra facial CQT.

3. Para un modelo de vértice w = Ř, U(w) coincide con la FRT biálgebra AR de
[10], donde R = PŘ y P (p, q) = (q,p).

Demostración. 1. Debemos ver que las relaciones (44) definen un bi-ideal. Por
definición generan un ideal y vemos que, si llamamos

Hpq
ab =

∑

(c,d)∈G2

w




c

a d

b


 e
(

c · d
p · q

)
−

∑

(r,s)∈G2

w




p

r q

s


 e
(
a · b
r · s

)
,

entonces

∆ (Hpq
ab ) =

∑

c,d,u,v

w




c

a d

b


 e
(

c

u

)
e

(
d

v

)
⊗ e

(
u

p

)
e

(
v

q

)
−

∑

r,s,u′,v′

e

(
a

u′

)
e

(
b

v′

)
⊗ w




p

r q

s


 e
(
u′

r

)
e

(
v′

s

)
=

∑

u,v

Huv
ab ⊗ e

(
u

p

)
e

(
v

q

)
+
∑

r,s,u,v

w




u

r v

s


 e
(
a

r

)
e

(
b

s

)
⊗ e

(
u

p

)
e

(
v

q

)
+

∑

u′,v′

e

(
a

u′

)
e

(
b

v′

)
⊗Hpq

u′v′−

∑

u′,v′,c,d

e

(
a

u′

)
e

(
b

v′

)
⊗ w




c

u′ d

v′


 e
(

c

p

)
e

(
d

q

)
=

∑

u,v

Huv
ab ⊗ e

(
u

p

)
e

(
v

q

)
+
∑

u′,v′

e

(
a

u′

)
e

(
b

v′

)
⊗Hpq

u′v′

y

ε(Hpq
ab ) =

∑

c,d

w




c

a d

b


 ε
(
e

(
cd

pq

))
−
∑

r,s

w




p

r q

s


 ε
(
e

(
ab

rs

))
=

∑

c,d

w




c

a d

b


 δcd,pq −

∑

r,s

w




p

r q

s


 δab,rs = w




p

a q

b


− w




p

a q

b


 = 0

Aśı, J = 〈Hpq
ab/(p,q), (a,b) ∈ G2〉 es un bi-ideal.
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2. Definimos

R+

(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
= w




q

r s

p


 (45)

para cada p,q, r, s ∈ G1, y lo extendemos utilizando la noción de función de

partición, que definimos a continuación. Decimos que




p

r s

q


 satisface una

condición de borde de tamaño m× n si p,q ∈ Gn, r, s ∈ Gm y la relación (41)
es satisfecha. Para un modelo facial (G, w), definimos su función de partición
como la extensión w :

∐
m,n≥0 Gm × Gm × Gn × Gn → K del mapa w, que

está determinada por las dos siguientes relaciones de recursión:

w




p · p′
r s

q · q′


 =

∑

a∈Gm

w




p

r a

q


w




p′

a s

q′


 ,

w




p

r · r′ s · s′
q


 =

∑

a∈Gn

w




p

r s

a


w




a

r′ s′

q


 ,

para p,q ∈ Gm,p′,q′ ∈ Gn′

, r, s ∈ Gm, r′, s′ ∈ Gm′

, junto con la condición

w




p

i j
q


 = δpqδis(p)δjr(p) = w




i
p q

j


 ,

para p,q ∈ Gm, i, j ∈ V. Notemos que w




p

r s

q


 = 0 a menos que




p

r s

q




satisfaga una condición de borde. Con esta notación, la relación (45) se mantie-
ne para todo p,q ∈ Gn, r, s ∈ Gm, (m,n ≥ 0) y definimos

R−
(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
= w−1




s

p q

r




Aśı, por ejemplo,

R−R+

(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
=

∑

a,b

R−
(
e

(
p

a

)
, e

(
r

b

))
R+

(
e

(
a

q

)
, e

(
b

s

))
=

∑

a,b

w−1




b

p a

r


w




q

b s

a


 =

δp,qδr,s = δpr,qs = ε

(
e

(
p

q

)
e

(
r

s

))
.
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Aqúı hemos extendido w−1 tal como lo hemos hecho con w, y aśı comprobamos
la igualdad anterior, por ejemplo para p,q, r, s, a,b ∈ G2, donde escribiremos
p = (p1,p2), computando:

∑

a,b

w−1




b

p a

r


w




q

b s

a


 =

∑

a1,a2,b1,b2

∑

x,w,z,y

∑

e,f,g,h

w−1




b1

p1 x

y


w−1




b2

x a1

w


w−1




y

p2 z

r1


×

w−1




w

z a2

r2


w




q1

b1 e

f


w




q2

e s1

g


w




f

b2 h

a1


w




g

h s2

a2


 =

∑

a2,b1

∑

x,w,z,y

∑

e,g

w−1




b1

p1 x

y


w−1




y

p2 z

r1


w−1




w

z a2

r2


×

w




q1

b1 e

y


w




q2

e s1

g


w




g

w s2

a2


 =

∑

e,z

δp1,q1
δr2,s2w

−1




e

p2 z

r1


w




q2

e s1

z


 =

δp1,q1
δr2,s2δp2,q2

δr1,s1 = δp,qδr,s.

Finalmente, vemos que R± aśı definido es compatible con las relaciones (44).
Por ejemplo,

R+


e
(
x

y

)
,
∑

(c,d)∈G2

w




c

a d

b


 e
(

c · d
p · q

)
−

∑

(r,s)∈G2

w




p

r q

s


 e
(
a · b
r · s

)
 =

(46)

∑

c,d

w




c

a d

b


R+

(
e

(
x

y

)
, e

(
c · d
p · q

))
−

∑

r,s

w




p

r q

s


R+

(
e

(
x

y

)
, e

(
a · b
r · s

))
=

∑

c,d,e

w




c

a d

b


w




y

c p

e


w




e

d q

x


−

∑

r,s,t

w




p

r q

s


w




y

a r

t


w




t

b s

x


 =

(w1w2w1 − w2w1w2)a,b,x;y,p,q = 0,
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donde para f ∈ End(KG3), tomamos f(q) =
∑

p pfpq (p ∈ G3). También
podemos ver que satisface las identidades (26), e. g.

(m⊗ id)∗R+

(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

)
, e

(
t

u

))
= R+

(
e

(
p · r
q · s

)
, e

(
t

u

))
=

w




q · s
t u

p · r


 = R+

(
e

(
p

q

)
, e

(
t

a

))
R+

(
e

(
r

s

)
, e

(
a

u

))
=

R+
13R

+
23

(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

)
, e

(
t

u

))
.

3. Se verá en la próxima sección, al realizar la construcción sin coordenadas,
viendo que coincide con la relación tomada habitualmente.

Sea G̃ el grafo que resulta de la orientación inversa de G y sea˜: Gm → G̃m, p 7→ p̃

(m ≥ 0) la biyección canónica que satisface p̃ · q = q̃ · p̃, s(p̃) = r(p), y r(p̃) = s(p).
Definimos también un nuevo grafo GLD tomando G0

LD = V y G1
LD = G1

∐ G̃1. Sean
G×̄G̃ y G̃×̄G los subconjuntos de G2

LD consistentes de los elementos de la forma
p · q̃ y p̃ · q (p,q ∈ G1), respectivamente. Definimos operadores lineales wLD, w

−
LD :

K(G̃×̄G)→ K(G×̄G̃) por

wLD(p̃ · q) =
∑

r,s

wLD




p̃

r q

s̃


 r · s̃; wLD




p̃

r q

s̃


 := w−1




q

p s

r


 , (47)

w−LD(p̃ · q) =
∑

r,s

w−LD




p̃

r q

s̃


 r · s̃; w−LD




p̃

r q

s̃


 := w




q

p s

r


 . (48)

Definición 2.33. Decimos que un V-modelo facial trenzado (G, w) es cerradizo si
wLD y w−LD son inversibles.

Quedan entonces definidos

w−1
LD




r

ṽ s̃

u


 y (w−LD)−1




r

ṽ s̃

u




de forma tal que satisfacen, respectivamente, las ecuaciones

∑

r,s

wLD




p̃

r q

s̃


w−1

LD




r

ṽ s̃

u


 =

∑

r,s

w−1




q

p s

r


w−1

LD




r

ṽ s̃

u


 = δv,pδq,u. (49)

pues sabemos que

wLD




p̃

r q

s̃


 = w−1




q

p s

r


 ;
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y

∑

r,s

w−LD




p̃

r q

s̃


 (w−LD)−1




r

ṽ s̃

u


 =

∑

r,s

w




q

p s

r


 (w−LD)−1




r

ṽ s̃

u


 = δv,pδq,u, (50)

ya que, recordemos que

w−LD




p̃

r q

s̃


 = w




q

p s

r


 .

En este caso, definimos un nuevo V-modelo facial (GLD, wLD) extendiendo wLD en
KG2

LD v́ıa

wLD|KG2 = w, wLD|K(G×̄G̃) = (w−LD)−1 y wLD




p̃

r̃ s̃

q̃


 = w




q

s r

p


 (51)

para p,q, r, s ∈ G1.

Definición 2.34. Llamamos a wLD el doble de Lyubashenko de w.

Proposición 2.35. Con la notación anterior, (GLD, wLD) es un modelo facial tren-
zado.

Veremos la demostración de esta proposición tras enunciar la siguiente, que pro-
baremos después.

Proposición 2.36. Para un modelo facial trenzado (G, w), la V-álgebra facial U(w)
es cerradiza (ver Definición 2.23) si y sólo si (G, w) es cerradizo. En este caso, las
formas de Lyubashenko Q± de U(w) están dadas por

Q+

(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
= w−1

LD




s

q̃ p̃

r


 ,

Q−
(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
= wLD




q

s̃ r̃

p


 , (52)

para cada p, q ∈ Gm y r, s ∈ Gn (m,n ≥ 0).

Vemos entonces la demostración de la Proposición 2.35.

Demostración. Debemos ver que la ecuación

(wLD)1(wLD)2(wLD)1 − (wLD)2(wLD)1(wLD)2 = 0 (53)

se satisface en los subconjuntos G×G×G, G̃ ×G×G, G×G̃×G, G×G×G̃, G×G̃×G̃,
G̃ × G̃ × G, G̃ × G × G̃ y G̃ × G̃ × G̃ de G3

LD. Ahora bien, (wLD)|G×G = w y por lo
tanto la ecuación (53) se cumple en el primero de los subconjuntos mencionados,
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por ser (G, w) trenzado. Este hecho también muestra su validez en el último de los
subconjuntos, en efecto,

((wLD)1(wLD)2(wLD)1)(p̃, q̃, r̃) =

∑

a,b,c

∑

d,e,f

wLD




p̃

ã q̃

b̃


wLD




b̃

c̃ r̃

d̃


wLD




ã

ẽ c̃

f̃


 (ẽ, f̃, d̃) =

∑

a,b,c

∑

d,e,f

w




d

a f

b


w




b

c e

p


w




a

r c

q


 (d, f, e),

por ser w solución de la ecuación de trenzas en KG3. Ahora, deshaciendo la cuenta
anterior, esta última expresión es

∑

a,b,c

∑

d,e,f

wLD




b̃

f̃ ã

d̃


wLD




p̃

ẽ c̃

b̃


wLD




q̃

c̃ r̃

ã


 (ẽ, f̃, d̃) =

((wLD)2(wLD)1(wLD)2)(p̃, q̃, r̃).

Comprobar la ecuación (53) en los subconjuntos entre el segundo y el cuarto equivale
a comprobarla en los tres siguientes, ya que podemos identificar, por ejemplo, a

G̃ × G × G con G̃ × (̃G̃)× (̃G̃). Vemos que la ecuación se cumple en G × G̃ × G̃:

((wLD)1(wLD)2(wLD)1 − (wLD)2(wLD)1(wLD)2)(p, q̃, r̃) =

∑

d,e,f

[
∑

a,b,c

wLD




p

ã q̃

b


wLD




b

c̃ r̃

d


wLD




ã

ẽ c̃

f̃


−

∑

x,y,z

wLD




q̃

x̃ r̃

ỹ


wLD




p

ẽ x̃

z


wLD




z

f̃ ỹ

d


](ẽ, f̃,d) =

∑

d,e,f

[
∑

a,c

wLD




p

ãc̃ q̃r̃

d


w




f

c e

a


−

∑

x,y

w




y

r x

q


wLD




p

ẽf̃ x̃ỹ

d


](ẽ, f̃,d),

donde hemos extendido a wLD como antes hemos hecho con w, usando una función
de partición. Ahora, el coeficiente de una terna (ẽ, f̃,d) dada es, según (52) y (45),

∑

a,c

Q−
(
e

(
d

p

)
, e

(
rq

ca

))
R+

(
e

(
a

f

)
, e

(
c

e

))
−

∑

x,y

R+

(
e

(
q

y

)
, e

(
r

x

))
Q−

(
e

(
d

p

)
, e

(
fe

yx

))
=

Q−
(
e

(
d

p

)
, e

(
r

e

)

1

e

(
q

f

)

1

R+

(
e

(
q

f

)

2

, e

(
r

e

)

2

))
−

Q−
(
e

(
d

p

)
,R+

(
e

(
q

f

)

1

, e

(
r

e

)

1

)
e

(
q

f

)

2

e

(
r

e

)

2

)
.
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Como hemos visto en (46),en el caso en que tenemos R+ en lugar de Q− en esta
ecuación, ésta es igual a 0. Ahora, si bien (H(G),R±) no es CQT, śı resulta de la
definición que R± ∈ (H(G)⊗ H(G)cop)∗ con inversa generalizada Q∓. Por ejemplo,

R+Q−
(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
=

∑

a,b

R+

(
e

(
p

a

)
, e

(
b

s

))
Q−

(
e

(
a

q

)
, e

(
r

b

))
=

∑

a,b

w




a

b s

p


wLD




q

b̃ r̃

a


 = δp,qδr,s,

por (50), y, en este caso,

F−
(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
=
∑

k

ε

(
e

(
p

q

)
ek

)
ε

(
e

(
r

s

)
eo

k

)
=

∑

k,i,j

ε

(
e

(
p

a

)
e

(
i
k

))(
e

(
r

s

)
e

(
k
j

))
=

ε

(
e

(
p

q

))
ε

(
e

(
r

s

))
δr(q),r(r) = δp,qδr,s,

ya que δr(q),r(r) = 1 pues estamos considerando la faz




q

b̃ r̃

a


. Aśı, tenemos que

también se cumple R+ = R+Q−R+. Especificando esto, tenemos que

R+(c,R+(a1, b1)a2b2) = R+Q−R+(c,R+(a1, b1)a2b2) =

R+(c1, a4b4)Q
−(c2, a3b3)R

+(c3, a2b2)R
+(a2, b2).

Utilizando (46), como hemos dicho, también tenemos

R+(c,R+(a1, b1)a2b2) = R+(c,R+(a2, b2)b1a1) = R+Q−R+(c,R+(a2, b2)b1a1) =

R+(c1, b3, a3)Q
−(c2, b2a2)R

+(c1, b1a1)R
+(a4, b4).

Queremos ver entonces que

Q−(c, b1a1R
+(a2, b2)) = Q−(c,R+(a1, b1)a2b2)

en H(G), y tenemos que

R+(c1, a4b4)Q
−(c2, b2a2R

+(a3, b3))R
+(c3, b1a1) =

R+(c1, a4b4)Q
−(c2, a3b3R

+(a2, b2))R
+(c3, b1a1).

Llamamos

T1(c, a, b) = Q−(c, b1a1R
+(a2, b2)), T2(c, a, b) = Q−(c,R+(a1, b1)a2b2).
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Haremos en lo siguiente un abuso de notación, por cuanto estos mapas Ti no son
lineales, diciendo que, entonces, tenemos la siguiente igualdad en (H(G)⊗H(G)cop⊗
H(G)cop)∗:

(id⊗m)∗R+T1(id⊗mop)∗R+ = (id⊗m)∗R+T2(id⊗mop)∗R+. (54)

Ahora,

(id⊗m)∗Q−(id⊗m)∗R+(c, ab) = Q−R+(c, ab) = F+(c, ab) =
∑

k

ε(ekc)ε(ekab),

con lo que, multiplicando el lado izquierdo de la igualdad (54) a izquierda por (id⊗
m)∗Q− y a derecha por (id⊗mop)∗Q−, obtenemos, utilizando las propiedades (21)
y (22) para s-pareos inversibles,

(id⊗m)∗F+T1(id⊗mop)∗F−(c, a, b) =

∑

k,l

ε(ekc1)ε(eka4b4)Q
−(c2, b2a2R

+(a3, b3))ε(c3el)ε(b1a1el) =

∑

k,l,i

Q−(eo
kcel, b1a1e

o
l R

+(a2, b2))ε(eka3ei)ε(eib2) =

∑

k,l,i

Q−(eo
kcel, b1a1e

o
l R

+(eka2ei, eib2)) =

∑

k,l,i

Q−(c, ekb1a1e
o
l e

o
l R

+(eka,eieib2)) =

∑

k

Q−(c, ekb1a1R
+(eka2, b2)) =

∑

k

Q−(c, ekb1a1R
+(a2, e

o
kb2))

(14)
=

∑

k

Q−(c, ekekb1a1R
+(a2, b2)) = Q−(c, b1a1R

+(a2, b2)) = T1(c, a, b).

Multiplicando ahora el lado derecho de (54) también a izquierda y a derecha por
(id ⊗ m)∗Q− y (id ⊗ mop)∗Q− respectivamente, obtenemos que es igual a T2, y
aśı concluimos que T1 = T2, que es lo que queŕıamos probar.

Ahora vemos la demostración de la Proposición 2.36.

Demostración. Sean Q̃± los mapas bilineales en H(G) definidos por los términos de
la derecha en la proposición. Entonces obtenemos

Q̃+


e
(
e

f

)
,
∑

(c,d)∈G2

w




c

a d

b


 e
(

c · d
p · q

)
−

∑

(r,s)∈G2

w




p

r q

s


 e
(
a · b
r · s

)
 =

∑

c,d

w−1
LD




pq

f̃ ẽ

cd


w




c

a d

b


−

∑

r,s

w




p

r q

s


w−1

LD




rs

f̃ ẽ

ab


 =

∑

c,d,h

w−1
LD




p

f̃ h̃

c


w−1

LD




q

h̃ ẽ

d


w




c

a d

b


− (55)
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∑

r,s,g

w




p

r q

s


w−1

LD




r

f̃ g̃

a


w−1

LD




s

g̃ ẽ

b


 .

Pero esta expresión es igual a

(
(wLD)2(wLD)−1

1 (wLD)−1
2 − (wLD)−1

1 (wLD)−1
2 (wLD)1

)
f̃·a·b,p·q·ẽ , (56)

para cada e, f ∈ G1 y (a,b), (p,q) ∈ G2 tales que r(f) = s(a) y r(e) = r(q). Veamos,
por ejemplo, que los términos de la izquierda de las diferencias (55) y (56) coinciden:

(
(wLD)2(wLD)−1

1 (wLD)−1
2

)
(p,q, ẽ) =

∑

x,y

∑

t,z

∑

r,s

w−1
LD




q

x̃ ẽ

y


w−1

LD




p

t̃ x̃

z


wLD




z

r y

s


 (t̃, r, s).

Donde, tomando t = f, r = a, s = b y teniendo en cuenta que, por definición,
(wLD)|K(G2) = w, tenemos

∑

x,y,z

w−1
LD




q

x̃ ẽ

y


w−1

LD




p

f̃ x̃

z


wLD




z

a y

b


 ,

y tenemos la igualdad buscada haciendo z = c,y = d,x = h. Pero multiplicando la
ecuación (56) (y por lo tanto (55)) a izquierda por (wLD)−1

2 y a derecha por (wLD)−1
1

obtenemos
(wLD)−1

1 (wLD)−1
2 (wLD)−1

1 − (wLD)−1
2 (wLD)−1

1 (wLD)−1
2

que es 0 por definición de modelo facial trenzado. Más aún, por la definición de
w [·], la ecuación (55) es todav́ıa 0 aún si estas condiciones no son satisfechas. Como
(44) genera un coideal de U(w) y como Q̃+ satisface (17)-(18), esto implica que
J :=Ker(H(G) → U(w)) pertenece al radical derecho de Q+. La prueba de que
Q̃−(H, J) = Q̃±(J,H) = 0 es similar. Ahora, en este caso,

F−
(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
=
∑

k,i,j

ε

(
e

(
p

q

)
e

(
i
k

))
ε

(
e

(
r

s

)
e

(
j
k

))
=

∑

k,i,j

δr(p),iδr(q),kδr(r),jδr(s),kε

(
e

(
p · i
q · k

))
ε

(
e

(
r · j
s · k

))
=

ε

(
e

(
p

q

))
ε

(
e

(
r

s

))
δr(q),r(s) = δp,qδr,sδr(q),r(s) = δp,qδr,sδr(p),r(s),

y análogamente vemos que

F+

(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
= δs(q),s(s)δp,qδr,s.

Y notamos que

R+Q−
(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
=
∑

t,t′

R+

(
e

(
p

t

)
, e

(
t′

s

))
Q−

(
e

(
t

q

)
, e

(
r

t′

))
=
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∑

t,t′

w




t

t′ s

p


wLD




q

t̃′ r̃

t


 =

∑

t,t′

w




t

t′ s

p


 (w−LD)−1




q

t̃′ r̃

t


 =

∑

t,t′

w−LD




t̃′

p t

s


 (w−LD)−1




q

t̃′ r̃

t


 = δp,qδr,s = δp,qδr,sδr(p),r(s).

Notemos que aqúı δr(p),r(s) = 1 por definición de faz y este último término es

F−
(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
.

Análogamente probamos el resto de las relaciones (33)-(35) que definen a las formas
de Lyubashenko. De manera rećıproca, si U(w) es cerradiza, definimos w−1

LD a partir
de Q+ y (w−LD)−1 a través de Q−, ya que ésta última define a (wLD)|K(G×G̃) y a partir

de éste se define la inversa de w−LD.

Ejemplos 2.37. (i) Sea V un espacio vectorial de dimensión finita. Como el
operador identidad w = idV⊗V en V ⊗2 satisface la ecuación de trenzas en
End(V ⊗3), da un ejemplo de un espacio vectorial trenzado, que no es cerradi-
zo. La FRT biálgebra correspondiente está dada por

U(id) = T (End(V )∗) = 〈tpq|sin relaciones〉

con coproducto ∆(tpq) =
∑

r tpr ⊗ trq (1 ≤ q ≤ dimV ).

1. En [19], Hietarinta considera un espacio vectorial V con base {u+, u−}. Una
solución de la ecuación de trenzas alĺı es R, con u± ⊗ u± 7→ (±1)u+ ⊗ u+ +
u−⊗u− y u∓⊗u± 7→ (±1)u+⊗u−+u−⊗u+. A diferencia de (i), la biálgebra
U(R) tiene relaciones no triviales pero tampoco posee formas de Lyubashenko.

2. Sea V un conjunto finito y a 6= 0 una constante fija. Un mapa W : V×V → K
X

(= K− {0}), (i, j) 7→ W (i, j) es un modelo esṕın si satisface las condiciones

W (i, j) = W (j, i),

W (i, i) = a,
∑

l

W (i, l)±1 =
√

#(V)a∓1,

∑

l

W (i, l)W (l, j)−1 = #(V)δij, (57)

∑

l

W (i, l)W (j, l)W (k, l)−1 =
√

#(V)W (i, j)W (j, k)−1W (k, i)−1, (58)

para cada i, j, k ∈ V. Para un modelo esṕın W , definimos un modelo facial
(G, w) = (GW , wW ) tomando G0 = V ,#(G1

ij) = 1 (i, j ∈ V) y

w



i→ j
↓ ↓
l→ k


 =

(√
#(V)

)−1

W (j, l)W (i, k)−1 (i, j, k, l ∈ V).
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Aqúı denotamos por i → j o
i
↓
j

el único elemento de G1
ij. Es decir, con la

notación anterior,

w



i→ j
↓ ↓
l→ k


 = w




i→ j
i j
↓ ↓
l k
l→ k



.

Aśı queda definido

w(i→ j, l → k) =
∑

a,b,c,d

w




i→ j
a l
↓ ↓
b k
c→ d




(a→ b, c→ d) =

δj,l
∑

b

w



i→ j
↓ ↓
b→ k


 (i→ b, b→ k).

Y vemos que w es inversible notando que debe cumplirse, para definir w−1:

w−1w(i→ j, k → l) = δj,k
∑

a

w



i→ j
↓ ↓
a→ l


w−1(i→ a, a→ l) =

δj,k
∑

a

∑

x,y,w,z

w



i→ j
↓ ↓
a→ l


w−1




i→ a
x a
↓ ↓
y l
w → z




(x→ y, w → z) =

δj,k
∑

a,b

w



i→ j
↓ ↓
a→ l


w−1



i→ a
↓ ↓
b→ l


 (i→ b, b→ l).

Buscamos entonces que

∑

a

w



i→ j
↓ ↓
a→ l


w−1



i→ a
↓ ↓
b→ l


 (i→ b, b→ l) = δb,j.

Definimos

w−1



i→ a
↓ ↓
b→ l


 =

(√
#(V)

)−1

W (a, b)−1W (i, l)

y aśı

∑

a

w



i→ j
↓ ↓
a→ l


w−1



i→ a
↓ ↓
b→ l


 (i→ b, b→ l) =
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∑

a

#(V)−1W (j, a)W (a, b)−1 = #(V)−1#(V)δb,j = δb,j,

por (57). Hemos visto que w es inversible, veamos ahora que satisface la
ecuación de trenzas.

(w ⊗ id)(id⊗ w)(w ⊗ id)(i→ j, k → l,m→ n) =

δj,k
∑

a

w



i→ j
↓ ↓
a→ l


 (w ⊗ id)(id⊗ w)(i→ a, a→ l,m→ n) =

δj,kδl,m
∑

a,b

w



i→ j
↓ ↓
a→ l


w



a→ l
↓ ↓
b→ n


 (w ⊗ id)(i→ a, a→ b, b→ n) =

δj,kδl,m
∑

a,b,c

w



i→ j
↓ ↓
a→ l


w



a→ l
↓ ↓
b→ n


w



i→ a
↓ ↓
c→ b


 (i→ c, c→ b, b→ n) =

δj,kδl,m
∑

a,b,c

#(V)−3/2W (j, a)W (i, l)−1W (l, b)W (a, n)−1×

×W (a, c)W (i, b)−1(i→ c, c→ b, b→ n) =

δj,kδl,m
∑

b,c

#(V)−1W (i, l)−1W (l, b)W (i, b)−1W (j, c)× (59)

×W (j, n)−1W (c, n)−1(i→ c, c→ b, b→ n),

por (58). Por otro lado

(id⊗ w)(w ⊗ id)(id⊗ w)(i→ j, k → l,m→ n) =

δl,m
∑

a

w



k → l
↓ ↓
a→ n


 (id⊗ w)(w ⊗ id)(i→ j, k → a, a→ n) =

δl,mδj,k
∑

a,b

w



k → l
↓ ↓
a→ n


w



i→ j
↓ ↓
b→ a


 (id⊗ w)(i→ b, b→ a, a→ n) =

δl,mδj,k
∑

a,b,c

w



k → l
↓ ↓
a→ n


w



i→ j
↓ ↓
b→ a


w



b→ a
↓ ↓
c→ n


 (i→ b, b→ c, c→ n) =

δl,mδj,k
∑

a,b,c

#(V)−3/2W (a, l)W (k, n)−1W (b, j)W (i, a)−1×

×W (a, c)W (b, n)−1(i→ b, b→ c, c→ n) =

δl,mδj,k
∑

b,c

#(V)−1W (b, l)W (c, n)−1W (c, j)W (k, n)−1×

×W (b, i)−1W (i, l)−1(i→ b, b→ c, c→ n),
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y, cambiando los roles de b y c, obtenemos (59) y por lo tanto (G, w) es un
modelo facial trenzado. Podemos también ver que es cerradizo, definiendo su
doble de Lyubashenko.

wLD



i← j
↓ ↓
l← k


 = wLD




i← j
i j
↓ ↓
l k
l← k




= wLD




˜j → i
i j
↓ ↓
l k

˜k → l




=

w−1




j → k
j k
↓ ↓
i l
i→ l




= w−1



j → k
↓ ↓
i→ l


 =

1√
#(V)

W (j, l)W (k, i)−1 = w



i→ j
↓ ↓
l→ k




wLD



i→ j
↑ ↑
l→ k


 = wLD




i→ j
i j
↑ ↑
l k
l→ k



wLD




i→ j

l̃ k̃
↓ ↓
i j
l→ k




=

(w−LD)−1




i→ j

l̃ k̃
↓ ↓
i j
l→ k




=
1√

#(V)
W (j, l)W (k, i)−1 =

w



i→ j
↓ ↓
l→ k


 ;

ya que esto tiene que cumplir

∑

j

w



a→ k
↓ ↓
i→ j


 (w−LD)−1




i→ j

l̃ k̃
↓ ↓
i j
l→ k




= δa,l

y, precisamente,

∑

j

1√
#(V)

W (k, i)W (a, j)−1 1√
#(V)

W (j, l)W (k, i)−1 =

∑

j

1

#(V)
W (a, j)−1W (j, l) = δa,l.

33



Finalmente,

wLD



i← j
↑ ↑
l← k


 = wLD




i← j
i j
↑ ↑
l k
l← k




= wLD




˜j → i

l̃ k̃
↓ ↓
i j

˜k → l




=

w




k → l
k l
↓ ↓
j i
j → i




= w



k → l
↓ ↓
j → i


 = w



i→ j
↓ ↓
l→ k


 .

Aśı, tenemos que

wLD



i← j
↓ ↓
l← k


 = wLD



i→ j
↑ ↑
l→ k


 = wLD



i← j
↑ ↑
l← k


 = (60)

w



i→ j
↓ ↓
l→ k


 .

2.3. Doble producto cruz

Definición 2.38. Sean H y K V-álgebras faciales y sea P+ un s-pareo inversible
en (H,K) con inversa generalizada P−. Sea GH la subálgebra de H generada por los
idempotentes faciales, que identificamos con la misma subálgebra GK, en K. En esta
sección definimos una estructura de V-álgebra facial en H ⊲⊳P K := H ⊗G K, que
llamamos el doble producto cruz de (H,K) v́ıa P+.

Proposición 2.39. Sean H,K,P± y G como antes. Entonces H ⊲⊳P K es una V-
álgebra facial tomando

eH⊲⊳PK,i = eH,i ⊗G 1 = 1⊗G eK,i, eo
H⊲⊳PK,i = eo

H,i ⊗G 1 = 1⊗G e
o
K,i,

para cada i ∈ V, y

(a⊗G x)(b⊗G y) = P+(b1, x1)ab2 ⊗G x2yP
−(b3, x3), (61)

∆(a⊗G x) = (a1 ⊗G x1)⊗ (a2 ⊗G x2), (62)

ε(a⊗G x) =
∑

k

ε(aek)ε(ekx), (63)

para a, b ∈ H, x, y ∈ K.

Demostración. Llamamos M(a, x, b, y) al lado derecho de (61). Calculamos (15),

M(aeo
i ej, x, b, e

o
kely) = P+(b1, x1)ae

o
i ejb2 ⊗ x2e

o
kelP

−(b3, x3),

y esto es igual, por (14), a

P+(eib1, x1ek)ab2 ⊗G x2yP
−(eo

jb3, x3e
o
l ) = P+(b1, x1)ae

o
i b2 ⊗ x2e

o
kelyP

−(eo
jb3, x3) =
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P+(eib1, x1ek)ab2 ⊗ x2yP
−(eo

jb3, x3e
o
l ) =

P+(b1e
o
k, e

o
ix1)ab2 ⊗G x2yP

−(b3el, ejx3)

donde estas dos últimas igualdades surgen de (14); (21) y (22) respectivamente. Por
otro lado,

M(a, eo
i ejx, be

o
kel, y) =

P+((beo
kel)1, (e

o
i ejx)1)a(be

o
kel)2 ⊗ (eo

i ejx)2yP
−((beo

kel)3, (e
o
i ejx)3)

y esto, por (15), es

P+(b1e
o
k, e

o
ix1)ab2 ⊗G x2yP

−(b3el, ejx3).

Aśı, (61) da un mapa bien definidom : (H⊲⊳PK)⊗2 → H⊲⊳PK. Vemos la asociatividad
de m:

[(a⊗ x)(b⊗ y)](c⊗ z) = [P+(b1, x1)ab2 ⊗ x2yP
−(b3, x3)](c⊗ z) =

P+(b1, x1)P
+(c1, (x2y)1)ab2c2 ⊗ (x2y)2xP

−(c3, x4y3)P
(b3, x5).

Y
(a⊗ x)[(b⊗ y)(c⊗ z)] = (a⊗ x)[P+(c1, y1)bc2 ⊗ y2zP

−(c3, y3)] =

P+(c1, y1)P
+((bc2)1, x1)a(bc2)2 ⊗ x2y2zP

−((bc2)3, x3)P
−(c3, y3) =

P+(c1, y1)P
+(b1c2, x1)ab2c3 ⊗ x2y2zP

−(b3c4, x3)P
−(c5, y3) =

P+(c1, y1)P
+(b1, x1)P

+(c2, x2)ab2c3 ⊗ x3y2zP
−(b3, x5)P

−(c4, x4)P
−(c5, y3),

y esto, por (17)-(20) es

P+(c1, x2y1)P
+(b1, x1)ab2c2 ⊗ x3y2zP

−(b3, x5)P
−(c4, x4y3).

Por (23) y (24), tenemos:

(a⊗G 1)(b⊗G y) = ab⊗G y, (a⊗G x)(1⊗G y) = a⊗G xy. (64)

En efecto, para la primera igualdad

(a⊗G 1)(b⊗G y) = P+(b1, 1(1))ab2 ⊗ 1(2)yP
−(b3, 1(3)) =

∑

k,l

P+(b1, ek)ab2 ⊗ eo
kelyP

−(b3, e
o
l ) =

∑

k,l

ε(b1ek)ab2 ⊗ eo
kelyε(b3el) =

a
∑

k,l

[ε(b1ek)b2e
o
kel]ε(b3el)⊗ y = a

∑

l

(ε⊗ id)∆(b1el)ε(b3el)⊗ y =

a(ε⊗ id)∆(b · 1)⊗ y = ab⊗ y
La segunda igualdad es probada de manera similar. En particular 1⊗G1 da la unidad
del álgebra (H⊲⊳PK,m). Es fácil ver que (62) y (63) dan una estructura de coálgebra
en H ⊲ ⊳PK, el coproducto es coasociativo por definición y

(ε⊗ id)∆(a⊗ x) =
∑

k

ε(a1ek)a2 ⊗ ε(ekx1)x2 =
∑

k

aeo
k ⊗ eo

kx = a⊗ x.
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H⊲⊳PK satisface las relaciones (1)-(3) por ser H,K V−álgebras faciales. Con respecto
a (4), tenemos:

∆(eo
i ej ⊗ 1) =

∑

k,l

(eo
i ek ⊗ el)⊗ (eo

kej ⊗ eo
l ) =

∑

k,l

(eo
i ekδk,l ⊗ 1)⊗ (δk,le

o
kej ⊗ 1) =

∑

k

(eo
i ⊗ 1)(ek ⊗ 1)⊗ (eo

k ⊗ 1)(ej ⊗ 1)

y

ε(eo
i ej ⊗ 1) =

∑

k

ε(eo
i ejek)ε(ek) = δi,j

Para ver (5) para H ⊲ ⊳PK, calculamos

ε((a⊗G x)(b⊗G y)) = ε
(
P+(b1, x1)ab2 ⊗ x2yP

−(b3, x3)
)

=

P+(b1, x1)ε(ab2 ⊗ x2y)P
−(b3, x3 = P+(b1, x1))

∑

m

ε(ab2em)ε(emx2y)P
−(b3, x3),

igual, por (5) y (8), a
∑

k,l,m

P+(b1, x1)ε(aek)ε(ekb2em)ε(emx2el)ε(ely)P
−(b3, x3) =

∑

k,l,m

P+(b1ε(ekb2em), x1ε(emx2el))ε(aek)ε(ely)P
−(b3, x3) =

∑

k,l,m

P+(ekb1em, emx1el)ε(aek)ε(ely)P
−(b2, x2),

y esto, por (10) y (21), es
∑

k,l

P+(b1e
o
l , e

o
kx1)P

−(b2, x2)ε(aek)ε(ely) =
∑

k,l,n

ε(aek)ε(ekxen)ε(enbel)ε(ely),

por (15). Este último término es igual a
∑

k

ε(a⊗ xek)ε(e
o
kb⊗ y) = ε((a⊗ x)(ek ⊗ 1))ε((eo

k ⊗ 1)(b⊗ y))

y esto completa la prueba de la proposición.

2.4. La clausura de Hopf

Sea (H,R±) un V-álgebra facial CCQT con formas de Lyubashenko Q±. Apli-
cando la construcción de doble producto cruz al s-pareo inversible P+

1 dado por (36),
obtenemos una V-álgebra facial Ĥ := H ⊲ ⊳PHbop. Expĺıcitamente, las operaciones de

Ĥ están dadas por

(a⊗G σ(b))(c⊗G σ(d)) = R−(b1, c3)Q
+(b3, c1)ac2 ⊗G σ(db2), (65)

∆(a⊗G σ(b)) = (a1 ⊗G σ(b2)⊗ (a2 ⊗G σ(b1)), (66)

ε(a⊗G σ(b)) =
∑

k

ε(aek)ε(bek), (67)

eĤ,i = eH,i ⊗G σ(1H), eo
Ĥ,i

= eo
H,i ⊗G σ(1H), (68)

para cada a, b, c, d ∈ H e i ∈ V, donde σ : H → Hbop denota el anti-isomorfismo
canónico.
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Lema 2.40. Sea J el ideal de Ĥ generado por todos los elementos de la forma

(1⊗G σ(a1))(a2 ⊗G 1)−
∑

k

ε(aek)ek (69)

a1 ⊗G σ(a2)−
∑

k

ε(eka)e
o
k, (a ∈ H). (70)

J resulta un bi-ideal.

Demostración. Sean h(a) = (1⊗G σ(a1))(a2 ⊗G 1)−∑k ε(aek)ek y
k(a) = a1 ⊗G σ(a2)−

∑
k ε(eka)e

o
k. Entonces

ε(h(a)) = P+(a4σ(a2))
∑

k

ε(a5ek)ε(eka2)P
−(a6, σ(a1))−

∑

k

ε(aek)ε(ek) =

∑

k

P+(a3, σ(a2))P
−(a4e

o
kσ(a1))− ε(a) = P+(a3, σ(a2))P

−(a4, σ(a1))− ε(a) =

(P+P−)(a2, σ(a1))− ε(a) =
∑

k

ε(eka2)ε(σ(a1)e
o
k) =

∑

k

ε(eka2)ε(σ(eo
ka1))− ε(a) =

∑

k

ε(σ(ε(eka2)e
o
ka1))− ε(a) =

∑

k

ε(σ(eke
o
ka))− ε(a) =

∑

k

ε(eka)− ε(a) = 0.

Análogamente vemos que ε(k(a)) = 0. Ahora,

∆(h(a)) = ∆(1⊗ σ(a1))∆(a2 ⊗ 1)−
∑

k

ε(aek)∆(ek ⊗ 1) =

∑

i,j

(ei ⊗ σ(a2))(a3 ⊗ ej)⊗ (eo
i ⊗ σ(a1))(a4 ⊗ eo

j)−
∑

k

ε(aek)∆(ek ⊗ 1) =

∑

i,j

(1⊗ σ(a2e
o
i ))(a3ej ⊗ 1)⊗ (1⊗ σ(a1ei))(a4e

o
l ⊗ 1)−

∑

k

ε(aek)∆(ek ⊗ 1) =

∑

i,j

(1⊗ε(a2e
o
i )σ(a3))(a4ε(a5ej)⊗1)⊗ (1⊗σ(a1ei))(a6e

o
l ⊗1)−

∑

k

ε(aek)∆(ek⊗1) =

∑

i,j

(1⊗ε(a2e
o
i )ε(a4ej)ε(a3et))et⊗1)⊗(1⊗σ(a1ei))(a5e

o
l ⊗1)−

∑

k

ε(aek)∆(ek⊗1) =

∑

i,j,t

(ε(a2e
o
i etej)et ⊗ 1)⊗ (1⊗ σ(a1ei))(a3e

o
l ⊗ 1)−

∑

k

ε(aek)∆(ek ⊗ 1) =

∑

i

(ei ⊗ 1)⊗ (eo
j ⊗ σ(a1))(a2e

o
i ⊗ 1)−

∑

k

ε(aek)∆(ek ⊗ 1) =

∑

i

(ei ⊗ 1)⊗ (1⊗ σ(a1))(a2 ⊗ 1)(1⊗ eo
i )−

∑

k

ε(aek)∆(ek ⊗ 1) =

∑

i

(1⊗ ei)⊗ (
∑

k

ε(aek)ek ⊗ 1)−
∑

k

ε(aek)∆(ek ⊗ 1) = 0

Análogamente,

∆(a1 ⊗ σ(a2)) = (a1 ⊗ σ(a4))⊗ (a2σ(a3)) = (a1 ⊗ σ(a3))⊗ (
∑

k

ε(eka2)e
o
k) =
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∑

k

(eka1 ⊗ σ(a2))⊗ (a⊗ eo
k) =

∑

k

(ek ⊗ 1)(a1 ⊗ σ(a2))⊗ (eo
k ⊗ 1) =

∑

k,l

ε(ela)(e
o
l ⊗ 1)(ek ⊗ 1)⊗ (eo

k ⊗ 1) =
∑

k,l

ε(ela)(eke
o
l ⊗ 1)⊗ (eo

k ⊗ 1)

y esto es igual a ∆(
∑

l ε(ela)e
o
l ) y por lo tanto ∆(k(a)) = 0.

Definición 2.41. Denotamos a la V-álgebra facial cociente Ĥ/J por Hc(H) y la
llamamos la clausura de Hopf de H. Por simplicidad, denotamos a un elemento
a⊗G σ(b) + J de Hc(H) por aσ(b), para cada a, b ∈ H.

La clausura de Hopf Hc(H) tiene la propiedad universal descripta por los dos
teoremas que siguen.

Teorema 2.42. Sean H una V-álgebra facial CCQT y A un álgebra. Sean ι : H →
Hc(H) dado por ι(a) = a⊗G 1 + J, (a ∈ H) y f+ : H→ A un mapa de álgebras con
ant́ıpoda f−. Entonces existe un único mapa de álgebras f̃ : Hc(H)→ A tal que

f+ = f̃ ◦ ι. (71)

Expĺıcitamente, tenemos
f̃(aσ(b)) = f+(a)f−(b). (72)

Si A = K es una V-álgebra facial y f+ es un mapa de V-álgebras faciales, entonces
también lo es f̃ .

Demostración. Supongamos que un mapa de álgebras f̄ cumple la igualdad (71).
Entonces usando la unicidad de la inversa generalizada, obtenemos f̄(σ(b)) = f−(b).
En efecto, si llamamos Σ : H→ Hc(H), b 7→ 1⊗ σ(b) + J, vemos que

f+(f̄ ◦ Σ)(a) = f+(a1)f̄(1⊗ σ(a2) + J) = f̄ ◦ ι(a1)f̄(1⊗ σ(a2) + J) =

f̄(a1⊗σ(a2)+J) = f̄(
∑

k

ε(eka)e
o
k+J) =

∑

k

ε(eka)f̄(eo
k⊗1+J) =

∑

k

ε(eka)f̄◦ι(eo
k) =

∑

k

ε(eka)f
+(eo

k) = (f+ ◦ E−)(a)

y análogamente vemos que se cumplen las otras igualdades de la definición de inversa
generalizada, con lo que obtenemos la unicidad. Ahora,

f̄(aσ(b)) = f̄(a⊗ σ(b)) + J = f̄(a⊗ 1 + J)f̄(1⊗ σ(b) + J) = f+(a)f−(b)

Por lo tanto f̄ está dada por (72). Sea f̂ : Ĥ → A el mapa lineal definido por
f̂(a⊗G σ(b)) = f+(a)f−(b). Para mostrar que f̂ es un mapa de álgebras, definimos
los mapas lineales F ;G : H⊗ H→ A tomando

F (b, c) = f−(b)f+(c)

G(b, c) = R−(b1, c3)Q
+(b3, c1)f

+(c2)f
−(b2)

para cada b, c ∈ H. Ya que queremos ver que f̂ es un mapa de álgebras y

f̂((aσ(b))(cσ(d)) = P+(c1, σ(b3))f̄(ac2σ(db2))P
−(c3, σ(b1)) =
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P+(c1, σ(b3))f
+(ac2)f

−(db2)P
−(c3, σ(b1)) = G(b, c),

tomando a = d = 1, ya que aσ(b) = (a⊗ 1)(1⊗ σ(b)) y

f̂(σ(b))f̂(c) = F (b, c).

Obtenemos entonces

((f+ ⊗ ε) ∗G)(b, c) = (f+ ⊗ ε)(b1, c1)G(b2, c2) =

f+(b1)ε(c1)R
−(b2, c4)Q

+(b4, c2)f
+(c3)f

−(b3) =

f+(b1c2R
−(b2, c3))Q

+(b4, c1)f
−(b3) = f+(R−(b1, c2)c3b2)Q

+(b4, c1)f
−(b3)

por (25) y esto es igual a

f+(R−(b1, c2)c3b2)Q
+(b4, c1)f

+(b2)f
−(b3) =

f+(R−(b1, c2)c3b2)Q
+(b4, c1)

∑

k

ε(ekb2)f
+(eo

k) =

∑

k

R−(ekb1, c2)Q
+(b2, c1)f

+(c3e
o
k),

por f+ ∗f− = f+ ◦E− y (10). Usando ahora (22) para R− y (13), vemos que el lado
derecho de la igualdad superior es

∑

k

R−(ekb1)Q
+(b2, c1)f

+(c3e
o
k) =

R−(b1, c2)Q
+(b2, c1)f

+(c3) =
∑

k

ε(ekb)ε(ekc1)f
+(c2)

y, por (13), esto es

R−(b1, c2)Q
+(b2, c1)f

+(c3) =
∑

k

ε(ekb)ε(ekc1)f
+(c2) =

∑

k

ε(ekb)f
+(ε(eo

kc1)c2) =

∑

k

ε(ekb)f
+(eo

kc) =
∑

k

ε(ekb)f
+(eo

k)f
+(c) = ((f+ ◦ E−)⊗ f+)(b, c).

De donde tenemos

((f+ ◦ E+)⊗ ε) ∗G = (f− ⊗ ε) ∗ (f+ ⊗ ε) ∗G = (f− ⊗ ε) ∗ ((f+ ◦ E−)⊗ f+) =

(f− ⊗ ε) ∗ ((f+ ∗ f−) ∗ f+) = (f− ⊗ ε) ∗ (f+ ⊗ ε) ∗ F = ((f+ ◦ E+)⊗ ε) ∗ F.
Donde la anteúltima igualdad surge de observar que

(f+ ∗ f− ⊗ f+)(b, c) = f+(b1)f
−(b2)f

+(c) = f+(b1)ε(c1)f
−(b2)f

+(c2).

Por otro lado, usando (11), (22) y (13), obtenemos

(((f+ ◦ E+)⊗ ε) ∗G)(b, c) = (f+ ◦ E+)(b1)ε(c1)G(b2, c2) =

∑

k

R−(b1e
o
k, c3)Q

+(b3, c1)f
+(ekc2)f

−(b2) =

R−(b1, c3)Q
+(b3, c1)f

+(c2)f
−(b2) = G(b, c).
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y
((f+ ◦ E+)⊗ ε) ∗ F (b, c) = f+ ◦ E+(b1)ε(c1)f

−(b2)f
+(c2) =

∑

k

ε(b1ek)f
+(ek)ε(c1)f

−(b2)f
+(c2) =

∑

k

f−(beo
k)f

+(ek)f
+(c) =

∑

k

f−(eo
k)f

+(ekf
−(b))f−(c) = (f+ ∗ f−)(1)F (b, c) =

∑

k

ε(ek)ekF (b, c) = F (b, c).

Aśı F = G y f̂ es un mapa de álgebras. Usando este hecho junto con la definición
de la ant́ıpoda f−, vemos que (72) da un mapa de álgebras bien definido de Hc(H)
a A. La última afirmación surge de (72) y el inciso (ii) del Lema 2.11.

La prueba del siguiente resultado será dada en las dos secciones siguientes

Teorema 2.43. Para cada V-álgebra facial CCQT H, su clausura de Hopf Hc(H)
es una V-álgebra facial de Hopf CQT cuya ant́ıpoda y trenza están dadas por

S(aσ(b)) = Q−(b2, b1)b3σ(a)Q+(b5, b4), (73)

S(aσ(b)) = Q+(b1, b2)b2σ(a)Q−(b4, b5), (74)

R+(aσ(b), cσ(d)) = Q−(a1, d2)R
+(a2, c1)R

+(b2, d1)R
−(b1, c2), (75)

R+(aσ(b), cσ(d)) = Q+(b2, c1)R
−(b1, d2)R

−(a1, c2)R
+(a2, d1), (76)

para cada a, b, c, d ∈ H.

Corolario 2.44. Sean H y K V-álgebras faciales CCQT y f : H → K un mapa
de V-álgebras faciales CQT. Entonces existe un mapa Hc(f) : Hc(H) → Hc(K) de
V-álgebras faciales de Hopf CQT dado por

Hc(f)(aσ(b)) = f(a)σ(f(b)) (a, b ∈ H) (77)

Aśı la correspondencia H 7→ Hc(H) da un funtor de la categoŕıa de V-álgebras
faciales CCQT a la categoŕıa de V-álgebras faciales de Hopf CQT, que es un adjunto
a izquierda del funtor subyacente de V-álgebras faciales de Hopf a V-álgebras faciales
CCQT.

Demostración. Veamos que Hc(f) es un mapa de álgebras:

Hc(f)(σ(b)c) = P+(c1, σ(b3))Hc(f)(c2σ(b2))P
−(c3, σ(b1)) =

P+(c1, σ(b3))f(c2)σ(f(b2))P
−(c3, σ(b1))

y
Hc(f)(σ(b))Hc(f)(c) = σ(f(b))f(c) =

P+(f(c1, σ(f(b3)))f(c2)σ(f(b2))P
−f(c3, σ(f(b1))) =

(f ⊗ f)∗P+(c1, σ(b3))f(c2)σ(f(b2))f
−(c3, σ(b1)).

También, Hc(f)(ei) = Hc(f)(eiσ(1)) = f(ei) = ei y

∆(Hc(f))(aσ(b)) = ∆(f(a)σ(f(b))) = f(a1)σ(f(b2))⊗ f(a2)σ(f(b1)),

(Hc(f)⊗Hc(f))∆(aσ(b)) = (Hc(f)⊗Hc(f))(a1σ(b2)⊗ a2σ(b1)) =

Hc(f)(a1σ(b2))⊗Hc(f)(a2σ(b1)) = f(a1σ(f(b2)))⊗ F (a2)σ(f(b1))
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y aśı Hc(f) es un mapa de V-álgebras faciales. Además,

(Hc(f)⊗Hc(f))∗R+(aσ(b), cσ(d)) = R+(Hc(f)(aσ(b)), Hc(f)(cσ(d))) =

R+(f(aσ(f(b))), f(c)σ(f(d))) = (f ⊗ f)∗R+(aσ(b), cσ(d)) = R+(aσ(b), cσ(d)).

lo que muestra que Hc(f) es un morfismo de V-álgebras faciales CQT.

Para una V-álgebra facial CQT finitamente generada H, existe un V-modelo facial
trenzado (G, w) y un CQT bi-ideal J de U(w) tal que H ∼= U(w)/J como V-álgebra
facial CQT [15]. Por lo tanto, tenemos lo siguiente.

Teorema 2.45. Sea H una V-álgebra facial de Hopf CCQT, que es finitamente
generada como álgebra. Entonces existe un modelo facial trenzado (G, w) cerradizo
y un ideal de Hopf CQT de Hc(U(w)) tal que H ∼= Hc(U(w))/J como V-álgebras
faciales de Hopf CQT.

Demostración. Por la observación anterior, tenemos que H ∼= U(w)/I con I CQT
bi-ideal de U(w). Tenemos

U(w) ι //

π

&&MMMMMMMMMM
Hc(U(w))

π̄wwnnnnnnnnnnn

U(w)/I ∼= H

Ahora, la suryectividad de π implica la existencia de un bi-ideal J tal que

H ∼= Hc(U(w))/J.

Tenemos la siguiente descripción de la clausura de Hopf de U(w).

Proposición 2.46. Sea (G, w) un V-modelo facial trenzado. Entonces el álgebra

facial Hc(U(w)) es isomorfa al álgebra generada por los śımbolos e

(
p

q

)
, e

(
p̃

q̃

)

(p, q ∈ Gm,m ≥ 0) sujetos a las relaciones

∑

k,l∈V
e

(
k
l

)
= 1, (78)

e

(
p

q

)
e

(
r

s

)
= δr(p),s(r)δr(q),s(s)e

(
p · r
q · s

)
(79)

e

(
p̃

q̃

)
e

(
r̃

s̃

)
= δr(p̃),s(r̃)δr(q̃),s(s̃)e

(
p̃ · r̃
q̃ · s̃

)
(80)

p, q ∈ Gm, r, s ∈ Gn,m, n ≥ 0.

∑

t∈G1

e

(
t̃

p̃

)
e

(
t

q

)
= δp,qer(p),

∑

t∈G1

e

(
p

t

)
e

(
q̃

t̃

)
= δp,qer(p) = δp,qe

o
s(p), (81)

p, q ∈ G1,

∑

c,d

wLD




c

a d

b


 e
(
c

p

)
e

(
d

q

)
=
∑

r,s

wLD




p

r q

s


 e
(
a

r

)
e

(
b

s

)
(82)
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p, q,a, b ∈ G1, p, q,a, b ∈ G̃1 o q,a ∈ G1, p, b ∈ G̃1. Donde, por ejemplo, la suma
con respecto a r en (82) está tomada sobre todos los r ∈ G1 o r ∈ G̃1, de acuerdo a
si a ∈ G1 o a ∈ G̃1. La estructura de coálgebra está dada por

∆

(
e

(
p

q

))
=
∑

t∈Gm

e

(
p

t

)
⊗ e

(
t

q

)
, ∆

(
e

(
p̃

q̃

))
=
∑

t∈Gm

e

(
p̃

t̃

)
⊗ e

(
t̃

q̃

)
(83)

y

ε

(
e

(
p

q

))
= ε

(
e

(
p̃

q̃

))
= δpq,

para cada p, q ∈ Gm y los idempotentes faciales están dados por (38). La ant́ıpoda
y trenza están dadas por

S

(
e

(
p

q

))
= e

(
q̃

p̃

)

S

(
e

(
p̃

q̃

))
=

∑

r,s,a,b∈Gm

w±LD




r

ã q̃

a


 e
(
r

s

)
w∓LD




b

p̃ b̃

s


 (84)

p,q ∈ Gm, m ≥ 0.

R+

(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
= wLD




q

r s

p


 , (85)

y

R−
(
e

(
p

q

)
, e

(
r

s

))
= w−1

LD




s

p q

r


 .

Demostración. Por argumentos algebraicos estándares, (78) surge de las propiedades
de los idempotentes faciales, y (79), (80) de la definición del producto en H(G). (82)
es (30) en este contexto, dada la definición de R+, en (85), que surge de (75).
Esta definición también motiva inmediatamente la de R−. De la definición de H(G)
también obtenemos (83). Tenemos (84) de (73), primero calculando S(aσ(1)) = σ(a)
y luego S(1σ(b)). Finalmente, (81) es (69) y (70), por ejemplo, (69) en este contexto
es

σ

(
e

(
p

q

)

1

)
e

(
p

q

)

2

=
∑

k

ε

(
e

(
p

q

)
ek

)
ek =

∑

k

ε

(
e

(
p

q

)
eo

k

)
ek =

∑

k

∑

i,j

ε

(
e

(
p

q

)
e

(
k
i

))
e

(
j
k

)
,

y el primer término de la igualdad es el término de la izquierda de la primera igualdad
en (81) y el de la derecha es igual a

∑

k

∑

i,j

ε

(
δr(p),kδr(q),ie

(
p

q

))
e

(
j
k

)
=

∑

j

ε

(
e

(
p

q

))
e

(
j

r(p)

)
= δp,qer(p).
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Combinando este resultado con el Teorema 2.45, obtenemos el siguiente teorema
generador de V-álgebras faciales de Hopf CQT.

Teorema 2.47. Para una V-álgebra facial de Hopf CQT finitamente generada H,
existe un V-modelo facial trenzado cerradizo (G, w) y generadores lineales

e

(
p

q

)
, e

(
p̃

q̃

)
(p, q ∈ Gm,m ≥ 0)

de H que cumplen las relaciones (78)-(85).

Demostración. Es inmediato que, si tenemos elementos ė

(
p

q

)
cumplen (78)-(85) en

Hc(U(w)), tomamos en H

e

(
p

q

)
= φ−1π

(
ė

(
p

q

))
,

donde φ es el isomorfismo encontrado antes y π la proyección al cociente.

2.5. La estructura trenzada en Hc(H)

Vamos a construir ahora la trenza de Hc(H). Sea (H,R±) una V-álgebra facial
con formas de Lyubashenko Q± y sean σ,Hc(H), etc. como en la sección previa.
Aplicando el Lema 2.16 y el Teorema 2.42 al s-pareo inversible (R+,R−) en (H,H)
obtenemos el mapa Hc(H) → (Ho)cop; aσ(b) 7→ R+

L(a)R−L(b) de V-álgebras faciales,
o equivalentemente, obtenemos el s-pareo R+

Hc,H en (Hc(H),H) dado por

R+
Hc,H(aσ(b), c) = R+(a, c1)R

−(b, c2). (86)

Esto es

H //

R+

L ""EE
EE

EE
EE

E Hc(H)

f̄yyttttttttt

(Ho)cop

donde f̄ está definida por (86). Similarmente, usando el s-pareo inversible (o+, o−)
en (H,Hbop) dado por

o+(a, σ(c)) = Q−(a, c), o−(a, σ(c)) = R+(a, c)

obtenemos

H //

o+

L $$II
II

II
II

II
I Hc(U(w))

f̄wwooooooooooo

((Hbop)o)cop

y en este caso f̄ es el mapa bilinear Q−Hc,H : Hc(H)⊗ H→ K dado por

Q−Hc,H(aσ(b), d) = R+(b, d1)Q
−(a, d2). (87)

Tenemos
Q−Hc,H(a1σ(b2), c2)R

+
Hc,H(a2σ(b1), c1) =
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R+(b2, c3)Q
−(a1, c4)R

+(a2, c1)R
−(b1, c2) = (R−R+)(b, c2)Q

−(a1, c3)R
+(a2, c1) =

(88)∑

k

ε(bek)ε(ekc2)Q
−(a1, c3)R

+(a2, c1) =
∑

k

ε(bek)Q
−(a1, c3)R

+(a2, c1ε(ekc2))

que, por (10) y (21) es

∑

k

ε(bek)Q
−(a1, c2)R

+(a2ek, c1) =
∑

k

ε(ekaσ(b))ε(ekc),

y por (34) y (15), esto es

∑

k

ε(bek)
∑

j

ε(ejaek)ε(ejc) =
∑

j

(
∑

k

ε(bek)ε(ejaek))ε(ejc) =

∑

j

ε(ejaσ(b))ε(ejc).

Pero, justamente,

(R+
Hc,H)R ∗ (Q−Hc,H)R(c)(aσ(b)) = (R+

Hc,H)(a2σ(b1), c1)Q
−
Hc,H(a1σ(b2), c2) =

R+(a2, c1)R
(b1, c2)R

+(b2, c3)Q
−(a1, c4),

y

(R+
Hc,H) ◦ E−(aσ(b)) =

∑

k

ε(ekc)R
+
Hc,H(aσ(b), eo

k) =
∑

k

ε(ekc)R
+
Hc,H(ekaσ(b), 1)

que es igual, por (21) a
∑

k ε(ekc)ε(ekaσ(b)). Entonces tenemos que

(R+
Hc,H)R ∗ (Q−Hc,H)R(c) = (R+

Hc,H) ◦ E−

en el álgebra HomK(H, (Hc(H)o)op). Continuando con cuentas similares, vemos que
el mapa (Q−Hc,H)R ∈ VFA(H, Hc(H)) dado por

R+
Hc(aσ(b), cσ(d)) =

〈
(Q−Hc,H)R(d)(R+

Hc,H)R(c), aσ(b)
〉
, (89)

que coincide con (75). Considerando (H,R∓21) en lugar de (H,R±), obtenemos tam-
bién la forma bilineal R−Hc dada por (76). Imitando (88), vemos que R−Hc es la inversa
generalizada de R+

Hc. Para ver (25) para R+
Hc necesitamos lo siguiente.

Lema 2.48. En Hc(H), tenemos

σ(a1)a2 =
∑

k

ε(aek)ek, a1σ(a2) =
∑

k

ε(eka)e
o
k, (90)

σ(b)c = R−(b1, c3)Q
+(b3, c1)c2σ(b2), (91)

σ(c, b)Q−(b1, c3)R
+(b3, c1)b2σ(c2) (92)

para cada a, b, c,∈ H.
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Demostración. Basta probar la última relación, ya que obtenemos (90) por (69) y,
por (65), (91). Notemos que

Q−(b1, c4)R
+(b3, c3)σ(c1)c2b2σ(c4) =

Q−(b1, c4)σ(c1)R
+(b2, c2)b3c3σ(c4) = Q−(b1, c4)R

+(b2, c2)σ(c1)b3
∑

k

ε(ekc3)e
o
k

por (30). Pero esto es igual a

Q−(b1, c4)R
+(b2, c2)σ(c1)b3

∑

k

ε(ekc3)e
o
k =

∑

k

Q−(b1, c3),R
+(b2, ekc2)σ(c1)b3e

o
k

por (10). Ahora, por (14) y seguidamente por (21), esto es
∑

k

Q−(b1, c3)R
+(b2ek, ekc2)σ(c1)b3 =

∑

k

Q−(b1, c3)R
+(b2ek, c2)σ(c1)b3,

que, por (34), es igual a
∑

k

∑

j

ε(ejb1ek)ε(ejc2)σ(c1)b2 =
∑

j

σ(ejc)e
o
jb =

∑

j

σ(ejc)σ(ej)b =

∑

j

σ(ejc)b = σ(c)b,

por (21) y (10)-(11). Por otro lado, por (90), el primer término de esta igualdad,

Q−(b1, c3)R
+(b3, c3)σ(c1)c2b2σ(c4)

es

Q−(b1, c4)R
+(b3, c2)

∑

k

ε(c1ek)ekb2σ(c3) =
∑

k

Q−(b1, c3)R
+(b3, c1e

o
k)ekb2σ(c2) =

∑

k

Q−(b1, c3)R
+(eo

kb3, c1)ekb2σ(c2) =
∑

k

Q−(b1, c3)R
+(b3, c1e

o
k)ekb2σ(c2),

y, por (21), esto es ∑

k

Q−(b1, c3)R
+(eo

kb3, c1)ekb2σ(c2),

que coincide con (92) por (13).

Lema 2.49. Por el lema superior, tenemos

R−(b2, c1)σ(b1)c2 = R−(b1, c2)c1σ(b2), (93)

Q−(a1, d2)a2σ(d1) = Q−(a2, d1)σ(d2)a1. (94)

Demostración. Veamos (93), siendo la prueba de (94) análoga. Por (91)

R−(b2, c1)σ(b1)c2 = R−(b4, c1)R
−(b1, c4)Q

+(b3, c2)c3σ(b2)

y esto, por (33) es
∑

k

ε(b3ek)ε(c1ek)R
−(b1, c3)c2σ(b2) =

∑

k

R−(b1, c2)c1e
o
kσ(b2ek) =

∑

k

R−(b1, c2)c1e
o
kσ(b2) = R−(b1, c2)c1σ(b2).
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Usando las igualdades provistas por este lema, para x = aσ(b) e y = cσ(d),
tenemos

R+
Hc(x1, y1)x2y2 = R+

Hc(a1σ(b2), c1σ(d2))a2σ(b1)c2σ(d1) =

Q−Hc,H(a1σ(b3), d2)R
+
Hc,H(a2σ(b2), c1)a3σ(b1c2σ(d1)) =

R+(b3, d2)Q
−(a1, d3)R

+(a2, c1)R
−(b2, c2)a3σ(b1)c3σ(d1) =

Q−(a1, d3)R
+(a2, c1)R

+(b3, d2)R
−(b1, c3)a3c2σ(d1b2) =

ya que por el lema,

R−(b2, c2)σ(b1)c3 = R−(b1, c3)c2σ(b2)

Ahora, la expresión anterior es igual a

Q−(a1, d3)R
+(a2, c1)R

+(b3, d2)R
−(b1, c3)a3c2σ(d1b2) =

Q−(a1, d3)R
+(a3, c2)R

+(b2, d1)R
−(b1, c3)c1a2σ(d2)σ(b3) = (95)

ya que

R+(a2, c1)a3c2 = c1a2R
+(a3c2), d1b2R

+(b3, d2) = R+(b2, d1)b3d2.

Y, como por el lema tenemos que

Q−(a1, d3)a2σ(d2) = Q−(a2, d2)σ(d3)a1,

llegamos a la expresión

c1σ(d3)a1σ(b3)Q
−(a2, d2)R

+(a3, c2)R
+(b2, d1)R

−(b1, c3)

que por definición de R+
Hc es igual a

c1σ(d2)a1σ(b2)R
+
Hc(a2σ(b1), c2σ(d1)) = y1x1R

+
Hc(x2, y2),

como es requerido. Esto completa la prueba del hecho de que (Hc(H),R±Hc) es co-
quasitriangular.

2.6. Funcionales de Drinfeld y la ant́ıpoda de Hc(H)

Definición 2.50. Mostraremos la existencia de la ant́ıpoda en Hc(H), generalizando
resultados de Drinfeld [7] en álgebras de Hopf CQT, esto es, sin asumir la existencia
de la ant́ıpoda y desarrollando una idea de Reshetikhin. Para una V-álgebra facial
CCQT H, definimos los funcionales lineales Uυ, (υ = 1, 2) en H v́ıa

U1(a) = Q−(a2, a1), U2(a) = Q+(a1, a2) (a ∈ H) (96)

y los llamamos funcionales de Drinfeld de H.

Proposición 2.51. Los funcionales de Drinfeld de una V-álgebra facial CCQT H

son inversibles en H∗ y satisfacen las relaciones

U−1
1 (a) = Q+(a2, a1), U−1

2 (a) = Q−(a1, a2), (97)

(U±1
υ ⊗ 1)R± = Q±(U±1

υ ⊗ 1), (1⊗ U±1
υ )Q± = R±(1⊗ U±1

υ ), (98)

U±1
υ (eo

i ej) = δij, U±υ (eo
iae

o
j) = U±υ (eiaej), (99)

U1U2 = U2U1, (100)

para cada υ = 1, 2, a ∈ H, i, j ∈ V.
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Demostración. Para comenzar, mostramos que la trenza R± de una V-álgebra facial
CQT satisface

R+
12R

−
23 = R−13R

−
23R

+
12R

+
13. (101)

Por la relación de Yang-Baxter (28), el término de la derecha de (101) es

R−13R
+
13R

+
12R

−
23 = m∗(1)13R

+
12R

−
23. (102)

De donde obtenemos

(R−13R
−
23R

+
12R

+
13)(a, b, c) = m∗(1)13R

+
12R

−
23(a, b, c) =

ε(a1c1)ε(b1)R
+(a2, b2)ε(c2)R

−(b3, c3)ε(a3) =
∑

k

ε(a1ek)ε(e
o
kc1)ε(b1)R

+(a2, b2)ε(c2)R
−(b3, c3)ε(a3) =

∑

k

R+(ε(a1e
o
k)e2, ε(b1)b2)ε(e

o
kc1)R

−(b3, c3)ε(a3)

y esto es igual, por (5), (8), (11) a

∑

k

(R+
12R

−
23)(ae

o
k, be

o
kc) =

∑

k

R+(aeo
k, b1)R

−(b2, e
o
kc) =

∑

k

R+(ab1ek)R
−(b2e

o
k, c) =

R+(a, b1)R
−(b2, c) = (R+

12R
−
23)(a, b, c),

por (21), (22) y (13). Aśı obtenemos (101). Sustituyendo a2 ⊗ σ(a1) ⊗ b en (101)
para Hc(H), obtenemos

R+
12R

−
23(a2, σ(a1), b) = R+(a2, σ(a1)1)R

−(σ(a2)2, b) = R+(a3, σ(a2))R
−(σ(a1), b) =

Q−(a5, a4)R
+(a6, 1(1))R

+(1′(2), a3)R
−(1′(1), 1(2))Q

+(a2, b1)×
R−(a1, 1

′′
(2))R

−(1′′′(1), b2)R
+(1′′′(2)1

′′
(1)) =

∑

i,j,k,l

Q−(a5, a4)R
+(a6, ei)R

+(eo
j , a3)R

−(ej, e
o
i )×

Q+(a2, b1)R
−(a1, e

o
k)R

−(el, b2)R
+(eo

l , ek) =
∑

i,j,k,l

Q−(a5, a4)ε(a6ei)ε(a3ej)ε(ejei)Q
+(a2, b1)ε(a1ek)ε(b2el)ε(elek) =

∑

j,k

Q−(a5, a4)ε(a6ej)ε(a3ej)Q
+(a2, b1)ε(a1ek)ε(b2ek) =

∑

j,k

Q−(a3, a2e
o
j)Q

+(a1e
o
k, b) = Q−(a3, a2)Q

+(a1, b).

Mientras que
R−13R

−
23R

+
12R

+
13(a2, σ(a1), b) =

R−(a5, b1)ε(σ(a4))R
−(σ(a3), b2)ε(a6)R

+(a7, σ(a2))ε(b3)×
R+(a8, b4)ε(σ(a1)) =
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R−(a3, b1)R
−(σ(a2), b2)R

+(a4, σ(a1))R
+(a5, b3) =

∑

i,j,k,l

∑

l,r,s,t

∑

t,n

Q+(eo
i , b1)R

−(ei, e
o
j)R

−(a5, b2)R
+(a6, ej)×

Q+(a4, b3)R
−(a3, e

o
k)R

−(el, b4)R
+(eo

l , ek)Q
−(a7, a2)R

+(a8, er)R
+(eo

s, a1)R
−(es, e

o
r)×

Q−(eo
t , b5)R

+(et, e
o
n)R+(a9, b6)R

−(a10, en) =
∑

i,k,r,t

ε(b1ei)R
−(a5, b2)ε(a6ei)Q

+(a4, b3)ε(a3ek)ε(b4ek)Q
−(a7, a2)×

ε(a8er)ε(a1er)ε(etb5)R
+(a9, b6)ε(eta10) =

∑

i,k,r,t

R−(a3, b1e
o
i )Q

+(a2, b2ek)Q
−(a4, a1e

o
r)R

+(a5, e
o
t b3) =

R−(a3, b1)Q
+(a2, b2)Q

−(a4, a1)R
+(a5, b3),

que por (34), (10) y (11) es igual a

∑

k

ε(a2ek)ε(b1ek)Q
−(a3, a1)R

+(a4, b2) =
∑

k

Q−(a2, a1ek)R
+(a3, be

o
k) =

Q−(a2, a1)R
+(a3, b);

por (21), (22) y (13). Y aśı obtenemos la igualdad

Q+(a1, b)Q
−(a3, a2) = Q−(a2, a1)R

+(a3, b).

Esto prueba (U1 ⊗ 1)R+ = Q+(U1 ⊗ 1). En efecto,

(U1⊗1)R+(a, b) = U1(a1)b2R
+(a2, b2) = Q−(a2, b1)b2R

+(a3, b2) = Q−(a2, a1)R
+(a3, b)

y
Q+(U1 ⊗ 1)(a, b) = Q+(a1, b1)U1(a2)b2 = Q+(a1, b)Q

−(a3, a2)

Reemplazando (H,R±) con (Hcop,R±21), obtenemos también

R+(id⊗ U1) = (id⊗ U1)Q
+.

Sustituyendo a2 ⊗ a1 en estas dos fórmulas, obtenemos

Q−(a3, a2)R
+(a4, a1) = Q+(a2, a1)U1(a3),

Q−(a3, a2)R
+(a4, a1) = U1(a1)Q

+(a3, a2).

Por ejemplo, para la primera de estas dos igualdades,

(U1 ⊗ 1)R+(a2 ⊗ a1) = Q−(a3, a2)R
+(a4, a1) =

Q+(a2, a1)Q
−(a4, a3) = Q+(a2, a1)U1(a3)

y
R+(1⊗ U1)(a2, a1) = (1⊗ U1)Q

+(a2, a1) = U1(a1)Q
+(a3, a2).

Usando (34) y (10), vemos que los términos de la izquierda de estas igualdades son

∑

k

ε(eka2)ε(eka1) =
∑

k

ε(eka2)ε(eka1) =
∑

k

ε(ekeka) = ε(a).
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Esto prueba la primera fórmula de (97). Reemplazando (H,R±) con (Hop,R∓) y
(Hbop,R±), obtenemos las fórmulas restantes de (97) y (98). La primera relación de
(99) surge de (23) y (24) para F± = Q±:

Uγ
υ(e

o
i ej) =





∑
k Q−(eo

kej, e
o
i ek) =

∑
k ε(eke

o
i ekej) υ = 1, γ = +1∑

k Q+(eo
i ek, e

o
kej) =

∑
k ε(eke

o
kejei) υ = 2, γ = +1∑

k Q+(eo
kej, e

o
i ek) =

∑
k ε(eje

o
i ekek) υ = 1, γ = −1∑

k Q−(eo
i ek, e

o
kej) =

∑
k ε(eie

o
kejek) υ = 2, γ = −1

y, por lo tanto U±1
υ (eo

i ej) = δij. También vemos la otra afirmación de (99),

U+
1 (eo

iae
o
j) =

∑

k,l

Q−(eo
ka2e

o
l , e

o
i eka1e

o
jel) =

∑

k,l

Q−(eo
kele

o
ka2e

o
l e

o
i ej, a1) =

∑

k

Q−(eo
keia2e

o
i ej, a1)

por (22). Y

U+
1 (eiaej) =

∑

k,l

Q−(eo
keia2e

o
l ej, eka1el) =

∑

k,l

Q−(eo
keia2e

o
l ej, a1) =

Q−(eia2ej, a1).

Análogamente probamos

U−1
1 (eia) = U−1

1 (eo
ia) y U1(eia) = U1(eia1)U1(a2)U1(a3) = U1(e

o
ia).

Las otras relaciones de (97)-(99) se prueban de manera similar. Usando (98)− para
υ = 1 dos veces, obtenemos

(U1U
−1
2 )(a) = R−(a1, a3)U1(a2) = (U−1

2 U1)(a),

en efecto,
= U1(a1)(U1U

−1
2 )(a)U−1

2 (a1)U1(a1)Q
−(a2, a3) =

(U1 ⊗ id)Q−(a1, a2) = R−(U1 ⊗ id)(a1, a2) = R−(a1, a3)U1(a2),

ya que

(U1 ⊗ id)Q− = (U1 ⊗ id)(U−1
1 )R−(U1 ⊗ id) = (id⊗ id)R−(U1 ⊗ id)

por (98)−. Análogamente,

U−1
2 U1(a) = U−1

2 (a1)U1(a2) = Q−(a1, a2)U1(a3) = Q−(id⊗ U1)(a1, a2) =

(id⊗ U1)R
−(id⊗ U−1

1 )(id⊗ U1)(a1, a2) = (id⊗ U1)R
−(a1, a2) = U1(a2)R

−(a1, a3).

Y de esta igualdad se desprende (100), ya que

U1U2 = U2U
−1
2 U1U2 = U2U2U

−1
2 U2 = U2U1.

De (98), inmediatamente vemos que

(
R−R−21(U⊗ U)

)
(a, b) = R−(a1, b1)R

−(b2, a2)U(b3)U(a3) =
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R−(a1, b1)
(
R−(U⊗ U)

)
(b2, a2) = R−(a1, b1)

(
(U⊗ U)R−

)
(b2, a2) =

(
R−(U⊗ U)

)
(a1, b1)R

−(b2, a2) =
(
(U⊗ U)R−

)
(a,b1)R

−(b2, a2) =
(
(U⊗ U)R−R−21

)
(a, b),

ya que de alĺı resulta
(U⊗ U)R− = R−(U⊗ U).

Lema 2.52. En Hc(H) tenemos las fórmulas

Συ(a2)σ(a1) =
∑

k

ε(eka)ek, σ(a2)Συ(a1) =
∑

k

ε(aek)e
o
k (103)

para cada υ = 1, 2 y a ∈ H.

Demostración. Tenemos

Σ1(a2)σ(a1) = U1(a2)a3U
−1
1 (a4)σ(a1) = Q−(a3, a2)a4σ(a1)U

−1
1 (a5),

que, por (94) es

Q−(a4, a1)σ(a2)a3U
−1
1 (a5) =

∑

k

Q−(a3, a1)ε(a2ek)ekU
−1
1 (a4) =

∑

k

Q−(a2e
o
k, a1)U

−1
1 (a3)ek =

∑

k

U1(e
o
ka1)U

−1
1 (a2)ek =

∑

k

ε(eka)ek,

donde estas últimas igualdades se siguen de (22) y (15) y de (15) y (8), respectiva-
mente. La prueba de la otra fórmula es similar.

Por el lema superior, el mapa de álgebras f+ : H → Hc(H)op; a 7→ σ(a)
tiene a a 7→ Συ(a) como ant́ıpoda. De donde, por el Teorema 2.42, existe el anti-
endomorfismo de álgebras S en Hc(H) que env́ıa aσ(b) a Σ1(b)σ(a) = Σ2(b)σ(a):

H
ι //

f+ $$IIIIIIIIII Hc(H)

Sxxrrrrrrrrrr

(Hc(H))op

Aśı,
S(aσ(b)) = f+(a) ◦ f−(b) = f−(b)f+(a) = Σ1(b)σ(a),

donde ◦ es el producto en (Hc(H))op. Usando (90), (15) y (103) obtenemos

S(a1σ(b2))a2σ(b1) = Σ1(b2)σ(a1)a2σ(b1) =

∑

k

ε(aek)Σ1(b2)σ(b1e
o
k)
∑

k

ε(aek)
∑

l

ε(elbek)el =

∑

k,l

ε(aek)ε(elbek)el =
∑

l

ε(aσ(b)el)el.

La verificación de las otras igualdades en la definición de la ant́ıpoda S es inmediata.
Por lo tanto S da una ant́ıpoda de Hc(H). Aśı, completamos la prueba del Teorema
2.42.
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Proposición 2.53. Dada H una V-álgebra facial CCQT de dimensión finita, los
funcionales de Drinfeld satisfacen:

m∗(U) = R−R−21(U⊗ U) = (U⊗ U)R−R−21, (104)

m∗(U−1) = R+
21R

+(U⊗ U)−1 = (U⊗ U)−1R+
21R

+, (105)

donde U es U1 o U−1
2 .

Demostración. En (104), para U = U1,

R−R−21(U⊗U)(a, b)R−(a1, b1)R
−(b2, a2)U(b3)U(a3) = R−(a1, b1)R

−(U⊗U)(b2, a2) =

R−(a1, b1)(U⊗ U)R−(b2, a2) = R−(U⊗ U)(a1, b1)R
−(b2, a2) =

(U⊗ U)R−(a1, b1)R
−(b2, a2) = (U⊗ U)R−R−21(a, b).

Veamos ahora que m∗(U) = (U⊗U)R−R−21. Basta probar que m∗(U)R21R = U⊗U,
ya que si esto ocurre,

(U⊗ U)R−R−21(a, b) = m∗(U)R21RR−R−21(a, b) =

m∗(U)(a1, b1)R(b2, a2)ε(b3a3)R
−(b4, a4) = m∗(U)(a1, b1)ε(a2b2RR−(b3a3)) =

m∗(U)(a1, b1)ε(a2b2ε(a3b3)) = m∗(U)(a1, b1)ε(a2, b2) = m∗(U)(a, b).

Notemos que basta probar el caso en que H es una V-álgebra facial de Hopf CQT,
ya que tenemos, por el Teorema 2.25, que por ser H cerradiza, existe una V-álgebra
facial de Hopf CQT K y un mapa f : H → K de V-álgebras faciales CQT. En este
caso, RH = (f ⊗ f)∗(RK) y UH = f ∗(UK), por la Definición 2.20 y la Proposición
33. Por lo tanto, si probamos, por ejemplo, la primera igualdad de (104) para K,
obtenemos la misma conclusión para H, pues

m∗(UH)RH,21RH = (f ⊗ f)∗(m∗(UK)RK,21RK) =

(f ⊗ f)∗(UK⊗ UK) = UH⊗ UH.

Ahora, si escribimos, teniendo en cuenta que H es de dimensión finita, R+ = R =∑
i αi ⊗ βi ∈ Ho ⊗ Ho, con

∑
i αi(a)βi(b) = R(a, b), tenemos U =

∑
i S
∗(βi) ∗ αi ya

que ∑

i

βi(S(a1))αi(a2) = R(a2, S(a1)) = (id⊗ S)∗(R)(a2, a1)

y podemos ver que (id⊗ S)∗(R) = Q−, en efecto

(id⊗ S)∗(R)R(a, b) = R(a1, S(b1))R(a2, b2) = R(a, b2S(b1)) =

R−op(a, S(b1) ◦ b2) = R−op(a,E
+(b)) =

∑

k

R−op(a, ε(b ◦ ek)ek) =

∑

k

ε(ekb)R
−
op(a, ek)

∑

k

ε(ekb)ε(eka) = F+(a, b).

Aśı, tenemos

m∗(U)(a, b) = m∗

(
∑

i

S∗(βi) ∗ αi

)
(a, b) =

∑

i

βi(S(a1b1))αi(a2b2) =
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∑

i

βi(S(b1)S(a1))αi(a2b2) =
∑

i

[(S ⊗ S)∗(mop)∗βi] ∗m∗(αi)(a, b).

Es claro que R cumple que (mop)∗(f) = Rm∗(f)R−, entonces tenemos que

m∗(αi)R21R = R21Rm
∗(αi).

Aśı,

m∗(U)R21R =
∑

i

[(S ⊗ S)∗(mop)∗(βi)]R21Rm
∗(αi).

Hacemos ahora de Ho ⊗Ho un módulo a derecha sobre Ho ⊗Ho ⊗Ho ⊗Ho tomando

(f1 ⊗ f2) · (g1 ⊗ g2 ⊗ g3 ⊗ g4) = S∗(g3)f2g1 ⊗ S∗(g4)f2g2.

Es trivial verificar que esto está bien definido y tenemos entonces

m∗(U)R21R = R21 · [R12(m
∗ ⊗ (mop)∗)(R)].

En efecto, si m∗(αi) = α1
i ⊗α2

i y lo mismo para βi, donde estas expresiones denotan
sumas de elementos en Ho ⊗ Ho, tenemos que

R21 · [
∑

i,j

αjα
1
i ⊗ βjα

2
i ⊗ β2

i ⊗ β1
i ] =

∑

i,j,k

S∗(β2
i )βkα

1
i ⊗ S∗(β1

i )αkαjα
2
i =

∑

i

(S ⊗ S)∗(mop)∗(βi)R21Rm
∗(αi).

Ahora, por (17)-(20),

(m⊗mop)∗(R)(a, b, c, d) = R(ab, dc))R(a1b1, c)R(a2b2, d) =

R(a1, c1)R(b1, c2)R(a2, d1)R(b2, d2) = R13R23R14R24(a, b, c, d).

Y por la relación (27),

R12(m⊗mop)∗(R) = R12R13R23R14R24 = R23R13R12R14R24.

Además, usando el hecho de que S es inversible, que será probado en la proposición
siguiente y, en un contexto más general, en la Proposición 3.27,

R21 ·R23 =
∑

i,j

(βi ⊗ αi)(1⊗ αj ⊗ βj ⊗ 1) =
∑

i,j

S∗(βj)βi ⊗ αiαj =

(S ⊗ id)∗(
∑

i,j

(S−1)∗(βi)βj ⊗ αiαj) = (S ⊗ id)∗(
∑

i

(S−1)∗(βi)⊗ αi)(
∑

j

βj ⊗ αj) =

(S ⊗ id)∗(id⊗ (S−1)∗)(R21)R21 = (S ⊗ id)∗(R−21R21) = 1.

Deducimos que (id ⊗ S−1)∗(R21) = R−21 del hecho de que (Hop,R±21, S
−1) es una

V-álgebra facial de Hopf CQT. Ahora,

R21 · (R23R13) = id ·R13 =
∑

i

S∗(βi)αi ⊗ 1 = U⊗ 1

y

R21 · (R23R13R12R24) = (U⊗ 1) · (R12R24) =
∑

i,j

Uαiαj ⊗ S∗(βj)βi = U⊗ 1,
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nuevamente, porque
∑

i,j S
∗(βj)βi ⊗ αiαj = 1. Finalmente,

(U⊗ 1) ·R24 =
∑

i

(U⊗ 1)(1⊗ αi ⊗ 1⊗ βi) =
∑

i

U⊗ S∗(βi)αi = U⊗ U.

De manera análoga se siguen las otras igualdades y (105).

El siguiente resultado no nos va a ser necesario, y por lo tanto damos una versión
parcial de su prueba.

Proposición 2.54. Para cada V-álgebra facial de Hopf CQT H, tenemos S∗(U±1
1 ) =

U±1
2 , S∗(U±1

2 ) = U±1
1 y UυXU−1

υ = (S2)∗(X) (X ∈ H∗). En particular, S es biyectiva
y U1U

−1
2 es un elemento central en H∗.

Demostración. Sabemos que si R+ =
∑

i αi ⊗ βi, entonces U1 =
∑

i S
∗(βi) ∗ αi.

Ahora,

S∗(U1)(a)
∑

i

S∗(βi)αi(S(a)) =
∑

i

S∗(βi)(S(a)1)αi(S(a)2) =

∑

i

S∗(βi)(S(a2))αi(S(a1)) =
∑

i

βi(S
2(a2))αi(S(a1)) = R+(S(a1), S

2(a2)) =

(S ⊗ S)∗(R+)(a1, S(a2)) = R+(a1, S(a2)) = (id⊗ S)∗(R+)(a1, a2) =

Q−(a1, a2) = U−1
2 (a).

Aśı, S∗(U1) = U−1
2 y las otras igualdades se prueban tras consideraciones simi-

lares (cf. [7] Proposiciones 2.1 y 2.2). Aśı, S = U∓1
1 U∓1

2 es biyectiva. Esto también
será probado más adelante, en un contexto más general. Finalmente, vemos que
U1U

−1
2 es central:

XU1U
−1
2 = U−1

2 U2(XU1)U
−1
2 = (U−1

2 )(S2)∗(XU1) = U−1
2 S∗[(S∗(U1))(S

∗(X))] =

U−1
2 S∗[U−1

2 (S∗(X))]U−1
2 S∗(s∗(X))(S∗(U−1

2 )) = U−1
2 (S2)∗(X)U1

mientras que también

U1U
−1
2 X = U1(U

−1
2 X)U−1

1 U1 = (S2)∗(U−1
2 X)U1 = S∗((S∗(X)(S∗(U−1

2 ))))U1 =

S∗(S∗(X)U1)U1 = (S∗(U1))(S
2)∗(X)U1 = U−1

2 (S2)∗(X)U1.

Definición 2.55. Para cada V-álgebra facial de Hopf CQT H y υ = 1, 2, definimos
el automorfismo de coálgebras Συ de H v́ıa

Συ(a) = Uυ(a1)a2U
−1
υ (a3) (a ∈ H). (106)

Lema 2.56. Συ es un automorfismo de H como V-álgebra facial.

Demostración. Para U = U1, usando (104), (105)

Σ1(ab) = U(a1b1)a2b2U
−1
1 (a3b3) =

(U⊗ U)R−R−21(a1, b1)a2b2R
+
21R

+(U⊗ U)−1(a3, b3) =

53



U(a1)U(b1)R
−(a2, b2)R

−(b3, a3)a4b4R
+(b5, a5)R

+(a6, b6)U
−1(a7)U

−1(b7) =

U(a1)U(b1)R
−(a2, b2)b3a3R

−(b4, a4)R
+(a5, b5)R

+(a6, b6)U
−1(a7)U

−1(b7)

por (30) para R−. Esto es igual a

U(a1)U(b1)a2b2R
−(a3, b3)ε(b4a4)R

+(a5, b5)U
−1(a7)U

−1(b7) =

∑

k

U(a1)U(b1)a2b2R
−(a3, b3)ε(b4ek)ε(eka4)R

+(a5, b5)U
−1(a6)U

−1(b6) =

∑

k

U(a1)U(b1)a2b2R
−(eka3, b3ek)R

+(a4, b4)U
−1(a5)U

−1(b5) =

∑

k

U(a1)U(b1)a2b2R
−(a3, b3ek)R

+(a4, b4)U
−1(a5)U

−1(b5) =

por (22). Y esto es

U(a1)U(b1)a2b2ε(a3b3)U
−1(a4)U

−1(b4) =

∑

k

U(a1)U(b1)a2b2ε(a3ek)ε(ekb3)U
−1(a4)U

−1(b4) =

∑

k

U(a1)U(b1)a2ekekb2U
−1(a4)U

−1(b4) =

U1(a1)U1(b1)a2b2U
−1
1 (a3)U

−
1 (b3) = Σ1(b)Σ1(b).

Para U2 es similar.

2.7. La localización H[G−1]

Definición 2.57. Sea g un elemento de una V-álgebra facial H. Decimos que g es
group-like si las siguientes relaciones son satisfechas:

∆(g) =
∑

k

gek ⊗ geo
k, ε(geo

i ej) = δij, (107)

geo
i ej = eo

i ejg (i, j ∈ V). (108)

Denotamos por GLE(H) al semigrupo de todos los elementos group-like de H.

Observación 2.58. Notemos que esta definición coincide con la usual cuando H es
una biálgebra (i. e. #(V) = 1). Además, notemos que, dado F± un s-pareo bilineal,
tenemos que

F+(x1, g)F
−(x2, g) = ε(xg).

Si bien la igualdad que surge de la definición del s-pareo bilineal F± es

F+(x1, g1)F
−(x2, g2) = ε(xg),

tenemos, por (21)-(22) que

F+(x1, g1)F
−(x2, g2) =

∑

k

F+(x1, gek)F
−(x2, ge

o
k) =

∑

k

F+(x1, ekg)F
−(x2, e

o
kg) =

∑

k

F+(x1ek, g)F
−(x2e

o
k, g) = F+(x1, g)F

−(x2, g).
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En esta sección, introducimos una localización de V-álgebras faciales con respecto
a sus elementos group-like, y discutimos la relación entre la localización y la clausura
de Hopf.

Definición 2.59. Para una V-álgebra facial CQT, definimos

J±g (a) = R±(a1, g)a2R
∓(a3, g), (109)

eg,h =
∑

k,l

R−(hek, g)R
+(hel, g)e

o
kel (110)

para cada a ∈ H y g, h ∈ GLE(H). Sea G un subsemigrupo de GLE(H). Para
(a, g), (b, h) ∈ H×G definimos (a, g) ∼G (b, h) si existen c, d ∈ H tales que ac = bd y
gc = hd ∈ G. Entonces ∼G define una relación de equivalencia en H×G. Para cada
a ∈ H, g ∈ G, denotamos por a/g la clase de equivalencia que contiene a (a, g).

Teorema 2.60. Sea H una V-álgebra facial CQT y G un subsemigrupo de GLE(H).
Sea ∼G como antes. Entonces H[G−1] := (H×G)/ ∼G resulta una V-álgebra facial
CQT tomando eH[G−1],i = ei/1, e

o
H[G−1],i = eo

i/1, y

a/g + b/h = (aheg,h + bg)/(hg), (a/g)(b/h) = aJ−g (b)/(hg), (111)

∆(a/g)a1/g ⊗ a2/g, ε(a/g)ε(a), (112)

R+(a/g, b/h) =
∑

k

R−(a1, h)R
+(a2, b1)R

−(gek, b2)R
+(geo

k, h) (113)

para cada i ∈ V, a, b ∈ H y g, h ∈ G. Si H es cerradiza, también lo es H[G−1]. La
correspondencia a 7→ a/1 da un mapa ιG : H→ H[G−1] de V-álgebras faciales CQT
y tenemos que Ker(ιG)= {a ∈ H /∃ g ∈ G : ga = 0}.

Probamos este teorema en la sección siguiente. Es fácil verificar que H[G−1] tiene
la siguiente propiedad universal.

Teorema 2.61. Sean H y G como en el teorema anterior. Sea f : H → K un
morfismo de álgebras (resp. V-álgebras faciales, V-álgebras faciales CQT). Si f(g)
es inversible para cada g ∈ G, entonces existe un único morfismo fG : H[G−1] → K

de álgebras (resp. V-álgebras faciales, V-álgebras faciales CQT) tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

H
ιG //

f ��=
==

==
==

=
H[G−1]

fG{{xx
xx

xx
xx

x

K

Demostración. Definimos
fG(a/g) = f(a)f(g)−1

y aśı obtenemos que fG ◦ ιG = fG(a/1) = f(a) y por lo tanto el diagrama conmuta.
Más abajo veremos que fG satisface las propiedades requeridas. Veamos ahora la
unicidad. Supongamos para ello que tenemos h : H[G−1] → K con h ◦ ιG = f , esto
es h(a/1) = f(a). Ahora, notemos que

a/g = a/1 · 1/g,
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en efecto, a/1 · 1/g = aJ−1 (1)/g y

J−1 (1) =
∑

k,l

R−(el, 1)eo
kelR

+(eo
l , 1) =

∑

k,l

ε(el)e
o
kelε(el) =

∑

k,l

eo
kel = 1.

Aśı, h(a/g) = h(a/1 · 1/g) = f(a)h(1/g), y h(1/g)f(g)h(g/g) = h(1) = 1 y entonces
h(1/g) = f(g)−1, i.e. h = fG. La definición de fG no depende del representante a/g
que tomemos de la clase de equivalencia de (a, g), de hecho, si (a, g) ∼G (b, h),

f(a) = fG ◦ ιG(a) = fG ◦ ιG(b) = f(b)

porque a/1 ∼G b/1 y análogamente f(g) = f(h). Además tenemos

fG(ei)fG(ei/1) = fGιG(ei)f(ei) = ei, y fG(eo
i ) = eo

i .

Vemos que también fG es de coálgebras,

∆(fg(a/g)) = ∆(f(a))∆(f(g)−1) =
∑

k

f(a1)f(g−1)ek ⊗ f(a2)f(g)−1eo
k =

∑

k

fG(a1/g · ek/1)⊗ fG(a2/g · eo
k/1) = (fg ⊗ fg)∆(a/g · 1) = (fg ⊗ fg)∆(a/g),

y

ε(fG(a/g))ε(f(a)f(g)−1) =
∑

k

ε(f(a)ek)ε(ekf(g)−1) =

∑

k

f(a)ek = ε(f(a)) = ε(a) = ε(a/g).

Donde usamos el hecho de que si g es group-like, ε(gei) = 1 y, si además es inversible,
g−1 es group-like.

ε(gei) =
∑

j

ε(geie
o
j) =

∑

j

δi,j = 1.

con respecto a la segunda afirmación, ∆(g−1) = (g−1)1 ⊗ (g−1)2 y

∑

k

ek⊗eo
k = ∆(1) = ∆(g−1g) =

∑

k

(g−1)1gek⊗(g−1)2ge
o
k =

∑

k

(g−1)1ekg⊗(g−1)2e
o
kg,

multiplicando por g−1 ⊗ g−1, tenemos

∑

k

ekg
−1 ⊗ eo

kg
−1 =

∑

k

(g−1)1ek ⊗ (g−1)2e
o
k = ∆(g−1 · 1) = ∆(g−1).

Por lo tanto, fG es de V-álgebras faciales. Veamos que también preserva la estructura
coquasitriangular, i.e., que

(fG ⊗ fG)∗(R+)K = R+
H[G−1].

Por (17) y (18),

(fG ⊗ fG)∗(R+)K(a/g, b/h) = R+(f(a)f(g−1), f(b)f(h)−1) =

∑

k,l

R+(f(a1), f(h)−1ek)R
+(f(a2), f(b1))R

+(f(g)−1eo
l , f(h)−1eo

k)R
+(f(g)−1el, f(b2)) =
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∑

k

R+(f(a1ek), f(h)−1)R+(f(a2), f(b1))R
+(f(g)−1, f(h)−1eo

k)R
+(f(g)−1, f(ekb2)),

(114)
por la propiedad conmutativa de los elementos group-like con respecto a los idem-
potentes faciales y (21). Buscamos entonces que (114) sea igual a

∑

k

R−(a1, h)R
+(a2, b1)R

−(gek, b2)R
+(geo

k, h),

ya que esta es la definición de R+
H[G−1](a/g, b/h). Ahora, si Z : f(G)→ K está defini-

da por f(g) 7→ f(g)−1, se cumple, como en (32), ya que si existe una ant́ıpoda S se
cumple S(g) = g−1, como veremos más abajo, que

((Z ⊗ id)∗(R+))|f(G)⊗K = R− y ((id⊗Z)∗(R−))|K⊗f(G) = R+.

En lo que sigue, al utilizar Z estamos haciendo un abuso de notación, ya que este
mapa no es lineal. Entonces, (114) es igual a

∑

k,l

[(id⊗Z)∗(f ⊗ f)∗(R+)](a1, ek)[(f ⊗ f)∗(R+)](a2, b1)×

×[(Z ⊗ id)∗(R+)](f(g), elf(h)−1eo
k)[(Z ⊗ id)∗(R+)](f(g), f(elb2)) =

∑

k,l

R−(a1ek, h)R
+(a2, b1)(id⊗Z)∗(R−)(f(g)eo

kel, f(h))(f ⊗ f)∗(R−(g, elb2)),

donde para esta igualdad definimos (id⊗Z)∗(R+) := (id⊗Z)∗((f ⊗ f)∗(R+)). Eso
es igual a

∑

k,l

R−(a1ek, h)R
+(a2, b1)R

+(f(geo
kel)f(h))R−(g, elb2) =

∑

k,l

R−(a1ek, h)R
+(a2, b1)R

+(geo
kel, h)R

−(gel, b2) =

∑

k,l

R−(a1, hek)R
+(a2, b1)R

+(gel, he
o
k)R

−(gel, b2) =

∑

k

R−(a1ek, h)R
+(a2, b1)R

−(gek, b2)R
+(geo

k, h).

Esto es igual, usando que a1ek = a1ε(a2ek), a
∑

k

R−(a1, h)R
+(a2e

o
k, b1)R

−(gek, b2)R
+(geo

k, h) =

∑

k

R−(a1, h)R
+(a2, b1ek)R

−(gek, b2)R
+(geo

k, h) =

∑

k

R−(a1, h)R
+(a2, b1)ε(b2ek)R

−(gek, b3)R
+(geo

k, h) =

∑

k

R−(a1, h)R
+(a2, b1)R

−(gek, b2e
o
k)R

+(geo
k, h) =

∑

k

R−(a1, h)R
+(a2, b1)R

−(gek, b2)R
+(geo

k, h),

que es lo que queŕıamos obtener.
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Cada elemento group-like g de una V-álgebra facial de Hopf satisface S(g) = g−1,
ya que

(S ⊗ id)∆(g) =
∑

k

ε(gek)ek =
∑

k

ek = 1,

y el término de la izquierda es también igual a

∑

k

S(gek)ge
o
k =

∑

k

S(ekg)ge
o
k =

∑

k

S(g)eo
kge

o
k =

∑

k

S(g)geo
k = S(g)g.

De donde, como consecuencia inmediata de la propiedad universal de Hc(H) y
H[G−1], obtenemos lo siguiente.

Teorema 2.62. Sea H un V-álgebra facial CCQT y G un subsemigrupo de GLE(H).
Entonces existe un mapa H[G−1] → Hc(H) de V-álgebras faciales CQT, que env́ıa
a/g a ι(a)ι(g)−1) (a ∈ H, g ∈ G). Si H[G−1] tiene una ant́ıpoda, entonces

Hc(H) ∼= H[G−1]. (115)

Demostración. Tenemos

H
ιG //

ι
""EE

EE
EE

EE
E H[G−1]

fyyttttttttt

Hc(H)

con f dado por f(a/g) = ι(a)ι(g)−1, donde notamos que ι(g) es inversible porque
Hc es una V-álgebra facial de Hopf e ι(g) es group-like por serlo g. También tenemos

H
ι //

ιG ""EE
EE

EE
EE

E Hc(H)

α
yyttttttttt

H[G−1]

Donde la existencia de α se desprende del hecho de que ιG tiene ant́ıpoda por existir
una, S, en Hc(H), por el Lema 1, y está dada por ι−G(b) = S ◦ ιG(b). Entonces, α
queda definida por

α(aσ(b)) = ιG(a)(S ◦ ιG)(b).

Ahora,

H
ι //

ιG

""EE
EE

EE
EE

E

ι

""

Hc(H)

α

yyttttttttt

id

zz

H[G−1]

f

��
Hc(H)

y por lo tanto f ◦ α = idHc(H). Similarmente, α ◦ f = idH[G−1], de donde obtenemos
el teorema.

Sea H una biálgebra conmutativa. Tomamos a H como una biálgebra CCQT con
R± = Q± = 1. En [31], Takeuchi muestra que H[G−1] es un álgebra de Hopf para
un G suficientemente grande. De donde, por ejemplo, tenemos lo siguiente.
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Corolario 2.63. Para una biálgebra conmutativa H, tenemos que

Hc(H) ∼= H[GLE(H)−1].

Más ejemplos en donde vale la conclusión del corolario pueden encontrarse en
[10], [1], [2], [11], [33].

2.8. Prueba del Teorema 2.60

Aqúı daremos algunas relaciones entre los elementos group-like y los s-pareos
inversibles y construiremos H[G−1] para álgebras faciales H. Finalmente, usaremos
estas y otras observaciones para la prueba del Teorema 2.60.

Proposición 2.64. Sean H y K V-álgebras faciales y F+ un s-pareo inversible en
(H,K) con inversa generalizada F−.

(i) Para cada g ∈ GLE(H), tenemos F±L(g)−1 = F∓L(g) en el álgebra K∗.

(ii) Si g es inversible, entonces F∓L(g−1) = F∓L(g).

(iii) Para x ∈ K, e i, j ∈ V, tenemos F±(g, eixej) = F±(g, eo
ixe

o
j).

Demostración. Notemos que, en este caso,

E+(g, x) =
∑

k

ε(gek)ε(ekx) =
∑

k

ε(ekx) = ε(x),

E−(g, x) =
∑

k

ε(ekg)ε(xek) =
∑

k

ε(xek) = ε(x).

Usando (13) y (21)-(22), obtenemos

(F+F−)(g, x) = F+(g1, x1)F
−(g2, x2) =

∑

k

F+(gek, x1)F
−(geko, x2) =

∑

k

F+(g, ekx1)F
−(g, eo

kx2) = F+
L(g)F−L(g)(1 · x) =

F+
L(g)F−L(g)(x) = F+

l (g, x1)F
−
L(g, x2).

Esto, junto con cuentas similares para las otras desigualdades, prueba la parte (i).
El inciso (ii) se sigue del Lema 2.16 y la parte (i), utilizando Z como en la prueba
del Teorema 2.61

(F+
L(g−1)F+

L(g))(x) = F+(g−1, x1)F
+(g, x2) =

(Z ⊗ id)∗F+F+(g, x) = (F−F−)(g, x) = E+(g, x).

La parte (iii) surge de (21)-(22) y (108),

F+(g, eixej) = F+(geo
jei, x) = F+(eo

jeig, x) = F+(g, eo
ixe

o
j).

Y aśı obtenemos inmediatamente el siguiente corolario.

59



Corolario 2.65. Para un elemento group-like de una V álgebra facial H CQT ten-
emos R∓L(g) = R±L(g)−1, y R∓R(g) = R±R(g)−1. Si, además, H es cerradiza, entonces

Q±L(g) = R±L(g), Q±R(g) = R±R(g). (116)

Proposición 2.66. Sea H una V-álgebra facial CQT. Para cada g ∈ GLE(H),
Jg = J+

g en (109) da un automorfismo de H como V-álgebra facial CQT, cuya
inversa es J−g . La correspondencia g 7→ Jg es un morfismo de semigrupos de GLE(H)
a Aut(H).

Demostración. Vemos que

J+
g (ab) = R+(a1b1, g)a2b2R

−(a3b3, g) = R+(a1, g)R
+(b1, g)a2b2R

−(a3, g)R
−(b3, g) =

R+(a1, g)a2R
−(a3, g)R

+(b1, g)b2R
−(b3, g) = J+

g (a)J+
g (b).

Además,

(Jg ⊗ Jg)∆(a) = Jg(a1)⊗ Jg(a2) = R+(a1, g)a2R
−(a3, g)⊗R+(a4, g)a5R

−(a6, g) =

R+(a1, g)a2ε(a3)⊗ a4R
−(a5, g) = R+(a1, g)a2 ⊗ a3R

−(a4, g) = ∆(Jg(a))

y
ε(Jg(a)) = R+(a1, g)ε(a2)R

−(a3, g) = R+(a1, g)R
−(a2, g) = ε(a).

También podemos ver que

(Jg ⊗ Jg)
∗(R+)(a⊗ b) = R+(a1, g)R

+(b1, g)R
+(a2, b2)R

−(a3, g)R
−(b3, g)

que, por (17)-(19), es

R+(b1a1, g)R
+(a2, b2)R

−(a3b3, g) = R+(b1a1R
+(a2, b2), g)R

−(a3b3, g),

ahora, por (30), esto es igual a

R+(a1, b1, )R
+(a2, b2, g)R

−(a3b3, g) = R+(a1, b1)ε(a2b2) =

∑

k

R+(a1, b1)ε(a2ek)ε(ekb2) =
∑

k

R+(aek, ekb) =
∑

k

R+(a, ek, b) = R+(a, b).

Y finalmente,

Jg ◦Jh(a) = Jg(R
+(a1, h)a2R

−(a3, h)) = R+(a1, h)R
+(a2, g)a3R

−(a4, g)R
−(a5, h) =

R+(a1, gh)a3R
−(a4, gh) = Jgh(a).

Con la notación introducida en la Definición 2.59, tenemos lo siguiente.

Proposición 2.67. Sean H un V-álgebra facial CQT. Sean a y g elementos de H y
GLE(H) respectivamente. Entonces,

(i) Tenemos ga = Jg(a)g y ag = gJ−1
g (a).

(ii) Tenemos ga = 0 si y sólo si ag = 0.
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(iii) Para otro elemento group-like h, eg,h es inversible y J±1
g (h) = e∓1

g,hh.

(iv) Para cada subsemigrupo G de GLE(H) y (a, g), (b, h) ∈ H×G, (a, g) ∼G (b, h)
si y sólo existen elementos s, t de GLE(H) tales que as = bt y gs = ht.

Demostración. Sustituyendo b = g en (30) y usando (21) y (13), obtenemos

R+(a1, gek)a2ge
o
k =

∑

k

geka1R
+(a2, ge

o
k) =

∑

k

geka1R
+(eo

ka2, g) = ga1R
+(a2, g).

Ahora,
Jg(a)g = R+(a1, g)a2R

−(a3, g)g.

Multiplicando por

R+(a3, g)
−1R+

R(g)(a3)
−1 = R−R(g)(a3)R

−(a3, g),

tenemos que la igualdad anterior es

R+(a1, g)a2gR
−(a3g) = ga1ε(a2) = ga.

Y aśı vemos la primera fórmula de la parte (i). La otra fórmula se sigue de manera
análoga:

gJ−1
g (a) = gR−(a1, g)a2R

+(a3, g) = R−(a1, g)ga2R
+(a3, g) = R−(a1, g)R

+(a2, g)a3g =

ε(a1g)a2g = ε(a1)a2g = ag.

La parte (iii) se sigue de la Proposición 2.64, ya que tenemos

eg,h =
∑

k,l

R−(hek, g)R
+(hel, g)e

o
kel,

Jg(h) =
∑

k,l

R+(hek, g)he
o
kelR

−(heo
l , g) =

[
∑

k,l

R+
R(g)(hek)R

−
R(g)(heo

l )e
o
kel

]
h =: fh.

Notemos que por la Proposición 2.64, (iii), en este caso

R±R(g)(hek) = R±R(g)(heo
k).

Aśı,

eg,hf =
∑

k,l

∑

i,j

R−R(g)(hek)R
+
R(g)(hel)R

−
R(g)−1(hi)R

−
R(g)−1(hej)e

o
kele

o
i ej =

∑

k,l

R−R(g)(hek)R
−
R(g)−1(hek)R

+
R(g)(hel)R

+
R(g)−1(hel)e

o
kel =

∑

k,l

ε(h)ε(h)eo
kel = 1,
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y aśı Jg(h) = e−1
g,hh. Obtenemos la segunda fórmula de este ı́tem aplicando a ambos

miembros de esta igualdad J−1
g , obteniendo

h = J−1
g (e−1

g,hh) = J−1
g (e−1

g,h)J
−1
g (h).

Ahora, por la primera fórmula,

J−1
g (e−1

g,h)e
−1
g,h = Jg(J

−1
g (e−1

g,h)) = e−1
g,h,

y entonces h = e−1
g,hJ

−1
g (h), i. e., J−1

g (h) = eg,hh. Con respecto a la parte (ii), si
0 = ga = Jg(a)g, entonces

0 = J−1
g (Jg(a)g) = aJ−1

g (g) = ag.

Finalmente, si (a, g) ∼G (b, h), sean c, d ∈ H tales que ac = bd y gc = hd ∈ G.
Entonces

cg = gJ−1
g (c) = J−1

g (Jg(g)c) = J−1
g (gc) = J−1

g (Jg(c)g) = J−1
g (g)J−1

g (Jg(c)) = gc.

Sean entonces s = cgh y t = dgh, vemos que

as = acgh = bdgh = bt, gs = gcgh = hdgh = ht,

y s ∈ G, ya que s = cgh = gch y g, ch ∈ G. Análogamente, t ∈ G, de donde
obtenemos (iv).

Esta proposición y la siguiente nos darán las herramientas para realizar la demos-
tración del Teorema 2.60.

Lema 2.68. Los eg,h definidos en (110), cumplen, para h, g, k ∈ G, dado que éste
es un semigrupo, que

1. ehg,k = eh,keg,k.

2. eg,hk = eg,heg,k.

Demostración.
ehg,k =

∑

i,j

R−(kei, hg)R
+(kej, hg)e

o
i ej =

∑

i,j

R−((kei)1, g)R
−((kei)2, h)R

+((kej)1, h)R
+((kej)2, g)e

o
i ej,

por (20) y (18) y por ser k group-like y la propiedad (107). Ahora,

∆(kei) = ∆(k)∆(ei) =
∑

a,b

keaeb ⊗ keo
ae

o
bei =

∑

a

kea ⊗ keo
aei.

Aśı, la cuenta continúa como

∑

i,j,a,b

R−(kea, g)R
−(keo

aei, h)R
+(keb, h)R

+(keo
bej, g)e

o
i ej,

pero, si g, h ∈ G, como tenemos geie
o
j = eie

o
jg y lo mismo para h, por (21),

R+(hei, g)R
+(h, eig)R

+(h, gei) = R+(heo
i , g) =
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R+(eo
ih, g)R

+(h, geo
i ) = R+(h, eo

i g) = R+(eih, g).

Aśı, vale que

R+(hei, g) = R+(heo
i , g) = R+(eih, g) = R+(heo

i , g) (117)

y lo mismo vale para R−, por (22). La cuenta sigue, entonces
∑

i,j

R−(kei, g)R
−(kei, h)R

+(kej, h)R
+(kej, g)e

o
i ej =

∑

i,j

∑

a,b

R−(kei, g)R
+(kej, g)R

−(kea, h)R
+(keb, h)e

o
i e

o
aejeb = eg,keh,k.

Aśı tenemos (i) y, análogamente, probamos (ii),

eg,hk =
∑

i,j

R−(hkei, g)R
+(hkej, g)e

o
i ej =

∑

i,j

R−(heieik, g)R
+(hejejk, g)e

o
i ej =

∑

i,j

R−(hei, g)R
−(eik, g)R

+(hej, g)R
+(ejk, g)e

o
i ej = eg,heg,k,

Ahora vemos la demostración del teorema.

Demostración. Vamos a verlo en varios pasos.

1. Veamos la afirmación correspondiente al Ker(ιG). Si ιG(a) = 0, entonces a/1 =
0, y esto ocurre si y sólo si existe g ∈ G tal que ag = 0.

2. Comenzamos a ver la estructura de V-álgebra facial CQT en H[G−1]. Veamos
primero que las operaciones en (111) están bien definidas y no dependen de
los representantes de las distintas clases de equivalencia. Si a/g, a′/g′ son dos
representantes de una misma clase de equivalencia, para ver que el producto
está bien definido, tenemos que ver que, dado b/h otro elemento de H[G−1],

aJ−g (b)/hg = a′J−g′(b)/(hg
′)

Tenemos que existen c, g ∈ G tal que ac = a′d, gc = g′d. Tenemos entonces
que hgc = hg′d. Necesitamos ver

aJ−g (b)c = a′J−g′(b)d.

Y, en efecto,

aJ−g (b)c = acJ−c J−g (b) = a′dJ−gc(b) = a′dJ−g′d(b) = a′dJ−d J−g′(b) = a′J−( g
′)(b)d.

Para ver que la suma también resulta bien definida, debemos ver que

(ahe−1
hg + bg)c = (a′he−1

hg′ + bg′)d.

Tenemos que

(ahe−1
hg + bg)c = ahe−1

hg c+ bgc = ahce−1
hg + bg′d = ache−1

hc e
−1
hg + bg′d =

a′dh(ehgehc)
−1+bg′d = a′dhe−1

hgc+bg
′d = a′dhe−1

hg′d+bg′d = a′dhe−1
hd e
−1
hg′ +bg

′d =

a′hde−1
hg′ + bg′d = (a′he−1

hg′ + bg′)d.
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3. A continuación vemos que la suma definida en (111) es asociativa. Por un lado,

(a/g + b/h) + c/k = ((ahegh + bg)kehgk + chg)/(khg) =

(aheghkehgk + bgkehgk + chg)/(khg) (118)

y
a/g + (b/h+ c/k) = (akhegkh + (bkehk + ch)g)/(khg) =

(akhegkh + bkehkg + chg)/(khg). (119)

Ahora,
bgkehg,k = bgkeh,keg,k = beh,kgeg,kk =

beh,kgJ
−1
g (k) = beh,kkg,

de donde tenemos la igualdad de los términos centrales del numerador y tam-
bién podemos ver la de los primeros términos, pues

ahkeg,hehg,k = ahkeg,heh,keg,k = ahkeh,keg,kh = aheh,kkeg,kh =

ahJ−1
h (k)eg,kh = akheg,kh.

Veamos que es también conmutativa.

a/g + b/h = (ahegh + bg)/(hg), b/h+ a/g = (bgehg + ah)/(gh)

Tenemos que ver que, entonces,

(ahegh + bg, hg) ∼G (bgehg + ah, gh).

Tomamos para esto c = h, d = eghh y obtenemos

hgc = hgh = gheghh = ghd,

bgc = bgh = bJ−1
g (h)g = bheh,gg = bhgeh,g =

bgJ−1
g (h)eh,g = bgeg,hheh,g = bgeh,gd,

y, finalmente, tenemos

aheghc = aheghh = ahd.

4. Ahora vemos la propiedad de asociatividad del producto en (111), y la unidad.
Vemos que 1/1 · a/g = 1J−1 (a)/g y

J−1 (a) = R−(a, 1)a2R
+(a3, 1) = ε(a1)a2ε(a3) = a.

Por otro lado, a/g · 1/1 = aJ−g (1)/g y

J−g (1) = R−(1(1), g)1(2)R
+(1(3), g) =

∑

k,l

R−(ek, g)e
o
kelR

+(eo
l , g) =

∑

k,l

ε(gek)e
o
kelε(gel) =

∑

k,l

eo
kel = 1.

Tenemos además que

[(a/g)(b/h)](c/k) = aJ−g (b)J−hg(c)/khg,

igual a
(a/g)[(b/h)(c/k)] = aJ−g (bJ−h (c))/khg.
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5. Mostramos ahora la coasociatividad del coproducto y los axiomas correspon-
dientes a la counidad, definidos en (112) Es inmediato de la definición, que

(id⊗ ε)∆(a/g) = (id⊗ ε)(a1/g ⊗ a2/g) = a1/gε(a2/g) = ε(a2)a1/g = a/g,

y

(id⊗∆)∆(a/g) = a1/g ⊗∆(a2/g) = ∆(a1/g)⊗ a2 = (∆⊗ id)∆(a/g)

y las otros axiomas se cumplen de manera análoga.

6. Chequeamos los axiomas (1)-(5) que hacen de H[G−1] una V-álgebra facial.

7. Chequeamos los axiomas (1)-(5) que hacen de H[G−1] una V-álgebra face.
Tenemos que

∆((a/g)(b/h)) = (∆(aJ−g (b)/(hg)) = (aJ−g (b))1/(hg))(aJ
−
g (b))2/(hg)) =

(a1(J
−
g (b))1/(hg))(a2(J

−
g (b))2/(hg)) (120)

∆(J−g (b)) = ∆(R−(b1, g)b2)R
+(b3, g) = R−(b1, g)b2 ⊗ b3R+(b4, g) =

R−(b1, g)b2R
+(b3, g)R

−(b4, g)⊗ b5R+(b6, g) = J−g (b1)⊗ J−g (b2).

Por lo tanto, (120) es igual a

(a1J
−
g (b1)/(hg))⊗(a2J

−
g (b2)/(hg)) = (a1/g)(b1/h)⊗(a2/g)(b2/h) = ∆(a/g)∆(b/h).

Aśı tenemos el axioma (1). Inmediatamente vemos las igualdades del axioma
(2), e.g.

(ei/1)(ej/1) = eiJ
−
1 (ej)/1 = eiej/1 = δi,jei/1.

Para el axioma (3), tenemos ei/1 + ej/1 = (eie11 + ej)/1 = (ei + ej)/1, ya que
e11 = 1. También es inmediato el axioma (4),

∆((eo
i/1)(ej/1)) = ∆((eo

i ej)/1) =
∑

k

((eo
i ek)/1)⊗ ((eo

kej)/1) =

∑

k

((eo
i/1)(ek/1))⊗ ((eo

k/1)(ej/1)).

y
ε((eo

i/1)(ej/1)) = ε((eo
i ej)/1) = ε(eo

i ej) = δi,j.

Ahora, tomamos

ε((a/g)(b/h)) = ε((aJ−g (b))/(hg)) = ε(aJ−g (b)) =
∑

k

ε(aek)ε(e
o
kJ
−
g (b)).

Ahora,

ε(eo
kJ
−
g (b)) = ε(eo

kb2)R
−(b1, g)R

+(b3, g) = R−(b1, g)R
+(eo

kb2, g) =

R−(b1, g)R
+(geo

k) = R−(b1, g)R
+(b2, e

o
kg) = R−(b1, g)R

+(ekb2, g) =

R−(b1, g)R
+(b2, g)ε(ekb3) = ε(b1g)ε(ekb2) = ε(b1)ε(ekb2) = ε(eo

kb).
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Entonces tenemos

ε((a/g)(b/h)) =
∑

k

ε(aek)ε(e
o
kb) = ε(ab).

Mientras que
∑

k

ε((a/g)(ek/1))ε((eo
k/1)(b/h)) =

∑

k

ε(aJ−g (ek))ε(e
o
kJ
−
1 (b)) =

∑

k

ε(aJ−g (ek))ε(e
o
kJ
−
1 (b)) =

∑

k

ε(aek)ε(e
o
kb) = ε(ab),

ya que

J−g (ek) =
∑

i,j

R−(ei, g)e
o
i ejR

+(eo
jek, g) =

∑

i,j

ε(eig)e
o
i ejε(ejgek) =

∑

i

ε(eig)e
o
i ekε(gek) =

∑

i

eo
i ek = ek.

8. Finalmente, vemos que la definición (113) da una trenza en este álgebra, y
aśı obtenemos la estructura de V-álgebra facial CQT. (R+,R−) es un s-pareo
bilineal en (H,H) y por lo tanto, también lo es (R−21,R

+
21). Ahora utilizamos

la Proposición 2.69 a continuación para generar la siguiente cadena de conclu-
siones. ((R−21)G, (R

+
21)G) es un s-pareo bilineal en (H[G−1],H) y entonces

([(R+
21)G]21, [(R

−
21)G]21) lo es en (H,H[G−1]). Y aśı, por la proposición, tenemos

en (H[G−1],H[G−1]) el s-pareo bilineal inversible

(([(R+
21)G]21)G, ([(R

−
21)G]21)G)

que cumple las relaciones (25), (26) por hacerlo R±. Vemos entonces que
además coincide con la definición (113), ya que,

([(R+
21)G]21)G(a/g, b/h) = [(R+

21)G]21(a, b1/h)[(R
−
21)G]21(g, b2/h) =

(R+
21)G(b1/h, a)(R

−
21)G(b2/h, g) = R−21(h, a1)R

+
21(b1, a2)R

−
21(b2, g1)R

+
21(h, g2) =

R−(a1, h)R
+(a2, b1)R

−(g1, b2)R
+(g2, h) =

∑

k

R−(a1, h)R
+(a2, b1)R

−(gek, b2)R
+(geo

k, h).

9. Además, si H es cerradiza, con razonamientos similares al ı́tem anterior, uti-
lizando la Propiedad 2.69, obtenemos formas de Lyubashenko Q±

H[G−1] para

H[G−1].

Proposición 2.69. Sea H una V-álgebra facial CQT y G un subsemigrupo de
GLE(H). Sea K otra V-álgebra facial y F+ un s-pareo inversible en (H,K) con inver-
sa generalizada F−. Entonces existe el s-pareo inversible F+

G en (H[G−1]),K) dado
por

F+
G(a/g, x) = F+(a, x1)F

−(g, x2), (121)

F−G(a/g, x) = F+(g, x1)F
−(a, x2) (122)

para cada a ∈ H, g ∈ G y x ∈ K.
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Demostración. Usando la parte (iv) de la Proposición 2.67 y la parte (i) de la
Proposición 2.64, vemos que (121) y (122) determinan mapas bilineales bien definidos
en (H[G−1]),K), ya que, si a/g a′/g′, entonces, notando que,

F+(a, x1)F
−(g, x2) = F+

L(a)F+
l (g)−1(x)

y, si c, d son como en la definición de la relación de equivalencia ∼G, tenemos

F+
l (a′)F+

L(g′)−1(x) = F+
l (a′)F+

l (c)F+
L(c)−1F+

L(g′)−1(x) =

FL(a′c)F−l (g′c)(x) = F+
l (ac)F−L(gc)(x) = F+

l (a)F+
L(g)−1(x)

Veamos ahora que F±G son efectivamente s-pareos bilineales inversibles. Pero

F+
GF−G(a/b, x) = F+

G(a1/g, x1)F
−
G(a2/g, x2) =

F+(a1, x1)F
−(g, x2)F

+(g, x3)F
−(a2, x4) = F+(a1, x1)E

+(g, x2)F
−(a2, x3) =

F+(a1, x1)ε(x2)F
−(a2, x3) = F+F−(a, x) = E−(a, x) =

∑

k

ε(eka)ε(xek) =

∑

k

ε(ek/1 · a/g)ε(xek)E
−(a/g, x),

ya que
ek/1 · a/g = ekJ

−1
1 (a)/g = (eka)/g.

Además,

F+
G((a/g)(b/h), x) = F+(aJ−g (b)/(hg), x) = F+(aJ−g (b), x1)F

−(hg, x2) =

F+(a, x1)F
+(J−g (b), x2)F

−(g, x3)F
−(h, x4).

Mientras que

F+
G(a/g, x1)F

+
G(b/h, x2) = F+(g, x1)F

−(g, x2)F
+(b, x3)F

−(h, x4).

Veamos entonces que

F+(J−g (b), x2)F
−(g, x3) = F−(g, x2)F

+(b, x3),

o, en general, que

F+(J−g (b), x1)F
−(g, x2) = F−(g, x1)F

+(b, x2).

Sean

H(g, x, b) = F−(g, x1)F
+(b, x2), H−(g, x, b) = F−(b, x1)F

+(g, x2).

Aśı,
H−H(g, x, b) = F−(b1, x1)F

+(g1, x2)F
−(g2, x3)F

+(b2, x4) =

F−(b1, x1)ε(x2)F
+(b2, x2) =

∑

k

ε(bek)ε(ekx).

Por otro lado,

F−(b1, x1)F
+(gJg(b2), x3)F

−(g, x4) = F−(b1, x1)F
+(gJg(b2), x3)F

−(g, x3) =
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F−(b1, x1)F
+(b2g, x2)F

−(g, x3) = F−(b1, x1)F
+(b2, x2)F

+(g, x3)F
−(g, x4) =

∑

k

ε(b1ek)ε(ekx)
∑

l

ε(gek)ε(ekx2) =
∑

k

ε(bek)ε(ekx).

Y aśı, continuando con las otras igualdades que definen a la inversa generalizada,
por la unicidad de la misma, tenemos la igualdad buscada. Ahora también,

F+
G(a/g, xy) = F+(a, x1y1)F

−(g, x2y2) =

F+(a1, y1)F
+(a2, x1)F

−(g1, x2)F
−(g2, y2) = F+(a1, y1)F

+(a2, x)F
−(g, x)F−(g, y2) =

F+
g (a1/g, y)F

+
g (a2/g, x),

y por lo tanto F±G da un s-pareo bilineal inversible en (H[G−1],H).
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3. Biálgebras débiles

3.1. Álgebras separables

Recordaremos a continuación algunas propiedades de las álgebras separables, tal
como aparecen en [8] y [6]. En lo siguiente, R denotará un anillo conmutativo, A
será una R-álgebra y Ae = A ⊗R A

o, con Ao el álgebra opuesta. Sea µ : Ae → A
definido por µ(

∑
ai ⊗ ao

i ) =
∑
aia

o
i .

Observación 3.1. Con estas definiciones, obtenemos

1. A tiene una estructura de Ae-módulo a izquierda dada, por (a⊗ ao) · b = abao,

2. µ resulta un morfismo de Ae-módulos y

3. si J = kerµ, tenemos la sucesión exacta de Ae-módulos

0 −→ J −→ Ae −→ A −→ 0

Proposición 3.2. J es un ideal a izquierda generado por {a⊗ 1− 1⊗ a / a ∈ A}

Demostración. Es claro que 〈a⊗ 1− 1⊗ a〉 ⊂ J . Si c =
∑
ci ⊗ coi ∈ J ,

∑
cic

o
i = 0,

entonces c = −∑i(ci ⊗ 1)(coi ⊗ 1− 1⊗ coi ) ∈ 〈a⊗ 1− 1⊗ a〉.

Proposición 3.3. Son equivalentes:

(i) A es proyectiva como Ae-módulo a izquierda.

(ii) 0 −→ J −→ Ae −→ A −→ 0 se escinde como sucesión de Ae-módulos.

(iii) ∃ e ∈ Ae tal que µ(e) = 1 y Je = 0.

Demostración. La equivalencia entre (i) y (ii) es clara. Ahora, si vale (ii), existe
un mapa ψ : A → Ae con µψ = idA. Definimos e = ψ(1). Entonces µ(e) = 1 y
(a⊗ 1− 1⊗ a)e = (a⊗ 1− 1⊗ a)ψ(1) = ψ(a− a) = 0. Por lo tanto, Je = 0.
Rećıprocamente, si tenemos (iii), definimos ψ : A → Ae, como ψ(a) = (a ⊗ 1)e =
(1⊗ a)e. Aśı definido, ψ resulta un morfismo de Ae-módulos:

ψ ((a⊗ b) · c) = ψ(acb) = (acb⊗ 1)e = (ac⊗ 1)(b⊗ 1)e =

(ac⊗ 1)(1⊗ b)e = (ac⊗ b)e = (a⊗ b)(c⊗ 1)e = (a⊗ b)ψ(c).

Además, µψ(a) = µ ((a⊗ 1)e) = µ(a⊗ 1) = a.

Definición 3.4. Una R-álgebra A se dice separable si cumple una (y por lo tanto
todas) de las condiciones de la proposición anterior.

Observación 3.5. e resulta necesariamente nilpotente:

e2 − e = (e− 1⊗ 1)e ∈ Je = 0.

Definición 3.6. Llamamos a e un nilpotente de separabilidad.

Definición 3.7. Decimos que un idempotente simétrico de separabilidad e = e1 e2
es simétrico si τ(e) = e, donde τ : Ae → Ae denota la trasposición usual.

69



Ejemplos 3.8. 1. Sea Mn(R) el anillo de matrices n × n sobre R. Aśı, Mn(R)
resulta un álgebra separable con idempotente e = ej =

∑
iEij⊗Eji, donde Eij

es la matriz cuyas entradas son todas nulas salvo por un 1 en el lugar (i, j). Si
n es inversible en R, este álgebra tiene también un idempotente simétrico de
separabilidad, dado por

ê =
1

n

∑

i,j

Eij ⊗ Eji.

2. Si G es un grupo finito cuyo orden n es una unidad en R, el álgebra de grupo
R[G] es un álgebra separable con idempotente de separabilidad dado por e =
1
n

∑
σ∈G σ ⊗ σ−1.

Veremos ahora, sin demostración, cuatro resultados que serán útiles en consid-
eraciones posteriores.

Proposición 3.9. 1. Si A es una R-álgebra separable y S es una R-álgebra con-
mutativa cualquiera, entonces A⊗ S es S-separable.

2. A R-álgebra y S R-álgebra conmutativa que contiene a R como sumando di-
recto, entonces A es separable si A⊗S es S-separable. Más aún, si (1⊗S) es
el centro de A⊗ S, R · 1 es el centro de A.

3. S R-álgebra separable conmutativa, A S-álgebra separable. Si A es una R-
algebra separable y S es una R-subálgebra del centro de A, entonces A es
S-separable.

4. Sean A1 una R1-álgebra y A2 una R2-álgebra, con R1 y R2 anillos conmuta-
tivos. Entonces A1 × A2 es un álgebra R1 × R2-separable si y sólo si A1 y A2

son R1-separable y R2-separable respectivamente.

Veremos a continuación la conexión entre la definición que hemos dado de separa-
bilidad y la definición clásica correspondiente al caso en que el anillo de coeficientes
R es un cuerpo.

Definición 3.10. Sea R un cuerpo. Una R-álgebra A es clásicamente separable si
el radical de Jacobson de A⊗R K es 0 para toda extensión K de R.

Observación 3.11. Notar que en particular, con la definición anterior y R = K, A
resulta semisimple.

Proposición 3.12. Si A es una R-álgebra separable proyectiva como R-módulo,
entonces A es finitamente generada como R-módulo.

Demostración. Sea {fi, a
o
i} una base dual de Ao sobre R con ao

i ∈ Ao y fi ∈
HomR(Ao, R) (Ao es proyectiva si A lo es). Esto es, dado a ∈ Ao, a =

∑
fi(a)ai,

donde fi(a) = 0 salvo para finitos ı́ndices i. Si identificamos A⊗RR con A, podemos
considerar a 1A ⊗ fi en HomA(Ae, A) y el conjunto {idA ⊗ fi, 1A ⊗ ai} forma una
base dual para Ae como A-módulo proyectivo a izquierda, esto es, para u ∈ Ae,

u =
∑

i

(idA ⊗ fi)(u) · (1A ⊗ ai).
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Aplicando µ y tomando u = (1A⊗a)e, con e idempotente de separabilidad, tenemos

a = µ ((1A ⊗ a)e) =
∑

i

[(idA ⊗ fi)((1A ⊗ a)e)] · ai. (123)

Como (idA ⊗ fi)((1A ⊗ a)e) = (idA ⊗ fi((a⊗ 1)e)) = (a⊗ 1)((1A ⊗ a)e), el conjunto
de ı́ndices i para los cuales (idA ⊗ fi)((1A ⊗ a)e) 6= 0 en (123) es un subconjunto
del conjunto finito de i para los cuales (idA ⊗ fi)(e) 6= 0, independiente de a. Si
e =

∑
ei ⊗ eo

i , tenemos, en (123),

a =
∑

i,j

ejfi(e
o
ja)ai =

∑

i,j

fi(e
o
ja)ejai.

Por lo tanto, {ejai} genera a Ao (y entonces a A) sobre R.

Corolario 3.13. Si A R-álgebra separable, con R cuerpo, la dimensión de A como
espacio vectorial sobre R es finita.

Proposición 3.14. Sea A una R-álgebra separable. Entonces todo A-módulo R-
proyectivo (con la estructura inducida por la de A, considerando R · 1 ⊂ A) es
A-proyectivo.

Demostración. Sea la sucesión exacta de A-módulos 0 → L → N
η→ M → 0.

M es A proyectivo sii toda sucesión de este tipo se escinde. Supongamos que M
es R-proyectivo. La sucesión entonces se escinde, i. e. existe ψ : M → N mor-
fismo de R-módulos tal que ηψ = idM . Por ser N,M A-módulos a izquierda,
podemos dotar a HomR(M,N) con la estructura de Ae-módulo a izquierda dada
por [(a⊗ ao) · f ] (m) = af(aom), para a, ao ∈ A, f ∈ HomR(M,N),m ∈ M . Us-
amos ahora la separabilidad de A para modificar a ψ de modo tal que resulte ahora
un A-morfismo. Si e es el idempotente de separabilidad de A, definimos ψ′ := e · ψ,
i. e.

ψ′(m) =
∑

i

eiψ(eo
im).

Como η es un A-morfismo y µ(e) = 1,

ηψ′(m) = η

(
∑

i

eiψ(eo
im)

)
=
∑

i

eiηψ(eo
im) =

∑

i

eie
o
im = m.

Más aún, como Je = 0, tenemos (a⊗ 1− 1⊗ a)ψ′ = 0 y entonces

aψ′(m) = (a⊗ 1)ψ′(m) = (1⊗ a)ψ′(m) = ψ′(am).

Por lo tanto la sucesión se A-escinde.

Observación 3.15. Sean M,N ∈ RMR. Entonces podemos dotar a M ⊗R N de la
siguiente estructura de Ae-módulo a izquierda:

(m⊗ n)(a⊗ ao) = ma⊗ aon,

para a, ao ∈ A. Ahora, dada la proyección canónica M ⊗R N
π→ M ⊗A N , existe

una sección η : M ⊗R N →M ⊗A N , tal que πη = idM⊗AN , dada por η(m⊗A n) =
me1 ⊗R e2n. En efecto, vemos que

πη(m⊗ n) = π(me1 ⊗ e2n) = me1e2 ⊗ n = m⊗ n,
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para m ∈M ,n ∈ N . Además, si a ∈ A,

η(ma⊗A n) = mae1 ⊗R e2n = (m⊗R n)(ae1 ⊗ e2) =

(m⊗R n)(e1 ⊗ e2a) = me1 ⊗R e2an = η(m⊗A an).

Corolario 3.16. Una R-álgebra A separable sobre un cuerpo R resulta una R-
álgebra clásicamente separable.

Demostración. Debemos probar que el radical de Jacobson de A ⊗K es cero para
toda extensión K de R. Sabemos, por la Proposición 3.9, (1) que A ⊗ K es K-
separable. Pero todo A⊗K-módulo es K-proyectivo (ya que todo K-módulo es libre)
y se sigue de la proposición que todo A⊗K-módulo es proyectivo. Esto implica que
todo R-módulo M es completamente reducible, esto es, todo submódulo de M es un
sumando directo de éste. Por ser A de dimensión finita y K cuerpo, A⊗K resulta
un anillo noetheriano. Aśı, radical de A⊗K sea 0, por [6], (25.8).

Veremos ahora rećıprocas a los Corolarios 2 y 4, esto es, veremos que si A es de
dimensión finita y clásicamente separable sobre un cuerpo R entonces A es separable.
Sea S la clausura algebraica de R. Si A es clásicamente separable y de dimensión
finita sobre R, A ⊗ S es un anillo noetheriano con radical nulo. Por Wedderburn,
A ⊗ S es una suma finita de álgebras de matrices sobre S (esto último por ser
S algebraicamente cerrado). Ahora, el Ejemplo 1 muestra que cada una de estas
álgebras es S-separable. Por lo tanto, por la Proposición 3.9, (4) A⊗S es separable
sobre S ⊕ S ⊕ . . . ⊕ S (tantas S como componentes simples de A ⊗ S). Además es
fácil ver que S ⊕ . . . ⊕ S es S-separable, con lo que A ⊗ S resulta S separable por
la Proposición 3.9, (3). Se sigue entonces de la parte (2) que A es R separable.
Tenemos aśı el siguiente

Teorema 3.17. Un álgebra A sobre un cuerpo R es separable si y sólo si es clásica-
mente separable sobre R y la dimensión de A sobre R es finita.

Vemos que, en conclusion, el concepto de álgebra separable sobe C equivale al
de álgebra semisimple de dimensión finita.
Además del concepto de separabilidad, vamos a necesitar el de álgebra Frobenius
separable. Damos en consecuencia la siguiente definición.

Definición 3.18. Sea R una k-álgebra.

1. R es Frobenius si existe un sistema de Frobenius (φ, e) para R, el que consiste
en un mapa k-lineal φ : R→ k y un elemento e = e(1) ⊗ e(2) ∈ R⊗R tal que

∀ r ∈ R, r = φ(re(1))e(2) = e(1)φ(e(2)r).

2. Sea (φ, e) un sistema de Frobenius. Decimos que (φ, e) un sistema idempotente
de Frobenius si e es un idempotente de separabilidad para R (si y sólo si
µ(e) = 1).

3. Si existe un sistema idempotente de Frobenius, decimos que R es Frobenius
separable.
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Observación 3.19. Notemos que si R es Frobenius, con sistema (φ, e), e es un
elemento de casimir, esto es, cumple que re1 ⊗ e2 = e1 ⊗ e2r, ya que

re1 ⊗ e2 = e′1φ(e′2re1)⊗ e2 = e′1tφ(e′2re1)e2 = e′1 ⊗ e′2r = e1 ⊗ e2r.

Aśı, un álgebra Frobenius separable es separable.

Ejemplo 3.20. Mn(R) es Frobenius separable. Si consideramos el idempotente de
separabilidad e =

∑
iEij ⊗ Eji, un sistema de Frobenius está dado con

φ(Eij) = δi,j

y, si tomamos el idempotente simétrico de separabilidad ê, tenemos un sistema de
Frobenius simétrico, con

φ̂(Eij) = nδi,j.

3.2. Grupoides cuánticos

Definición 3.21. Un grupoide cuántico o álgebra de Hopf débil sobre un cuerpo
k en el sentido de [21] es un k-espacio vectorial H con las estructuras de álgebra
asociativa (H,m, 1) con multiplicación m : H⊗kH → H y unidad 1 ∈ H y coálgebra
coasociativa (H,∆, ε) con comultiplicación ∆ : H → H ⊗k H y counidad ε : H → k
tales que:

(i) [(i)] La comultiplicación ∆ es un homomorfismo de álgebras que no preserva
necesariamente la unidad tal que

(∆⊗ id)∆(1) = (∆(1)⊗ 1)(1⊗∆(1)) = (id⊗∆(1))(∆(1)⊗ 1) (124)

(ii) [(ii)] La counidad es un mapa k-lineal que satisface la identidad

ε(fgh) = ε(fg1)ε(g2h) = ε(fg2)ε(g1h) (125)

para todo f, g, h ∈ H.

(iii) [(iii)] Existe un mapa lineal S : H → H, llamado ant́ıpoda, tal que, para todo
h ∈ H,

m(id⊗ S)∆(h) = (ε⊗ id)(∆(1)(h⊗ 1)), (126)

m(S ⊗ id)∆(h) = (id⊗ ε)((1⊗ h)∆(1)), (127)

m(m⊗ id)(S ⊗ id⊗ S)(∆⊗ id)∆(h) = S(h). (128)

Si sólo se cumplen las condiciones (i), (ii) decimos que H es una biálgebra débil.

Un grupoide cuántico es un álgebra de Hopf si y sólo si la comultiplicación
preserva la unidad (si y sólo si la counidad es un morfismo de álgebras).

Definición 3.22. Un morfismo entre grupoides cuánticos H1 y H2 es un mapa
α : H1 → H2 que es un morfismo de álgebras y coálgebras que preserva la unidad y
la counidad y que cumple α ◦ S = S ◦ α.

En lo siguiente, H denotará una biálgebra débil, salvo mención en contrario. Aśı,
las propiedades que siguen son válidas para biálgebras débiles y grupoides cuánticos.
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Definición 3.23. Los mapas lineales definidos en (126) y (127) son llamados mapas
counitales target y source y denotados por εt y εs respectivamente:

εt(h) = (ε⊗ id)((∆(1))(h⊗ 1)), εs(h) = (id⊗ ε)((1⊗ h)∆(1)).

Proposición 3.24. Para todo h, g ∈ H, biálgebra débil, tenemos

1. Los mapas counitales son idempotentes en Endk(H):

εt(εt(h)) = εt(h), εs(εs(h)) = εs(h).

2. Las relaciones entre εt, εs y la comultiplicación son las siguientes:

(id⊗ εt)∆(h) = 1(1)h⊗ 1(2), (εs ⊗ id)∆(h)) = 1(1) ⊗ h1(2).

3. Las imágenes de los mapas counitales estás caracterizadas por

h = εt(h) sii ∆(h) = 1(1)h⊗ 1(2), (129)

h = εs(h) sii ∆(h) = 1(1) ⊗ h1(2). (130)

(iv) εt(H) y εs(H) conmutan.

(v) Si H es un grupoide cuántico, se tienen también identidades duales a (ii):

hεt(g) = ε(h1g)h2, εs(h)g = g1ε(hg2). (131)

Demostración. Probamos las identidades referentes al mapa counital target, siendo
las del mapa source similares. Notemos que de la igualdad ∆(h) = ∆(h · 1) =
∆(h)∆(1) tenemos que h1 ⊗ h2 = h11(1) ⊗ h21(2).

1. Usando los axiomas (124) y (125) tenemos

εt(εt(h)) = εt(ε(1(1)h)1(2)) = ε(1(1)h)ε(1
′
(1)1(2))1

′
(2) =

ε(1(1)h)ε(1(2))1(3) = ε(1(1)h)1(2) = εt(h).

2. Tenemos lo siguiente:

h1 ⊗ εt(h2) = h1ε(1(1)h2)⊗ 1(2) = 1′(1)h1ε(1(1)1
′
(2)h2)⊗ 1(2) =

1(1)h1ε(1(2)h2)⊗ 1(3) = 1(1)h⊗ 1(2).

3. Observamos que

∆(εt(h)) = ε(1(1)h)1(2) ⊗ 1(3) = ε(1(1)h)1
′
(1)1(2) ⊗ 1′(2) = 1′(1)εt(h)⊗ 1′(2),

por otro lado, aplicando ε ⊗ id a ambos lados de 1(1)h ⊗ 1(2), obtenemos h =
εt(h).

4. Esto es inmediato a partir de la identidad

1(1) ⊗ 1′(1)1(2) ⊗ 1′(2) = 1(1) ⊗ 1(2)1
′
(1) ⊗ 1′(2).
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5. Usando el axioma de la ant́ıpoda (128),

ε(h1g)h2 = ε(h11(1)g)h21(2) = ε(h11(1)g1ε(1(2)g2))h21(3) =

ε(h11(1)g1)h2ε(1(2)g2)1(3) = ε(h1g1)h2εt(g2) = ε(h1g1)h2g2S(g3) =

hg1S(g2) = hεt(g).

Las imágenes de los mapas counitales

Ht = εt(h) = {h ∈ H/∆(h) = 1(1)h⊗ 1(2)},

Hs = εs(H) = {h ∈ H/∆(h) = 1(1) ⊗ h1(2)}
tienen el rol de bases de H. En la siguiente proposición establecemos algunas de sus
propiedades.

Proposición 3.25. Ht (resp. Hs) es una subálgebra coideal a izquierda (resp. a
derecha) de H. Estas subálgebras conmutan entre śı, más aún,

Ht = {(φ⊗ id)∆(1)/φ ∈ H∗}, Hs = {(id⊗ φ)∆(1)/φ ∈ H∗},

donde H∗ es el dual lineal de H, i. e. Ht (resp. Hs) está generado por los tensorandos
de la derecha (resp. izquierda) de ∆(1) (y por lo tanto tienen la misma dimensión).

Demostración. Ht y Hs son coideales por la Proposición 3.24, (iii) y conmutan
por (iv). Tenemos Ht = ε(1(1)H)1(2) ⊂ {(φ ⊗ id)∆(1)/φ ∈ Ĥ}. Rećıprocamente,

φ(1(1))1(2) = φ(1(1))εt(1(2)) ⊂ Ht. Aśı, Ht = {(φ⊗ id)∆(1)/φ ∈ Ĥ}. Para ver que es
un álgebra notamos que 1 = εt(1) ∈ Ht y, para todo h, g ∈ H, computamos, usando
la Proposición 3.24 (ii) y (v):

εt(h)εt(g) = ε(εt(h)1g)εt(h)2 = ε(1(1)εt(h)g)1(2) = εt(εt(h)g) ∈ Ht.

Similarmente probamos las afirmaciones correspondientes a Hs.

Definición 3.26. Llamamos a Ht (resp. Hs) una subálgebra counital target (resp.
source)

Veremos ahora algunas propiedades de la ant́ıpoda de un grupoide cuántico, que
resultarán similares a aquellas de un álgebra de Hopf de dimensión finita.

Proposición 3.27. Si la dimensión de H es finita, la ant́ıpoda S es única y biyec-
tiva. También es un antimorfismo de álgebras y coálgebras.

Demostración. Sea f ∗ g = m(f ⊗ g)∆ el producto de convolución en Endk(H).
Entonces S ∗ id = εs, id ∗ S = εt y S ∗ id ∗ S = S. Si S ′ es otra ant́ıpoda, entonces

S ′ = S ′ ∗ id ∗ S ′ = S ′ ∗ id ∗ S = S ∗ id ∗ S = S.

Para ver que S es antimorfismo de álgebras, computamos:

S(1) = S(1(1))1(2)S(1(3)) = S(1(1))εt(1(2)) = εt(1) = 1
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y, usando la Proposición 3.24, (iv)

S(hg) = S(h1g1)εt(h2g2) = S(h1g1)εt(h2εt(g2)) = S(h1g1)εt(ε(h2g2)h3) =

S(h1g1)ε(h2g2)h3S(h4) = S(h1g1)h2εt(g2)S(h3).

Ahora,

S(h1g1)h2εt(g2)S(h3) = S(h1g1h2g2)S(g3)S(h3) = εs(h1g1)S(g2)S(h2),

en donde usamos que εt(hg) = εt(hεt(g)). En efecto,

εt(hg) = ε(1(1)hg)1(2) = ε(1(1)h1
′
(2))ε(1

′
(1)g)1(2) = ε(1(1)h2ε(1

′
(1)g2)1

′
(2))1(2) = (132)

ε(1(1)h2εt(g))1(2) = εt(hεt(g)).

Pero

εs(h1g1)S(g2)S(h2) = εs(εs(h1)g1)S(g2)S(h2) = S(εs(h1)1g1)εs(h1)2g2S(g3)S(h2) =

S(1(1)g1)1(2)g2ε(h11(3))S(g3)S(h2) = S(1(1)g1)1
′
(1)1(2)g2ε(h11

′
(2))S(g3)S(h2) =

S(1(1)g1)εs(h1)1(2)g2S(g3)S(h2) = S(g1)h1ε(g2h2)S(g3)S(h3) =

S(g1)εs(h1)εt(g2)S(h2),

aqúı usamos que εs(hg) = εs(εs(h)g), ya que, similarmente a como hicimos antes

εs(hg) = 1(1)ε(hg1(2))1(1)ε(h1
′
(2))ε(1

′
(1)g1(2)) = 1(1)ε(1

′
(1)ε(h1

′
(2))g11(2)) =

1(1)ε(εs(h)g1(2)) = εs(εs(h)g).

Y tenemos finalmente

S(g1)εs(h1)εt(g2)S(h2) = S(g1)εt(g2)εs(h1)S(h2) =

S(g1)g2S(g3)S(h1)h2S(h3) = S(g)S(h),

para todo h, g ∈ H. Dualizando los argumentos anteriores, donde el grupoide cuánti-
co dual se definirá más adelante, mostramos que S es un antimorfismo de coálgebras:

ε(S(h)) = ε(S(h1)h2S(h3)) = ε(S(h1)εt(h2)) = ∆̂(1̂)(S(h1)⊗ εt(h2)) =

m
(
1̂(1)(S(h1))⊗ 1̂(2)(εt(h2))

)
= m

(
(Ŝ(1̂(1)))(h1)⊗ (ε̂t(1̂(2)))(h2)

)
=

m
((
Ŝ(1̂(1))⊗ ε̂t(1̂(2))

)
∆(h)

)
= (Ŝ(1̂(1)) ∗ ε̂t(1̂(2)))(h) =

(ε̂t(1̂))(h) = ε(εt(h)) = ε(h).

Análogamente, podemos ver que

∆(S(h)) = ∆(S(h1)εt(h2)) = ∆(S(h1))(h2S(h4)⊗ εt(h3)) =

∆(εs(h1))(S(h3)⊗ S(h2)) = S(h2)⊗ S(h1).

ya que, en Ĥ, vale

Ŝ(φ ∗ ψ) = Ŝ(φ1 ∗ ψ1) ∗ ε̂t(φ2 ∗ ψ2) = Ŝ(φ1 ∗ ψ1) ∗ φ2 ∗ ˆεt(ψ2) ∗ Ŝ(φ3) =
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ε̂s(φ1 ∗ ψ1) ∗ Ŝ(ψ2) ∗ Ŝ(φ2) = Ŝ(ψ) ∗ Ŝ(ψ).

Y evaluando en h ∈ H vemos que se cumple lo propuesto ya que valen, para toda
φ, ψ ∈ Ĥ,

m(φ⊗ ψ)(∆(S(h))) = m(φ⊗ ψ)(∆(S(h1)εt(h2)) = ∆(S(h1))(h2S(h4)⊗ εt(h3))) =

m(φ⊗ ψ)(∆(εs(h1))(S(h3)⊗ S(h2))) = m(φ⊗ ψ)(S(h2)⊗ S(h1)).

Veamos ahora la biyectividad de S, argumentando como en [22]. Tenemos la cadena

H ⊃ S(H) ⊃ S2(H) ⊃ · · ·

y 1 ∈ Si(H)∀ i ∈ N. Entonces existe n ∈ N tal que Sn+1(H) = Sn(H) ⊂ Sn−1(H),
por ser H de dimensión finita. Veremos que esto implica que Sn(H) = Sn−1(H).
Teniendo en cuenta que S(h) es una subálgebra de Hopf débil, reemplazando H
por Sn−1(H), basta probar la inyectividad (y por lo tanto la biyectividad) bajo la
hipótesis S2(H) = S(H), que implica que ker(S) ∩ S(H) = ∅. En este caso, sea
S̄ = S|S(H). Entonces S̄ : S(H)→ S(H) es biyectiva y

PS = S̄−1 ◦ S : H → S(H)

es un idempotente que satisface PS(xS(y)) = Ps(x)S(y) (PS ◦ S = S). Ahora,
Hs, Ht ⊂ S(H), ya que podemos comprobar que

S ◦ εs = εt ◦ S, εs ◦ S = S ◦ εt (133)

ya que

S(εs(h)) = S(1(1))ε(h1(2)) = S(1(1))ε(S(h1(2))) = S(1(1))ε(S(1(2))S(h)) =

S(1)2ε(S(1)1S(h)) = S(1)εt(S(h)) = εt(S(h)),

para todo h ∈ H, teniendo en cuenta que S es un antimorfismo de coálgebras. La
segunda identidad se prueba de manera análoga. Usando que

x1S(x2)x3 = εt(x1)x2 = ε(1(1)x1)1(2)x2 = x

y que PS(1) = 1, tenemos que

PS(x) = PS(x1S(x2)x3) = PS(x11(1)ε(x21(2))) = PS(x1S(1(2)))ε(x2S(1(1))) =

PS(x1)S(1(2))ε(x2S(1(1))) = PS(x1)εs(x2) = PS(x1)S(x2)x3 =

PS(x1S(x2))x3 = PS(1)x1S(x2)x3 = x.

Entonces ker(PS) = ker (S) = 0. Por lo tanto, S(A) = A y S es biyectiva.

Vemos ahora las relaciones entre la ant́ıpoda y los mapas counitales.

Proposición 3.28. La restricción de S define un antimorfismo entre las álgebras
counitales Ht y Hs

Demostración. Usando los resultados de la Proposición 3.27, tenemos que S mapea
Ht en Hs y viceversa. Como S es biyectiva y dimHt = dimHs por la Proposición
3.25, S|Ht

y S|Hs
son anti-isomorfismos.
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Proposición 3.29. Un morfismo no nulo α : H → K de grupoides cuánticos
preserva las álgebras counitales, i.e. Ht

∼= Kt y Hs
∼= Ks.

Demostración. Vamos a definir una inversa de α|Ht
:= f . Sea g : Kt → Ht dada por

g(k) = ε(f(1(1))k)1(2) ∈ Ht. Entonces tenemos:

g ◦ f(h) = ε(f(1(1))f(h))1(2) = ε(f(1(1)h))1(2) = ε(1(1)h)1(2) = h,

f ◦ g(k) = ε(f(1(1))k)f(1(2)) = ε(1(1)k)1(2) = k.

Aśı, g = f−1 y Ht
∼= Kt

Veamos ahora otra propiedad de las álgebras counitales, según [22].

Proposición 3.30. Las subálgebras counitales de una biálgebra débil H, Ht y Hs,
son Frobenius separables (y por lo tanto separables, por la Observación 3.19) con
sistemas de Frobenius dados por (ε|Ht

, et) y (ε|Hs
, es), respectivamente, donde et =

(εt ⊗ id)∆(1) y es = (id⊗ εs)∆(1).

Demostración. Veamos que Ht es Frobenius separable, siendo la prueba de la otra
afirmación análoga. Es claro que µ(et) = 1, pues

µ(et) = εt(1(1))1(2) = ε(1′(1)1(1))1
′
(2)1(2) = 1.

Por otro lado,

ε(hεt(1(1)))1(2) = ε(hε(1′(1)1(1))1
′
(2))1(2) = ε(1′(1)1(1))ε(h1

′
(2))1(2)

lo que coincide, por el axioma (124) con

ε(h1(1))1(2) = h

pues h ∈ Ht, y aśı vemos que Ht es Frobenius separable. Análogamente vemos
lo propio para Hs. Notamos entonces que Ht (Hs) es un álgebra separable con
idempotente de separabilidad et (es).

Definimos una variante de los mapas counitales εt y εs, para mostrar el anti-
isomorfismo entre las subálgebras counitales en el caso más general de una biálgebra
débil.

Definición 3.31. Tomamos, para una biálgebra débil H,

ε′s(h) = 1(1)ε(1(2)h), ε′t(h) = ε(h1(1))1(2).

Estos son, claramente, los mapas counitales source y target de la biálgebra débil Hop,
lo que en particular significa que sus propiedades generales se seguirán de las de εt

y εs, mutatis mutandis.

Lema 3.32. Sea H una biálgebra débil. El mapa counital εt induce un anti-ismorfis-
mo de álgebras Hs → Ht cuya inversa es inducida por ε′s.
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Demostración. Para ver que εt es un antimorfismo de álgebras, computamos, más
generalmente,

εt(yh) = εt(yεt(h)) = εt(εt(h)y) = εt(h)εt(y)

para todo y ∈ Hs y h ∈ H, usando (132) y la siguiente igualdad, que se sigue de
(131), para x ∈ Ht,

xεt(h) = ε(1(1)xh)1(2) = εt(xh). (134)

Para probar que ε′s induce una inversa al mapa inducido por εt, usamos que

∀h ∈ H, εtε
′
s(h) = εt(h) (135)

ya que

εtε
′
s(h) = ε(1(1)ε

′
s)1(2) = ε(1(1)1

′
(1)ε(1

′
(2)h))1(2) = ε(1(1)h)1(2) = εt(h)

por el axioma (125). Aplicando esto a Hbop, tenemos que ε′sεt(h) = ε′s(h) para todo
h ∈ H y esto, junto con (135) prueba la afirmación.

Se sigue de la observación anterior que

∀x ∈ Ht, xεt(1(1))⊗ 1(2) = εt(1(1))⊗ 1(2)x. (136)

Aplicando el lema a (Hbop) obtenemos que Hbop
s es Frobenius separable con sistema

(ε, (id⊗ εs)∆(1)), en particular,

∀ y ∈ Hs, 1(1)y ⊗ εs(1(2)) = 1(1) ⊗ yεs(1(2)).

Aplicando ε′s (que es anti-morfismo de álgebras restringido a Ht) al primer factor de
(136), obtenemos

∀x ∈ Ht 1(1)ε
′
s(x)⊗ 1(2) = 1(1) ⊗ 1(2)x. (137)

Definición 3.33. El conjunto de axiomas de la definición de grupoide cuántico es
dual de śı mismo, lo que nos permite definir una estructura natural de grupoide
cuántico en el espacio vectorial dual Ĥ =Homk(H, k), para H de dimensión finita,
tomando

〈h, φψ〉 = 〈∆(h), φ⊗ ψ〉 ,
〈
h⊗ g, ∆̂(φ)

〉
= 〈hg, φ〉 ,

〈
h, Ŝ(φ)

〉
= 〈S(h), φ〉 ,

para todo φ, ψ ∈ Ĥ, h, g ∈ H. La unidad 1̂ de Ĥ es ε y la counidad es φ 7→ 〈φ, 1〉.
Aśı, resulta ε̂t como h 7→ 〈φ, εt(h)〉.

Las álgebras counitales de Ĥ son canónicamente anti-isomorfas a las de H. Más
precisamente, el mapa Ht ∋ z 7→ (z ⇀ ε) ∈ Ĥs es un isomorfismo de álgebras con
inversa dada por χ 7→ (1 ↼ χ). Similarmente, el mapa Hs ∋ z 7→ (ε ↼ z) ∈ Ĥt es
un isomorfismo de álgebras. Aqúı hemos usado la notación de flechas de Sweedler
anteriormente mencionada, escribiendo, para h ∈ H, φ ∈ Ĥ:

h ⇀ φ = φ1 〈h, φ2〉 , φ ↼ 〈h, φ1〉φ2.
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Observación 3.34. El álgebra opuesta Hop también resulta un grupoide cuánti-
co con la misma estructura de coálgebra y ant́ıpoda S−1. También (Hcop, S−1) y
(Hbop, S) lo son.

Ejemplo 3.35. Aśı como las álgebras de grupo y sus duales son los ejemplos más
inmediatos de álgebras de Hopf, las álgebras de grupoide y sus duales proveen ejem-
plos de grupoides cuánticos. Sea G un grupoide, entonces el álgebra de grupoide kG
es un grupoide cuántico v́ıa:

∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1, S(g) = g−1, g ∈ G

Las subálgebras counitales de kG son iguales entre śı y coinciden con el álgebra
abeliana generada por los morfismos identidad: (kG)t = (kG)s = k{gg−1/g ∈ G}.
Los mapas counitales target y source están dados por la operación de tomar el objeto
target (resp. source) de un morfismo:

εt(g) = gg−1 = idtarget(g), εs(g) = g−1g = idsource(g).

El grupoide cuántico dual k̃G es isomorfo al álgebra de funciones en G, i.e. está gen-
erado por los idempotentes pg, g ∈ G tales que pgph = δg,hpg, con las siguientes
operaciones:

∆(pg) =
∑

uv=g

pu ⊗ pv, ε(pg) = δg,gg−1 , S(pg) = p−1
g

El álgebra counital de target (resp. source) es precisamente el álgebra de funciones
constantes en cada conjunto de morfismos de G que tienen el mismo objeto target
(resp. source). Los mapas de target y source son:

εt(pg) =
∑

vv−1=g

pv, εs(pg) =
∑

v−1v=g

pv.

3.3. Álgebras faciales y biálgebras débiles

Vamos a traducir los resultados de Hayashi de la sección 2 a resultados sobre
álgebras de Hopf débiles. Lo primero que debemos notar es

Proposición 3.36. Las álgebras faciales definidas en la sección anterior son álge-
bras de Hopf débiles para las cuales las subálgebras counitales son conmutativas.

Demostración. Sea H es una V-álgebra facial. En la Proposición 2.2, vemos que, en
este caso, ∆(1) =

∑
i∈V ei ⊗ eo

i , de donde tenemos

(∆⊗ id)∆(1)) =
∑

i,j∈V
ej ⊗ eie

o
j ⊗ eo

i

y por lo tanto se cumple el axioma (i) de la Definición 3.21, utilizando (2). Este mis-
mo hecho notado en la observación, sumado a (8), permite que se cumpla el axioma
(ii) de la definición de biálgebra débil. Es claro que las subálgebras counitales Ht y
Hs estarán generadas por los {eo

i}i∈V y {ei}i∈V respectivamente y resultan conmuta-
tivas por (2). Rećıprocamente, dada una biálgebra H cuyas álgebras counitales son

80



conmutativas, como resultan también semisimples como consecuencia de ser separa-
bles, tenemos Hs

∼= Ht
∼= kn. Supongamos que estos isomorfismos están dados por

φ : kn → Hs y φo : kn → Ht y llamemos ei = φ(Ei), e
o
i = φo(Ei), donde los {Ei}ni=1

denotan la base canónica en kn. Aśı, es inmediato que (H, ei, e
o
i ) cumple los axiomas

(1), (2) y (3) de la definición de álgebra facial. Veremos que ∆(1) =
∑

i ei ⊗ eo
i , y

de esto se desprenderán los axiomas (4) y (5), ya que, como ej ∈ Hs y eo
i ∈ Ht,

entonces

∆(eo
i ej) = ∆(eo

i )∆(ej) = (1(1)e
o
i ⊗ 1(2))(1

′
(1) ⊗ ej1

′
(2)) =

∑

k,l

eke
o
i el ⊗ eo

keje
o
l =

∑

k

eo
i ek ⊗ eo

kej

y como

eo
j = εt(e

o
j) =

n∑

i=1

ε(eie
o
j)e

o
i

entonces ε(eie
o
j) = δij, de donde obtenemos (4). Por ser H una biálgebra débil,

tenemos ∆(ab) = ε(a1(1))ε(1(2)b) y aśı se cumple (5):

ε(ab) =
∑

k

ε(aek)ε(e
o
kb).

Veamos entonces la igualdad ∆(1) =
∑

i ei ⊗ eo
i . Supongamos ∆(1) =

∑n
i=1 vi ⊗ v′i.

Como {ei} es una base de Hs, tenemos, para cada i, vi =
∑

j λijej, entonces

∆(1) =
n∑

i=1

n∑

j=1

λijej ⊗ v′i =
n∑

j=1

ej ⊗
n∑

i=1

λijv
′
i :=

n∑

j=1

ej ⊗ wj.

De aqúı y por el hecho que ∆(ei) = 1(1) ⊗ ei1(2) =
∑

j ej ⊗ eiwj, la igualdad

ei = (id⊗ ε)∆(ei) =
∑

ε(eiwj)ej

implica, por ser los ei básicos, ε(eiwj) = δij. Ahora, como wj ∈ Ht,

(wj)1εs((wj)2) = (wj)11(1)ε((wj)21(2)) = wj = εt(wj)

y entonces podemos ver que wiwj = wiεt(wj) = ε((wi)1wj)(wi)2, ya que dado g ∈
Ht, h ∈ H,

ε(h1g)h2 = ε(h11(1)g)h21(2) = ε(h11(1)g1)h21(3)ε(1(2)g2) = ε(h1g1)h2εs(g2) =

ε(h1g1)h2g2εs(g3) = hg1εs(g2) = hεt(g) = hg.

Aśı,

wiwj = ε((wi)1wj)(wi)2 =
∑

h

ε(ehwiwj)wh.

Utilizando el axioma (ii) de la Definición 3.21,

ε(ehwiwj) = ε(eh(wi)1)ε((wi)2wj) =
∑

k

ε(ehekwi)ε(wkwj) =
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∑

k

δh,kε(ehwi)ε(wkwk) = δh,iε(whwj).

Tenemos entonces

wiwj =
∑

h

δi,hε(whwj)wh = ε(wiwj)wi, (138)

y además
ε(eiwiwi) = ε(wiwi). (139)

Ahora {eo
i}ni=1 es una base de Ht, por lo tanto, podemos escribir wi =

∑
h αihe

o
h.

Como eo
he

o
k = δh,keh

o,

wiwj =
∑

h

αihe
o
h

∑

k

αjke
o
k

∑

h

αihαjhe
o
h

y, por (138), wiwj =
∑

h ε(wiwj)αihe
o
h. Por lo tanto,

αihαjh = αihε(wiwj). (140)

Como ε(ejwi) = δij, tenemos que wi 6= 0 y entonces existe ki tal que αiki
6= 0. Luego,

tomando h = ki en (140), resulta ajki = ε(wiwj) y aśı, si i = j, ε(wiwi) 6= 0. A
continuación, tomamos

ui =
1

ε(wiwi)
wi.

Tenemos entonces, por (138),

u2
i =

1

ε(wiwi)2
wiwi =

1

ε(wiwi)
wi = ui

Como ui ∈ Ht, existen (βih) tales que ui

∑
h βihe

o
h. Ahora, u2

i = ui implica que β2
ih =

βih y por lo tanto βih = 0 o βih = 1. Entonces existen subconjuntos Ii ⊂ {1, . . . , n},
i = 1, . . . , n tales que ui =

∑
h∈Ii

eo
h. Ya que ∆(1) =

∑
i ei ⊗ wi,

1 =
∑

i

ε(ei)wi (141)

y ε(ei) =
∑

j ε(eiej)ε(wjwi) = ε(ei)ε(wiwi), pero, usando el axioma (ii),

1 = ε(eiwi) = ε(eieiwi)
∑

h

ε(eieh)ε(eiwhwi) = ε(ei)ε(eiwiwi) = ε(ei)ε(wiwi)

por (139). Luego, ε(ei) = 1
ε(wiwi)

y reemplazando en (141),

1 =
∑

i

1

ε(wiwi)
wi =

∑

i

ui.

Ahora, ui =
∑

j∈Ii
eo

j ,
∑

j e
o
j = 1 y

∑
i ui = 1 implican #Ii = 1,∀ i = 1, . . . , n.

Aśı ui = εo
hi

para algún hi y
wi = ε(ei)e

o
hi
. (142)

Cambiando la biyección Ei 7→ eo
i por Ei 7→ eo

hi
, tenemos

wi = ε(ei)e
o
i . (143)
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Aśı, ∆(1) =
∑

i ε(ei)ei ⊗ eo
i . Ahora,

∑

i

eo
i = 1 = (ε⊗ id)∆(1) =

∑

i

ε(ei)
2ei

y por lo tanto ε(ei) = ±1. Pero

∆(eo
i e

o
j)) = ∆(eo

i )∆(eo
j) =

(
∑

k

ε(ek)eke
o
i ⊗ eo

k

)(
∑

l

ε(el)ele
o
j ⊗ eo

l

)
=

∑

k,l

ε(ek)ε(el)eke
o
i ele

o
j ⊗ eo

ke
o
l =

∑

k

ε(ek)
2ekeke

o
i e

o
j ⊗ eo

k =
∑

k

ε(ek)
2eke

o
i e

o
j ⊗ eo

k =

∑

k

ε(ek)
2ejδije

o
i ⊗ eo

k.

Tomando en esta expresión (ε⊗ id), obtenemos

eo
i e

o
j =

∑

k

ε(ek)
2δijε(eke

o
i )e

o
k,

pero

ε(eke
o
i ) =

1

ε(ei)
ε(ekwi) = δi,k

1

ε(ei)
.

Por lo tanto,

eo
i e

o
j =

∑

k

ε(ek)
2δi,jδi,k

1

ε(ek)
eo

k = δi,jε(ei)e
o
i .

Aśı,
eo

i e
o
j = δi,je

o
i = δi,jε(ei)e

o
i ,

de donde ε(ei) = 1. Obtenemos finalmente que ∆(1) =
∑

i ei ⊗ eo
i y, como hemos

visto, de esto deducimos que H es una V-álgebra facial.

En lo siguiente, H denotará entonces una biálgebra débil tal que sus subálge-
bras counitales son conmutativas. Notemos que en este contexto los mapas E+ y E−

definidos en (16) son los mapas εs y εt respectivamente y podemos referirnos a inver-
sas generalizadas y ant́ıpodas de morfismos de álgebras f+ : H → A en cualquiera
de ambos términos, indistintamente.
Consideramos ahora un carcaj (G,V , s, r) como en la sección anterior, y construimos
un kV-bimódulo M , donde M = kG, el espacio vectorial generado por las flechas en
G y la acción Ei ·p ·Ej = δi,s(p)δj,r(p)p, con {Ei}i∈V la base canónica de kV y p ∈ G1

y lo extendemos naturalmente. Aśı, por ejemplo, vemos que

(EkEi) · p = (δkiEi) · p = δikδis(p)p

y
Ek · Ei · p = δi,s(p)Ek · p = δi,s(p)δk,s(p)p,

pero δikδis(p) = δi,s(p)δk,s(p), con lo que vemos que la acción a izquierda está bien
definida y de manera análoga vemos lo propio para la acción a derecha.
Rećıprocamente, si R = kV y M = kB es un R-bimódulo, tomamos G(i, j) un base
de iMj = Ei ·M · Ej y consideramos el carcaj (GM ,V , s, r) con GM =

∐
i,j G(i, j).

Resulta kGM
∼= M .
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Proposición 3.37. Con la identificación anterior tenemos la equivalencia kGm ∼=
M ⊗R M ⊗R · · · ⊗R M (m veces).

Demostración. Si p ∈ Gm, p = (p1, . . . ,pm) tomamos p 7→ p1 ⊗ p2 ⊗ . . .pm ∈
M ⊗R ⊗R · · · ⊗R M ya que, por ejemplo,

p1 ⊗ Ei · p2 = p1 ⊗ δi,s(p2)p2 = p1δi,s(p2) ⊗ p2 = p1δi,r(p1) ⊗ p2 = p1 · Ei ⊗ p2.

En adelante, consideraremos sólo elementos de M⊗n pertenecientes a Gn
M . Aśı,

como en el caṕıtulo anterior consideramos H(G) como el espacio lineal generado

por los e

(
p

q

)
, consideraremos ahora H(M) = TR⊗R(M⊗2

k), el álgebra tensorial,

tomando a M ⊗k M como R⊗k R-bimódulo con

(Ei ⊗ Ej) · (p⊗ q) · (Ek ⊗ El) = Ei · p · Ek ⊗ Ej · q · El.

con el producto
(p⊗ q)(r⊗ s) = δr(p)s(r)δr(q)s(s)pr⊗ qs,

donde identificamos al elemento p ∈M⊗m con el camino de Gm correspondiente en
la identificación anterior. Si p = (p1, · · · ,pm),q = (q1, · · · ,qm) ∈ Gm, hacemos la
identificación

e

(
p

q

)
= e

(
p1

q1

)
· · · e

(
pm

qm

)
7→ (p1 ⊗ q1)⊗R⊗R · · · ⊗R⊗R (pm ⊗ qm).

Entonces, como H(G), H(M) es una V-álgebra facial tomando

eo
i =

∑

j∈V
Ei ⊗ Ej, ej =

∑

i∈V
Ei ⊗ Ej,

(p⊗ q)(r⊗ s) = pr⊗ qs = δr(p)s(r)δr(q)s(s)pr⊗ qs,

∆ (p⊗ q) =
∑

t∈Gm
M

(p⊗ t)⊗R⊗R (t⊗ q), ε (p⊗ q) = δp,q,

Ahora nos ocupamos de definir modelo facial en este contexto.

Proposición 3.38. Con la notación de esta sección, la noción de modelo facial
(G, w) equivale a la existencia de Sw ∈ EndR(M ⊗R M). Además (G, w) es trenzado
si y sólo si (M,Sw) es una solución de la ecuación de trenzas en la categoŕıa tensorial
de R-bimódulos RMR.

Demostración. Dado un modelo facial (G, w), construimos como antes un R-bimódu-
lo M y definimos

S(p⊗ q) =
∑

(r,s)

w




p

r q

s


 r⊗ s,

donde r(p) = s(q) y (r, s) tal que




p

r q

s


 sea una faz. Aśı,

S(Eip⊗ qEl) = δs(p),iδr(q),l

∑

(r,s)

w




p

r q

s


 r⊗ s =
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δs(r),iδr(s),l
∑

(r,s)

w




p

r q

s


 r⊗ s =

∑

(r,s)

w




p

r q

s


Eir⊗ sEl

y S es de R-bimódulos.
Rećıprocamente, dado M ∈ RMR, definimos G como antes y, si S(p ⊗ q) =∑

(r,s) α(p,q, r, s)r⊗ s, definimos

w




p

r q

s


 = α(p,q, r, s).

Notemos que esto está bien definido ya que

S(p⊗q) = S(Es(p)p⊗qEr(q)) = Es(p)S(p,q)Er(q) =
∑

(r,s)

α(p,q, r, s)Es(p)r⊗sEr(q) =

∑

(r,s)

α(p,q, r, s)δsps(r),r(q),r(s)r⊗ s

y por lo tanto los coeficientes α(p,q, r, s) se anulan a menos que




p

r q

s


 sea una

faz y aśı el mapa w hace de (G, w) un modelo facial.
De la relación entre Sw y w se desprende que los coeficientes de (S⊗ id)(id⊗S)(S⊗
id)(p,q, r) y (id⊗ S)(S ⊗ id)(id⊗ S)(p,q, r) son w1w2w1(p,q, r) y w2w1w2(p,q, r)
respectivamente, de donde surge la segunda afirmación.

Dado (M,S) definimos el álgebra U(M,S) = U(S) como el cociente de H(S)
módulo las relaciones

∑

(c,d)

w




c

a d

b


 (c⊗ p)(d⊗ q) =

∑

(r,s)

w




p

r q

s


 (a⊗ r)(b⊗ s).

Notemos que estas relaciones son las análogas en este contexto a (44). Aśı, U(S)
tiene una estructura única de V-álgebra facial tal que la proyección H(S) → U(S)
es un mapa de V-álgebras faciales.
Como antes, si S es solución de la ecuación de trenzas, e inversible, existen mapas
bilineales R± en U(S) que hacen de (U(S),R±) una V-álgebra facial CQT, definidos
por

R+(p⊗ q, r⊗ s) = w




q

r s

p


 ,R−(p⊗ q, r⊗ s) = w−1




s

p q

r




Ahora, como ∆(b⊗p) =
∑

c(b⊗ c)⊗ (c⊗p) =
∑

s(b⊗ s)⊗ (s⊗p) y ∆(a⊗ q) =∑
d(a⊗ d)⊗ (d⊗ q) =

∑
r(a⊗ r)⊗ (r ⊗ q), podemos reformular estos resultados

en la siguiente proposición.

Proposición 3.39. Dado (M,S) solución de la ecuación de trenzas en RMR, R =
kV , existe R+ ∈ (M⊗2 ⊗R M

⊗2)
∗

tal que el álgebra U(S) resultante del cociente del
álgebra tensorial TR⊗R(M ⊗M) por las relaciones

R+((b⊗ c)1, (a⊗ q)1)(b⊗ c)2(a⊗ q)2 = R+((b⊗ c)2, (a⊗ q)2)(a⊗ q)1(b⊗ c)1
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tiene una estructura única de V-álgebra facial tal que la proyección H(S) → U(S)
es un mapa de V-álgebras faciales.

Tomamos ahora la biyección ˜ : M⊗m → (M op)⊗m, p 7→ p̃ y definimos un nuevo
R-bimódulo MLD = M

∐
M op. Tomamos como en el caṕıtulo anterior

M×̄M op, M op×̄M ⊂MLD ⊗MLD,

generados por los elementos p · q̃ y q̃ ·p respectivamente. Definimos también mapas
SLD, S

−
LD : M op×̄M → M×̄M op a partir de las definiciones (47) y (48) de wLD y

w−LD.

Definición 3.40. Decimos que (M,S) es cerradizo si SLD, S
−
LD son inversibles. En

este caso, definimos SLD en MLD ⊗MLD como en la definición de wLD en (51).

La Proposición 2.36 se traduce en el siguiente resultado.

Proposición 3.41. Dado (M,S) solución de la ecuación de trenzas en RMR, R =
kV , U(S) es cerradiza si y sólo si (M,S) es cerradizo. En este caso, las formas de
Lyubashenko están dadas por

Q+ (p⊗ q, r⊗ s) = w−1
LD




s

q̃ p̃

r


 , Q− (p⊗ q, r⊗ s) = wLD




q

s̃ r̃

p




para cada p, q ∈ Gm
M y r, s ∈ Gn

M (m,n ≥ 0).

Proposición 3.42. Si (M,S) es cerradiza, entonces obtenemos el grupoide cuántico
Hc(U(S)), isomorfo al cociente del álgebra

TR(M)⊗ TR(M op)

por las relaciones ∑

k,l∈V
Ek ⊗ El = 1, (144)

(p⊗ q)(r⊗ s) = δr(p),s(r)δr(q),s(s)pr⊗ qs (145)

(p̃⊗ q̃)(r̃⊗ s̃) = δr(p̃),s(r̃)δr(q̃),s(s̃)p̃r̃⊗ q̃s̃ (146)

p, q ∈M⊗m, r, s ∈ Gn,m, n ≥ 0.

∑

c,d

wLD




c

a d

b


 (c⊗ p)(d⊗ q) =

∑

r,s

wLD




p

r q

s


 (a⊗ r)(b⊗ s) (147)

p, q,a, b ∈M , p, q,a, b ∈M op o q,a ∈M , p, b ∈M op,

∑

t∈GM

(t̃⊗ p̃)(t⊗ q) = δp,qer(p),
∑

t∈GM

(p⊗ t)(q̃⊗ t̃) = δp,qer(p) = δp,qe
o
s(p), (148)
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p, q ∈ M , donde, por ejemplo, la suma con respecto a r en (82) está tomada sobre
todos los r ∈ M o r ∈ M op, de acuerdo a si a ∈ M o a ∈ M op. La estructura de
coálgebra está dada por

∆ (p⊗ q) =
∑

t∈Gm
M

(p⊗ t)⊗ (t⊗ q), ∆ (p̃⊗ q̃)) =
∑

t∈Gm
M

(p̃⊗ t̃)⊗ (t̃⊗ q̃) (149)

y
ε (p⊗ q) = ε (p̃⊗ q̃) = δpq,

para cada p, q ∈ Gm
M y los idempotentes faciales están dados por

eo
i =

∑

j∈V
Ei ⊗ Ej, ej =

∑

i∈V
Ei ⊗ Ej,

como antes. La ant́ıpoda y trenza están dadas por

S (p⊗ q) = q̃⊗ p̃

S (p̃⊗ q̃) =
∑

r,s,a,b∈Gm
M

w±LD




r

ã q̃

a


 (r⊗ s)w∓LD




b

p̃ b̃

s


 (150)

p, q ∈M⊗m, m ≥ 0.

R+ (p⊗ q, r⊗ s) = wLD




q

r s

p


 , (151)

y

R− (p⊗ q, r⊗ s) = w−1
LD




s

p q

r


 .

Como antes, obtenemos el siguiente teorema generador de V-álgebras faciales de
Hopf CQT.

Teorema 3.43. Para una V-álgebra facial de Hopf CQT finitamente generada H,
existe un kV-bimódulo trenzado cerradizo (M,S) y generadores p⊗ q, p̃⊗ q̃ (p, q ∈
Gm

M ,m ≥ 0) de H tal que las relaciones (78)-(85) son satisfechas.

Finalmente veremos en esta sección, que dada un álgebra separable R,
podemos dotar de una estructura de biálgebra débil a Re = R⊗Rop

Lema 3.44. Dada R una C-álgebra separable, Re = R ⊗ Rop tiene una estructura
de álgebra de Hopf débil dada por su idempotente simétrico de separabilidad, en el
sentido de que resulta, si e = e1 ⊗ e2,

∆(1⊗ 1) = (e1 ⊗ 1)⊗ (1⊗ e2)

Demostración. Como hemos visto una tal álgebra resulta isomorfa a un producto
directo de álgebras de matrices. Probamos el resultado entonces para R = Mn(C),
para algún n ∈ N. Tomamos

e =
1

n

∑

p,s

eps ⊗ esp
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y definimos

∆(ekl ⊗ eji) =
1

n

∑

p,s

eps ⊗ eji ⊗ ekl ⊗ esp,

ε(ekl ⊗ eji) = nδk,iδl,j.

Aśı resulta

∆(1⊗ 1) =
∑

i,j

∆(eii ⊗ ejj) =
1

n

∑

p,s

eps ⊗ ejj ⊗ eii ⊗ esp = (e1 ⊗ 1)⊗ (1⊗ e2),

Re es un álgebra asociativa y unitaria con (a⊗ ao)(b⊗ bo) = (ab⊗ boao). Vemos que
es una coálgebra coasociativa y counitaria a partir de lo siguiente.

(∆⊗ id)(∆)(ekl ⊗ eji) =
1

n

∑

p,s

∆(eps⊗eji
)⊗ ekl ⊗ esp =

1

n2

∑

p,s,q,r

eqr ⊗ eji ⊗ eps ⊗ erq ⊗ ekl ⊗ esp

y esto es igual a (id ⊗ ∆)(∆)((ekl ⊗ eji)). Además, surge inmediatamente de la
definición de ε que Re es counitaria. Vemos que ∆ preserva el producto:

∆((ekl ⊗ eji)(eab ⊗ edc)) = δl,aδc,j∆(ekb ⊗ edi) =

δl,aδc,j
1

n

∑

p,s

eps ⊗ edi ⊗ ekb ⊗ esp

y

∆((ekl ⊗ eji))∆((eab ⊗ edc)) =
1

n2

∑

p,s,q,r

(eps ⊗ eji ⊗ ekl ⊗ esp)(eqr⊗edc⊗eab⊗erq
) =

1

n2

∑

p,s,q,r

δs,qepr ⊗ δcjedi ⊗ δa,lekb ⊗ δq,ser,p =

δl,sδc,j
1

n2

∑

p,r,s

epr ⊗ edi ⊗ ekb ⊗ er,p =

δl,sδc,j
1

n

∑

p,r

epr ⊗ edi ⊗ ekb ⊗ er,p.

Ahora vemos que se cumplen los axiomas que definen a una biálgebra débil. En
cuanto al axioma (i),

(∆(1⊗ 1)⊗ 1⊗ 1)(1⊗ 1⊗∆(1⊗ 1)) =
1

n2

∑

i,j,k,l

eij ⊗ 1⊗ ekl ⊗ eji ⊗ 1⊗ elk =

(1⊗ 1⊗∆(1⊗ 1))(∆(1⊗ 1)⊗ 1⊗ 1) = (∆⊗ id)(∆)(1⊗ 1).

El axioma (ii) también se cumple, al valer las igualdades:

ε((ekl ⊗ eji)(epq ⊗ ers)(eab ⊗ ecd)) = δl,pδq,aδd,rδs,jε(ekb ⊗ eci) =

nδl,pδq,aδd,rδs,jδk,iδb,c.
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Y, por otro lado,

1

n

∑

x,y

ε((ekl ⊗ eji)(exy ⊗ ers))ε((epq ⊗ eyx)(eab ⊗ ecd)) =

1

n

∑

x,y

δl,xδs,jε(eky ⊗ eri)δq,aδd,yε(epb ⊗ ecx) =

n2

n
δl,pδq,aδd,rδs,jδk,iδb,c = nδl,pδq,aδd,rδs,jδk,iδb,c.

En este contexto, los mapas counitales quedan definidos por

εt(ekl ⊗ eji) =
1

n

∑

p,s

ε((eps ⊗ 1)(ekl ⊗ eji))1⊗ esp =

1

n

∑

p,s

δs,kε(epl ⊗ eji)1⊗ esp =
1

n

∑

p

ε(epl ⊗ eeji)1⊗ ekp =

∑

p

δp,iδl,j1⊗ ekp = δl,j1⊗ eki

y, análogamente, vemos que

εs(ekl ⊗ eji) = δk,iejl ⊗ 1.

Definimos S como
S(ekl ⊗ eji) = eji ⊗ ekl

y vemos que cumple el axioma (iii) de la definición de grupoide cuántico, en efecto,

(ekl ⊗ eji)1S((ekl ⊗ eji)2) =
1

n

∑

p,s

(eps ⊗ eji)(esp ⊗ ekl) =

1

n

∑

p,s

epp ⊗ δl,jeki = δl,j1⊗ eki,

S((ekl ⊗ eji)1)(ekl ⊗ eji)2 = δk,iejl ⊗ 1

y
S((ekl ⊗ eji)1)(ekl ⊗ eji)2S((ekl ⊗ eji)3) =

1

n2

∑

p,s,q,r

S(eqr⊗eji
)eps⊗erq

S(ekl⊗esp
) =

1

n2

∑

p,s,q,r

(eji ⊗ eqr)(eps ⊗ erq)(esp ⊗ ekl) =

1

n2

∑

p,s,q,r

δi,pejp ⊗ δl,rekr =
1

n2

∑

s,q

eji ⊗ ekl =

eji ⊗ ekl = S(ekl ⊗ eji),

y por lo tanto Re es un álgebra de Hopf débil. Tomando el coproducto opuesto, este
álgebra también tiene una tal estructura y en este caso

∆((ekl ⊗ eji)) =
∑

p,s

ekl ⊗ eps ⊗ esp ⊗ eji

y ∆(1⊗ 1) = 1⊗ e1 ⊗ e2 ⊗ 1.
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4. Disquisiciones categóricas

4.1. Categoŕıas monoidales

Comenzamos fijando las definiciones de algunos términos que usaremos en esta
sección, según [5].

Definición 4.1. Dado k un anillo conmutativo, decimos que una categoŕıa C es una
categoŕıa aditiva sobre k si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) HomC(U, V ) es un k-espacio vectorial para todo U, V ∈ Obj(C) y las composi-
ciones

HomC(V,W )× HomC(U, V )→ HomC(U,W ), (φ, ψ)→ φ ◦ ψ

son k-bilineales (U, V,W ∈ Obj(C)).

(ii) Existe un objeto cero 0 ∈ Obj(C) tal que HomC(0, V ) =HomC(V,0) = 0 para
todo V ∈ obj(C).

(iii) Existen las sumas directas finitas en C.
Una categoŕıa aditiva C se dice abeliana si

(iv) Todo morfismo φ ∈ HomC(U, V ) tiene un núcleo kerφ ∈Mor(C) y un conúcleo
cokerφ ∈ Mor(C) (ecualizador y coecualizador de f y el morfismo 0, respec-
tivamente). Todo morfismo es la composición de un epimorfismo seguido de
un monomorfismo. Si kerφ = 0, entonces φ = ker(cokerφ). Si cokerφ = 0,
φ = coker(kerφ).

Ejemplos 4.2. Las siguientes categoŕıas son abelianas:

1. La categoŕıa de k-espacios vectoriales V ec(k) y la categoŕıa de k-espacios vec-
toriales de dimensión finita V ecf (k).

2. La categoŕıa Rep(A) de representaciones de una k-álgebra A.

3. La categoŕıa Rep(G) de representaciones de un grupo G sobre k (caso partic-
ular del anterior, v́ıa el álgebra de grupo).

Recordemos que un isomorfismo funtorial o transformación natural φ ente dos
funtores covariantes F y G es una colección de morfismos

φU : F (U)→ G(U), U ∈ Obj(C)

tal que para cada f ∈ HomC(U, V ) el siguiente diagrama es conmutativo:

F (U)
F (f) //

φU

��

F (V )

φV

��
G(U)

G(f)
// G(V )

.

Se definen análogamente transformaciones naturales de funtores contravariantes y de
varias variables. Recordemos también que dados dos funtores covariantes F : C → D
y G : D → C, F se dice un adjunto a izquierda de G (o G un adjunto a derecha de F )
si existe un isomorfismo natural del funtor homD(F (−),−) al funtor homC(−, G(−)).
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Definición 4.3. Una categoŕıa monoidal es una colección de datos (C,⊗,1, a, λ, ρ)
donde C es una categoŕıa, ⊗ : C × C → C es un bifuntor, 1 ∈ Obj(C) y

aU,V,W : (U ⊗ V )⊗W → U ⊗ (V ⊗W )

ρU : U ⊗ 1→ U, λU : 1⊗ U → U

son isomorfismos funtoriales que satisfacen los siguientes axiomas:

1. Identidad del pentágono: Dados Vi ∈ Obj(C) (i = 1, 2, 3, 4), tenemos

(id1 ⊗ a2,3,4)a1,23,4(a1,2,3 ⊗ id4) = a1,2,34a12,3,4.

2. Identidad del triángulo: Dados V1, V2 ∈ Obj(C), vale

ρ⊗ id = (id⊗ λ)a1,1,2.

Una categoŕıa monoidal es aditiva si, además, ⊗ es bilineal en los espacios de mor-
fismos.

Ejemplos 4.4. Las siguientes categoŕıas son monoidales.

1. V ec(k) y V ecf (k).

2. La categoŕıa Rep(L) (resp. Repf (L)) de representaciones (resp. representa-
ciones de dimensión finita) de un álgebra de Lie L sobre k.

3. Más generalmente, la categoŕıa Rep(A) de una biálgebra A (como k-álgebra).
⊗ es el producto tensorial de espacios vectoriales, 1=k, con las siguientes
acciones de A: x(v ⊗ w) = ∆(x)(v ⊗ w), xc = ε(x)c, para x ∈ A, v ∈ V ,
w ∈ W, c ∈ k, V,W ∈ Obj(Rep(A)).

4.2. Álgebras

Consideramos en lo siguiente una categoŕıa monoidal (C,⊗,1, a, λ, ρ).
Definición 4.5. Un álgebra (asociativa, unitaria) en C es una terna (A,m, u), donde
m : A⊗ A→ A, u : 1→ A, tal que los siguientes diagramas son conmutativos:

(A⊗ A)⊗ A

m⊗id ((QQQQQQQQQQQQQ

aA,A,A// A⊗ (A⊗ A)
id⊗m // A⊗ A

m

��
A⊗ A m

// A

,

A⊗ 1
id⊗u //

ρ
%%KKKKKKKKKK

A⊗ A
m

��

1⊗ A u⊗id //

λ
%%KKKKKKKKKK

A⊗ A
m

��
A A

.

Dadas dos C-álgebras A,B, f : A→ B es un morfismo de C-álgebras si f(uA) = uB

y conmuta el siguiente diagrama:

A⊗ A mA //

f⊗f
��

A

f

��
B ⊗B mB

// B

.
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Observación 4.6. El elemento u de la definición anterior es único. Sea u′ otro
mapa como en la definición. Como λX representa una transformación natural entre
los funtores X 7→ X y X ⊗ 1 7→ X, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

1⊗ 1
id⊗u //

l1
��

1⊗ A
λA

��
1 u

// A

Análogamente, la transformación natural entre X 7→ X y 1⊗X 7→ X dada por ρX

hace conmutar el diagrama

1⊗ 1
u′⊗id //

ρ1

��

A⊗ 1

ρA

��
1

u′

// A

Entonces tenemos la conmutatividad del diagrama

1⊗ 1

u′⊗id

��

λ1

��
ρ1

--

id⊗u // 1⊗ A

λA

��

1 u

��
u′

--A⊗ 1 ρA

// A

Aśı, vemos que
u′ ◦ ρ1 = u ◦ λ1.

Tomando u′′ = u, también tenemos que u◦λ1 = u◦ρ1, y, por ser ρ1 un isomorfismo,
tenemos que u = u′.

Tenemos entonces un funtor de olvido U de la categoŕıa de C-álgebras AlgC en
C. Al respecto, observamos el siguiente lema

Lema 4.7. Si C tiene coproductos numerables, existe un funtor T adjunto del funtor
de olvido U .

Demostración. Dado M ∈ Obj(C), realizamos la siguiente construcción. Definimos
primero

T n(M) =

{
1 si n = 0

T n−1(M)⊗M si n ≥ 1

Resultan naturalmente definidos morfismos µr,s : T r(M) ⊗ T r(M) → T r+s(M), y
finalmente, tomamos

T (M) =
∐

n≥0

T n(M)

Si ι : 1 → T (M) es la inclusión en T 0(M) y µ =
∐

r,s≥0 µr,s, en el sentido de que
µ|T r(M)⊗T s(M) = µr,s, tenemos que (T (M), µ, ι) es una C-álgebra. Además, i : M →
T (M) es un morfismo en C tal que dada A otra C álgebra y φ : M → A morfismo
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en C existe un único morfismo en AlgC Φ : T (M)→ A tal que el siguiente diagrama
conmuta:

M
φ //

i ##FFFFFFFF A

T (M)

Φ

OO .

Donde, dada φ, Φ resulta definida como

Φ =

{
uA si n = 0

mnφ⊗n si n ≥ 1

y por mnφ⊗n entendemos

Φ(m1 ⊗ . . .⊗mn) = φ(m1) . . . φ(mn).

Si existe otro par (T̃ , γ), se desprende de la propiedad universal mencionada que
existen también ĩ : T̃ → T (M) y Γ : T (M) → T̃ morfismos de C-álgebras tales
que ĩ ◦ Γ = idT (M) y Γ ◦ ĩ = idT̃ y aśı T (M) ∼= T̃ . Podemos ver entonces que el
par (T (M), i), cumple esta propiedad. De la definición del producto se desprende la
unicidad de Φ. Finalmente vemos que T es un adjunto de U . Dada A ∈ AlgC,
si GM(A) =homAlgC(T (M), A), FM(A) =homC(M,U(A)), para M ∈ C, y αA :
FM(A)→ GM(A), está dada por

M
f //

i ""EE
EE

EE
EE

E
U(A)

T (M)

αA(f)

OO

entonces conmuta el diagrama

F (A)
F (g) //

αA

��

F (B)

αB

��
G(A)

G(g)
// G(B)

para cada g ∈ homAlgC(A,B) con F (g)(f) = g ◦ f , para f ∈ F (A). En efecto,

(αB ◦ F (g))(f) = αB(g ◦ f)

(G(g) ◦ αA)(f) = g ◦ (αA(f))

y la conmutatividad del diagrama surge del hecho de que g es un mapa de álgebras
y la definición de α. Análogamente, conmuta el diagrama

H(M)

βM

��

H(N)
H(g)oo

βN

��
K(M) K(N)

K(g)
oo

para H(M) = HA(M) =homC(M,U(A)) y K(M) = KA(M) =homAlgC(T (M), A)
para cada A ∈ AlgC, y M ∈ C. β, H(g) y K(g) se definen de manera obvia.
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Definición 4.8. Una coálgebra (coasociativa, counitaria) en C está dada por una
terna (C,∆, ε), donde ∆ : A→ A⊗ A, ε : A→ 1, tal que los siguientes diagramas
son conmutativos:

A
∆ //

∆
��

A⊗ A
∆⊗id

((QQQQQQQQQQQQQ

A⊗ A
id⊗∆

// A⊗ (A⊗ A) aA,A,A

// (A⊗ A)⊗ A

,

A

∆
��

A⊗ A
ε⊗id

yysssssssss
id⊗ε

%%KKKKKKKKK

1⊗ A

λ
%%KKKKKKKKKK

A⊗ 1

ρ
yyssssssssss

A

Dadas dos C-coálgebras C,D, g : C → D es un morfismo de coálgebras si εD(f) = εC

y conmuta el diagrama:

C
∆C //

g

��

C ⊗ C
g⊗g

��
D

∆D

// D ⊗D

.

Definición 4.9. Una solución de la ecuación de trenzas en C es un par (M, c) con
M ∈ Obj(C) y c : M ⊗M →M ⊗M un isomorfismo que verifica

(c⊗ id)(id⊗ c)(c⊗ id) = (id⊗ c)(c⊗ id)(id⊗ c).

Observación 4.10. Sea S una k-álgebra tal que existe φ : S → Sop morfismo de
álgebras inversible con φ2 = id. Dado M ∈ SMS, definimos Mφ ∈ SMS con la
acción s ·m = mφ(s). Esto es en efecto una acción bien definida:

(st) ·m · (uv) = φ(uv)mφ(st) = φ(v)φ(u)mφ(t)φ(s) =

s · φ(u)mφ(t) · v = s · (t ·m · u) · v.
Entonces, si c = cφ : (M ⊗ N) → (Nφ ⊗ Mφ)φ, m ⊗ n 7→ n ⊗ m, tenemos que
(M ⊗S N, c) cumple que

(c⊗ id)(id⊗ c)(c⊗ id) = (id⊗ c)(c⊗ id)(id⊗ c).

Vemos que c está bien definido:

c(ms⊗ n) = n⊗ms = n⊗ φ(s) ·m = n · φ(s)⊗m = sn⊗m = c(m⊗ sn)

y es de S bimódulos:

c(sm⊗ nt) = (nt)⊗ (sm) = (φ(t) · n)⊗ (m · φ(s)) =

φ(t)c(m⊗ n)φ(s) = s · c(m⊗ n) · t.
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Podemos aplicar la observación anterior al caso S = Re = R⊗Rop, con φ(r⊗ro) =
ro ⊗ r, ya que tenemos

φ((r ⊗ ro)(s⊗ so)) = φ(rs⊗ soro) = soro ⊗ rs =

(ro ⊗ r) ◦ (so ⊗ s) = φ(r ⊗ ro) ◦ φ(s⊗ so),

con (r ⊗ ro) ◦ (s⊗ so) el producto en (Re)op.

Lema 4.11. Si (B,m, u) álgebra en ReMRe, B ⊗ B también lo es, con el producto
µ = (m⊗m)(id⊗ c⊗ id).

Demostración. Vemos que este producto está bien definido, si r ∈ Re,

µ(ar ⊗ b, c⊗ d) = (m⊗m)(ar ⊗ (cφ ⊗ bφ)φ ⊗ d) = a⊗ (cφ ⊗ bφφ(r))φ ⊗ d =

a⊗ (cφ ⊗ (rb)φ))φ ⊗ d = µ(a⊗ rb⊗ c⊗ d),
y es asociativo por serlo µ en B, ya que este es el producto usual en B ⊗B.
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5. Cambio de base Morita en grupoides cuánticos

5.1. ×B−biálgebras

Comenzaremos esta sección fijando la notación concerniente a las×B−biálgebras,
siguiendo [24]. Aqúı tomaremos una k-álgebra B y su álgebra opuesta Bo = Bop.
Denotaremos por B ∋ b 7→ bo ∈ Bo el isomorfismo k-lineal trivial. Sea M un
Bo −Bo-bimódulo y N un B −B-bimódulo. Usamos las siguientes notaciones,

∫

x
xoM ⊗ xN = M ⊗N/ 〈{xom⊗ n−m⊗ xn : m ∈M,n ∈M,x ∈ B}〉 ;

∫ x

Mxo ⊗Nx = {
∑

i

mi ⊗ ni ∈M ⊗N : ∀x ∈ B,
∑

i

mix
o ⊗ ni =

∑

i

mi ⊗ nix};
∫ y ∫

x
xoMyo ⊗ xNy = {

∑

i

mi ⊗ ni ∈
∫

x
xoM ⊗ xN : ∀ y ∈ B,

∑

i

miy
o ⊗ ni =

∑

i

mi ⊗ niy};

∫

x

∫ y

xoMyo ⊗ xNy =

∫ y

Myo ⊗Ny /

〈
{
∑

i

xomi ⊗ ni −
∑

i

mi ⊗ xni : x ∈ B}
〉
.

Hay un morfismo k-lineal natural de la cuarta a la tercera expresión, que manda
la clase de

∑
imi ⊗ ni a la clase de

∑
imi ⊗ ni. Los módulos que involucran sólo

el śımbolo
∫

x
son variaciones del producto tensorial habitual sobre B, de hecho,∫

x
Mx ⊗ xN ∼= M ⊗B N , para M ∈ MB y N ∈ BM. Sea M un Bo − Bo-bimódulo

y P un B −B-bimódulo. Entonces

M ×B P :=

∫ y ∫

x
xoMyo ⊗ xNy.

Si M ∈ BeMBe , entonces M ×B P ∈ BMB con B actuando en el factor de la
izquierda, y si también P ∈ BeMBe , entonces M ×B P ∈ BeMBe . Aśı, ×B define
un producto en la categoŕıa BeMBe , que, no obstante, no es asociativo ni unitario.
Supongamos que M ∈ BoMBo , P ∈ BeMBe y N ∈ BMB, entonces

M ×B P ×B N :=

∫ y,c ∫

x,b
xoMyo ⊗ x,boPy,co ⊗ bNc,

donde, ya que
∫ c

y
∫ y

conmutan, hemos abreviado
∫ y,c

:=
∫ y ∫ c

=
∫ c ∫ y

. Hay
mapas de asociatividad

(M ×B P )×B N
α→M ×B P ×B N,

∑

j

(
∑

i

mij ⊗ pij)⊗ nj 7→
∑

i,j

mij ⊗ pij ⊗ nj

y

M ×B (P ×B N)
α′

→M ×B P ×B N,
∑

i

mi ⊗
∑

j

pij ⊗ nij 7→
∑

ij

mi ⊗ pij ⊗ nij.
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La buena definición de estos mapas se sigue de cuentas como

α(
∑

j

(
∑

i

mij ⊗ pij)x
o ⊗ nj) = α(

∑

j

(
∑

i

mij ⊗ pijx
o)⊗ nj) =

∑

i,j

mij ⊗ pijx
o ⊗ nj =

∑

i,j

mij ⊗ pij ⊗ njx = α(
∑

j

(
∑

i

mij ⊗ pij)⊗ njx),

lo que coincide con el hecho que
∑

j(
∑

imij ⊗ pij)x
o⊗nj =

∑
j(
∑

imij ⊗ pij)⊗njx
Si M y N son Be-bimódulos, también lo son (M ×B P ) ×B N , M ×B (P ×B N) y
M ×B P ×B N , y los mapas α, α′ son mapas de bimódulos. Por ejemplo,

α((b⊗ bo)(
∑

j

(
∑

i

mij ⊗ pij)⊗ nj)) = α(
∑

j

(b⊗ bo)(
∑

i

mij ⊗ pij)⊗ nj) =

α(
∑

j

(
∑

i

(b⊗ bo)mij ⊗ pij)⊗ nj) =
∑

i,j

(b⊗ bo)mij ⊗ pij ⊗ nj =

(b⊗ bo)α(
∑

j

(
∑

i

mij ⊗ pij)⊗ nj).

Una estructura de Be-bimódulo en E = End(B) es inducida por la estructura de Be-
módulo a izquierda de B. Tenemos, para M ∈ BoMBo y N ∈ BMB, los siguientes
mapas

θ : M ×B End(B)→M,
∑

i

mi ⊗ fi 7→
∑

i

(fi(1))omi

y
θ′ : End(B)×B N → N
∑

i

fi ⊗ ni 7→
∑

i

fi(1)ni.

θ es un mapa de Bo-bimódulos:

θ(bo(
∑

i

mi ⊗ fi)) = θ(
∑

i

bmi ⊗ fi) =
∑

i

(fi(1))obomi =

∑

i

bo((fi(1))omi) = bo(
∑

i

(fi(1))omi).

y análogamente θ′ es un mapa de B-bimódulos. Si M,N ∈ BeMBe , entonces son
mapas de bimódulos.

Definición 5.1. Una ×B−coálgebra es un Be-bimódulo L junto con una comulti-
plicación ∆ : L→ L×B L y una counidad ε : L→ E, ambas de Re-bimódulos, tales
que los diagramas

L
∆ //

∆
��

L×B L

id×B∆
��

L×B L

∆×B id
��

L×B (L×B L)

α′

��
(L×B L)×B L α

// L×B L×B L
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L
∆ //

id

��

L×B L

id×Bε
��

L
∆ //

id

��

L×B L

ε×B id
��

L L×B Eθ
oo L E ×B L

θ′
oo

conmutan.

Para ×B−coálgebras utilizamos la misma notación (de Sweedler) que utilizamos
para las coálgebras usuales, i.e. escribimos ∆(ξ) = ξ1⊗ ξ2 ∈ L×B L. La categoŕıa de
Be-módulos a izquierda es monoidal con el producto tensorialM ⋄N :=

∫
x xoM⊗ xN

(que es naturalmente isomorfa a (BMB,⊗B)). En esta notación un mapa ∆ : L →
L ×B L en BeMBe induce un mapa ∆0 : L → L ⋄ L en BeM. Componiendo con
E ∋ f → f(1) ∈ B, un mapa ε : L → E en BeMBe induce un mapa ε0L → B en

BeM. Aśı tenemos que los mapas ∆ y ε dan a L una estructura de ×B−coálgebra
si y sólo su ∆0 y ε0 le dan una estructura de coálgebra en ( BeM, ⋄); esto es, si y
sólo si valen (∆0 ⋄ id)∆0 = (id ⋄ ∆0) y (ε0 ⋄ id)δ0 = id = (id ⋄ ε0)∆0. Ya que ⋄ es
asociativo, como ⊗B y, por ejemplo,

(ε0 ⋄ id)∆0(ξ) = ε0(ξ1)ξ2 = ε(ξ1)(1)ξ2 = θ′(ε×B id)∆(ξ) = ξ.

Si M,M ′, N,N ′ ∈ BeMBe , entonces tenemos bien definido un mapa de Be-bimódu-
los

τ : (M ×B M
′)⊗Be (N ×B N

′)→ (M ⊗Be N)×B (M ′ ⊗Be N ′)

(
∑

i

mi ⊗m′i)⊗ (
∑

j

ni ⊗ n′i) 7→
∑

i,j

mi ⊗ nj ⊗m′i ⊗ n′i

En efecto,

τ((m⊗m′)(b⊗ bo)⊗ (n⊗ n′)) = τ(mb⊗m′bo)⊗ n⊗ n′) = mb⊗ n⊗m′bo ⊗ n′ =

(m⊗ bn)⊗ (m′ ⊗ bon′) = τ(m⊗m′ ⊗ (b⊗ bo)(n⊗ n′))
y

τ((b⊗ bo)(m⊗m′)⊗ (n⊗ n′)) = τ((bm⊗ bom′)⊗ (n⊗ n′)) =

bm⊗ n⊗ bom′ ⊗ n = b(m⊗ n)⊗ bo(m′ ⊗ n′) =

(b⊗ bo)(m⊗ n)⊗ (m′ ⊗ n′) = (b⊗ bo)τ((m⊗m′)(n⊗ n′)).

Definición 5.2. Sea S una k-álgebra. Un álgebra sobre S (o un S-ring) es un
álgebra L junto con un mapa de álgebras ι : S → L.

En particular, un álgebra sobre S es un S-bimódulo de un modo natural y vemos
que las álgebras sobre S son precisamente las álgebras en la categoŕıa monoidal
( SMS,⊗S). Usando el mapa τ definido arriba, vemos que para un álgebra L sobre
Be, el Be-bimódulo L×B L es nuevamente un álgebra sobre Be, con

ι(b⊗ bo) = b⊗ bo ∈ L×B L (i.e ι(b⊗ bo) = ι(b⊗ 1)⊗ ι(1⊗ bo))

Definición 5.3. Sea B una k-álgebra. Una ×B−biálgebra es un álgebra L sobre Be

con una estructura de ×B−coálgebra tal que la comultiplicación ∆ : L→ L×B L y
la counidad ε : L→ E son mapas de álgebras sobre Be
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Ejemplo 5.4. Sea B un álgebra y H una biálgebra sobre k. Supongamos que H
mide a B, es decir, existe una aplicación ⇀: H ⊗B → B tal que

h ⇀ (bc) = (h1 ⇀ b)(h2 ⇀ c) y h ⇀ 1 = ε(h)1B,

para cada b, c ∈ B y h ∈ H. Asumamos que σ : H⊗H → B en un cociclo inversible
bajo el producto de convolución, esto es, σ(1, h) = σ(h, 1) = ε(h)1B y

(f1 ⇀ σ(g1, h1))σ(f2, g2h2) = σ(f1, g1)σ(f2g2, h)

para todo f, g, h ∈ H. Finalmente, supongamos que ⇀ es una estructura de H-
módulo torcida por σ, esto es, que 1 ⇀ b = b y

(g1 ⇀ h1 ⇀ b)σ(g2, h2) = σ(g1, h1)(g2h2 ⇀ b)

para g, h ∈ H y b ∈ B. Aśı, R = R(H,B,⇀, σ) = B⊗H⊗Bo es una ×B−biálgebra
con multiplicación

(b⊗ g ⊗ co)(d⊗ h⊗ eo) = b(g1 ⇀ d)σ(g2, h1)⊗ g3h2 ⊗ (σ−1(g4, h3)(g5 ⇀ e)c)o,

comultiplicación
∆(b⊗ g ⊗ co) = b⊗ g1 ⊗ 1o ⊗ 1⊗ g2 ⊗ co

y counidad
ε(b⊗ g ⊗ co)(d) = b(g ⇀ d)c

para b, c, d, e ∈ B y g, h ∈ H. El mapa de álgebras Be → R que hace de R un álgebra
sobre Be está dado por b⊗ co 7→ b⊗ 1⊗ co para b, c ∈ B.
Comprobamos, en efecto, que

α′(id×B ∆)∆(b⊗ g ⊗ co) = α′(id×B ∆)(b⊗ g1 ⊗ 1o ⊗ 1⊗ g2 ⊗ co) =

α′(b⊗ g1 ⊗ 1o ⊗ (1⊗ g2 ⊗ 1⊗ 1o ⊗ g3 ⊗ co)) = α(∆×B id)∆(b⊗ g ⊗ co)
por ser H una coálgebra. Además, vemos que

θ(id×B ε)∆(b⊗ g ⊗ co) = θ((b⊗ g1 ⊗ 1o)⊗ ε(1⊗ g2 ⊗ co)) =

ε(1⊗g2⊗co)(1)o(b⊗g1⊗1o) = (1(g2 ⇀ 1)c)o(b⊗g1⊗1o) = ε(g2)c
o(b⊗g1⊗1o) = (152)

(1⊗ 1⊗ co)(b⊗ g ⊗ 1) = (1 ⇀ b)σ(1, g1)⊗ g2 ⊗ (σ−1(1, g3)(1 ⇀ 1)c)o = (153)

b⊗ g ⊗ co.
Vemos que ∆ y ε son multiplicativos:

∆((b⊗g⊗co)(d⊗h⊗eo)) = ∆(b(g1 ⇀ d)σ(g2, h1)⊗g3h2⊗(σ−1(g4, h3)(g5 ⇀ e)c)o) =

b(g1 ⇀ d)σ(g2, h1)⊗ g3h2 ⊗ 1o ⊗ 1⊗ g4h3 ⊗ (σ−1(g5, h4)(g6 ⇀ e)c)o

y esto es igual a

∆(b⊗ g⊗ co)∆(d⊗ h⊗ eo) = (b⊗ g1⊗ 1o⊗ 1⊗ g2⊗ co)(d⊗ h1⊗ 1o⊗ 1⊗ h2⊗ eo) =

b(g1 ⇀ d)σ(g2, h1)⊗ g3h2 ⊗ (σ−1(g4, h3)(g5 ⇀ 1)1)o ⊗ · · ·
· · · 1(g6 ⇀ 1)σ(g7, h4)⊗ g8h5 ⊗ (σ−1(g9, h6)(g10 ⇀ e)c)o =
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b(g1 ⇀ d)σ(g2, h1)⊗g3h2⊗(σ−1(g4, h3))
o⊗(σ(g5, h4))⊗g6h5⊗(σ−1(g7, h6)(g8 ⇀ e)c)o =

b(g1 ⇀ d)σ(g2, h1)⊗ g3h2ε(g4)ε(h3)⊗ 1o ⊗ 1⊗ g5h4 ⊗ (σ−1(g6, h5)(g7 ⇀ e)c)o =

b(g1 ⇀ d)σ(g2, h1)⊗ g3h2 ⊗ 1o ⊗ 1⊗ g4h3 ⊗ (σ−1(g5, h4)(g6 ⇀ e)c)o.

Por su lado,

ε((b⊗ g ⊗ co)(d⊗ h⊗ eo))(f) = ε(b⊗ g ⊗ co)ε(d⊗ h⊗ eo)(f) =

b(g ⇀ (d(h ⇀ f)e))c = b(g1 ⇀ d)(g2 ⇀ (h ⇀ f))(g3 ⇀ e)c.

Mientras que también

ε((b⊗ g ⊗ co)(d⊗ h⊗ eo))(f) =

b(g1 ⇀ d)σ(g2, h1)(g3h2 ⇀ f)σ−1(g4, h3)(g5 ⇀ e)f

y la igualdad entre estas dos expresiones se realiza ya que

g2 ⇀ h ⇀ f = (g2 ⇀ h1 ⇀ f)ε(h2)ε(g3) =

(g2 ⇀ h1 ⇀ f)σ(g3, h2)σ
−1(g4, h3) = σ(g2, h1)(g3h2 ⇀ f)σ−1(g4, h3).

Finalmente, vemos que ∆ y ε son mapas de B-álgebras, esto es que preservan los
mapas Be → R, Be → R×B R y Be → E en cada caso:

∆(d⊗ 1⊗ eo) = (d⊗ 1⊗ 1o)⊗ (1⊗ 1⊗ eo) = ι(d⊗ 1⊗ 1o)⊗ ι(1⊗ 1⊗ eo)

y
ε(ι(b⊗ co))(d) = ε(b⊗ 1⊗ co)(d) = b(1 ⇀ d)c = bdc = ι(b⊗ co)(d).

La equivalencia dada por el próximo teorema será muy útil en lo que sigue.

Lema 5.5. Para M,M ′, N,N ′ ∈ BeM tenemos un mapa

τ : Hom(M,M ′)×B Hom(N,N ′)→ Hom(M ⋄N,M ′ ⋄N ′)
∑

i

fi ⊗ gi 7→ (m⊗ n 7→
∑

i

fi(m)⊗ gi(n))

Demostración. Esto se sigue del comportamiento de Hom en los coĺımites; hay un
mapa natural

ĺım
−→

Hom(X,Yi)→ Hom(X, ĺım
−→

Yi)

y un isomorfismo natural

ĺım
←−

Hom(Yi, X) ∼= Hom(ĺım
−→

Yi, X).

Aśı, el mapa natural Hom(M,M ′)⊗Hom(N,N ′)→ Hom(M⊗N,M ′⊗N ′) induce:

Hom(M,M ′)×B Hom(N,N ′) =

∫ y ∫

x
xoHom(M,M ′)yo ⊗ xHom(N,N ′)y =

∫ y ∫

x

Hom( yoM, xoM ′)⊗Hom( yN, xN
′)
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por como se traducen las acciones en M,N a Hom(M,N) y lo mismo para M ′, N ′.
El mapa natural citado induce entonces

→
∫ y ∫

x

Hom( yoM ⊗ yN, xoM ′ ⊗ xN
′)→ Hom(

∫

y
yoM ⊗ yN,

∫

x
xoM ′ ⊗ xN

′)

por la propiedad mencionada del coĺımite y por definición

Hom(M ⋄N,M ′ ⋄N ′)

Teorema 5.6. Las siguientes caracteŕısticas son equivalentes para un álgebra L
sobre Be:

1. Una estructura de ×B−biálgebra en L.

2. Una estructura de categoŕıa monoidal en LM tal que el funtor subyacente

LM→ BeM es estrictamente monoidal.

Demostración. Primero, asumamos que (L,∆, ε) es una ×B−biálgebra. Definimos
una estructura de L-módulo en M ⋄ N para M,N ∈ LM como ξ ⊲ (m ⊗ n) =
ξ1 ⊲m⊗ ξ2 ⊲ n, para ξ ∈ L,m ∈M,n ∈ N . Podemos mostrar directamente que esta
estructura de módulo está bien definida, pero utilizaremos en cambio un argumento
algo más conceptual. Para M,M ′ ∈ BeM, tenemos Hom(M,M ′) ∈ BeMBe . De este
modo, End(M) es un álgebra sobre Be. Una estructura de L-módulo a izquierda
induciendo una estructura dada de Be-módulo a izquierda en M puede ser descripta
también por un mapa ρ : L→ End(M) de álgebras sobre Be.
Ahora, por el lema, para M,N ∈ LM, podemos reescribir la estructura deseada de
L-módulo en M ⋄N como la correspondiente al mapa de álgebras

L
∆→ L×B L

ρ⊗ρ→ End(M)×B End(N)
τ→ End(M ⋄N).

La coasociatividad de ∆ implica que el funtor producto aśı descripto en LM es
asociativo. En efecto, tenemos

L
∆ //

∆
��

L×B L

id×B∆
��

L×B L

∆×B id
��

L×B (L×B L)

α′

��
(L×B L)×B L

α

��

L×B L×B L

ρ⊗ρ⊗ρ

��
L×B L×B L

ρ⊗ρ⊗ρ

��

End(M)×B (End(N)×B End(P ))

id×Bτ
��

End(M)×B End(N)×B End(P )

τ⊗id
��

End(M)×B End(N ⋄ P )

τ

��
End((M ⋄N) ⋄ P )

∼= ,,XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
End(M ⋄N)×B End(P )

τ

��
End(M ⋄ (N ⋄ P ))
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que conmuta por la citada coasociatividad de ∆ y por el hecho de que τ(id⊗ τ) =
τ(id⊗ τ) por definición. Aśı, tenemos una estructura de categoŕıa monoidal en LM
tal que LM→ BeM es estrictamente monoidal por la definición de ⋄ (y su relación
con ⊗B en BMB).
Ahora, asumamos que ( LM, ⋄) es una categoŕıa monoidal. Entonces en particular
L ⋄ L es L-módulo a izquierda. Como para y ∈ B los mapas L ∋ ξ 7→ ξy ∈ L
y L ∋ ξ 7→ ξyoL son L-lineales a izquierda, L ×B L =

∫ y
Lyo ⋄ Ly es un ĺımite

de mapas en LM y por lo tanto un L-módulo. Podemos definir ∆ : L → L ×B L
por ∆(ξ) = ξ ⊲ (1 ⊗ 1). Si M,N ∈ LM y m ∈ M,n ∈ N , entonces el mapa
f : L⋄L ∋ ξ⊗ ζ 7→ ξ ⊲m⊗ ζ ⊲n ∈M ⋄N está en LM (siendo la imagen del bifuntor
⋄ de dos mapas L-lineales a izquierda L→ M , L→ N). Se sigue que la estructura
de L-módulo a izquierda cumple

ξ ⊲ (m⊗ n) = (ξ ⊲ f(1⊗ 1)) = f(ξ1 ⊗ ξ2) = ξ1 ⊲ m⊗ ξ2 ⊲ n

para ξ ∈ L,m ∈ M,n ∈ N . Tomando M = N = L, esta fórmula y la asociatividad
del L-módulo a izquierda L ⋄ L implican que ∆ es un mapa de álgebras, lo que
podemos ver expĺıcitamente, si ζ ∈ L, m = ζ1, n = ζ2, como

ξ ⊲ (ζ1 ⊗ ζ2) = ξ1 ⊲ ζ1 ⊗ ξ2 ⊲ ζ2 = ξ1ζ1 ⊗ ξ1ζ2

y el primer término es esta igualdad es también igual a

ξ ⊲ ζ ⊲ (1⊗ 1) = ξζ ⊲ (1⊗ 1) = (ξζ)1 ⊗ (ξζ)2.

Para ver que ∆ es coasociativo en el sentido de la definición de ×B−coálgebra, basta
verificar que ∆0 : L → L ⋄ L definido por ∆0(ξ) = ∆(ξ) = ξ ⊲ (1L ⊗ 1L) ∈ L ⋄ L
es coasociativo, como ya hemos visto. Escribimos ∆0(ξ) = ∆(ξ) = ξ1 ⊗ ξ2. Sabemos
que la categoŕıa monoidal LM el isomorfismo L ⋄ (L ⋄ L) ∼= (L ⋄ L) ⋄ L es L-lineal.
Entonces, para ξ ∈ L, tenemos, en L ⋄ L ⋄ L,

(∆0 ⊗ id)∆0(ξ) = ∆0(ξ1)⊗ ξ2 = ξ1 ⊲ (1L ⊗ 1L))⊗ ξ2 =

ξ ⊲ ((1L ⊗ 1L)⊗ 1L) = ξ ⊲ (1L ⊗ (1L ⊗ 1L)) =

ξ1 ⊗ (ξ2 ⊲ (1L ⊗ 1L)) = (id ⋄∆0)∆0(ξ).

Finalmente, vemos que la representación L→ End(B) de L en el objeto neutral B
con respecto a ⋄ da una counidad para L. Se cumple que ε(ξζ) = ε(ξ)ε(ζ) por ser
éste una representación y también vemos que

(ε0 ⋄ id)∆0(ξ) = (εo ⋄ id)(ξ ⊲ (1L ⊗ 1L)) =

ε(ξ1)(1)ξ2 = (ξ1 ⊲ 1B)⊗ (ξ2 ⊲ 1L) =

ξ ⊲ (1B ⋄ 1L) ∼= ξ ⊲ 1L = ξ.
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5.2. ×R−álgebras de Hopf

Definición 5.7. Una ×R−biálgebra L es una ×R−álgebra de Hopf si y sólo si el
mapa

β : L⊗R L ∋ l ⊗m 7→ l1 ⊗ l2m ∈ L ⋄ L
es una biyección

Daremos a continuación una definición equivalente de ×R−álgebra de Hopf,
según [28]. Para ello necesitamos ciertas nociones previas.

Definición 5.8. Sea C una categoŕıa monoidal. Sea Y un objeto de C. Si el funtor
C ∋ X 7→ X ⊗ Y ∈ C es un adjunto a izquierda, denotamos su adjunto a derecha
por C ∋ X 7→ hom(Y,X) ∈ C y lo llamamos un funtor hom interno (a derecha).
Si el funtor −⊗Y es adjunto a izquierda para cada Y ∈ C, decimos que C es cerrada
(a derecha).

Un hom-funtor interno provee por definición un morfismo de adjunción ev :
hom(X,Y ) ⊗ X → Y con la siguiente propiedad universal, para cada T ∈ C y
e : T ⊗ X → Y existe un único f : T → hom(X,Y ) tal que e = ev(f ⊗ X). La
categoŕıa ( ReM, ⋄) es cerrada a derecha con hom-funtores internos hom

ReM(N,P ) =
HomRo(N,P ), para N,P ∈ ReM, donde la estructura de Re-módulo a izquierda
está dada por ((r ⊗ so)f)(n) = rf(sn).

Proposición 5.9. Sea L una ×R−biálgebra. Entonces la categoŕıa LM es cerrada
a derecha con hom-funtores internos a derecha

hom
LM(N,P ) = HomL(L ⋄N,P )

donde L ⋄N es un L−L-bimódulo con la estructura de L-módulo a izquierda como
antes y a derecha inducida por la del factor L.

Demostración. Usando que

M ⋄N ∋ m⊗ n 7→ 1⊗ n⊗m ∈ (L ⋄N)⊗L M

es un isomorfismo con inversa (l ⊗ n)⊗m 7→ lm⊗ n, obtenemos

HomL(M ⋄N,P ) ∼= HomL((L ⋄N)⊗L M,P ) ∼= HomL(M,HomL(L ⋄N,P )),

ésta última igualdad resultante de la adjunción tensor-hom usual.

Definición 5.10. Sea F : C → D un funtor monoidal entre categoŕıas monoidales
cerradas a derecha, y sea

ζ : F(hom(X,Y ))→ hom(F(X),F(Y ))

para X,Y ∈ C el único isomorfismo para el cual

F(hom(X,Y ))⊗F(X)
ζ⊗F(X)//

∼=
��

hom(F(X),F(Y ))⊗F(X)

ev

��
F(hom(X,Y )⊗X)

F(ev)
// F(Y )

conmuta. Decimos que F preserva hom-funtores internos a derecha si ζ es un iso-
morfismo para todo X,Y ∈ C
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Dada una categoŕıa localmente pequeña (esto es, que las clases de morfismos son
conjuntos) C, cada A ∈ C induce un funtor natural C → Set llamado hom-funtor,
dado por hA = Hom(A,−). Teniendo en cuenta esta notación, vemos el siguiente
lema, conocido como lema de Yoneda, y que será usado en la demostración del
próximo Teorema.

Lema 5.11. Sea C una categoŕıa localmente pequeña y F : C → Set un funtor.
Entonces, para cada A ∈ C, las transformaciones naturales de hA a F están en
correspondencia uno-a-uno con los elementos de F (A). Si consideramos el funtor
contravariante h′A = Hom(−, A), obtenemos el mismo resultado para un funtor
contravariante G : C → Set.

Demostración. La prueba de este lema pude verse a partir del siguiente diagrama
conmutativo,

Hom(A,A)
Hom(A,f)//

ΦA

��

Hom(A,X)

ΦX

��
F (A)

F (f)
// F (X)

para f ∈ Hom(A,X) y Φ una transformación natural de hA a F . Según este dia-
grama, si u = ΦA(idA), tenemos que

ΦX(f) = (F (f))(u),

y esto muestra que la transformación Φ está completamente determinada por el
elemento u ∈ F (A). Y, más aún, un tal elemento u define una transformación
natural de manera análoga.

Observación 5.12. En el caso en que el funtor F es otro hom-funtor hB, el lema
indica que

Nat(hA, hB) ∼= Hom(B,A)

Teorema 5.13. Sea L una ×R−biálgebra. Son equivalentes

1. El funtor subyacente LM→ ReM preserva hom-funtores internos a derecha.

2. El mapa β̃ : L⊗Ro L ∋ l ⊗m 7→ l1 ⊗ l2m ∈ L ⋄ L es una biyección.

Demostración. Notemos primero que si β̃ es una biyección, también lo es

β̃N : L⊗Ro N ∋ l ⊗ n 7→ l1 ⊗ l2 ⊳ n ∈ L ⋄N

para cada N ∈ LM, ya que podemos identificar β̃N con β̃ ⊗L N . Sean N,P ∈ LM.
Vemos que la evaluación

ev : HomL(L ⋄N,P ) ⋄N → P

para el hom-funtor interno en LM está dada por ev(f⊗n) = f(1⊗n). Por otro lado,
podemos identificar el hom-funtor interno HomRo(N,P ) en ReM canónicamente con
HomL(L⊗Ro N,P ); bajo esta identificación, el mapa

ev′ : HomL(L⊗Ro N,P ) ⋄N → P
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está dado por ev′(f ⊗ n) = f(1⊗ n). Entonces el mapa único

T : HomL(L ⋄N,P )→ HomL(L⊗Ro N,P )

compatible con los mapas de evaluación respectivos está dado por

T (f)(l ⊗ n) = l ⊲ T (f)(1⊗ n) = l ⊲ f(1⊗ n) = f(l ⊲ (1⊗ n)) =

f(l1 ⊗ l2 ⊲ n) = fβ̃N(l ⊗ n).

Por la Observación 5.12, las transformaciones naturales T = (TP )P de HomL(L ⋄
N,−) a HomL(L⊗Ro N,−) están identificadas los elementos de HomL(L⊗Ro N,L⋄
N), de manera tal que T queda determinado por β̃N . Aśı, tenemos que T es una
biyección para todo P si y sólo si β̃N es una biyección.

5.3. Biálgebras débiles y ×R−biálgebras

A continuación, tal como hemos comprobado que las álgebras faciales son un
caso particular de biálgebras débiles, mostraremos que éstas últimas son un caso
particular de ×R−biálgebras.

Teorema 5.14. Sea (H,∆, ε) una biálgebra débil. Tomamos R = Ht. Entonces H
tiene una estructura de ×R−biálgebra (H,Γ, C) como sigue. La estructura de Re-ring
de H está dada por ι(x⊗ yo) = xε′s(y), la comultiplicación

Γ : H → H ×R H ⊂ H ⋄H

es la composición de ∆ con la suryección canónica H⊗H → H ⋄H. La counidad es

C : H ∋ h 7→ (x 7→ εt(hx)) ∈ End(R).

Demostración. H es un Re-ring ya que ε′s induce un anti-isomorfismo de Ht con Hs,
y Hs y Ht conmutan elemento a elemento. Que Γ0 : H → H ⊗ H → H ⋄ H toma
sus valores en H ×R H se sigue de

Γ(h) = Γ(h · 1) = h11(1) ⊗ h21(2),

ya que tenemos, por (137), que

h1y
o ⊗ h2 = h11(1)ε

′
s(y)⊗ h21(2) = (h1 ⊗ h2)(1(1)ε

′
s(y)⊗ 1(2)) =

(h1 ⊗ h2)(1(1) ⊗ y1(2)) = h11(1) ⊗ h21(2)y = h1 ⊗ h2y.

Es claro que Γ es un mapa de álgebras, ya que ∆ es multiplicativo y Γ(1) = 1 ∈ H⋄H.
También, Γ es un mapa de Re-rings por (130) y (129) y coasociativo por serlo ∆. El
mapa C preserva la unidad ya que εt es un idempotente, y multiplicativo porque

C(g)C(h)(x) = C(g)(εt(hx)) = εt(gεt(hx)) = εt(ghx)

para todo g, h ∈ H y x ∈ Ht, usando (132). Más aún, C(y)(x) = εt(yx) = yx y

C(yo)(x) = εt(ε
′
s(y)x) = εt(xε

′
s(y)) = xεtε

′
s(y) = xy
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para x, y ∈ Ht, lo que muestra que C es un mapa de Re-rings. Resta ver que C es
una counidad. Tenemos

C(h[1])(1)h[2] = ε(1(1)h[1])1(2)h[2] = ε(1(1)h1)1(2)h2 = h

aśı como

(C(h[2])(1))oh[1] = (ε(1(1)h[2])1(2))
oh[1] = ε(1(1)h2)ε

′
2(1(2))h1 =

ε(1(1)h2)1
′
(1)ε(1

′
(2)1(2))h1 = ε(1′(2)h2)1

′
(1)h1 = h

para h ∈ H, por el axioma (125), donde escribimos Γ(h) = h[1] ⊗ h[2].

El teorema anterior muestra que una biálgebra débil es una ×R−biálgebra en la
cual, por la Proposición 3.30, R es Frobenius separable. Probaremos también una
rećıproca a este resultado, basada en la siguiente re-escritura de la Observación 3.15.

Observación 5.15. Sea R un álgebra separable con idempotente de separabilidad e.
Entonces, para M ∈MR y N ∈ RM, la identidad en M⊗N induce un isomorfismo

γ : Me(1) ⊗ e(2)N →M ⊗R N,

con inversa γ−1(m⊗ n) = me(1) ⊗ e(2)n.

Antes de utilizar (impĺıcitamente) esta observación para probar el siguiente teo-
rema, lo usaremos para comparar el producto tensorial definido para módulos M,N
sobre una biálgebra débil H, dado por M ⊙ N = ∆(1)(M ⊗ N) con la estructura
diagonal de H-módulo inducida v́ıa ∆ con el producto tensorial definido sobre los
módulos sobre la ×R−biálgebra correspondiente.

Proposición 5.16. Sea H una biálgebra débil. Entonces los isomorfismos

γ = γMN : M ⊙N →M ⋄N

para M,N ∈ LM dotan al funtor identidad con una estructura de funtor monoidal

(Id, γ) : ( HM, ⋄)→ ( HM,⊙).

Demostración. El sistema idempotente de Frobenius que hemos encontrado para
R = Ht en la Proposición 3.30, es tal que

(
e(1)
)o⊗ e(2) = ∆(1). Aśı, γ es un isomor-

fismo de espacios vectoriales por la Observación 5.15, es lineal por la definición de la
comultiplicación en la ×R−biálgebra asociada a la biálgebra débil H. La coherencia
del funtor monoidal es evidente ya que γ está inducida por la identidad. Finalmente,
en ambas categoŕıas tenemos objetos unidad dados por Ht.

Observación 5.17. Los argumentos utilizados en la proposición anterior pueden ser
re-escritos para ser una prueba diferente del Teorema 5.14. Una biálgebra débil H
es un Re-ring para R = Ht. Como R es separable, podemos usar la Observación 5.15
para dotar al funtor subyacente HM→ ReM con un estructura de funtor monoidal.
Aśı, se sigue del Teorema 5.6 que H tiene una estructura de ×R−biálgebra.

Ahora probamos una rećıproca al Teorema 5.14
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Teorema 5.18. Sea R un álgebra Frobenius separable con sistema idempotente de
Frobenius (φ, e). Sea (H,Γ, C) una ×R−biálgebra. Entonces una estructura (H,∆, ε)
puede darse a H como

∆(h) = (e(1))oh[1] ⊗ e(2)h[2]

ε(h) = φ(C(h)(1)).

Demostración. El mapa ∆ está bien definido porque

f : H ⋄H ∋ g ⊗ h 7→ (e(1))og ⊗ e(2)h ∈ H ⊗H

está bien definido, ya que (e(1))oxog ⊗ e(2)h = (xe(1))og ⊗ e(2)h = (e(1))og ⊗ e(2)xh
vale para todo g, h ∈ H y x ∈ R. Tenemos

∆(h1)⊗ h2 = (e(1))o(ẽ(1)h[1])[1] ⊗ e(2)(ẽ(1)h[1])[2] ⊗ ẽ(2)h[2] =

(e(1))oh[1][1] ⊗ e(2)ẽ(1)h[1][2] ⊗ ẽ(2)h[2] = (e(1))oh[1] ⊗ e(2)(ẽ(1))oh[2][1] ⊗ ẽ(2)h[2][2] =

(e(1))oh[1] ⊗ (ẽ(1))o(e(2)h[2])[1] ⊗ ẽ(2)(e(2)h[2])[2] = h1 ⊗∆(h2),

lo que muestra que ∆ es coasociativo. El mapa es ε es una counidad ya que

h1ε(h2) = (e(1))oh[1]φ(C(e(2)h[2])(1)) = (e(1))oh[1]φ(e(2)C(h[2])(1)) =

(C(h[2])(1))h[1] = h

y
ε(h1)h2 = φ(C((e(1))oh[1])(1))e(2)h[2] = φ(C(h[1])(1)e(1))e(2)h[2] =

C(h[1])(1)h[2] = h.

∆ es multiplicativo por

∆(g)∆(h) = (e(1))og[1](ẽ
(1))oh[1] ⊗ e(2)g[2]ẽ

(2)h[2] =

(e(1))og[1]h[1] ⊗ e(2)ẽ(1)ẽ(2)h[2] = (e(1))og[1]h[1] ⊗ e(2)h[2] = ∆(gh)

para todo g, h ∈ H, usando que Γ(g) ∈ H ×R H. Tenemos

ε(g1(1))ε(1(2)h) = ε(g(e(1))o)ε(e(2)h) = φ(C(g(e(1)))(1))φ(C(e(2)h)(1)) =

φ(C(g)(e(1)))φ(e(2)C(h)(1)) = φ(C(g)(C(h)(1))) = φ(c(gh)(1)) = ε(gh)

y

ε(g1(2))ε(1(1)h) = φ(C(ge(2))(1))φ(C((e(1))oh)(1)) = φ(C(g)(e(2)))φ(C(h)(1)e(1)) =

φ(C(g)(C(h)(1))) = ε(gh)

para g, h ∈ H,

(id⊗∆)∆(1) = (e(1))o ⊗∆(e(2)) = (e(1))o ⊗ (ẽ(1))o(e(2))[1] ⊗ ẽ(2)(e(2))[2] =

(e(1))o ⊗ (ẽ(1))oe(2) ⊗ ẽ(2) = (1⊗∆(1))(∆(1)⊗ 1).

Veamos ahora el comportamiento de esta relación al considerar álgebras de Hopf
débiles y ×R−álgebras de Hopf.
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Teorema 5.19. Sea H una biálgebra débil. Entonces H es un álgebra de Hopf débil
si y sólo si el mapa

β0 : H ⊗H ∋ g ⊗ h 7→ g1 ⊗ g2h ∈ H ⊗H

induce un isomorfismo

β : H ⊗Hs
H → ∆(1)(H ⊗H)

Demostración. Primero, asumamos que H tiene una ant́ıpoda S. Definimos β̄0 :
H ⊗H → H ⊗Hs

H como β̄0(g ⊗ h) = g1 ⊗ S(g2)h. Entonces

ββ̄0(g ⊗ h) = β(g1 ⊗ S(g2)h) = g1 ⊗ g2S(g3)h = g1 ⊗ εt(g2)h =

1(1)g1 ⊗ εt(1(2)g2)h = 1(1)g1 ⊗ ε(1′(1)1(2)g2)1
′
(2)h =

1(1)g1 ⊗ ε(1(2)g2)1(3)h = 1(1)g1(2)h

y
β̄0β(g ⊗ h) = g1 ⊗ S(g2)g3h = g1 ⊗ εs(g2)h = g1εs(g2)⊗ h = g ⊗ h.

Aśı, la restricción de β̄0 es una inversa para β.
Ahora asumamos que β tiene una inversa β−1. Definimos π : H ⊗Hs

H → H por
π(g ⊗ h) = εs(g)h, y definimos S : H → H por S(h) = πβ−1(1(1)h ⊗ 1(2)), para
h ∈ H. Afirmamos que S es una ant́ıpoda para H. Para esto, calculamos

S(h1)h2 = π(β−1(1(1)h1 ⊗ 1(2)))h2 = π(β−1(1(1)1(2))(1⊗ h2)) =

π(β−1(1(1)h1 ⊗ 1(2)h2)) = πβ−1(h1 ⊗ h2) = π(h⊗ 1)εs(h).

Ahora, afirmamos que la inversa de β es la restricción del mapa

γ : H ⊗H ∋ g ⊗ h 7→ g1 ⊗ S(g2)h ∈ H ⊗Hs
H.

Esto se verifica en la siguiente cuenta:

γβ0(g1 ⊗ g2h)g1 ⊗ S(g2)g3h = g1 ⊗ ε(g2)h = g1εs(g2)⊗ h = g ⊗ h.

Usando, para y ∈ Hs,

S(yh) = πβ−1(1(1)yh⊗ 1(2))πβ
−1(1(1)h⊗ 1(2)εt(y)) =

πβ−1(1(1)h⊗ 1(2))εt(y) = S(h)εt(y),

obtenemos

1(1)h⊗ 1(2) = ββ−1(1(1)h⊗ 1(2)) = β(h1 ⊗ S(1(1)h2)1(2)) =

β(h1 ⊗ S(h2)εt(1(1))1(2)) = β(h1 ⊗ S(h2)) = h1 ⊗ h2S(h3).

y podemos aplicar ε ⊗ id al resultado para obtener εt(h) = h1S(h2). La prueba
culmina calculando

S(h1)h2S(h3) = S(h1)εt(h2) = S(h1)εtε
′
s(h2)S(ε′s(h2)h1) = S(h)

para todo h ∈ H.
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Corolario 5.20. Sea H una biálgebra débil. Entonces son equivalentes:

1. S es un álgebra de Hopf débil.

2. La ×R−biálgebra asociada es una ×R−álgebra de Hopf.

Demostración. La identidad induce un isomorfismo γ : ∆(1)(H ⊗H)→ H ⋄H por
la Proposición 5.16. La composición γβ es el mapa

H ⊗Ht
H ∋ g ⊗ h 7→ g[1] ⊗ g[2]h ∈ H ⋄H

la cual debe ser biyectiva según la definición de ×R−álgebra de Hopf.

5.4. Equivalencias Morita y
√

Morita

Estudiaremos ahora los conceptos de equivalencias Morita y
√

Morita. Supong-
amos que R,S son k-álgebras Morita equivalentes, (lo que escribiremos R ∼M S).
Entonces por definición las categoŕıas RM y SM de módulos a izquierda son equiva-
lentes como categoŕıas k-lineales abelianas. En esta situación, también se obtiene un
equivalencia ( RMR,⊗R) ∼=( SMS) de categoŕıas k-lineales monoidales (esto puede
verse aplicando el teorema de Watts [36] que dice que la categoŕıa monoidal RMR

puede ser vista como la categoŕıa de endofuntores exactos a derecha k-lineales de

RM). En algún sentido, resulta más útil la siguiente caracterización expĺıcita de
la equivalencia monoidal. Cuando R ∼M S, fijemos un contexto estricto Morita
(R,S, P,Q, f, g). En particular, tenemos P ∈ SMR, Q ∈ RMS, f : P ⊗R Q→ S un
isomorfismo de S-bimódulos y g : Q⊗S P → R un isomorfismo de R-bimódulos. Un
equivalencia está dada por

F : RM∋M 7→ P ⊗R M ∈ SM,

y podemos describir una equivalencia de categoŕıas de bimódulos compatible

(F̂ , ξ) : ( RMR,⊗R)→ ( SMs,⊗S)

como sigue. Tomamos F̂ (M) = P ⊗R M ⊗R Q como S-bimódulo, y definimos la
estructura de funtor monoidal

ξ : F(M)⊗S F(N)→ F(M ⊗R N)

como la composición

P ⊗R M ⊗R Q⊗S P ⊗R n⊗R Q
P⊗M⊗g⊗N⊗Q−→ P ⊗R M ⊗R R⊗R N ⊗R Q ∼=

P ⊗R M ⊗R N ⊗R Q.

La equivalencia F y la equivalencia monoidal F̂ son compatibles en el siguiente
sentido. La categoŕıa RM es de manera natural un categoŕıa RMR a izquierda, esto
es una categoŕıa en la que RMR actúa (por el producto tensorial). La compatibilidad
dice que el siguiente diagrama conmuta naturalmente:

RMR × RM
⊗R //

F̂×F
��

RM
F

��
SMS × SM⊗S

//
SM
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Definición 5.21. Dos k-álgebras se dicen
√

Morita-equivalentes, lo que escribimos
R ∼

√
M S, si hay una equivalencia de categoŕıas monoidales k-lineales RMR

∼=
SMS.

Observación 5.22. Por lo anterior, la equivalencia Morita implica la equivalencia√
Morita. Por otro lado, como RMR

∼= ReM, las álgebras envolventes de álgebras√
Morita equivalentes son equivalentes Morita, con lo que

R ∼R S ⇒ R ∼
√

M S ⇒ Re ∼M Se,

mientras que no vale ninguna de las implicaciones rećıprocas.

5.5. Un principio para el cambio de base
√

Morita

Lema 5.23. Sea A una k-álgebra y L un A-ring (o álgebra sobre A). Supongamos
que existe una k-álgebra B y un contexto Morita estricto (A,B,C,D, φ, ψ). Entonces
existe un B-ring L̃ y una equivalencia de categoŕıas G : LM → L̃M de modo tal
que el siguiente diagrama conmuta

LM G //

U
��

L̃M
Ũ

��
AM F

//
BM

donde la equivalencia F : AM→ BM está dada por el tensor con C.

Demostración. Un A-ring L para una k-álgebra A es un álgebra en la categoŕıa
monoidal de A-bimódulos. Una consecuencia inmediata, si A ∼M B, entonces un
A-ring es esencialmente lo mismo que un B-ring. Más aún, si L̃ es el B-ring corre-
spondiente al A-ring L, entonces los L̃ módulos son esencialmente los mismo como
L módulos, ya que las acciones de BMB en BM y AMA en AM son compatibles
con las equivalencias. Expĺıcitamente, el B-ring L̃ está dado por L̃ = C ⊗A L⊗A D
con mapa unidad

B ∼= C ⊗A D
C⊗Aη⊗AD→ C ⊗A L⊗A D

en donde η es el mapa unidad del A-ring L, y multiplicación dada por, si m es la
multiplicación en L,

L̃⊗B L̃ = C⊗AL⊗AD⊗BC⊗AL⊗AD ∼= C⊗AL⊗AL⊗AD
C⊗Am⊗AD→ C⊗AL⊗AD.

Cuando M es un L-módulo, la estructura del L̃-módulo G(M) está dada por

L̃⊗B G(M) = C ⊗A L⊗A D ⊗B C ⊗A M = c⊗A L⊗A M
c⊗Aµ→ C ⊗A M = G(M),

donde µ da la estructura de L-módulo de M y aśı la estructura de B-módulo es
igual a la de F(M).

Teorema 5.24. Sea L una ×R−biálgebra para una k-álgebra R. Sea S una k-álgebra
que es

√
Morita equivalente a R. Entonces existe una ×S−biálgebra L̃ tal que su

categoŕıa de módulos es equivalente a la de L como categoŕıas monoidales. Más
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precisamente, dada una equivalencia de categoŕıas monoidales F : ReM → SeM,
existe una ×S−biálgebra L̃ y una equivalencia de categoŕıas monoidales G : LM→
L̃M que hace de

LM G //

U
��

L̃M
Ũ

��
ReM F

//
SeM

un diagrama conmutativo de funtores monoidales (en el que las flechas verticales
son funtores subyacentes).

Demostración. Sabemos por el lema que existe un Se-ring L̃ y una equivalencia
de categoŕıas G que hace del diagrama del teorema un diagrama conmutativo de
funtores k-lineales. Podemos dotar a L̃M con una estructura de categoŕıa monoidal
tal que G sea un funtor monoidal. Entonces el funtor subyacente Ũ es monoidal
también, ya que puede ser escrito como la composición Ũ = FUG−1. Ahora, el
Teorema 5.6 implica que existe una estructura de ×S−biálgebra en L̃ que induce la
estructura de categoŕıa monoidal dada en L̃M.

Definición 5.25. Sea L una ×R−biálgebra, y S un k-álgebra
√

Morita equivalente
a R. Diremos que la ×S−biálgebra L̃ obtenida de L como en la prueba del teorema
anterior es obtenida de L por un cambio de base

√
Morita.

Dada una ×R−biálgebra L y S ∼
√

M R, hablaremos de la ×S−biálgebra L̃
obtenida de L por un cambio de base

√
Morita, aunque esto no tiene en cuenta la

elección de la equivalencia de categoŕıas monoidales RM∼=SMS por la cual también
L̃ está determinada, además de por el álgebra S.

Proposición 5.26. Sea L una ×R−biálgebra, S ∼
√

M R, y L̃ la ×S−biálgebra
obtenida a partir de L por un cambio de base

√
Morita. Entonces L̃ es una ×S−álge-

bra de Hopf si y sólo si L es una ×R−álgebra de Hopf.

Demostración. En el diagrama (5.24), los funtores horizontales son equivalencias
monoidales, y por lo tanto preservan funtores hom internos. Aśı, el funtor vertical
de la izquierda preserva funtores hom internos si y sólo si el funtor vertical de la
derecha lo hace.

5.6. Cambio de base Morita

Hemos visto que la equivalencia Morita implica la equivalencia
√

Morita. Aśı, da-
da una ×R−biálgebra L y una k-álgebra S equivalente Morita a R, podemos aplicar
el cambio de base

√
Morita (que en este caso llamaremos cambio de base Morita) a

L para obtener una ×S−biálgebra L̃ con una categoŕıa monoidal de módulos equiv-
alente.
Para ver este resultado más expĺıcitamente, fijamos un contexto Morita estricto
(R,S, P,Q, f, g). Escribiremos f(p ⊗ q) = pq, g(q ⊗ p) = qp, f−1(1S) = pi ⊗ qi ∈
P ⊗R Q y g−1(1R) = qi ⊗ pi ∈ Q⊗S P (donde sumamos sobre los ı́ndices superiores
e inferiores). Escribimos P o ∈ RoMSo para el bimódulo opuesto a P , y po para
p ∈ P para un elemento dado; similarmente para Qo ∈ SoMRo . Escribimos también
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P e = P ⊗Qo ∈ SeMRe y Qe = Q⊗P o ∈ ReMSe , con lo que los bimódulos P e y Qe

inducen la equivalencia ReM∼= SeM subyacente a la equivalencia
√

Morita entre R
y S inducida por la equivalencia Morita entre R y S. Escribiremos pqo = p⊗qo ∈ P e

y similarmente para los elementos t́ıpicos de Qe.
Sea ahora una ×R−biálgebra. La ×S−biálgebra L̃ obtenida de L por cambio de
base Morita, tiene una estructura subyacente de Se-bimódulo P e ⊗Re L⊗Re Qe. La
equivalencia LM∼= L̃M env́ıa M ∈ LM a P e⊗ReM , con la estructura de L̃-módulo
dada por

(p1q
o
1 ⊗ l ⊗ q2po

2)(p3q
o
3 ⊗m) = p1q

o
1 ⊗ l(q2p3)((q3p2)

o)m,

para p1, p2, p3 ∈ P y q1, q2, q3 ∈ Q. En efecto, vemos que

((r1s
o
1 ⊗ l′ ⊗ s2r

o
2)(p1q

o
1 ⊗ l ⊗ q2po

2))(p3q
o
3 ⊗m) =

(r1s
o
1 ⊗ l′(s2p1(q1r2)

o)l ⊗ q2po
2)(p3q

o
3 ⊗m) =

r1s
o
1 ⊗ l′(s2p1)((q1r2)

o)l(q2p3)((q3p2)
o)m

y esto es igual a

(r1s
o
1 ⊗ l′ ⊗ s2r

o
2)[(p1q

o
1 ⊗ l ⊗ q2po

2)(p2q
o
3)] =

(r1s
o
1 ⊗ l′ ⊗ s2r

o
2)(p1q

o
1 ⊗ l(q2p3)((q3p2)

o)m) =

r1s
o
1 ⊗ l′(s2p1)((q1r2)

o)l(q2p3)((q3p2)
o)m =

La unidad en L̃ está dada por

Se ∋ 1⊗ 1o 7→ pi(q
j)o ⊗ 1L ⊗ qipo

j

y tenemos

(pi(q
j)o ⊗ 1L ⊗ qipo

j)(pq
o ⊗m) = pi(q

j)o ⊗ (qip)(qpj)
om =

(pi(q
j)o)((qip)(qpj)

o)⊗m = (pi(qip)(q
j)o(qpj)

o)⊗m = pqo ⊗m
pues aqúı ⊗ = ⊗Re y (qip)(qpj)

o ∈ Re. La estructura funtorial monoidal de la
equivalencia está dada por

ξ : (P e ⊗Re M) ⋄ (P e ⊗Re N)
∼=→ P e ⊗Re (M ⋄R N)

p1q
o
1 ⊗m⊗ p2q

o
2 7→ p1q

o
2 ⊗m t(q1p2)n = p1q2 ⊗ (q1p2)

om⊗ n,
donde la última igualdad surge de considerar el producto ⋄;

pqo
i ⊗m⊗ piqo ← pqo ⊗m⊗ n

paraM,N ∈ LM,m ∈M,n ∈ N, p1, p2 ∈ P, q1, q2 ∈ Q. Se sigue que la estructura de
L̃-módulo del producto tensorial de dos L̃-módulos que provienen de la equivalencia
de L-módulos M y N puede ser computada como la composición

(P e ⊗Re L⊗Re Qe)⊗Se ((P e ⊗Re M) ⋄S (P e ⊗Re N))

id⊗ξ→ (P e ⊗Re L⊗Re Qe)⊗Se (P e ⊗Re (M ⋄R N))

µ→ P e ⊗Re (M ⋄R N)
ξ−1

→ (P e ⊗Re M) ⋄S (P e ⊗Re N)

112



ya que Qe ⊗Se P e ∼= Re y L actúa en M ⋄N , con lo que está dada por

(p1q
o
1 ⊗ l ⊗ q2po

2)(p3q
o
3 ⊗m⊗ p4q

o
4 ⊗ n) = ξ−1((p1q

o
1 ⊗ l ⊗ q2po

2)(p3q
o
4 ⊗m⊗ (q3p4)n))

pues ξ−1 : L̃M → LM y ahora esto es igual, por el isomorfismo Qe ⊗Se P e ∼= Re

citado, a

ξ−1(p1q
o
1⊗l(q2p3)((q4p2)

o)(m⊗(q3p4)n)) = ξ−1(p1q
o
1⊗l1(q2p3)m⊗l2((q4p2)

o)(q3p4)n),

igualdad que surge tras la acción de L en M ⋄N y ahora, por la definición de ξ−1,
tenemos que esto es

p1q
o
i ⊗ l1(q2p3)m⊗ piqo

1 ⊗ l2((q4p2)
o)(q3p4)n =

p1q
o
i ⊗ l1(q2p3)((q3pj)

o)m⊗ piqo
1 ⊗ l2(qjp4)((q4p2)

o)n

ya que pjq
j = 1 y en este caso ((q4p2)

o)(q3p4) denota el producto (1⊗ (q4p2)
o)(q3p4⊗

1o). Entonces obtenemos, por la definición de ⋄ y la acción de L en cada tensorando,

(p1q
o
i ⊗ l1 ⊗ q2po

j)(p3q
o
3 ⊗m)⊗ (piqo

1 ⊗ l2 ⊗ qjpo
2)(p4q4 ⊗ n)

para p1, . . . , p4 ∈ P , q1, . . . , q4 ∈ Q, l ∈ L,m ∈ M,n ∈ N . Esto prueba que la
comultiplicación está dada por la fórmula

∆(p1q
o
1 ⊗ l ⊗ q2po

2) = (p1q
o
i ⊗ l1 ⊗ q2po

j)⊗ (piqo
1 ⊗ l2 ⊗ qjpo

2)

para p1, p2 ∈ P y q1, q2 ∈ Q.
Pasemos ahora al caso en el que R es un álgebra suma directa de álgebras de matrices
R =

⊕n
α=1Mdα

(k), y S = kn. Un contexto Morita puede darse como sigue. P
está generado como R-módulo a derecha por un elemento p que es una suma p =∑n

α=1E
(α)
11 de idempotentes minimales. Q está generado como R-módulo a izquierda

por el mismo elemento p. Ambos mapas f y g están dados por la multiplicación de
matrices. Tenemos f−1(1S) = p⊗ p, y g−1(1R) =

∑n
α=1

∑dα

i=1E
(α)
i1 ⊗E(α)

1i . Sea L una
×R−biálgebra, y L̃ la ×S−biálgebra obtenida de ella por un cambio de base Morita.
Entonces L̃ = ppoLppo ⊂ L, con la multiplicación dada por la multiplicación en L,
unidad ppo y comultiplicación

∆(ppolppo) =
n∑

α=1

dα∑

i=1

p
(
E

(α)
i1

)o

l1pp
o ⊗ E(α)

1i p
ol2pp

o.

Ahora sea k = C el cuerpo de los números complejos. Entonces una ×R−biálgebra
para un álgebra que es suma directa de álgebras de matrices coincide con una biálge-
bra débil en el sentido en el que lo hemos usado antes. Si R es conmutativa, entonces
es lo mismo que un álgebra facial. Aśı, el cambio de base Morita dice que las álgebras
faciales son un caso suficientemente general de biálgebras débiles, al menos para el
caso en que el interés está puesto en las categoŕıas de módulos respectivas.

Corolario 5.27. Sea H una biálgebra débil sobre C. Entonces H puede ser obtenida
a través de un cambio de base Morita de una biálgebra débil tal que su subálgebra
counital source es conmutativa. En particular, hay un álgebra facial F y una equiv-
alencia de categoŕıas monoidales HM ∼= FM. H es un álgebra de Hopf débil si y
sólo si F es un álgebra facial de Hopf.
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