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Topologia

PrRAcCTICO N°1: ESPACIOS METRICOS. ESPACIOS TOPOLOGICOS. SUBESPACIOS.

1. Considerar en R™ la métrica euclideana. Probar que
¢ 5% ={(z,y,2) € R®: 2? +y* + 2% = 1} es cerrado en R®.
o {(z,y,2) €R3: z,y,2z € Z}° es abierto en R3.
e{(z,y) eR*: 0<z<1,0<y<1, z# :VneN} esabierto en R%.
eSi f: R — R es continua, entonces graf(f) = {(x,y) € R? : y = f(x)} es cerrado
en R?.

2. Sea Cla,b] = {f : [a,b] — R : f es continua}. Probar que

b
d(f,g) = / () — g(0)] dt

es una métrica en Cla, b]. ; Vale la misma afirmacion si continuidad se reemplaza por
integrabilidad?

3.5i (X, d) es un espacio métrico y o € X, muestre que la funcién f: X — R, R con
la distancia euclidea, dada por f(x) = d(z,x¢) es continua.

4. (a)Sea (E,d) un espacio métrico y sea ) # A C E. Probar que (4, d|axa) es un
espacio métrico.
(b) Sea d la métrica euclidea en R.
(1) [0,1) es abierto en [0,2] con la métrica restringida.
(1) Estudiar los abiertos de (Z, d|zxz).

5. Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada A C X, no vacio, y cada z € X definimos
d(z,A) = inf{d(x,y) : v € A}. Probar que la funcién 6 : X — R, R con la distancia
euclidea, definida por §(z) = d(x, A) es continua.

6. En X = C([0,1]) consideremos las métricas

d(f,9) = max{|f(t) — g(t)| - t € [0,1]},

da(f,g) = /0 F(8) — g(b)] dt.

(a) Analizar la continuidad de id : (X, d;) — (X, ds) y de id : (X, ds) — (X, dy).
(b) Analizar la continuidad de las funciones f — f(1)y f — fol f(t) dt para ambas
métricas en X.

7. Hallar todas las topologias en {a,b} y en {a,b, c}.

8. Probar que las siguientes son topologias en el conjunto X.
()7 ={AC X : A°es finito} U {0}.
(b) Ty ={AC X : 29 € A} U {0}, con zp € X.
() Tz ={AC X : 20 g A} U{X}, con zy € X.
)

9. (a) Probar que las siguientes son topologias en R.
e, ={ACR: paracadaz € A3Ibe R con [z,b) C A}.
e, ={ACR: paracadaz € A 3beR con (bx] C A}.
o3 ={(a,+00): a € R} U{D R}
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

o7y ={(—00,a): a € R} U{D R}
(b) Si en 73 y en 74 cambiamos la condicién “a € R” por “a € Q”, jsiguen siendo 73
y 74 topologias en R?
(c) Verificar que {[a,b) : a,b € R,a < b} es una base de 71. Mostrar que los elementos
de esta base son abiertos y cerrados.

Sea E, ={keN: k>n}ysear={E,: neN}uU{) N}
(a) Probar que 7 es una topologia en N.

(b) Para A = {3,4,19} dar A° y A.

(c) Determinar los conjuntos cerrados en (N, 7).

(d) Determinar los conjuntos densos en (N, 7).

Probar que la proyeccién p : R — R, donde p(x,y) = z, es continua y abierta, pero
no es cerrada.

Consideremos R? con la métrica usual y sean A = {(z,y) € R? : 2 = 5= conn €
N,ye[0,1]}y B=Q x Z.

(a) ;Es A abierto o cerrado?

(b) Dar A y Fr(A).

(¢) Dar B.

Consideremos R con la topologia 75 del Ejercicio 9.
(a) Probar que {(a,b] : a,b € R,a < b} es una base se 7.
(b)Sean A =[1,2], B={0},C={%: neN}yD=10,00). Dar A°, B, Fr(AU B),
D°, Fr(D),C, Dy C°.
(c) Probar que si A C R, entonces A — A’ es numerable.

Sean A, B, A;, i € I (I un conjunto arbitrario) subconjuntos de un espacio topoldgico
X. Decidir si las siguientes igualdades son validas. En caso que no lo sean, decidir si
alguna de las inclusiones C o D vale.

(a) ANB =ANB.

(b) Dieﬂéi - mie]l A;.

(c)A—B=A-B.

Sea X = Fy U F, con Fy y Fy cerrados en X. Sean f; : F; — R continuas tales que
filmnm = folmnm. Probar que la funcién f : X — R definida por f(x) = f;(x), si
x € F}, es continua.

Sean S' = {(z,y) € R? : 22 +y? = 1} y [0,27) con las topologias relativas de
las usuales de R? y de R respectivamente. Probar que la funcién f : [0,27) — S?,
definida por f(t) = (cos(t),sen(t)) es biyectiva y continua, pero no es abierta ni
cerrada y por lo tanto no es un homeomorfismo.



