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Topologia

PrRACTICO N°3: SUCESIONES Y REDES. COMPACIDAD.

1. Consideremos a R con la topologia de los complementos finitos.
(a) Encontrar los limites de las siguientes sucesiones:

Tp=mn, néecN; Y, = 1 para n impar, y, = n para n impar.

(b) Decidir si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa:
Toda sucesion convergente tiene limite unico o infinitos limites.

2. Sea X un conjunto, o € X y consideremos la topologia
Too ={AC X : xg€ A} U{0}.

Describir las sucesiones convergentes en (X, 7,,). ;jExisten sucesiones que convergen
a mas de un punto?

3. Consideremos el espacio (N, 7), donde 7 = {{k € N: k <n}: n e N}U{0}.
(a) Dar varias sucesiones que converjan a 1.
(b) ;Cuédles son todas las sucesiones que convergen a 17
(c) ¢ Cuéles son las sucesiones convergentes?

4. Sea X un espacio topolégico N; y A C X. Probar que:
(a) X es Ty si y sélo si toda sucesién en X converge a lo sumo a un punto.
(b) 2 € X es un punto de acumulacién de A si y s6lo si existe una sucesién en A—{z}
que converge a .
(¢) z € X es un punto de acumulacién de una sucesion si y sélo si existe una subsu-
cesion que converge a .

5. Subsucesiones y subredes.
(a) Probar que las subredes de sucesiones no son necesariamente subsucesiones.
(b) Sea {z,,} una sucesién de rango finito. Probar que {z,} tiene una subsucesién
constante.
(c) Sea {x,} una sucesién en un espacio topolégico Nj. que posee tiene una subred
convergente. Probar que {z,} tiene una subsucesién convergente.

6. Sea X un espacio topodgico. Decimos que A C X es un retracto de X si existe una
funcién continua r : X — A tal que la restriccion de r a A es la identidad de A.
Probar que si A es un retracto de X entonces A es cerrado en X.

7. Probar que toda funcién polinémica p : R — R es cerrada.

8. Sea X un espacio topolégico.
a) Probar que la unién finita de conjuntos compactos en X es un compacto.
b) Probar que la interseccién de dos compactos puede no ser compacta.
¢) Asumimos ahora que X es Hausdorff. Probar que la interseccién de una familia
arbitraria de compactos es compacta.

9. Probar las siguientes afirmaciones:
(a) Todo subconjunto compacto y no vacio de R tiene méximo y minimo.
(b)Si f: X — R es continua y X es compacto, entonces f tiene maximo y minimo

en X.
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(¢)Si f: X — R es continua, X es compacto y f > 0, entonces existe un ¢ > 0 tal
que f(x) > ¢, para todo = € X.

10. Sea (X, d) un espacio métrico. Dados z € X y A, B C X no vacios, definimos
d(z,A) = inf{d(x,y) : y € A} d(A, B) = inf{d(x,y) : x € A,y € B}.

Probar que:
(a) A={z € X: dx,A) =0}.
(b) La funcién ¢ : X — R definida por é(x) = d(z, A) es continua.
¢)Si K C X es compacto y xg € X, existe yp € Y tal que d(xg, K) = d(xo, o).
(d)Si Ky y K, son 2 subconjuntos compactos de X, entonces existen zq € Kj e
yo € K3 tales que d(K7, Ky) = d(zo, yo).
(e) Mostrar que el inciso anterior es falso si K; o K3 no son compactos.

11. Una funcién f : (X,d) — (X', d’) es uniformente continua si para todo € > 0 existe
d > 0 tal que si d(z,y) < d, entonces d'(f(z), f(y)) < €. Probar que si X es compacto
y f continua, entonces f es uniformente continua.

12. Sea X un espacio compacto, Y un espacio Hausdorff y f : X — Y una funcién
continua. Probar que f es cerrada. En particular, probar que si f es biyectiva, entonces
es un homeomorfismo.

Mostrar que la condicién de compacidad de X es necesaria.

13. Sea X un espacio métrico compacto y f : X — X una isometria. Probar que f es
una biyeccion. jQué pasa si X no es compacto?

14. Sean X = [0,1] y D = {% : n € N}. Considerar en X la topologia 7 que tiene por
base a los abiertos del subespacio (0,1] de R y a los conjuntos I, = {z € X : z <
ayz ¢ D} con0<a< 1. Probar que (X,7) es Ty y no es compacto.

15. Sea X := {(2,)22 |z, € R,D> 07| |x,] < 0o}. Dados 2,y € X, definimos:

d($,y) - Z |xn - yn|'
n=1

Probar que
a) d es una distancia en X.
b) Si B(0,1) = {z € X|||z]| = > .2 |zn] < 1} entonces B(0,1) no es compacto.
¢) (X,d) es un espacio métrico completo (toda sucesiéon de Cauchy converge).

16. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Sea (X, 7) un espacio topolégico, compacto y T». Entonces no existe ninguna
topologia 7/ menos fina que 7 tal que (X, 7’) sea Ts.

(b) Sea (X, 7) un espacio topoldgico, compacto y T,. Entonces no existe ninguna
topologia 7/ més fina que 7 tal que (X, 7’) sea compacto.

(c) La clausura de un compacto es compacta.

(d) Sea X un espacio T e Y un subespacio localmente compacto y denso. Entonces
Y es abierto.



