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Topologia

PrAcCTICO N°4: ESPACIOS METRICOS COMPLETOS. TOPOLOGIA PRODUCTO.

1. Probar que un espacio métrico (X, d) es completo si y sélo si para toda sucesién

encajada A; D As D ... de subconjuntos cerrados de X tales que lim diam A, = 0,
n—oo

la interseccion de todos los A,, es no vacia.

2. Completacién de espacios métricos. Sea X un espacio métrico. Si {z,} v {yn}
son sucesiones de Cauchy en X tales que d(z,,y,) — 0 entonces decimos que {z,} y
{yn} son equivalentes y lo denotamos {z,} ~ {y,}.

(a) Probar que ~ es una relacién de equivalencia en el conjunto de todas las sucesiones
de Cauchy de X.

La clase de equivalencia de {x,} se denotard [{z,}]. Sea Y el conjunto de clases de
equivalencia [{z,}] de sucesiones de Cauchy {x,} en X. Definimos

d([{zn}], {ynt)) = limd(zn, yn), {zn}], Hyn} € Y.

(b) Mostrar que d esta bien definida y es una métrica en Y.

(c) Demostrar que la funcién f : X — Y dada por « — [{z}]| es un homeomorfismo
isométrico (es decir, que preserva la distancia) sobre un subespacio denso de Y.

(d) Probar que Y es completo. Se llama la completacion de X.

(e) Sean Z un espacio completo y g : X — Z una isometria. Mostrar que existe

una tnica factorizacién X —1 Y s Z de g, tal que h una isometria. Mas aun,
probar que si g(X) es denso en Z entonces h es suryectiva.

3. Sea I un conjunto de indices. Escribimos I = J U K, donde J, K son no vacios y
disjuntos. Sean Xj;,Y; espacios topoldgicos.
(a) Probar que J[,.; X; ~ <HjeJ Xj) X (erK Xk).
(b) Si X; ~ Y] para todo i € I, probar que [[,.; Xi ~ [[;c; Yi-

4. Probar que las proyecciones de un espacio producto [[,.; X; sobre cualquiera de sus
espacios coordenados son funciones abiertas.

5. Sean X;, i € I, espacios topologicos, y para cada i € I, sea A; un subconjunto de Xj;.
(a) Probar que, si I es finito, ([T,c; 4:)° = [1;e; 45.
(b) Probar que lo anterior puede no ser cierto si I es infinito.
(c) Estudiar las relaciones entre [],.; A; y [1,c; As.

6. Sean X, X5 dos espacios topologicos, v Aj, Ay subconjuntos de X7, Xy, respectiva-
mente. Probar que

Fr(A; x As) = (Fr(A;) x A2) U (4; x Fr(4y)) .

7.Sea (X, d) un espacio métrico. Probar que la topologia de X es la menos fina que hace
que d : X x X — R sea continua.

8. Sean XY, Z espacios topoldgicos y f: X XY — Z una funcién. Para cada z € X y
cada y € Y, definimos las funciones

fo Y = Z, f,: X — Z, fxl(y’) = f(z,y), fy(a) = f(a',y).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a) Probar que, si f es continua, entonces las funciones f, y f, son continuas, para
todoxr € X ytodoy €Y.
(b) Mostrar que la reciproca no vale.

. Sea {X;}ic; una familia de espacios topoldgicos. Probar que:

) [ L;e; Xi es Ty siy s6lo si X es T para todo i.

) Si[[;c; Xi es separable, entonces cada X; es separable.

) Si I es numerable, entonces vale la reciproca de a).

) [ L;c; Xi es Ny (respectivamente, Ny) si y sélo si cada X; es Ny (respectivamente
Ns) y todos, salvo una cantidad numerable, son indiscretos.

(e) [L;c; Xi es conexo por curvas si y solo si cada X; es conexo por curvas.

Sea {X;}ic; una familia de espacios topoldgicos y sea a € X = H X;. Probar que el
iel

conjunto de elementos de X que difieren de a en un nimero finito de coordenadas es

denso en X.

Sea X un espacio topoldgico.
(a) Probar que la aplicacién diagonal D : X — X x X, D(z) = (x,x), es continua.
(b) Probar que D(X) es cerrado en X x X siy sélo si X es Ts.

Sean X, Y dos espacios topoldgicos, vy A, B subconjuntos compactos de X e Y,
respectivamente. Probar que si W es un entorno de A x B en X XY, entonces existen
U y V abiertos en X e Y respectivamente tales que Ax BC U xV C W.

Sean X e Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién. Probar que:
(a) SiY es Ty y f es continua, probar que el grafico de f es cerrado en X x Y.
(b) Reciprocamente, probar que, si X es Ty, Y compacto y el grafico de f es
cerrado en X X Y, entonces f es continua.

Sea I = I;UI, con I; NI, = () y sean X;, con ¢ € I, espacios topoldgicos. Probar que:

(a) Hie[ X~ (Hje[l X;) x (Hje[2 X;).
(b) Si X; ~Y; para todo i, entonces [[,.; X; ~ [[,c,; Vi

Sean X, Y y Z espacios topoldgicos. Una f: X XY — Z se dice continua respecto
de x si para todo y € Y la funcién f, : X — Z definida por f,(z) = f(z,y)
es continua. La definiciéon de continua respecto de y es analoga. Probar que si f es
continua, entonces f es continua respecto de x y es continua respecto de y. Dar un
ejemplo que muestre que la reciproca no vale.

Sea X = RI%Y con la topologfa producto de la usual de R.

(a) Considerar f =1y dar algunos entornos sub-bésicos de f.

(b) Si g = cos(mx), dar 3 entornos de f que contengan a g y 3 entornos de f que
no contengan a g.

(c) Mostrar que para todo entorno de f y para todo N > 0 hay una h en dicho
entorno y un x € [0, 1] tal que h(z) > N.

(d) Mostrar que para todo entorno de f y para todo N > 0 hay una h en dicho
entorno tal que fol h(x) > N.

17. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas

(a) El producto de espacios conexos es conexo.
(b) El producto de espacios arco-conexos es arco-conexo.
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