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Topologia

PrACTICO N°5: TOPOLOGIA COCIENTE.

1.Sean I = [-1,1], X =1/.,, Y =1/.,, donde ~; estd dada por la particién {%, 1},
{z}, x # %,1, y ~g estd dada por la particién {%,1}, {—%,—1}, {z}, x # i%,il.
Probar que X no es homeomorfo a Y.

2.En X =R? - {(0,0)} definimos x ~ y si y sélo si ||z] = ||y]|-
(a) Probar que la proyeccién canénica p : X — X/ ~ es abierta y cerrada.
(b) Probar que X/ ~~R* ={z € R:z > 0}.

3.5ea X = R y ~ la relacion de equivalencia dada por z ~ y si y s6lo si v —y € Q.
Probar que la relacién de equivalencia no es cerrada y que la topologia cociente en
R/ ~ es la indiscreta.

4.Sea X =R? A= {(2,0) € X : z € R} y ~ la relacién de equivalencia asociada a la
particién de X formada por A y los subconjuntos {(z,y)} tales que y # 0.
(a) Probar que la proyeccién canénica p : X — X/ ~ es cerrada pero no abierta.
(b) Hallar una familia de entornos (V,,),en de la clase de equivalencia de A en X/ ~
tales que NyenVy, = {A}.
(c) Probar que X/ ~ no es Ny, y decidir si es Ts.
(d) Probar que para cada entero no negativo m la sucesién {(m, —=)In € N} converge
en el espacio cociente. Por otro lado, probar que si {V,,} es una subsucesién de
N, entonces la sucesién {(n, ﬁ :n € N} no converge a A.
5. Consideramos en [0, 1] la particién cuyas clases de equivalencia son (1, 2) y los con-
juntos unipuntuales {z} si « ¢ (3,2). Sea 6 : [0,1] — [0,1]/ ~ la correspondiente
aplicacion cociente.
(a) Probar que 6 es abierta pero no cerrada.
(b) Probar que X no es Ty. {G(~) es cerrado en [0, 1] x [0, 1]7
(c) Decidir si [0,1]/ ~ es Ny, localmente conexo.

6.S5ea X =R — {%|n €Z,n+#0,1,—1} y ~ la relacién de equivalencia en X asociada
a la particién cuyos elementos son Z — {0}, {0} y los conjuntos de la forma {z, %},
para cada z tal que 0 < |z| < 1.
(a) Probar que la proyeccién canoénica no es abierta ni cerrada.
(b) Probar que G(~) es cerrado pero que el espacio cociente X/ ~ no es T5.

7.Sea ~ una relacién de equivalencia en X, y sea p : X — X/ ~ la proyeccién al
cociente. Dado B un subconjunto de X llamamos saturado de B al conjunto p~!(p(B)).
Decimos que B es saturado si B = p~'(p(B)).
(a) Probar que A es abierto en X/ ~ (resp. cerrado) si y sélo si A = p(B) para algin
B abierto (resp. cerrado) y saturado en X.
(b) Probar que p es abierta (resp. cerrada) si y sélo si los saturados de conjuntos
abiertos (resp. cerrado) son abiertos (resp. cerrado).

8. Sean {X;} una familia de espacios topoldgicos y ~; relaciones de equivalencia abiertas
en X;. Definimos en el espacio producto la relacién de equivalencia (z;) ~ (y;) si y
sélo si x; ~; y; para todo ¢ € I. Probar que (][, X;) / ~ es homeomorfo a [], (X;/~,).
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Probar que el toro n-dimensional es homeomorfo a (S')" = S' x --- x S1.

Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Si X es un espacio Ty entonces X/ ~ es Tb.

b) Si X/ ~ es un espacio T, entonces X es 7.

c¢) Si X/ ~ es conexo entonces X es conexo.

Si A es un subconjunto de X y ~ es una relacién de equivalencia de X tal que
toda clase de equivalencia corta a A, entonces la inclusiéon de A en X induce un
homeomorfismo de A/ ~ en X/ ~ si el saturado en X de todo abierto (cerrado) de
A es abierto (cerrado) en X.

Sea X un espacio topoldgico, y ~ una relacion de equivalencia en X.

(a) Probar que si X es localmente conexo entonces X/ ~ es localmente conexo.

(b) Supongamos que la clase de equivalencia de cada punto es un conexo de X y que
el cociente X/ ~ es conexo. Probar que X es conexo.

Sea ~ una relacion de equivalencia en un espacio topologico X tal que la proyeccién
p: X — X/ ~ es cerrada y las clases de equivalencias son compactas. Probar que si
X es Ty (respectivamente, Ny) entonces X/ ~ es Ty (respectivamente, N).

(a) En S™ n > 2, consideramos la siguiente relacién de equivalencia: x ~ y si y sélo
si x = +y. Probar que S/ ~ es homeomorfo a RP".

(b) En B® = {z € R" : |z| < 1} se identifican los puntos antipodales del borde de
S (es decir, identificamos = con —z, para cada x tal que |z| = 1). Probar que
B™/ ~ es homeomorfo a RP".

(c) Sea M es la cinta de Mobius y @ : 2 — M la aplicacién canénica. Probar que
O(I x {0} UT x {1}) es homeomorfo a S.

(d) Probar que el proyectivo complejo n-dimensional, CP™ es homeomorfo al cociente
de 5?1 por la relacién de equivalencia: x ~ y sii existe A € St tal que z = \y
(aqui estamos identificando S?"*! C C**1 C R*"+2).

En un espacio topoldgico X se definen el cono de X y la suspension de X respectiva-
mente por

CX:=(Xx[0,1]) /s,  SX:=(Xx[-11]) /s,
donde ~ es la relacién de equivalencia que identifica (x,1) con (2/,1) y ~9 identifica
(z,1) con (2/,1) y (z,—1) con (2/,—1) para todo par de puntos z,z’ € X.
Probar que SS™ es homeomorfo a S"*! y C'S™ es homeomorfo a D"+,

Sea f: 5% = RY f(x,y,2) = (2% — y* xy,yz,xz). Probar que:
(a) f induce una funcién continua f : PR* — R*;
(b) més atin, f es un homeomorfismo de PR? con su imagen.
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ESPACIOS COCIENTES - EJJERCICIOS ADICIONALES.

17. (a) Probar que los grupos O(n) y U(n) son compactos.
(b) Probar que O(n) no es conexo.

18. Identificamos a SO(n — 1) con el siguiente subgrupo de SO(n):
SO(n — 1) = {A € SO(n)|Ae; = e1}, donde e; = (1,0, ...,0).
Definimos en SO(n) la relacién de equivalencia A ~ B siy sélo si B1A € SO(n —1),
y denotamos el espacio cociente por SO(n)/SO(n — 1). Probar que:
(a) SO(n)/SO(n — 1) es homeomorfo a S"~ L.

(b) SO(n) es conexo.
(c) O(n) tiene dos componentes conexas.

19. Probar que el grupo U(n) es isomorfo a S* x SU(n). En particular U(n) es conexo.



