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Topologia

PrRACTICO N°7: ESPACIOS LOCALMENTE COMPACTOS. ESPACIOS PARACOMPACTOS.

1. Probar que la imagen de un espacio localmente compacto por una funcién continua y
abierta es localmente compacta. Mostrar que ésto deja de cumplirse si la funciéon no
es abierta.

2. Sea X un espacio compacto y Ty, A un subconjunto compacto de X. Definimos en X
la relacién de equivalencia dada por: x ~ y sii x =y o 2,y € A (es decir, A es una
clase de equivalencia, todas las deméds constan de un punto). Probar que X/ ~ es un
espacio compacto y T3 isomorfo a la compactificacion de X — A.

3. (a) Probar que {0} U {2 : n € N} es (homeomorfo a) la compactificacién por un
punto de N.
(b) Probar que S™ es (homeomorfo a) la compactificaciéon por un punto de R™.

4. Sean X, Y espacios localmente compactos y To y f : X — Y continua. Recordemos
que f es propia si y solo si la extension de f a la funcién f* : X — Y, con
fT(ocox) = ooy, es continua.

Encontrar un ejemplo de una funcién continua f : X — Y (no propia) que no pueda
extenderse a f*: XT — Y como antes de modo continuo.

5.Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. Probar que todo subconjunto
cerrado C' C X también es locamente compacto.

6. Sea ~ una relacién de equivalencia en un espacio topolégico X tal que la proyeccion
p: X — X/ ~ es cerrada y las clases de equivalencia son compactas. Probar que:
(a) Si X es regular, entonces X/ ~ es regular.
(b) Si X es localmente compacto, entonces X/ ~ es localmente compacto.

7. Probar que un subconjunto L es localmente cerrado si y sélo si L es abierto en L.

8. Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos.

(a)Si f : X — Y es continua y L C Y es un subconjunto localmente cerrado,
entonces f~!(L) también lo es.

(b)Si f : X — Y es continua y L C X es un subconjunto localmente cerrado,
entonces f(L) también lo es.

(c) Si Ly, Ly son localmente cerrados en X, entonces Lj N Ly también lo es.

(d) Sean L; C Ly dos subconjuntos de X. Si L; es localmente cerrado en Ly y Lo es
localmente cerrado en X, entonces Ly es localmente cerrado en X.

9. Probar que R" es para compacto.

10. Sea X un espacio regular tal que X = (J,.y Ky, donde cada K, es un subespacio
compacto de X. Probar que X es paracompacto.

11. El producto de dos espacios paracompactos no necesariamente es paracompacto. En
efecto, sea R, el espacio topoldgico (R, 7), donde 7 es la topologia que tiene como
base los intervalos semiabiertos [a,b), a < b. Probar que R, es paracompacto, pero
que Ry x R, no es normal (y por lo tanto no puede ser paracompacto).
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12.Si X es una unién finita de subespacios cerrados paracompactos, probar que X es
paracompacto.

13. Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos.
(a) Si X tiene la topologia discreta, entonces X es paracompacto.
(b)Si f: X — Y es continua y X es paracompacto, entonces f(X) también lo es.
(c) Si X es paracompacto e Y es compacto, entonces X X Y es paracompacto.



