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Topologia

PrRACTICO N°8: PARTICIONES DE LA UNIDAD. LEMA Y TEOREMA DE URYSOHN.

1.Sea {f, : @ € A} una particién de la unidad de X.
(a) Probar que para todo z € X y todo € > 0 existe un entorno V' de X y un
subconjunto finito £ de A tal que ., 5 fa(y) < € para todo y € V.
(b) Sea B C A. Probar que las funciones F,Gp : X — R dadas por

Fu() = fule), Cale) = sup fo(a) rex,

a€EB
son continuas.

2. Sea X un espacio normal conexo con mas de un punto. Probar que X no es numerable.

3. Sea X un espacio topoldgico. Probar que X es normal si y solo si para todo par de
cerrados disjuntos A y B de X existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que

Sia=0y fis=1.

4. Probar que un producto numerable de espacios métricos es metrizable. Para ello:
(a) Sea (Y, d) un espacio métrico. Probar que la funcién d : Y x Y — R dada por
d(z,y) = min{d(z,y), 1} es una métrica en Y tal que las topologias asociadas a
(Y,d) y (Y,d) coinciden.
(b) Sean {(X,, dy,) }nen espacios métricos cuyas métricas estan acotadas por 1 y X =
[1,,cny Xn- Probar que

dTL mny n
d:X x X =R, d(x,y)zZ%, r = (2n),y = (yn) € X,

neN

es una métrica de X.
(c) Sean = = (x,) € X, € > 0. Probar que, para todo m € N,

T &€ BE/Q(Z‘l) X .. B€/2<Im) X Xm+1 X e g BE(Z‘)

(d) Dado U entorno abierto de x € X para la topologia producto, probar que existe
€ >0 tal que Be(z) C U.

(e) Concluir que la topologia asociada a (X, d) y la topologia producto coinciden.
Utilizar (a) para resolver el caso general (métricas no necesariamente acotadas).

5. Sea X un espacio Ty compacto. Probar que X es metrizable si y sélo si es N,.
Deducir que todo espacio T3, Ny y localmente compacto es metrizable.



