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Topologia

PrAcTICO N°9: HOMOTOPIA. GRUPO FUNDAMENTAL. CUBRIMIENTOS.

1. Sean X e Y espacios topoldgicos y sean p y g puntos de Y. Probar que las funciones
constantes f(z) = py g(x) = ¢ son homotdpicas si y sélo si p y ¢ estdn en una misma
componente arcoconexa de Y.

2. (a) Sean 71,79 : [0, 1] — X continuas tales que v1(1) = 72(0). Definimos

{71(%) 0<t<? (L) 0<t<t
1

Y172(t) = 71 ©(t) = { ny t

w2t—-1) 3<t< Yl — 1) h<t<l

donde 0 < t; < 1. Probar que v;1.%(t) ~ 71 © 72(t).

(b) Sean ¢ : [0,1] — X continuay 0 =ty <t; <--- <t,_1 <t, =1 una particién
de [0,1]. Consideramos oy =0y, 1, Ay ¢ [0,1] — [t4—1, k] el homeomorfismo
canénico dado por A\g(t) = (tp — te_1)t +tx_1, y 0x : [0,1] — X, 0 = o) © Ax.
Probar que o ~ 7y.05...0}.

3. (a)Sea X C R™ convexo. Mostrar que dos caminos con los mismos extremos son
homotépicos.
(b) Sea X el peine infinito: X = ({0} U{1/n : n € N}) x [0,1] U[0,1] x {0}. Probar
que X es contractil.

4.Sean Y, Y espacios topologicos contractiles e yp € Y.
(a) Probar que id : Y — Y es homotépica a ¢ : Y — Y, ¢(y) = yo para todo
yey.
(b) Probar que Y es conexo por arcos.

(c) Probar que Y e Y son homotépicamente equivalentes.

5.Sean py € S™, Y un espacio topolégico y f : S — Y una funcién continua. Probar
que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) f es homotdpica a una constante.
(b) Existe f : D" — Y continua tal que f|,, = f.
Sugerencia: (a) = (b) Si F(x,t) es la homotopia entre f y ¢(x) = yo, entonces

r Yo 0< ||zl <3
fz) = z 2
F(gp2=ll=zl) <zl <1,

llzll”

extiende a f.

(b) = (a) Si f es una extensién de f entonces F(z,t) = f((1 — t)z + tpy) es una
homotopia con una constante.

6. (a) (Es S? x S® homeomorfo a S* x S4?
(b) Sea n > 2. Probar que R" no es homeomorfo a R?.

7. (a) Sean e la identidad de un grupo topolégico G y «, 8 curvas cerradas en G tales
que «(0) = a(l) = e = 5(0) = B(1). Definimos « * 5(t) = a(t)5(t) (producto en
(). Probar que a *x 8 ~ a.f.
(b) Deducir que II; (G, e) es abeliano.
Sugerencia: F(t,s) = a(t).5(ts) define una homotopia entre a.f y « % §. Andlo-
gamente G(t,s) = a(ts)B(t) define una homotopia entre fa y a * f3.
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8.Sea A C X ysear: X — A una retraccion (es decir, 7(a) = a para cada a € A).
Dado ay € A, probar que r, : m (X, ag) — (A, ag) es suryectiva.

9. Sea X un espacio topolégico N, regular, arco-conexo, localmente arco-conexo y se-
milocalmente arco-conexo. Probar que (X, xy) es numerable, para cada zy € X.
Sugerencia: Sea A un cubrimiento por abiertos arco-conexos A tales que ¢, : w1 (A, a) —
m1 (X, a) es trivial, para todo a € A. Probar que existe un cubrimiento numerable B
tal que para cada par de elementos B, B’ € B, BN B’ # (), se tiene BU B’ € A.
Para cada abierto B € B, elegimos un punto xg € B, y para cada par de abiertos
B,B' € B, BN B' # (), elegimos ap g un camino en BU B’ de x5 a zp.

Probar que cada lazo en z se escribe como un producto de caminos ap g/, y deducir
la numerabilidad del grupo fundamental a partir de este hecho.

10. Hallar el cubrimiento universal de RP"; a partir de dicho cubrimiento, calcular 71 (RP™).

11. Probar el Teorema de Borsuk-Ulam: Para toda funcién continua f : S? — R?, existe
r € S? tal que f(z) = f(—x).

12. Sea p : X — X un cubrimiento.
(a) Probar que, si X es conexo, entonces p~*(z) tiene el mismo cardinal para todo
reX.
(b) Si X es compacto y Hausdorff, probar que p~!(z) es finito para todo z € X.

13. Sean G un grupo topoldgico conexo y localmente arco—conexo, e su unidad, m : G x
G — G la multiplicacién, I : G — G tal que I(g) =g "

Sea p : G — G un cubrimiento, donde G es conexo, y € € p~!(e). Probar que existe

una unica estructura de grupo topolégico en G tal que € es su unidad y p es morfismo
de grupos. Para ello, probar las siguientes afirmaciones:
(a) Mostrar que existen funciones 7 : G x G e I : G — G, tnicas tales que

m(e,e) =€, IN(Ae'):e, pom=mo (pXDp), pol=1TIop.

(b) Probar que las funciones G — G dadas por § m(g,€e) y g — m(e,g) coinciden
con la funcién identidad de G (utlhzar la unicidad de levantamlentos)

(¢) Probar que las funciones G — G dadas por § — m(3,1(3)) vy § — m(1(3),7)
coinciden con la funcién constantee. =~
(d) Prueben que las siguientes funciones G x G x G — G coinciden:

(g, h, k) = m(g, m(h, k)), (9, h, k) = m(m(g, h), k).

14. Sean G, G grupos topolégicos, donde G es arco- conexo, y p : G — G un cu-
brimiento, que es morfismo de grupos. Probar que existe un isomorfismo natural
p(e) ~ m(G)/m (G), donde identificamos m (G) ~ p,(m (G)).



