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Capitulo 1

El determinante

Es un hecho conocido que todo ntimero real a # 0 posee un inverso multiplicativo, usualmente denotado
por a~'. Este ntmero satisface las igualdades a.a™' = 1y ¢~ '.a = 1. Dicho de otro modo, el tinico

nuimero real que no posee inverso multiplicativo es el cero.

Sabemos también que si A es una matriz cuadrada, su inversa A~! (definida como la matriz que
satisface AA=! = I = A= A) puede o no existir. Si todos los elementos de A son ceros, la inversa de A
claramente no existe. Pero hay matrices cuyos elementos son todos distintos de cero que tampoco tienen
inversa, como asi también matrices con algunos elementos nulos que si la tienen.

JHabra alguna forma de decidir si una matriz cuadrada A posee inversa, sin calcular esta ultima?
Afortunadamente, la respuesta a esta pregunta es “si”’. Para cada matriz cuadrada A existe un ntimero
real asociado a ella, llamado determinante de A y denotado por det(A), que estd directamente
relacionado con la existencia de la inversa de la matriz.

A fin de lograr una mejor comprensién del tema, definiremos primero determinante de una matriz
1 x 1, luego de una matriz 2 x 2 y finalmente daremos la definicién para el caso general n x n.

Definicién: Sea A = (a) una matriz 1 x 1. Entonces:

det(A) =a

—
EJEMPLOS
1. det(4) =4

2. det(—1) = —1

3. det(0) =0
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Por lo dicho al comienzo, es evidente que una matriz A 1 X 1 posee inversa si y sélo si det(A) # 0.
M4s atin, si A = (a) y det(A4) # 0, entonces la inversa de A es la matriz 1 x 1 (a~!), puesto que a.a™! = 1.

—_—
EJEMPLOS
L ()7 = (1/4)

3. (0)7! no existe

Consideremos ahora una matriz 2 x 2:

Definicion: Sea A = < ) una matriz 2 x 2. Entonces:

det(A) = ad — be.

Notacion: el determinante de una matriz se denota con barras verticales que encierran a los elementos
de la misma. Para el caso de la matriz de la definicién anterior, por ejemplo, las siguientes expresiones
son equivalentes:

det(A) det( ‘C‘ Z )

—
EJEMPLOS
2 -3
1.det<5 6)—2><6—(—3)><5—27
2.det<1 4):(—1)><(—2)—4><3:—10
3 -2
1

6
3.2 3_1><3—6><2_—9



2 4
4.3 62><64><30

Observemos que el determinante de una matriz puede ser cero a pesar que ninguno de sus elementos
sea nulo.

iSerd cierto que una matriz A 2 x 2 es invertible si y sélo si det(A) # 07. La respuesta a esta pregunta
no es tan obvia como en el caso de matrices 1 x 1.

Proposicién: Sea A una matriz 2 x 2. Entonces:

A tiene inversa <= det(A) # 0.

Demostracion:

d

—C

Sea A = (é Z ) la matriz 2 x 2 dada. Definamos B = (

matricial AB:

sm= (2 1) (4 )= 0, = ()

es decir,

_2 > y efectuemos el producto

)zdet(A)(é )

AB = det(A) I. (1.1)

= O
= O

Lo mismo ocurre con el producto BA.

Probemos la implicacién (=), esto es, tomemos como hipétesis que existe A~ y demostremos que
det(A) # 0. Procederemos por el absurdo, o sea postularemos det(4) = 0 y llegaremos a una con-
tradiccién de la hipdtesis asumida:

Si det(A) = 0, la ecuacién (1.1) nos dice que:
AB=0

(observemos que este cero representa a la matriz 2 X 2 cuyos elementos son todos iguales a cero). Multi-
plicando ambos miembros por A~! obtenemos:

A"TAB =0.

Pero A='A =1 # 0, de donde resulta B = 0, es decir, a = b = ¢ = d = 0, lo cual es absurdo puesto
que A posee inversa. Por lo tanto det(A) # 0.

Probemos ahora la implicacién (<). Suponemos que det(A) # 0 y debemos demostrar que existe
la inversa de A. Para ello basta con encontrar una expresién para A~!. Por ser det(A4) # 0, existe el

1
nimero real ————. Entonces A~! =

1
B :
det(A) det(A) Y aue

1 1
B= det(A) I =1

—1 _ _
Ad— =4 det(A) B= det(A) A det(A)
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B
det(A)’

y lo mismo ocurre con el producto A= A. Por lo tanto, A es invertible y A= =

—
EJEMPLO
1 3
. _ . 110
(Es A ( 17 ) invertible?

Solucién: det(A

~—

=T7—3=40, por lo tanto A es invertible.

A partir de la definicién dada para el determinante de matrices 2 x 2, se pueden demostrar facilmente
las propiedades enunciadas a continuacién, tarea que se deja para el lector.

Propiedades del determinante de una matriz 2 x 2

Sea A una matriz 2 x 2.
1. Si A tiene una fila o columna de ceros, det(A) = 0.

2. Si se intercambian dos filas o dos columnas, el determinante de la matriz
resultante es — det(A).

3. Si una fila o columna de A se multiplica por una constante k, el determi-
nante de la matriz resultante es k det(A).

4. Si dos filas o columnas de A son iguales, entonces det(A) = 0.

5. Si un multiplo de una fila (o columna) de A se suma a otra fila (o
columna), el determinante de la matriz resultante es det(A).

Queremos ahora definir el determinante de una matriz A n X n y comprobar que con la definicién
dada se verifica que A es invertible si y sélo si det(A) # 0 y que se satisfacen las propiedades arriba
enunciadas.

Para ello usaremos la definiciéon de determinante de matrices de menor tamano: el determinante de
una matriz 3 X 3 se calculard usando la definicién que ya hemos dado para el determinante de matrices
2 x 2; el determinante de una matriz 4 x 4 se calculara a partir de la definicién obtenida para matrices
3 x 3, y asi sucesivamente.

Para enunciar la regla que permite calcular el determinante de una matriz n X n es necesario definir
antes el concepto de cofactor- (i, j).



Definicién: Sea A una matriz n x n. El cofactor-(i,j) de A, denotado por
C;;(A), estd dado por: .
Cij(A) = (=1)"7 My,

donde M;; es el determinante de la matriz (n — 1) x (n — 1) que se obtiene de
A al eliminar la fila ¢ y la columna j.

N
EJEMPLO
3 -1 6
Sea A=| 5 —2 7 |]. Calcule el cofactor-(2,1) de A.
8 9 4
Solucién:

Co1(A) = (=1)**!

Ahora estamos en condiciones de enunciar la regla para calcular el determinante de una matriz n X n,
asumiendo que sabemos calcular el determinante de una matriz (n — 1) x (n — 1).

Definiciéon: Sea A una matriz n X n y supongamos que se ha definido el
determinante de matrices (n — 1) x (n — 1). Entonces:

det(A) = anCH(A) + a12012(A) + -+ alncln(A)v

donde C;;(A) es el cofactor-(4, j) de la matriz A.

Esta definicién nos dice que el determinante de A se puede calcular multiplicando cada elemento a,;
de la primera fila de A por el correspondiente cofactor-(1,j) y sumando luego estos resultados. Esta
expresion se conoce como expansién de Laplace del determinante de A a lo largo de la primera fila.

| E—
EJEMPLO
1 2 1
) 0 1 _ 1(_1)1+1 0 1 +2(_1)1+2 1 +1(_1)1+3 0
1 1 3 1 3 3 1




10 CAPITULO 1. EL DETERMINANTE

= L(-1)+(-2)5+12

Se puede demostrar (no lo haremos) que el determinante se puede calcular mediante la expansién de
Laplace a lo largo de cualquier fila, es decir multiplicando cada elemento a;; de la fila ¢ de A por el corres-
pondiente cofactor C;; y sumando los resultados. Mas atn, también se puede calcular el determinante
haciendo la expansién de Laplace a lo largo de cualquier columna de A.

Teorema: El determinante de una matriz A n x n se puede computar usando
la expansién de Laplace a lo largo de una fila o una columna arbitraria.

Corolario: det(A) = det(AT).

—
EJEMPLO

Desarrollaremos el siguiente determinante por la primera columna y luego por la segunda fila:

531 _]o 1_22 1+2 1
11 3 1 3 1 3 0 1
= —1-25+42
= -9
121 2 1 1 2
2 0 1| = =27 s 711 1
1 1 3
= —25+1
= —9.

La propiedad enunciada en el teorema facilita el calculo del determinante cuando la matriz posee
elementos nulos: basta con elegir la fila o columna que contenga mas ceros.
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——
EJEMPLOS

1. Conviene desarrollar el siguiente determinante por la primera fila o bien por la tltima columna:

3 0 0 O 1 2 0
5 1 2 0

= 3|6 0 -1
2 6 0 -1 3 1 0
-6 3 1 0

2. El célculo del determinante de la siguiente matriz se simplifica si hacemos el desarrollo de Laplace
por la primera columna:

2 3 0
01 1| = 2(1) i
0 0 4

= 2-4

= &

La matriz del segundo ejemplo, que tiene ceros en todas las posiciones que estan por debajo de la
diagonal principal, recibe el nombre de matriz triangular superior.

Del mismo modo, una matriz cuyos elementos por encima de la diagonal principal son todos nulos
recibe el nombre de matriz triangular inferior. En general, ambas se denominan matrices triangulares.

——
EJEMPLO

Las matrices:

o O =
S~ N
N —
<
[eo Bl RN
— = O
o O O
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son triangulares (superior e inferior respectivamente).

—

Teorema: Si A n Xn es una matriz triangular, el determinante A es igual al
producto de los elementos de la diagonal principal:

det(A) = Q11.022. *** .Apnp-

Demostracién: se deja como ejercicio para el lector.

Las propiedades enunciadas para el determinante de matrices 2 x 2 también son validas para el caso
de matrices n X n.

Propiedades del determinante de una matriz n x n.

Sea A una matriz n x n.
1. Si A tiene una fila o una columna de ceros, det(A) = 0.

2. Si se intercambian dos filas o columnas de A, el determinante de la matriz
resultante es — det(A).

3. Si una fila o columna de A se multiplica por una constante k, el determi-
nante de la matriz resultante es k det(A).

4. Si dos filas o columnas de A son iguales, det(A) = 0.

5. Si se suma un multiplo de una fila (o columna) de A a otra fila (o
columna), el determinante de la matriz resultante es det(A).

6. Si A se multiplica por cualquier escalar k, el determinante de la matriz
resultante es k™ det(A).

Demostraciones:

1. Utilizamos la expansién de Laplace a lo largo de esa fila o columna.

2. Lo probaremos sélo para n = 2:

a b c d
. dzad—bc:—(cb—da):— b
3. Sea
X .. X
X - x
A= -



y sea B la matriz que resulta de multiplicar la fila ¢ de A por la constante k, es decir,

X ... X

X . e X
B = _
k 7

X “ e X

Si desarrollamos el determinante de B por la fila ¢, tenemos:
det(B) = kriCi (B) + kriQCiQ(B) + ...+ k:rmCm(B)

k (rilC’il(B) -+ T»L'QC»L'Q(B) +...+ Tanzn(B)
k (rilCﬂ (A) + TiQCiQ(A) + ...+ 7rinC A

)
m(A)), puesto que C;;(A) = Cy;(B)

13

= k det(A)
. Sea

X ... X

X ... X
a;

A - X ... X )

a;

X ... X

donde a;; = aj para todo k =1,...,n (esto es, las filas ¢ y j de la matriz A son iguales). Sea B

la matriz que se obtiene de A intercambiando las filas i y j:

X DRI X
X DY X
B= @
X DEEY X
a;
x -

Por lo probado en el item 2,
det(B) = —det(A).

Pero como las filas 7 y j de A son iguales, la matriz B es idéntica a la matriz A, de donde

det(B) = det(A).

Entonces det(A) = —det(A) y por lo tanto resulta det(A) = 0.

. Sea
X ... X
X ... X
A= ai
X - X ’
a;
X ... X

X “ e X

X “ . X
B = ai

« N
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Desarrollemos el determinante de B por la fila j:
det(B) = (Cail + (le)le(B) + ...+ (cam + (ljn)Cjn(B)
= (cap + ajl)le(A) +...+(cam+ ajn)C'jn(A),
c(a“le(A) + ...+ amC’jn(A)) + (alejl(A) + ...+ aan’jn(A))
= c¢det(D) + det(A),

donde
X ... X
X X
D= ai
X ... X
a;
X ... X

Por propiedad 4, det(D) = 0, de donde resulta det(B) = det(A).
6. Como del determinante de una matriz puede sacarse un factor comun de cualquier fila de la matriz,

y como de cada una de las filas de la matriz kA tiene a k como factor comun, tenemos que:

kaiy -+ kaip ayjp - QGip aiyr - Q1n
=k k ; = k"

kapr - kang ap1  + Qpn ap1 -+ Ann

O sea que det(k A) = k™ det(A).

—
EJEMPLOS
3 -1 2
1. ()2 5 1|=0 (propiedad 1)
0 0 O
2 1 2
(¢c)|4 0 4|=0 (propiedad 4)
1 3 1



-1 4
=~ 1 g| = (-8—4)=12
. Sabiendo que
a b c
p q r|=6
X y z
calcule
a+x b+y c+z
3x 3y 3z
P 9 T
Solucién:
a+x b+y c+z a+x
_ 1 _ 1
= —3| 3 3y 3z = 3| X
p q r -p

por lo tanto:

a+x b+y c+z
3x 3y 3z |=18.
P 9 T

. Encuentre los valores de x para los cuales se cumple que:

1 x x
x 1 x|=0
x x 1

Solucién:

1—a?2 x—22

x—22 1-— g2

_ | Q=2)-Q+2) x-(1—x)
z-(1—x) (1—2) (1+2)

1+x X

_ Ry
= (-2 x 14x

(1—z)*2z+1) =0,

15

b+y c+z
3y 3z
_q _I‘
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de donde resulta:

Teorema: Sean Ay B matrices n X n. Entonces:

det(AB) = det(A). det(B)

Omitimos la demostracién de este teorema, ya que excede el nivel de este curso.

Teorema: Sea A una matriz n X n.

A es invertible <= det(A) # 0.

Demostracién:
=)
Ainvertible = AA'=1 = det(AA"})#0 =  por teorema anterior, det(A) # 0.

(<)
Sea R la matriz escalonada que resulta de A por medio de operaciones elementales por filas (o colum-
nas), es decir:

R=E,---E1A=R, obien A=FE;'---E 'R
Aplicando el teorema anterior,
det(A) = det(E; ). -+ .det(E; ). det(R).

Por hipdtesis, det(A) # 0, de donde resulta det(R) # 0 = A~R = A esinvertible.

Corolario:
1

Ainvertible = det(A™!) = det(4)"
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1.1 Sistemas lineales de la forma A x = )\ x

Muchas aplicaciones del Algebra Lineal estdn relacionadas con sistemas de n ecuaciones lineales con n
incégnitas, que se expresan como

Ax = dx, (1.2)

donde X es un escalar. Estos son realmente sistemas lineales homogéneos encubiertos, ya que (1.2) puede
escribirse de nuevo como

Ax —Xx =0

0, insertando una matriz identidad y factorizando, como:

(A—Xx=0. (1.3)
——
EJEMPLO
El sistema lineal
r1+3res = Axp
4x1 + 229 = Ao

puede escribirse en forma matricial como

1 3 I o X1
(32) ()= ()
1 3 T
que es de la forma (1.2), con A = 4 o9 ) YX= .

€2

Este sistema puede volver a escribirse como

(a) () ()= (

El problema de interés esencial en sistemas lineales de la forma (1.3) es determinar los valores para los
cuales el sistema tiene una solucién no trivial. Cada uno de los valores A que cumplen con esta condicién
se denomina valor caracteristico o autovalor ! de A. Si ) es un autovalor de A, entonces las soluciones
no triviales de (1.3) se denominan autovectores de A correspondientes a A.

1En algunos libros de texto también suele encontrarse la palabra eigenvalor.
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De acuerdo con el tiltimo teorema visto en la seccién precedente, el sistema lineal (A — AI)x = O tiene
una solucién no trivial si y sélo si
det(A— M) =0.

Esta se denomina ecuaciéon caracteristica de A. Los autovalores de A se pueden encontrar re-
solviendo esta ecuacién para .

—
EJEMPLO

. . . 1 3
Determine los autovalores y autovectores correspondientes a la matriz A = ( 4 92 >

Solucion:
La ecuacidn caracteristica de A es

1-A 3
det(A — M) = 4 2_)\—0
o bien
A2 —3X—10=0.
Esta es una ecuacién cuadritica cuyas raices son A\; = —2 y Ay = 5 (compruébelo).

c Z1
Por definicién, sabemos que x = < -
2

de (A — A)x =0, es decir:
1—-AX 3 Tq o
4 2—A i) o

) es un autovector de A si y sélo si x es una solucién no trivial

8 ) . (1.4)

Si A=)\ = —2, entonces (1.4) se convierte en
3 3 z1\ _ (0
4 4 ) - 0 )
Resolviendo este sistema obtenemos z1 = —t, xo = t, t € IR — {0} (compruébelo), de modo que los
autovectores correspondientes a A = —2 son las soluciones diferentes de cero de la forma

~(2)-(2)

De nuevo por (1.4) los autovectores de A correspondientes a A = A2 = 5 son las soluciones no triviales

) () (2)-(0).

Dejamos como ejercicio la resolucién de este sistema y la comprobacién de que los autovectores de A
correspondientes a A = 5 son las soluciones diferentes de cero de la forma

~(2)-(F)

El estudio en profundidad del problema de autovalores y autovectores excede el alcance de este curso.



Capitulo 2

Induccion Matematica

Consideremos las siguientes igualdades:

1 =1

143 = 4

1+3+5 = 9
1+3+5+7 = 16
1+3+5+7+9 = 25.

Es evidente que existe un patrén en la secuencia. Si llamamos n al nimero de términos del miembro
izquierdo de cada una de las ecuaciones, el miembro derecho es n? y el miembro izquierdo estd formado
por la suma de los primeros n nimeros naturales impares.

Podemos escribir los nimeros impares como:

1 = 2-1-1
3 = 2:2-1
5 = 2:3-1
7T = 2-4-1
9 = 2.-5—-1.

De esto resutlta claro que el n—ésimo ntimero impar es 2n—1, por lo tanto, al menos paran = 1,2, 3,4
y 5, se verifica que:

14+34+...+2n—1)=n? (Sn)

La cuestion es si esta afirmacién es vélida para todo n. No es posible verificarla para cada natural n,
ya que hay infinitos nimeros naturales, por lo que debemos encontrar otra forma de hacerlo.

Para esto se usa lo que se conoce como principio de induccién matematica. Este principio se basa
en la siguiente idea: Supongamos que la afirmacion S,,41 es verdadera cada vez que Sy, lo es. Es decir,
supongamos que probamos que si S, es verdadera entonces necesariamente S, 1 debe ser verdadera.
Ahora, si podemos demostrar que S; es verdadera resulta que Ss también debe serlo. Pero si Sy es
verdadera, S3 también debe serlo, y asi sucesivamente.

A continuacién enunciaremos formalmente este principio:

Sea S, una afirmacién acerca del nimero natural n para cadan =1,2,3,...y
supongamos que se verifica que:

1. Si es verdadera.

2. S, = Snp41 para todon > 1.

Entonces S,, es verdadera para todo n > 1.

19
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El principio de induccién es una de las técnicas més ttiles en matemadtica y se aplica en una gran
cantidad de situaciones. Los siguientes ejemplos son una prueba de ello.

—
EJEMPLO

Demuestre que 142+ ... +n = 2n(n + 1) para todo n > 1.
Solucién:
Llamemos S, a la afirmacién 1+ 2+ ... +n = in(n+ 1). Ahora aplicamos la induccién:

1. Primero debemos probar que S; es verdadera. La afirmacién S; es 1 = %1(1 + 1), lo cual es
verdadero.

2. Ahora lo que debemos probar es que S,, = S,41. Suponemos que S,, es verdadera, es decir que
142+4...4n = in(n+1). Debemos probar que S, es verdadera, o sea que 14+-2+...+(n+1) =
%(n + 1)(n + 2), para lo cual podemos usar la suposicién anterior, de que S,, es verdadera. El
miembro izquierdo de S,11 es la suma de los primeros n + 1 naturales, por lo tanto el peniltimo
término es n. Esto nos permite escribir que:

142+...+(n+1) = (14+24+...4n)+(n+1)
= In(n+1)+(n+1) usando S,

= %(n—i— 1)(n+2)

Esto demuestra que S, 41 es verdadera, completando asi la induccién.

En la demostracion de la implicacién S,, = S, 41 suponemos que S,, es verdadera y usamos esto para
probar que S, +1 también lo es. La suposicién de que S, es verdadera se denomina hipétesis inductiva.

—
EJEMPLOS
-1
1. Siz#1pruehe que 1+ x4+ 22+ ...+ 2" = 1 para todo n > 1.
T —
Solucién:
wn+1 _
Llamemos S, a la afirmacién 1+ 4+ 22 + ...+ 2" = =————. Ahora aplicamos la induccién:

rz—1

2

(a) La afirmacién Sy es 1 + 2 = a

T lo cual es verdadero, ya que 2 — 1 = (z — 1)(z + 1).

a1
(b) S, = Spi1. Suponemos que S, es verdadera, es decir que 1+ 2 + 2% + ...+ 2" = T
T —
A partir de esta afirmacién debemos deducir que S, es verdadera, o sea que 1+ x + 22 +
n+2 _ 1
et a =2 T2 Entonces:

r—1
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l+x+z?+...+2" = (QI+a+22+.. +2") 2!

"t — 1

= ——7 + 2" usando S,
T —

.’I,‘n+1 -1 + l‘n+1(.’17 _ 1)
r—1

2"t — 1
r—1

Esto demuestra que S,,11 es verdadera, completando asi la induccién.

2. Demuestre que: Z(3k2 — k) =n%*(n+ 1) para todo n > 1
k=1
Solucién:

Sea S, la afirmacién 23(3192 — k) =n%(n+ 1). Aplicando induccién:
k=1

(a) Sp establece que (3-12 —1) = 12(1 + 1), lo cual es verdadero.

(b) S, = Sh+1. Suponemos que S, es verdadera. A partir de esta afirmacién debemos deducir
que Sp41 también es verdadera:

n+1 n
S BE k) = Y (BK*—k)+[B(n+1)>— (n+1)]
k=1 k=1
= n(n+1)+(n+1)[B(n+1)-1]
= (n+1[(n+1)(n+2)]
= (n+1)?>*(n+2)
Esto demuestra que S, 41 es verdadera.

3. Demuestre que 7" + 2 es multiplo de 3 para todo n > 1.

Solucion:

(a) S; es verdadera, puesto que 7' + 2 = 9 es multiplo de 3.

(b) S, = Spt1. Suponemos que 7" + 2 es miltiplo de 3, es decir, existe un entero k tal que
7" + 2 = 3k. Entonces:

70D L9 =7 T 42 =Tk —2)+2 =21k —12=3(Tk — 4),

por lo tanto 7! + 2 es muiiltiplo de 3.

En los ejemplos anteriores hemos usado el principio de induccién comenzando con n = 1, es decir,
hemos verificado que se satisface S1 y que S;, = S,,4+1 para todo n > 1, concluyendo que S;, es verdadera
para todo n > 1. Sin embargo, es posible usar el principio de induccién a partir de un nimero natural m
cualquiera (fijo), no necesariamente igual a 1. En otras palabras, si demostramos que:

1. S,, es verdadera
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2. S, = Sp4+1 para todon >m

entonces podemos afirmar que 5, es verdadera para todo n > m.

—
EJEMPLO
Pruebe que: 2" < n! para todo n > 4
Solucién:
Observemos que 2™ < n! es falso paran = 1,2, 3.
1. Sy es verdadera pues 2% = 16 < 24 = 4!.
2. S, = Sn4+1 para n > 4. Suponemos que S, es verdadera, o sea 2" < n!. Entonces:
ontl = 9.97
< 2-n! pues 2™ < nl
< (n+1)-n! pues2<n+1
= (n+1)!

De esto resulta que S,11 es verdadera.



Capitulo 3

Numeros Complejos

3.1 Introduccion

Muchos de los problemas en los que se aplica la matemética involucran la solucién de ecuaciones. A
través de los anos, el sistema numérico ha debido ser expandido muchas veces de manera de proporcionar
soluciones para distintos tipos de ecuaciones.

Asi, por ejemplo, agregando el cero y los niimeros negativos a los naturales se crearon los enteros (Z)
para las soluciones de ecuaciones del tipo:

r+n=m (n,m €1IN).

Mediante la adicién de nimeros de la forma m/n se obtiene el conjunto de los niimeros racionales @),

donde se pueden encontrar soluciones para ecuaciones del tipo:
ar+b=0 (a, b € Z, primos entre si y a #0).

Otra extensién del sistema de ntimeros incluye los irracionales, creando el conjunto de los reales (IR),
en los que se pueden encontrar soluciones a ecuaciones cuadraticas del tipo

?=a (a €®, a>0).

Sin embargo, otras ecuaciones cuadraticas, como por ejemplo

p(m):xQ—i—l:O,

no tienen solucién ni siquiera en IR, ya que no existe ningin ntmero real que elevado al cuadrado sea
negativo. De manera que estd claro que el proceso de extension del sistema de ntimeros no esta completo.

Para poder resolver cualquier ecuacién cuadratica necesitamos expander el sistema de nimeros reales
a un conjunto més grande, con reglas de suma y multiplicacién andlogas a las correspondientes para IR:
el sistema de los niimeros complejos, @'

3.2 Definicion de nimeros complejos

Comenzamos definiendo el nimero imaginario ¢ (llamado unidad imaginaria) como una de las soluciones
de la ecuacion

plx)=2"+1=0, (3.1)

0, equivalentemente:

y escribimos “1 = v/ —1".

23
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Observemos que si definimos:

entonces

Por lo que, si el nimero i es solucién de (3.1), —i también lo es.

Es evidente que ¢ no es un nimero real, ya que ningtin nimero real tiene una raiz cuadrada negativa.

Definiciéon: Un nimero complejo es una expresiéon de la forma a+bi o a+1ib,
donde a y b son ntimeros reales, e i es la unidad imaginaria (i = —1).

A veces resulta conveniente representar un nimero complejo por una sola letra; z y w son las més

usadas, habitualmente.
Sia, b, x e y son numeros reales, y z = a+bi, w = xr + y i entonces podemos referirnos a los niimeros

complejos z y w.
Notemos que z =wsiysblosia=xzy b=y.
Son destacables los siguientes nimeros complejos:

0=0+01, 1=1+0i, i=0+41i.

Definicién: Si z = z + y1i es un ntmero complejo (z, y € IR), z se llama
parte real de z y se denota Re(z), y se llama parte imaginaria de z y se
denota I'm(z):

Re(z) = Re(z +yi) =x, Im(z)=Im(x+yi)=y.

Notemos que tanto la parte real como la imaginaria de un nimero complejo son nimeros reales.

—
EJEMPLOS
Re(3—5i) =3 Im(3 - 54) = —5
Re(2i) = Re(0+24) =0 Im(2i) =Im(0+24) =2
Re(—T) = Re(—7+0i) = -7 Im(—7) = Im(~7 +04) =0
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Figura 3.1: Representacion gréafica del nimero complejo z = a + b en el plano cartesiano.

3.3 Representacion grafica de los complejos

Como los nimeros complejos se construyen a partir de pares ordenados de niimeros reales (sus partes
real e imaginaria), es natural representar graficamente a los nimeros complejos como puntos en el pano
cartesiano. Usamos el punto (a, b) para representar al niimero complejo z = a + bi (figura 3.1).

En particular, el origen (0, 0) representa al niimero complejo 0, el punto (1, 0) representa al niimero
complejo 1 =1+ 04 y el punto (0, 1) al ntimero complejo i = 0 + 14.

Como cada nimero complejo estd representado por un unico punto en el plano, el conjunto de los
nimeros complejos también se conoce como plano complejo. Los puntos sobre el eje x del plano @
corresponden a los ntimeros reales (z = x + 07) y el eje = se llama eje real. Los puntos sobre el eje
y corresponden a los ntmeros imaginarios puros (yi = 0+ yi), por lo que el eje y se llama eje
imaginario.

Definicién: Dado el niimero complejo z = a + bi:

e Llamamos médulo de z (y denotamos |z| o |a+bi|) a la distancia desde
el origen al punto (a, b) correspondiente a z:

|z] = la+bi] = Va?+b%.

e Llamamos argumento de z (y denotamos arg(z) o arg(a+0b1)) al &ngulo
0 (0 < 6 < 2m) que forma la linea desde el origen al punto (a, b) con el
eje real, midiendo dngulos positivos en sentido antihorario.

Observemos que la definicion del argumento en cierto modo es arbitraria, ya que podriamos haber
tomado por ejemplo —7 < 6 < 7, 6 =31 < 0 < —7, etc. Cuando 0 < 6 < 27 se dice que se considera el
argumento principal del nimero complejo. Esta es la forma que usaremos de aqui en més.

Forma Polar

Dado el médulo r = |z| y el argumento 8 = arg(z), tenemos que a = rcosf y b = rsenf, como puede
verse en la figura 3.2. De esta manera, vemos que z puede ser expresado en términos de su moédulo y su
argumento como

z=rcosf +ir sen 0.
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S

a=r cosf

b=rsen 6

o [f---
8

Figura 3.2: Representacién grafica del modulo y argumento de z = a + bi.

Definicion: Dado el niimero complejo z = a + bi:

(a) Sie? =cos@ +i sen 0, podemos escribir:

b

(b) z=re" donde 0 <0 <21 y cosf =4 sen =

T’ T

En (b) hemos expresado el nimero complejo z en su forma polar.

—
EJEMPLO

Escriba en forma polar el nimero complejo z = —v/3 + i.

Solucién: r=+v3+1=2, cosf = ,T\/g y sen 6 = % Entonces 0 = %w yz= 2667,

Conjugado de un nimero complejo

Definicién: El conjugado o complejo conjugado de un nimero complejo
z =a+ bi es otro nimero complejo, denotado z, dado por:

Z=a—"bi.




3.4. ARITMETICA DE NUMEROS COMPLEJOS 27

—
EJEMPLOS

2-3i=2+3i, 3=3, 2i=—2i

En la figura 3.3 se muestra la representacién grafica del nimero z = a 4 bi y su correspondiente
complejo conjugado Z = a — bi.

Figura 3.3: Representacion gréafica del nimero complejo z = a + bi y su conjugado zZ = a — bi.

A partir de esta definicién y de la de médulo (|z| = va? + b?) podemos concluir que:

Proposicion: Para cualquier nimero complejo se cumple que:

2z = |2|?.

Demostracion:

2z = (a+bi)(a—0bi)
= a®>—abi+bai+b?
= a®+bv* =27,

3.4 Aritmética de nimeros complejos

Como vimos en la Seccién anterior, los nimeros complejos pueden ser identificados con vectores bidimen-
sionales (en IR?) cuyas componentes son las partes reales e imaginarias de los complejos.

Entonces, podemos definir la suma y multiplicacion con nidmeros reales (escalares) del mismo modo
que para los vectores, es decir, sumando las partes reales e imaginarias por separado y multiplicando por
un escalar a ambas partes:

Suma:

(a+bi)E£(c+di) = atc+(btd)i
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Multiplicacién por un nimero real:

k(a+bi) = ak+0bki, k € IR.

—
EJEMPLO
Sean z; =4 — 5i y zo = —1 + 6i. Calcule:
1. 21+ 29
2. Z1 — %9
3. —2Z9
4. 321
Solucion:
1. z1+22 = 4—14(6-05)i
= 341
2. Z1 — 22 = 4+1—(5+6)Z
= 5—11z
3. —z9 = 1—61
4. 32 = 12— 15i.
-1
Multiplicacién:

Queremos ahora definir una multiplicacién entre niimeros complejos que cumpla con las mismas reglas
que el producto de nimeros reales. Comenzamos entonces definiendo

(a+bi)(c+di) = ad+adi+bci+ bdi>

= ac—bd+ (ad + be)i,
lo cual nos permite decir que el producto de dos niimeros complejos nos da un nuevo niimero complejo.
Divisién:

Definimos ahora la divisién de dos ntimeros complejos. Dados z; y 2o # 0, queremos encontrar z tal
que

21
21 =22 (o sea que “z = —").
22
Multiplicamos la ecuacién anterior por Z; y obtenemos:
- 2
2122:Z|22| 5 COHW E,ZR
2

. . . 1
Si ahora multiplicamos ambos miembros por W, obtenemos:
22
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Z1%Z2
|22
M
EJEMPLO
Sean z1 =4 — 51y 20 = —1 + 24. Calcule 21/ 25.
Solucion:

z9 5

A _ (4-5i(-1-2i) 14 3.
5 5

Propiedades: Si z y w son dos nimeros complejos, entonces:

l.2xtw=zxw

w =

N
I

w

0

l

=z

3
4. z real siy sélo si zZ = z.

5. zz = |z
6. |2] >0, |z] =0siysélosiz=0.
2| _ |4
7Ll = llul y | 2] = £
w{  |w
8. lz+w| < |z| + |wl|.

La demostracién de estas propiedades queda como ejercicio para el lector.

3.5 Ecuaciones de segundo grado
Consideremos primero la ecuacién de segundo grado
2> =a+Dbi.
Escribiendo z = x + y ¢, podemos expresar esta ecuacion como:

2 =(x+yi)(r+yi)=2>—y*+2ryi=a+bi.

Sabemos que dos niimeros complejos son iguales si y solo si sus partes reales e imaginarias son iguales,
entonces:

2zy = b.
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Podemos agregar a estas dos ecuaciones una tercera, que nos facilitara la resoluciéon del sistema de
ecuaciones, a saber:

?| |2 2]
|z| |2] (Por la propiedad (7))
= |2

— 2242,

Por otro lado, de la ecuacién original tenemos que
2 .
2] = [a +bil,

o sea:
22 +y? =a2 + b2,

y el sistema a considerar ahora sera:

2?2 +y? = VaZ+b2
Py =

2ry = b,

del cual se obtienen facilmente los valores de = e y que lo satisfacen.

—
EJEMPLO
Resuelva la ecuacion z
Solucién:
Como |2?| =22+ y? y | —i| = 1, el sistema a considerar en este caso es:

2= .

2y = 1
x2 _ y2 — 0
20y = -—1.

Sumando las dos primeras ecuaciones obtenemos:

2 1
2t =1=zc==%

7

1 ‘s 1 _ 1 34 .
Cuando = = 73 la ‘Eercera ecuacién da y = 730 Y cuando x = 73 la tercera ecuacién da y = 7
La respuesta es z = iﬁ(l —1).
1

Observe que si zg es una solucién de la ecuacién z? = —i, entonces —zy también lo es.

Consideremos ahora el caso méas general de una ecuacién de segundo grado:

z2+wz+v:0,
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donde w y v son dos numeros complejos. Como en el caso de una ecuaciéon con coeficientes reales,
completamos cuadrados y obtenemos:

2 ey <+w)2 “ o e—0
4wzt ———4v=|(24+=-) ——+v=
4 4 2 4 ’
o sea que, dados w y v tenemos que encontrar los nimeros z tales que:
wy\2 w?
z+—) =——v. 3.2
(+3) =7 (32)

Si sustituimos u = z + ¥ en (3.2), transformamos la expresién en una ecuacién para u del tipo

descripto anteriormente, o sea

2
2 w

u'=——v
4
Si denotamos a las soluciones de esta ecuacién como
2
w
«“ o _ 9
U2 = + 74 v y

entonces las soluciones de la ecuacién original se escribiran

— v
212 = B) F 1 V.
g
EJEMPLO
Resuelva la ecuacién 22 + 2z + (1 — i) = 0.
Solucién:

Podemos escribir las raices como:
zip=—-1+V1-1+i=-1+V+i.
Para determinar el valor de v/i tenemos que encontrar w2 tal que
w” = 1.

Llamando w = x 4 y i, el sistema a considerar en este caso es:

242 = 1
z? — y2 = 0
20y = 1

Sumando las dos primeras ecuaciones, obtenemos:

1
M2=1=>zx=+

7

Cuando z = -1, la tercera ecuacién da y = = y cuando # = ——=, la tercera ecuacién da y = —
V2 V2 y V2’

s

Entonces wy 2 = i%(l +i)y

|
&
—
+
5

+ — 29 = —

S
sl
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3.6 El Teorema de De Moivre

Teorema: Si 6 es un angulo arbitrario, entonces

(ew)n =m0 nex.

Demostracién:
1. Para n > 0 probamos por induccién.

L, N1 . .
(a) La afirmacién es verdadera para n = 1 pues (e“‘)) = =¢ilf,

(b) Suponemos que la afirmacién es verdadera para n = 1 (es decir, que se verifica la igualdad
(610)" = ¢™%) y probamos para n + 1:

;0\ 41 N N
(629) _ (ezf)) . (ezé)
_ ezn@ . ez@
ez(nJrl)G )
2. Para n < 0. Notemos que si n es un nimero negativo, podemos escribirlo como n = —m, con

m > 0. Entonces:

)" = [@)]"

Si conocemos el argumento de un niimero complejo podemos usar el teorema anterior para elevar este
ndmero a potencias altas y para resolver ecuaciones de grado n > 2 del tipo:

2" =a+bi.
—
EJEMPLOS
1. Calcule (—1 4 /3)3.
Solucién:
Escribimos primero la base en forma polar. O sea, calculamos el médulo | — 1 + v/3i| = 2, y
encontramos el argumento 6 que satisface cosf = —% y sen 6§ = @, o sea 6 = %w. Entonces,

usando el teorema de De Moivre, obtenemos:
(—1+V/3i)% = (26°37)3 = 23727 = 8,

2. Calcule las raices terceras de la unidad, o sea, las soluciones de la ecuacién 2% = 1.
Solucién:
Escribimos a z y al niimero 1 en forma polar, o sea

60

z=re y 1=¢"
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para 0 < 6 < 27. Entonces la ecuacién original se puede escribir:

,’,,36139 _ ezO )

Por otro lado, dos niimeros escritos en forma polar son iguales si y s6lo si sus médulos son iguales
y sus argumentos difieren en un multiplo de 27. Entonces:

r=1 y 30=0+2nm, neZ.

Pero como 0 < 6 < 27, obtenemos los siguientes argumentos: ¢; =0, 60y = %ﬂ' y 03 = %77.
V3 1 V3
Entonces z1 = 1,25 = —3 +27 y 23 == -5~ 27.
[

3.7 Teorema fundamental del algebra

Como hemos visto, el teorema de De Moivre nos permite, en ciertos casos muy particulares, encontrar
raices de polinomios de grado mayor que dos. En general este es un problema muy dificil y muchas
veces debemos conformarnos con saber que la solucién existe. El siguiente teorema (cuya demostracién
requiere mayores conocimientos que los aportados por este curso), nos ayudara en la resolucién de algunas
ecuaciones.

Teorema Fundamental del algebra: Cada polinomio de grado positivo con
coeficientes complejos tiene al menos una raiz compleja. O sea que

pn(z) = anz™ + 12"+ . +ap a; complejos

se puede escribir como

pn(2) = (2 — 21)pn-1(2).

Como consecuencia de este teorema tenemos los siguientes resultados:
(a) Cada polinomio con coeficientes complejos puede escribirse como:
pn(2) = 20(z — 21)(2 — 22)...(z — z) ,
con zg # 0, z; complejos llamados las raices de p,(z).

(b) Cada polinomio de grado positivo y coeficientes reales puede ser factorizado como el producto de
factores lineales y cuadréticos irreducibles. (Un polinomio real de grado dos se dice irreducible si
posee raices no reales).

La demostracién del punto (a) es una consecuencia directa del teorema arriba enunciado, por lo que
dmostraremos solo la parte (b).
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Demostracién:
Sabemos por (a) que:

pn(2) = 20(z — 21)(2 — 22)...(2 — 2zy).

Supongamos que z; no es real, entonces:

pn(z1) = apzl + an,lz?71 +..+ay=0

pn(z1) = apzf + an_li?_l +...+ag=0,

puesto que los a; son reales. Esto implica que Zz; es también una raiz. Entonces:

(z—21)(z—2z1) = 22— 23 — 22+ 217

= 222z +2) +|af

es un polinomio irreducible. Esto demuestra el punto (b).

——
EJEMPLOS

1. Resuelva la ecuacién 22 — z + (1 — i) = 0.
Solucién:

Tenemos una ecuacién cuadratica con coeficientes complejos. Las soluciones son:

1 1 1 3
=—d4/-—1—-9)==F+4/— +1.
212 =5 1 (1—1) 5 \/ 1 +1
Para determinar ,/—% + 4 tomamos

u?= -+,
4
Esta es una ecuacién del tipo que vimos anteriormente y que ya sabemos cémo resolver. Siu = x+yi

entonces debemos resolver sl siguiente sistema de ecuaciones:

5
2 2
x = -
+y 1
3
2 2
e — = —
Y 1
20y = 1.
Sumando las dos primeras ecuaciones resulta:
5 3 1 1 1
202 =2"_2=2 2= = =+-
TTIT1 2 YT T
Usando la tercera ecuacién del sistema resulta y =1 si x = %7 ey=—lsizx= —%. De manera que
tenemos dos posibles valores para u:
Ty . .
u= =1 o} Uu=—=—1.
2 2

Entonces las soluciones de la ecuacion original son:

z1=1+1 y 29 = —1.
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2. Resuelva la ecuacién p(z) = 23 — 322 + 42 — 2 = 0.
Solucién:

En este caso se nos presenta una ecuacién de tercer grado con coeficientes reales. Es facil darse
cuenta de que z; = 1 es una raiz, ya que 1 verifica la ecuacién:

12-3-124+4-1-2=0.

Segun el teorema fundamental del dlgebra, si z; = 1 es una una raiz de p(z) = 0, podemos dividir
el polinomio por z — z; = z — 1 y obtener un polinomio de segundo grado.
3 2
20 —3z° 44z -2
Dejamos que el lector verifique que +1 =22 -22+2.
> —
Ahora podemos expresar la ecuacién original en forma factorizada:

23 =322 44z —-2=(2-1)(2* -22+2)=0.

Sabemos que el producto de dos factores es 0 si uno de ellos lo es, por lo que nos queda por resolver
la ecuacién z? — 2z + 2 = 0. Usando la férmula cuadratica obtenemos z2 3 = 1+ v/—1.

Si llamamos u1 v uo a las soluciones de u? = —1, entonces uy,2 = xi. Con esto resulta 223 = 1 F 1.

Las soluciones de la ecuacién original son:

z1=1, zo=1-—1, zz=1+1.
3. Sabiendo que la ecuacién z* + 322 — 62 + 10 = 0 tiene como raiz a z; = —1 + 214, calcule las demds
raices.
Solucién:

Como los coeficientes son reales, el teorema fundamental del algebra dice que si z; es una raiz,
entonces zZ7 = —1 — 24 también lo es. Entonces, ya tenemos determinadas dos de las raices:
z21=—-14+2iy20=-1-24.

Dividimos el polinomio z* 4+ 322 — 6z + 10 por (z — 21)(z — 22) = 2% + 2z + 5. El resultado es
22 — 22+ 2, con lo que tenemos:

24322 —62410= (2 —21)(2 — 29)(2* =22+ 2) = 0.

Tgual que en los ejemplos anteriores debemos resolver una ecuacion de segundo grado con coeficientes
reales, en este caso:
22 —2242=0.

Dejamos como ejercicio para el lector verificar que las soluciones de esta ecuacién son z3 =144y
zZ4 = 1—1q.

Las raices de la ecuacién z* + 322 — 6z + 10 = 0 son:

z1=—1421, 2o =—1—271, zz3=1+41, za=1—1.
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Capitulo 4
Ejercicios

4.1 Matrices y Determinante
1. Para qué valores de a en R tiene el sistema una unica, ninguna o infinitas soluciones

ari + ro — T3 + x4 1
Ty —To+2x3 = 0
2.

201 +args —x3+1T4 =

2. Resuelva las siguientes ecuaciones matriciales:

(a) X+A=3X+2B, (bh)4X+3V =Ay 2X+Y =B,

(1) (1)

3. Calcule los determinantes de las siguientes matrices:

@(33) m () e ().

donde

0 a O 0 a b ; g 2 (1)

(d) b ¢ d |, (e a 0 c |, ()
0 e O b ¢ 0 L0 =3
4 1 12 0

-3l 32—11;)

(@ 2 5 3], (b
L o ] 05 1 1
11 2 5

5. Evalte los determinantes de las siguientes matrices por inspeccién (o sea aplicando las reglas del
cdlculo de determinante).

a b c a b c
(@ [ ea+1 b+1 c¢+1 |, (b)) | a+b 2b c+b
a—1 b—1 c¢—1 2 2 2

6. (a) Encuentre el det (A) si A es 3 x 3y det(24) = 6.
(b) ¢Bajo que condiciones es det(—A)= det (A)?

37



CAPITULO 4. EJERCICIOS

. Use el determinante para encontrar para qué valores de c las siguientes matrices son invertibles.
0 c —c 4 ¢ 3 1 -1
)| -1 2 -1, ®|c 2 c], (¢ ¢

c —c c 5 ¢ 4 0

— =0

. Sean A, B y C tres matrices n X n y asuma que det (A)=-1, det (B)= 2 y det (C)= 3. Evalde

(a) det(A?2BCTB™1)
(b) det(B2C~'AB~'CT)

. Sean A y B dos matrices 2 X 2 que satisfacen

A’B=3I y ATB3=_J,
donde I es la matriz identidad. Calcule det (A).
. Si

calcule

2p+x  2q+y 2r+4z
3x 3y 3z

. Demuestre que:

0 1 1 1
1 0 X X | 2
1 x 0 x| —3z
1 x x 0
a b c
.Sea A= | d e f |. Suponiendo que det(A) = —7 determine:
g h
(a) det(3A) (c)det(2A71)
(b) det(A™1) (d)det((24)71)

. Sin evaluar directamente demuestre que x = 0 y = 2 satisfacen

2?2 oz 2
2 1 1 |=0
0O 0 -5

. Diga para qué valor(es) de k la matriz dada no es invertible:
1 2 4
(a) ( k:23 1;22 ) M| 3 1 6
E 3 2
. Exprese los siguientes sistemas lineales en la forma (A — AI)x = 0:

1+ 29y = Ax (b) 2x1 + 322 = A1y () 3r14+x9 = Ax
201 +x2 = Axo dr1 +3x2 = Axo —bx1 — 39 = Axo

(a)
. Para cada uno de los sistemas del ejercicio anterior, encuentre:

(a) la ecuacién caracteristica,
(b) los autovalores, y

(¢) los autovectores correspondientes a cada uno de los autovalores.
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4.2 Vectores en R?> y R?

1. Sea v un vector en R? tal que ||v| = 3 y forme un dngulo de 57/6 con el eje de las z. Calcule las
componentes de v.

2. Sea v un vector en R? tal que ||v|| = 2, y forma un dngulo de 7/3 con el eje de las z y la proyeccién
de v sobre el plano zy forma un dngulo de /4 con el eje de las z. Calcule las componentes de v.

3. Seau=(-3,3,2),v=(4,2,7) y w = (2,—1, —4). Encuentre el vector x = (z,y, z) que satisface

3u— v+ 2x = 6x + 3w.

4. Encontrar las coordenadas del punto final @ del vector u cuyo punto inicial es P(—1,3, —5).

(a) Donde u es un vector en la direccién de v = (6,7, —3) y cuyo largo es el doble del largo de v.

(b) Donde u es un vector en la direccién de v = (6,7, —3) y cuyo largo es es la mitad del largo de
V.

5. Encontrar las coordenadas del punto inicial P del vector u cuyo punto final es Q(3,0, —5).

(a) Donde u es un vector en la direccién de v = (4,—2, —1) y cuyo largo es el doble del largo de
V.

(b) Donde u es un vector en la direccién de v = (4, —2, —1) y cuyo largo es es la mitad del largo
de v.

6. Sea v = (—1,1,1). Encuentre todos los escalares k tal que

kv = 3.

7. Usando la propiedad de que ||kv|| = |k|||v||. Calcule ||u]l, si

(a) u=(108,126),  (b)u = (—200,—60)

8. Seanu-v=2u-w=8 w-v=+3 |v] =6y |u =2. Calcule:

(@) (utv) - (w+v) (b)) (2u—3v) - (4dw—v), (¢ =5ul,  (d)[u-v].

9. Considere los vectores u = (—3,3,2),v = (4,2,7) y w = (2,—1,-4). Calculez =u+vyz =
Proyw.

10. Sea u = (v/3,1). Si ||v|]| = 2 y el dngulo entre u y v es /6, encuentre las componentes de v.

4.3 Planos y rectas

1. Encuentre la ecuacién de cada uno de los siguientes planos.

(a) Que contiene a P(3,0,—1) y a la recta (z,y,2) = (0,0,2) + ¢(1,0,1).

(b) Que contiene a P(2,1,0) y a la recta (z,y,2) = (3,—1,2) + ¢(1,0,—1).

(¢) Que contiene a las rectas (z,y,2) = (1,—1,2) + ¢(1,0,1) y (z,y,2) = (0,0,2) + (1, —1,0).
(d) Que contiene a las rectas (z,y,2) = (3,1,0) +¢(1,-1,3) y (x,y,2) = (0,-2,5) + (2,1, —1).
(e) En que cada punto es equidistante a los puntos P(2,—1,3) y Q(1,1,—1)

(f)

f) En que cada punto es equidistante a los puntos P(0,1,—1) y Q(2,—1,-3)
2. En cada uno de los siguientes casos, halle la ecuacion de la recta.

(a) Que pase por el punto P(3,—1,4) y sea perpendicular al plano 3z — 2y — z = 0.
(b) Que pase por el punto P(2,—1,3) y sea perpendicular al plano 2z +y = 1.
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3. En cada caso encuentre la distancia mas corta del punto P al plano y encuentre el punto @ en el
plano mas cercano a P.

(a) P(2,3,0); el plano tiene la ecuacién 5z —y + 2z =1
(b) P(3,1,—1); el plano tiene la ecuacién 2z +y — 2z =6

4. Encuentre la distancia mas corta entre los siguientes pares de rectas paralelas.

(a) (z,y,2) = (2,—1,3) +£(1,-1,4)
(v,y,2) = (1,0,1) + s(1,—1,4)

b) (z,y,2) = (3,0,2) +£(3,1,0)
(z,y,2) = (—1,2,2) + £(3,1,0)

5. Encuentre la distancia més corta y los puntos méas cercanos entre los siguientes pares de rectas no
paralelas.

( ) 17_170)+t(17171

= ( )
=(2,-1,3) + £(3,1,0)
= ( )
= (

LY, 2
LY, 2

( ) 17273)+S(270a_1

(z,
(
(
(z, 3,—1,0) +#(1,1,0).

\_/\_/ \_/\_/

6. Considere los puntos A(3,1,2) y B(—1,2,3) y determine todos los puntos P sobre la recta
(Ia Y, Z) - (23 1, 2) + t(L 1, 1)

tal que el tridngulo ABP sea recto.

4.4 Induccién matematica

1. Demuestre por induccion las siguientes igualdades:

a) Zaizza]‘ (d) Z(ai—l—bi):Zai—i—Zbi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n jzfl n n

(b) Zai:ZaiH (e) anichai
i=1 i=0 i=1 i=1

(C) i: a; = Zai,1 (f) Z((Ll — ai,l) = ap — Qo
=0 i=1 i

(a) z".p™ = gntm (b) (z7)™ = g

3. Demuestre que las siguientes férmulas son verdaderas para todo natural n > 1:

n 1 n " n
(a) ;(21_1)(2i+1) T on+1 (c) le —14(n—1)2
(b) iis _ M (d) ii22n2n+1(”22n+3)6

4. Demuestre la féormula de la progresiéon aritmética:

g(a_'_id):n@a—l—(n—l)d)

=0
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5. Demuestre la féormula de la progresion geomética:

n—1 n
Zadi :add:ll

=0

6. Demuestre por induccién que las siguientes afirmaciones son validas para todo natural n > 1:

(a) 14+3+5+7+...4+ (2n—1) =n?
(b) 12422 ... +n? :én(n—&—l)(Qn—i—l)

(c) 13423 + .+n3:(1—|—2+...+n)2

(d) 1-2+2-3+. +n(n+1):% (n+1)(n+2)

(e) 1-22+2. 32+ 4 n(n+1)? = 5n(n+1)(n+2)(3n+5)
(£) 1

f =

-2 23+ +n(n+1) n+1
(g) 12432+ ...+ (2n—1) %(4712—1)
(h) 1424224 ... 427 1=2"—1
L1 1 1 1
(1)§+?+..+—2§2—7
(G) n<2m
(k) 5™ + 3 es multiplo de 4
(1) n3 —n es miltiplo de 3

7. Considere la suma 1-114+2-214+3-3!4+ ...+ n-nl = Zm' = (n+ 1)! — 1. Demuestre que esta

i=1

féormula es valida Vn > 1.
8. Pruebe las siguientes afirmaciones para n natural:

(a) 2n>n+1 VYn (d)2 >n? Vn>4 (g) 6" >14+4" Vn

(b) n? +n esparVn (e) n*>3n+3 Vn>3 i Vale con >7

(¢c) dn>n+4 Vn>2 (f) n3<3" Vn (h) 3" >1+4+2" Vn
9. Demuestre las siguientes afirmaciones para n natural:

@) nl+(n+D!=nln+2) Vn (¢) n!<n™ Vn

(b) (n+ 1! —=nl=nln Vn (d) n2<n! Vn>4
10. Considere una sucesién aq, as, ... de nimeros que satisface:

(a) a; = 2
(b) ant1 =2a, para todon > 1

Encuentre una expresion para a,, en términos de n y demuestre el resultado por induccion.

11. Pruebe las siguientes desigualdades para n natural:

(a) <1+1>n>2 Vi1 () 2" <l Vn>2
n

(b) <1+i>n<z:]1| Vn>1 (d) <1+Tll>”<3 vn

Ayuda: Para los dos primeros apartados use la férmula del binomio; para el tltimo, use los dos
primeros.
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4.5 Numeros Complejos

1. Escriba cada una de las siguientes expresiones en la forma a + ib.

(a) (2—3i)—2(2—-3i)+9
(b) (3—29)(1+14)+ |3+ 4i

1+ 1—14
(©) 5=+ —2—17—31'
3—2i 3-Ti
i
(e) ,L'131
(f) (1+44)*
(g) (2—14)°
(h) (1—14)*(2+1)?
(i) Calcule el siguiente cociente y expréselo en la forma a + ib:

Z+zZw—w
Zz+w

siz=241tyw=3—1.
2. En cada caso encuentre el nimero complejo z que satisface:

2~ (1+i)2=3—i

~

)
b) (i+2)—3i(2—2)=iz+1
(c) 22 = —i
(d) 22=3—4i
(e) z(1+1i) =z + (3 + 2i).
3. Sean Re(z) la parte real e I'm(z) la parte imaginaria de z. Demuestre que:
(a) Im(zi

/) = Re(z).
(b) z+ z = 2Re(z2)

(¢) Im(z) = —Re(z1)

(d) Im(z +w) = Im(z) + Im(w)
4. Pruebe que

(a) |w+ 2|? = |w|? + |2]? + wZ + Wz para todo z y w.
(b) (144)7+ (1 —i)7 es real.
5. Escriba en forma polar los siguientes nimeros
(a) 3—31
(b) —V3+i
(¢) =71
(d) —4i
6. Exprese los siguientes nimeros en la forma a + ib
(a) 3e™
(b) e57ri/4
(C) e?mﬁ/3
7. Encuentre las raices de las siguientes ecuaciones
(a) 22+22+(1+i)=0
b) 22—2+(1-4)=0
(c) 224 (3—2i)2—6i =0
(d) 22 —4iz—4-2i=0
(e) 22 —=3(1—4)z—5i=0
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4.5.1 Teorema de De Moivre y polinomios de grado n > 2

1.

10.

11.

12.

Exprese los siguientes niimeros en la forma a + ib

(a) (—1++/3i)?
(b) (1—9)°(v3+1)
(c) (1+V3i)~™*

(d) (1—4)*

(e) (V3—1)%(2—20)°.

. Utilize el teorema de De Moivre para demostrar que

a) cos 26 = cos® f— sen0

b) sen 20 = 2cosf sen 0

b) Encuentre las raices sextas de la unidad.

(
(
(
(

)
a) Encuentre las raices cuartas de la unidad.
)

. Encuentre los z que satisfacen

. Resuelva la ecuacién

23 —-322442-2=0

. La ecuacién

24— 62341522 —2424+10=0

tiene una raiz igual a 1 — 2i. Calcule todas las raices de la ecuacién.
La ecuacién

24 4+322—62+10=0

tiene una raiz igual a —1 4 2i. Calcule todas las raices de la ecuacion.

. La ecuacién

2243224 224+182-30=0

tiene una raiz puramente imaginaria. Calcule todas las raices de la ecuacién.

. Encuentre a, b (reales) tales que

2 4az+b=0
tenga a 1 — 2¢ como raiz .

La ecuacion
23— (6—1)2 +(9—5i)z—1+9 =0

tiene una solucién z = —i. Determine las otras soluciones.

Resuelva la ecuacion
24 (=24+14)22 = (3+2i)2—3i =0

sabiendo que tiene una raiz estrictamente imaginaria.
Demuestre que el polinomio
ST 4T 4

debe ser divisible por el polinomio 22 + z + 1.
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Capitulo 5

Laboratorio de Maple

5.1 Introduccién y objetivos

En este laboratorio vamos a familiarizarnos con los comandos y estructuras que Maple posee para trabajar
con matrices y resolver sistemas de ecuaciones.

Antes de realizar la tarea establecida para el laboratorio el alumno deberd leer la introduccién, los
ejemplos, contestar las preguntas y resolver a mano los ejercicios que acompanan esta guia.

5.1.1 Matrices y vectores

Para trabajar con algebra lineal debemos comenzar cargando el paquete “linalg” con el comando with(linalg):.
Un vector se define de la siguiente manera:

> with(linalg):
> v :=vector([1,5,6,7,8]);
v:=[15678]
Una matriz se puede definir de diferentes formas. Una de ellas es la siguiente:
> A:=matrix(2,3,[1,3,4,5,3,11);

1 3 4
‘A"‘[ 5 3 1}

En este caso los dos primeros argumentos del comando matrix corresponden a la dimensién de la
matriz. Si la matriz es de mayor tamafo, es mas comodo definirla como:

> B:=matrix([ [1,5,7,8], [3,6,8,9]1, [4,6,7,911);

1 5 7 8
B:=]3 6 8 9
4 6 7 9
Cada nuevo renglén es obtenido apretanto las teclas <Shift> - <Return> (X-windows o PC-

windows) o <Return> (Macintosh).
Si queremos definir una matriz cuyos elementos sean todos iguales, por ejemplo F' = (f;;), donde
fij = 3, escribimos:

> F:=matrix(2,4,3);

33 3 3

La matriz identidad 4 x 4 puede definirse de la siguiente manera:

r[1311]

45
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> I4:=matrix(4,4,proc(i,j) if i=j then 1 else O fi; end);

14 .=

SO O
o o = O
[l M)
—_ o O O

El elemento (2,1) de la matriz A puede ser obtenido escribiendo:

> A[2,17;

5
5.1.2 Estructuras de Maple
Las estructuras de Maple son:
sequence sucesién 1,4,3
list lista 1,4, 3]
set conjunto {1,4,3}
table tabla table([a=1,c=2])
array matriz, vector | [1 4 3]

Una “sucesiéon” es un conjunto de objetos seguidos de comas. El comando seq sirve para crear una
sucesion:

> s:=seq(i,i=1..3);

s:=1,2,3

Una “lista” es una sucesién acotada por corchetes:

> 1:=[1,5,7];

l:=[1,5,7]

Un “conjunto” se define como una lista pero usando llaves:

> m:={1,4,5};

m:={1,4,5}

Se puede acceder a un elemento de la estructura (por ejemplo, “lista”) de la siguiente manera:

> 1[3];
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5.2 Ejemplo

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:

3.%1 — X9 + 3393 = 1
1+ x0+23 =— 1
—x1+3x0+4r3 = 1

Solucién:
Primero resolveremos el problema haciendo reduccién por filas y luego autométicamente usando dis-

tintos comandos.
> with(linalg): # cargamos el paquete para trabajar con dlgebra lineal.
Consideramos el sistema como la ecuacién matricial Ax = b y cargamos la matriz en la variable A

> A:=matrix([

> [3’ _1y 3]:
> (1, 1, 21,
> -1, 3, 411);
3 -1 3
A= 1 1 2
—1 3 4

Cargamos a b en la memoria como una matriz de dimension 3 x 1

> b:=matrix(3, 1, [1, —1 ,11);

1
b:=1] —1
1
Formamos la matriz ampliada (A|b)
> A b:=augment (A, b);
3 -1 3 1
Ab:= 1 1 2 -1
-1 3 4 1

y hacemos reduccién manual con los siguientes comandos:

> Al:=swaprow(Ab, 1, 2);

1 1 2 -
Al = 3 -1 3 1
-1 3 4 1
> A2:=addrow(Al, 1, 2, —3);
1 2 -1
A2 = 0 -4 -3 4
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> A3:=addrow(A2, 1, 3, 1);

=~

A3:=|0 -4 -3

> A4d:=addrow(A3, 2, 3, 1);

S

Ad=| 0 -4 -3

> A5:=mulrow (A4, 2, —1/4);

1 1 2 -1
3
o— o1 - -1
A5 = 1
0 0 3 4
> R:=mulrow(A5, 3, 1/3);
1 1 2 -1
3
R.— 0 1 1 -1
4
0o 0 1 =
3

> x:=vector([0, 0, 0]); # definimos el vector x

z:=[000]
> x[3]:=4/3;
4
3= 3
> x[2]:=—1—3/4xx[3];
To = —2
> x[1]:=—1—x[2]—2%x[3];
s
1= 3

Controlamos el resultado multiplicando las matrices A y x con la ayuda del operador & * y el comando
evalm (evalia la matriz).

> evalm(A&*x) ;

[1-11]

Podemos resolver el mismo sistema usando los comandos gausselim y backsub

> G:=gausselim(A_b);
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3 -1 3 1

4 —4

—lo = 1 =
G:= 3 3
0o 0 3 4

> X:=backsub(G);

o con el comando gaussjord

> gaussjord(A_b);

)
1 0 0 —
3
01 0 =2
001%
3

La inversa y el determinante de una matriz se obtienen con los comandos

> det(A);
12
> Ainv:=inverse(4);
-1 13 -5
6 12 12
Ainu = ;1 § ;1
2 4 4
1 -2 1
3 3
Calculamos la solucién x = A~1b
> x:=evalm(Ainv&*b) ;
-5
3
x:=| _9
4
3

5.3 Tarea de Laboratorio
Usando el programa Maple, resuelva el sistema que resolvié a mano:

—3x1 — 229+ 8x3=1
x1+3x2 731’3 =1
—3x1 4+ 69 + Tx3 =1

Hagalo usando reduccion por filas y controlando, y luego usando los comandos gaussselim, backsub
y guassjord, en la misma forma que se muestra en el Ejemplo.
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