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Prefacio

Este texto contiene una revisién de los tépicos més importantes que, a nuestro parecer,
el alumno debe conocer antes de comenzar un curso de calculo. Los temas que se
incluyen son: el sistema de los niimeros reales, potencias, raices, ecuaciones, geometria
plana, coordenadas cartesianas en el plano, ecuaciones de la recta y la circunferencia,
valor absoluto, logaritmo, funciones y sus graficas (en especial la recta y la pardbola)
y funciones trigonométricas. Consideramos que este material puede ser cubierto en
60 horas catedra.

En cada Capitulo se han combinado ejercicios de neto caracter algebraico con
ejercicios de aplicacion y se ha especificado claramente en qué momento el alumno
puede hacer uso de una calculadora.

Al final de los Capitulos 3, 6 y 8 hay ejercicios sumplementarios que sirven de
repaso, y para que el docente evalie hasta qué punto el alumno afianzd y sabe usar
los conocimientos adquiridos en los Capitulos anteriores; también hemos incluido al
final del texto todas las respuestas a los ejercicios.

Queremos recalcar que este material es repaso de los conocimentos que los alumnos
han adquirido en la escuela media, por lo tanto el texto entre los ejemplos y ejercicios
es bastante breve. Nuestra intencién no es la de introducir nuevos conocimientos sino
la de repasar los adquiridos ante la iniciacién de los estudios universitarios.

A los estudiantes

Comenzar estudios universitarios, donde la matemaética es una parte basica de la
formacién, requiere que ustedes tengan conocimientos sélidos en manipulacion alge-
braica, geometria y trigonometria para sobre ellos construir el conocimiento futuro.

Por este motivo es fundamental consolidar los conocimientos adquiridos en la
escuela media y estd en el trabajo y esfuerzo de ustedes el lograrlo. En este sentido
no hay ni profesores ni libro que puedan obviarles esta tarea.

Les recomendamos especialmente leer cada capitulo minuciosamente, discutir to-
das sus dudas y hacer todos lo ejercicios indicados, usando la calculadora solamente
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en aquellos que especificamente esté permitido.

Agradecimientos

Queremos agradecer por la revisién de este material a:
Dra. Alicia Dickenstein, FCEyN, Universidad Nacional de Buenos Aires.
Dra. Esther Galina, FaMAF, Universidad Nacional de Cédoba.

También agradecemos a los docentes del Instituto Universitario Aerondutico, por
los aportes hechos en estos afios en la correccién de este material, especialmente al Dr.
Aramburu, con quien M. Iriondo inicié hace cuatro afios la confeccion de este libro.

Finalmente, agradecemos al Lic. Manuel Tiglio quien colaboré con el tipeado de
de la primera versién en IWTEX y a Natalia Kunzmann en la confeccién de las gréficas
y correcciones de tipeo.

Apreciamos recibir correcciones y sugerencias a nuestras direcciones electrénicas:

miriondo@iua.edu.ar o0 bercoff@famaf.unc.edu.ar.

Cérdoba, Diciembre de 2000.

M. S. Iriondo P. G. Bercoff



Contenidos

1 Numeros reales 9
1.1 Introduccidn. . . . . . . . .. . . L 9

1.2 Numeros enteros: operaciones elementales . . . . . ... .. ... ... 11
1.3 Factores primos . . . . . . . . . L 16
1.4 Madltiplocomun . . . . . .. ... 18
1.5 Numeros racionales: operaciones elementales . . . . .. .. ... ... 20
1.6 Sistemadecimal . . . . . . ... .. ... ... .. e 26
1.7 Potencias yraiCes . . . . . . . v v i i e e e e e e 31
1.7.1 Raicescuadradas . . . . .. ... .. ... o 33

1.7.2 Raices cualesquiera . . . . . . . . . . .. ... e 36

1.8 Notacién cientifica . . . . . . . . . ... 40
1.8.1 Prefijos . ... .. . . 41

1.9 Nuameros irracionales . . . . . . . . ... L e e 42
1.10 Unién e interseccién de conjuntos . . . . . . . . . ... ... 45

2 Simplificaciéon de expresiones 49
2.1 Cuadrado y cubo de un binomio, producto de la suma por la diferencia 49
2.2 Factoreo . . . . . . ... e e 50
2.3 Simplificacién de fracciones . . . . . . ... Lo 54
2.4 Racionalizaciéon de denominadores . . . . . . . .. .. ... ... ... 56

3 Ecuaciones 59
3.1 Ecuaciones de primer grado . . . . . ... ... oL 59
3.2 Complecién de cuadrado . . . . . . . ..o 65
3.3 Solucién de ecuaciones de segundo grado . . . . . . . ... ... 66
3.4 Férmula cuadrdtica . . . . . . ... L. 67
3.5 Divisién de polinomios . . . . . . . .. ..o e 71
3.6 Ecuaciones con raiCes . . . . . . . .« o it 76
3.7 Manipulacién de férmulas . . . . . .. ..o oL 78
3.8 Ejercicios suplementarios. Capitulos 1-3 . . . . . . .. ... ... ... 79

5



6 CONTENIDOS

4 Geometria 81
4.1 Angulos . . ..., 81
4.2 Tridngulos . . . . . . ... 84

4.2.1 Teoremas de congruencia . . . . . ... ... ... ... ..., 87
4.2.2 Teoremas de semejanza . . . . . . . . ..o 88
4.3 Teorema de Pitadgoras . . . . . . . . ... ... .. 91
4.4 Célculo de areas y volumenes . . . . . . . . ... ... ... 93
4.5 Aplicaciones . . . . . . ... 96

5 Plano cartesiano 99
5.1 Sistema de coordenadas cartesianas . . . . .. .. .. ... 0L 99
5.2 Distancia entre dos puntos . . . . . . . . ... e e e 100
5.3 Curvas determinadas por ecuaciones . . . . . . . . .. ... ... ... 101

5.3.1 Ecuacion de la circunferencia . . . . . . . ... ... 101
5.3.2 Ecuaciondelarecta . . . . . . . . ... oo 105

6 Desigualdades y valor absoluto 109
6.1 Desigualdades . . . . . .. ... oo 109
6.2 Valor absoluto y desigualdades . . ... ... ... .. ......... 113
6.3 Ejercicios suplementarios. Capitulos 4-6 . . . . ... ... ... .... 116

7 Logaritmo 119
7.1 Ecuaciones con logaritmo . . . . . .. .. ... ... 124
7.2 Ejercicios con calculadora . . . . .. .. .. oo o0 125

8 Funciones 127
81 Imtroduccidn. . . . . . . . . . . . . e 127
8.2 El concepto de funcién . . . . . ... 129
83 Lanotacion f(z) . . . . .. . . 132
8.4 Determinacién del dominio de una funcién . . . . . .. ... ... ... 135
8.5 Graficade funciones . . . .. ... .. .. ... . 136

8.5.1 La recta como grafica de una funcién lineal . . . . .. ... .. 137
8.5.2 La pardbola como grafica de una funcién cuadratica . . . . . . 137
8.6 Ejercicios suplementarios. Capitulos 7-8 . . . . .. ... ... ... .. 143

9 Trigonometria 145
9.1 Gradosyradianes . . . . . . . . .. ... 145
9.2 SENnO Yy COSENO . .« v v v v e i e e e e e e e e e e e e 147

9.2.1 Valores importantes de seno y coseno . . . . . .. ... .. .. 149
9.2.2 Propiedades del seno y del coseno . . . . ... ... ... .. 151
9.3 Algunas ecuaciones trigonométricas fundamentales . . . . .. ... .. 156
9.4 Tangente y cotangente . . . . . . . .. .. L. 159
9.5 Tridngulos rectangulos . . . . . . . . . ... 161

9.6 Algunas férmulas trigonométricas . . . . . . . .. ... ... 163



CONTENIDOS 7

9.7 Ecuaciones trigonométricas mas generales . . . . . . . ... .. .. .. 166
Respuestas a los ejercicios 173
Capitulo 1. . . . . . . . e 173
Capitulo 2. . . . . . . . e 178
Capitulo 3. . . . . . . e 180
Capitulo 4 . . . . . . e 184
Capitulo 5. . . . . . e e e 186
Capitulo 6 . . . . . . . . e e e e 188
Capitulo 7 . . . . . . e e 190
Capitulo 8 . . . . . . e 192

Capitulo 9. . . . . . e 194



CONTENIDOS



Capitulo 1

Numeros reales

1.1 Introduccion

Cualquier céalculo que deseemos hacer depende de las propiedades del sistema de los
nimeros reales.

Los numeros reales pueden ser representados geométricamente como puntos sobre
una recta. Se acostumbra a comenzar eligiendo dos: un punto que corresponda al 0
y otro que corresponda al nimero 1.

Usaremos el simbolo IR para denotar indistintamente el sistema de los nimeros
reales o la recta real.

Las propiedades de los nimeros reales pueden dividirse en: las propiedades alge-
braicas, la de ordenamiento y la de completitud.

Las propiedades algebraicas son aquellas con las que estamos més familiarizados.
Estas propiedades nos aseguran que los nimeros reales puedan sumarse, multiplicarse
y dividirse, y de esa manera producir nuevos niimeros reales.

La propiedad de ordenamiento se refiere al orden en que aparecen los nimeros
reales en la recta real. Si x aparece a la izquierda de y decimos que x es menor que
y, (x < y) o que y es mayor que z (y > ).

La propiedad de completitud es més dificil de entender pero nos dice que no puede
haber “agujeros” en la recta real, o sea que a cada punto le corresponde un nimero
real.
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Distinguiremos los siguientes subconjuntos de nimeros reales :

e El conjunto de los nimeros naturales, que es el conjunto formado por los
numeros: 1,2,3,... Lo denotaremos IN = {1,2,3,...}

e El conjunto de los nimeros enteros Z = {...,-2,-1,0,1,2,...}

e El conjunto de los numeros racionales, que es el conjunto formado por
todos los cocientes de numeros enteros con denominador no nulo. En
simbolos:

@ = {p/q, tal que p y q pertenecen a Z y q # 0}

¢ El conjunto de los nimeros irracionales (II') que es el conjunto de todos
los nimeros reales que no son racionales, como por ejemplo: V2,7, e, ...

Decimos entonces, que 1 pertenece a IN o, en forma abreviada, 1 € IN. Observe
que IN esta incluido en Z, o sea que todo elemento que pertenece a IN también
pertenece a Z. La inclusién la denotaremos C y diremos que IN es un subconjunto
de Z o, en forma abreviada IN C Z.

Los conjuntos de los nimeros arriba mencionados satisfacen que:

INCZCQCIR, e ICIR

EJERCICIOS

1. Ubique los siguientes nimeros sobre la recta real.

(a) —1.5 (c) 2.1 (e) —2/5
(b) 3 (d) v2 (f) =

2. ;Cual de los dos nimeros es mayor?

(a) €63 (b) V156 4 (c) 6.2 641
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1.2 Numeros enteros: operaciones elementales

En muchas situaciones practicas nos hemos visto en la necesidad de introducir niimeros
negativos, por ejemplo:

e La temperatura es de 10°C bajo cero o la temperatura es de —10°C.

¢ La cantidad de poblacién disminuyé en 150 personas, o el cambio en la poblacién
fue de —150 personas.

Asociamos los nimeros negativos con el concepto de disminucién. Entonces, a un
ndmero natural a le asociamos un nimero negativo, su opuesto, —a definido de manera
que

a+(—a) =0.

Esta definicién de opuesto se extiende a Z, es decir que esta definicion es valida para
los ntimeros a tanto positivos como negativos y el cero.

——
EJEMPLOS

1. El opuesto de 2 es —2.

2. El opuesto de —5 es 5, 0 sea —(—5) = 5.

3. El opuesto de 0 es 0, o sea —0 = 0.

Al hacer esto podemos redefinir la resta de dos nimeros naturales como la suma
de dos enteros.

——
EJEMPLOS
Calcule

1. 23+ (—12) 2. =35+ (—12)

Solucién: Sumar —12 es lo mismo que restar su opuesto, o sea 12.
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1. 234 (-12) =23 -12=11 2. =35+ (—12) = —35 — 12 = —47.

Podemos definir en general la resta de dos nimeros enteros como una suma.

——
EJEMPLOS

Calcule
1. 9—(-15) 2. —=35—(-15) 3. —1256 — (—47)

Solucién:

1. Restar —15 es lo mismo que sumar su opuesto, o sea 15. Resulta entonces

9—(~15) =9+ 15 = 24.
2. —35— (—15) = —35 + 15 = —20.

3. Observe en el ejercicio 2 que —20 = —(35 — 15) por lo tanto —35 + 15 =
—(35 — 15). Teniendo esto en cuenta, podemos resolver el ejercicio 3

—1256 — (—47) = —1256 + 47 = — (1256 — 47) = —1209.

Extenderemos el concepto de multiplicacién de nimeros naturales a la multipli-
cacion de nimeros enteros.

Sabemos qué significa 2 x 3:

2x3=242+4+2=34+3=3x2.

Por lo tanto
(-2) x3=-2-2-2=—-6=—(2x3).

Ahora, si al trabajar con enteros queremos conservar la propiedad conmutativa de
la multiplicacién de los niimeros naturales, debe cumplirse que:

2x(—3)=(-3)x2=-3-3=—6.
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Resumiendo, (—2) x 3 =2 x (=3) = —(2 x 3) = —6, o equivalentemente
—-2x3=-3x2=-6.

Nos queda solamente definir la multiplicacién por el nimero cero y la multipli-
cacién de dos nimeros negativos.

Para conservar la propiedad distributiva de los nimeros naturales tendremos que
definir 2x0=0y (-3) x (=2) = 6, ya que

2x0=2x3B+(-3))=2x3-2x3=0

—6=-3x2=-3x(4-2)=-3x4+(-2) =-12+(-3) x (-2),

0 sea que, para que el primer miembro de esta expresion sea igual al dltimo, debe

cumplirse que:
(=3) x (=2) = 6.

——
EJEMPLOS
1. En las siguientes expresiones, efectiie las operaciones indicadas.
(a) (=3) x6 (b) 3x(-6) (¢) (=3) x(=6)
Solucioén:

(a) (—=3) x6=—(3x6)=—18
(b) 3x(—=6) =—(3x6)=—18
(¢) (=3) x (—6) =3 x 6 = 18.

2. Calcule el valor de la siguiente expresién cuando z = —4 e y = 5:

3(y+2)—3z+4y

Solucién: Cuando z = —4 e y = 5, tenemos que:
3y+2)—3z+4y=
3Xx(5+2)—3x(—4)+4x5=3x7—(-12)+20=21+12+ 20 = 53.

3. Calcule las siguientes potencias:

(2) (=2)° (b) —(=2)° (c) —2°
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Solucién:
(a) (=2)° = (-2) x (=2) x (-2) = -8
(b) —(~2)" = ~(8) =8.
(c) —2'=—-(2x2x2x2)=-16
4. Calcule: {5 —3[2—(b—1)]}[3 -2 (2-5)], donde b es un niimero cualquiera.

Solucién:
=[5-32-b+1][3-2(-3)]=[5-3B-0)]B+6) =
=9(5-9+3b)=9(—4+3b) =—36+27D.

Resumimos en el siguiente cuadro las propiedades algebraicas de los nimeros en-
teros (estas propiedades también son validas para los nimeros reales).

Propiedades de la suma y el producto

e Propiedad conmutativa:
a+b=b+a

ab="ba
e Propiedad asociativa:
a+(b+c)=(a+b)+c
a(bc)=(ab)c
e Propiedad distributiva:

alb+c)=ab+ac

o Regla de los signos:
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Nota: En el cuadro anterior a y b denotan dos nimeros arbitrarios, para indicar
su multiplicacién se emplea indistintamente la notacién “ab”, “a-b” o “a x b”. En
general se usa la primera forma cuando se trabaja con letras y la tercera cuando se
usan numeros; la segunda expresion debe evitarse al trabajar con nimeros, cuando el
simbolo “” pueda confundirse con el punto decimal.

EJERCICIOS
1. Determine
(a) (=3) x (=7) (d) 3-(3—-4)
(b) =3—(=T7) (e) (=2)° = (=2)* = (-1)?
(c) 3x(=7) (f) —(=3)° -4
2. Calcule el valor de la siguiente expresién cuando =2,y = -3y z = —4.

(a) 6(y+z)—2x+ 32 (b) 22 — 3y —5(z —y) (c) 3zy + bzz — Yyz

3. Si a y ¢ son nimeros arbitrarios, calcule
(a) 3(6—-9)+11
(b) 2[~5(4—1)+3]
(c) 3{4—2[3-4(-2+a)]}
@ (5-32-(@-D]}{3- 2-a2- 1]}
@ 6 (5-4{3_5 [2+3(1+a)]}>
) b—[-c(2-1)—1]
4. La variacion de la temperatura (AT) se define como la diferencia entre la tempe-

ratura final alcanzada (T ) menos la temperatura inicial a que se hace referencia
(T;), es decir: AT = Ty—T;. Calcule la variacién de la temperatura si:

(a
(b) La temperatura inicial es 21°C y la temperatura final 13°C.
(
(d
(e) La temperatura inicial es 10°C y la temperatura final —20°C.

La temperatura inicial es 21°C y la temperatura final 32°C.

)
)
c) La temperatura inicial es —3°C y la temperatura final —29°C.
) La temperatura inicial es —15°C y la temperatura final 9°C.
)
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5. Calcule:
a) La temperatura inicial si la variacién de la temperatura es —30°C y la
(a) p p y
temperatura final —20°C.

(b) La temperatura final si la temperatura inicial es —10°C y la variacién es
30°C.

(c) La temperatura inicial si la temperatura final es —30°C y la variacién es
—29°C.

(d) La temperatura final si la variacién es 9°C y la temperatura inicial es —9°C.

1.3 Factores primos

Sabemos que no siempre es posible dividir un nimero natural a por otro b, distinto
de 1y de a, de manera que el resto de la divisién nos dé cero. Esto ocurre solamente
cuando el dividendo a es un miltiplo del divisor b. En otras palabras:

Definiciéon: Un numero natural b es divisible por otro nimero natural a si
existe otro numero natural m tal que

b=ma.

Decimos entonces que m y a son factores de b, o que m y a dividen a b.

Recordemos ahora los criterios de divisibilidad mas usados:

Criterios de divisibilidad
e Un niimero natural es divisible por 2 si su tltima cifra lo es.

e Un nimero natural es divisible por 3 si la suma de sus cifras es un multiplo
de 3.

e Un niimero natural es divisible por 5 si su tltima cifra es 5 6 0.
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TEJEMPLO

Sean los nimeros 33 y 21. Ambos son divisibles por 3 ya que la suma de sus cifras es
6 y 3 respectivamente. Se puede escribir:

33=3x11 y 21=3xT.

Vemos que 3 y 11 son factores de 33, y que 3 y 7 son factores de 21.
1

Los factores obtenidos en el ejemplo anterior no pueden ser, a su vez, expresados
como productos de nimeros naturales mas chicos. Decimos entonces que son factores
primos. La palabra “primo” quiere decir primero, més simple, bésico.

Definiciéon: Un niimero primo es un nimero natural que solamente puede ser

dividido por la unidad y por si mismo.

Tomemos por ejemplo los primeros diez digitos: 1, 2 y 3 son primos. 4 no es primo,
porque es divisible por 2 ademas de ser divisible por 1 y si mismo. Los niimeros 5, y
7 también son primos. No lo son el 6 (divisible por 2 y por 3), el 8 (divisible por 2 y
4), el 9 (divisible 3) ni el 10 (divisible por 2 y por 5).

A veces es necesario descomponer un nimero en sus factores primos. A continua-
cién ejemplificaremos la forma en que esto se hace:

Sea el nimero 4620. Como su tlima cifra es par, es divisible por 2:

4620 = 2 x 2310.

Nuevamente como su tltima cifra es par, el niimero 2310 es divisible por 2, es decir
2310 = 2 x 1155. Ahora bien, 1155 es divisible por 3, o sea 1155 = 3 x 385. Por lo
tanto,
4620 = 2* x 3 x 385.
El nimero 385 no es divisible por 3, pero si por 5, o sea 385 = 5 x 77. Resulta
entonces,
4620 = 22 x 3 x 5 x 77.

Finalmente, 77 =7 x 11y
4620 =22 x 3 x 5 x 7 x 11.

Hemos logrado escribir a 4620 como producto de nimeros primos. Se dice entonces
que se ha descompuesto 4620 en sus factores primos.
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EJERCICIOS

Descomponga los siguientes nimeros en sus factores primos:

1. 84 2. 16 3. 97 4. 1150 9. 256 6. 243

1.4 Miltiplo comin

Considere los nimeros 7 y 21. Podemos construir infinidad de multiplos comunes a
ambos nimeros, por ejemplo:

147 =7x21, 294=2x7x21, 42=2x%x21=6x7, 21=1%x21=3xT.

Todos estos nimeros son miiltiplos comunes de 21 y de 7, pero hay uno solo que
es el menor de todos ellos, en este caso el 21. El menor de todos los multiplos de dos
0 mas numeros se lo llama minimo comun multiplo y se lo denota mcm.

———
EJEMPLOS

1. Considere los nimeros 42 y 66. El multiplo de ambos més facil de encontrar
es 42 x 66 = 2772. Sin embargo, existe un multiplo comin considerablemente
menor. Descomponiendo los nimeros dados en factores primos tenemos

42=2x%x3x17, 66 =2 x 3 x 11.

Los nimeros dados tienen factores comunes (2 y 3) y factores no comunes (7 en
42 y 11 en 66). Si se toman los factores comunes y no comunes obtenemos el
nimero 2 X 3 X 7 x 11 = 462, el cual es miltiplo tanto de 42 como de 66:

462 =42x11=(2x3x7)x11=(2x3x11) x 7.
2. Sean los numeros 28 y 80. Descomponiéndolos en sus factores primos se obtiene

2=4x7=22x7 'y 80=16x5=2x5.
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Para formar el mcm es necesario tomar a 2 con su mayor exponente (en caso

contrario, el nimero resultante no serfa miltiplo de 80) y los otros factores no
comunes:

560 =2 x5x7=(22x7) x 2> x5="7x (2* x 5).
De haber multiplicado 28 por 80 hubiéramos obtenido 2240, que es miltiplo de

ambos pero considerablemente mayor (cuatro veces) que 560.

S —

Podemos enunciar ahora la siguiente regla:

Para obtener el mcm de un conjunto de nimeros se los descompone en sus
factores primos y se multiplican todos los factores, comunes y no comunes, con

Su mayor exponente.

EJERCICIOS

1. Encuentre el mcm de los siguientes pares de numeros:

(a) 819, 663 (¢) 2057, 3179 (e) 525, 1260
(b) 3430, 150 (d) 756, 2520 (f) 336, 1890.

2. Encuentre el mcm de los siguientes niimeros:

(a) 9,8, 20 (b) 25, 47, 40 (¢) 72, 60,16
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1.5 Numeros racionales: operaciones elementales
En la seccion 1.3 hablamos de la divisibilidad de los nimeros naturales y escribimos
21=3x7,

0 equivalentemente
21:3=7 6 21:7=23.

El simbolo “” estd asociado a la divisién “exacta” (sin resto) de dos nimeros
enteros, por ejemplo:

ya que
—21=3x(-7)=-3xT.
Cuando dos nimeros naturales no son multiplos uno del otro, como en el caso de
7y 3, la operacién 7 : 3 no estd definida en el sentido que la divisién de estos dos

nimeros enteros no es igual a otro nimero entero. Entonces, nos vemos obligados a
introducir los nimeros fraccionarios.

Decimos que:

1
e La quinta parte de 1 es 5

.§—3Xl—l+l+l
5 75 5 5 5
1 1 1
L int te de = - X -=—
e La quinta parte de es5><7 35
2 2 2x2 4
e — X — = = —
5 7 5x7 35
7 3 3 .
° 1= 1+Z = 1Z Observe que 1 es el cociente de la divisién entera de 7
con 4 y que 3 es el resto.

Introducimos el inverso de un nimero entero a # 0 como el nimero fraccionario
que multiplicado por a nos dé 1, o sea:

—1 (1.1)
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Extendemos esta definicién de inverso a @ diciendo que el inverso de un nimero
racional es otro racional tal que la expresién (1.1) sea cierta.

De esta manera, redefinimos la divisién de dos enteros como la multiplicaciéon de
dos racionales. Ademads, podemos extender esta idea a la divisién de dos racionales,
definiéndola como la multiplicacién del primero por el inverso del segundo.

De aqui en més dejaremos de usar el simbolo “a : b” para indicar la divisién de

. . . a
dos nimeros racionales y la cambiaremos por —.

b

m EJEMPLOS
1. En las siguientes expresiones, efectiie las operaciones indicadas.
—4 4 —4
(a) > (b) ) (c) )
Solucién:
—4 4 4 4 -4 4
—:——:—2 —:——:—2 —:—:2
(a) — 5 (b) — 5 ©) =5

2. Indique el inverso de los siguientes niimeros:

2 -7
(a) 5 (b) o
Solucién:
(a) El inverso de % es g (b) El inverso de %7 es % = —g.
3. Calcule
1 6 11 3.5 2/3
(@) 53 ®)35-3 () 3%7 @ 775
Solucién:
(a)l_g_ﬂ_j__§ (c)§x§—E
2 2 2 2 2 277 14
1 1 3 2 1 2/3 2 5 10
I_Z_2_2_2 d = ==-x-=—
B 5375766 ()7/5 3777
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Sabemos que
12 8 4
21 14 7
en palabras, que estos nimeros son equivalentes. Por otra parte 12 y 21 tienen a 3
como comun divisor, 8 y 14 a 2; mientras que 4 y 7 son primos entre si (ya que el dnico
divisor comidn que poseen es 1). Decimos que la dltima fraccién estd simplificada.
Los criterios de divisibilidad descriptos en la seccién anterior nos posibilitaran
reconocer divisores comunes de dos o mas nimeros naturales, y de esta manera sim-
plificar nuestros calculos con los nimeros racionales.

———
EJEMPLOS

1. Realice la siguiente divisién y déjela expresada como un ndmero racional p/q,
donde p y ¢ sean primos entre si.

—32/25

15 (1.2)

Solucién:

—32/25 32 5 32x5 _ 8x Ax B _ 8

4/5 254 25x4 Bxsx A 5
Decimos entonces que hemos simplificado la expresién (1.2) lo maximo posible.

2. Factorice primero lo maximo posible y luego efectie las operaciones que se
indican en la siguiente expresién:

5 (44 — 28)
160
Deje expresado el resultado como un nimero racional p/q, donde p y ¢ sean
primos entre si.

Solucién:

5(44-28) 5(4x11-4x7) _5x4(11-7) _ 5x4x4 _ 5 1

160 160 T T4x4x10 4x4x10 10 2
[ |
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Cuando se suman o restan fracciones de distinto denominador es necesario expre-
sarlas a todas usando un mismo denominador (denominador comiin), que es un
multiplo comin de todos los denominadores.

Para evitar trabajar con niimeros excesivamente grandes se usa el menor de todos
los multiplos comunes, o sea el mcm.

Usaremos ahora el mcm para sumar fracciones.

——
EJEMPLO

Resuelva la siguiente suma de fracciones sacando mcm y simplifique lo maximo
posible:

3 2 1
+ Z + —

1 j—
15 20

12

Solucién:
Primero descomponemos los denominadores en sus factores primos:

1 3 2 1 1 3 2 1

R 1T 0" 2x3 2T 3xs 2xs

Tomamos como comin denominador al mem:

C1x5+3x3x5+2x22-1x3
- 22x3x%x5 )
Resolvemos el numerador:

 5+445+8-3 55
T2 x3x5 0 2x3x5

Factorizamos el numerador para simplificar lo méximo posible:

osx11 1111
T 22x3x5  2x3 12

Resumimos en el siguiente cuadro las propiedades de la suma y el producto de los
ndmeros racionales:
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Propiedades de la suma y el producto

e Suma (resta) de fracciones de igual denominador:

a,c_a +c
b b b
e Producto (cociente) de fracciones:
@ ¢ _ a
b d  bd
(a/b) _ o d_ad
e/d b ¢ b
a ac
i 0, ent - = —
si ¢ # 0, entonces b b

e Suma (resta) de fracciones de distinto denominador:

ad «c¢b _ ad + ¢b

C
A= T b

a
b

EJERCICIOS
1. Indique el inverso de los siguientes nimeros
-8 (b) —9 1
(@) S © :
2. Calcule:
1 2 1 3 5
@ 5+573 ©3%7
3.5 3/4
_ _52 .2 d) —
(b) —33+12 -5 + ()5/7

3. Realice las siguientes divisiones y déjelas expresadas como un niimero racional
p/q donde p y ¢ sean primos entre si.
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(a)
(b)
(c)

~8/3

35

~2/3

473

22/3

27

2-1(2/9)

(8/9)

5(6/7)(7/8)
(7/8)

(1/3)+ (1/4)

(1/3) = (1/4)

OPERACIONES ELEMENTALES
7(2/3)
8
5+ 2 (32— 22)
5(3+4)
3(49 + 14)
21

4(35-14)
9 (35 + 49)

(2)

(h)

(i)

)

(36 — 24) (21 + 18)

(k) 13 (28 + 32)

25

4. Encuentre las siguientes sumas de fracciones sacando el mcm y exprese en la
forma p/q, donde p y g sean primos entre si.

—~ ~~ —~~
o o v
SN— S— S—

—~~
=

_|_
m|“'

O = =
| e

N
wirw |

| Wi N
=l +

+
oo

N | =

N —

+ [

| o
——

WIN WIN Ot O~

3/4-1/6
2/3+1/2

1 4

57 33

3 1 5
38 1421
3 1

22 57

G~ 3L
1 154 T 12 165
~13 1 2
® 35577 3
5 5 7
W -7+5"s
(m) _34_34_1
15 25 ' 30
m) —> 43T
2412 1
5 5 7
S VR TR T
P S+ 2_ T
PIsT10” 22
5 5 7
(Q)ﬁ—g g
27 12 2
5 7 3 2
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1.6 Sistema decimal

Dado un nimero racional a/b, con a y b € Z (b # 0), podemos efectuar la divisién
y sabemos en que general no obtendremos otro nimero entero. El resultado serd un
nimero con decimales, por ejemplo:

24

TS = 81 (ninguna cifra decimal distinta de cero)
1
1= 0.25 (dos cifras decimales distintas de cero)

Como sabemos, nuestro sistema de numeros es un sistema que tiene como base
potencias de 10.

9x1
8 x 10

3 x 100
T
L 7x0.001
2 % 0.01

4x0.1
O sea que
380427 = 3x100+8x10+9x1+4+4x0.14+2x0.014+4x0.001
1 1 1
= 3X100+8X10+9X1+4XE+2Xm+4xm'

Existen algunos nimeros racionales que se pueden expresar en el sistema decimal
usando una cantidad infinita de cifras decimales distintas de cero:

0.33333333333333333333333333333333333333333 . ..

= 0.1428571428571428571428571428571428571428571 . ..

0.764705882352941764705882352941764705882352941 . ..

n—ll»—l
B RICIEN T O

Estos numeros se denominan peridédicos: hay un grupo de cifras que se repite in-
definidamente. En 1/3, la cifra 3 se repite indefinidamente a partir del punto decimal.
En 1/7, el grupo que se repite es 142857 , y en 13/17 el grupo es 764705882352941.
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Observe que la calculadora nos muestra siempre los nimeros en forma decimal,
con una cantidad finita de cifras. Por lo tanto si el nimero es periddico, la calculadora
nos dard una aproximacién de ese numero con una determinada cantidad de cifras
decimales.

Por ejemplo si calculamos con seis decimales 2/3 y 1/3, obtendremos 2/3 =
0.666667 y 1/3 ~ 0.333333. Decimos que la calculadora ha redondeado el resultado.

Puesto que

g = 0.666666 . . . y % =0.33333...,

vemos que 0.666666 < 2/3 < 0.666667 y 0.333333 < 1/3 < 0.333334.

1

EJEMPLOS

1. Exprese los siguientes nimeros fraccionarios en el sistema decimal. Indique si
terminan o son periddicos. Si lo son, determine el periodo y ademds diga cudl
es el resultado obtenido con la calculadora si pedimos ocho decimales.

4 .
(a) 0= 0.4 . Termina.

El resultado obtenido con la calculadora es 0.4 .

(b) li()() = 0.04 . Termina.
El resultado obtenido con la calculadora es 0.04 .

(c) % = 0.4333... El periodo es 3 .
El resultado obtenido con la calculadora es 0.43333333 .
(d) ; = 0.285714285714285714 . .. El periodo es 285714 .
El resultado obtenido con la calculadora es 0.28571429 .

2. Pablo corre 400 m en 65 segundos. ;Cudl es la velocidad media a la que corre?
Solucioén:
La velocidad media, v,,, es
400
™65
(el 1ltimo resultado fue calculado con una calculadora con ocho cifras). Si lo
redondeamos a un decimal la respuesta sera:

La velocidad media es aproximadamente v,, &~ 6.2 m/s. 1

v m/s = % m/s ~ 6.1538461 m/s

;,Coémo procedemos para redondear un numero decimal? Esto quedara claro con
los siguientes ejemplos:
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——
EJEMPLOS

1. Redondee 3.86 a un decimal.

Solucién: 3.86 se encuentra entre 3.8 y 3.9 pero més préximo a 3.9. Por lo
tanto
3.86 ~ 3.9

2. Redondee 1.813 a dos decimales.

Solucién: 1.813 se encuentra entre 1.81 y 1.82, pero més préximo a 1.81. Por
lo tanto
1.813~ 1.81

3. Redondee 2.85 a un decimal.

Solucidén: 2.85 se encuentra entre 2.8 y 2.9, a igual distancia. Se acostumbra
elegir

2.85 ~ 2.9
— |

En los siguientes ejemplos indicamos las cifras significativas de algunos nimeros:

———
EJEMPLOS

1. El nimero 2.456 tiene 4 cifras significativas.
2. El nimero 1001 tiene 4 cifras significativas.
3. El numero 43.760 tiene 5 cifras significativas.

4. El nimero 0.00025 tiene 2 cifras significativas.
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5. El niimero 34000 tiene 5 cifras significativas, mientras que 3.4 x 10* tiene 2 cifras
significativas, 3.40 x 10* tiene 3 cifras significativas, etc.

JE—

A veces es util conocer el numero fraccionario que corresponde a un nimero deci-
mal periddico.

———
EJEMPLOS

1. Escriba el nimero 0.151515... de la forma a/b, con a y b primos entre si.
Solucién:

Llamemos a esa expresién fraccionaria desconocida x, o sea

z=0.151515. .. (1.3)

Puesto que el periodo de este niimero es 15 (tiene dos cifras), lo vamos a mul-
tiplicar por 100, obteniendo entonces

100z = 15.1515. .. (1.4)

Ahora restamos (1.3) a (1.4) y de esta manera obtenemos:

100z —x = 15.1515...—-0.1515...
Yz = 15
z = 15 (simplificamos)
=~ 99 prficaty
_ 2
33

2. Escriba el niimero 1.31818... de la forma a/b donde a y b sean primos entre si.
Solucidn:

Como en el ejemplo anterior llamaremos z = 1.31818.... El periodo de este
nimero es 18 y comienza en la segunda cifra decimal, entonces consideramos

10z = 13.1818.... (1.5)

1000z = 1318.1818... (1.6)
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Restamos (1.5) a (1.6) y obtenemos:

1000z — 10z = 1318.1818...—13.1818...
990z = 1305
1305 o
T = 5e0 (simplificamos)
29
S22

EJERCICIOS

1. Exprese los siguientes nimeros fraccionarios en el sistema decimal. Indique si
terminan o son periédicos (en ese caso, indique el periodo).

() © 5 (@) - (8) 4z
o) @ ) 5; ) =

Si el periodo del nimero es muy grande, puede ayudarse con la calculadora.

2. Redondee a dos decimales

(a) 34.196 (b) 2.1459 (c) 104.425  (d) 10.002 (e) 1.954

3. Calcule el volumen de una caja que tiene dimensiones

(a) 2.23 mx 4.21 mx 1.57 m
(b) 4.231 mx 2.21mx 2.3 m

Dé la respuesta con tres cifras significativas en m3. En este ejercicio estd per-
mitido el uso de la calculadora.

4. Escriba los siguientes ntmeros periédicos de la forma a/b donde a y b sean
primos entre si:
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(a) 3.28888... (c) 0.023737...
(b) 14.216868. .. (d) 0.148500148500. ..

1.7 Potencias y raices

Si a es un nimero real y n es un nimero natural entonces decimos que a™ se obtiene
multiplicando n veces el factor a. Por ejemplo:

(16 =aaaaaa.

Decimos entonces que a™ es una potencia que tiene a como base y n como expo-
nente. Ahora extendemos la definicién a los nimeros enteros definiendo:

1
=1y a "= paran € IN.

_a_’fl

Reglas para las potencias

Sean n,m € IN, entonces:

1. a"a™ = a"t™ 4 a\"_a b#0
2. (a™)™ = a™™ (b) o

a” _
3. (ab)™ = a™b" 3. P a”™m

Estas reglas pueden facilmente demostrarse a partir de la definicién ya dada. Como

ejercicio demuestre las reglas (1) y (5).
Observe que la definicién de a® = 1 es consistente con que
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——
EJEMPLOS

, 1
4.32= ==
329
5.(28)2 -3 =23x2 _32° =96 _ 31 —64—81=—17

N (62%)? .
. Simplifiqu - .
6. Simplifique (@) usando las reglas de la potencias

Solucién:

(622)°  6°(?)? 6% ¢ 2930 3 27

(42%)2 ~ 2(%)2 246 2 20 2 2

Atencién:
(a£b)" noesiguala a"+b".

para a,b € IR y n € IN, arbitrarios. Por ejemplo:

(2+3)>=5=125 no esiguala 2°+3°=8+27=35.

EJERCICIOS

Calcule:
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ot =
e N N
oS
~
@|Q
N—
(V)

a b\2
6o~ 5)

54 3
. &)

3223 3
s &2)
9. 472 - (=-3)7!
10. (=2)72 — 572
11. (—8)~1 —5(-2)?

JOR
OO
S () ()

1.7.1 Raices cuadradas

16.

17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

33

(23)2 _ 222
322 _ (32)2
223 _ (22)3

) -()+G)
[(3/2) + 1] -t
a—(2/3)

[(2/3) +a]
[(1/a+2)]7"

2(3b=2d) (bd®) ]°
[ 1263d1 ]
3(b=2d*)? (2bd?)?
(202d3) (b= d?)>

]

[(2xz_2)3(x_22)]4

2122

Supongamos que queremos saber cudl es el lado de un terreno cuadrado cuya area es

1200 m?2.

O sea que buscamos un nimero positivo z tal que 22 = 1200. Comenzaremos

probando



34

CAPITULO 1. NUMEROS REALES
30% = 900
z se encuentra entre 30 y 40
40% = 1600
35% = 1225
z se encuentra entre 34 y 35
342 = 1156

34.52 = 1190.25

34.6° = 1197.16
x se encuentra entre 34.6 y 34.7
34.7% = 1204.09

El valor més préximo que hemos encontrado con una cifra decimal es z ~ 34.6.

Al valor exacto de z lo llamaremos raiz cuadrada y lo denotaremos +/1200. Por lo
tanto

r? = (v/1200)% = v/1200 x /1200 = 1200.

Decimos entonces que dado un nimero positivo a,

Va="bsiysolamentesib>0y b =a

e ;Es la raiz cuadrada de 25 igual a 57 Si, ya que 5 > 0 y 5% = 25,

e ;Eslarafz cuadrada de 25 igual a —5? No, puesto que a pesar de que (—5)% = 25,

—5 es negativo.

Observe entonces que de acuerdo con la definicién dada de raiz cuadrada, +/25 =
5, mientras que hay dos nimeros que elevados al cuadrado nos dan 25, a saber
+5.

En otras palabras hay dos nimeros que satisfacen 22 = 25, x = £+/25 = £5.

;,Cudl es la raiz cuadrada de —9? No existe, ya que no hay ningin nimero
positivo que, elevado al cuadrado, dé —9.

——
EJEMPLOS

1. (a) =49 = -7

(b) VB2 = /(B x (8 = V6i=38
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(c) V7 =26457...

El ultimo numero es irracional, por lo tanto para obtener una estimacion del
mismo usaremos una aproximaciéon decimal, por ejemplo con dos decimales
VT~ 2.65 .

2. Indique cuéles son los nimeros que satisfacen

(a) 2% =0.36 (b) 22 = g (c) 22 =11

Solucién:

(a) 2 =0.36 = 36 x 1072 & (si y solamente si) z = £6 x 107! = £0.6

, 4 2
2= = = 4=
(b) z 9(:):6 3

(c) 22 =11 & z = £/11, (z ~ £3.1167)

3. Calcule en forma exacta:

(a) V20425 (b) V30 — /25

Solucién:

(a) V20 + /25 =20+ 5 = 25 = 5.
(b) V30 —v25=+/30—-5=+25=5.

4. Simplifique lo méximo posible y dé una respuesta exacta (sin aproximaciones)

15 ++/12 4 38

de la expresion

511—=2
Solucidn:
15+ 12438 15+,/2(6+19) 15+2x25 15+2x52
5V11-2 5v9 T 5v3 0 5x3
_1+V2VEE 154+5vV2 5(3+v2)  3+V2
- 5% 3 T 5x3  5x3 3 °

Observe que el resultado obtenido es la minima expresion y no se puede seguir

simplificando. I
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Atencién: Si a y b son distintos de cero, va + b no es igual a /a+ /b .

Por ejemplo:

V9+16=v25=5 noesiguala V9+V16=3+4=7.

1.7.2 Raices cualesquiera

Ya hemos definido la raiz cuadrada de un ndmero. En forma similar definimos las
raices cubicas, cuartas, etc.

e Raiz ctbica:

Va=b & ¥ =a

En palabras, la afirmacién “b es igual a la raiz ctibica de a” equivale a b = a.

e Raiz cuarta:

Dado un niimero positivo a

Va=b & b'=a,b>0

En palabras, la afirmacién “b es igual a la raiz cuarta de a” equivale a b* = a, con
b>0.
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——
EJEMPLOS
1. V/27=3 3. V16 =2
2. V/—27=-3 4. Y(=42 = V42 =2

JE—

En forma similar se definen las demads raices. En vez del simbolo de raiz cuadrada
se usa también el exponente fraccionario de 1/2; para la raiz cibica se usa 1/3, etc.
Para los exponentes fraccionarios arbitrarios valen las mismas reglas que para los
exponentes enteros, cuando la base es un nimero real positivo.

M EIEMPLOS
1. (a) (=32)1/5 = -2 (b) 64'/6 =2
2. (a) ((-27)/3)" =(-3)2=09
(b) ((=27)2)"? = 7291/% = 9
(c) 4%/4 =41/2 =2

(d) (—4)'/2 no existe pero ((—4)2))1/4 =16Y/4 =412 =2

Observe que en el iltimo ejemplo la base no es positiva y por lo tanto no valen
las reglas de las potencias.

3. Simplifique utilizando las reglas para exponentes fraccionarios:

(a) V16z* (b) /64z8y>

Solucién:

(a) V16t = (16x4)1/2 — (16)1/2(:L'4)1/2 — 42
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4/64.1?82;3 — (26x8y3)1/4 — (26)1/4(1.8)1/4@3)1/4

= 23/248/4y3/4 — 9291/243/4

Hasta aqui hemos definido a® cuando x es un nimero racional y a > 0. Sin
embargo uno puede demostrar que es posible definir ¢ cuando a > 0 para todo
numero real = de tal manera que las siguientes reglas sean validas:

Reglas para las potencias con exponentes reales

Sean z,y € IR y a > 0, entonces:

1. a®a¥ = a® "V 2)1 _ @
4. (b = b#0
2. (a*)? = a¥ 5.9 gy
a¥y
3. (ab)® = a®b* 6. a® > 0 para todo z

EJERCICIOS
29. Calcule:
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30. En este ejercicio z > 0, y > 0 . Simplifique las siguientes expresiones.

(a) /8z2y>? (e) 2z 2y 4xy—!
(b) (Va—"b)(va+b) (f) V(@ +2)%°
CRV(ET=rE () /o — 9%y
3 (h) V1622 + 6428
@ = () VaT T a2y
31. Indique cudles son los nimeros que satisfacen:
(a) 2% = 0.0049 (b) 22 = 25 (c) 22 =13

16

Dé una respuesta exacta e indique también, en caso de ser necesario, una apro-
ximacién decimal.

32. Simplifique lo maximo posible y dé una respuesta exacta (sin aproximaciones):

(a) 4v/12 4 3v/18 — /50 — 2/48 © VIS +9 - /162 — 81

V27
2
(b)\/;(\/é—\/g) ) Y2 VI
© V36-32—/32-16 V8l -T2
¢ /144 V64
(8) 7

V¥ 4— /144-96 2

@ V2 (h) Y3/

33. Calcule y compare los resultados que obtenga en los items (a) y (b) por un lado,
y (¢) y (d) por otro.

(a) (2+3)° (¢) (10 + 90)1/2
(b) 22+32 (d) 101/2_|_901/2

34. Muestre que son ciertas las siguientes igualdades:

1 Va+2 3—-a 1
- i +3
(a‘) \/__2 a_4ﬂ a#4 (C) 9_a2 3+aﬂ a#

z—9
ﬁ_3_\/§+3, z#£9

(b)
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1.8 Notacion cientifica

Para poder manejarnos con nimeros muy pequenos y muy grandes es mucho méas
cémodo usar un numero decimal cuya parte entera posea una sola cifra (distinta de
cero), multiplicado por potencias de 10.

———
EJEMPLOS

1. Escriba los niimeros 2451.367 y 0.034581 en notacion cientifica.
Solucién:
2451.367 = 2.451367 x 103; 0.034581 = 3.4581 x 102

2. Exprese 36 x 107* x 25 x 10772 en notacién cientifica
- P 30 x 1015 x 10~ ‘

Solucién:
36 x 1072 x 25 x 10712 62 x 52 x 10714 23 —22
30X 106 x 106~ Gx5xi00  _ 0x2x107=30x10

JE—

Entonces, en vez de decir:
En el ario 1982 se consumieron en el mundo 4 300 000 000 000 litros de petrdleo.
La masa de un electrén es 0.000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 911 kg.
Podremos decir que:
En el ano 1982 se consumieron en el mundo 4.3 x 10'2 litros de petrdleo.
La masa de un electrén es 9.11 x 10731 kg.

EJERCICIOS

1. Exprese los siguientes numeros en notacién cientifica:

(a) 3765.032 (c) 235.785 x 102
(b) 0.000005681 (d) 0.03486 x 10~3

2. Exprese los siguientes nimeros en notacién cientifica sin usar calculadora, y
luego controle el resultado usandola:
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) 25X 1012 x 5 x 1032 @ 4 10'2 x (5 x 10%)?
12.5 x 1015 x 2 x 1014 2.5 x 105 x (2 x 10~10)3
6 x 10% x 5 x 108
(b)

2.5 %102 x4 x 1011

Observe que en algunas calculadoras sélo se escribe el nimero decimal y el
exponente al que el nimero 10 estd elevado, o sea que se sobreentiende que la
base es 10.

1.8.1 Prefijos

Sabemos que:

1 kilémetro = 1 km = 1000 m = 10° m, y que 1 decilitro=1dl =0.11= 107" L

La palabra kildmetro se obtiene reemplazando a la potencia 102 por el prefijo kilo;
kilo= 10% (kilo equivale a 10?).

De igual manera, la palabra decilitro se obtiene reemplazando la potencia 10!
por el prefijo deci.

En la tabla siguiente se listan los prefijos correspondientes a distintas potencias
de 10.

Potencia de 10 Prefijo
Simbolo  Nombre

10'®

E exa,
1015 P penta,
1012 T tera
10° G giga
108 M mega
10° k kilo
10—3 m mili
106 o micro
10~9 n nano
10~12 p pico
10-15 f fempto
10—18 a ato
En la vida diaria usamos:
102 h hecto
101 d deci

102 c centi
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—
EJEMPLOS

1. Las calculadoras tienen un tiempo de calculo de 20 ms (20 milisegundos); el
prefijo mili = 1073, Entonces 20 ms = 20x107% s =2 x 1072 s.

2. El espesor de una hoja de papel es de 2.4 um (2.4 micrémetros); micro = 107,
O sea 2.4 pm = 2.4x107% m.

3. La superficie de un terreno es de 9 km?. Entonces 9 km?=9 x (10%)? m?=9 x 10°
2

EJERCICIOS

3. Reemplace los prefijos por la correspondiente potencia de 10, seguida de la
unidad de medida correspondiente:

(a) 7.5 MW (d) 20 ns (g) 2.4 um
(b) 6.2 aJ (e) 1 GW (h) 5 TWh
(c) 5.4 km? (f) 7km? (i) 4 fm?

4. La velocidad de la luz en el vacio es de 3 x10® m/s. Sabiendo que d = vt (donde
d es la distancia recorrida, v es la velocidad y ¢ es el tiempo que tarda la luz en
recorrer d), responda:

(a) ;Cudntos segundos demora en recorrer 150 000 000 km?

(b) ;Cuéntos ns demora en recorrer 1.5 m?
(¢) {Cudntos km recorre en 1.5 ms?
)

(d) {Cudntos mm recorre en 10 ps?

1.9 Numeros irracionales

Definicién: Todos los nimeros que no se pueden escribir como a/b (con a y

b nimeros enteros, b # 0), se denominan nimeros irracionales
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Los numeros irracionales mas conocidos son

V2 = 1.414213562373095 . . .
7 = 3.141592653589793 . ..

Geométricamente, se puede representar a v/2 como el valor de la diagonal de
un cuadrado de lado 1, y a # como el cociente entre el perimetro y el didmetro
de cualquier circulo. Se sabe desde hace més de 2000 afios que v/2 es un niimero
irracional, mientras que la demostracion de que 7 lo es se conoce desde el ano 1700,
aproximadamente.

EJERCICIOS

Para la resolucién de los siguientes problemas use, para comparar, los valores de /2
y 7 dados en el parrafo anterior. También podra hacer uso de la calculadora.

1. En general, si k es un numero racional positivo, Vk es irracional. Teniendo
esto en cuenta, determine cudles de los siguientes nimeros son irracionales:

(a) V40 (d) V2209 (g) 0.001
(b) V6.4 (e) /22201 19
(c) V625 (f) /367897 M \Vez

2. Los ntimeros racionales
7 17 41 99 239
57 127 29 707 169" "
son aproximaciones al valor de V2.
(a) Eleve al cuadrado cada uno de estos niimeros para ver cudnto se aproximan
a 2.

(b) ¢Cudl es el primer decimal en el desarrollo de 239/169 que no coincide con
V2?7

(c) Deduzca el algoritmo de formacién de la sucesién y dé una mejor aproxi-
macién que 239/169.

3. Unos jeroglificos babilénicos que datan de 4000 afios atras revelan la siguiente
aproximacién para v/2:

n 24+ 51 N 10
60 602 603"

;Hasta qué cifra decimal esta aproximacién coincide con el valor de v/2?
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i Hasta qué cifra decimal las siguientes aproximaciones coinciden con el valor de
w?

Ol= ) 222

(La aproximacién 355/113 era conocida en China ya desde el afio 400).

. En el antiguo Egipto se decia que el drea de un circulo era igual al area de un

cuadrado cuyo lado fuera 8/9 del didmetro del circulo. Teniendo en cuenta este
método de calculo para el area de un circulo, diga qué aproximacién racional
para 7 se obtiene. (Recuerde que el drea de un circulo de radio r es wr?)

. Algunos de los siguientes ejercicios estdn mal resueltos. Diga cudles y dé el

resultado correcto.

(y TXILX 13477 42484998
26 x 19 — 417 1507
b) (572)’61/314i41t820788/44/129> 1024
3
184 + 3°
_(_p\3
® 195;93 +(346)

12

=8

=15

7. Calcule y redondee el resultado, dejandolo expresado con tres cifras significati-

vas:

( ) L + L
Y \'502 " 985
1
Y T
21156
1 1
(c)

_|_
V232 x 10712 /1.27 x 10~ 11
1 1

(d) /593 + 5.722
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1.10 Uniédn e interseccion de conjuntos

Dados dos 0o més conjuntos definimos su unién (A U B) como el conjunto formado
por todos los elementos que estdn en A o en B, o sea en alguno de los dos, y su
interseccién (A N B) como el conjunto formado por todos los elementos que estan en
Ay en B, oseaen ambos a la vez.

——
EJEMPLOS

1. Sean Ay B C IN los conjuntos dados por
A=1{2,3,7} B ={2,4,8}
Determine (AU B) y (AN B).

Solucién:
AUB=1{2,3,4,7,8} ANB={2}

2. Sean Ay B C IN dados por
A=1{2,3,7} B =1{1,4,8}

Determine AUB y AN B.

Solucién:
AUuB=1{1,2,3,4,7,8} AN B = ¢ (vacio).
-1

Intervalos: A un subconjunto de la recta real le llamamos intervalo si contiene
por lo menos dos nimeros y también todos los niimeros reales entre dos de sus

elementos.

Por ejemplo
A={z€lR:6<z<8}

es un intervalo, también lo podremos escribir A = (6, 8).

El conjunto
B={z€IR:z#0}
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es la unién de dos intervalos, o sea B = (—00,0) U (0,00). Observe que oo 6 —oc no
son numeros reales.

Si a y b son dos nimeros reales tal que a < b diremos que

¢ ¢l intervalo abierto de a a b, denotado por (a, b) es el conjunto de todos
los ntimeros reales que satisfacen a < z < b.

e el intervalo cerrado de a a b, denotado por [a, b] es el conjunto de todos
los nimeros reales que satisfacen a < x < b.

e ¢l intervalo semi-abierto (a,b] es el conjunto de todos los nimeros
reales que satisfacen a < x < b.

e ¢l intervalo semi-abierto [a,b) es el conjunto de todos los niimeros
reales que satisfacen a < x < b.

|

EJEMPLO
Exprese el subconjunto de los nimeros reales que satisfacen que £ > 0y z < 5 como
un intervalo o unién de intervalos.

Solucién: Lo que estamos buscando es la interseccién entre los conjuntos
A={zx€R:z >0} y B={zelR:xz <5},

graficamente vemos que:

Entonces el conjunto buscado es el intervalo [0, 5].
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EJERCICIOS

1. Sean A y B los siguientes subconjuntos de los niimeros enteros osea Ay B C Z
A={-3,-51,3,7} B ={1,4,8}.
Determine (AU B) y (AN B).

2. Exprese el subconjunto de los nimeros reales que satisfacen las condiciones
siguientes como un intervalo o unién de intervalos:

(a) z>4yz <5 (d) z#-1
(b) z<2yz>-3 (e) z>-2
() x>-56z<—6 ) z<26x>4

3. Determine el conjunto de los nimeros naturales que satisfacen que —3 < z < 7.

4. Determine el conjunto de los numeros enteros que satisfacen que —w < z <e.
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Capitulo 2

Simplificacion de expresiones

2.1 Cuadrado y cubo de un binomio, producto de
la suma por la diferencia

Una expresién con dos sumandos, a + b, se denomina binomio.

e El cuadrado de un binomio es

(a + b)% = a® + 2ab + b?,

ya que

a+b?*=(a+b)(a+b) =ala+b)+bla+b) =a*+ab+ba+b =a®+ 2ab+ b°.
(a+b)% = (a+Db)(a+b)=ala+b)+bla+bd) =a+ab+ba+b>=a>+ 2ab + b

e FEl cubo de un binomio es

(a+b)? = a® + 3a®b + 3ab® + b°,

puesto que
(a+b)% = (a+b)*(a+b) = ala+b)* +bla+b)* = a(a® +2ab+b*) + b(a® +2ab+b?) =
= a® + 3a%b + 3ab® + b°.

49
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e El producto de la suma por la diferencia de dos niimeros

El producto de la suma por la diferencia de dos nimeros se puede expresar como
la diferencia de sus cuadrados, o sea

ya que

(a+b)(a—b) =ala—b) —bla—b) =a* —ab+ba —b* = a® — b°.

EJERCICIOS
Simplifique las siguientes expresiones:
1L (p—1)2+ (p+1)* — 2p?
2. p+ap-9) - (-a)?
3. (r+s)?—(r—s)?
4. 3(t—3)% —2(t—1)2+2(t+ 1) = 3(t + 3)°
5. (t—3)% — (t + 3)3.

2.2 Factoreo

Factorizar una expresién significa expresarla como un producto de factores. I

e Cuadrados perfectos

En este caso usamos la férmula que conocemos del cuadrado de un binomio e
identificando coeficientes expresamos ciertos trinomios como el cuadrado de un
binomio.
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—
EJEMPLOS

1. a>+6a+9=a’>+2-3a+ 3% = (a+3)*
2. 22 =102+ 25 = 2% —2- 52+ 5% = (z — 5)?

3.2t — 622 +9=21-2-32+3% = (22 - 3)?

e Trinomio de segundo grado

Sabiendo que
(x+a)(zx+b)=z(x+b) +alx+b) =2>+zb+ax+ab=2° + (a + bz + ab,

en ciertos casos podremos expresar un trinomio como el producto de dos binomios.
Se dice que el miembro derecho de la tltima expresién es un trinomio de segundo
grado en = puesto que ésta aparece elevada al cuadrado.

—
EJEMPLOS
Factorice las siguientes expresiones:

1. 22 -22-15 3. (z—-1)2-3(x-1)

2. 22 -3z 4. 22+ 2x+ 2y + 2y

Solucidn:

1. (z+a)(z+b) = 2%+ (a+b)z + ab = 2* — 22 — 15, identificando términos,
tenemos que
a+b=-2 y ab = —15. (2.1)

Estas ecuaciones no pueden ser resueltas facilmente y a veces no existen solu-
ciones de (2.1) en los reales (a,b € IR). Pruebe de despejar a 6 b de una de ellas
y reemplazarla en la otra, ;qué obtiene? En el Capitulo siguiente encontraremos
un método general para factorizar un trinomio de segundo grado.

En algunas situaciones es 1til (cuando trabajamos con niimeros enteros) intentar
encontrar soluciones enteras ( a,b € Z). Trateremos de buscar dos nimeros
enteros cuya suma nos dé —2 y su producto —15. Sabemos que uno de los
nimeros debe ser positivo y el otro negativo (para que su producto nos dé un
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nimero negativo). Por otro lado podemos escribir a 15 como 15 = 3x5 = 1x 15.
En este caso la unica solucién posible de (2.1) es a = —5 y b = 3. Nuestra
respuesta entonces es

* =22 —15= (z — 5)(z + 3).

Controle que esta sea la respuesta correcta expandiendo el miembro de la dere-
cha.

. En este caso observamos claramente que cada término de la expresién ? — 3z

contiene a x como factor comin. Escribimos entonces

2 -3z =1z (x - 3).

. Cada término de la expresién (z —1)2 —3 (z — 1) contiene a (x — 1) como factor

comun, por lo tanto

(z—1°-3@x-1D=@-Dx-1-3)=(z—1)(z—4).

Observe que (x — 1)2 =3 (z — 1) = 22 — 52 + 4, 0 sea que es un trinomio de
segundo grado en z.

. Aqui aparece y como factor comin de los dos tltimos términos de la expresién

22 + 2z + zy + 2y, entonces intentaremos sacar a x como factor comin de los
dos primeros términos e y de los dos ultimos.

P +2r+ay+2y = 2(xr+2)+yx+2) (sacamos factor comin (z + 2))
= (z+y)(z+2).

Observe que esta expresion es un trinomio de segundo grado en z si la reescribi-
mos en la forma

2424y +2y=2>4+22+y) +2y.

e Diferencia de cuadrados

Sabiendo que el producto de la suma por la diferencia de dos nimeros se puede

escribir como la diferencia de sus cuadrados, en ciertos casos podremos expresar un
binomio como el producto de la suma por la diferencia de dos nimeros.
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——
EJEMPLOS

1. 22 =25 = (z — 5)(z + 5).

2. Factorice las siguientes expresiones:

(a) 2y®> -8 (b) a—b*a>0

Solucién:

(a) 29> —8=2(y"—4) =2y —2)(y +2)
(b) a—b* = (Va)® —b* = (Va—b)(v/a+Db)

EJERCICIOS
1. Factorice los siguientes trinomios:
(a) 2? + 10z + 25 (e) 3z% — 30z + 75
(b) 22 — 6z +9 (f) 2 =27t +7
(c):c + 16z + 64 (g) > —2V3y+3
10 25 4
(d) = 3x+§ (h) 322 +4x+§
2. Factorice los siguientes binomios:
(a) 2% — 16 (e) 4y? — 9b?
(b) x — 16 paraxz > 0 (F) #1— 2
(c) 222 -5
(d) 3a2—5 (8) a—b(a,b>0)
3. Factorice las siguientes expresiones:
(a) a®*+5a+6 (d) 2 —9t+18
b) 22 —2x —3 e) 12 —Tt—18
(

(c) 2 +9t+18 (f) 22+ (3—-v2)2—3V2
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5 1
24+ Zt+ =
(g) t°+ st

4. Factorice las siguientes expresiones:

(a) 22 +4x (g) 22 +52F + 22+ 5
(b) 2 +22% — 3z (h) 2 -z —2?
(¢) 923 +182% + 9z (i) 222 —z-10
(d) 2* + 62> +8 (j) 5a?+2z -3
(e) z* — 1722 + 16 k) 5—x+3(5—1)?
(f) ' + 622+ 2% +6 (1) 33+32—(11+x)?
2.3 Simplificacién de fracciones
Si ¢ # 0 sabemos que a_ % . Es decir, en una fraccién se pueden simplificar los
c

factores comunes al numerador y denominador sin alterar el valor de la misma.

Cuando tengamos un cociente de dos expresiones algebraicas trataremos de
factorizar el numerador y el denomiador para poder simplificar los factores

comunes y asi obtener una expresién mas sencilla.

—

EJEMPLOS
1 ab+ac alb+c) b+c
" ad ad  d
> +50—-6 (z—1)(x+6) z—1
224+6x  x(z+6) oz

o .o s 1 1
3. Simplifique la siguiente expresién: oD ba—0)
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Solucién:

= (a1+ b (azl_ S (factorizamos los denominadores)

1 1
= et ba—Darp (Sacamosmem)
= a—b - a (sumamos)
~ abla+b)(a—b) abla—b)(a+b)
_ a—b—a
~ abla+b)(a—1b)
b L
= - m (Slmphﬁcamos)
_ 1
— a(a? - b?)’
Observe que el mem de ab(a + b) y b(a® — b?) es ab(a + b)(a — b).
— |
EJERCICIOS
Simplifique las siguientes fracciones:
z? + 2z 22 — 2ax + a?
1. 8.
x 22 — 5a — ax + 5z
3 _2
T
_ 9 ———%
2 2?2 — 3z 1-34+ 2
2 _ 3x+2 2x-1
3 22° — 2ax 10. -
5bx — bab
3r—4 2¢-3
, Tl 2?2 15 . = - —
z—5 x24+z-—2 y 22
12. |1- —x+y
1 1 20 —y T—y
5. ——— + 55—
224+ 22-1 b2
“—+1-b
B B 13, @b =
a2 —-b2 1_ (a=b?
s (@Fb)”
a+1 1
atl
2 a—1 :tl
g T tdrtd 14. R

2 —4 ]'_a—l
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2 1 r—95 1
15. - 17, T2
a?2—1 afa+1) 2-5 x+2
z+6
16. ———
6 z2 — 36

2.4 Racionalizacion de denominadores

Cuando trabajamos con nimeros reales, hay situaciones en las cuales no es facil
distinguir que dos nimeros son iguales, ya que la apariencia de los mismos cambia.

——
EJEMPLOS
1 1x /2 Q
2

l. == =

V2 2 x /2
1 1-+a 1-a

*Tiva +val-va 1-a

Se dice que se “racionaliza un denominador” cuando se deja expresado un nimero
real de forma que el denominador no tenga raices.
Muchas veces, racionalizar un denominador sirve para simplificar expresiones.

——
EJEMPLO

Simplifique la siguiente expresién:
4a
VI=2a++1+2a
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Solucién:
4a B 4a V1—-2a—-+1+2a
VI—-2a+V1+2a  V1-2a++v1+2a VI-2a-+1+2a
 4a (V1-2a—-V1+2a) 4a (VI-2a—-+1+24q)
T (WV1-2a)2-(1+2a)? —4a
= —(V1-2a-V1+2a)=V1+2a—+V1-2a
1
EJERCICIOS
1. Racionalice los denominadores:
1-— _ 11
@ © L= (@) L
V2 V2- V3 R
(v Y21 @ = "
YRE -
2. Determine el valor exacto de las siguientes expresiones para los valores dados
de z:
(@ Vitet+Vits 3
Vit —1-z 5

(b) = -|-i; T=2+V2

3. Simplifique lo méximo posible:

)2, !
ARV

(b) a.\/2—a—\/2+a

V2—a++V2+a

>0
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Capitulo 3

Ecuaciones

3.1 Ecuaciones de primer grado

Comenzaremos por enunciar las propiedades de las igualdades:

Propiedades basicas de las igualdades

Sia,b,cy dson cuatro nimeros reales cualesquiera, entonces valen las
propiedades siguientes:

1. a=b= (implica que) b=a
2.a=byb=c=>a=c

.a=b=>a+c=b+c
En palabras, si se suma el mismo nimero a ambos miembros de una
igualdad se obtiene otra igualdad.

4 a=byc=d=a+c=b+d

5. a=b=ac=bc
En palabras, si se multiplican ambos miembros de una igualdad por un
mismo nimero se obtiene otra igualdad.

6. a=byc=d=ac=10bd

A veces se tienen igualdades en las cuales hay un término desconocido.

59
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Por ejemplo:

3r+2 = 8. (3.1)
5r2 -8 = 3. (3.2)

Estas igualdades se denominan ecuaciones. En la ecuacion (3.1) aparece la incégnita
z elevada a la potencia 1; se la denomina entonces ecuacién de primer grado o
lineal, mientras que la ecuacién (3.2) se la denomina ecuacién de segundo grado
o cuadratica ya que z aparece elevada a la potencia 2.

El desafio consiste en encontrar el o los numeros que, puestos en lugar de z, trans-
formen a las expresiones (3.1) y (3.2) en igualdades. Por ahora nos concentraremos
en las ecuaciones lineales y para resolverlas usaremos las propiedades basicas de las
igualdades.

——
EJEMPLOS

1. Encuentre el valor de z si se cumple que 3z — 4 = 5.

Solucién: Sumamos 4 a ambos miembros:

3r—4+4 = 544
3r = 9.

Dividimos ambos miembros por 3, o multiplicamos ambos miembros por §:

3z

3

€T =

Wwl o

Si reemplazamos £ = 3 en la ecuacién inicial, obtendremos
3x3—-4=9—-4=5.

O sea que = = 3 es solucién de la ecuacién dada.

2. Despeje a de la siguiente expresion:

a+3

2 +5=23.

Solucién: Restamos 5 a ambos miembros

a+3

S F5-5=3-5
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a+3

—2.
2

Para eliminar el denominador, multiplicamos ambos miembros por 2:
a+3=-4.

Ahora sumamos —3 a ambos miembros:

3. Despeje z de

[\)

Solucién: Multiplicamos ambos miembros por 2:

r—a T+b

6.
b c

Sumamos las fracciones de la izquierda

32
cxr—ca—bx—0» —6
be

y sacamos z factor comin de los términos que la contienen:

(c—b)x —ca—b?
=6.
be

Multiplicamos ambos miembros por be:

(c —b)x — ca—b* = 6bc,

luego
(c=bx = ca+b>+6bc,
2
. ca+b -|-6bc’ c£b.
c—b
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EJERCICIOS

1. Despeje = de la siguientes ecuaciones:

4z T 3
@) 357 O e =3
1 2 3z
@)E+m_b @)£T5+5:3—5
© §+%_3 (h) 5(z+2)*-1=5z"—z+3
-1 (i)w+1_2a+5
(d) %-3.’17 r—1 .’I,'—21
7 1 —a 6z° — 1
b+c a (J) 3z +2 2z + 1
1 1 _2—CL 1 1
© g+t T~ ® 31 251 "

2

2. Despeje a de las siguientes ecuaciones:

AL 3
() =T =a

1 2/5 3/5
Zr—2=35 ) L= = 2%
(a) 2" (@) 1/6 T
1
by 213 c 8
5 2 (J)g—%
(c) 3z —5=2z ’
3 ) 5 10v2
d) ——1=2 8
X
4 z—1
_3— 1 =2
(€) z—1 3=0 % 3V2
8
stz 7 z 1
3 — =
® “5—=3 M) 1703~ 017007
4 T 2 )
® 1= 3,5_2. 5
3 17 O e
1-1 1- _ 9 _ .2
(h) 7 _ 2z 3r+2 bSr—1 3x-2-2

-3 2 0 55 "33~ 66



3.1. ECUACIONES DE PRIMER GRADO 63

Las ecuaciones de primer grado surgen en la resolucion de distintos problemas.

———
EJEMPLOS

1. ;Cual es el nimero entero que restado a 20 da 1547
Solucién:

Luego de leer atentamente el enunciado, debemos identificar qué es lo que nos
pide el problema y cudles son los datos de que disponemos para resolverlo. En
este caso, nos piden un nimero entero (al que llamaremos z) y el dato que
tenemos es

20 — z = 154.

Claramente esta es una ecuacion lineal. La resolvemos como sigue:

20—z = 154
—x= = 154-20
z = -—134.
Respuesta: El nimero entero buscado es z = —134.

2. El largo L de un rectdngulo mide 1 cm menos que el doble de su ancho A. Si el
perimetro mide 28 cm, encuentre las dimensiones del rectangulo.

Solucién:

Lo que debemos encontrar son las dimensiones del rectangulo, es decir, el valor
de su largo L y de su ancho A. Para esto, contamos con los siguientes datos:

(a) Nos dicen que el largo mide 1 cm menos que el doble de su ancho. O sea
que
L=2A-1.

(b) Ademsds, sabemos que el perfmetro (que es igual a la suma de los lados, es
decir P = 2A + 2L) mide 28 cm. O sea que

2A+2L = 28.

Con estos datos es posible resolver el problema: De 1) conocemos L en términos
de A. Reemplazamos este valor en 2), con lo que resulta:

2A +2(2A — 1) = 28

o bien
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2A+4A-2 = 28
64 = 30
A = 5.

Ahora que conocemos el valor del ancho, lo usamos para calcular el largo con la
expresién dada en 1), de modo que:

L = 2x5-1
L = 9
Respuesta: El ancho del rectdngulo es A =5 cm y el largo es L = 9 cm.

JE—

EJERCICIOS

4. Convierta en ecuaciones los siguientes enunciados y encuentre la solucién. Ve-
rifique su respuesta.

a) Tres veces un numero es igual a ocho unidades menos que el nimero.

—~ o~

b) Ocho veces un niimero es igual a 47.

—

c) Al restar un nimero a 7 obtengo 14.

—~

d) 75% de un numero es igual a 12 menos que el nimero.

5. Arturo tenia cuatro gatitos para vender. Vendié los primeros a 20, 21 y 25 pesos,
respectivamente. Si obtuvo un promedio de $27 por los cuatro, ja cudnto vendié
el cuarto gatito?

6. En un comercio una pareja adquirié 50 articulos. La mujer adquirié 30, con un
promedio por articulo de $52 . El hombre adquirié los restantes, con un precio
promedio de $46. ;Cudl fue el precio promedio de los 50 articulos adquiridos?

7. Se amplia una pista de baile rectangular dédndole el doble del ancho y el largo
originales. Si ahora tiene una superficie de 82.9 m?, ;cudl era su superficie
original?

8. Un automévil sale al mediodia de cierta poblacién con rumbo este, a 40 km/h.
Una hora después sale otro automévil en la misma direccién, a 50 km/h. ;En
cuantas horas alcanzara el segundo al primero?
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3.2 Complecién de cuadrado

En el Capitulo anterior hemos presentado un trinomio de segundo grado como la
expresion:

azr’ +bx +c, a, b, c #0.

Sabemos que ésta no siempre puede factorizarse como un cuadrado perfecto. De
todos modos, si reordenamos la expresién convenientemente, podremos transformarla
en una suma de dos términos, siendo uno de ellos un cuadrado perfecto.

—
EJEMPLO

Sea la expresién
z? — 6z + 8. (3.3)
Sabemos que
2 —6x+9=(r—3)?

por lo tanto,
2’ —6r+8=2>-62+9—-1=(z—3)* - 1.

Se dice que hemos completado el cuadrado en (3.3). I
EJERCICIOS
Complete los cuadrados en las siguientes expresiones:

1. 22 — 6z +2 8. 222 + 62 —2

2
2. 2 -3z +2 9. 322 + 62 — 12
3. 22+ 3z +2
10. 2y — 5y
4. 22 + 6z + 2
2
5. 22 + 14z — 2 .y"+2y -4
6. 322 — 3z +2 12. 2m? +2m + 2

1
7. 53;2—63;+2 13. 922 -3z —1
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3.3 Solucién de ecuaciones de segundo grado

Una ecuacién de segundo grado es una ecuacién donde la méxima potencia a la que
aparece elevada la incégnita es 2. Por ejemplo:

x2+5x+%:0.

Esta igualdad es una ecuacién ya que no se verifica para todo valor de x (pruebe
x = 1 por ejemplo). Usando complecién del cuadrado podemos resolver este tipo de
ecuaciones. A la o las soluciones de esta ecuacién se les llama raices. Observe que
estamos buscando soluciones reales y que a diferencia de las ecuaciones de primer
grado, no siempre va a existir una solucién.

—
EJEMPLO
Considere la ecuacién cuadratica

7? — 6z +8=0. (3.4)
Para resolverla comenzamos completamos el cuadrado en el miembro izquierdo:
(x—3)*—1=0.
Sumando 1 a ambos miembros resulta
(x—3)*=1.

Para que esto sea cierto basta que sea cierta cualquiera de las dos igualdades

siguientes:
z—3=1 o z—3=-1.

En el primer caso se tiene
T =4,

mientras que en el segundo resulta
T =2

Si escribimos 4 en vez de z en la ecuacién original obtenemos una afirmacién

verdadera:
42 _6x4+8=0.

Lo mismo sucede si sustituimos 2 en vez de z:

22 —6x2+8=0.
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Por lo tanto la ecuacién (3.4) tiene dos raices. ]

EJERCICIOS

Resuelva las siguientes ecuaciones completando el cuadrado.

1. 22+8 =9 8. 2246 =5z
11
2. az2+5x=Z 9. 22 +3x—-4=0
3. ZL’2 —1411?: —24 10 _t2+2t: )
4. 22 4+9= -4z
11. 22 +222-3=0
5. 22 +4x =2
4 2 _
6. 2245 =9 12. 2* +42°4+1=0
7.2 —24 = —10t 13. 22422 +10=0

3.4 Formula cuadratica

Es posible resolver una ecuacién de segundo grado con coeficientes arbitrarios a, b, ¢
de la forma

az® +br +c=0, (a#0)

mediante la complecién del cuadrado. De esta forma se obtiene la llamada férmula
cuadratica.
Como a # 0 podemos dividir a ambos ambos miembros por a:

b c
2+ -z +-=0.
a a

Completando el cuadrado se obtiene

w+i 2+E—£—0
2a a 4a®
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y despejando la expresion entre paréntesis:

2/ a  4a®

Para que esto sea cierto debe cumplirse que

$+i— _E+ﬁ o) $+i—_ _E+£
2a a 4a? 2a a 4a?’

entonces, despejando x, obtenemos:

—b+ Vb% —4dac
r=—

2a

Observe que si b?> — 4ac < 0 la ecuacién no posee soluciones en IR.

———
EJEMPLOS

1. Encuentre las raices de las siguientes ecuaciones:
(a) 22 —42+3=0 (b) z2* —22-2=0
Solucién:
(a) a=1,b=-4,¢=3

_AEVIe-T3 42 [ 7
-T2 T2 7Y,

(b) En este caso vemos que la expresién no es una ecuacién cuadrética en z (z
aparece elevada a la cuarta), pero

2t =2t —2=(2*)? -2 -2=0,

o0 sea que esta es una ecuacién cuadratica en z2, lo cual nos permite iden-

tificara=1, b= —1, ¢ = —2 y resolver z2
2
o 14VIFS 143 _
2 2
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Por lo tanto z = +v/2. La ecuacién 2 = —1 no tiene solucién en los
nimeros reales, puesto que no existe ningin ndmero real que elevado al
cuadrado sea igual a un nimero negativo.

2. Resuelva las ecuaciones

(a) 22 = -9z (b) (x —4)? +15(x —4) =0

Solucién:

Claramente, estas son ecuaciones de segundo grado a las que les podemos calcu-
lar las raices con la férmula cuadrética, pero en este caso resulta mas practico
factorizar y utilizar el hecho de que si el producto de dos nimeros reales es
cero uno de los dos debe ser cero, simbdlicamente ab = 0 < (si y sélo si)a =

06b=0.
(a)
> = -9z (sumamos a ambos miembros 9z)  (3.5)
249z = 0 (factorizamos)
z(x+9) = 0 (ab=0&,a=06b=0)
=>2=00zxz+9=0=2=0046z = -9. Observe que si a la ecuacién
(3.5) la dividimos por z (olviddndonos que z puede ser cero) encontramos
solamente una solucién, x = —9.
(b)
(x—4)2+15(x—4) = 0 (factorizamos)
(x—4)(z—4+15) = 0
(x—4)(x+11) =
=>r=46x=-11.
— |

Recuerde entonces que:

Si a y b son nimeros reales, ab=0<a=046b=0. I
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EJERCICIOS
1. Resuelva las siguientes ecuaciones:

(a) 22 +82—-12=0 (i) 23(2® —3) =4(2% + 2)
(b) 2t + 822 4+12=0 ) 1\ 1
(C) 4t2—t—3: (J) <.’E+5) ——=x4+12
(d) —y* +8y+10=0 o L 2 3v12
(e) 22 +22 =0 ()x—\/?_:v+\/§_ 5
(f) 22" —32° — 1= @ 23 _2w-3 8
(g) 1222 + 3z = 20 -3 22+3 3
(h) (z+1)2=4(z+1)-1 (m) 3(z +2)? = 4(2? + 4)

. Resuelva las siguientes ecuaciones, pero piense primero y calcule después:

(a) 82z —3)(Tx +11) =0 (d) 42z —5)% = 7(2x — 5)*
(b) 1522 = 16z (e) z* + 3622 =0
(c) 15(z —2)? = 16(z — 2) (f) z* - 3622 =0

. Calcule el valor de z/y si:

(a) z=2y

(b) 2? = 4y®

(c) 22% — Ty +3y> =0
4(x — 3 2z — 5

(@ (z—3y) _ y

r+4y T +2y

. Un recténgulo tiene un perimetro igual a 60 m y un rea de 200 m?. Encuentre

sus dimensiones.

. A las ocho de la manana Juan sale de una cabafia con rumbo oeste; una hora

mas tarde sale Pedro de la misma cabana con rumbo sur. Los dos caminan a
una velocidad de seis kilémetros por hora y ambos llevan radios portatiles con
un alcance de 8 km. ;A qué hora perdieron contacto?

. Dos automovilistas realizan un viaje de 220 km a velocidad constante. Uno

conduce a 5 km por hora mds rapido que el otro. Si el mdas lerdo tarda 24
minutos mas que el otro, encuentre la velocidad de cada uno de ellos.

. La suma de los cuadrados de tres nimeros pares positivos consecutivos es igual

a 56. Encuentre los ntmeros.
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8. La superficie de la figura es igual a 134 cm?. Encuentre .

15 cm

]

10 cm

3.5 Divisiéon de polinomios

Decimos que P(x) (se lee “P de x”) es un polinomio en z si existen nimeros reales
a;,t =0,1...n tales que

P(z) = apz" + ap_12" ' 4+ ...+ ayz + ao,

y denominamos coeficientes de P(z) a los niimeros a;. Definiremos ademads el grado

de P(z) como
grado de P(z) = n, si an #0.

—
EJEMPLO

Considere el polinomio
P(x) = 62° — 22 + 4,

identifique los coeficientes y diga cudl es su grado.
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Solucién:
Los coeficientes de P(z) son a5 = 6,a4 = az = az = 0,41 = —2 y ag = 4; el grado
es 9. 1

Dados dos polinomios P(z) y D(z) , con grado de P > grado de D, se pueden
encontrar polinomios Q(z) y R(x) (con R(z) = 0 o grado de R < grado de D)
tales que

P(z) = D(z)Q(z) + R(x).

Llamamos a D el divisor, a ) el cociente y a R el resto.

Para obtener @) y R, realizaremos la division entre P y D. Vamos a ilustrar este
algoritmo con dos ejemplos.

——
EJEMPLOS

1. Sean
Px)=2—-2+2°-32* D(z)=2-2.

Comenzamos ordenando los polinomio que queremos dividir (el dividendo y el
divisor) ubicando de mayor a menor las potencias de x:

Px)=2°-32"+2—-2, D(x)=z-2.

Observamos entonces que debemos dividir el primer término de P(z), 2*, por el
primero del divisor D(z), z. O sea que buscamos una expresién que multiplicada
por z nos dé x3, en este caso z2. Esta expresién sera el primer término del
cociente; entonces multiplicamos el divisor por este término y se lo restamos al
dividendo, es decir

=3+ -2 | x-—2
23 — 222 x>
-2 4
Ahora debemos dividir un polinomio que comienza con —z2 por otro que comienza
con z, claramente debemos multiplicar al divisor por —z, o sea:
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-3+ -2 | x—2
3 — 22 22—z
-2+ z
22+ 2
—x—2

Por iltimo nos queda multiplicar al divisor por —1:

=32+ 2x-2 | ax—-2
C2® — 222 22—z —1
-2 4+ =z
C—2? 42
—x —2
-z 42
—4

Resulta ast
-3 +r-2=(-2)(2* —z—-1)—4.

2. Sean
P(z)=32" —42> +3z -1, D(z)=2a2>—z+3.

Usando el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior, obtenemos

3zt + 023 — 42 + 32— 1 | 22 —2+3
3zt — 32% + 922 322 + 3z — 10
32% — 1322 + 3z
323 — 322+ 92

- 1022 — 6z — 1
— 1022 4+ 10z — 30
— 162 + 29

Por lo tanto

3zt 4+ 0% — 422 + 32 — 1 = (2® — x + 3)(32% + 3z — 10) — 162 + 29.

De manera similar a la divisién entre niimeros naturales, si el resto de la divisién
de P(z) con D(x) es cero tenemos que:

Decimos entonces que D y @ son factores de P, o sea que D y () dividen a P.
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Por ejemplo:
P(z)=2>—2x -3 = (z —3)(z + 1);

entonces (z — 3) y (z + 1) dividen a z? — 22 — 3.
Puesto que P(z) = (z — 3)(xz — 1), resulta:

PB3)=(3-3)3-1)=0x2=0 vy P1)=(1-3)(1-1)=-2x0=0,

o sea que 3 y —1 son las raices de la ecuacién cuadritica 2 — 2z — 3 = 0.

En general, podemos factorizar un trinomio de segundo grado (un polinomio de
segundo grado) si conocemos las raices zo y 71 de la ecuacién cuadrdtica ax®+bx +
c=0, a # 0y escribir:

ar’ +bxr+c=a(r—x)(xr—21).

En otras palabras

P(z) = ax® + bz + c es divisible por (z — x¢) & P(x) = 0.

e
EJEMPLO
Factorice el polinomio P(z) = 2z —z — 1.
Solucién:
s x 1
Plz)=2(2?-=-=
@=2(s-3-3)
1 1
Las raices de la ecuacién cuadratica z? — g —5= Osonz = —5 y x = 1, por lo tanto

P(z) 2 <w + %) (z—1)

(2x+1)(m— 1).
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EJERCICIOS
1. Encuentre el cociente y el resto que resultan de la divisién de los siguientes

polinomios:

(a) P(x)=2*+2x+7,D(x)=2—-1

(b) P(z) =2 +22x+7,D(x)=—-x+3

(c) P(x) = —32* +22° —42> + 32— 1, D(z) = 2* — 52% — 3z + 1

(d) P(z)=a2°+223+3x—1,D(z) =32 +2° -3z -1

(e) P(a:):a: +22—2—-1,D(x)=2-1

(f) P(z) = D(z) =22 -1

2. Escriba las siguientes expresiones como un cociente de dos polinomios y luego
efectie la divisién.

1 z —
14z r+2 x-3
(a)iﬁ% @ T3 o7
€
1 1 g+2
b e
()x2—1 z(r+1) ()w%+i
1 1
—+1
(c) x2—2x+x+
3. Factorice los siguientes polinomios:
(a) P(z) =2?> -3z +2 (c) P(x)=22%>—42—-6
(b) P(x) =2>+52+6

4. Verifique que si un polinomio P(z) es divisible por D(z) = z — a. Para ello,
efecttie la divisién correspondiente, corrobore que el resto es cero y evalie P(a).
(a) (Es P(z) = 2°> — 6z + 8 divisible por (z — 2)?
(b) (Es P(z) = 2% + 6z + 8 divisible por (z + 4)?
(c) (Es P(xz) = 2® + Tz + 6 divisible por (z + 6)?
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3.6 Ecuaciones con raices

Se denominan ecuaciones con raices a aquellas ecuaciones en las que la incognita esta
bajo el simbolo de la raiz.
Por ejemplo
VT + 4 =3,

Vr+2+z=3zx-1

son ecuaciones con raices, mientras que
3
2 +4=18
22% — 62> +v/3=0

no lo son.

Las ecuaciones con raices cuadradas se resuelven elevando ambos miembros al
cuadrado una o varias veces, segin sea necesario.

Puesto que elevamos al cuadrado ambos miembros, las soluciones de la ecuacion
resultante pueden no ser soluciones de la ecuacién original. Entonces, siempre se
debe controlar que las soluciones obtenidas sean soluciones de la ecuacién original.

—
EJEMPLOS
1. Resuelva 3 — x = /22 — 6.

Solucién:
3—xz = +/2x—6 (elevamos al cuadrado) (3.6)
(3—2)> = 2z —6 (desarrollamos el cuadrado) (3.7)
9—6r+2° = 2r—6 (agrupamos todos los términos
en el miembro izquierdo)
22 —8r+15 = 0 (factorizamos)
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Control: para & = 3 calculamos el miembro derecho (m.d.) y el miembro
izquierdo (m.i.) de la ecuacién (3.6):

mi = 3-3=0

md. = vV2x3-6=+v0=0.

Vemos que resulta m.d.=m.i., entonces = 3 es una solucién. Para x = 5
tenemos:

mi = 3—-5=-2

md. = V2x5-6=vV4=2

y vemos que aqui no se cumple la igualdad, entonces £ = 5 no es solucién.

En resumen, z = 3 es la unica solucién de la ecuacién (3.6), mientras que, tanto
x =3 como z = 5 son soluciones de la ecuacién (3.7) ( verifique esto tltimo!).

2. Resuelva 3 — vz — 1 =+/4z + 5.

Solucioén:
Elevamos al cuadrado: (3—Vz— 1)2 = (Vidz + 5)2
Desarrollamos los cuadrados: 9+z—-1-6vz—1 = 4x+5
Agrupamos los términos sin raiz —2Vzr—-1 = z-1
y dividimos por 3:
Elevamos al cuadrado: 4r—1) = (z—-1)3
Restamos a ambos miembros (z —1)%: 4(z —1)— (z —1)> = 0
Sacamos factor comin (z — 1): (z-1D4—-(z-1)] = 0
(z—-1)0b-2) = 0

=>xr=16x=>5>.
Control: para x = 1 calculamos el miembro derecho (m.d.) y el miembro
izquierdo (m.i.) de la ecuacidn:

mi. = 3-v/1-1=3-0=3

m.d. Vix1+5=v9=3
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Vemos que resulta m.d.=m.i., entonces x = 1 es una solucién. Para ¢ = 5
tenemos:

3—-vVH-1=3-2=1

m.i.

md. = Vix5+5=v25=5

y vemos que aqui no se cumple la igualdad, entonces © = 5 no es solucién. En
resumen, x = 1 es la tnica solucién de la ecuacion.

— |
EJERCICIOS
Resuelva las siguientes ecuaciones:
L ve—-1=vz-9 3. 2\/_—\/5az+1+%=0
2.3vVr—1++3z+1=2 4. 6z +1—-+y22+1-2=0

3.7 Manipulacién de férmulas

De una relacién entre distintas magnitudes, muchas veces es necesario “despejar” una
en términos de las demas.

Por ejemplo, de la relacién T = 27r\/l/_g se desea despejar g. Podemos hacerlo
usando las propiedades bésicas de las igualdades:
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EJERCICIOS
wL?
1.D je I de la relacid = —.
espeje I de la relacion z = —
2. Despeje t de la formula f = % + P.
. . . nD?
3. Encuentre la magnitud positiva D de la relacién v = 1 L.

Mm
4. En la relacion F = G——— todas las magnitudes son positivas.
(R+ h)? & b
m, M,G y h, respectivamente.

1 1

1
5. Sacando comun denominador, despeje R de la férmula T R 4+ =4+ =.

R Ry

12
6. Despeje C (C > 0) de la férmula Z = \/R2 + <wL - E) .

1
R

79

Despeje

3.8 Ejercicios suplementarios. Capitulos 1-3

1. Calcule
31/235/3

2. Simplifique:

2\3/ avb? —3 \3/ GM"' \/ab/a.

3. Determine el valor exacto y simplifique lo més posible:

ve+1l—+/1—=z
ver+1l++/1—z

six =

[SUN I \V]

4. Simplifique:
ab(1+a/b) (1 —a/b)

b2 — a2
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. Escriba la siguiente expresién como un cociente de polinomios, que no contengan

factores comunes:

z—1 1
z2—4 + T

I .
22 -2z tz

. Resuelva las siguientes ecuaciones:

(a) 23+ 2% —6x =0

(b) 2(z+3)% =5(z +3)

© 3:164—2_591:—1:3091:—2—332
2 —2 3z +3 622 —6

d) v—22+1=—z

. Sean ¢ > 0,v > 0. Despeje v de la férmula:

. Despeje E de la siguiente féormula:

Z2
I=—




Capitulo 4

Geometria

4.1 Angulos

Vamos a repasar y profundizar algunos conceptos basicos de geometria. Comenzare-
mos con definiciones y resultados relacionados con los angulos.

e Clasificacién de los angulos

En la siguiente figura mostramos ejemplos de angulos agudo, recto, obtuso y llano.

agudo recto obtuso llano
« a \_\O‘ «Q
RN
a < 90° a = 90° 90° < o < 180° a = 180°

° Angulos Complementarios

Si dos dngulos son tales que su suma es un angulo recto se dice que son complemen-
tarios. Por ejemplo, si @ = 32° y f = 58°, entonces a y [ son complementarios.

81
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e Angulos Suplementarios

Si dos angulos son tales que su suma es un angulo llano se dice que son suplemen-
tarios. Por ejemplo, si a = 32° y § = 148°, entonces a y § son suplementarios.

e Bisectriz

Se denomina bisectriz a la semirrecta que divide un angulo en dos dngulos iguales.

. Angulos opuestos por el vértice

Los angulos a y 8 de la figura en esta pagina son opuestos por el vértice.

Teorema: Los angulos opuestos por el vértice son iguales.

Demostracion: consideremos los angulos «, 3 y =y, como se muestra en la figura.
Vemos claramente que tanto a y v, como [ y < son dngulos suplementarios, o sea:

at = 180° y
y
B+ = 180°, a B

por lo tanto a = . $

) Angulos correpondientes y alternos

Considere dos rectas intersectadas por una tercera, llamada transversal, como se
muestra en las siguientes figuras. Los pares de dngulos marcados en las mismas se
denominan correspondientes, alternos internos y alternos externos respecti-
vamente.
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5]
Ll /7/ Ll L1
5 B
2 /L Jé; B2
Ly Ly
B2
correspondientes alternos internos alternos externos

Cuando dos rectas Ly y Lo son paralelas (abreviamos L;//L») vale el siguiente teo-
rema:

Teorema: Los dngulos correspondientes entre paralelas son iguales.

al// Ly

(64
= Lo

Li//Ly

a1 = 9

A partir de este resultado podemos demostrar facilmente que:

e Los angulos alternos internos entre paralelas son iguales.

e Los angulos alternos externos entre paralelas son iguales.
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EJERCICIOS

1. (a) (b)
y 65
L 3z — 207 I, \ i u
N+ 10 [

Calcule z,y. Calcule z,y,z,u y v.
2. (a) (b)
L1 Ll
z T 224 30°
L . L y
Calcule x + y. Calcule z,y.

4.2 Triangulos

Tres puntos cualesquiera del plano que no estén sobre la misma recta determinan tres
segmentos que forman un tridngulo.
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Denotaremos con A a un vértice y con A al angulo correspondiente a ese vértice.
También usaremos letras griegas (a, $,9...) o latinas mintsculas (u, v, w ...) para
denotar angulos. Para denotar el lado opuesto a un vértice usaremos la letra que
corresponde a dicho vértice, pero mintscula.

Teorema: La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es igual a 180°. I

Demostracion:

En la figura se tiene que § + v + ¢ = 180°.

Por ser la recta L paralela al lado AB, los siguientes dngulos alternos internos
entre paralelas son iguales: § = 3, @« = ¢. Tenemos entonces que

at+pB+y=06+7+¢=180°

y por lo tanto
a+ B+ =180° ¢

EJERCICIOS

1. Considere un tridngulo en el que A=35° y B = 72°. Encuentre el valor de C.

2. Muestre que la suma de los dngulos interiores de un cuadrilatero es igual a 360°.



86 CAPITULO 4. GEOMETRIA

3. Calcule el valor de los dngulos «, 8 y 0 de la figura siguiente:

»

4. Calcule el valor de los angulos indicados en los tridngulos de la figura.

a (b) (c)
\oz
J 85°
80°
48° 120°

340 (h 5 144°
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4.2.1 Teoremas de congruencia

Dos tridngulos son iguales (congruentes) cuando se pueden superponer exactamente,
es decir, cuando tienen iguales los lados y los angulos.

PN N

_ En la figura siguiente se muestran dos tridngulos congruentes: A = Al , B = B ,
C=C"a=d,b=V,c=".

Teoremas de congruencia

1. Dos tridngulos que tienen iguales dos lados y el &ngulo comprendido entre
ellos son congruentes (LAL).

2. Dos tridngulos que tienen sus tres lados iguales son congruentes (LLL).

3. Dos tridngulos que tienen iguales dos angulos y el lado adyacente a ambos
son congruentes (ALA).

De acuerdo con el segundo teorema de congruencia, podemos afirmar que dos
tridngulos son iguales si verificamos la igualdad de sus tres lados (LLL). El primer y
tercer teorema de congruencia dicen que para determinar si dos tridngulos son o no
iguales, basta con que se verefique la igualdad de dos lados y un dngulo (LAL) o dos
dngulos y un lado (ALA).

Usando los criterios de congruencia podemos demostrar facilmente que:
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e En un tridngulo isésceles, los &ngulos adyacentes al tercer lado son iguales.

e En un tridngulo isésceles la bisectriz del dngulo comprendido entre los
lados iguales corta al lado opuesto en un dngulo recto.

EJERCICIOS
5. Sea el tridngulo equilatero ABC.

(a) Si se traza el segmento BD que divide a B en dos dngulos iguales.

Muestre que los tridngulos ADB y C'DB son iguales.

(b) Muestre que si D es un punto de AC' tal que los tridngulos ADB y CDB
son iguales, entonces BD es perpendicular a AC.

4.2.2 Teoremas de semejanza

Como se mencioné previamente, dos tridngulos pueden tener sus angulos iguales sin
ser iguales.
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Se dice que dos tridngulos son semejantes (es decir, tienen la misma forma) si sus
4ngulos son iguales y sus lados homoélogos (los lados opuestos a los mismos dngulos)
son proporcionales.

En la figura, los lados homdlogos son a y a’, by V', cy .

proporcionales significa que valen las relaciones

La expresion son

¢
c’

b
v

a
a

Enunciaremos a continuacién los tres teoremas de semejanza, que nos aseguran
cuando dos triangulos son semejante

Teoremas de semejanza

1. Dos triangulos que tienen dos lados proporcionales y el dngulo compren-
dido igual son semejantes (LAL).

2. Dos tridngulos que tienen sus tres lados proporcionales son semejantes
(LLL).

3. Dos tridngulos que tienen sus tres dngulos iguales son semejantes (AAA).

TEJEMPLO

Consideremos el tridngulo ABC' de la figura siguiente.
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C

Dentro de él se traza una paralela al lado b, formando un nuevo tridngulo A'BC".
El nuevo tridngulo A’BC’ es semejante al original, pues A = A’ y ¢ = " por ser
angulos correspondientes entre paralelas y B es comiin. Por el tercer teorema de
semejanza (AAA), los tridngulos son semejantes. I

EJERCICIOS

6. Sean dos tridngulos semejantes ABC'y A'B'C', cona=8 cm,b=>5cm, a’ =4
cm. Calcule b'.

7. En los tridngulos de la siguiente figura calcule el valor de x.

(a) (b) [
11 Gw
T +7
’ 5

cm]
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8. En el tridngulo de la figura calcule el valor de p y q.

[cmn]

6.5 p

3.5

9. El 4ngulo A en el tridngulo ABC' es recto, el lado |AB| = 36 cm y el lado
|AC| = 48 cm. En un punto P sobre BC, en un punto ) sobre AB y en un
punto R sobre AC situamos el rectangulo AQPR. Sabiendo que PQ = 2PR,
calcule |PR).

10. Considere el rectangulo ABCD, el lado |AB| = 10 cm y la diagonal |AC| = 15
cm. De un punto P ubicado sobre el lado AC se traza una recta que corta al
lado BC' en un angulo recto. Esta recta corta al lado BC en el punto Q.

i, Cudnto mide el segmento AP si AP = PQ?

4.3 Teorema de Pitagoras

Un tridngulo ABC en el cual uno de sus angulos es recto se denomina tridngulo
rectangulo.

El lado opuesto al angulo recto se denomina hipotenusa; los otros dos se deno-
minan catetos.

Teorema: En un tridngulo rectangulo, la suma de los cuadrados de los catetos

es igual al cuadrado de la hipotenusa
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Demostracion:

Consideremos el tridangulo rectangulo ABC de la figura.

Tomemos un punto D tal que BD sea perpendicular a AC. Por tener dngulos
iguales, los tridngulos ADB y ABC son semejantes. Por la misma razén son seme-
jantes BDC' y ABC.

Tenemos entonces

|AD|/|AB| |AB|/|AC]
|DCI/IBC| = |BC|/|AC]

De estas igualdades resultan

|AB|* = |AC||AD| y |BC|* = |AC||DC]

Es decir,
|AB|> +|BC|*> = |AC||AD| + |AC||DC)|
= |AC|(|AD| +|DC))
= |AC|?. ¢
EJERCICIOS

1. Sea ABC un tridngulo rectangulo (B = 90°). Encuentre la longitud del lado
desconocido si
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(a) a=20cm y b= 50 cm
(b) a=22cmyc=18 cm
(c) b=25cmyc=18 cm
2. Encuentre la longitud de la hipotenusa si los dos catetos tienen longitud 1.

3. Encuentre la longitud del cateto mayor si la hipotenusa tiene longitud 1 y el
cateto menor tiene longitud 1/2.

4.4 Calculo de areas y volimenes

e Fl drea de un paralelogramo de base b y altura h es A = bh.

e El drea de un tridngulo de base b y altura h es A =bh/2.

F--=-=-=-==-

e El drea de un trapecio de bases a y by altura h es A = (a+b) h/2.

e El 4rea de un circulo de radio r es A = wr2.
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e El volumen de un paralelepipedo regular (al igual que el de un cilindro)
es V = Ah, donde A es el drea de la base y h su altura.

4
e El volumen de una esfera de radior es V = ?7?7'3.
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EJERCICIOS

1. Calcule las superficies sombreadas que se muestran a continuacion:

[m] 1.0
(a)
0.5
@ ==
1.0
0.8

2.0

2. Calcule el area del cuadrado que muestra la figura de las siguientes maneras:

(a) Usando la férmula del drea o sea A = L%, donde L = a + b.

(b) Sumando las dreas de los cuatro tridngulos y del cuadrado interiores.

Igualando las dreas calculadas en (a) y (b), demuestre el teorema de Pitdgoras.
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3. Encuentre los volimenes de los cuerpos que se muestran en las siguientes figuras:

1.0

5.0 7.0

4.5 Aplicaciones

El manejo de la geometria es necesario para la resolucion de problemas relacionados
con la vida diaria.

—
EJEMPLO

Una bolita de oro cuyo radio es r = 3 cm se funde y se transforma en un cilindro del

mismo radio. ;Qué altura tiene este cilindro?

Solucién: Llamaremos h a la incégnita del problema, es decir, la altura del cilindro.
Entonces:

V. = volumen del cilindro = w72 h

4
Vy = volumen de la bolita = 3 Trd

El volumen del cilindro necesariamente serd igual al volumen de la bolita (ya que
la cantidad de material utilizado es la misma), usando esta condicién obtenemos
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4
Ve=V, o sea gwr3:m~2h.

Despejando h de esta igualdad, resulta:

EJERCICIOS
Para resolver los siguientes problemas se permite el uso de maquinas calculadoras.

1. Se piensa construir una caferia de petréleo desde un puerto sumergido (A) hasta
un depésito de petréleo (C), como se esquematiza en la figura.

_ _ (km]
- Mar — T
12.0 L] @
5.0
Tierra
C

(a) ;Cuén larga serd la cafieria?

(b) El costo, por gastos de material y mano de obra, en el mar es de $ 300 000
por km y en tierra es de $§ 100 000 por km. ;Cuaél es el costo total de la
obra si se hace como muestra la figura?

(¢) {Cudnto costaria la obra si el punto B se mueve 1 km hacia P?
(d) (Y si B se mueve 1 km hacia Q7

2. En un cilindro caben exactamente tres esferas de igual radio que el cilindro. Si
el radio de cada esfera es 2.5 cm, jcudl es el volumen libre que queda entre las
esferas y el cilindro?
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3. Un recipiente de forma cilindrica, con una base de superficie igual a 572 mm?,
contiene 0.04 litros de un liquido. Si se agrega un trozo de cobre de 28.68 cm?
dentro del recipiente, diga cudl es la altura (medida en cm) que alcanza el nivel
del liquido.

4. Un tanque cilindrico, cuya base tiene un radio de 50 cm, se llena de agua. Si
luego se sacan 26 baldes con 5 litros de agua cada uno, jcudntos cm desciende
el nivel del agua?

5. Una sombrilla de forma cénica tiene un mango de 80 cm y el borde de la tela
estd rodeado por 188.40 cm de cinta. Cuando la sombrilla estd abierta cubre
hasta la mitad del mango. ;Qué parte del mango cubre cuando estd cerrada?




Capitulo 5

Plano cartesiano

5.1 Sistema de coordenadas cartesianas

Los puntos del plano se identifican mediante pares ordenados de nimeros reales, de
manera tal que a cada punto le corresponde exactamente un par de nimeros, y a cada
par de numeros le corresponde exactamente un punto.

Para representar este concepto graficamente se dibujan sobre el plano dos rectas
perpendiculares. Sobre cada una de ellas se toma el punto de interseccién como el
punto correspondiente al nimero 0 (llamado origen), y usando la misma unidad de
longitud se las transforma en rectas reales, como se muestra en la siguiente figura.

A
Yy
3 4
2 1
I +------- 9A
-1 1 2 3 4 oz
-14

El punto A tiene coordenadas (2,1)

El eje horizontal se denomina eje de abscisas (0 eje z) y el eje vertical es el
llamado eje de ordenadas (o eje y).

99
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Dado un punto cualquiera del plano, se lo identifica mediante un par ordenado de
nimeros, siendo el primer elemento del par la coordenada x del punto, y el segundo
la coordenada y del punto.

A cada punto le corresponde un tnico par de coordenadas, y a cada par de

nimeros reales le corresponde un tinico punto del plano.

EJERCICIOS

Grafique los siguientes puntos:
1. (1,3) 3. (2,0) 5. (2,—-1/2)
2. (0,2) 4. (-1,3) 6. (—0.5,0.5)

5.2 Distancia entre dos puntos

Dados un punto cualquiera B = (z,y) y el punto A = (a,b) se puede encontrar la
distancia entre ellos mediante el teorema de Pitagoras, como se muestra en la figura.

v
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EJERCICIOS

Encuentre la distancia entre los siguientes puntos:
1. (1,3), (2,1) 3. (2,3),(-1,2) 5. (3,-2), (-3,2)
2. (5,3),(2,7) 4. (5,2), (3,-1) 6. (-1,6), (—5,—3)

5.3 Curvas determinadas por ecuaciones

Toda curva estd formada por un conjunto de puntos del plano. A estos puntos les
corresponden ciertos valores de sus coordenadas y estos valores satisfacen alguna
ecuacion.

5.3.1 Ecuacion de la circunferencia

Una circunferencia es el conjunto de todos los puntos del plano que estan a una

distancia constante (radio) de un punto dado (centro).

TEJEMPLO
La figura muestra la circunferencia con centro en el origen y radio 2.
y A
r=2
[ —
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Con ayuda de la férmula de la distancia podremos escribir la ecuacién que define a
la circunferencia, o sea determinaremos la ecuacién que el par (z,y) deberd satisfacer
si éste representa un punto de la circunferencia.

Afirmar que el punto (z,y) pertenece a la circunferencia de centro C = (a,b)
y radio 7 equivale a afirmar que la distancia entre el punto dado y C es igual al
radio. Para evitar raices cuadradas se usa la afirmacién equivalente: el cuadrado de
la distancia es igual al cuadrado del radio:

Esta ecuacién (igualdad que es cierta sélo para algunos valores de x e y) se de-
nomina ecuacién de la circunferencia de centro (a,b) y radio r.

———
EJEMPLOS

1. Encuentre la ecuacién de la circunferencia de centro C = (—1,2) que pasa por
el punto A = (2,-2).

Solucién:

Conocemos el centro; por lo tanto sélo nos falta averiguar el radio. Este es igual
a la distancia entre Ay C:

[d(A,C)?=2+1)2+(-2-2)*=25
y la ecuacién buscada es
(x+1)* + (y — 2)* = 25.
2. Sea la ecuacién
? — 6z +y® — 4y = —9. (5.1)

Demuestre que corresponde a la ecuacién de una circunferencia encontrando su
centro y el radio.
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Solucién:

Comenzamos completando el cuadrado en los primeros dos términos y los se-
gundos dos términos del primer miembro de (5.1):

7* — 6z = (z —3)* - 0.
y -y =(y-27° -4
Sustituimos estos resultados en la ecuacién (5.1):

(r—3)2-9+(@y—-2°-4 = -9
(x—3)2+(@y—-2?* = 4.

La ecuacién original corresponde, entonces, a la circunferencia de centro C' =
(3,2) y radio r = 2.

3. Se desea encontrar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos
A=(1,1), B=(4,0)y C=(7,1).

Solucién:
Toda circunferencia tiene una ecuacién general de la forma

2 +azx+y? +by+c=0.

Para encontrar la ecuacién buscada basta con averiguar los valores de los coefi-
cientes. Para que A, B y C pertenezcan a la circunferencia, deben satisfacer su
ecuacion. Es decir, deben valer las siguientes tres igualdades:

2+ax1+12+bx14+c¢c =
22 4ax44+0°+bx0+c¢
hax7+124+bx14c¢ =

Resulta asi un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas (a, b y ¢). Se
acostumbra a escribirlo como sigue:

a+b+c = -2
4a+c = -16
Ta+b+c = -50
Restando la primera ecuacion de la tercera obtenemos 6a = —48. Por lo tanto,
a = —8. Sustituyendo este valor en la segunda ecuacién resulta ¢ = 16.

Entonces, podemos escribir la primera ecuacién como:

—8+b+16=—2,
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es decir b = —10. La ecuacién buscada es
2> —8x+y* — 10y +16 =0.
Completando los cuadrados obtenemos la ecuacién equivalente
(x—4)* + (y — 5)* = 25.

Es decir, la ecuacion de la circunferencia que pasa por los tres puntos dados

tiene centro C' = (4,5) y radior =5 .
—

EJERCICIOS
1. Encuentre la ecuacién de la circunferencia de centro C' y radio 7:
(a) C=(1,3),r=2 d C=(1,2),r=05
(b) C=(~2,5),r=1 () C=(~2,1/2) ,r=1
(c) C=(=5,-1),7r=1/2 (f) C = (-0.1,7/4) , r = 5'/?

2. Encuentre la ecuacién de la circunferencia de centro C' que pasa por el punto A
en los siguientes casos:

(a) C= (170) , A= (_17_2) (C) C= (\/§> 1) , A= (_370)
(by C=(-1,3),A=(1,-3) (d) C = (a,b), A= (c,d)

3. Encuentre el centro y el radio de las siguientes circunferencias:

(a) 2> +y? -2y =3 (e) 22 =3z = —y> +4y +9
2 2 -

(b) m2+8x+y2+6y— 21 (F) 2% + 4% — 63+ 4y = 0

(c) 22 —6zx+y> —4y=-9

(d) 22+ 8z +y? = —12 () (-1 +(y+2)*=9

4. Encuentre las ecuaciones de las circunferencias que pasan por los siguientes
puntos. Luego calcule sus centros y radios:

(a) (_171) ) (372) 3 (375) (C) (272) 3 (575) ) (872)
(b) (_172) ) (07_2) ) (072)
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5.3.2 Ecuacion de la recta

Sabemos que por dos puntos en el plano pasa una unica recta o, dicho de otro modo,
que dos puntos determinan una tunica recta. Para poder encontrar una ecuacién para
la recta debemos describir a la misma, al igual que hicimos con la circunferencia, a
partir de la propiedad geométrica que satisfacen sus puntos.

Una recta no vertical (no paralela al eje y) tiene la propiedad de que sea cual fuere
el par de puntos A = (z4,y4) y B = (xB,yB) que se elija, el cociente

_YB—Ya
B —TA

m

no cambia, o sea es constante. Esto puede demostrarse facilmente usando el criterio
de semejanza (AAA) para afirmar que los tridngulos ACB y ADP de la siguiente
figura son semejantes.

La figura muestra que todo punto P = (z,y) de esa recta debe satisfacer la
igualdad |PD|/|AD| = |BC|/|AC].

|PD| =1y —ya, |AD| =z — x4, |IBC|=yp—ya ¥y |AC| =2 — x4

Es decir:
Y—Ya _ YB—Ya

=m. (5.2)
T—x4 Tp—Ta

Llamamos a la constante m la pendiente de la recta. Si despejamos y de (5.2),
obtenemos:
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con b =y4 —mzx4. Todo punto (z,y) que pertenezca a la recta determinada por los
puntos A y B deberd satisfacer esta ecuacion. Se dice que (5.4) es la ecuacion de la
recta que pasa por A y B.

La pendiente m es la medida de la inclinacién de una recta, por lo tanto dos rectas
paralelas tienen la misma pendiente. Nétese que una recta horizontal (y = b)
tiene pendiente cero y que una recta que “sube” hacia la derecha tiene pendiente
positiva mientras que una recta que “cae” hacia la derecha tiene pendiente negativa.
El concepto de pendiente de una recta vertical no tiene sentido puesto que implicaria
la divisién por cero. Por lo tanto, la pendiente de una recta vertical queda sin definir;
en este caso la ecuacion de la recta serd x = a.

——
EJEMPLOS
1. Los pares (z,y) que satisfacen la ecuacién y = 2z + 1 se encuentran sobre una
recta. Dibuje esta recta en el plano.
Solucidén:

Para dibujar la recta basta dibujar dos puntos por los que ésta pasa y unirlos
mediante una linea recta. Si elegimos z = 0 vemos directamente de la ecuacion
que

y=2x0+1=1

y si colocamos y = 0 deducimos rdpidamente que
0=2z+1, =>z=-1/2.

La recta determinada por los puntos (0, 1) y (—1/2, 0) se muestra en la siguiente
figura:

2. Los puntos A = (1,2) y B = (4,1) determinan una recta, encuentre su ecuacién.
Solucién:

Por lo dicho anteriormente sabemos que la ecuacién de la recta es

y =mx+b.

Para encontrar la ecuacién de la recta que pasa por A y B determinaremos

primero su pendiente:
1-2 -1
m=-—=—,

4-1 3
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-11

entonces tenemos que
-1

y=—x+b.

3

Para determinar el valor de b usaremos el hecho de que la recta pasa por el
punto A (o el punto B). O sea que, por ejemplo, reemplazando en la ecuacién
anterior a (z,y) por (1,2) (o por (4,1)) obtendremos

-2

jp———

3

De aqui concluimos que b = 7/3.

EJERCICIOS

5. Determine las ecuaciones de las rectas que pasan por los puntos:

(a) (2,1)y (1,2)
(b) (-1,1)y(0,2)

6. Encuentre la ecuacién de la recta

(a) y = mz + 1 que pasa por el punto (1,0)

(b) y = 3z + b que pasa por el punto (1,4)
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(¢c) y = mz + 1 que pasa por el punto (1,3)
(d) y = 3x + b que pasa por el punto (4, —1)
7. Dibuje las rectas determinadas por los siguientes pares de ecuaciones y decida

si las mismas son paralelas o no. En este ultimo caso encuentre el punto en que
se cortan.

3
(a) y=2z+2, y:2x—§

(b) y=2, z=5
(c)y=—-2z+3, y=xz-3




Capitulo 6

Desigualdades y valor
absoluto

6.1 Desigualdades

Propiedades basicas de las desigualdades
e Transitividad:
— Sia<byb<ec, entonces vale a < ¢
e Relacién entre el orden y las operaciones aritméticas

— Si a < by ces cualquier nimero real, entonces a + ¢ < b+ ¢
— Sia < by ces cualquier nimero real positivo, entonces ac < bc
— Sia < by ces cualquier nimero real negativo, entonces ac > bc

—a>0siysolosil/a>0

Si a < b, distintos de cero y de igual signo, entonces 1/a > 1/b

A continuacién, verificaremos estas propiedades con algunos ejemplos.

l.a<byc€elR = a+c<b+c, por ejemplo:

-6 < =2 entonces
(—6)+(-8) < (-2)+(-98) o0 sea
-14 < -10.

109
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2.a<byc>0 = ac < bc, por ejemplo:

-6 < =2
(-6)x3 < (-2)x3
-18 < —6.

3.a<byc<0 = ac> bc, por ejemplo:

-6 < -2
(=6) x (=3) > (=2)x(=3)
18 > 6.

4. a<b<0 = 1/a>1/b, por ejemplo:

-6 < =2 =
1 1
6 )

Asi como en el caso de las igualdades cuando aparece una incégnita se las denomina
ecuaciones, cuando tenemos desiguadades en las que hay un término desconocido, las
denominamos inecuaciones.

Por ejemplo:

20 +3 <2

es una inecuacién. El problema consiste en encontrar el o los valores de = que hagan
verdadera a esta desigualdad; es decir, tenemos que encontrar las soluciones de esta
inecuacion.

——
EJEMPLOS
1. Sea la desigualdad 7z + 3 < x — 2.

Si tomamos x = 0 se la transforma en una afirmacion falsa: 3 < —2 ; se dice que
0 no satisface la desigualdad. Si tomamos x = —1 obtenemos una afirmacién
verdadera: —4 < —3; se dice que —1 satisface la igualdad.

A primera vista no resulta facil determinar cudles son los niimeros que satisfacen
la desigualdad. Para averiguarlo operamos con ambos miembros, siguiendo las
leyes que rigen las desigualdades:

Tr+3 < x—2 (restamos a ambos miembros) x

6r+3 < -2 ( restamos a ambos miembros) 3
6z < =5 ( dividimos ambos miembros por el nimero positivo) 6
5
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La dltima desigualdad es equivalente a la desigualdad de partida: las dos son
satisfechas por los mismos nimeros.

2. Resuelva la desigualdad 3z + 2 > 21z — 5.

Solucién:
3x+2>2lx-5

—18x+2> -5
—18z > —7.

Tenemos que dividir ambos miembros por un numero negativo, entonces se
invierte el sentido de la desigualdad:

:r<l
18"

3. jPara qué valores de x se satisface la inecuacién (z — 1)(z —2) > 07

Solucién:

El producto de dos factores es positivo cuando ambos tienen el mismo signo,
o sea cuando los dos son simultdneamente positivos o negativos. Para poder
determinar el signo del producto de los distintos factores, resulta practico con-
feccionar la siguiente tabla:

1 2
<1 ' l<az<?2 > 2
z—1 — 0 + + +
-2 _ _ _ 0 +
(x —1)(z —2) + 0 - 0 +

De aqui podemos deducir que la desiguadad se satisface paraxz <16z > 2, o
sea z € (—o00,1) U (2, 00). I

EJERCICIOS

1. Verifique las leyes de monotonia multiplicando miembro a miembro las siguientes
desigualdades por el factor indicado:
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(a) 3>1;6 (c) —2<5; -3
. d) —2>—6;5
(b) 2<4; — () 3>1; -5

2. Resuelva las siguientes desigualdades:

(a) bz —8>2 @ —L4+1>-3
12 2 8
(¢) 3(2¢ +1) > 5(4 — ) (i) - 22 <3
3z -5 2
(d) <z+1 i 4 7
G) 6— =t > —t
4-(22-3) 55
(e) 22—3(5—3z)>f (k) 3u—2(u+2)>5u—1
(f) =10z +2 < 22 D) (z+1)?-2<22+5

3. Grafique las siguientes desigualdades:

(a) >3 (b) z< -3

4. Encuentre todas las z que satisfagan:

) 2(zx—1)(z+2) <0
(1-2z)(z+2)>0
2% + 2z > 187
23 =312 4+22>0
(

2z + 1)(z — 3) >0
T+5 -
Ayuda: recuerde que a los efectos de controlar el signo da lo mismo con-

(a
(b)
()
(d)
(€)

siderar el factor x + 5 que el factor

2z
z—2
Ayuda: transforme la desigualdad de tal manera que uno de los miembros
de la desigualdad resultante sea 0 y el otro sea un producto.

(f) z-3<

1
<21
@)$_ T
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6.2 Valor absoluto y desigualdades

Dado un nimero cualquiera z se define su valor absoluto |z| como sigue:

Geométricamente se puede interpretar el valor absoluto en términos de distancia:
|| es la distancia entre z y 0; y si a y b son nimeros reales cualesquiera, |a — b es la
distancia entre a y b.

EJEMPLOS
Lo () [—2/=—(-2)=2 (@ 0] =0
() |5 =5 (&) 15-2/ =3/ =3
(© [n| = (5 [2-5/=| -3 = —(~3) =3

2. La distancia entre —2 y —3 es

|=2-(3)=]-2+3|=1] =1L

Naturalmente, la distancia entre —3 y —2 es la misma:

|=3-(=2)[=|-3+2[=|-1=1L

3. Va? = |z|, por ejemplo 1/(—2)2 =] —2| = 2.

EJERCICIOS
1. Encuentre las distancias entre los siguientes nimeros:
(a) Ty =3 (d) 3v2y2v2
(b) =5y —20

(c) ~5y4 (¢) ~2ry =3
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2. Calcule:
(a) [—2| (d) V14— /15|
(b) 0]
(c) 13 -5 (e) [2—m|

3. Encuentre los z que satisfacen:

(a) |z| =2 (c) |z —3|=2
(b) |22 —4| =1 d) |z+1]=2

En algunos casos, encontramos desigualdades que involucran términos en los que
aparece el valor absoluto. A continuacién ejemplicaremos como se resuelve este tipo
de problemas.

——
EJEMPLOS

1. Resuelva la desigualdad |z| < 4.

Solucién:

Pedir que |z| < 4 equivale a pedir que la distancia de z a 0 se encuentre entre
—4 y 4. O sea que la respuesta es —4 < < 4. Observe que un niimero que se
encuentra entre —4 y 4 satisface las dos desigualdades al mismo tiempo x > —4
y ¢ < 4, o equivalentemente x € (—4,4). Esto puede deducirse formalmente de
la definicién como sigue:

Tomemos un z > 0, entonces |z| = z < 4. Si en cambio z < 0 tendremos que
|z] = —z < 4 & —4 < z. Entonces los numeros reales que satisfacen |z| < 4
son aquellos que estdn en alguno de los dos intervalos (—4,0] 6 [0,4), es decir,
aquellos que estan en la unién (—4,0] U [0,4), como ya vimos.

En general podemos decir que si |z| < a entonces —a < z < a, 0 equivalente-
mente z € (—a,a).

T~
~1_—
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2. Resuelva la desiguadad |2z — 3| < 2.

Solucién:
Usando lo dicho en el ejemplo anterior, escribimos

-2 <2x—3< 2 (sumamos 3 a ambas desigualdades)
1 <2z< 5 (dividimos ambas desigualdades por 2)
L < zrz< >
2 2
=1/2<x<5/2, osea, z€(1/2,5/2).

3. Resuelva la desigualdad |z| > 4.
Solucién:
Pedir que valga |z| > 4 equivale a pedir que la distancia de « a 0 sea mayor

a 4. Por lo tanto la respuesta es x < —4 6 & > 4 o, equivalentemente, z €
(—o0, —4]U [4, 00).

[ ]
M

Observe que en este caso las dos desigualdades no se pueden satisfacer al mismo
tiempo, y por lo tanto es incorrecto escribir —4 > x > 4.

En general podemos decir que si |z| > a > 0 entonces z < —a 6 £ > a, o
equivalentemente 2 € (—oo, —a] U [a, 00).

4. Resuelva la desigualdad |2z + 4| > 3.

Solucién:

Sabemos que:

2z +4 2z +42>0
|2z + 4] =
—(2x+4) 2x+4<0

y ademés 2z +4 =0 & x = —2. Por lo tanto tenemos:
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-2
—(204+4) >3 20 +4>3
2r+4< -3
x < —=7/2 x> —1/2

=< -7/26x>—-1/2, o equivalentemente z € (—o0, —7/2) U (—1/2, c0).
L —

EJERCICIOS
4. Grafique las siguientes desigualdades:
(a) 2] <5 (d) |z] > 2
(b) |z —4 <5 (e) |z[ >3
(c) lx—4|<5 ) |lz—4]>5

5. Encuentre todos los valores de x que satisfacen:

(a) [z +1] <2 () lz+2/>5
(b) 122 —4| <1 (d) |3z —4| >2

6.3 Ejercicios suplementarios. Capitulos 4-6
1. Determine la ecuacién de la recta y = mx + 5 que pasa por el punto (1,2).
2. Grafique la curva determinada por la ecuacién 2x + 3y — 6 = 0.
3. Encuentre el centro y el radio de la circunferencia determinada por la ecuacion:

2> =3z +y* +4y=0.
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4. Resuelva la inecuacion:

4 4

5. Encuentre los = que satisfacen:
1 5-2
T T+2

6. Determine los z para los cuales se cumple que z2 + 6z + 1 < —4.

117
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Capitulo 7

Logaritmo

Sea a # 1 un nimero real positivo. Entonces para cada nimero positivo y existe un
tnico numero real z tal que a® = y. A este nimero z se le llama logaritmo en base
a de y, y lo denotamos = = log, y. Es decir:

Definicién: Sean a e y positivos, a # 1 , entonces

y=a' & x=log,y

1

EJEMPLO
Seana=2ey=4.
Entonces la igualdad 2* = 4 implica que z = 2 o, equivalentemente, x = log, 4.

S

De la definicién recientemente enunciada, tenemos que para todo a > 0,a # 1:

log,1=0, log,a=1,

y como y = a® << z = log,y reemplazando z en la primera igualdad, podemos
entonces escribir

119
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por ejemplo 9 = 219829,

En la practica hay dos bases de interés: a = 10y a = e = 2.718281 ... El logaritmo
en base 10 se denota lg y en base e se denota In. O sea:

1

EJEMPLOS
1. 1g1000 = 3 porque 1000 = 103
2. lg V10 = 1/2 porque /10 = 10'/2

3. 1g0.0001 = —4 porque 0.0001 = 1/10000 = 10~*
4. Iny/e = 1/2 porque /e = e'/?
5. (Para qué x se cumple logs x = 57
Solucién:
De la definicién, tenemos directamente que x = 3° = 243.
EJERCICIOS
1. Determine
(a) 1g 100 (d) 1g V10 (g) log, 2
(b) 1g 1000 (e) 1018177 (h) log; 9

(c) Ig10™™ (f) 1Ig1 (i) In /e
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2. Calcule
1 1 3
(a) logyy 7o (b) In NG (c) Ine
3. Resuelva las siguientes ecuaciones:
(a) =9 (c) 3lnz =2 (e) 2* =6
1
(b) lgax =-1 (d) log, 7= -2 (f) log,z = 5

A continuacién enunciamos las siguientes reglas de logaritmos (para valores de
a, b, x, e y que tengan sentido):

Reglas de logaritmos

log,xzy = log,z +log,y
x
log, v log, = —log, y
log,z® = slog,
1
log,z = O8p T
log; a

Usando las propiedades de las potencias y la definicién de logaritmo demostrare-
mos la primera y la cuarta regla enunciadas. Dejamos como ejercicio la demostracién
de la segunda y la tercera.

¢ Demostracion de la férmula del producto:

log, xy = log,  + log, y.

Como
z = a'%8? e y = a8 ¥,
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escribimos

Por otro lado,

Entonces:

lo que implica que

CAPITULO 7. LOGARITMO

Ty = alo8a . glogay

l98a t+108, ¥

Ty = a'©8a TV,

aloga Ty _ aloga z+log, y’

log, zy = log, x + log, y. &

e Demostracion de la féormula de cambio de base:

_ log, =

1 = .
08a ¥ log, a

Llamamos t = log, z. Entonces z = a' , y log, x = log; a’ = tlog, a. O sea que

_log,z

t=1 = .
O8a ¥ log, a

Estas reglas se pueden usar para calcular el logaritmo de distintos ntimeros o para
transformar expresiones, como veremos en los ejemplos a continuacion.

———
EJEMPLOS

1. Determine log, 36 — % log, 81.

Solucién:

Usando las leyes del logaritmo tenemos

Entonces

1 1 5 2
3 log, 81 = 3 log, 9% = 3 log, 9.

1 36
log, 36 — 3 log, 81 = log, 36 — log, 9 = log, 9= log, 4 = 2log, 2 = 2.
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2. Escriba la expresién 2 In (z +1) — 3 In (z — 1) como un solo logaritmo.

Solucién:
2
[ |

EJERCICIOS
4. Calcule:

5 4
(2) log, § +1log 5
1

(c) %lg 100 —1g 107!
(d) logs 1000 — log; 40

1 1 1 1
@) In(14+41)4In (1+=]+n (1+=)+In (1+-)+In {1+ <

2 3 4 5

5. Exprese log, x en base 8.
1

6. Calcule log, a si log, 16 = 3

. 5 2
7. Sabiendo que lg z = 3 y log, x = 3’ calcule 1g a.
8. Escriba como un solo logaritmo:

(a) %ln (m2+1)+§ln 2 -1+ (b)) 2In(2®—1)—4n (z+1)

9. Sabiendo que 1g 2 = 0.3010 y que lg 3 = 0.4771 aproxime los siguientes loga-
ritmos:

(a) 1g 18 18 80
(b) lg — () 18 55
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7.1 Ecuaciones con logaritmo

A continuacién ejemplificaremos como resolver ecuaciones en las cuales aparece el
logaritmo.

—
EJEMPLOS
1. Resuelva la siguiente ecuacion:
logs x + logg(x — 2) = 1.

Solucién:

logsx +logg(x —2) = 1 (usamos las propiedades de log)
logy (22 —2z) = 1 (usamos la definicién de log)

22 —-2x = 3.

Las raices de esta tultima ecuacién son £ = 3 y = —1. Sin embargo, como
log, = estd definido sélo para x > 0, £ = —1 no es solucién, y la tnica solucién
es x = 3.

2. Resuelva 21773% = 1/12.
Solucién:

2x27%3% =+/12 (segun las reglas de la potencia)

T
(%) =+/3  (tomamos logaritmo en base e a ambos miembros)
3 1
zln 3 =3 In3
_ In3
2In %
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EJERCICIOS

1. Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) log,  +1logy, 5 =6

(c) log, (z 4+ 1) +logy (z — 1) =3
(d) (Inz)? = In2?

Ayuda: Llame y =Inz.
() VInz=In z

lg 22
® lg (4z — 15)

(a)

(b) logs 2% — logy (x — 5) = 2
)
)

=2

2. Despeje u de la férmula mo = M (1 — e_”/“).

P1>(K—1)/K

3. Despeje K de la férmula E = (F
p)

1>

4. Resuelva las siguientes ecuaciones:

(a) 53727 = /250 (e) z118% = 0.01
(b) 29:41—1 — 52—30
(C) mlnm —e NP
(d) 2187 = 10 ®) o et
5. Resuelva y de la ecuacién siguiente:
1
In VY = 3z.

125

7.2 Ejercicios con calculadora

Mostraremos como usar las reglas de logaritmos, en este caso la regla del cambio de

base, para realizar los calculos previos necesarios antes de usar la calculadora.
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—
EJEMPLO
Calcule con 4 decimales el valor aproximado de logs 72.
Solucién:
logs 72 ==z
72 =5" (aplicamos la definicién de log;)
lg72 =2zlg5 (tomamos logaritmo en base 10 a ambos miembros)
lg 72
= —=— =~ 2.6572.
lg 5
S—|
EJERCICIOS

Calcule con 4 decimales el valor aproximado de:

1. 1g 3.7 4. In10
2. 1ge
3. log, 15 5. logy /23




Capitulo 8

Funciones

8.1 Introduccion

Cuando las células de la corteza cerebral trabajan, generan un voltaje. Midiendo cémo
cambia el voltaje V' con el tiempo t se puede descubrir el funcionamiento anormal del
cerebro. A este método se lo llamé EEG (electro-encefalograma).

El cambio del voltaje medido depende del tiempo transcurrido.

4l A Ll

k ls |
/MW 50V

En general, la manera en que una cantidad cualquiera y (en el ejemplo arriba men-
cionado el voltaje V') depende de otra cantidad = (el tiempo t) puede ser presentada
de formas muy diferentes, como se ejemplifica a continuacién.

127
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———
EJEMPLOS

1. La relacién entre el peso,  medido en gramos , de una carta y el costo de su
franqueo, y en pesos, se extrae de la siguiente tabla:

Peso | Costo
xg y$
100 0.60
250 0.85
500 1.25
1000 | 1.75

2. La relacién entre el tiempo, x horas, y la temperatura del medio ambiente, y °C,
durante un dia se puede describir con la siguiente grafica:

o y

30 +

20 +

®

104

1 1 1 1 1 1 1 xl\
1 4 8 12 16 20 24 h
1]

3. En una prueba de frenos de un auto en un camino seco se encuentra que la
relacién entre la distancia de frenado, y m, con la velocidad del auto, « km/h,
puede representarse mediante la férmula y = 0.012 22,

S —

En estos tres ejemplos vemos que a cada valor de x le corresponde exactamente un
unico valor de y (de acuerdo a una tabla, una grafica o una férmula) definiéndose de
esta manera una dependencia especifica de la variable y con la variable z. Decimos
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entonces en cada caso que “y es una funcién de z” y que x es la variable indepen-
diente e y es la variable dependiente.

8.2 El concepto de funcién

Con una valla de 12 m se desea cercar tres de los lados de un jardin rectangular que
se encuentra contra un muro, como se muestra en la figura.

[m]

12 — 2x

El 4rea de este jardin es de y m? y estd dada por la férmula
y=x(12 - 2z) =12z — 22%

Con ayuda de esta férmula podemos calcular el area y para cada valor permitido
de z.

(,Cudles son los valores permitidos de z?

Sabemos que los lados del rectangulo deben ser positivos, por lo tanto 0 < x < 6
(observe la figura y entenderd por qué).

Tenemos entonces que

y=12z — 222, 0<z<6.

Por ejemplo, si el lado vertical del rectangulo es x=4 m, el area sera

y=(12x4—2x16) m* = 16 m>.
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Por lo tanto

Llamamos funcién a una regla que a cada valor permitido de z le adjudica

exactamente un tnico valor y.

e Se denomina dominio al conjunto de valores permitidos de z.

e Se denomina contradominio, codominio o imagen al conjunto de
valores ¢y obtenidos.

—
EJEMPLO

Decida si las siguientes graficas representan funciones. En caso de hacerlo, indique el
dominio y contradominio.
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Solucion:

(a) La grafica si representa a una funcién ya que a cada valor de z le corresponde un
tnico valor de y.

Dominio =(-3, 2]; Contradominio =(-4, 5].
(b) No representa a una funcién ya que a cada valor de z € (0, 4) le corresponden dos
valores de y.

(c) Si representa a una funcidn.

Dominio=[-3, 3]; Contradominio=[-4, 5]. —

EJERCICIOS

1. Decida si las siguientes tablas representan una funcién de las variables indicadas
en cada caso. Justifique su respuesta.

(a) x| 20 30 40 50 60
y 11 14 23 20 11

Es y una funcién de z? ;Es x una funcién de y?

z |9 10 15 20 5
v | 100 110 120 130 140

.Es u una funcién de z? ;jEs z una funcién de u?

(b)
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2. Diga si las siguientes gréficas representan una funcién o no, en caso de hacerlo
indique el correspondiente dominio y contradominio. Justifique su respuesta.

(a) (b) (©)

\
\

8.3 La notacién f(z)

En muchas situaciones encontramos que las reglas que determinan funciones estan
dadas por una férmula (una expresién algebraica).

Por ejemplo, el perimetro de una circunferencia o el area de un circulo estan dados,
respectivamente, por las férmulas: y = 272 e y = 722, donde z representa al radio
de la circunferencia o del circulo.

Muchas veces resulta apropiado designar a la funcién con una letra que tenga
relacién con la magnitud que se desea calcular. En los ejemplos mencionados ante-
riormente, suele usarse la letra P para designar al perimetro y la letra A para el area.
Entonces expresamos la dependencia del perimetro y del area con el valor del radio,
Z, como:

P(z) =27z
A(z) = 7 2?

En una situacién general, la letra mas usual para denotar una funcién cualquiera
es, naturalmente, f. Denotaremos entonces los valores de la funcién como f(z).
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f(x) se lee “f de x”.

——
EJEMPLOS
1. Sea la funcién f(z) = 4. Los valores permitidos de z (dominio) son z € IR.

Para cualquier valor del dominio, la imagen es siempre 4, o sea que f(2) =
4,f(5) = 4, £(1259) = 4, etc...

2. Sea la funcién f(z) = x,x € [—4,5]. Los valores permitidos de z (dominio)
son x € [—4,5]. Entonces f(—4) = —4, f(2) = 2, f(1) = 1, pero f(10) no estd
definido ya que ese valor no pertenece al dominio de la funcién.

3. Considere la funcién f(z) = z2.

r=1-—+/3.

Solucién:

Evalde la funcién en £ = 10, x = a+ by

e Si evaluamos la funcién en 10, tenemos
f(10) = (10)? = 100.
e Si se evaluamos la funcién en a + b, tenemos
fla+b) = (a+0b)?=a*+b>+2ab

e y si evaluamos en 1 — /3,

f(1—\/§):(1—\/§)2:1—2\/§+3: —4-2.3

4. Considere la funcién f(z) = x—-::-l y determine f(2), f(a), f (%) v %.
Solucién:
1 1 1 1 1 a
2 = — = — —_— = = =
*IB=57773 °f<a> I3 Te gt
1 1
1 ° =—=a+1
.f(a)_a+1 f(a') %4.1
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EJERCICIOS

1. Para cada una de las siguientes funciones:

(a) f@) =5,  caleule £(3), f(=5), f(2+a), £(3b)
(b) f(z) =3z+1, calcule f(-2), f(0), f (%)
(©) f@) =222, caleale f(-1), £(5), F(0), f(u), F(4-J)

(d) f(.'I?) = =7, calcule f(_]-)a f(a - b)a f(3z)a f(3t - 1)

(e) f(z) =32*+1, calcule f(3 4 V5), f <%), f (1 + 1 -I\—/g\/§>

1
2. Dada la funcién f(z) =z — 2 calcule y simplifique:

f(a)
f(b)

a

(a) f(ab), F@)f), £ (3) ¥

o) 1@+ 1 (5) v f@)+ s

3. Sea f(z) = 322 — 8, calcule:
(a) f(z+h) (b) f@+h)— f(z)

4. El volumen V[m?] de aceite en una cisterna que tiene una pérdida en el tiempo
t [horas] estd determinado por la expresién

V(t) = 3000 — 2t — t* [ m?].

(a) Calcule la cantidad de aceite que salié entre t; = 2 horas y t2 = 7 horas.

(b) ¢Cuadl fue la pérdida promedio por hora?

5. Considere las funciones

fa)=a—1, >0y ga)=

Demuestre que f(g(z)) = g(f(z)) ==z, z > 0.
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8.4 Determinacion del dominio de una funcion

Si examinamos las funciones f(z) = x + 2, g(x) = /2 y h(z) = 3z + 1, vemos que
las tres aceptan cualquier numero real como “entrada”. En efecto, sea cual fuere
el nimero z, se le puede sumar 2; dividir por 2 o multiplicarlo por 3 y sumarle 1,
decimos entonces que el dominio de las tres funciones es el conjunto de todos los
niimeros reales. Denotamos el dominio de una funcién f como Dy, por lo tanto en
este caso escribimos Dy = D, = Dy, = IR.

Examinemos ahora la funcién f(z) = 1/z. Como sabemos, podemos dividir al
ndmero 1 por cualquier nimero real x siempre y cuando x no sea cero, puesto que la
divisién por 0 no estd definida. Por lo tanto f(0) carece de sentido. Decimos entonces
que el 0 no pertenece al dominio de la funcién. Simbélicamente, Dy = IR — {0}.

—
EJEMPLO

Para encontrar el dominio de una funcién debemos identificar cudl es el conjunto de
valores permitidos. Sea

Flz) = xw_+21 '

Como la divisién por cero no estd definida, debe ser x — 2 # 0, o0 sea  # 2. Por
otro lado, el argumento de la raiz cuadrada debe ser mayor o igual a cero, con lo que
resulta x +1 > 0, o lo que es lo mismo =z > —1.

Por lo tanto, el dominio estd constituido por todos los nimeros que no sean 2 ni
menores que —1. En otras palabras, el dominio de f(z) es el conjunto de todos los
nimeros reales mayores o iguales a —1 , excepto 2. Simbdlicamente escribimos:

Dy={zecR|z>-1 y xz#2}
JE—

EJERCICIOS
Determine el dominio de las siguientes funciones:
1. f(z) =432 5 flx)=va22 -1
2. f(z) =vVz -5
3. f(z) = V/(z - 2)(z — 3)(z - 6)
4. f(x) =vVx +2 7. f(z) = In(2® - 1)

6. f(z) =]z
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8. f(z) = x21_4 1. f(z) :§+3
9. f(z) = ﬁ 12. f(z) = i:;
1

8.5 Grafica de funciones

Podemos visualizar graficamente la relacién entre las variables dependiente e indepen-
diente de una funcién dada si utilizamos cada valor de = y su correspondiente valor
de y como la abscisa y la ordenada de un punto, respectivamente.

En otras palabras, para graficar una funcion calcularemos y luego ubicaremos en
el plano los pares ordenados (z, f(z)) para distintos valores permitidos de z.

——
EJEMPLO

Consideremos la funcién f(z) = 22, calculemos los pares (=3, f(=3)) (=2, f(—2))
(=L, f(=1)) (0, £(0)) (1, £(1)) (2, (2)) (3, f(3)) y ubiquémoslos en el plano:

Y

Si pudiéramos hacer este procedimiento para todos los valores del dominio ob-
tendriamos una curva a la que le llamaremos grafica de f. I
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Definicién: El conjunto de puntos (z,y) del plano tal que y = f(z) para todo

x perteneciente al dominio de f se denomina gréfica de f.

8.5.1 La recta como grafica de una funcion lineal

Consideremos la funcién lineal (z aparece elevado a la potencia 1)
flz) =max +0. (8.1)

Su gréfica estd determinada por todos los puntos (z,y) tal que y = f(x), o sea tal
que
y =mx +b.

Por lo tanto toda funcién de la forma representada por la expresién (8.1) determina
la grafica de una recta no vertical y toda recta no vertical es la grafica de una funcién
de este tipo. Para obtener la grafica de f(x) procederemos de la manera ya explicada
en el Capitulo 5.

Observe que la ecuacién de la recta horizontal dada por y = 3 corresponde a
la funcién f(z) = 3 pero que la ecuacién de la recta vertical dada por z = 3 no
corresponde a ninguna funcién.

EJERCICIOS

Dibuje en un mismo grafico las siguientes funciones:
1. h(z) =2 -3 y g(z) = 2.
2. l(z) = 3z y flz)=5.

8.5.2 La parabola como grafica de una funcién cuadratica

Una funcién cuadritica es aquella que estd definida por un polinomio de grado 2, o
sea
f(z) = ax® + bz +c.

La grafica de esta funcién es una curva llamada parabola.

Al comienzo del capitulo dibujamos algunos puntos que pertenecen a la gréfica de

la funcién f(x) = 2 en el intervalo [—3, 3]; si dibujamos més cantidad de puntos en el
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mismo intervalo, de tal modo que la separacién entre dos coordenadas x sea “pequena”
y luego los unimos “suavemente” obtendremos una parabola. Por supuesto que aqui
debemos hacernos varias preguntas:

e ; Cémo sabemos que la curva obtenida corresponde realmente a una parabola, si
s6lo hemos dibujado algunos puntos y no todos en el intervalo? Para entender
mejor la pregunta, dibuje en el intervalo [—3, 3] solamente tres puntos de la
gréfica de f(x) = x? y tnalos entre si con segmentos de recta; luego haga
lo mismo con cinco puntos y luego con diez. Observard que las graficas son
diferentes.

iNo habra algunos puntos en el intervalo [—3,3] en los cuales de pronto la
grafica cambie drasticamente? Esta pregunta es dificil de responder. La res-
puesta es que la grafica no cambiard drasticamente si dibujamos una cantidad
suficiente de puntos, el porqué no lo podemos responder en este curso. Por
ahora aceptaremos que la gréafica de f(z) = z? en el intervalo [—3,3] es la
siguiente:

YA

e ;Como es la grifica fuera del intervalo [—3, 3]? Agrande el intervalo a [—5,5] y
repitamos el procedimiento del punto anterior.

;Cémo es la grafica fuera del intervalo [—5,5]7 Agrande el intervalo a [—10, 10]
y repitamos el procedimiento.

i Podemos repetir este proceso hasta abarcar todo el dominio de la funcién para
estar seguros de su comportamiento?

La respuesta claramente es no. Para estar seguros de que su comportamiento
no nos dara ninguna sorpresa, es decir, no cambiard drasticamente en todo su
dominio, necesitamos las herramientas que nos proporciona un curso de calculo.
Entonces, por ahora, aceptaremos que la grafica presentada refleja el compor-
tamiento de la funcién en todo su dominio.
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—
EJEMPLOS
1. Esboce la gréfica de la funcién g(z) = z? + 2.

Solucién:

La funcién g(z) = 2% + 2 tiene una grafica similar a la de f(z) = 22, pero
trasladada dos unidades hacia arriba ya que la coordenada y es la que se desplaza
en dos unidades.

2. Examinemos ahora la gréfica de la funcién h(z) = (z — 2)? . Notemos primero
que h(z) = f(z — 2), por lo tanto la grafica de la funcién h(z) es similar a la
grafica de f(z) = 22 pero estd desplazada hacia la derecha dos unidades, ya que

y = 0 cuando z = 2.

YA

3. Sea la funcién h(z) = 22 — 4z +4 . Factorizdndola, podemos ver que es la misma
funcién del Ejemplo 2.
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4. Sea f(x) = 22 — 2z + 3 . Completando cuadrado vemos que se puede escribir
como:

h(z)=(z—1)*+2

Por lo tanto, su grafica se obtiene desplazando la grafica de 22 una unidad hacia
la derecha y dos unidades hacia arriba:

Dada una funcién cuadrédtica, podemos encontrar inmediatamente tres puntos
caracteristicos de su grafica:

1. La interseccién con el eje de ordenadas. Es el punto (0, f(0)) .

2. Las intersecciones (si es que existen) con el eje de abscisas. Son los puntos

(z1, f(71)) 5 (w2, f(22)), tales que f(z1) =0 = f(z2).

_p o2
3. El minimo o méximo de la funcién. Esta dado por el punto (2—b, 4—b + c>.
a’ 4a

Podemos deducir las coordenadas de este punto completando cuadrado en el
polinomio original. Para un polinomio de grado 2 con coeficientes arbitrarios
a, b,y ¢, tendremos:
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. b
ar’ +br+c = a(mz—l——m—l-E)
a a
e = a(org) -4
ax“+brxr+c = alz+—) ——+c
2a 4a
. .. . . —b
Vemos que si a > 0, el valor minimo posible se obtiene cuando x,;, = %a y
a
—b?
f(wmzn) = E +c.
—b
Si a < 0, el valor maximo posible se obtiene cuando T4, = 5 V [(Tmaz) =
—b? “
Ao +c.
—
EJEMPLOS
1. Encuentre el mximo o minimo de la funcién f(z) = 2% — 2z + 6.
Solucién:
Primero completamos cuadrado,
f(z)=12"-22+6=(x—1)*+5. (8.2)

f(x) resulta igual a la suma de dos términos que siempre son positivos: (z—1)?y
5, por lo tanto esta suma tomara el valor mas pequefio cuando el primer término,
a saber (z — 1)2, se anule; en otras palabras cuando (z — 1) =0 (& z = 1).
Entonces s, = 1y el valor minimo de la funcién serd f(xmin) = 5.

2. Esboce la grifica de f(x).

Solucién:

Sabemos que es una pardbola con la misma forma que la grafica de z2, pero su
“vértice” se encuentra en el punto (1,5). Ademds f(z) no tiene raices reales ya
que f(z) > 5,y por lo tanto no corta al eje de las = en ningtin punto. Ademds
la gréafica corta al eje de las y en y = 6 (cuando = = 0).
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Con esta informacién podemos entonces esbozar la gréfica.

y=(z—-1)°%+5

—_d -
8

-1
EJERCICIOS
3. Encuentre el miximo o minimo de las funciones:
(a) f(z) = —2®>+32—8 (b) f(z) =222 -6z +1

4. Grafique las siguientes funciones:

(a) f(z)=2? —2v/3c +3 (€) f(t)=1>+2t+3
(b) gla) = 2* — 8 +4 e
(©) h(z) = o* — 20 + 4 () gu) = —u* +2u =17
(d) I(z) = 2% + 2z (g) m(z) =32>+6x—1

5. Considere la familia de funciones
f(x) =22 — 3+ k(z —2)?, ke[-2,2].

Dibuje estas funciones en una misma gréafica para algunos valores de k, por
ejemplo k = —2,0,2. ;Para cudl o cudles valores de k la curva cambia cualita-
tivamente?
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6. ;Para cuales valores de z se satisface la desigualdad 2% + 5z +4 >0 ?
7. Considere un triangulo isdsceles cuyos lados iguales valen 10 m.

(a) Exprese la superficie del tridngulo como funcién de la base.

(b) Identifique el dominio de la funcién.

8. Para un diodo semiconductor la corriente I es una funcién del voltaje U dada
por:
IU)=1I(e"Y =1),  I,K >0.

En una prueba de laboratorio se miden los siguientes valores

I (mA) | U(V)
2.0 0.60
40.0 1.20

donde mA indica miliAmperes y V voltios. Use estos datos para saber el voltaje
cuando la corriente es de 20 mA.

9. Cuando se mantiene aislado un volumen de gas, la funcién T'(V') entre la tem-
peratura absoluta T' (medida en grados Kelvin) y el volumen V es:

T(V)=AVI~F,

donde A y k son constantes. Cuando 30 litros de aire se comprimen a 15 litros,
la temperatura sube de 20°C a 114°C. Determine k.

Entre °C (grados centigrados) y K (grados Kelvin) vale la relacién z°C= (z +
273) K.

8.6 Ejercicios suplementarios. Capitulos 7-8
2\% 4 /2\®
SEON

lg(z +1) +1g(z — 1) = 1g(z + 2).

1. Resuelva:

2. Resuelva la ecuacion
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3. Considere la funcién

(a) Halle el dominio.
(b) Calcule f(a) y f(z +1).

4. Dibuje la gréfica de la funcién
f(z) = —2® + 62+ 5.

5. Considere la funcién f(x) = c e,

(a) Determine las constantes ¢ y K si sabe que f(2) =2y f(3) = 3.
(b) Calcule f(4).

(c) (Para qué valores de x vale que f(z) =47




Capitulo 9

Trigonometria

9.1 Grados y radianes

Llamamos circunferencia unitaria a la circunferencia de radio r = 1 y centro en
el origen O. Denominamos ¢ a la interseccién de la circunferencia con el semieje

positivo de las .

Definimos un angulo partiendo del radio OQ y luego girando este iltimo a otra
posicion, por ejemplo, OP. Un angulo positivo se obtiene girando el radio en sentido
antihorario, y uno negativo en sentido horario.

/
Y

6759

O,

N

P

KN, /I
™~ \Q [ 0o Q.
Jx

L/
—135°

()

X

A un 4ngulo se le puede asignar una medida de varias maneras:

e Se toma como unidad a una vuelta completa dividida en 360. A dicha unidad
se le llama grado; entonces una vuelta completa mide 360 grados (360°).

e Se toma como unidad el giro positivo para el cual el arco QP tiene el mismo

145
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largo que el radio. La unidad se denomina radidn (1 rad). Una vuelta completa
equivale a 27 radianes, ya que el perimetro de la circunferencia unitaria es 27 x
unidad de longitud.

=

Y
1
1 vuelta = 27 rad = 360° 1 .
1 SU\
1rad = 180 ~ 57.3°
——
EJEMPLO

Dibuje un giro de 57 radianes y dé la equivalencia en vueltas y en grados.

Solucién:

—57 radianes corresponden a un giro negativo (sentido horario), de vueltas,

0 sea 1 vueltas.

Y
N
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EJERCICIOS
1. Escriba la ecuacién de la circunferencia unitaria.
2. Diga a cuantos grados equivale un giro de:
(a) % vuelta en sentido antihorario. (c) % vuelta en sentido antihorario.

. : : 8 : : :
(b) 2 vueltas en sentiro antihorario. (d) 5 vuelta en sentido antihorario.

3. Dé la equivalencia en vueltas y grados, y dibuje un giro de:

(a) %radianes. (b) —7377 cadianes. (c) 6 radianes.

9.2 Seno y coseno

Para todo niimero real v existe siempre un dngulo que mide v.
Consideremos al punto P sobre la circunferencia unitaria, tal como se muestra en
la figura, con coordenadas (z,y).

A
Y

v
T = COSV Yy = senv C
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A cada dngulo v le asociamos un solo valor de x y uno solo de y; entonces a la
primera coordenada de P la definimos como coseno de v y a la segunda coordenada
de P como seno de v.

A menos que se indique lo contrario, de ahora en mas usaremos los radianes como
unidad de angulo.

Escribimos por lo tanto:

T = COoSW, Yy = senw.

Claramente —1 < cosv <1y —1 < senv < 1 para todo v. En particular:

cos(0)=1, sen(0) =0, sen(w) =0, sen(—m) = 0.

Podemos inferir a partir de la definicién que los valores de coseno y seno son los
mismos al girar una o més vueltas en sentido horario o antihorario, ya que volvemos
al mismo punto. O sea que vale lo siguiente:

cosv = cos (v + 2nw), senv = sen (v + 2nm)

con n un nimero entero arbitrario (n € Z).

—
EJEMPLO
Calcule sen (957).

Solucién: Escribimos
9571 =7+ 94w = 7 4+ 47 x 27,

y resulta

sen (957) = sen (7 + 47 x 27) = sen (w) = 0.
— |
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9.2.1 Valores importantes de seno y coseno

e Siv = 7/4(45°), el tridngulo OM P que se muestra en la siguiente figura, es
isésceles. Por el teorema de Pitdgoras OM = PM =1/ V2. Esto nos permite
escribir las coordenadas de P como P = (1/v/2, 1/v/2).

Hemos demostrado que

e Siv=m/3(60°), el tridngulo OQP es equildtero. Entonces OM = 1/2 unidad
de largo. Por el teorema de Pitagoras PM = \/g/ 2. Entonces las coordenadas
de P son P = (1/2,\/?_)/2), por lo tanto

=

e Sea P’ la reflexién de P con respecto al eje z, como se muestra en la siguiente
figura. Si v = /6 (30°), el tridngulo OPP' es equildtero. Las coordenadas del

punto P son P = (\/5/2, 1/2) y hemos demostrado que
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A
Y
cos (E) = @ / - (73’ %)
o) A
Y Q M, z
T 1 P’
sen (6) T2
Es muy ttil recordar la siguiente tabla:
T sen CoS T
0 0/4 \/4/4
/6 \/1/4 \/3/4
/4 \/2/4 \/2/4
/3 3/4 1/4
/2 4/4 0/4
—
EJEMPLO )
Calcule cos (%)
Solucién: o5 94
. T ow T T
Podemos escribir o 1 + w4 -1 + 61 = 1 + 3 x 27. Entonces:
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CoS <2?T7T) = cos (2 + 3 x 27r) = cos (%)

151

9.2.2 Propiedades del seno y del coseno

e Sea ahora P’ la reflexién del punto P con respecto al eje z. Si P corresponde
al angulo v, P’ corresponde al dngulo —uv.

Y _
cosv = a y senv =b / ,
v

cos(—v) =a

y

sen (—v)

J

Esto nos da las siguientes importantes y ttiles relaciones:

cos (—v) = cosv

——
EJEMPLOS

1. Calcule cos (—%)

2. Calcule sen (—%)
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Solucién:

1. cos (—%) = cos (g) = % 2. sen (—%) = —sen (%) = —%

JE—

e Sea P' esta vez la reflexién del punto P con respecto a la recta dada por y = z.
Si P corresponde al dngulo v, P’ corresponde al dngulo 7/2 — v.

>

cosv =a y senv =b
P = (a,b)

(3-)= (3-)-
COS 9 v) = y sen 9 V] =a

Esto nos da dos importantes y ttiles relaciones mas:

e Sea P’ el punto en que la prolongacién de OP corta a la circunferencia unitaria.
Si P corresponde al dngulo v, P’ corresponde al dngulo 7 + v.
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— _ )
cosv =a y senv = b
cos (v + ) sen (v + ) b P 1 = (@.b)

V0 x
P' = (—a,-b) /

Esto nos da otras dos importantes y ttiles relaciones mas:

cos (v +m) = —cosv sen (v +m) = —senv

e Para un punto P de la circunferencia unitaria que corresponde al dngulo v sus
coordenadas son (por definicién) P = (cosv, senv). El teorema de Pitdgoras
nos permite escribir:

cos®v + sen’v = 1.

Esta igualdad se denomina “el uno trigonométrico”.

———
EJEMPLOS

1. Calcule:

(a) sen <10T7T) (b) cos (%)
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Solucioén:
(a) Como wTW =g+37r=§+7r+27r,
107 s
sen <T) = sen (§ + 7+ 271)
Y
™ V3
- e (5) T2
om T
(b) Como ? =T — g,
by
cos <€> cos (7? - E)
™ V3
= —eos(g) =5
[ . 1
2. ;Cuanto vale senv si cosv = 3 ?
Solucién:
1
Segun “el uno trigonométrico”, 9 + sen?v = 1. Entonces sen’v = g y
V2 2V2
senv=—— 6 senv = ————.
3 3
1
EJERCICIOS
1. Calcule:
(a) cos (g) (e) sen (57) (h) sen (277)
T 3 (i) cos(1016m7)
(b) sen (—5) (f) cos (7)

0) sen (%)
(k) cos(—36m7)

o] '
N

(d) sen (2m) (8) sen<



9.2. SENO'Y COSENO

155
(1) cos <%> (q) cos <—17?7T (v) sen (11%)
() cos (-7 @) sen (157 () sen (°F)
(n) sen <%> (s) cos <—%T7T (x) cos <%T>
(o) sen <—1?T7T) (t) cos <—1?T7T (y) sen (1?%)
(p) cos <25T7T> (u) sen <_£%r> (z) cos <10T7T>
2. Encuentre
(a) cos (g +v) y COS (g - v), si senv =
(b) sen (g +v) y sen (g - v), si cosv =
3. Haciendo una reflexién del punto P = (a,b) respecto al eje y deduzca las

férmulas cos(m —v) = —cosv y sen(m —v)
a las utilizadas previamente.

4. Calcule con ayuda de las férmulas del ejercicio anterior:

(a) sen <5%)
(b) cos <2§>

5. ;Cuales son los valores de senw si:

?

~| -

(a) cosv =

(c) sen(4

(d) cos ( 1

(b)

)

T 1
—<v<7rycosv:—g?

senv con técnicas parecidas
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9.3 Algunas ecuaciones trigonométricas fundamen-
tales

Consideremos la siguiente ecuacion:

e cosz =k, con —1<k<1

En la figura vemos que en la circunferencia unitaria hay dos puntos (P y P’') con
la coordenada z igual a k. Si k = +£1, los puntos coinciden. Si P corresponde al
angulo v que cumple cosz = k con 0 < v < 7, entonces P’ corresponde a —v.

También vale que cosv = cos(v + 2n7). De esto se concluye lo siguiente:

La ecuacién cosx = cosv es equivalente a

r=v+2nt 6 x=-v+2nt n€Z

1

EJEMPLO

Resuelva la ecuacién cosz =

Sl
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Solucion:

. . .. 1 ™
Sabemos, o podemos ver con ayuda de la circunferencia unitaria, que ﬁ = cos ( Z)

_ . T
Entonces, podemos escribir la ecuacién como cosz = cos 1) lo cual da

xz%-l—er o x:—§+2n7r.
-1

Consideremos ahora la ecuacion:

o senz =k, con —1<k<1

Sea P el punto que corresponde al dngulo v en el primer o cuarto cuadrante, o sea
—m/2 <wv < 7/2y P asu reflexién con respecto al eje y, o sea que P’ corresponde
al dngulo ™ — v.

Si observamos la siguiente figura vemos que se cumple que sen (7 — v) = senv = k,
va que Py P’ tienen la misma coordenada y.

Yy ka)
Pl P
T
1 v
senv =k y sen(m—v)=k >
0 x

Puesto que senv = sen (v + 2n7), obtenemos el siguiente resultado:
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La ecuacién senz = senv es equivalente a

r=v+2nt 6 z=7m—v+2nTt ne€Z

—
EJEMPLO

., 1
Resuelva la ecuacién senz = 3

Solucién:

. . — 1
Sabemos, o podemos ver con ayuda de la circunferencia unitaria, que g = sen|g).

B

_ . ™
Entonces podemos escribir la ecuacién como senz = sen 5) lo cual da

T T
r=—+42nw 6 T=7— =+ 2nm.
6 6

Las soluciones son, entonces,

5
x:%+2n7r o x:%+2n7r
-1
EJERCICIOS
Resuelva las siguientes ecuaciones:
1. COS%ZCOS(%) 5. COS%‘Z—? 8. senx =0
2. cosz = cos (1) . 9. senx = —3
6. senx = sen (g>
3. cosz =0 10. senz = sen (2)

1
4. cosz = 3 7. senx = - 11. senz = sen (53)
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9.4 Tangente y cotangente

Definiremos las funciones tangente y cotangente:

senv ™
tanv = , vE—+nT , n€Z
cos v 2
COS v
cotv = , v#ENT , ne€Z
senv

Consideremos los tridngulos OPM y OP'Q que se muestran en la figura.
Estos tridngulos son semejantes, por lo tanto tanv = |P'Q)|. Del mismo modo,
si consideramos los los tridngulos OPM y OQ'M’, éstos también son semejantes;

concluimos entonces que cotv = |[MQ'|.

4
; Q.
P = (cosv, senv) / V
1
Q@ = (1,tanv 0\, >
( ) 0] M|P"  zx
Q' = (cotwv, 1) /
—
EJEMPLOS
Calcule:
T
1. cot (g)

137
2. t — .
an<3>
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Solucién:

sen (m/3) V3/2 NG

137\ _ sen(137/3)  sen(m/3+4m)  sen(m/3) V3/2
2. tan <T> = Cos(137/3)  cos(r/3 +4m)  cos(x/3)  1/2 =V3
I

1. cot (g) cos (m/3) 1/2 1

Tanto el seno como el coseno tienen la misma periodicidad de 27. Asi, podria ser
natural pensar que debe valer lo mismo para la tangente y cotangente. En realidad,
la tangente y la cotangente tienen el periodo (minimo) de 7, ya que

sen(v+m) —senv  senw
tan (v + ) = = = = tanwv.
cos(v+m)  —cosv  cosv

De la misma forma, cot (v + 7) = cot v.

De lo anterior inferimos que:

tan (v +nm) =tanv y cot(v+nm)=cotv paratodon € Z,

lo cual nos permite concluir que:

e La ecuacién tanz = tanwv es equivalente a £ = v + nm, donde n es un
numero entero arbitrario.

e La ecuacién cotz = cotwv es equivalente a z = v + nm, donde n es un
nimero entero arbitrario.
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P ———
EJEMPLOS

1. tanx =

~ cosT/6 /3

T ™ , .
Entonces tan z = tan (6) y x= 5 + nm donde n es un nimero entero arbi-

1
7

m\ _senm/6 1
Sabemos que tan (E)

trario.

2. cotx = cot (2).

Esta ecuacién da directamente z = 2 + nw, donde n es un niimero entero arbi-

trario. I
EJERCICIOS
1. Calcule
m
a) tan | — -m 167
(a) (4) (b) cot<6> (c) tan<3>
2. Resuelva las siguientes ecuaciones
(a) tanz =1 (c) tanz =tanl
1
(b) cotz =3 (d) cotz = V3

9.5 Triangulos rectangulos

Recordaremos la interpretaciéon de las funciones trigonométricas en los tridngulos
rectangulos.

Consideremos el tridngulo ABC, donde el dngulo C es un dngulo recto, de acuerdo
a la figura siguiente.
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v O

B a C

Observemos que todos los tridngulos rectangulos que tienen un angulo no recto v
igual son semejantes, y por lo tanto tienen sus lados correspondientes proporcionales.
Esto nos permite definir:

_a _ cateto adyacente
® COSU = — coseno de v = T
c 1potenusa
_ b __cateto opuesto
e senv = — seno de v = —S—F "
c hipotenusa
b
e tanv = — tangente de v = C;?;fsgoagpuemz
a yacente
_a _ cateto adyacente
e cotv = 7 cotangente de v = =+ opuesto

Con la ayuda de estas relaciones y las existentes entre los lados de medio cuadrado
y medio tridngulo equilatero, rdpidamente se pueden calcular los valores de las fun-
ciones trigonométricas para ciertos angulos notables como m/4,7/6,7/3 de manera
similar a lo efectuado en la seccién 9.2.

EJERCICIOS

Encuentre los valores de:

1. cos (%) 3. tan (g)
2. sen (%) 4. cot (%),
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con ayuda de las siguientes figuras:

9.6 Algunas féormulas trigonométricas

Enunciaremos algunas férmulas que relacionan las funciones trigonométricas de los
angulos.

Suma de angulos

cos (u — v) = cosu Ccosv + senusenv (9.7)
cos (u + v) = coSu COSV — Sen u Sen v (9.8)
sen (u + v) = senw cosv + sen v cosu (9.9)
sen (u — v) = SENUCOSV — SEN v CoS U (9.10)

De hecho, de la férmula (9.7) se pueden deducir las demés. En el siguiente ejem-
plo deduciremos la férmula (9.9). Dejamos como ejercicio la deduccién de las dos
restantes.
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—
EJEMPLO
Deduzca la férmula (9.9) con ayuda de la férmula (9.7).

Solucidn:
Si reemplazamos u por /2 — u en (9.7) obtenemos

Miembro izquierdo = cos [(g - u) — v] = cos [g —(u+ U)] = sen (u + v)

. ™ ™

Miembro derecho cos (5 — u) cosv + sen (5 — u) senv =
= senwucosv + cosusenv.

Por lo tanto vale

sen (u+v) = senucosv +cosusenv , o sea (9.9). "

Si en las férmulas (9.8) y (9.9) colocamos u = v obtenemos:

Férmulas del angulo doble
cos (2v) = cos® v — sen *v (9.13)

sen (2v) = 2 cosv senv (9.14)

Si sumamos y restamos, respectivamente, las férmulas (9.2) y (9.13) obtenemos:

2, _ 1+cos (2v)

cos® v 5 (9.17)
. 1-—
sen 2y = %(21}) (9.18)

EJERCICIOS

1. Reemplazando v por —v en (9.8) demuestre que para todo u, v vale que:

cos (u — v) = cosu cosv + senusenv (férmula (9.7)).
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4 3 3 4
2. Suponga que senu = — , COSu = —— , Senv = — y cosv = — y calcule:
5 5 5 5
(a) sen(u+wv) (b) cos (u —v)
o T T T X
3. Use la relacion 2=3 1 para calcular:

(a) sen (%) (b) cos (%)

4. Usando las férmulas (9.7) a (9.10) y el “uno trigonométrico”, demuestre que
para todo v valen las siguientes igualdades:

(a) cos(2v) =1 —2sen?v

(b) cos (2v) = 2cos®v — 1

(c) cos (3v) = 4cos® v — 3cosw

(d) sen (4v) = 4senwvcosv — 8 sen3v cos v

(e) tan (2v) = 2tanv , U F %+n7r ,NE L

1—tanZv

5. Calcule, con ayuda de valores conocidos y de las férmulas (9.17) y (9.18), los
valores exactos de:

(a) cos (g) (b) sen (g) (c) cos (17T—6)

6. En los siguientes ejercicios estd permitido el uso de una calculadora. Dé una
respuesta aproximada con tres cifras significativas.

(a) Calcule v y exprese el resultado en grados y en radianes.

[cm]

6.9
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(b) Calcule AD.

D
[cm]
C
2.75
21°
A B

(c) Un peso estd colgado de un cable como se muestra en la figura. Calcule el
angulo v y dé el resultado en grados y en radianes.

[cmn]
122
Z. 7.5

777

9.7 Ecuaciones trigonométricas mas generales

Estudiaremos aqui algunos tipos més generales de ecuaciones trigonométricas. Tenga
en cuenta que siempre se buscan todas las soluciones.
Antes de seguir adelante debe cerciorarse de que ya sabe resolver las ecuaciones

fundamentales estudiadas: cosz = k, senz = k,tanz = k y cotx = k.

———
EJEMPLOS

1. Resuelva la ecuacion
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Solucién:

1
Podemos escribir el miembro derecho de la siguiente forma: —— = cos (%)

V2
coS (21‘ + %) = oS (%),

2x+%=:|:%+2n7r

Asi, la ecuacién resulta:

donde

y n € Z. Tenemos entonces que

2 + % = % + 2nm (9.19)
T T
5 2 - = ——42nm. 2
6 2z+ 5 1 + 2nmw (9.20)
La ecuacién (9.19) da
T
2r = 12 + 2nm
Entonces -
T = ﬂ + nm
La ecuacién (9.20) da
9 = =0T 49
T = 15 nw,
entonces
xr = —_571 + nm
Y

Las soluciones son, entonces,

i , _
x—ﬂ-l-mr o) :E——24 + nm.

2. Resuelva la ecuacién 2cos? 2z — senz = 1.

Solucidn:
Usando el “uno trigonométrico” obtenemos una ecuacion de segundo grado en
(senx):

2(1 — sen’z) — senz =

2sen?z+ senz—1 = 0.

Definiendo ¢t = senz obtenemos 2t> 4+ ¢ — 1 = 0, cuyas soluciones son:

1 1
—+4/= .
4 16+

i
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O sea: 1
2
., 3 1
La ecuacién senz = —1 da z = > + 2nmw, conn € Z. A su vez, senx = 3 da
:r:%+2n7ré:r:7r—%+2mr,connez.
Resumiendo, las soluciones son:
3 )
x=77T+2n7r 6 wz%—l—Zmr 6 w=g+2n7r,n€Z.

Resuelva la ecuacién senz = cos (2z) en el intervalo de 38 < z < 40.

Solucién:

Si en ambos miembros de la ecuacién hubiese estado la funcién seno o coseno,
hubiéramos podido resolver la ecuacién directamente, como en los ejemplos
anteriores. En este caso, relacionaremos el seno con el coseno de la siguiente
manera:
™
senz = cos (5 —

y reemplazando en la ecuacién original obtenemos:
™
cos 5~ x| = cos 2z,

lo cual equivale a

g — 2 =22+ 27 (9.21)
g —z= -2+ 27 (9.22)
La ecuacién (9.21) da
™
3z = 5 + 2nm

Observacion: Podriamos pensar que hay un error en la expresion anterior, al
escribir “2n7” en vez de “—2n7”. Sin embargo, como n vale para cualquier
nimero entero, podemos poner un signo positivo adelante de n para que las
férmulas no sean mas dificiles de leer.

La ecuacién (9.22) da

™
T =——+2nm.
2
Todas las soluciones son, entonces:
T n 2nm m 49
r=—=4+— 6 xz=—= nm
6 3 2
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conn € Z.

Ahora falta imponer restricciones sobre n para que z esté dentro del intervalo
deseado. Tenemos que

T 2nm
38< =4+ — <40
_6+ 3 =40
6 bien

38§—g+—540

lo cual da
17.89 < n <18.84

6.29 < n < 6.61

Entre 17.89 y 18.84 hay un solo nimero entero, el 18. Entre 6.19 y 6.61 no hay
ninglin ndmero entero, por lo tanto no existe solucién. La respuesta es

T 2x187 737

= — = — ~ 38.22.
=t T3 6
., 5 1
4. Resuelva la ecuacién cos® ¢ = 3
Solucién:
La ecuacién equivale a
cosr = L 6 (9.23)
V2 '
1
cosr = —— 9.24
2 (0.24)

Luego,
L—cos(z) —L—cos 3m
2o\ Y T AT 4)

Podemos reescribir (9.23) como

™
COST = COS Z s

COST = COS _—
4 ’
—

x—4+2n7r 6] x=—%+2n7r

y (9.24) como

La ecuacién (9.23) equivale a
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y la ecuacion (9.24), a su vez, equivale a

_37r_|_2 3 _ 37T+2
z = nmo 6 z=-— nmw

con n € Z. Las cuatro diferentes clases de soluciones se pueden escribir como:

T = +ng, n € Z.

NE

Resuelva la ecuacién cos (2z) + cosz +1 = 0.

Solucidn:
Podemos combinar las férmulas (9.2) y (9.13) de maneras muchas veces ttiles.
Por ejemplo, las igualdades:
cos (2r) = cos’z — sen’x
1 = cos’x+ sen’x
dan por adicién:
cos (2z) + 1 = 2cos” z.

Esta expresion, insertada en la ecuacién a resolver nos da 2cos? z + cosz = 0.
Luego de factorear obtenemos (cosz)(2cosx + 1) = 0. Entonces:

cosz = 0 (9.25)
6 2cosz+1 = 0. (9.26)
La ecuacién (9.25) nos da z = T + 2nm, o bien z = —g + 2nm, con n entero

. . . m
arbitrario. Esto puede resumirse en x = 5 +nm, conn € Z.

1 1 2
La otra ecuacidn, (9.26), da cosx = —3 ¥ como 5 = cos ?ﬂ, entonces:
2 2
cosa::cos%r y wz:l:%—k?mr, n € Z.

Asi, las soluciones son

2
x:g-l-mr o :r::l:%+2mr,n€Z.
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EJERCICIOS

Encuentre todas las soluciones a las ecuaciones

1.

W N

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

sen’z + cosx = =
4
1+ senz =2cos’z
cosxsenz =0

sen (2z) = 2senx

2cos (2z) + 4senz =3

1
sen (6x) = 3

cos (3z) = sen (4x)
cos? (a: + E) = l
6/ 2
cos (5x — %) =1,enelintervalo 0 <z <m
COS T = COS (%), en el intervalo 727 < x < 73w
m ™ .
sen (Qx + g) = cos (m - Z)’ en el intervalo 23 < z < 25

cos (g) = sen (:c + g), en el intervalo —33 <z < —29

sen (g — :v) = cos (:U + %), en el intervalo 2.3 < x < 451.9

sen (2x) = 2senx, para —22 < x < —19

35 39
cos (2z) = cos®> z + 3sen x, para Tﬂ <z< Tﬂ
1 1
sen (2z) = V2 cos z, en el intervalo —% <z< —%

171
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Respuestas a los ejercicios

Capitulo 1
Seccion 1.1

2. (a) 3 (b) 4 (c) VT

Seccién 1.2

1. (a) 21 (c) —21 (e) =25
(b (d) 4 (f) 11
2. (a) —22 (b) 18 (c) —156
3. (a) -1 (¢) 24a— 54 (e) 360a + 558
(b) —24 (d) 3a>—a—4 ) b+c+1
4. (a) 11°C (c) —26°C (e) —30°C
(b) —8°C (d) 24°C
5. (a) 10°C (c) —=1°C
(b) 20°C (d) 0°C

173
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Seccién 1.3

1. 22x3x7 3. 3x19 5. 28

2. 21 4. 2x5%2x23 6. 3°

Seccion 1.4

1. (a) 13923 (c) 34969 (e) 6300
(b) 51450 (d) 3780 (f) 15120
2. (a) 360 (b) 9400 (c) 720

Seccién 1.5

3

L@ -3 ) —5 (©) 5
2 () 5 © 5
47 21
(b) -y (d) 20
3 () - (@ 2 (i) 9
1 (f) 7 L1
) —5 . 0
(c) 18 (8) é_Q \
(@) 2 ) 2 () £
TGN (€ ~2 0) 1o
o) 0 3 0) 5
7 29 6
(c) 12 () 209 (k) 77
@ 5 D= ) — 58
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11 13 8681
(m) 50 (p) 11 (s) 7560
37 49
(n) Y (a) 216
83 145
(0) 952 (r) 108
Seccién 1.6
1. (a) 05 (d) 0.4 (g) 4.142857
(b) 0.571428 (e) 0.36
(c) 0.4 (f) 5.25 (h) 1.64
2. (a) 34.20 c) 104.43 (e) 1.95
(b) 2.15 (d) 10.00
3. (a) 14.7m3 (b) 21.5 m?
148 47
4. — —
(2) 5o O
500
(b) 9900 (d) 3367
Seccién 1.7
1L 7. 125 14. 13
27
8. 8 15 1
9 _ L 2
to27 9. 19 )
48 2a
3 35 10, 2L
" 100 17. 48
81
4. 100 11. % 18. 0
B 317 19. 192
N C2 12 ?
20. —18
(a®> — be)? 1
6. 5 13— 21. —448
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1 9(1 +2a)® 26. 1202 d
25 % Gt 1
27.
2 4 d? 256
29. (a) 2 © g © é
(b) 4 @ % (6) -25
30. (a) 2v2zy (d) _3\3/§ (8) = /3 -9y
(12
(b) a—b? (@) 2y (h) 2z 1+ 420
\?/5
(c) 327y (f) (z+2)y? (i) zv1+y?
31. (a) z ==0.07 (¢) & = +£V13 ~ +3.6056
5
(b) z = iZ
32. (a) 4V2 (d) -1 () 2
(b) 2-v2 (e) 1-3
(c) —% (f) V2 (h) 2
33. (a) 25 (c) 10
(b) 13 (d) 410

Seccién 1.8

1. (a) 3.765032 x 103 (c) 2.35785 x 10
(b) 5.681 x 10~° (d) 3.486 x 10~°

2. (a) 5x 10749 (b) 3 x 1026 (¢) 5 x 10%3

3. (a) 7.5x 106 W (d) 2x 1078 s (g) 2.4 % 10~% m
(b) 6.2 10718 J (e) 10° W (h) 5 x 10'2 Wh

(c) 5.4 x 105 m? (f) 7x10° m® (i) 4 x 10739 m?
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4. (a) 500 s (c) 450 km
(b) 5 ns (d) 3 mm

Seccién 1.9

1. (a) irracional (d) racional (g) irracional
(b) irracional (e) racional

¢) racional (f) irracional (h) racional

El quinto.

)

()

2. (a) 1.96; 2.0069%; 1.99881...; 2.000204. . .; 1.999965 . ..

(b)

577
)

b
=2.
(¢) g5 = 2:000006

. La quinta.

w

4. (a) La segunda. (b) La sexta.

256
81

(a) Bien. (¢) Mal. Correcto: 14. (e) Bien.
(b (

(
(

)
) Bien. d) Bien. (f) Bien.
a) 0.520 (¢) 3.46 x 109

b) 0.0431 (d) 0.0716

Seccién 1.10
1. AUB={-5-3,1,3,4,7,8}; AnNB = {1}.

2. (a) [4,5) (d) (=00, =1)U (=1, o0)
(b) [-3,2) (e) (=2, 00)
(¢) (=00, =6) U (=5, o) (f) (=00, 2)U[4, 00)

3. A=1{1,2,3,4,5, 6}
4. A={-3,-2,-1,0,1,2}
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Capitulo 2

Secciéon 2.1
1. 2 3. 4rs 5. —18 (t* + 3)
2. 2q(p—q) 4. —28¢
Seccion 2.2

L (a) (z+5) @ (Hg) (8) (y - V3)?

(b) (= —3)* A2 9
(e) 3(z—5) h) 3 2

(©) (+8) () (t - V7? ‘ (”3)

2. (a) (zx—4)(z+4) (e) 2y —3b)(2y +3b)
(b) (Vr—4)(Vz+4) 2 _
(©) (Vaz—V5)(W2z + V5) W=D
(d) (V3a—+5)(vV3a+5) (8) (Va— Vb)(va+Vb)

3. (a) (a+3)(a+2) (d) (t—3)(t—6) 1 1
(b) (z +1)(z — 3) (€) (t+2)(t—9) (®) <t+ 3) <t+ 2>
(c) (t+6)(t+3) (f) (z —V2)(z +3)

4. (a) z(z +4) (h) —(z +2)(z — 1)
(b) z(z+3)(z—-1) 5
(©) 9z (z + 1) M) 2(+2) <x_§>
(d) (22 +4)(z*+2) . o §
(e) (x—1)(x+1)(x—4)(z+4) G5 ( +1)< 5)
() (2> +6)(x + 1) (k) (5—-=)(16 —3x)
(g) (22 +5)(zF +1) 1) —(11+42)(8 + )
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Seccién 2.3

1.z+2 7 T+2 13, (a+b)(a+b—ab)
2 z—2 4ab
5 T
-3 8. m;g Y (@’ +1)
3 2z v (a+1)
" 5b 9. .
-1 15.
4 TE3 a(a—1)
T+ 2 10. r+3
5 2c—1 5 16. 1
’ 33(5[72—1) 11. — -6
T 12
6 a+b 17 —(3z +5)
s 12. 2y @+ D2 - 5)

Seccién 2.4

’ 2 5
_ 6(a—z)(2+ 3v/a
oIt
2. (a) 4 (b) 12

3. (a) VaZ+1+va? -1 (b) Vi—aZ -2
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Capitulo 3

Seccién 3.1

CAPITULO 9. TRIGONOMETRIA

L (a) #=-15 (f) =6
1 .
(b”:b—3§ . ((gi 116
—3abe h) 2 = ——
) =" — 21
bc+lc)120_—c?2>ab () z=4+2a
(d) == 2ac—3b2+3c G) x:—§
_ 17a+36 7
(©) = ~5090 = 36) (k) =0
_ Baz+ 1) -2 _36(2x—1)
2. (a) a= 2cx (b) 40z + 17
3. z=14 13 Nope 2
(2) » (h =3 UEES
(b) T =5 3 (k) x=8
© a=5 ® =13 ) a=1
8 L $:§ (m) = =30
(d) z=3 () 5 (n) z=3
(e)ng (i)xzi (o)xz—%
4. (a) z= -4 (c) z=21
(b)w=48—7 (d) = =48
5. 428 7. 20.725 m2
6. 49.60 $ 8. 4 hs
Seccion 3.2
1. (z-3)?%-7 5 (x+7)?-51
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1> 5 3\> 13 1. (y+1)2%-5
6.3(.’17—5) -I-Z 8.2(.134‘5) Y N
9. 3(z + 1) — 15 12'2<m+§> 3
2 2
(z —6)° AN ER N
7. 5 —16 10. 2 |y 1 3 13. 9z 6 1
Seccioén 3.3
l.z=1; -9 5 2=-2+V6 10 2 =1++3
9 gz i 1 6. z=1; =2 11. 2 = +1
202 7.x=2 —12
3.x=12; 2 8. z=23 12. A solucién en IR
4. A solucién en IR 9. 2=1; -4 13. A solucién en IR
Seccion 3.4
1. =—4+27 : -3+£5
(a) = VT (f):z:i 3417 () =2+ V3 :
(b) A solucién en IR 2 /3
1 V105 __ov3 .
(c) t=1; i (g)ﬂﬂ:—giT (k) == 18 +V2 V2
3
(d) y=4+26 (h) z2=1+3 0 z=3 —
(e) z=0; -2 (i) = = V5; V2 (m) = =6+4v2
3 11 46 _
9 _ 2. _1 —9. () z=0
() o =55 == () z=2 T
16 5 27
(b)m—O,l— (d) = 3 g (f) z=0; £6
3. (a) 2=2 () z=3 * (d) o=—=; 4
(b) z = +£2 2
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4. (10 x 20) m 7.92:4: 6

5. A las 9hs 46’ 48”

6. v1 = 55 km/h; vy = 50 km/h 8. x=2

Seccién 3.5

L (a) Q@) =243, R(z) =10
(b) Q(z)=—-z -5, R(z) =22
() Qx) = -3 ,R(z) =22 - 1922 — 62 +2
@ Q@)= o~ b Rla)= Dot 42?432 - 1
(e) Qx) =2>+2x+1, R(x) =0
f) Qz)=2*+1,R(x) =1

e ore 2

122 -1
1 (d) 2 +x—12

(b) - (e) 2z

3. (a) Pa)=(z—1)(z -2 (c) P(z) =2(x + 1)(z — 3)

Seccién 3.6

1. A solucién en IR 3. =

B~ ks ©
N

2. =1 4. x
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Seccién 3.7

wL? 2 t= v
1. I = e L2(f — P) 3. D=2 I

_F(R+h)2_ _F(R+h)2' _F(R+h)2' _/GmM
4.m = GM § M= Gm G = mM s h= F
5. R= P o ey

RoRs + R1R3s + RoR3

1

6. C =

WL — w2 - R?

183

Seccién 3.8

1. 27 2
3
2. 0
g Vo-1 5 222 —z —4
VB4 " 42)(23 - 222 41)
6. (a) =0;2; -3 (c) z=2
1 1
— _Z d z=——
(b) &=-3; -5 (d) 7
D) 2
T.v=c/1- 0 8 E—ZEO




184

Capitulo 4

Seccién 4.1
1. (a) z =20° y =30°
(b)  =130° y = 50°
z =50°% u =65° v=115°

2.

CAPITULO 9. TRIGONOMETRIA

(a) x =135° y =135°

(b) = 50° y = 50°

Seccién 4.2
1. C =13
3. a=30°% B =30° 6 =60°
4. (a) a=42°% v =56°
(b) a=60° B =40°

7. (a) c=7.5cm
(b) =4.28 cm

8 p=>52cm; qg=6.69 cm

9. |PR| = 14.4 cm

(¢c) a=59°
6. 2.5 cm 10. AP =6 cm
Seccién 4.3
1. (a) ¢=45.83 cm 2. h=+v2
b) b= 28.43
(b) cm J3
(¢) a=17.35cm 3. c= >
Seccién 4.4
1. (a) 0.5m? 3 (a) 21.7 cm?
2
(b) 1.2 m (b) 1492.25 cm?
(c) 13.63 m? )
(d) 1.61 m2 (c) 59.55 cm
(e) 1.59 m? (d) 42 cm3
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Seccién 4.5
1. (a) 18 km 3. 12.01 cm
(b) 2 800 000 $
(c) 2665 631 $ 4. 16.55 cm
(d) 2 849 285.60 $
2. 9817 ¢ 5. 50 cm
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Capitulo 5

Seccién 5.2

52

3.

3.

1.

6.

4.

Seccién 5.3

=0.25
40

(€) (x+5)%+ (y+1)?

(d) (z -1+ (y—-2)°
(@) (z-1)24y?*=8

(b) (z+1)*+(y —3)?

13+6V3

(c—a)®+ (d—b)?

) (@ =V3)*+(y—1)°
(d) (z—a)*+(y—b)?

C

(

9

(€) (x=5)"+(y—2)°

by y=x+2

(c)y=2z+1
(d) y=3z—-13

(a) y=—-z+1

by y=3z+1
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7. (a) Son paralelas (c) Se cortan en (2, —1)
(b) Se cortan en (5, 2)




188 CAPITULO 9. TRIGONOMETRIA

Capitulo 6

Seccidén 6.1

2. (a):v>21 (e)z>% (j)t<%
(b)$<—ﬁ (f) > -2 3
17 (8) z <32 (k) u<—7
(© > 1 (h) u>0
(d) z<7 (i) x> -2 1) z<3
4. (a) z € (=2, 1) ce (-5 =1
(b)xe(—Q 1) “ E( i 2)U(3’OO)
R (f) @ € (o0, 1]U (2, 6]
(¢) z € (—o0, 0) U (16, c0) _
(d) z € (0, 1)U (2, o) [7 )

1. (a) 10 () 9 (e) 2F
(b) 15 (d) V2 2
2. (a) 2 c) 2 (e) m—2
(b) 0 (d) V15— +14
3. (a) z==2 (b)x=§;§ (c) z=5;1
22 (d) o =-3;1
5. (a) z€(=3,1) (¢) z € (=00, =T) U (3, 00)
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Seccién 6.3
Ly=-3z+5 4.3;6(—00, _—1>U(3,oo)

5.z € (-2,0)
3.0=(3,22)p=2
=\l e Ty 6. v € (=5, —1)
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Capitulo 7

1. (a) 2 (d)
(b) 3 (e)
(c) —m (f)

2. (a) -2 (b) —

3. (a) z=1n9 (c) z=e
(b) z=10"1 (d)

4. (a) 0 (c) 2
(b) O (d) 2

5. logy, x = igizg

6. 4

lg z
7 lga= log, =

9. (a) lg2+21g3=12552
(b) 21g3—-31g2=1.8572

CAPITULO 9. TRIGONOMETRIA

N = N

—
o

~
w

(e) v =1log,6
() z = a'/?

(e) In6

r—1
z+1

(b) 2In

(c) 3lg2—21g 3 =-0.0512

Seccién 7.1

1. (a) x:i—4
(b) x=25:|:25\/5
(c) z=3

2. u= v

(d) z=1; &
(e) z=1; ¢!

9 25
(f) 93—57 K
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s (#)

3. K =
i« () (3)
4 (a)x:% (c) z=re; e
(b) z=2 (d) z=10; 107!

(e) = =10% 107!

In3
M) =5

Seccién 7.2

1. 0.5682
2. 0.4343

3. 3.9068
4. 2.3026

9. —1.5850
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Capitulo 8

Seccién 8.2

1. (a) y es funcién de x (b) u no es funcién de z
z no es funcién de y z es funcion de u
2. (a) St (b) No (c) Si

Seccion 8.3

L) f3)= 5 F(-3)= 25 f@+a) = T2 f3h) = )

2tt+1 f(u)_2u+1’f( J) = 9-2j

—3 u—3 11—
d) f(-1)=1; fla—b)=b—a; f(32) =—3z f(3t—1)=1—3¢
(e) f(3+V/5) =43+ 18V/5; f( )

1+v3)  32+6(3+V5+V15)
f(” v ) 5

(@ J(-1) = 3: fG) = 51 f(1) =

(@ -1) (@ -1 -1) ay _ (a®—b%)
2 (a) flab) = = fla) f(b) = 22— f(3) =
fla) _b@-1)
o) " a@®-1)
1 1 1_ a2 41
0) 1@+ £ (3) =05 @)+ 1 =
3. (a) 32> +6xh+3h>—8 (b) 6z +3h

4. (a) 55 m3 (b) 11 m?®/h
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Seccién 8.4

1. IR

2. [5, )

3. [2,3]U6, c0)

4. [-2, )

5. (—o0, —1] U1, o0)
6. R

7. (=00, =1) U (1, o0)

10.

11.

12.

13.

. IR—{-2,2}
CIR—{-4, 4}
[0, 9) U (9, o0)
R - {0}
IR —{-3}

IR —{-2, 3}

Seccién 8.5

_3. _2 b b2
3. (a) Tmae = > f(Tmaz) = T (a) S = 5 100 — T
3 7 b) be 0,20
(b) Tmin — 5; f(wmm) = _5 ( ) e[ ]
8. U=1.06V
6. x € (—o0, —4]U[—1, 00) k=14
Seccion 8.6
l.z=1+2
1++/13
2. x =
2
3. (a) R—{-1,0,1}
1 1
®) @)= ey ) = 1 T e o)
_8 3 b) 4.5 _In45
5. (a) c= g K=In} (b) (¢) 2= 7z ~3.71
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Capitulo 9

Seccidén 9.1

1. 22 4+¢y2=1
2. (a) 180° (c) 120°
(b) 720° (d) 576°
3. (a) 45° (b) —135° (c) 1080°

Seccién 9.2

1. (a)0 m) = 1
(Z) ' (m) =5 ®) -
(© 1 ) W
(d) 0
(©) 0 © ) —3
(f) 0 /3 .
Eg (1) () %5 ™ =7
() 1 (a) —? (x) —?
()1 1 1
o 1 () 5 0 -5

1 1 1
™ 2 (s) 7 (z) —3
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:I:—4\/3

5. (a) -

) 208

195

Seccién 9.3
L. o=+ 42nn
6
2. x =x1+42nmw
3. a:::l:g+2n7r

4. a:::i:§+2n7r

5. :r::l:%r+2n7r

4
6. a:=E—|—2n7r; —7T—|—2n7r

) )

2
7. ng-l-Qnﬁ; ?ﬂ-l-Qnﬂ

8. r=nm

9. x:—%+2n7r; —5%+2n7r

10, z=242nm;, 7 —24+2n7w

11. z2=53+2nm 7 —-53+2n7

Seccién 9.4

3.3

4. V3
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Seccién 9.6

2. (a) % (b) O

3. (a) ?(\/5—1) (b) ?(\/EJr 1)

6 (a)% 24+ /2 (b)% 23 (C)% 2+ /2t va
7. (a) v=2_8°27"40" = 0.147 rad (c) v="7°0"34" =0.122 rad

(b) AD =8.612 cm

Seccion 9.7

1. a:::i:%—l—?nw

5
2. m:%+2n7r; %+2n7r; —g+2n7r

3. a:::i:g—i—?nm nmw
4. x=nm

5. a:=E—|—2n7r; 5—7r—|—2n7r

6 6
6. v=— n+i - n+i
T3 12)° 3 12
w m
7.w—ﬁ—|—2n7r, a:—§+2n7r
T 5T g 117
S.w—ﬁ—i—?nw, —E+2n7r,ﬁ—|—2n7r,ﬁ+2n7r
9 . 9_71' 177w
U207 207 20
2
10.m:%7r
95 269
11. 2= —7m; —
R TEET
12.a:=—28—7r
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13.

14.
15.

16.

w:w(n—%);n:l,?,...,M&

c=-Tm
¢ =18m; 197
_317r'_157r' 17w 197

TETT T T T Ty T

197
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