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Tras un intenso debate, llegamos a la conclusión de que dependiendo de la

densidad de plantas, podı́amos considerar diferentes matrices de payoff.

Los pagos que eligiremos pueden ser intepretados biológicamente como

proporcionales al número de descendientes correspondientes a cada

abejorro.



Tras un intenso debate, llegamos a la conclusión de que dependiendo de la

densidad de plantas, podı́amos considerar diferentes matrices de payoff.

Los pagos que eligiremos pueden ser intepretados biológicamente como

proporcionales al número de descendientes correspondientes a cada

abejorro.

1 En el caso de una alta densidad de plantas, la mejor estrategia siempre

la tiene el Especialista, más aún contra un Generalista.

Especialista Generalista

Especialista b c

Generalista 0 a

CUADRO: Lejos de la extinción de plantas (0 < a < b < c)
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proporcionales al número de descendientes correspondientes a cada
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Especialista Generalista

Especialista b c
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2 En el caso de una baja densidad de plantas, la mejor estrategia siempre

la tiene el Generalista, más aún contra otro Generalista.

Especialista Generalista

Especialista 0 a

Generalista b c

CUADRO: Cerca de la extinción de plantas (0 < a < b < c)



5 Teniendo en cuenta que la probabilidad de encuentro depende de la

densidad de las plantas, si nos encontramos con un Especialista

entonces el recurso abunda y por ende conviene ser Especialista, caso

contrario el recurso escasea y entonces conviene ser Generalista.
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CUADRO: Densidad relativa a las estrategias (0 < a, 0 < b)
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Considerando el último caso, que nos parece más adecuado a la realidad,

resulta la siguiente matriz de pago:

A =

(

a 0

0 b

)

donde a y b son positivos (pero no necesariamente es a < b ó b < a).
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a 0

0 b
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a 0

0 b
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Hallemos la ecuación del replicador:

f1(~x) = e1A~xT = ax1

f2(~x) = e2A~xT = bx2
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f̄ (~x) = x1f1 + x2f2 = x1(ax1)+ x2(bx2) = ax2
1 +bx2

2
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ẋ1 = x1(f1(~x)− f̄ (~x)) = x1(ax1 − (ax2
1 +bx2
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A =

(

a 0

0 b

)

Hallemos la ecuación del replicador:

f1(~x) = e1A~xT = ax1

f2(~x) = e2A~xT = bx2

f̄ (~x) = x1f1 + x2f2 = x1(ax1)+ x2(bx2) = ax2
1 +bx2

2

ẋ1 = x1(f1(~x)− f̄ (~x)) = x1(ax1 − (ax2
1 +bx2

2)) = 0

∴ x1 = 0 ó ax1 − (ax2
1 +bx2

2) = 0

Desarrollando la segunda expresión:

ax1 −ax2
1 −bx2

2 = 0

ax1 −ax2
1 −b(1− x1)

2 = 0

ax1 −ax2
1 −b(1−2x1 + x2

1) = 0

ax1 −ax2
1 −b+2bx1 −bx2

1 = 0

(−a−b)x2
1 +(a+2b)x1 −b = 0



Aplicando la fórmula resolvente de la ecuación cuadrática:

x1 =
−(a+2b)±

√

(a+2b)2 −4(−a−b)(−b)

2(−a−b)

x1 =
−a−2b±

√
a2 +4ab+4b2 −4ab−4b2

2(−a−b)

x1 =
−a−2b±

√
a2

2(−a−b)

x1 =
−a−2b±a

2(−a−b)



Aplicando la fórmula resolvente de la ecuación cuadrática:

x1 =
−(a+2b)±

√

(a+2b)2 −4(−a−b)(−b)

2(−a−b)

x1 =
−a−2b±

√
a2 +4ab+4b2 −4ab−4b2

2(−a−b)

x1 =
−a−2b±

√
a2

2(−a−b)

x1 =
−a−2b±a

2(−a−b)

Resultando entonces:

x1
1 =

−a−2b+a

−2a−2b
=

b

a+b

x2
1 =

−a−2b−a

−2a−2b
= 1



Por lo tanto los puntos de equilibrio son:

(1,0)

(0,1)

x∗ =

(

b

a+b
,

a

a+b

)



Por lo tanto los puntos de equilibrio son:

(1,0)

(0,1)
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(

b
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,

a

a+b
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Puesto que a,b > 0, por lo visto en la Teorı́a resultan (1,0) y (0,1) estables,

mientras que x∗ = ( b
a+b ,

a
a+b ) es inestable.
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(0,1)
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(
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a+b
,

a

a+b

)

Puesto que a,b > 0, por lo visto en la Teorı́a resultan (1,0) y (0,1) estables,

mientras que x∗ = ( b
a+b ,

a
a+b ) es inestable.

Para poder introducir una especie Generalista 2 más efectiva que

Generalista pero menos efectiva que Especialista, sólo podemos considerar

de las matrices iniciales, aquella que considera estar lejos de la extinción de

plantas, favoreciendo a los Especialistas sobre los Generalistas, es decir:

Especialista Generalista

Especialista b c

Generalista 0 a

CUADRO: Lejos de la extinción de plantas (0 < a < b < c)



Introduciendo la especie Generalista 2:

Especialista Generalista 1 Generalista 2

Especialista f h g

Generalista 1 0 b a

Generalista 2 c e d

CUADRO: Nueva especie Generalista 2 (0 < a < b < c < d < e < f < g < h)



Introduciendo la especie Generalista 2:

Especialista Generalista 1 Generalista 2

Especialista f h g

Generalista 1 0 b a

Generalista 2 c e d

CUADRO: Nueva especie Generalista 2 (0 < a < b < c < d < e < f < g < h)

El orden de los parámetros está determinado por lo siguiente: lo menos

conveniente es ser Generalista 1, luego Generalista 2 y finalmente

Especialista.

Por otro lado, la mayor desventaja se encuentra frente a un Especialista,

luego contra un Generalista 2 y finalmente contra un Generalista 1, sea cual

sea la especie.



Resulta entonces la siguiente matriz de pago:

A =





f h g

0 b a

c e d





con 0 < a < b < c < d < e < f < g < h.



Resulta entonces la siguiente matriz de pago:

A =





f h g

0 b a

c e d





con 0 < a < b < c < d < e < f < g < h.

Realizando la transformación Bij = Aij −Φj siendo Φj = (0,b,a) resulta:

B =





f h−b g−a

0 0 0

c e−b d−a





Observemos que a y b eran los parámetros más pequeños, resultando todas

las entradas de B positivas.
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Observemos que a y b eran los parámetros más pequeños, resultando todas

las entradas de B positivas.

Aplicando ahora la transformación Cij =
Bij

Ψj
con Ψj = (f ,h−b,g−a) resulta:
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f
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Observemos que como c < f , e < h y d < g, resulta 0 < α = c
f < 1,

0 < β = e−b
h−b < 1, 0 < γ = d−a

g−a < 1.
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Observemos que como c < f , e < h y d < g, resulta 0 < α = c
f < 1,

0 < β = e−b
h−b < 1, 0 < γ = d−a

g−a < 1.

C =





1 1 1

0 0 0

α β γ





Hallemos la ecuación del replicador:

f1(~y) = e1C~yT = y1 + y2 + y3 = 1

f2(~y) = e2C~yT = 0

f3(~y) = e3C~yT = αy1 +βy2 + γy3
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Hallemos la ecuación del replicador:

f1(~y) = e1C~yT = y1 + y2 + y3 = 1

f2(~y) = e2C~yT = 0

f3(~y) = e3C~yT = αy1 +βy2 + γy3

f̄ (~y) = y1f1 + y2f2 + y3f3 = y1f1 + y2f2 + y3f3 = y1 + y3(αy1 +βy2 + γy3)
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ẏ1 = y1(f1(~y)− f̄ (~y)) = y1(1− y1 − y3(αy1 +βy2 + γy3)) = 0
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Como este modelo es muy aburrido, decidimos modificar el orden de los

parámetros del siguiente modo:

A =





f h g

0 b a

c e d





con 0 < a < b < c < f < g < d < e < h.



Como este modelo es muy aburrido, decidimos modificar el orden de los

parámetros del siguiente modo:

A =





f h g

0 b a

c e d





con 0 < a < b < c < f < g < d < e < h.

Aplicando las mismas transformaciones que antes, resulta:

C =





1 1 1

0 0 0

α β γ





siendo α = c
f , β = e−b

h−b , γ = d−a
g−a . Observemos que 0 < α ,β < 1, pero γ > 1.



Como este modelo es muy aburrido, decidimos modificar el orden de los

parámetros del siguiente modo:

A =





f h g

0 b a

c e d





con 0 < a < b < c < f < g < d < e < h.

Aplicando las mismas transformaciones que antes, resulta:

C =





1 1 1

0 0 0

α β γ





siendo α = c
f , β = e−b

h−b , γ = d−a
g−a . Observemos que 0 < α ,β < 1, pero γ > 1.

Con esto, resulta que a los puntos de equilibrio triviales se les incorpora el

punto:
(

γ −1

γ −α
,0,

1−α
γ −α

)







¡¡Muchas gracias por su atención!!




