Algebra y Algebra 11 Segundo Cuatrimestre 2013

PRACTICO 5

Coordenadas, bases, sumas e intersecciones de subespacios

Ejercicio 1. Probar que los vectores aj = (1,0,—1), as = (2,0,1), az = (1,1,1) forman una base de R?
y dar las coordenadas de un vector (a, b, c) en esta base.

Ejercicio 2. Probar que los vectores «a; = (1,0, —i), o = (1 +4,1 —4,1), ag = (4,4,7) forman una base
de C3 y dar las coordenadas de un vector (a, b, c) en esta base.

Ejercicio 3. Sea W =< S > donde S = {ay, a2, a3, a4} C R* con
a1 =(=1,0,1,2) as=(3,4,-2,5) as=(0,4,1,11) aq = (1,4,0,9).

Hallar una base de W y describirlo implicitamente, es decir hallar un sistema de ecuaciones
lineales homogéneas para las cuéles el espacio de soluciones sea exactamente W.

Ejercicio 4. Sea Sy = {1, B2, 83, 1} C R*, donde
61 - (171717_2) 62 = (3707 _271) /83 = (17_27_47 5) /84 == (_2737 _47 0)
y sea Wy =< Sy >

(a) Hallar una base de Wj.

(b) Hallar un sistema de ecuaciones lineales homogéneas para las cudles el espacio de solu-
ciones sea exactamente Ws.

(c) Encontrar una base de Wi N Wy y describir Wi N Wy implicitamente. (W7 es el del
ejercicio anterior).

Ejercicio 5. Dados los siguientes vectores de R*
a; =(1,1,0,0) a2 =1(0,0,1,1) «a3=(1,0,0,4) «a4=(0,0,0,2)

(a) Demostrar que B = {a1, s, a3, a4} es una base de R%.

(b) Hallar las coordenadas de cada uno de los vectores de la base canénica respecto de la
base ordenada B.

(c) Hallar las matrices de cambio de base de la base canénica a B y viceversa.

Ejercicio 6. Sea W =< a1, a3 > el subespacio de C? generado por o = (1,0,7) y ag = (14,1, —1).

(a) Demostrar que By = {a1,as} es una base de W.
(b) Describir W implicitamente.

(c) Demostrar que los vectores 1 = (1,1,0) y S2 = (1,i,1 + ¢) pertenecen a W y que
By = {f1, P2} es otra base de W.

(d) ;Cuéles son las coordenadas de o y ao en la base ordenada By?

(e) Hallar las matrices de cambio de base ng y Pg;.



Ejercicio 7. Sean
3 2 0 0 3

A1:<; _12 _03:;)I>yA2: 1 0 -31 0
-1 1 -3 1 -2

y sean W1 y Wy los espacios solucion de los sistemas homogéneos asociados a A y Ag
respectivamente.

Hallar una base de W7 y Wa.

Encontrar una base de W7 N W5 y una base de W + W,
Describir implicitamente W1 N Wy y Wy + Wa.

Encontrar un subespacio W3 C R tal que Wi @ Wy = W; + Wh.

Ejercicio 8. (a) Expresar R? como suma directa de dos subespacios.

(b) Sean W; =< (1,1,1);(1,1,0) > y Wy =< (1,—1,0) >. ;Son ellos complementarios en
R3?

(c) Sean W7 =< (1,1,1);(1,1,0) > y Wy =< (0,0,1) >. ;Son ellos complementarios en
R3?

Ejercicio 9. Sea V un espacio vectorial y sea W7 un subespacio de V. Demostrar que existe un subespacio
Wy de V tal que V = Wy @ Wh.

Ejercicio 10. Sea V' el espacio vectorial real generado por las filas de la matriz (espacio fila)

320 0 9 O

1 7 -1 -2 -1

2 14 0 6 1
6 42 -1 13

(a) Encontrar una base de V.

(b) Describir implicitamente los vectores (z1, 2, 3, X4, Z5) que estan en V.

(¢) Siu=(x1,z2,23,24,25) € V, dar las coordenadas de u en la base dada en la parte (a).

2 00 0 2 -1 -1 11 1 01 1 00 0 0O
Ejercicio 11. Seag_{<o 3 1>’<0 2 —1)’(2 0 2)’(0 0 0)’(0 2 O)’(l 2 1)}
(a) Demostrar que B es una base de May3(R).

111
11 1> con respecto a la base B.

(c) Hallar las matrices de cambio de base de la base candnica a B y viceversa.

(b) Hallar las coordenadas de <

Ejercicios adicionales
1. Dados los siguientes vectores de R4
a; =(1,1,0,0) a2 =1(0,0,1,1) a3=(1,0,0,4) a4 =1(0,0,0,2)

(a) Demostrar que B = {a1, as, a3,a4} es una base de R%.



(b) Hallar las coordenadas de cada uno de los vectores de la base candnica respecto de la base
ordenada B.

(c) Hallar las matrices de cambio de base de la base canénica a B y viceversa.

2. Sean

Sl = {(1707 172)7 (_1727378)7 (_17 15 173)7 (07 17255)}7
So =1{(1,1,0,1),(1,-1,0,3),(3,1,2,4),(1,1,2,0) }

y sean W1 = < 51 >y W = < S5 > los correspondientes subespacios generados en R*.
(a) Dar una base B; de W; que esté contenida en S;, i = 1,2.

(b) Describir Wy, Wy, Wi N Wy y Wi + Wy en forma implicita.
(¢) Dar una base de W1 N Wy y de Wi + Wh.

3. Sea V el espacio vectorial real generado por las filas de la matriz (espacio fila)

2. 0 9 O
7T -1 -2 -1
14 0 6 1
42 -1 13 0

DN = W

(a) Encontrar una base de V.
(b) Describir implicitamente los vectores (1, x2, x3, 24, 25) que estan en V.

(¢) Siu=(x1,x9,x3,24,25) €V, dar las coordenadas de u en la base dada en la parte (a).

4. Sea V el espacio vectorial real de todas las funciones polinomiales de R en R de grado menor o
igual a 2. Sean
gl:]-_xa 92:$+JI2, 95:(1:—'_1)2

(a) Demostrar que B = {g1, 92,93} es una base de V.

(b) Hallar las matrices de cambio de base con respecto a By a la base canénica {1, x, z%}.
5. Sean o = (z1,72) v B = (y1,y2) dos vectores de R? tales que
Tyt aaye =0 af+ai=yi+y3=1.

Demostrar que {a, 3} forman una base de R?. Hallar las coordenadas del vector (a,b) en la base
ordenada {a, 5}.

6. Sea V el espacio de las funciones continuas en el intervalo [0,1]. Sean Wy, el subespacio de
las funciones pares (i.e. f(x) = f(—2)) ¥ Wimpar €l subespacio de las funciones impares (i.e.
f(x) = —f(—x)). Probar que V.= Wpar & Wimpar



