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Torres de cuerpos de funciones

Una sucesión de cuerpos de funciones F = {Fi}∞i=0 sobre Fq se dice una
torre si para todo i ≥ 0 se cumple que:

X Fi ⊂ Fi+1,

X Fi+1/Fi es una extensión finita y separable,

X Fq es el cuerpo total de constantes de Fi y,

además,

X existe j ≥ 0 tal que el género de Fj cumple que g(Fj) ≥ 2.

Sea F = {Fi}∞i=0 una torre sobre Fq y denotemos por N(Fi) el número
de lugares racionales de cuerpo Fi. Definimos:
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X El ĺımite de F
λ(F) := ĺım

i→∞

N(Fi)

g(Fi)
·

X La tasa de descomposición de F (sobre F0)

ν(F) := ĺım
i→∞

N(Fi)

[Fi : F0]
·

X El género de F (sobre F0)

γ(F) := ĺım
i→∞

g(Fi)

[Fi : F0]
·

0 ≤ λ(F) ≤ √q − 1 (Drinfeld-Vladut)

Asintóticamente mala buena óptima
λ(F) 0 > 0

√
q − 1
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λ(F) 0 > 0

√
q − 1



Espacios de descomposición y de ramificación de una torre

Diremos que un lugar P de F0 se descompone completamente en la
torre F = {Fi}∞i=0 si para cada i ≥ 1 existen [Fi : F0] lugares en Fi
arriba de P .

F0

Fi Q1

P

Q2 Qr r = [Fi : F0]

e = 1e = 1 e = 1



Espacios de descomposición y de ramificación de una torre

Espacio de descomposición (sobre F0)

S(F) = {P ∈ P(F0) : P es racional y se desc. complet. en F}



Espacios de descomposición y de ramificación de una torre

Espacio de descomposición (sobre F0)

S(F) = {P ∈ P(F0) : P es racional y se desc. complet. en F}

Teorema
Si F es una torre con espacio de descomposición no vaćıo, entonces

ν(F) ≥ |S(F)|.



Espacio de ramificación (sobre F0)

R(F) = {P ∈ P(F0) : P ramifica en Fn/F0 para algún n ≥ 1}

F0

Fi Qi

P

e > 1
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Espacio de ramificación (sobre F0)

R(F) = {P ∈ P(F0) : P ramifica en Fn/F0 para algún n ≥ 1}

Teorema
Si F es una torre B-acotada, con espacio de ramificación finito, entonces
el género de F es finito.



R(F) = {P ∈ P(F0) : P ramifica en Fn/F0 para algún n ≥ 1}

S(F) = {P ∈ P(F0) : P es racional y se desc. complet. en F}

R(F) ∩ S(F) = ∅



R(F) = {P ∈ P(F0) : P ramifica en Fn/F0 para algún n ≥ 1}

S(F) = {P ∈ P(F0) : P es racional y se desc. complet. en F}

R(F) ∩ S(F) = ∅

Teorema
Si F es una torre B-acotada, con espacio de ramificación finito y espacio
de descomposición no vaćıo, entonces la torre F es asintóticamente
buena.



Una torre F es recursiva si existe una sucesión {xi}∞i=0 de elementos
trascendentes sobre Fq y un polinomio H(X,Y ) ∈ Fq[X,Y ] tales que

X F0 = Fq(x0) es el cuerpo de la funciones racionales y

X Fi+1 = Fi(xi+1) donde H(xi, xi+1) = 0 para todo i ≥ 0.



Una torre recursiva F es de tipo Artin-Schreier si el polinomio H(X,Y )
tiene la forma especial

H(X,Y ) = b2(X) · a(Y )− b1(X),

donde b1(X), b2(X) ∈ Fq[X], p = char(Fq) y a(Y ) es un polinomio
aditivo y separable, esto es,

a(Y ) = anY
pn + an−1Y

pn−1

+ · · ·+ a1Y
p + a0Y ∈ Fq[Y ],

con an · a0 6= 0.



Una torre recursiva F es de tipo Artin-Schreier si el polinomio H(X,Y )
tiene la forma especial

H(X,Y ) = b2(X) · a(Y )− b1(X),

donde b1(X), b2(X) ∈ Fq[X], p = char(Fq) y a(Y ) es un polinomio
aditivo y separable, esto es,

a(Y ) = anY
pn + an−1Y

pn−1

+ · · ·+ a1Y
p + a0Y ∈ Fq[Y ],

con an · a0 6= 0.

Usualmente se dice que la torre F sobre Fq está definida por la ecuación

a(Y ) = b(X) :=
b1(X)

b2(X)
·



Ecuaciones de tipo AS

Y q + Y =
Xq

Xq−1 + 1
, sobre Fq2

Y 2 + Y =
X2 +X + 1

X
, sobre F8

Y q − Y =
Xq

1−X
, sobre Fqp

Y q − Y =
Xq + f(X)

1−X − f(X)
, sobre Fqp

con f = 0 o deg f > 1 y (q − deg f, p) = 1.



Lema
Sean a(Y ) ∈ Fq[Y ] aditivo y separable, b1(X), b2(X) ∈ Fq[X] coprimos
tales que k := deg(b1)− deg(b2) > 0 y . Sea F = {Fi}∞i=0 sobre Fq la
sucesión de cuerpos de funciones definida recursivamente por

a(Y ) = b(X) :=
b1(X)

b2(X)
·

Si existen al menos dos lugares P1, P2 en F0 tales que

νPi(b(x0)) < 0 y (k · νPi(b(x0)),deg a) = 1,

entonces F es una torre. En particular, P1, P2 son totalmente ramificados
en F .

Si, además, existe una función racional ϕ(T ) tal que Zϕ◦a ⊆ Fq ∩ Zϕ◦b
entonces

S(F) ⊇ Zϕ◦a y ν(F) ≥ |Zϕ◦a |.
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Torres de tipo AS

ecuación Lug .Tot. Ram. ϕ |Zϕ◦a| asint.

Y q + Y =
Xq

Xq−1 + 1
{P∞} ∪ {Pα : αq−1 = −1} 1− T q−1

T
q2 − q buena

Y 2 + Y =
X2 +X + 1

X
{P0, P∞} T 3 + T + 1 6 buena

Y q − Y =
Xq

1−X
{P1, P∞} T + 1 q mala

Y q − Y =
Xq +Xq−1 + 1

−X −Xq−1 {P0, P∞} T + 1 q ?



Otras Torres de tipo AS

Y 2 + Y =
X

X2 +X + 1
, sobre F4

Y p + bY =
1

Xp + cX
, sobre Fpr con b 6= c.
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Otras Torres de tipo AS

Y 2 + Y =
X

X2 +X + 1
, sobre F4

Y p + bY =
1

Xp + cX
, sobre Fpr

con b 6= c y bc(b− c)2p−2 = 1.
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